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c) r=1+Cosb

d) x=aCos3t, y=aSen3t O<t<2m.

Sea R una region acotada por uma curva simple cerrada en el plano
xy . Usar el teorema de Green para demostrar que el centro de

gravedad (x,y) de R esta dado por:
_=—:. 2 H —:..l_ 2 >
x ufx dy;s v y Mfy dx
Verificar que i& integral de linea es independiente de la
trayectoria y calcularla.
(2,2)
a) x?dx+y3dy
(0,0)
(3,2)

b) f (x+2y) dx+ (2x-y) dy
(1,0)

(4,4)

c) | _—yadxtxdy csobre cualquier trayectoria que no cruce el eje x.
a

(4,1)

(3,4)

ad) Xdxtydy cobre cualquier trayectoria que no pase por el
2/ X,-O'V,
(1,0)

origen.
(1,1,1)
e) f 2xdx+3y3dy+4z3dz-
(0,0,0)
Determinar si: el campo vectorial es un gradiente.
f(x,y)=(4x3y3+3,3x%3%+1)
b) £(x,y) =(x3+y, x+y?)
<) flx,y,z)=03x%z,x3z,x3y)
4 f£(x,y)=(x,2y)
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S5 INTEGRALES DE SUPERFICIE
S.1 AREA DE UNA SUPERFICIE

En el plano se vio que la longitud de un arco de la grafica de y=f(x)

desde x=a hasta x=b estaba dada por:

Sf 1+ dx

En tres dimensiones, el problema que es la contraparte al de la

longitud de arco, es el de evaluar el area ¢ (A) de la porcidn de la

superficie , determinada por la grafica de la funcidn diferenciable

z=f(»,y) en una regién del plano xy.

En efecto, si Q(A) es una superfice con parametrizacidn p(x,y)

definida en una regi6bn ¢ cerrada Yy acotada del plano, se puede

demostrar que el area de ¢ (A) viene dada por:

A-[f "’” )+1dxdy

v s: se nota por ds=\/(%)2+/3£\2+ldxdy entonces el Area de la superficie
\oy)

fofds

Resulta entonces natural que pensemos en otro concepto de integral

puede escribirse como:

definida, que podemos llamar 1integral de superficie, pues a las
funciones gue se lo hemos de aplicar han de tener como dominio una
superficie; nuevo concepto de integral definida, que podemos definir

asi y que es andlogo a la integral de linea de un campo escalar
f(x,y,2z), ff(x,y.z)ds:
[+

5.2 DEFINICION
Sea S=¢ (A) una superficie, descrita por una funcidén diferenciable ¢
definida en una regidn A del plano uv vy sea f un campo escalar definido

v acotado en q)(A) . La integral de superficie de f sobre 5 se representa

con el simbolo !.Jrf(xr.VIz) d8 y esta definida por la ecuacién:
9o (A)
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fff(x v, z) ds= fff(cp(u V))F’-xﬁldudv

v (A)

- [ o e BT T axey

Siempre que exista la integral doble.

Nota

Bersarde Acevedo.
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1. S1 una superficie viene definida por z=f(x,y), una ecuacidn

parametrica de la superficie es:

‘P(er) =(x,y, f(x,y)) y si formamcs

1 a7 406
99,9 _no
ox  Ody .
01 ?—;

(—-g}{, 35'1; se tiene que

| 22222 - (g

(RIS

| % Hs{l ,
ds Iaxx 3y dxdy

2. S1 la superficie es la grafica de x=f(y,z) entonces

parametrizacion de la superficie es:
o(v,z2)=(f(y,2),y,2z) v

3 3
a¢ X-aj, o 10 - (1, of aé‘ y asi

dy ~ 0z 9y 9y’ 9z

ar
5 01

| <Sefasay - T Tayds - o

S1 la superficie es la grafica de y=f(x,2) entonces:

e - (g -

3.3 PARAMETRIZACION DE ALGUNAS SUPERFICIES

una
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Al igual que para poder trabajar eficientemente las integrales de linea
tuvimos que parametrizar las curvas, para trabajar eficientemente el
concepto de integral de superficie hay gue aprender a parametrizar las
super ficies.

Una superficie es el lugar de un punto que se mueve en el espacio con
dos grados de libertad o se define como la imagen de wuna funcioén

diferenciable @ de un subconjunto de R® en un subconjunto R™, es decir:
¢:2---B AcR?®, BgR?

(u,v) --=-¢ (u,v) =x(u,v)i+y(u,v)j+z(u,v)k

Y

¢(u,v)=x(u,v)i+y(u.v)J+z(u,v)k se llama una parametrizaciédn de la
super ficie, y a la 1magen de .(u,v) se llamard superficie.

Ejempio 1
Una parametrizaciédn de la superficie de la esfera x?+y1+zz=az a>0 es
¢ (u, v) =(aCosuSenv, aSenuSenv, aCosv) O<u<2m, O<vin; es decir:

o:[0,2r] %[0, %] -—--=R?

(u,v) -———-9¢ (u,v)

donde

¢ (u,v) = (aCosuSenv,aSenvSenu, aCosv)=(x,y, z) -

Nota

S1 se toma x-aClosuSenv, y=aSenuSenv, z=aCosv, los eleva al cuadrado y
los suma obtiene x24y24+z2=g92.

Recuerde que el cambio de variable en coordenadas esféricas es
x=rCos0Seng. y=rSen®Seng. z=rCose¢. 0<0<2n, 0spsn; luego haga
a-r 0=u p=v y asi obtiene ‘P(U,V)' la parametrizacién de la esfera
descrita antes.

Ejemplo 2

x3 v? 2z
Una parametrizacidén de la superficie del elipsoide —+=—+-—-—=m] es
a? p? ¢?
¢ (u, v) =(aCosuSenv, bSenuSenv, cCosv) 0su<2n, O0sSvsSwm.
Ejemplo 3

Una parametrizacidn para la superficie del paraboloide z=x2+y2 hasta’
z=4 es ¢ (u,v)=(uCosv,uSenv,u?) 0svs2n O<us<2.
Ejemplo 4

Una parametrizacidn para la superficie del cono Z=MX2+YJ hasta z—-4 es:

¢ (u, v) =(uCosv, uSenv,u) 0sv<2n 0O<u<4d.
Ejemplo 5
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[lha parametrizacién para la superficie del cilindro x3+y2=9 entre z=2
¥ z=4 es:

lo(u, v) =(3Cosv,3Senv,u) 0<v<2wn, 25u<4d-

fr general. si se tiene una ecuacidn de la forma z-f(Xx,y) entonces una

parametrizacidn de la superficie es:

b(u, v)=(u,v,f(u,v)) ¢

p(x,y):(x,y,f(x,y)), como por ejemplo

p(x,y)=(x,y,x%+y?) es otra parametrizacion ce la superficie del
paraboloide Z=X2+Y2.'

tl x=f(y,z) entonces:

(v, 2z)=(f(y,2),y,2z) osi y=f(x,z) entonces ¢(x,z)=(x,£f(x,2z),2z) son
larametrizaciones de la respectivas superficies.

E_jemplo 8

Ina parametrizaci6on de la superficie del plano X+y+Z=1 es

p(x,v)=(x,y,1-x-y) -

5.4 CALCULO DE AI.GUNAS INTEGRALES DE SUPERFICIE
EBiempla 1

falcular [f (2x+yz-1) ds, ¢(A) es la superficie de la esfera
9 (A)

X2+y2+22=9 (Figqura 207)

Fig.207
v
A o(u,yv)
x y
A
o TR . X ’

[Solucidn

Lna parametrizacién para la superficie de la esfera x2+y2+zz=9 es:

¢ (u, v) =(3CosuSenv, 3SenvSenu,3Cosv) 0<u<2n 0<v<n:
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d 1 b k
99 .99 - | 3senvsenu 3Senve 0
au - - aV — envsenu enviosu .
3CosuSenv 3SenuCosv -3Senv

= (-9Sen?vCosu, -9Sen?vSenu, -9SenvCosv) entonces

dp _dp| _
lr(P i 5(3 = 9ySen*vCos?u+SentvSen?u+Sen?vCos?v
-9 | Senv]|

=9Senv 0O0<vsm entonces

f f (2x+yz-1) ds-= f f (6 CosuSenv+9 SenuSenvCosv-1)9Senvdvdu
@ (A) A

2
) f:J’; " (54Sen?vCosu+81SenuSen?vCosv-9 Senv) dudv

=.+36% (Ejercicio).

El &rea de la superficie esférica x?4y24z2=9 es:

o[ [ as
e (A)

:f“%';x%pudv

e (A)

=]:f02“98envdudv
= 181:L“Senvdv

T
=18n (-Cosv) ]0 = 367,

Ejemelo 2
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Fig.208
r 4
N

(A)

P SA)

Jff(zx-o-yz-]_)ds = ff (2x+yz-1)d51+ff (2x+yz-1)d9,' siendo ©.(A) la
" (A) e, (A) e, () .

[superficie de la tapa y @,(A) la superficie del cono.

|Iha parametrizaciéon para @,(A) (la tapa) es:

|{°1(xly)'(xyy:4)'(X:.Y:f(x,y)) luego
o T ey
=y03+0%+1 dxdy
luego ff (2x+yz-1) ds- _!'f(2x+4y-1) dxdy
A

9, (A)

. J16-x7
=f_( f (2x+4y-1) dydx

V16
=j;"j;‘ (2rCos0+4rSen9-1) rdrdo
=L21L4_rd‘rcﬁ

==16%.
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Una parametrizaciéon para la superficie del cono z.‘/xz_,.y! hasta z=4 es:

’3(xly) = (x’y,vx,'&y,) = (x.}’.f(x.}’)) 14 ) ‘ )

o5 ) 2

=J x* y? +1 dxdy

=ﬂdxdy, luego
ff (2x+yz-1) ds,- ff(2x+ny’+y’-1)ﬂdydx
A

(M

. vie-x*
=f f (2x+yyx3+yi-1) . /Zdydx

e
4 m
T e

16-

I pé
= [ [ -zvzdr e
o} 0
=-J/216m-
Otra parametrizacién para la superficie del cono hasta z=4 es:
¢ (u, v) =(uCosv, uSenv,u) 0svs2n Osu<d4 entonces

‘ 1 5
Q"ﬁ: Cosv Senv 1

du’ Jv
-uSenv uCosv 0

= (-uCosv, -uSenv,u), luego

dﬂ‘i%ﬁ'x%sldUdv = Ju?Cosiv+uiSen?v+u?

= V2| ul

= J2u vsu<q, asi:
ff (2x+yz-1) ds - ff(zuCosv+u‘Senv—1)ﬁududv

92 (A) A

- fo“j: (2y2u?Cosv+/2u’Senv-y2u) dudv
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-16y/2n 2si que

f‘z"*"z'”d"’ = _16%-16%y2-
e (A)

;] A&rea de la superficie del problema anterior es:

”ds-_- f!d81+f!ds=

HA) 9, (A) @3 (A)
x Ji6-x1
T wa ] e
—V16-23 ~Vi6-x* . (
= [*[‘zdrae+yz[*[‘rdra®
= 16m+/216%-

“Ejemplo 3
Irf (x+z) d8, donde ®(A) es la superficie del cilindro x24+y3.9 desde
0 (A)

|Iz=0 hasta z=4 y sus dos tapas (Figura 209)

Fig.209
4

(A)

@A)

*,(A)

solucion

[ (x+2) ds- [ [ (x+2) ds, ff(x+z) ds+[ [ (x+2) ds;,

) (A) '1 (‘) [ 2% ‘) 9, (R)
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1) Una parametrizaciéon para la superfice superior Q!QA) (la tapa) es:

o.(x,y)=(x,y,4)=(x,y,£(x,y)) entonces
ooue BT T ax

“y0%+0%+1dxdy

=dxdy entonces

f [ (x+2) ds, - ,I'Jf(xu) dxay
“A

e, (4)
Jo =T

T

(x+4) dydx
-v9-x

:j;"j;a (rCos9+4) rdrdd

=36%®.
ii) Una parametrizaciodn para la superficie inferior OQ(A) (z=0) es:
oz(xly)-(xIYIf(xI_Y).(nyIO) Y
- = [f_Of\2 /_0of\2
952 =y(-&) H-5) +raxdy

=v1dxdy

=dxdy, luego

[ (x+2) ds,- [ [(x+0) dxay
e, (A) . 'AJ

Vo-x?
=f3 f xdydx=0.

—\/9-)(}

11i1) Una parametrizacidén para Qa(A), la superficie del cilindro es:

@, (u, v) =(3Cosu, 3Senu, v) OSus2®, USV<a> y
EEE¢0921:(3Cbsu,3Senu,o) (Ejercicio) entonces:
ou  dv
ds==| 993 x——a‘psldudv
du ov
=y9Cos?u+9Seniududv

=3dudv entonces
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( 4
'f‘af; x+2) dS, ];I(3(,‘osu+v)3dudv

4 p2x ‘
—3LL (3Cosu+4) dudv

=48 1T
luego:

ffds = 36M+0+48N =847 -
o (A)

El Area de la superficie del problema anterior es:
ff ds - f!dsyf[dsgffdsz
94 (R) 9, (R)

e (4) @, (2)
9
3
.

=

]

v -x*
dydx+f_; f dydx+3 L‘E‘dudv

-v9-x3 ~/9-x2
2% p£3 4 p2x
= Zf f+3ff dudv
0 4] 0 J0
= 18n+24n=42%.
jemplo 4
alcular ff (x+y) ds . ¢ (A) las 6 superficies que limitan la caja de
9o (R)
rtices (0,0,0), (3,0,0), (3,4,0), (0,4,0)’ (0,0,1), (0’4’1)’ (314;1)

1 (3,0,1) (Figura 210)
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Fig.210

y 4
N

A1)

(3,0,1)

R

Salucidén

f[ (x+y) ds = Z‘ff (x+y) ds,.

9 (A) 1 @ (R

1) Sea ¢1(A) la superficie de la tapa z=1, luego una parametrizacion

para esta superficie es:

L 2] (x,y)=(x,y,1)=(x,y,f(x,y)) vy asi:

dS:=/03+07+1 dxdy
=dxdy vy

ff (x+y) d81=L3!: (x+y) dydx=42.

v, (A)

ii) 'vz(A) la superficie de la tapa inferior z=0 y umna parametrizacion

es @,(X,¥)=(X,y,0)=(x,y,£(x,¥)) v asi  ds,=yTdxdy yf(!u (x+y) ds,
L £

= ];Jj;‘ (x+y) dydx=42 .

i1i) @3(A) la superficie del plano y=4 y una parametrizacién para e
superficie es:
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03(x,z)-(x,4,z)-(x,f(x,z),z) y asi:

05> = [P H{ZE)+1dxdz =dxdz ¥

f(x+y) dS; = [*["(x+4) dzdx = 2.
Y Jo Jo -2
Iiv) Q‘(A) la superficie que corresponde al plano y=0, luego
o (x,2z)=(x,0,2) y dSa=dxdz, luego ff (x+y)ds, - [ flxdzdx= S
v (2 2
Sea @5(A) 1la superficie que corresponde al plano x=0, asi

os(y,2z)=(0,y,2)=(f(y,2),¥,2) v dSe = ‘/( ).( )+1dydz =dydz,

|lueqo ff (x+y) dS; - f:f‘;lydzdy =

95 (A)
r/l) Pe (A) es la superficie que corresponde al plano x=3,

0 (7. 2)=(3,7,2) s dSo=dydz y | [ (x+¥)dS, - f‘fl(3+y) dzdy = 20
o (R) o Jo

entonces [ [ (x+¥)ds - 42+42+22 42 48420=133.
?a) 2 2
El Area de la superfice del ejemplo anterior es

[[as - [[ as +ff ds, f([)dsaof'{(_[)dsﬂ'fsi')dssi{ ds,

v (A) 9, (A)
]; ? fo ‘dydx+ fo ? _fo * dydx+ fo ’ fo ’ dxdz+ fo ? fo 1dzdx+!; ¢ fo ‘dzdy+JIo‘Jl; 'dzdy

= 12+12+3+3+4+4=38

IEjemplo S

Ealcular ff (x+y+z) ds, ¢ (A) la superficie del plano Xx+y+z=6 en el
o (A)

ll*" aoctante (Figura 211)
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Fig.211

Z
N

/I x+y+z=6

X+y=6

Solucidn

Una parametrizacidn para la superficie del

o(x,y)=(x,y,6-x-y) v
e (- E - Eyaaxay
=y (-1)3+(-1)3+1dxdy
=/3dxdy: }uego
ff (x+y+2z) ds= ff(x+y+6—x—y) V3dxdy

e (A) A

=,/3;[0“ Gfxsdydx

=108/3-

Ejemplo 6

plano es

Hallar el Area de la porcidn de la superficie de la esferax3+y3+23=1

interior a x3;y3=y (Figura 212)



Integrales dodles y triples, de lines y de superticie Bernardo Acevedo. ?3]

loluc 16N

.an parametrizacidn de la superficie es (p(x _V)‘(X,Y,J 5 ) Y

dxdy, 1uego

o T2 2 a7
2 2
1_x2_yzl 1\ l_xz_yzl 1‘X "_V

- sz ds

o (A)

,2ff dxdy

-'\lx-y

SenB

2 [ =

=(n-2) %2
Ijemplo 7

B:llar el 4rea de la superficie de i 2 cortada por el cilindro
Z-yX°+Yy

drd®

I(x’+y’) 2-x2_y2 (Figura 213).
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Fig.213

e ) >
/ 2 =C0520
y

Solucioén

Fl cailindro (x2+y2)2 -

x2_y2 en coordenadas polares tiene por ecuacitn
r?=Cos26 1lueqgo
Qreafszds
o (A)
3 %
2 [ [+ +1dxdy
A Xx“+y X +y

-zfszdxdy

=2\/§

rdrdd®

A N

Ch"--,ég

'NEY

=/2-

EjemElu 8

2
Calcular ffx st. donde

¢ (A) es la superficie de z2=x2+y2 que se
9 (A)

encuentra entre z=1 y z-=4 (Fiqura 214)
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.

superficie del cono z.__‘/x2+yz

Istegralaes dedles y triples, de 1ines y do swperficie

L
X

Fig.214

}Folucién

Bha parametrizacion de la

IP(X'Y)=(X,_V,VXI+Y§) y se sabe que dS=‘,/§dxdy’ luego

.|[fx2zds= IIX’W\/Z dxdy
9 (A) A

es

l|— Lu f:r’Coszer\/?r dr dd

|- 1023/3n
5

|El Area de la superficie del cono entre z=1, VY z=4 es

!ﬁrea=!(1;ds

- fAszdxdy
- [ [ vzrdrae
=2n\/§j:‘rdr
amfp-3)

Ejempla 7
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X ds ici i1
Calcular 7 H q)(A) es la superficie del cilindro x=y’ que se
e (A)

encuentra en el primer octante entre los planos 2z=0, 2z=5, y=1, y=4,
(Figura 215).

Fig.215
Z

e

Solucion

Una parametrizacidn de la superficie es @(y,z)=(y3,y’z):

95 = J5) H5) +1dvdz = yayTsotsidydz ¥ asi

[[an [ [2xfiayen
9 (A) A

L‘ fo *vzydyi+idzdy

25 3 3
<2{657-57).
25 )
Ejemplo 10

Calcular ff (x+2) d8 gonde @ (A) es la superficie del cilindro x24y2=9
e (A)

que se encuentra en el primer octante entre z=0, 2z=4
(Figura 216)
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Fig.216

g : e

oluc10n

Ina parametrizaciér\ de la superficie es

p(x,z)=(x,¢9—x2,z)=(x,f(x,z),z) Z
J(EE) +(52) +r axdz

_ X +02+1dxdz

\ 9-x*

*——‘3*7T dXdZ v

V/g ~x
ff (X+Z) dS:fB 4(X+Z) 3 dzdx
1 o de Voo

=127 +36 -
5.9 EJERCICIOS

IXdS: ¢(A) e la superficie del paraboloide

9 (A)

Il. Calcular

o = 2 rd o >
< ’) X "y ! Lzl'
e Avrea e la super ficie del P oblema anterior.

rr(X+z) ds siendo ¢(A) Luperior .de la esfera

v -

o (A)

' Calrular
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Xx%+y2+2z2=4.
4. Calcular ff (x+y+z) ds o(A) es la superficie cerrada x=0, y=0, =,
e (A)

2x+3y+4z2=12.

M. Calcular al Area de la superficie del problema anterior.

cr
Calcular J}de @(A) es la superticie del paraboloide 2z=x24y?
e (&)
C\Mnn{,o
se encuentra dentro del circulo x3+y2=2y-

7. Calcular el Area de la superficie del problema anterior.

8. Hallar el 4rea de la superficie del paraboloide z-4-x3-y2 que se
encuentra dentro del circulo x24+y2=1.

9. Hallar el Area de la superficie del paraboloide =x24y2 que queds
22=X 24

fuera del cono z- /x2+y2.

10. Hallar el 4rea de la superficie del cono z2=3(x2+y2?) limitada mr

el paraboloide z-x2+y?

11. Hallar el Area de la superficie comun a los cilindros x’+y2=a2 y
x2+z2%=a2.

12. Hallar el 4rea de la superficie del paraboloide z-x24+y2 en &l
interior del cilindro x2+y2=a2.

13. Hallar el 4rea de la porcidn de la superficie x24y2422=32 situada

en el interior del cono z= /x2+y2.

l.as coordenadas del centroide de una superficie estan dadas por:

" Ale () [(!)de; Y= 2o () !([)yds

Z= A(tp ff?ds

Area(ep (A)) =A(p (A))
14) Halle el centroide de Zﬂ/ﬂ"}’z

15. Obtener el Area de las porciones de la superficie esférica ubicadas

dentro del cono 22=X2+Y2-
16. Halle el A&rea de la porcidédn de z= /g_xi_yz que esta dentro del

cilindro x24y2-4.
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.17' La masa de una superficie, s1 la densidad en (x,y,z) de la
superficie es p(x,y,z) viene dada por M=ffp(x,y,z) ds . 1os
v (A)

momentos de 1nercia respecto a los ejes coordenados de una lamina

unper f

icial ¢ (A) de densidad p(x,y,2z) vienen dadas por:

Ix=ff (y2+z2)p(x,y,z) ds Iy:ff (x2+z%)p (x,y,z) ds
v (A) - el

Iz=ff (x*+y?)p(x,y,2) ds,

@A)
hallar la masa y los momentos de inercia respecto a los ejes
coordenados de la superficie z=4—2\/x2+y5 entre z=0, vy z=4 s1 la
densidad es proporcional a la distancia entre el punto y el eje =z
(p=(kyx“+y?)) -
[E!. El centro de masa de uns superficie ¢ (A) con densidad en un punto

p(x,y,z) viene dado opor X =ffxp(xy}’:z) ds. K’M=ff}’P(errz) ds.
a) ®

(A)

5"=ffZP (x,¥,2)dS. Halle el centro de masa
o (A)
de la superficie del problema anterior.
3.6 ORIENTACION DE UNA SUPERFICIE

luando vamos a calcular wuwna integral de superficie de un campo

ectorial f se escoge un vector n, unitario y normal a.la superficie,
sntonces N le da una orientacidn a la superficie y se dice que esta
super ficlie ests orientada por n.

a orientaciédn de la superficie -con el vector n determina una

tincidn entre las dos caras de una superficie, una en el cual se

unto de la superficie vy en todos los puntos de la superficie sin que
°n ningun instante el vector n y el vector -n se superpongan, cuando
pstamos recorriendo la superficie. Cuando esto es posible la superficie
se dice orientable vy entonces la superficie tendrd dos caras.

Fxisten superficlies no orientables, un ejemplo es la llamada cinta de

Moebius que se muestra en la Figqura 217
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Flg.217

En la Figura 218 se observa la regla de la mano derecha para orientar

la frontera C de una superficie orientada.

Fig.218

5.7 INTEGRAL DE SUPERFICIE DE CAMPUS VECTORIALES

Sea ¢@(A) una superficie con parametrizacion ¢ (u,v) diferenciable
definida en una regidn del plano uv. Sea n un vector normal, unitario
a la superficie ¢@(A4) en el punto e¢@(u,v).- Fi;R¥---R3 un campo

vectorial definido v acotado en Q)(A) . Llamaremos integral de superficie
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Idel campo f y sobre Q(A)., a la integral de superficie del campo escalar

'.n sobre Q(A) y la notaremos por ffF.nds y estad definida por:
o (A)

!(£F.nds = fAfF.'n I%%x—%%ldudv: ];fF(q)(u,V)) |§ zl I-Q-xﬂldudv

Si n es unitario normal en la direccidn de —?— —%-
ou

ffF nds = -ffF " I %Idudv~~ —fAfF(cp(u,v)) .T%%.I%x%';ldudv

9(A)
) i ’ ( i
Si n es unitario normal y opuesto a —a’ﬂx—,‘l
u

5.8 TEOREMA DE A DIVERGENCIA

Btea F:RT ——==> R™ un campo vectorial diferenciable con continuidad en un
ftvlido cerrado y acotado de R7; q)(A) la superficie que limita al

Peslido: n un vector normal unitario exterior a ¢ (A) entonces:

.!‘(I)F nds ffF ,v)).n!%‘% 3"Idudv

fAfF(Q)(u,V)) A %%x—g—% dudv

f[fDiVFdXdydz. es decir:

f{p ndg = fffDldexdydz

EYEY)
lDemostraciOn (Ejercicio).
IEjemplo 1
llustrar el teorema de la divergencia para el campo f(Xx,y, Z) =xi+yj+zk:
sl Q(A) es la superficie del paraboloide hasta z=4 y esta superficie
Bila tapa). (Figura 219).
Boluci16n
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Fig.219

Se mostrara& que ffF-nd3=fffdiVFdZdXdY.
9 (A) g

Si Fix,y,z)=xi+y31+zk=P(x,y,z)1+Q(x.y,2z2)J+R(x,y,z)k entonces

oP_ 0Q_ OR

Piv="22 + ¥ & =1+1+1=7 vy asi:
ox oy 0z

f{fDiVFdzdydxz f[ 3dzdydx

VT s
3f: f f dzdydx

-VaxT x?+y?
3L2u_l;2].rdzdr d0=24%.

11) El sdlido estd limitado por dos superficies, la tapa vy el
paraboloide, luego:

ffF nds- fanldsl ffF nzd‘sz siendo cpl(A) la superficie del

e (A) ¢, (A) 92 (A)

plano z=4 (la tapa) v @,(A) la superficie del paraboloide hasta z=4
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lha parametrizacion para @,(A) es @,(x,¥)=(x,y,4)=(x,y,£(x,y))

Is;=dxdy (Ejercicio) y como z=4 entonces z-4=0=G(Xx,y,2)

y un vector
mrmal y unitario exterior es n1=(0,0,1):|l aG,—qg,—ag y asi:
\'9x' Oy’ oz

fF.nldsl_ [ JrF(x,y,4) .(0,0,1) dxdy

v, (a) A

L fAf4dxdy
o=

-[* [ adyax

=4 f"fzrdrd9=161t.
JO [4]

IJna parametrizacidn para el paraboloide es:
0, (x,¥)=(x,y,x?+y?) i ds,=/4x?+4y?+1dxdy vy como z=x2+y? entonces

x2+yz—z=G(x,y, z)=0 vy un vector normal y unitario a eésta superficie es

(zxr 2}’, -1) - (zxr 2}’1 _1)

I(Zx, 2y, —1)l Jm entonces:

ffF.n2d52= [[F(x.y,x2+y2)  f3x.2y. 1) [4%2.4y2+1 dxdy
v, (A) “a’ ViaxTrayi+1

= ffF(x,y,x2+y2) .(2x,2y,-1) dxdy

A

= ff(Xrerz‘*'Yz) . (le Z_VI -1) dXdy
A

- ff(2x2+2y2—x2—y2) dxdy
A

- [[(x2+y2) dxdy
A
Je-x2

[7 [ sy ayax

vé-x*°
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2% p2
'~f .[ r3’drd®=8nx entonces
0 0

ffF-”d5'= 16T+8R =241 v asi

9(A)
[ [F.nds=[[[pivrdzdydx,
9 (A) g
Nota
Otra parametrizacidn para calcular la integral de superficie es:
1) Para la tapa ¢,(A): ¢,(u,v)=(uCosv,uSenv,4) 0<v<2n, 0<us2
3 3 b b k
P P cosv Senv 0 = uk = (0,0, u)
ov dv

-uSenv uCosv 0

11) Otra parametrizacion de la superficie del paraboloide hasta 2z=4
es: @,(u,v)=(uCosv,uSenv,u?) 0:v<2n, 0fu<2

dp., O¢. _ Ao. Om,

___3x___:=(—2u2C03V,—ZUZSenV,u) y trabajamos con ——_=x——=

du  ov ou oJv

es un vector exterior lueqo:

que

o [ [ Fonyds,- F*** (ucosv, usenv, 4) . (0,0, u) dudv
A) v0 0

=f°"j;24ududv=16n-

ii) ffF.n2d52=

9, (A)

2 2
=f ﬂf (uCosv, uSenv, u?) . (2u2cosv, 2u?Senv, -u) dudv
0 0

2% p2
f‘f (2u3Cos?v+2u3Sen?v-u3) dudv=8r entonces:
o Jo

ffF.nds'szl."'.nlds'1+ffl."'.n.‘,d.s2
A)

9 (A) ?, | 9, (A)

=l6emM+8N =24
Ejemplo ~
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llustrar el teorema de la divergencia si F(x,y,z)=xi+yj+zk vy la
juperficie es cerrada Yy esta constituida por 1la superficie del

jaraboloide z=10-x2-y2 para z>1 y la superficie de ésta tapa (Figura
R20) .

Fig.220
Z
*(A) \ z=10 X2y

| z=1

K
S
5

X

poluci1dn

kay que verificar que ffF nds- fffDlVFdZdex

v (A)
A A~ An
li) PivF=25 + ¥ + X2 =3, luego
dx oy 0Oz

onidezdydx= 3f£fdzdydx

Vo-x* 10-x*-y?

3[ f [ dzdy dx

=3L”‘L’f11°"’rdzdrde

243x
=

Iil) La superficie del solido esta limitada por dos superficies, luego

IffF nds- ffF’ n,ds;+ ffF n,ds, .
(&)

.1(A) ’1(A)
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Si @1(A) es la superficie del plano z=1 (la tapa) entonces
—2z+1=0=6G(X,¥,2) VY asi n=(0,0,-1) es un vector normal y

9, (X,y)-(x,y,1) es una parametrizacién de ésta superficie, entonces:

o [[Fomds [ [ny,1).(0,0,-1) dxdy

9, (A) A
3
J

=-f°z'fo3rd_roﬁ

=-97,

9-x

f ~dydx

- 9-x

b) Si @,(A) es la superficie del paraboloide, entonces z+x2+y2-10=0 Y
asi un vector normal exterior a ésta superficie es (2x,2y,1) v

¢z(x,y)=(x,y,10-x3-y3) es una parametrizacidn y asi

f fF.n2dsz - ff(x,y,lo-x’—yz) . (2x,2y,1) dxdy
A

Q,h)
N
!; f (x2+y2+10) dydx
9

LJL“I(IZ+10) dBdr

261m
o
> , ueqgo
F.nds= —gg+ 2617 _243% _ __.
1) 2 2
ffF.nds:fffaidexdydz_
e (A) Cal

Ejemelo 3

Ilustrar el teorema de la divergencia para F{x,y,z)=xi+yj+zk y ¢@(A) la

superficie esférica x2+y2+z2=4 (Figura 221)
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x2+y+ 22m4

Solucion

Hay que verificar que ffF nds- fffDlVFdZdydx

9 (A)

i) ff DiVFdzdydx=3fffdzdydx

Va-x* Ja-x*-y?

= 3f [ [ dzdyax

-V&-x? -Ja-xi-y?

f”‘f f rdzdrd®

- 4-:

= 3];2‘];‘];2135911@ drde d@=32% .

Una parametrizacidn de la superficie esférica es

o (u, V)-(2CosuSenv,ZSenuSenv,zco.gv) 0<u<2m 0<vim

Bernarde Acevede.

245

- %5 Xgl“ (4CosuSen?®v, 4 Sen?vSenu, 4 SenvCosv) es un vector que sale
e 1 a

s u p e r f 1 ¢ 1 e

f j; (8Cos?uSen’v+8Sen3uSen3v+8SenvCos?v) dvdu
0

-32® v asi

1 u e g o

. {4CosuSen?v, 4Sen®vSenu, 4 SenvCosv) dvdu



