
e c es el camino que se VI. Calcular la integral <f - 7 * , dond 

observa en la figura 205 y mostrar que-i f . d w f f.da J Cj -» Cj 

Flg.205 

Xa 4.^-25 

VII. Calcular ^ (COSX 2-y) dx+Jy*+ldy, sobre la curva mostrada en | 

figura 206. 

(-6,0) 

4x2+y - 4 

VIII. Hallar el área encerrada por: 
a) (x 2+y 2) 2=x 2-y 2, x¿0 
b) x2 +y2 -y 
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c) r=l+Cos6 
d> x=aCos3t, y=aSen2t o<t<2n. 

[X. Sea R una región acotada por una curva simple cerrada en el plano 
xy. Usar el teorema de Green para demostrar que el centro de 
gravedad (x,y) d e ^ está dado por: 

x = - n f x 2 d y ; y 

Verificar que íá integral de línea es independiente de la 
trayectoria y calcularla. 

( 2 , 2 ) 

J xa dx+y2 dy 
(0,0) 

( 3 , 2 ) 

a ) 

b ) J (x+2y) dx+ (2x-y) dy 
(1,0) 

( 4 , 4 ) 

c) ¡ -ydx+xdy sobre cualguier trayectoria que no cruce el eje x 
J v2 

( 4 , 1 ) 

d ) 
( 3 , 4 ) 

/
xdx+y<fy sobre cualguier trayectoria que no pase por el 

. \J Jf2 + V2 (1,0) 

origen 
( 1 . 1 , 1 ) 

e ) 
( 0 , 0 , 0 ) 

f 2xdx+3y2 dy+4,z2dz-

I. Determinar si el campo vectorial es un gradiente. 
f ( x , y ) = (4x3y3+3, 3x*y2+l) 

/ 
b) f(x,y) = (x3+y,x+y3) 
c ) f ( x , y , z) = (3x2yz,x2z,x3y) 
d) f (x,y) =(xf2y) 
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5 INTEGRALES DE SUPERFICIE 
5.1 AREA DE UNA SUPERFICIE 

En el plano se vio que la longitud de un arco de la gráfica de y=f(x) 

desde x=a hasta x = b estaba dada por: 

H.'fiW* 
En tres dimensiones, el problema que es la contraparte al de la 
longitud de arco, es el de evaluar el área <p (A) de la porción de la 

superficie , determinada por la gráfica de la función diferenciable 
z = f ( x,y) en una región del plano xy. 

En efecto, si <p (A) es a n a superfice con parametrización fy (x,y) 

definida en una región o cerrada y acotada del plano, se puede 
demostrar que el área de <p (A) viene dada por: 

-Ífim-U^y 
o 

y si se nota por j2 +\ dxdy entonces el área de la superficie 

puede escribirse como: //<* 
Q 

Resulta entonces natural que pensemos en otro concepto de integral 
definida, que podemos llamar integral de superficie, pues a las 
funciones gue se lo hemos de aplicar han de tener como dominio una 
superficie; nuevo concepto de integral definida, que podemos definir 
asi y que es análogo a la integral de linea de un campo escalar 

f ( x , y , z ) , [ f ( x , y , z ) d s : J c 

5 . 2 DEFINICIÓN 

Sea ,£> = <p (A) una superficie, descrita por una función diferenciable f 
definida en una región A del plano uv y sea f un campo escalar definido 
v acotado en (p (A) • La integral de superficie de f sobre S se representa 

con el símbolo f f f (x, yr z) ds y esta definida por la ecuación: 
»(A) 



»(A) A 

• f l ' W ' - y n W i W 1 * « » 

Siempre que exista la integral doble. 
Ato ta 

1. Si una superficie viene definida por z=f(x,y), una e c u a c i ó n 
parametnca de la superficie es: 

<p (x,y) = (x,y, f ( x , y ) ) y Si formamos 
i j k 

dx dy 
H 0 

0 1 -fí 

df 
dx 
df 
¿y 

df df ,1j se tiene que 

T +1 

2 . 

dx ' dy 

KÉ-&T; tfWFW) 

• M Y W 7 1 y s s i 

Si la superficie es la gráfica de x=f(y,z) entonces una 
parametrización de la superficie es: 
<p (y, z) = {f ( y , z) ,y, z) y 

* * i J- J k 
dy x dtp 
dy dz 

ÉL 
dy 
df 
dz 

1 0 

0 1 
1, - d f f _ d f ] 

dy' dz) 
y asi 

3. Si la superficie es la gráfica de y=f(x,z) entonces: 

H * - m w 7 1 o*«* - d -
3.3 PARAMETRIZACION DE ALGUNAS SUPERFICIES 
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Al- igual que para poder trabajar eficientemente las integrales de línea 
tuvimos que parametnzar las curvas, para trabajar eficientemente el 
concepto de integral de superficie hay que aprender a parametrizar las 
super f i cies. 
Una superficie es el lugar de un punto que se mueve en el espacio con 
dos grados de libertad o se define como la imagen de una función 
diferenciab1e <p de un subconjunto de R 3 en un subconjunto R*, es decir: 

'B Az.R2, Bci?3 

y 
(u, v) —-<p (u, v) =x(u, v) i+y (u, v)j+z(u, v) k 

<p ( U , v) =x ( li * v ) i +y ( u , v ) j + z ( u , v ) k se llama una parametr i zación de la 
superficie, y a la imagen de q>(u,v) se llamará superficie. 
Ejemplo 1 
Una parametr i zación de la superficie de la esfera x2+y2+Z2=a2 e5 

tp (U, V) = (aCqsuSenv, aSenuSenv, aCOSV) 0<u<2n, 0<v<n; es decir: 
<p: [ 0 , 2 N ] X [ 0 , T : ] »i? 3 

donde 
(u, V) (u, v) 

tp(u,v) = (aCosuSenv, aSenvSenu, aCosv) = (x,y, z) • 

Nata 
Si se toma x-aCosuSenv, y=aSenuSenv, z=aCosv, los eleva al cuadrado y 
los suma obtiene x2+y2+Z2=a2• 
Recuerde que el cambio de variable en coordenadas esféricas es 
x=zCosQSen<p, y=rSenQSen<p • z=zCosy- o<:6J£2TE, 0*<P£rc; luego haga 
a~Z 0 = U <p = V y así obtiene <p(u,v)a la parametrización de la esfera 
descrita antes. 
Ejemplo 2 

X2 V2 z2 
Una parametr i zación de la superficie del elipsoide — + «=1 es 

a2 b2 c2 

<p (u, v) = (aCosuSenv, bSenuSenv, cCosv) 0su£2n, Osvsn • 
Ejemplo 3 
Una parametrización para la superficie del paraboloide Z=X2+y2 hasta' 
z=4 es q>(u,v)={uCosv,uSenvfu2) 0 Í V Í 2 T I 

Ejemplo 4 
Una parametri zación para la superficie del cono z=\Jx2 +y2 h a s t a z~^ e s : 

<p (u, v) = (uCosv, uSenv, u) 0¿vz2it 
Ejemplo 5 



• 2 2 1 

|Una parametrización para la superficie del cilindro x2+y2 = 9 entre z = 2 
|y z = 4 es: 
lo(u, v) = (3Cosv, 3Senv, u> 0¿v¿2n, 2síui4-
|En general, si se tiene una ecuación de la forma Z-f{x,y) entonces una 
Iparamet r i z ación de la superficie es: 
1(0 (U, v) = (u, V, f(u, v) ) ó 
lp(X,y) = (x,y, f (x,y) ) . como por ejemplo 
¡p (x, y) = (x, y , X2+y2) Otra parametrización de la superficie del 
paraboloide Z=X2+y2 . ' 

|5i x = f ( y , z ) entonces: 
(p(y, z) = (f (y, z) ,y, z) o si y=f(x,z) entonces q> (x, z) = (x, f (X, z) , z) son 
Darametrj zaciones de la respectivas superficies. 
pjemplo ü 
pna par ame tr i z ac lón de la superficie del plano X+y+Z=l es 
(p(x,y) = (x,y, 1-x-y) • 

5.1 CALCULO DE ALGUNAS INTEGRALES DE SUPERFICIE 
Ejemplo 1 

ta 1 cu lar 
f iA) 

X2±y2+Z2=9 (Figura 207) 

<p (A) es la superficie de la esfera 

Fig.207 

Z 
A 

v 
4 <p(u,v) 

X 

ISolución 
111 na parametr i zación para la superficie de la esfera x2 +y2 + Z2 = 9 e s : 

(p (u, v) = (3CosuSenv, 3SenvSenu, 3Cosv) 0SUS2TC O S V S * ; 
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du dv 

i 1 k 
-3SenvSenu 3SenvCosu O 
3CosuSenv 3SenuCosv -3Senv 

= (~9Sen2vCosu,-9Sen2vSenur-9SenvCosv) entonces 

= ZjSen4- vCos 2 u+Sen ivSen2u+Sen2 vCos 2 v 

- 9 | Senv | 
= 9Senv O^V^TT entonces 

j J (2x+yz-l) ds= J j"(6CosuSenv+9SenuSenvCosv-1) 9Senvdvdu 
»(*) A 

= pr2r (54Sen2vCc>Bu+&lSenuSen2vCosv-9Senv) dudv 
Jo Jo 

= ->-3671 (Ejercicio). 
El área de la superficie esférica x 2 + y 2 + Z 2 = 9 e s : 

A . / / d a 
» (A) 

= íf\%*%\d»dv 

»(A) 
/•R r2n 

= / f 9 Senvdudv 
Jo Jo 

= 18n fnSenvdv 
Jo 

= 18« (-Cosv)]^ = 3671. 

Ejemplo 2 
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Fig.208 

ÍÍ (2x+yz-l)ds = / / (2x+yz-l) ds^f f (2x+yz-l) da2, s i e n d o l a 
• U) 

| superficie de la tapa y <p2 (A) la superficie del cono. 
|l)na parametri zación para (pĵ  (A) (la tapa) es: 
| (pj {x,y) • (x,y,4) • (x,y, f ( x , y ) ) luego 

= v/02+02+l dxdy 

luego / / (2x+yz-l) ds= f / (2x+4y-l) dxdy 
•i<*> a 

= J4 j (2x+4y-l) dydx 

= f2*[* (2rCose+4rSen6-l) rdzdd 
J o Jo 

= rr-rdrd0 Jo Jo 
>2« /»4 
io io 
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Una parametrización para la superficie del cono z*^X 2+y 3 h a s t a 2 = 4 e 5 ! 

______ IL \ 
9 i ( x , y ) = (x,y,vZP+yì) = ( x , y , f ( x , y ) ) y 

yJ V 2 x • •f—+ldxdy 
\ X 2+y2 xa+y2 

= y/Zdxdy> lue9° 

I r (2x+yz-l) ds 2- J J (2x+yV* ï+y ï-l ) fôdydx 
fi {Ai A 

y/ÎTx* 
» j*4 J (2x+y/x2+y2-l) .yßdydx 

-Vitt 

VÏTP 
= J* J - f i d y d x 

-yfijTP 

- a : - * « « « 

O t r a p a r a m e t r i z a c i ó n p a r a l a s u p e r f i c i e d e l c o n o h a s t a z = 4 e s : 

<p (u,v) = (uCOSV, uSenv, u) 0SV*2n 0*Ui4 e n t o n c e s 

i j ici 

du dv Cosv Senv 1 
-uSenv uCosv 0 

= (-UCOBV, -USenv, u) » l u e g o 

dß'\lhlxl&\dudv = Ju3Cos2v+u2Sen3v+u2 

= Y^ÎU así: 

^ J (2x+yz-l) da _ f f [2uCosv+u2Senv-l) fóududv 
« 

f2* f4, (2y/Zu2Coav+y/Zu3Senv-i/Zu) dudv 
Jo Jo 
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= -16^/2* a s i <*ue 

/ / ( 2 * + y z - l ) cte = 
• U) 

•1 área de la superficie del problema anterior es¡ 

[ f d s . f f d s ^ f f 
HA) »1 (A) »a (A) 

d s . 

y/ÏT-

= f1 f dydx+f* f yßdydx 
-Vis -x3 -Vi«-*3 

= j*rdzdd+y/Zf*% f'rdrdö 

jEjemplo 3 

If J" (x+z) dSy donde (A) es la superficie del cilindro x3+y2~9 desde 
[M) 

Jz=0 hasta z=4 y sus dos tapas (Figura 209) 

Solución 

f f (x+z) ds= f f ( x + z ) d s 1 + f f (x+z) ds2+f f (x+z) ds3m 
i (J) »iMI fa&U f,(A) 
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i ) U n a p a r a m e t r i z a c i ó n p a r a l a s u p e r f i c e s u p e r i o r (A) (la tapa) es: 

«Pl(.xvy> - C * , y , 4 ) -(x,y,f(x,y) ) e n t o n c e s 

= ^02+02+ldxdy 
= d x d y e n t o n c e s 

f f (x+z) da1= í f ( *+4) dxcry 
•li») "V 

= J3 J (x+4) dydx 

f2Kf3 (zCosd+4) rdzdd Jo Jo 
= 36n -

i i ) U n a p a r a m e t r i z a c i ó n p a r a l a s u p e r f i c i e i n f e r i o r (A) ( z = 0 ) e s : 

<P2(*/y) -(x,y,f(x,y) - ( x , y , 0 ) y 

= yfldxdy 
= d x d y , l u e g o 

f I (x+z) cfs2= f f(x+0) dxdfy 
•a (A) A 

= j"3 f xdydx=o. 

i i i ) U n a p a r a m e t r i z a c i ó n p a r a <p3 (A) , l a s u p e r f i c i e d e l c i l i n d r o e s : 

q>3(u,v) *(3Cosu,3Senu,v) 0iui2n, y 

teCOSU, 3SenH, 0 ) ( E j e r c i c i o ) e n t o n c e s : du dv 

= i/9Cos2u+9Sen2ududv 
= 3dudv e n t o n c e s 
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f f (x+z)dS,= f f (3Cosu+v)3dudv 
iA) V 

= 3 f*[2* (3Cosu+4r) dudv 
Ja J o 

= 48/7 
l u e g o : 

36w+0+48n=«84ic-
• M) 

El área de la superficie del problema a n t e r i o r e s : 

ds-, ¡ ¡ d s , f f d+.f f ds2*¡ j , 
f(A) *i U) »a U) *,U) 

V^-x2 V'S-x1 
= £ J dydx+J J dydx+3 J j * dudv 

-y/9 -X2 -y/9-*2 

= 2f2%n+3rr*dudv J0 Jo J0 J0 '0 Jo Jo Jo 
= 18rc+24n =42tc • 

[j e m p i o 4 

cicalar J" £ (x+y) ds • <p (A) 6 s u p e r f i c i e s q u e l i m i t a n l a caja de 
» U) 

(értices (0,0,0), (3,0,0), (3,4,0), (0,4,0), (0,0,1), (0,4,1), (3,4,1) 
' (3,0,1) ( F i g u r a 2 1 0 ) 
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Fig.210 

z 

S o l u c i ó n 

f f (x+y) ds = j r f f ( x + y ) dsk. 
• u) £=i ;k(JA) 

i ) S e a ( A ) l a s u p e r f i c i e d e l a t a p a 2 = 1 , l u e g o u n a p a r a m e t r i z a c i ó n 

p a r a e s t a s u p e r f i c i e e s : 

?x{x,y) = (x,y,l) '(x.y.f (x,y) ) y a s i : 

d Si= v/02+02+l dxdy 
= d x d y y 

/ / d3i= f 3 f 4 (x+y) dydx= 42 . Jo Jo 

i i ) q>2 ( A ) l a s u p e r f i c i e d e l a t a p a i n f e r i o r z = 0 y u n a p a r a m e t r i z a c i ó n 

e s <p 2(x,y)-(x,y,0)«(x,y,f(x,y)) y a s i ds2'JIdxdy y f j (x+y) ds2 
fiM) n4 (x+y) dydx=42 -

_ J 

Ì l i ) <p3 ( A ) l a s u p e r f i c i e d e l p l a n o y = 4 y u n a p a r a m e t r i z a c i ó n p a r a sta 

s u p e r f i c i e e s : 
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< p 3 [ x , z ) » ( x , 4 , z ) - ( x , f ( x , z ) t z ) y así: 
dS 3 = ^ y ^ K y + l d x d z =dxd2 y 

/ / (x+y) dS3 . rr'ix^dzdx = 
(A) Jo Jo 2 

|iv) (p4 (A) la superficie que corresponde al plano y=0, luego 

Vt(x,z) -(x,0,z) y dS4=dxdz, luego / / (x+y) dSA = f3 f 1
x c J z d x = . 

»4(A) Jo Jo 2 

Sea <p5 {A) la superficie que corresponde al plano x=0, asi 

<p5 (y, z) - (0,y, z) - ( f ( y , z) ,y, z) y dsB = ^^T^^Tidydz =dydz, 

|lueqo / / (x+y)dS5 = f'f'ydzdy = 8 . 
»5(A) Jo Jo 

|vi) <p6 (A) es la superficie que corresponde al plano x=3, 

<pe(y,z)-(3,y,z) ; ds,.=dydz y ¡ ¡ (x+y) dS€ = f'fL(3+y)dzdy = 20 
*,(-*) JO JO 

entonces / / (x+y) ds = 42+42 + —+—+8+20=133. 
I(A) 2 2 

El área de la superfice del ejemplo anterior es 
« .f f ^ f f d s = ¡ ¡ dSl+¡ ¡ dS2+¡ ¡dS3+¡¡ dS,+¡ f dSs+¡ ¡ ds< 

*{A) *a<*> »i«'«) •»(*) 

n*dydx+ f3 í*dydx+ f1 f3dxdz+ f3 f1dzdx+ fifídzdy+ l*f1dzdy j Jo Jo Jo Jo Jo Jo Jo Jo Jo Jo 

= 12+12+3+3+4+4 =38 
jEjemplo 5 

Calcular ¡ ¡ (x+y+z)ds; q> (A) Ia superficie del plano X+y+ZB6 en el 
9 (A) 

ll"*octante (Figura 211) 
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Flg.211 

Z 
/t\ 

/ \ x+y+z-6 

Solución 
Una parametrización para 
<p (x, y) = (x, y, 6 -x-y) y 

a s " f t r W + F W + I d x d y 

1 a superf i eie del plano es 

=V(-l) 2+(-l) 2+l dxdy 

J J (x+y+z) cte= J J (x+y+6 -x-y) y/ldxdy 

fi-x 
= / 3 / 6 f bdydx 

0 o 

=108/5-
E j e m p l o 6 

Hallar el área de la porción de la superficie de la esfera x3+y2+Z2=l 
interior a x2+y2=y (Eiqura 212) 
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F i g . 2 1 2 

X2+ y2-y 

> y 

í x 2 )t f y 2 1 
i l - x a - y 2 / , l - x 2 - y 2 , 

de la superficie es y {X, y) = U, Y, Jl~X2-y2) 

1 

M 
|rea=2|I da 

dxdy, luego 

2 f f 1 dxdy 
v/i -*a-y 

= 2 f f —-— <Jrd9 Jo J v/T? 

= (tt-2)*2-
^ j e m p l o 7 

Bailar el área de la superficie de z-\¡X2 +y 2 cortada por el cilindro 

|(x2+y2) 2 = X 2 - y 2
 ( F i g u r a 2 1 3 ) . 
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Fig.213 

z 

So1ución 
Fl cilindro (x2+y2)2 ~ X2-y2 e n coordenadas polares tiene por ecuación 
r2=COS26 lueqo 

Area- 2 f f ds 

9 {A) 

2 Í / J T ~ T + ~ 2 ~ T d x d y J^J V x^+y2 xz+yz 

~ 2yß f |dxdy 
A 

m _____ 4 VCOS2B 
= 2 SZ f f rdrdO 

o 
* 

E j e m p l o 8 

Calcular f f X ? z d s * donde <p (A) es la superficie de £ 2 = x 2 + y 2 due se 
* (A) 

encuentra entre z=l y z~4 ( F i g u r a 2 1 4 ) 
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Fig.214 

¡Solución 
B n a p a r a m e t r i z a c i ó n d e la superficie del cono 

k(x,y) = ( x / y , ^ ? ) * 5 a b e q u e d S ^ d x d y , 

X 2zds= J fx2Jx2+y2y/2dxdy 
A 

'21t /*4 

z=y* 2 +y z e s 

r / 1 J z 2 C o s 2 e z y / Z z d z d Q 

I - 1023/In 
1 " 5 
|E1 Area de la superficie del cono entre z = l , y z = 4 es 

LrBa=ffdS 
» ( A ) 

= f f j 2 d x d y 
A 

= fo
2Kf^zdzdd 

= 2nfëf*zdz 

Ejemplo 10 
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Ca1 cu lar J j (p (A) es la superficie del cilindro x = y 2 due se 
f[AÌ 

encuentra en el primer octante entre los planos z=0, z = 5, y = l , y = 4. 
(Figura 215). 

Fig.215 

"(0,4,5) 

Solución 
Una parametr i zación de la superficie es <p ( y , z ) = ( y 2 , y , z ) ì 

ds = \l{W+(^f+ldydz = )/4y2+02+ldydz y a5i: 

/ / / / ¿ ¿ f á ^ T d y d z 
»(*) A 

• 4 rs = j ¡ y z y / 4 y 2 + l dzdy 

= —(65^-5"^). 
24 * ' 

Ejemplo 10 

Ca1 cu lar J j" {X+Z) dS donde (p (A) es la superficie del ci1indro X2+y2=9 
f(A) 

que se encuentra en el primer octante entre z=0, z=4 
(Figura 216) 
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Fig.216 

X* + y? - 9 

io 1 a c lóri 

Ina par ametrización de l a superficie es 

f(x,z)~(x,J9^I
fz)-(xlf(xfz)lz) y 

V / 9 T X 

x' +o2+ldxdz 

dxdz y 

9 -x2 

3 

1 j (x+z) ds= £ f' (x+z) 

Jo \ v / i ^ P v/9 / 

v/CT 
dzdx 

= 1271+36 -
5.5 EJERCICIOS 

I, calcular /Jxd.. ,.A> « «.P-r« = i- -> P — — 

. Calcular f f ( x + z ) d s s v e n d o <p ( A ) S u p e r i o r -de Va e s t e r 
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x2+y2+z2=4• 

4. Calcular f f (x+y+z) ds e s la superficie cerrada x=0, y=0, zO, 

2x +3y +4 z = 12. 
-6. Calcular al área de la superficie del problema anterior. 

Calcular J J xcí3 $ (A) es la superficie del paraboloide 2 Z=X2+y2 

C 1 '' O df o 
se encuentra dentro del circulo x2+y2=2y-
7. Calcular el área de la superficie del problema anterior. 
8. Hallar el área de la superficie del paraboloide Z-4~X2~y2 d u e se 

encuentra dentro del circulo x2+y2=l-
y. Hallar el área de la superficie del paraboloide 2Z=X2+y2 due queda 
fuera del cono z~\¡X2 +y2' 
10. Hallar el área de la superficie del cono z2=3 (x2+y2) limitada por 
el paraboloide z-X2 +y 2 • 
11. Hallar el área de la superficie común a los cilindros x2+y2=a2 Y 

x2+z2=a2-
12- Hallar el área de la superficie del paraboloide z-X2 +y2 e n 

interior del cilindro x2+y2=a2-
13. Hallar el área de la porción de la superficie X2+y2+Z2=32 situada 
en el interior del cono z~\¡ X2 +y2" 

Las coordenadas del centroide de una superficie están dadas por: 

" M ¿ m [ t d * < -y--M*mT¡¡rs 

Area ((p (A)) =A(<p (A)) 
14) Halle el centroide de z=\¡a2 ~X2 -y2' 
15. Obtener el área de las porciones de la superficie esférica ubicada; 
dentro del cono Z2=X2+y2-

16. Halle el área de la porción de z=\¡9 ~X2~y2 q u e e s t a dentro del 
cilindro jf2+y2=4-
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[17. La masa de una superficie, si la densidad en (x,y,z) de la 

superficie es p ( x , y , z ) viene dada por f P ( x , y , z ) d s y i 0 5 
»(A) 

momentos de inercia respecto a los ejes coordenados de una lámina 
(p (A) de densidad p (x,y,z) vienen dadas por: 

J*=// iy2+z2) p (x,y, z) ds Iy=[[ (x2+z3)p(x,y,z) ds 
» U> fU) 

Jz=j j (x2+y2) p (x, y, z) ds. 

hallar la masa y los momentos de inercia respecto a los ejes 
coordenados de la superficie z=4 - 2 \Jx2 +y2 entre z=0, y z = 4 si la 
densidad es proporcional a la distancia entre el punto y el eje z 

|E . El centro de masa de una superficie ip (A) con densidad en un punto 

p (x, y, z) viene dado por xM= f f xp (x, y, z) ds. yM=f fyp (x,y, z) ds. 

f=J J zp [x,y, z) ds. Halle el centro de masa 
VÍA) 
de la superficie del problema anterior. 

3.6 ORIENTACION DE UNA SUPERFICIE 

uando vamos a calcular una integral de superficie de un campo 
/ectonal f se escoge un vector n. unitario y normal a .la superficie, 
;ntonces n le da una orientación a la superficie y se dice que esta 
superficie está orientada por n. 
a orientación de la superficie con el vector n determina una 

nción entre las dos caras de una superficie, una en el cual se 
apoya el vector n y otra en el cual se apoya el vector—b para el mismo 
Dunto de la superficie y en todos los puntos de la superficie sin que 
?n ningún instante el vector n y el vector -n se superpongan, cuando 
atarnos recorriendo la superficie. Cuando esto es posible la superficie 
;e dice orientable y entonces la superficie tendrá dos caras. 
Lxisten superficies no orientables, un ejemplo es la llamada cinta de 
•loebius que se muestra en la Figura 217 
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En la Figura 218 se observa la regla de la mano derecha para orientar 
la frontera C de una superficie orientada. 

Flg.218 

5.7 INTEGRAL DE SUPEREIC1E DE CAMPOS VECTORIALES 

Sea (p (A) una superficie con parametr x zación <p (u,v) di f erenciable 
definida en una región del plano uv. Sea n un vector normal, unitario 
a la superficie cp (A) en el punto (p ( u , v ) • F*:R3 ' R3 u n campo 
vectorial definida y acotado en (p (A) . Llamaremos integral de superficie 
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Jdel campo f y sobre 9 (A) , a la integral de superficie del campo escalar 

B\n sobre q> (A) Y 1 notaremos por ffF'nds V está definida por: 
• (A) 

I 

¡¡F.nCs. ¡ f r . r , | | t x | t | d u ^ / / F , ¥ ( u , v ) ) . 1 f c | . | i l x | l | d u c } v 
f<A) 

Si n es unitario normal en la dirección de ou ov 
• 

[¡F.nds = -//F.Y7 

Si n es unitario normal y opuesto a -T^-X-^-ou OV 

5.H TEOREMA DE LA DIVERGENCIA 

Bea F:R 3 > R 3 un campo vectorial diferenciab1e con continuidad en un 
pálido cerrado y acotado de R T ; <p (A) la superficie que limita al 
bólido: n un vector normal unitario exterior a (A) entonces: 

••(A) A " H 

A 

J"JJ DivFdxdydz % es decir: 

f f F.nds = f f f DivFdxdydz, 
Í(S) s 

Büemostrac ión (Ejercicio). 
^Ejemplo 1 
• ilustrar el teorema de la diverqencia para el campo f (x, y, z) =XÍ+yj +zk¡ 
•si <p (A) es la superficie del paraboloide hasta z=4 y ésta superficie 
• (la tapa). (Figura 219). 
BSolución 
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Fig.219 

Se mostrará que j j F. nds= j [ j divFdz dxdy. 

Si F(x,y,z)=xi+yj+zk=P(x,y,z)i+Q(x <y,z)j+R(x,y,2)k 
D Í V = d P + d £ + d R = 1 + 1 + lss3 y a s i : 

ox oy dz 

en ton ees 

i ) JJj" Di vFdz dydx= J j f 3dzdydx 

4. 
3f f f dzdydx 

2 -yfZ^P xa+ya 

3 f 2 K f 2 f rdzdzdd=24n . 
Jo Jo J 

i i) F1 sólido está limitado por dos superficies, la tapa y el 
paraboloide, luego: 

/ / F-nd9=j f F. nx ds1+j f F.n2ds2? s i e n d o ^ {A) l a 5 u p e r f i c i e d e l 
?(A) *i(-»> 

plano z-4 (la tapa) y <p2 (A) la superficie del paraboloide hasta z = 4 
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lina parametrización para <p X(A) es Cpx (X, y ) - (X, y, 4 ) » (X, y , f (x, y ) ) ; 

Í5i=dxdy (Ejercicio) y como z = 4 entonces z-4=0=G(x,y,z) y un vector 
dG dG dG\ „ I dG dG dG\ 

inrmal y unitario exterior es Jl1 = (0, 0 , 1) H""^- ' ' J 

j f F. rij ds1 _ f fF(x,y, 4) . (0,0,1) dxdy 
|»1<A) A 

= j j í d x d y 
A 

= f* j Adydx 

-y/I^P 

y as i 

= 4 í nf rdzdd=16n. JO Jo 
[)na parametr i zaciún para el paraboloide es: 
<p2 (x,y) = (x,y,x2+y2) ; ds2=Y/4x2+4y2+ldxdy Y

 com° z=x2+y2 entonces 

X2+y2-z=G(x, y , z ) =0 Y u n vector normal y unitario a ésta superficie es 
(2x,2y,-1) _ (2x,2y,-1) T7~ — — n entonces: 8(2X, 2y, -1)1 J4x2+4y2+l 

f f F. n2 ds2= f [F(X.V.X2+V2) . J g ¿ ^ - í W 4 x 2 + 4 y 2 + l dxdy 

= f J"F(X, y , x2 +y2) . (2x, 2y, -1) dxdy 
A 

= f J (x,y, x2+y2) . (2x, 2y, -1) dxdy 
A 

= J J (2x2+2y2-x2-y2) dxdy 
A 

= J J (x2+y2) dxdy 

f 2 f (x3+y2) dydx 
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en ton ees f 7 r3drdd=8« Jo Jo 

f j F . n d s ^ i67i + 8n=247U y asi 

J J F.nds=fJJ BivFdzdydx m 

Nota 

Otra parametrización para calcular la integral de superficie es: 
I ) Para la tapa <Pj (A) : ( U, V) = ( UCOSV, uSeTlV, 4 ) 0<V<2TT, 0<U$2 

i j k 
= uk = (0,0, u) d<Pi x d<Pi _ 

dv dv Cosv Sanv 0 
-uSenv uCosv 0 

ii) Otra parametrización de la superficie del paraboloide hasta z=4 
es: <p2(u, v) = (uCosv, USenv, U2) 0 < V < 2 T T , 0 <U < 2 

a<p, a<p2 
du dv 

es un vector exterior lueqo 

dm d» 
= ( -2U 2CoSV, -2U 2senv r u) Y traba jamos con Q 

dv dv 
ue 

i ) / / P'.n1d81- r2Kf2 (uCosv, uSenv, 4) . (0, 0, u) dudv 

r2n r 2 
= 1 / 4ududv=167t. Jo JO 

ii ) f f F.n2ds2= 

= f 2 n f 2 (uCosv, uSenv, u2) . (2u2Cosv,2u2Senv, -u) dudv 
Jo Jo 

ji 2iz ñ 2 
/ / (2u3Coe2V+2l735'e/l2V-U3) dudv= 8TC entonces: 
JO Jo 

J J F.nds^f f F.n1ds1+ J J F.n2ds2 
9 (A) 

= 1 6 K + 8 N = 2 4 

Ejemplo 10 
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ilustrar el teorema de la divergencia si F ( x , y , z ) =x i+y j + zk y la 
Superficie es cerrada y está constituida por la superficie del 
¡arabo 1 oide z=10~X2~y2 P a r a Y l a superficie de ésta tapa (Figura 
feO) . 

Fig.220 

polución 

la y que verificar que f f F. nds, f f f DÍvFdz dydx. 
? (A) 3 

h luego 
r dx oy dz 

J J j DivFdzdydx= 3 JJJ dzdydx 

i/TF 10-xa -y* 
3 / 3 / / dzdydx 

= 3 f2*f3 (10 '' rdzdrdd 
J0 Jo j 1 
243tt 

lü ) La superficie del sólido está limitada por dos 

I fÍF.nds^f f F. n1ds1+ j J F.n2ds2_ 

, lueqo 
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Si (A) es la superficie del plano z = l (la tapa) entonces 
-z+l=0=G(x,y,z) y así n=(0,0,-l) es un vector normal y 

(X,y) - ( x , y , 1) es una parametr i zación de ésta superficie, entonces: 

j I F.n1ds1= 1 f ( x , y , 1) . ( 0 , 0 , - 1 ) dxdy a) 
»i (A) 

3 sfii^Z1 

= f f -dydx 

= -í2'f3rdrdd 
Jo Jo 

= -9 it 
b) Si <p2 (A) es la superficie del paraboloide, entonces z+X2+y2-10=0 V 

así un vector normal exterior a ésta superficie es ( 2 x , 2 y , l ) y 

<92(x, y) = (X, y, 10-x2-y2) es una parametrización y así 

I f F.n7ds2 = J f (x.y,10-x2-y2) . ( 2 x , 2 y , l ) dxdy 
*a (A) A 

•3 
J ( x 2 + y 2 + 1 0 ) dydx '-3 

-y/np 

f f r(r2+10) d6dr Jo Jo 
261 n , luego 2 

/ / F . n c t e = _ 9 l I + 2 6 1 n = 2 4 3 n y a s . 
f (A) 

J j F.nds=JJJ DivFdxdydz m 

• (AI 

E j e m p l o 3 

Ilustrar el teorema de la diverqencia para F(x,y,z)=xi+yj+zk y 9 (A) la 

superficie esférica x 2 + y 2 + Z 2 = 4 ( F i g u r a 2 2 1 ) 
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Fig.221 

x2+y« + z2 -4 

Solución 

Hay que verificar que f f F. nds= f f f DivFdzdydxm 
• (A) 3 

i ) f f f DivFdzdydx= 3 f f f dzdydx 

= 3 / / / dzdydx 
-x/í̂ x7 -v'4-xa-y2 

= 3 f 2 * f 2 f r d z d r d d 
-v/TT7 

= 3 f2* f* [2z2Sen<pdrd<pdQ=32n • Jo Jo Jo 
|ii) Una parametr i zación de la superficie esférica es: 

q>(u,v) =(2CosuSenv,2SenuSenv,2Còsv) o<u<2n o<v<n. 

""fu (4COSUSen2V, 4Sen2vSenU, ASenvCOSV) u n vector que sale 

Id 1 a s u p e r f i c i e l u e g o 

J f ^' n ds= (2CosuSenv, 2SenuSenv, 2Coevi . (4Coeu5e/í2v, 45enJv5enu, dSenvCosv) dvdu 

= f2* f" (8Cos2uSen:iv+8Sen2uSen3v+8SenvCos2v) dvdu Jo Jo 
-32n y así 


