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Resumen y Abstract IX

Resumen

La Regresion lineal simple es una de las herramientas basicas del andlisis estadistico.
Esta tematica se aborda en los cursos de fundamentacién estadistica de los programas
de pregrado. En este trabajo se presenta una propuesta didactica para su ensefianza
basada en el uso de la simulacién en R. Las actividades que conforman la unidad didactica
pretenden aportar elementos innovadores al proceso de ensefianza-aprendizaje de la

regresion lineal utilizando estrategias computacionales acorde al tema a tratar.

Palabras clave: Regresion lineal, simulacién, educacion estadistica.



X La Ensefianza de la Regresién Lineal Simple Usando como Mediador una
Herramienta Computacional

Abstract

Simple linear regression is a basic tool in statistical analysis. This methodology is usually
teached in basic courses of statistics in many academic undergraduate programs. In this
work, we give a didactic proposal for teaching linear simple regression. This one is based
on the use of simulations and is implemented in the software R (R development core
team,2016). The activities of this didactic unit contribute with innovatory elements to

support the teaching-learning process by using computational strategies.

Keywords: Linear regression, simulation, statistical education.
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1.Introduccién

En el proceso de ensefianza-aprendizaje de los conceptos estadisticos, se evidencian
dificultades respecto a la comprension, interpretacion y significado del lenguaje. Esta
problematica puede ser producto de practicas indebidas en el aula que terminan siendo
reflejadas en la formacion de los estudiantes. Segun Batanero et al. (1994) muchos
docentes precisan incrementar su conocimiento, no solo en la materia, sino también sobre
los aspectos didacticos, pero no profundizan en el estudio de las dificultades y errores que

los alumnos encuentran en el aprendizaje dela estadistica.

En el caso particular de la ensefianza de la regresion lineal, se reportan numerosas
investigaciones en cuanto al proceso ensefianza-aprendizaje de la misma, en las cuales
se corrobora la dificultad de abordar este tema de manera significativa. Algunas de estas
apuntan a dificultades conceptuales y otras a aspectos pedagdgico (Lavalle et al, 2006).
Por ejemplo, en cuanto a lo disciplinar Angnelli et al (2009) afirma que a los estudiantes
les cuesta diferenciar entre funcion lineal y regresion lineal, en el andlisis de las
situaciones, generando asi confusiones y dificultades en la ensefianza-aprendizaje de la
regresion. Desde el punto de vista pedagogico Lavalle et al. (2006) proponen una reflexién
didactica de la regresion bajo tres aspectos: el contenido, que abarca la naturaleza del
concepto de regresion bajo la perspectiva conceptual y procedimental; la ensefianza, con
un proposito analitico a la revision didactica de los libros y el aprendizaje, identificando los
errores y las dificultades en el proceso de ensefianza y aprendizaje. De lo anterior y
teniendo en cuenta que la ensefianza de estadistico, puede ser orientada de manera

interactiva, generando asi espacios de discusion y reflexion, surge la pregunta:

¢, Qué caracteristicas debe tener una estrategia didactica que permita a los estudiantes

universitarios interpretar y aplicar la regresion lineal?



Para dar respuesta a la pregunta anterior, en este trabajo se utiliza la simulacién como
recurso pedagdgico en la construccion de una secuencia didactica. Segun Batanero (2000)
la simulacién cobra un papel importante en la ensefianza de la estadistica, ya que ayuda
a diferenciar entre temas experimentales y teoricos. Ademas, la simulacién permite
interactuar con diferentes tipos de muestras, lo cual facilita el estudio de las propiedades

de los estimadores de los parametros del modelo.

En este documento se realiza inicialmente una revision bibliogréfica sobre la evolucion del
concepto de regresion lineal, el cual se presenta como un producto construido a través de
la historia y ho como un concepto terminado y absoluto. En segunda instancia, se muestran
los aspectos disciplinares, resaltando la estimacion de los parametros por minimos
cuadrados, estimacion de la varianza, la construccion de intervalos de confianza y un
enfoque matricial de la regresién lineal simple. En un tercer momento, se analizan algunos
obstaculos epistemoldégicos y pedagoégicos en la ensefianza de la regresion lineal, desde
la practica docente y la interpretacion del concepto que le dan los estudiantes. Finalmente
se estructura la propuesta para la ensefianza de la regresion lineal, partiendo de una
prueba diagndstico el cual indaga sobre la comprension de los conceptos previos a la
regresion lineal. De esta manera se disefia la una unidad didactica a partir de talleres que
buscan fortalecer la interpretacién y un andlisis adecuado del diagrama de dispersion,
gréficos de residuales, estimacion de los parametros de sus varianzas (teérica y estimada)

y de sus distribuciones.

Para la construccion y el disefio de la unidad didactica se utilizo el software R el cual es
uno de los lenguajes mas utilizados por la comunidad estadistica, siendo ademas facil de
implementar por ser un software libre y debido a que requiere de elementos de
programacion, invita a los estudiantes a tomar parte activa en su proceso de aprendizaje,
lo cual promueve que al alumno le facilite el cambio de parametros y muestras, durante los

experimentos, para promover un aprendizaje dinamico y participativo.
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1.Referente Histoérico

En el presente capitulo se realiza una revision bibliografica historica del concepto de
regresion lineal simple?, realizando una sintesis del desarrollo del significado desde su
origen con el astrénomo Adophe Lambert hasta su formalizacién, con los modelos
lineales generalizados determinados por los britanicos Robert Wedderburn y John
Nelder.

Estepa et al (2012) afirma que uno de los personajes mas influyentes en el nacimiento
de la correlacién y la regresion como practica estadistica fue el astrGnomo y mateméatico
belga, Lambert Adolphe - Jacques Quetelet (1796-1874), quien sefiala en uno de sus
trabajos la idea del hombre medio, la cual consistié en acumular gran cantidad de datos
de hombres, mujeres y nifios, para estimar empiricamente las medias y desviaciones
tipicas de medidas antropométricas las cuales suponia que dependian de varias
variables independientes como la edad, sexo, nivel de educacién, entre otras. Su
originalidad radic6 en considerar la dispersion de dichas medidas y haber descubierto
gue la ley normal ofrecia una descripcion aceptable de tal variabilidad. Esta influyente
aplicacion de la regresion fue publicada por Quetelet en su libro I'homme et le
développement de ses facultés, ou Essai de physique socieale en 1835 (Estepa et al
2012).

Pero no solo en la biologia y en la biometria se observaron avances. Segun Hald (2008)
en la astronomia el trabajo del francés Augusto Bravais (1811-1863), aport6é a la
edificacion del concepto de correlacion, este autor consideré6 m combinaciones lineales
de n errores de distribuciones normales en las medidas de las coordenadas de cuerpos
espaciales, Pearson (1857-1956) mostré que Bravais no consideré variables aleatorias

correlacionadas, sino consideraba errores independientes.

1 La regresion lineal tiene como fin representar la asociacién entre variables, para cuantificar
alguna relacion funcional entre estas (Montgomery et al. 2006).
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Galton (1822-1911) formalizdé el concepto de correlacién y regresion a la media
mediante dos trabajos de variaciones biolégicas y herencias, los cuales buscaban dar

soporte a la teoria de evolucién de Charles Darwin.

De lo anterior Getino (2010) afirma que en su primer experimento Galton distribuye
1875 paquetes de semillas de guisantes a 7 amigos; cada amigo recibié semillas de un
tamafio uniforme, los amigos de Galton la sembraban, las cultivaban hasta obtener
nuevas semillas y se la devolvian, para que Galton representara graficamente los pesos
de los guisantes generacion “hijos” respecto a los pesos de las semillas originales
“padre”. Galton se dio cuenta que las medias de los pesos de las semillas “hijo” de un
tamano particular de semillas “padre” describia aproximadamente una linea con una
pendiente positiva menor que 1. Asi dio cuenta de que existia una linea de regresion y
una variabilidad constante entre todos los datos.

Segun Estepa et al (2012) Galton concluye:

o El peso medio de las semillas “hijo” es funcion lineal del peso de las semillas
‘padres” con una pendiente menor que la unidad, es decir, el peso medio de la
progenie se desvia menos de la poblacion media que de los padres. Galton
llamé a esta propiedad regresion.

e Para cada grupo de semillas “padres”, el peso de las semillas “hijas” estaba
normalmente distribuido.

o La desviacion probable del peso de las semillas “hijos” es la misma para todos
los grupos y mas pequefa que la desviacion probable del peso de las semillas
padres. Esta es la propiedad que hoy dia se conoce como homocedasticidad u

homogeneidad de las varianzas.

Por tanto, los padres de pesoM + x producen hijos adultos de peso medio M +r - x,
donde r es la pendiente de la funcién lineal, la cual esta entre 0 y 1. El peso de los
hijos llega ser M + r(x) +y =M + z por la variacion aleatoria entre hijos del mismo
grupo de padres, variacién que se observa en el quincunx?. La identidad estadistica de
las dos generaciones significa que oy = g7, en consecuencia gf =r?- o7 + gy, 0 lo

que es lo mismo gy = o7 - (1 —r?) queda la relacion entre la varianza entre grupos

2 Dispositivo creado por Francis Galton para demostrar el teorema de limite central.
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(varianza condicional), la varianza entre el total de la poblacion (varianza marginal) y el

coeficiente de reversion (Estepa,1994).

Figura 1-1: llustracion de Galton de la identidad estadistica de dos generaciones
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Fuente: Gea (2014)

Galton no habia considerado méas que la distribucion de una medida X, tomada
conjuntamente sobre el padre y sus descendencias, pero con posterioridad se da
cuenta de la posibilidad de estudiar variaciones conjuntas de medidas biol6gicas
diferentes sobre los mismos individuos. Pearson asegura que hasta ese momento

Galton no habia alcanzado la idea de correlacion negativa.

Casi 10 afios después del experimento de guisantes, Galton apoyado por Karl Pearson
mide la altura, el peso, fuerza de audicion, potencia respiratoria y sentido del color a
205 grupos de padres e hijos, donde concluye que hijos de padres bajos eran
ligeramente mas altos que ellos, por otro lado, hijos de padres altos eran un poco mas
bajos que los progenitores, cabe resaltar que Pearson desarrollo el método matematico

de asociacion entre variables mediante la correlacion (Getino, 2010).

En su obra, Natural Inheritance, publicada en 1889, Galton muestra un amplio
programa de investigacion biométrica: estudiar estadisticamente la variabilidad de las
medidas fisicas de distintas especies, a fin de confirmar matematicamente el

mecanismo de la evolucién de Charles Darwin (1809-1882) (Gea, 2014).

Pearson (1857) realizé un estudio con mas de 1000 grupos familiares, observando.
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altura de hijo = 85cm + 0,5 - altura del padre (cm),

con lo que concluyé que padres altos tienen tendencia a tener hijos que heredan parte
de esta estatura, aunque tienen tendencia a acercarse (regresar) a la media. A pesar
que Galton define el término de correlacion, es Pearson quien llega a una formalizacion
del concepto considerando la correlacion negativa. En la memoria titulada “Regresion,
herencia y panmixia” de 1896, Pearson formaliza el coeficiente correlacional. En la
misma publicacién incluye la distribucion del coeficiente de correlacién poblacional p

en caso de una distribucion normal bivariante

En la diferenciacion entre el coeficiente de correlaciébn muestral y poblacional, afirma
gue r es el estimador mas probable de p, en concreto anuncia si demostrarlo, que el
valor que maximiza la distribucién de probabilidad final que ha obtenido para p es el
coeficiente de correlacion muestral, con lo que anticipa el método de estimacion de la

maxima verosimilitud que posteriormente desarrollara Fisher. (Gomez, 2009)

Uno de los trabajos mas relevantes en el proceso de evolucion de la regresién lineal
simple, la ofrece Gauss (1777-1855) con su trabajo de minimos cuadrados, que fue
utilizado para predecir la posicion del “pequeno planeta” Ceres, descubierto por el
astrénomo italiano Giuseppe Piazzi. Gauss calculé la érbita de Ceres a partir de pocas
observaciones, en donde evidencio que las variaciones de la informacién se podian
representar mediante una curva acampanada, conocida actualmente como distribucion
de Gauss o campana de Gauss. Ademas, observo que el valor estimado se podia hallar
haciendo minima una suma de cuadrados de diferencias con los valores particulares

de los datos observados. Sprott (s.f)

Gauss publica por primera vez su teoria de los minimos cuadrados, en el libro “Theoria
Motus Corporum Celestium”, en el cual explica que al estimar las k cantidades
desconocidas 8" = (64,8,, ..., 6)) que determinan la érbita, (Ilamadas parametros en la
estadistica), basado en n > k observaciones Y = (yy,y,, ..., V). No es posible medir 6,
directamente; solamente es posible medir funciones de 6, ¢; = &, (0),i =1,2,... ,n Si
¢ puede observarse sin error, Y = &, entonces después de observar, Y, ¢ seria conocido
numéricamente. Se sigue que seria necesario solamente resolver las ecuaciones Y =
& para 6, lo cual es posible puesto que el sistema de las ecuaciones debe ser
consistente. Sin embargo, en la practica no es posible medir ¢ sin error, asi las
ecuaciones son Y=¢+e donde e = (e, ey, ..,e,) son los errores de las

observaciones Y (errores observacionales), y Y,é y e son vectoresn -1 sprott (s.f).
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Mayorga y Soto (1988) Afirman que entre 1821 y 1826 Gauss presenta varios escritos

bajo el nombre de “theoria combinationis obsevationum erroribus minimis obnoxiae

dentro de los cuales se resalta:

e Al descubrir una desigualdad general aplicable a cualquier distribucién de
probabilidad continua unimodal alrededor de la moda, abandona el supuesto de
normalidad.

e Ladeterminacion de los estimadores insesgados de los [, que ademas resultan
ser de minima varianza.

e La obtencién de la expresion para determinar la suma de cuadrados residuales
a partir de los parametros estimados.

e La presentacion de un procedimiento para incluir otros parametros al modelo,
sin tener que modificar los ya estimados.

e Lageneracion de una forma aproximada para estimar la desviacion estandar de

los errores y la deduccién del error estandar de tal estimador.

El método de los minimos cuadrados también fue trabajado en Francia por Adrien-
Marie Legendre (1752-1833) quien no fue el primero en utilizarlo, pero si el primero en
publicarlo en su libro Nouvelles Méthodes pour la Determination des orbites des
cométes 1805. Gauss reclamé en 1806, afirmando que hacia 12 afios atras él ya habia

trabajado este método.

Fisher (1890-1962) contribuye a la regresién lineal por medio del método de estimacion
de maxima verosimilitud el cual pretende obtener el estimativo del pardmetro
seleccionado aquel que maximiza la probabilidad de los datos observados. En 1925
Fisher prob6 que los estimadores eran los mejores asintéticamente normales (bajo

ciertas condiciones de regularidad):
6-N(6,11-0),

donde I~ — @ es la informacion de Fisher, que representa la minima varianza y NI(6)

recoge la informacion acerca de 6 contenido en la muestra (Yanez, 2002).

El trabajo de Fisher fue conocido por Pearson, quien en 1915 le publicé un articulo
sobre la distribucion muestral del coeficiente de correlacién en la revista Biométrika,
gue estaba bajo su direccion. Pearson era reconocido por sus investigaciones en
estadistica y en genética y por cuenta propia, realizé6 un estudio cooperativo en sus

laboratorios, con el que public6 en 1917 lo que consideraba correcciones al articulo de
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Fisher, sin notificarselo previamente. La razén es que Pearson no habia entendido el
método de maxima verosimilitud que Fisher utilizaba y lo llamé inferencia inversa, algo
gue este Ultimo habia evitado deliberadamente. En este tiempo Fisher era un

desconocido y se sintié agredido por los comentarios de Pearson (Figueroa 2002).

Una de las técnicas de regresion mas utilizadas actualmente en medicina es la
regresion logistica. La cual estudia el efecto de multiples variables explicatorias sobre
una variable respuesta categdrica, ya sea dicotémica o con mas de dos categorias en
escala ordinal. En este caso no se puede aplicar el modelo de regresion lineal multiple
por no cumplirse el supuesto de continuidad y de distribucién normal de la variable
dependiente. (Taucher,1999).

Fisher sugiere en 1938 el uso de esta técnica para analizar datos binarios. El término
“logit” fue introducido por Berkson (1899-1982) en 1944 para designar esta
transformacion y sus trabajos popularizaron la utilizacién de la regresién logistica.
(Molinero, 2004).

Pero quizas el principal difusor de la regresion logistica fue Roxbee (1961-1965) en
1970 con su libro The Analysis Binary Data. El cual establece una base sistematica
para el analisis de datos binarios y en particular para el estudio de como la probabilidad

de éxito depende de variables explicativas. Roxbee (1970).

Uno de los avances mas importantes en el campo de la regresion de los ultimos afios,
corresponde a la introduccién de los modelos lineales generalizados (GLM), por los
estadisticos britanicos Nelder (1924-2010) y Wedderburn (1947-1975) en 1972, que
unifican toda la teoria existente en cuanto a modelos probit y modelos logisticos, con

los modelos lineales basados en la distribucion normal. (Molinero, 2004).

Tabla 1-1: Principales Modelos Lineales Generalizados, en términos de variable

de respuesta, componente, funcién del enlace y modelo lineal.

Naturaleza de la
variable de repuesta Sistematico Aleatorio Funcién de enlace Modelo lineal
e  Numérica - e Regresion
e Numérico Lineal
o e . ; ML
cuantitativa : ;:Aiteogonco Normal e |dentidad e  ANOVA
e ANCOVA
» Categodrica _ -Binomial (1) e Logit 9
binaria e  Mixto _Bernoulli * Regresion
-No agrupado LOgIIS'[ICSI.
) . e Andlisis logit | MLG
e Categbrico e Logit g
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Naturaleza de la
variable de repuesta Sistematico Aleatorio Funcién de enlace Modelo lineal
-Agrupada -Binomial (n) e  Probit e Regresion
probit
e Categorica y
o e Regresion
politémica Logistica MLG
-No agrupado e Mixto -Multinomial * Logit Multinomial
Generalizado e Regresion
. logit
e Categorico . .
-Agrupado multinomial
* Recuento e  Mixto -Poisson e Logaritmica ¢ Regre_smn MLG
de Poisson
e Frecuencia e Categbrica | -Poisson e Logaritmica e Analisis
loglineal MLG

Fuente: Lépez y Ruiz (s,f)

Otra posible generalizacion consiste en reducir restricciones sobre los errores
manteniendo sin embargo la propiedad de Normalidad, es decir, contemplando errores
no independientes o heterogéneos. Esta generalizacion, que permite dotar de
estructura a la variabilidad de los errores del modelo, da lugar a los modelos mixtos.
(Badiella, 2011)

Los modelos mixtos siguen una estrategia légica propia de muchos otros tipos de
modelos estadisticos por la que se trata de describir la relacién entre una variable de
respuesta y una o varias “variables explicativas”. Este tipo de modelo es muy frecuente
en biologia, ecologia, ciencias forestales etc. Ya que los datos que se presentan en
estas areas tienen una estructura agregada en distintos niveles que pueden estar
ordenados 0 no jerarquicamente, también se pueden encontrar efectos fijos y

aleatorios. (Seoane, 2014).
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2.Referente disciplinar

Los conceptos descritos en esta seccion son tomados de Montgomery et al (2006),
Canavos (1988) y Cardona et al (2013). Aunque no se usan en el capitulo 4 algunos
temas de regresion como la estimacion por méxima verosimilitud y el enfoque matricial,

son incluidos por completez del referente disciplinar.

2.1 Modelo de regresion lineal simple

El estudio de regresion lineal simple es una técnica estadistica para indagar y modelar
la relacion entre variables. Esta técnica tiene numerosas aplicaciones en ingenieria,
ciencias fisicas, quimicas, economia y ciencias biol6gicas entre otras. Este modelo con
un solo regresor x que tiene una relacion con una variable de respuesta y, donde la

relacién es una linea recta.

y=PB+pix+e,

donde la ordenada al origen S, es la media de la distribucién de la repuesta y cuando
x = 0y la pendiente B; es el cambio de la media de la distribuciéon de y producida por
un cambio unitario de x y £ es un componente aleatorio de error, se supone que los

errores tienen promedio cero y varianza o2 desconocida.

Se considera y como una variable aleatoria con la que hay una distribucién de
probabilidad dey para cada valor posible de x. La media y la varianza de esta

distribucién son.

E(ylx) = Bo + prx y Var(y|x) = Var(Bo + prx + &) = 0.
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Asi, el verdadero modelo de regresion u,,x = o + f1x €s una linea recta de valores
promedios, esto es, la altura de la linea de regresion en cualquier valor de x no es mas

gue el valor esperado de y para x.

Figura 2-1: Como se generan observaciones en la regresion.

y
Valores observados
de y para una x
dada se muesirean de Val b d
estas distribuciones AR OUGAIVALD
/ de y
*
N (0, o®=2) ‘/\ Hyix
Y )
«
f\ N (0, ° =2)
'Valor observado de y
| | |
10 20 30 X

Fuente: Montgomery et al (2006)

2.2 Estimacion de los parametros por minimos
cuadrados.

Para obtener los estimadores de minimos cuadrados de los parametros B, y Si, Se
generalizara un conjunto de datos consistente en n pares (x1,¥1), (X2,¥2), o, (X, Yn),
donde los valores de y son las observaciones de la variable aleatoria respuesta. El
método de minimos cuadrados considera la desviacion de las observaciones Y; de su
valor medio de y determina los valores de B, y f; que minimiza la suma de los

cuadrados de estas desviaciones. La i — ésima desviacion o error es.

e; =y — (Bo + B1xy).

La suma de los cuadrados de los errores es

et = ) i = o~ frx)*.

n n
i=1 i=1
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Los estimadores, por minimos cuadrados, de B, y B;, que se designaran por B, y B;,

deben satisfacer.

dde
L:_ZZ(}]L ,30 ﬁ1x)—0

dxe”
Ze __22(3’1 ﬁo ﬁlx)x—o-

Al simplificar y distribuir la suma en estas ecuaciones, se tiene.

n n
nfo+ B ) xi= ) i,
i=1 i=1
n n n
Bgzxi'i'ﬁqzxiz :Z}’ixi-

i=1 i=1 i=1

Las anteriores ecuaciones son llamadas ecuaciones normales de minimos cuadrados.

Su solucion nos ofrece.

ﬁ0=}_]—ﬁ1f'
y
i D1 X
N ?=1yl'xl ( 1%)( i=1%i)
0=
n xz_i=1—("i)
i=1"%i n

Los valores dados por las anteriores ecuaciones son aquellos que minimizan la suma

de cuadrados de los errores.

Dados los estimadores de minimos cuadrados S, y B, para la interseccion y la
pendiente, respectivamente, la recta de regresion estimada para el modelo y = 3, +

Bix + € es.

9, =PBo + Bix;,
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donde ¥, es el estimador para la media de las observaciones y; la cual corresponde al
valor x; de la variable de prediccion, la diferencia entre el valor observado y; y el valor

ajustado correspondiente y, se llama residual. Mateméticamente, el iésimo residual es.

eiZYi—}/’\LZ}’i—(EB'l'BIxi), i=12,..,n

2.3 Estimacién de o

La varianza ¢? de la variable respuesta es igual a la varianza del error y esta es
constante para todos los valores de la variable de prediccion. En general, dado que el
valor de o2 no se conoce, puede obtenerse un estimador de éste a partir de los
estimados de minimos cuadrados 3, y 5;. Dado que cada ¥, estima la media de ¥,, la
diferencia de y; — 7, representa la desviacion de ¥, con respecto a su propia media. La
suma de los cuadrados de estas diferencias, dividida entre una constante apropiada,
es la forma en la que se determina una varianza. Pero estas diferencias son los
residuos; por lo tanto, la suma de los cuadrados de los residuales divida entre n — 2 es

el estimador de 2.

Se pierden dos grados de libertad al tener que estimar los dos parametros de S, Yy B

antes de obtener ¥,. El estimador de o2 se denota como S? y esta dado por

_ (i = 9)° _ el

SZ
n—2 n—2

El estimador S? recibe el nombre de varianza residual la cual es una medida absoluta
de qué tan bien se ajusta la recta estimada de regresion a las medidas de las
observaciones de la variable de respuesta. Por lo tanto, en general entre mas pequefio
sea el valor de $? es un estimador no sesgado de o2 con tal que la forma del modelo

de regresion sea la correcta.

Cuando se obtiene una recta de regresion por el método de minimos cuadrados, surgen

algunas propiedades:

1. ei=0

n
=1

n
2. Vi =Z}7i
: -

n
=1 i
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3. X; e = 0.

n
i=1

2.4 Pruebas de hipotesis de la pendiente y de la
ordenada al origen.

Si se desea probar la hipétesis que la pendiente es igual a una constante las hipétesis

correspondientes son.
Ho: B1 = B1o
Hy: By # PBio -

En donde sea especificado una alternativa bilateral los errores e; son distribuidos
normal e independientemente (0,52), las observaciones y; son distribuidos normal e
independientemente (8, + Box;, ¢2). Ahora, B; es una combinacion lineal de las

observaciones, de modo que f; es distribuido normalmente con promedio ; y varianza

2
g . . _ . . P
o usando la media y la varianza de ; por consiguiente, el estadistico.

XX

_ Bi-Bo v o2 I’
ZO = —m donde Sxx = di=1 X —lT ,
se distribuye N(0,1) si es cierta la hipétesis nula Hy: 8, = fB10- Si se conociera g?se
podria usar Z,. Cominmente se desconoce o2, ya se ha vistos que MSg,s €S un
estimador insesgado de 2.

t — B.I —310
0 /MSkes/Sxx

n o2
donde MSp,, = %

Sigue una distribucion t,,_, si es cierta la hipotesis nula Hy: f; = B1,. La cantidad de
grados de libertad con t, es igual a la cantidad de grados de libertad asociados con
MSp.s. Asi, la razon t, es el estadistico con que se prueba Hy:fB; = Bio- El
procedimiento de prueba calcula t, y compara su valor observado de acuerdo con t, =

B1—B1o
Y MSRes/Sxx

procedimiento rechaza la hipotesis nula si.

con el punto porcentual de % superior de t,,_, de la distribucion (t,,_, ,—,) este

|t0| > tn—z,n—z .
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El denominador del estadistico t, se llama con frecuencia error estandar estimado o

error estandar de la pendiente, esto es:

se(,[?\l) =\ MSges/Sxx -

por lo anterior, se ve con frecuencia a tyescrito de la forma.

—_—

:81 - 310

toz—

se(By)
Para probar la hipétesis acerca de la ordenada al origen.
Hy: Bo = Poo
Hy: Bo # oo -

Se podria usar el estadistico de prueba.

E_ﬁOO

fo = 1 22\
JMSRes (ﬁ*s—m)

— =2
en donde se(f,) = JMSRes (% + ;—) es el error estandar de la ordenada al origen. La

hipétesis nula Hy: Sy = oo se rechaza si [ty > t_pn-2

2.5 Estimacion de intervalo en la regresion lineal
simple

Ademas de las estimados puntuales f,, B; Y o2, se pueden obtener estimaciones por
medio de intervalo de confianza para esos parametros. El ancho de dichos intervalos
es una medida de calidad general de la recta de regresion. Si los errores se distribuyen
en forma normal e independiente, entonces la distribucion de muestreo tanto de.

Bi-B1 Bo—Bo
se(B1) se(Bo)

Es t, conn — 2 grados de libertad. Asi un intervalo de confianza de 100(1 — a) por

ciento para la pendiente 8, se determina.

Bi - t%’n_zse(,él) S B <P+ t%’n_zse(ﬁl),
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y un intervalo de confianza de 100(1 — «) por ciento para la ordenada de origen £, es.
Bo — t%,n_zse(ﬁo) < Bo<po+ t%’n_zse(ﬁo) .
Un intervalo de confianza de 100(1 — «) por ciento para o2 es.

(Tl - Z)MSres 2 < (Tl - Z)Msres

<0<
)(a 2

Sn—2 Xl—%,n—z

2.6 Estimacion por maxima verosimilitud.

Se tiene los datos (y;, x;), i = 1,2,...,n si se supone que los errores en el modelo de
regresion son distribuidos normal e independientemente, las observaciones y; en estas
muestras son variables aleatorias normal e independientemente distribuidas con
promedio B; + Box;, Y varianza a2, la funcién de verosimilitud o de posibilidades se
determina con la distribucion conjunta de las observaciones.

L(yuxuﬁo,ﬁl,a)—ﬂ(mz) Zoxp [~z (v~ By — B,

= (27102) 2 exp[ (y — B, — B,x;) ]

Los estimadores de maxima posibilidad son los valores que pueden tomar los
, . - 5 A2 . . .
parametros, por ejemplo Sy, 81 Y 6° que maximizan a L, o lo que es lo mismo, a In L.

Asi,

In L(y;, x;, Bo) B1,02%) = — (g) In 2w — (g) Ing? = — (%) Z(yl. — By — ﬂlxi)z :
i=1

Los estimadores de posibilidad maxima, B,, B, y 62 deben satisfacer.

BlnL

Z(J’L Bo — .B1x) =0,

alnL

Z(yl BO ﬁlx )xl - 0
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dlnL n n - 2
962 =_262+264Z(yi_50_ﬁ1xi) .
i=1

La solucién de la ecuacion anterior determina los estimadores de méxima posibilidad:
Bo=9 —Pix,

3 _ ?=1yi(xi_x_)
1~ ~n . =
i=1 (e —%)?

A A 2
52 = ?:1(}’1- - Bo - lei)

n )
Los estimadores de maxima posibilidad de la ordenada al origen y la pendiente S, y f1,

son idénticos a los obtenidos con los minimos cuadrados.

2.7 Analisis de los residuales

Montgomery et al (2006). Un residual es la desviacion entre los datos y el ajuste, la cual
también funciona como una medida de variabilidad de la variable de respuesta que no
explica el modelo de regresion. El analisis de los residuales es una forma eficaz de

descubrir diversos tipos de inadecuacion del modelo.

Los residuales tienen varias propiedades importantes. Tienen media cero y su varianza
promedio aproximada se estima con:

n 52 n 2

i—1(e; — &) _ 2i=18; _ SSRes

= = = MSpes -
n_p n_p n_p Res

Los residuales no son independientes, ya que los n residuales solo tienen n — p grados

de libertad asociados a ellos.

El andlisis gréafico de los residuales es una forma muy efectiva de investigar la
adecuacion del ajuste de un modelo de regresién. La gréafica de residuales en funcion
de x es usada para detectar algunos tipos frecuentes de inecuacién del modelo, si los
residuales se pueden encerrar en una banda horizontal entonces indica que el modelo

es adecuado.
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Figura 3-2: Patrones en las gréficas de residuales

Vi 7
) d)
Fuente: Montgomery et al (2006)

La grafica b indica que la varianza de los errores no es constante y que la varianza es
funcién creciente de y, la grafica c presenta una distribucion de doble arco, esto sucede
cuando y es una proporcion entre 0 y 1, la dltima curva se concluira que el modelo
lineal no representa adecuadamente la relacion entre las variables y entonces se

pensaria en modelos curvilineos o de regresion multiple.

La mayoria de las gréaficas de residuales que se obtienen con el uso de programas
estadisticos muestran una version estandarizada de los residuales. Estandarizar una
variable aleatoria significa restarle su media y dividir el resultado entre su desviacién

estandar.

Un método muy sencillo de comprobar la suposicion de normalidad es trazar una grafica
de probabilidad normal de los residuales. Es una grafica disefiada para que al graficarse
la distribucion normal acumulada parezca una linea recta. Sean e; < e; < - < e, los

residuales ordenados en orden creciente. Si se grafican e; en funcion de probabilidad

.1
acumulada P, = Q,i = 1,2,...,n en el papel de la probabilidad normal, los puntos que

resulten deberian estar aproximadamente sobre una linea recta.
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Figura 3-3: Patrones en las gréficas de residuales

1 1 1
- ... , o® o n' »
Z. .../,_— ¥ ®
0.5 E 05| een™ 8 05
A A
& : .ou?y'
em

Probabilidad
Probabilidad
Probabllidad

Probabilidad

d) e)

Fuente: Montgomery et al (2006)

La gréfica (a) representa una gréfica de probabilidad normal ideal, las graficas (b) y (c)

representan distribuciones con cola gruesas y delgadas respectivamente, (d) representa una
distribucion asimétrica positiva y la (€) una asimétrica negativa.

2.8 Enfoque matricial modelo lineal simple

El uso del algebra de matrices proporciona un medio conveniente para el analisis de

regresion de modelos lineales, en forma especial de aquellos que contienen mas de
una variable de prediccion.

Para los n pares (x1,Y;), (x1,Y7), ... (xn, Yy), €l siguiente modelo lineal simple.
Yi =B+ f1x; + &, i=12,..n
Es decir
Yi =B+ Bix1 + &

Y, = Bo+ B1x; + &

Yn = Bo + Prxn + &y
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Son n ecuaciones lineales para las que Y,,Y,,..Y, son las observaciones de la
respuesta para los correspondientes valores fijos x;,x,,..x, de la variable de
prediccion, &,,¢,,...5, son los errores aleatorios no observables y S, ¥ B, son los

pardmetros a estimar. Se definen las matrices.

Yl 1 xl <<51
&

v=|"x=|1% ﬁzﬁﬂez 2
: : B1 :

Yn 1 Xn &n

Entonces
1x, Po + B1x1 + &
1 xz ] ﬁo + lez t+&
ﬁo + ﬁlxn + En

Como resultado se tiene que el modelo lineal simple puede expresarse en la notacion

de matrices.
Y=X[+¢

Si se supone el caso de la teoria normal, entonces ¢ es un vector de variables

aleatorias normales tales que.
E(e)=0
Var(e) = oI,

donde ¢? es la varianza del error, comun a todos, e I es la matriz de identidad

correspondiente.
1 xq7 z
: 1 1 . n Xi
XX=L b ]1? _
1 2 1 ;Cn- Z xl xlz

v,
. 1 1 .1|v Y,
XY=[ ]?: }
X1 X2 2 XY,
Yy,

Entonces
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(08 - le S hﬁl] l ﬁz sz - ZZ;:Y,

Donde

=XY.

7=l

Es el vector que contiene los estimadores para obtener los estimadores de minimos

cuadrados de B, Y B
xx)'(xx)p=(xX)"XY
IB=(XX)"XY
=(xx)"'xY.

La anterior es la expresion matricial para obtener los estimadores de minimos

cuadrados Sy Y ;.
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3.Referente pedagodgico.

La unidad didactica disefiada tuvo como apoyo el andlisis de algunos planes de estudio
de universidades publicas y privadas ubicadas en la ciudad de Bogota. para esto se
tuvo en cuenta los programas de ingenieria en las cuales se incluia el concepto de
regresion lineal en su curso de estadistica. Lo anterior con el objetivo de identificar los
pre-requisitos y la bibliografia utilizada por estas universidades para ensefiar la

regresion lineal simple

Se revisé la informacion anteriormente mencionada en los syllabus® de los cursos de
estadistica y probabilidad e inferencia, de 4 instituciones de educacion superior:
Universidad Libre de Colombia, Fundacién Universitaria Agraria de Colombia,
Universidad Distrital Francisco José de Caldas y la Fundacién Universitaria los

Libertadores. De dicha revision se encontro:

e En la Universidad Distrital Francisco José de Caldas presenta el concepto de
regresion lineal después de estudiar los conceptos basicos de estadistica
descriptiva, teoria de probabilidad (incluyendo modelos de distribucion discretos
y continuos) y teorias de estimacion. La seccion de analisis de regresion y
correlacion se estudia en la Ultima semana académica abordando la regresiéon
por el método de minimos cuadrados.

e En la Facultad de Ingenieria de la universidad Libre de Colombia, en el plan
académico se imparten las asignaturas de estadistica | y estadistica inferencial.
La regresion lineal es abordada en la asignatura de estadistica inferencial
después de los temas de pruebas de hipotesis y analisis de varianza. Cuando

se estudia la regresion y la correlaciéon inicia con los temas de minimos

3 Los programas de los cursos de estadistica | y Il se descargaron de la pagina oficial de cada
uno de las universidades mencionadas
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cuadrados, regresion lineal (supuestos del modelo, error estandar, analisis de
correlacion, intervalos de confianza, andlisis de varianza) y su aplicacién en
Excely R.

e Las fundaciones universitarias UNIAGRARIA y los Libertadores abordan la
regresion lineal en la asignatura de estadistica Il, garantizando los temas de
distribucion muéstrales, la inferencia estadistica, las pruebas de hipotesis y el
andlisis de correlacion.

De lo anterior se puede concluir que en general se aborda el concepto de regresion
lineal contemplando como temas especificos el andlisis de residuales, prueba de
hipétesis sobre los parametros y el analisis de la tabla ANOVA. Todo esto con el

objetivo comun de identificar los escenarios de la aplicacion de la regresion.
Los textos mas citados por estas universidades que sirven de apoyo bibliogréafico son:

e Walpole, R., Myers, R. & Myers, S. (2007). Probabilidad y Estadistica para
Ingenieria y Ciencias. Grupo editorial Person Educacion. México.

e Freund, E. & Simon, G. (1994). Estadistica Elemental. Grupo editorial Person
Educacién. México.

¢ Mendenhall, W., Beaver, R. & Beaver, B. (2010) Introduccion a la Probabilidad
y Estadistica. Grupo Editorial Iberoamérica. México

El texto “Probabilidad y Estadistica para Ingenieria y Ciencias” de Walpole et al. (2007)
inicia el capitulo de regresion lineal destacando la necesidad de encontrar relaciones
entre variables, para hallar un método de prondstico. Este acercamiento se realiza por
medio de un ejemplo en donde se encuentra la relacion existente entre la reduccién de
solidos y la demanda quimica de oxigeno en 50 observaciones y con el mismo ejemplo
aborda el método de estimacion por minimos cuadrados e intervalos de confianza para

los parametros.

El texto “Estadistica Elemental” de Freund & Simon (1994) define el ajuste de curva,
por el método de minimos cuadrados. Dichos conceptos son aclarados mediante
ejemplos en diferentes contextos. En la seccion de andlisis de regresion se abordan las
inferencias acerca de los coeficientes de regresion, incluyendo intervalos de confianza

e intervalos de prondsticos.
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El capitulo de regresion lineal y correlacién del libro “Introduccion a la Probabilidad y
Estadistica” de Mendenhall et al (2010), inicia con la explicacion del modelo lineal
simple, del método de minimos cuadrados y del andlisis de varianza. Estos conceptos
son aplicados a un ejemplo cuyo contexto se centra en la calificaciébn de un examen de
matematicas y nota final en céalculo, para 10 estudiantes de primer afio de universidad.
Dichos datos son graficados en un diagrama de dispersion donde se observa la
tendencia lineal de los datos, ademas, explica como hacer calculos de regresion por
medio del programa “MINITAB”.

Batanero et al (1994) afirma que los errores y dificultades de los estudiantes en el
aprendizaje de la estadistica, no se presentan de un modo aleatorio con frecuencia es
posible encontrar regularidades, ciertas asociaciones con variables propias de las
tareas propuestas, de los estudiantes o de las circunstancias presentes o pasadas.
Estos obstaculos son identificados como ontogénicos, didacticos y epistemoldgicos.

Teniendo en cuenta lo anterior se identifican estos tres obstaculos, en la adquisicion
del concepto de regresion lineal simple en estudiantes de pregrado, estos, se ven

reflejados en las caracteristicas del concepto que presenta el alumno.

3.1 Diagramas de dispersion.

Un primer acercamiento que se hace al estudio de la regresién se realiza mediante la
interpretacion de los diagramas de dispersion. Ya que es el instrumento grafico mas
usado, para observar la relacion entre dos variables. Con él se puede establecer una

interpretacion del coeficiente de correlacion o modelo de regresion.

En este sentido se expresa Estepa (2008) indicando que la mayoria de los estudiantes
no tienen inconvenientes en la lectura de las coordenadas en los puntos de los
diagramas de dispersién, pero si existe una dificultad moderada en la asociacion del
coeficiente de correlacién a un diagrama de dispersion. La interpretacion de correlacion
es mas sencilla para el estudiante cuando los puntos del diagrama de dispersion, tienen

una tendencia evidente.

Teniendo en cuenta lo anterior Gea (2014) afirma que el alumno se limita a corroborar
la asociacion segun un subconjunto de datos, obviando la tendencia global de los
mismos, ademas, se les dificulta comprender que el coeficiente de correlacion no tiene
propiedad transitiva; es decir, dos variables A y B pueden estar correlacionadas, asi

como By C sin estar relacionadas las variables Ay C.



La Ensefianza de la Regresion Lineal Simple Usando como Mediador una 27

Herramienta Computacional

3.2 Funciodn lineal como regresion lineal.

En el aprendizaje de la regresion lineal podemos encontrar dificultades que no
dependen de la falta del manejo de conceptos estadisticos del estudiante. Por ejemplo,
confundir la regresion lineal con la funcion lineal, este error puede derivar de las
practicas docente inadecuadas en el aula de clase, debido a que posiblemente el Gnico
modelo utilizado para realizar la introduccion del tema de regresion, es la comparacion

de la funcién lineal con la regresion lineal como recurso didactico.

Teniendo en cuenta lo anterior Agnelli et al (2009) considera que la regresion lineal
debe ser abordada mostrando los limites de aplicacion de la funcion lineal, para ello se
debe clarificar el uso operacional que tiene la funcion lineal en el marco estadistico y
evidenciar el empleo que tiene el concepto deterministico cuando es usado para la

modelizacion de fendmenos aleatorios.

Algunas dificultades que se pueden evidenciar al no marcar el limite entre una funcion

lineal y la regresion lineal son:

e Cuando se presentan situaciones de regresion cuyos valores se muestran en
una tabla de la misma forma que se presenta para graficar una funcién, se
tiende a confundir la correspondencia univoca y la dependencia casual.

e Al presentar la ecuacion de la recta de regresion y asociarla a un conjunto de
datos, no se puede reproducir la tabla a partir de la expresién analitica, esto se
debe a la posibilidad que no exista una relacién funcional entre los datos y se

presenta por medio de una funcién.

Con respecto a la dificultad anteriormente mencionada, Agnelli et al (2009) establece

las siguientes diferencias entre funcion lineal y regresion lineal.

Tabla 3-1: Diferencias entre funcion lineal y regresion lineal

Funcioén lineal

Regresion lineal

La variacion de x e y, es determinista

La variacion de x e y, es aleatoria

los
de

seleccionados sobre la recta.

El calculo de parametros es

independiente los puntos

La estimacion de los parametros

depende de los puntos seleccionados.

Dada una tabla de valores x e y se
obtiene una recta y dada esta es posible

reproducir la tabla

Dada la tabla de los valores x e y se
obtiene una recta, pero ella no permite

reproducir la tabla
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3.3 Simulacién como recurso didactico

La ensefianzay el aprendizaje de la estadistica se han visto influenciadas en las ultimas
décadas por el uso de computadores. Su capacidad de almacenar y manejar datos
junto a la facilidad para representarlos graficamente, hacen que sea una herramienta

atractiva para la practica pedagdgica de la estadistica (Corredor 2000).

Actualmente se cuenta con varias investigaciones que resaltan los beneficios de la
simulacién como recurso didactico en el aula, entre ellas se encuentra la de Mills (2002)
el cual afirma que la simulacion permite a los estudiantes, experimentar con muestras
aleatorias de una poblacién con parametros conocidos con el propésito de aclarar
conceptos abstractos dificiles y los teoremas estadisticos. Por ejemplo, se puede
demostrar la distribucion muestral de la pendiente de la regresion lineal, al generar 20
0 mas lineas de regresiones de una poblacién, para compararla con su modelo

poblacional mediante un grafico.

Figura 3-1: Simulacién de 20 lineas de regresion.

160 165 170 175 180 185 190

Ejercicios como el anterior permiten ensefiar el concepto de normalidad, varianza de
los estimadores, varianza estimada de los estimadores, distribucion de los estimadores,

varianza de la estimacion.

Cabe resaltar que la aplicacion de la simulacién como recurso did4ctico, se muestra en
varios temas de la estadistica con resultados satisfactorios en la apropiacion del
concepto. Corredor (2000) concluye que las ganancias en el conocimiento
probabilistico son mas fuertes para los estudiantes que trabajan por medio de

simulacion que para los estudiantes expuestos a ejercicios de andlisis de datos.



La Ensefianza de la Regresion Lineal Simple Usando como Mediador una 29

Herramienta Computacional

La simulacién permite condensar el experimento en el tiempo, en el espacio y operar
con el experimento simulado para obtener conclusiones validas para el experimento
original. Ademas, proporciona un método “universal” para obtener una estimacién de la
solucién de los problemas probabilisticos. La simulacién cobra un papel importante ya
gue ayuda al estudiante, conocer las diferencias entre probabilidad experimental y la
tedrica (Batanero 2000).

La International Association for Statistical Education (IASE) reconoce los recursos
tecnoldgicos como herramientas que implican cambios metodolégicos en la ensefianza
de la estadistica, cuyo efecto se ve reflejado en el aprendizaje del estudiante.
Actualmente son numerosos los simuladores y software estadisticos que se utilizan
como mediadores didacticos en el proceso de ensefianza-aprendizaje de la estadistica.
Los cuales tiene gran acogida por ser software’s libres

Salas (2008) establece las caracteristicas que deberian tenerse en cuenta a la hora de

elegir un programa estadistico como mediador didactico.

Tabla 3-2: Cuadro comparativo de los softwares estadisticos mas usados en

términos de la facilidad de manejo y calidad de los graficos.

programas estadisticos

Aspectos

SPSS

SAS

R

Amigabilidad

con el usuario

Permite acceder a

todas sus opciones
mediante un menu de

funciones

Requiere de conocer

sintaxis del programa

Requiere de conocer
sintaxis y comandos
de
propios del programa

programacion

Trabaja  fisicamente

sobre el archivo,

modificaAndolo cada vez

Emplea sintaxis vy

procedimientos  que
afectan a los datos en
una memoria virtual,
cualquier modificaciéon

de los datos, no es

Emplea sintaxis vy

procedimientos que
afectan a los datos en
una memoria virtual,
cualquier

modificacion de los

datos, no es

Manipulacion |[que se realice un|guardada fisicamente |guardada fisicamente
de datos analisis en el archivo. en el archivo.

Calidad de | Ofrece graficos dificiles | Requiere de diferentes | Requiere de una
Gréficos de personalizar paquetes, la sintaxis|sintaxis sencilla y no
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programas estadisticos
Aspectos
SPSS SAS R
para graficas se puede | necesita gran
considerar complicada |variedad de
paquetes, la calidad
visual es excelente.
Ofrece un amplio rango
de procedimientos

estadisticos, sin Por ser un software
embargo, cuando se desarrollado por
requiere de estadisticos que
procedimientos Ofrece un rango mas |trabajan en diferentes
especificos (la|amplio en el analisis|instituciones a nivel
necesidad de definir el | estadistico, esto se|mundial, ofrece
rango  posible  de|debe a que la empresa | algoritmos modernos
valores para los | invierte cerca del 20% |y robustos, ademas,
Variedad de|parametros de un|de sus utlidades en|de varios paquetes

analisis modelo no lineal) poca | investigacién e | continuamente

estadistico versatilidad innovacion del software | desarrollados.

Teniendo en cuenta la tabla 2.2 se trabajara el programa R para este estudio, como

instrumento mediador computacional para la ensefianza de la regresion lineal simple,

en especifico la simulacién como método de estudio.




4.Unidad didactica

Zabala (2000) afirma que una secuencia didactica es un conjunto de actividades
ordenadas, estructuradas y articuladas para la consecucién de unos objetivos educativos
gue tienen un principio y un final conocido tanto para el profesorado como por el alumnado.
De igual forma Montserrat (2010) define la secuencia didactica como la articulacion de
diversas actividades de ensefianza y aprendizaje para conseguir un determinado objetivo.

Teniendo en cuenta la definicion de secuencia didactica, nos apoyamos para su realizacion
en un taller diagnostico que busca, establecer el nivel real de los estudiantes en cuanto a
los conceptos estadisticos previos de la regresion lineal, para detectar posibles errores que
puedan dificultar el logro de los objetivos planteados.

4.1 Taller diagndéstico conceptos previos a la regresion

lineal

Para el disefio de la unidad didactica que se presenta en este trabajo, ademas del estudio
y contrastacién de la simulacién como recurso didactico, en la regresion lineal simple, se
tuvieron en cuenta los resultados y el analisis del taller diagnéstico “conceptos previos a la
regresion (Anexo 1)” a un grupo de estudiantes de ingenieria inscritos a un curso de

estadistica inferencial.

La prueba esta compuesta por 15 preguntas que indagan sobre los conocimientos de los
estudiantes respecto a medidas de posicion, medidas de dispersion, interpretacion grafica,
probabilidad y estadistica inferencial. Para medir estos conceptos en el estudiante, el taller
diagnostico se realiz6 a través de un contexto cotidiano, donde se simul6 (Anexo 2) el peso
y la estatura de 210 estudiantes mujeres de la facultad de ingenieria de la Universidad

Nacional de Colombia.
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Se aplico a 15 estudiantes de la fundacién universitaria los libertadores de Bogota D.C y
su objetivo era identificar las habilidades de los estudiantes para analizar y argumentar

gréficas estadisticas, probabilidad condicional e inferencia.

Para el analisis de la prueba diagndstica, las preguntas se clasificaron en 4 niveles
teniendo en cuenta la tematica abordada por el curso de estadistica y probabilidad, el cual

es prerrequisito para abordar el tema de regresién lineal.

e Analisis descriptivo: Nivel compuesto por tres preguntas que indagan en el
estudiante la identificacion de los conceptos de poblacién, muestra, variable
aleatoria, medidas de centralizacion, localizacion y dispersién, en un contexto
determinado.

e Representacion grafica: Exige analisis, elaboracion e interpretacion de graficas
estadisticas tales como diagramas de dispersion, box-plot e histogramas.

e Probabilidad: Analiza la interpretacién del concepto de probabilidad usando la
distribucion normal.

e Inferencia: requiere una elaboracibn mas compleja para su planteamiento y
solucion donde se propone justificar o refutar inferencia basadas en razonamiento

estadistico a partir de los resultados del ejercicio propuesto.

A continuacion, se presenta la clasificacion y el andlisis de cada pregunta, todas ellas
referidas a la informacion de la siguiente tabla y su contextualizacién, los datos de la tabla

fueron generados mediante simulacién en R (Anexos 2).

En la Facultad de ingenieria de la Universidad Nacional de Colombia se les pregunt6 a 210
estudiantes mujeres, sobre su peso y estatura, con el fin de analizar el porcentaje de

mujeres con bajo nivel de peso.

La siguiente tabla muestra los datos de 210 mujeres ordenadas de acuerdo a su estatura

(menor a mayor).
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Tabla 4-1: Datos del peso 210 de mujeres segun su estatura. Generados por
simulacion en R
Estatura

(mts] peso [Kg] Hpesolesta
51.11 | 52.21 | 51.48 51.48 | 53.63 [51.03|53.08| 52.14 | 52.32 | 52.57

1,6 52.02 | 52.59 | 50.61 52.78 | 52.66 [53.9453.28 | 50.73 | 51.70 | 51.75 51.20
54.18 | 51.97 | 51.09 51.97 |51.91 (51.81|52.44]52.16 | 53.55 [49.91
55.18 | 56.35 | 53.78 55.68 | 53.43 |56.34(57.29| 56.32 | 55.07 | 54.54

1,65 52.71 | 54.36 | 56.01 54.88 | 55.35 |54.63|55.20| 55.00 | 54.09 | 53.68 53.79
54.87 | 54.24 | 54.64 56.53 | 56.27 [54.03|55.17| 54.55 | 55.31 |57.44
56.74 | 58.98 | 57.22 57.29 | 58.41 [56.74|57.63| 58.49 | 57.89 | 58.15

1,7 58.85 [ 58.82 | 59.32 56.89 | 57.90 [60.66|58.09| 59.14 | 58.36 | 58.04 57.80
58.65 | 60.63 | 56.86 58.46 | 58.47 |57.48|57.11| 57.83 | 56.18 | 58.80
62.58 | 60.49 | 62.60 61.07 | 61.62 |160.38|61.44| 61.60 | 60.51 [ 62.31

1,75 61.12 | 61.31 | 62.43 61.18 | 61.38 |162.40|62.53| 61.63 | 59.85 [ 61.96 60.55
60.43 | 62.58 | 60.38 60.78 | 61.05 |161.16|61.37| 61.52 | 62.60 | 59.66
64.48 | 63.52 | 62.63 62.31 | 65.01 |64.10|64.98| 65.60 | 65.41 | 63.15

1.8 63.03 | 64.37 | 66.51 64.96 | 62.52 164.08|64.89| 63.83 | 62.88 | 62.72 64.80
65.61 | 63.55 | 62.33 65.40 | 64.70 |166.17 |65.68| 65.25 | 64.46 | 62.76
66.10 | 68.25 | 69.45 68.73 | 67.44 168.30|69.45| 66.31 | 68.27 | 66.55

1,85 66.99 | 68.53 | 68.24 67.86 | 68.05 |66.41|66.67| 70.86 | 68.18 | 66.75 67,71
67.12 | 68.93 | 66.24 67.22 | 69.20 168.31|68.45| 68.66 | 68.80 [ 67.05
70.59 [ 71.55 | 69.97 71.00 | 68.68 |170.14|71.25|69.44 | 71.11 | 71.80

19 70.72 | 69.67 | 69.88 69.92 | 70.60 | 71.49(69.28 | 73.11 | 70.23 | 69.84 72.20
69.93 [ 70.76 | 69.67 70.49 | 71.38 170.99169.14| 69.39 | 71.29 | 70.37

Hest|peso- Promedio de peso ideal de mujeres de acuerdo a su estatura

Seccion 1: Anédlisis descriptivo

1. Con lainformacion anterior responda.

A. ¢Cual es la poblacién de interés?

B. ¢Cudl es el tamafio de la muestra para cada estatura?




34 La Ensefianza de la Regresion Lineal Simple Usando como Mediador una

Herramienta Computacional

C. ¢Cudles son las variables consideradas?

Esta pregunta indaga por la poblacién y tipos de variables consideradas en el ejercicio, 11
estudiantes afirman que existen 7 poblaciones una por cada estatura dada, mientras que
4 estudiantes coinciden en que la poblacion de interés es el peso de las estudiantes de
ingenieria de la Universidad Nacional de Colombia.

2. Completa la siguiente tabla.

160 |165| 1,70 1,75 1,80 1,85 1,90

Minimo
Cuartil (Q1)
Mediana
Media
Cuartil (Q3)

Maximo

Desviacion

estandar

Coeficiente de

variacion

El objetivo de esta pregunta busca el uso compresivo de las diferentes medidas de
posicién, centralizacion y dispersion. Se pudo evidenciar que el 100% de los estudiantes

identifican y hallan correctamente las diferentes medidas de posicion y de dispersién.

3. Interprete el coeficiente de variacion.

Esta pregunta indaga por la interpretacion del coeficiente de variacibn como una medida
de dispersién, que describe la cantidad de la variabilidad con relacion a la media de cada

peso teniendo en cuenta la estatura.

Los 15 estudiantes afirman que los datos muestran una variacion baja, es decir, estan

agrupados respecto a la media, son homogéneos.

Seccidn 2: Representacion estadistica.
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4. Realice un gréafico de dispersion.
5. ¢Qué puede concluir del anterior diagrama? Interprete la relacion entre las

dos variables

La pregunta 4y 5 se realiz6 con el fin de comprobar la construccion apropiada del diagrama
de dispersion y la posible relacion entre las variables. Los 15 estudiantes concuerdan en
gue exististe una relacion lineal, entre las variables peso y estatura, ademas, afirman que
la relacion lineal es directamente proporcional, esto se podria asumir por la forma

ascendente de la linea recta.

6. ldentifigue la media del peso por estatura en la gréficay trace unalinea
recta por cada unade ellas.

Figura 4-1: Diagrama de dispersion generado en R. Datos simulados

T T T T T T
160 165 170 175 180 185 190

Estatura (cm)

Se analiza en este item la ubicacion de la media de cada peso respecto a la estatura,
ademas, de trazar la linea recta que pasa por cada una de las medias aritméticas. Se

evidencio que el 100% de los estudiantes no tuvo dificultad para el desarrollo de este punto

De acuerdo con el box plot del peso de las 70 mujeres encuestadas conteste las

preguntas 7y 8
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Figura 4-2: Box-plot de los pesos de 210 mujeres. Datos simulados.

70

65

60

gl
|

I I I I I I I
E160 E165 E170 E175 E180 E185 E190

7. ¢Hay evidencia de datos atipicos? Justifique
8. Haga un comparativo del valor de la medianay de los cuartiles Q1 y Qs.

Concluya

Las preguntas 7 y 8 exigen la interpretacion de diagrama de cajas y bigotes,
identificacion de datos atipicos y andlisis de rango intercuartilico, esto con el fin de

analizar caracteristicas de dispersion y simetria de los datos.

Los 15 estudiantes identifican que el dato atipico se encuentra en la distribucion de
pesos de la estatura 1,90. Respecto a la pregunta 8, los estudiantes evidencian que
las mujeres que miden 1,80 metros, tienen una distribucion de pesos asimétricas, pues
afirman que la parte inferior de la caja es mayor que la parte superior; lo que indica que
los pesos comprendidos entre el 25% y el 50% de la poblacién estan mas dispersos
gue entre el 50% y el 75%. Un analisis analogo realiza para las estaturas de 1,65y
1,85 metros, aunque en este Ultimo aclaran que el bigote inferior es mas corto que el

superior; por ello el 25% de los pesos bajos estan mas concentrados que el 25% de
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los pesos considerados altos. Las demds distribuciones de peso las consideran

simétricas.

De acuerdo con los histogramas del peso de las 70 mujeres encuestadas conteste

las preguntas 9y 10

Figura 4-3: Histogramas de los pesos por estatura de 210 mujeres. Datos simulados

Estatura 160 Estatura 165 Estatura 170
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9. ¢Hay evidencia de asimetria en la distribucion de los pesos? Indique en

cuales estaturas.

10. ¢, Se puede asumir normalidad en la distribucién de los pesos? Indique en

cuales estaturas.

Las preguntas 9 y 10 se basan en los histogramas de peso de cada una de las estaturas

con el fin de analizar simetria y normalidad de cada uno de los pesos.
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Tan solo 3 estudiantes consideran la distribucion de los pesos de la estatura 160 cm como
una distribucién simétrica y normal, 8 estudiantes consideran que existe normalidad y
simetria en la distribucién de pesos de la estatura 175 cm y los 15 estudiantes coincidieron
gue las estaturas 180, 185 y 190 cm no son simétricas ni normales, tan solo un estudiante

aclara que el tamafio de muestra puede influir en la forma del histograma.
Seccién 3: Probabilidad

11. Calcule las siguientes probabilidades, usando la distribucion normal de
probabilidad con 0 = 1Y fyesojestatura SEIJUN COrresponda en cada caso.

A. P(peso < 52.59Kg|1,60 mts)

. P(peso > 57,29 Kg|1,70mts)

C. P(peso > 69,67 Kg|1,90mts)

o8]

Esta pregunta tenia como objetivo calcular las probabilidades de distribucion normal para
asi recordar al estudiante que dicha distribucién tiene una forma acampanada y un solo
pico en el centro de la distribucidn, ya que las medidas de tendencia central se localizan
en este pico. Los 15 estudiantes contestaron de forma correcta, cabe resaltar que para la
solucion de este punto fue necesario realizar un ejemplo preliminar para recordar el manejo

de la tabla de la distribucién normal.
Seccidén 4: Inferencia

Considere la hipotesis nula de que el peso promedio de las estudiantes es de 65
kilogramos, contra la hipotesis alternativa de que es diferente a 65 kilogramos,
teniendo en cuenta la tabla y una desviacion estandar de 7,4 Kg. Responda las

preguntas del 12 al 14

Tabla 4-2: Cuantilas de la distribucién normal estandar, segun el nivel de significancia a.

1-a a/2 Zysr
0,90 0,05 1,645
0,95 0,025 1,96
0,99 0,005 2,575
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12. De acuerdo con lainformacion anterior analice cada enunciado.
A. La prueba con un nivel de significancia del 5% para la hipotesis del
encuestador se rechaza
B. La prueba con un nivel de confianza del 90% para la hipétesis del

encuestados no es concluyente

Esta pregunta establece pruebas de hipoétesis referentes a las medias, partiendo del
planteamiento de hipétesis, interpretacion de zona de aceptacién y rechazo de la

respectiva hipétesis nula, ademas, del calculo y analisis.

En el item A, el 100% de los estudiantes coincidieron en que se rechaza la hipétesis del
encuestador, sin embargo, se evidencio dificultad en la interpretacion del ejercicio y en la
extraccion de los datos. En este ejercicio fue necesario la orientacion del docente, para
aclarar el concepto de nivel de significancia y qué papel juega en el desarrollo del mismo.

En el item B, se observd que la frase “no es concluyente” es un obstaculo en la
interpretacion del ejercicio, fue necesario aclarar que dicha frase, es otra forma de decir
“no se rechaza”, sin embargo, se evidencidé una mejor interpretacion en el contraste de las
dos hipotesis, podriamos afirmar que esto se debe a la socializacién y retroalimentacion

del item anterior.

13. ;,Cuéantos intervalos de confianza para la media, dada la informacion
disponible podria encontrar? Realiza el célculo y escribe si observa alguna

tendencia.

Esta pregunta busca identificar la cantidad de intervalos posibles que se podia hallar, dada
la informacién de la tabla, especificando el nivel de confianza, ademas, de construir

intervalos que contuvieran el parAmetro a estimar y su posible tendencia.

De los 15 estudiantes que realizaron la prueba, 9 afirman que pueden realizar un intervalo
de confianza de la media del peso dada la estatura, 6 estudiantes afirman que por cada
estatura se pueden realizar 3 intervalos de confianza, teniendo en cuenta, los niveles de
confianza del 90%, 95% y 99%.

En cuanto a la tendencia de intervalo de confianza, se socializaron las diferentes

percepciones y se concluyd, que entre mas nivel de confianza los intervalos son mas
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amplios por tal motivo es mas probable que se encuentre el valor del parametro. A

continuacién, se muestra 3 intervalos de confianza para la estatura de 1,65 metros.

J?—Z%%SHSJ?+Z%%
52,13 —1,645%0,51 < u < 52,13 —1,645%0,51 Intervalo nivel de confianza del 90%
(51.296,52.976)
52,13—-1,96 0,51 < u <52,13—-1,960,51 Intervalo nivel de confianza del 95%
(51.135,53.137)
52,13 —2,575%0,51 < u <52,13—-2,575%0,51 Intervalo nivel de confianza del 99%

(50.821,53.451)

14. Estime un intervalo de confianza para la proporcidon de mujeres de 1.60 mts a
1.90 mts con peso por debajo del ideal dada su estatura.

El objetivo de esta pregunta era evidenciar la construccion de un intervalo de confianza
para el pardmetro p. A continuacion, se presenta una de las soluciones de intervalo de

confianza presentada por los estudiantes, con un nivel de confianza del 99%.

0,1428(0,8571)

IC =0,1428 £+ 2,575
’ - 210

(0.080,0.205).
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4.2 Descripcion de launidad didactica

La unidad didactica que se disefié estad compuesta por 2 talleres los cuales parten de un
problema situacional, donde se presenta la regresion lineal simple como medio de solucién.
Como caracteristica principal se usé la simulacién en R como herramienta didactica para

la construccién de las actividades.

La construccion del taller 1 se plantea con una simulacion de regresién paran =100y n =
1000 observaciones, en este taller se busca un acercamiento analitico a la tabla del
ANOVA, a las gréaficas de los residuales, al diagrama de dispersion, predicciones del
modelo, varianza estimada de los estimadores y varianza de los estimadores, asimismo se
busca identificar diferencias del modelo muestral cuando el tamafio de la muestra varia

significantemente.

Para la realizacion del taller 2 se plantea una simulacién de regresion de 1000 grupos de
tamafio 100, esto con el fin de analizar la normalidad de B, y B; y la media aritmética de

los mismos.

Las actividades fueron disefiadas de tal modo que no se encontrara ninguna definicion o
enunciado formal relativo a la regresion lineal simple, esto con el fin de no dar privilegio a
la memorizacibn de conceptos y darle prioridad a un andlisis de la regresibn mas

significativo a partir de los talleres propuestos.

4.2.1 Objetivo general de la unidad didactica

¢ Interpretar el concepto de normalidad en regresion, varianza de los estimadores,
varianza estimada de los estimadores, distribucion de los estimadores, varianza de

la estimacion.
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4.2.2 Objetivos especificos de la unidad didactica

e Representar y analizar graficamente la asociacién de variables por medio de
diagramas de dispersion.

¢ Identificar la importancia de los residuales en un modelo de regresion lineal simple.

e Comparar las propiedades de los estimadores S,y B; para una muestra de tamafio
100 y una de tamafio 1000.

e Predecir nuevas observaciones de y a partir del modelo poblacional.

e Interpretar la normalidad de los estimadores a partir de 1000 grupos de tamafio
100.

e Hallar e interpretar la media aritmética y el error estdndar de las estimaciones de

Bo Y de B; a partir de 1000 grupos de tamafio 100.

Como materiales en el desarrollo de esta unidad didactica, es necesario que cada
estudiante cuente con su guia de trabajo, ademas, de un ordenador por estudiante
previamente instalado el software R.

4.2.3 Metodologia

La metodologia para desarrollar estas actividades esta comprendida en 5 fases, para las
cuales se hace necesario un manejo optimo en R, ademas del interés constante del

estudiante.

El primer momento se enmarca en la lectura de la guia de trabajo individualmente e
interpretacion y orientacion del docente, posteriormente cada estudiante procede a
desarrollar el taller Regresion Lineal simulaciéon de observaciones n = 100y n = 1000 con
la ayuda del computador utilizando R, como tercera fase se realizara un trabajo cooperativo
dentro del marco de resultados y analisis del primer taller, esto con el fin de garantizar el
pensamiento critico y analitico del estudiante, frente a la interpretacion de cada concepto

trabajado.

La cuarta y quinta fase consiste respectivamente en dar solucion al taller Regresion Lineal

1000 grupos de tamafio 100 y socializar en forma grupal los resultados de dicha actividad.

El docente realizara un acompafiamiento permanente frente al desarrollo de los talleres

por el alumno, ademas, tendra un rol activo en el proceso ensefianza-aprendizaje. En la
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fase de trabajo colaborativo, el docente sera un mediador cognitivo, haciendo preguntas
gue verifique el conocimiento de los estudiantes, siempre indagando el ¢ porque?, ¢para

qué? y ¢qué significa? De las respuestas del estudiante.

4.3 Secuencia de actividades

4.3.1 Taller regresion lineal de observaciones n =100y n = 1000

Con esta actividad se espera que el estudiante resuelva situaciones problemas,
relacionados con la interpretacion de diagrama de dispersion, residuales, estimacion de
los parametros de la regresion lineal, comparar las propiedades de los estimadores cuando
varia su muestra significativamente. En este taller se plantea actividades que permita al

estudiante simular datos de una situacién concreta, como lo es el peso dada la estatura.
Responda las preguntas de acuerdo a la siguiente informacion.

Se realiz6 un estudio para determinar la relacion que hay entre la estatura y el peso, como
resultado del estudio se obtuvo el siguiente modelo lineal

y=—-49+0.63x + ¢

1. Simule una muestra de tamafio n=100 del modelo poblacién anterior, con el

siguiente cédigo en R.

i SIMULACION REGRESION OBSERVACIONES N=100 #HHHHHHHHHIH
set.seed(8) # fijar semilla en 8

sigma=1

n=100

x=seq(160, 190, length=n)

y=-49 + 0.63*x + rnorm(n,0,sigma)

plot(x.y)

chind(x,y)

reg=Im(y~x)

summary(reg)

anova(reg)




44

La Ensefianza de la Regresion Lineal Simple Usando como Mediador una
Herramienta Computacional

¢, Qué conclusiones podria sacar a partir del diagrama de dispersion de la relacion

peso y estatura?

¢,Qué puede concluir del andlisis descriptivo de los residuales?

(summary(reg$residuals))

De acuerdo con los siguientes gréficos responda las preguntas 4,5y 6

Residuales

Cuantiles Muestra

Figura 4-4: Graficos de residuales. Datos simulados.
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4. ¢Se puede afirmar que en el modelo existe la presencia de un efecto lineal?

Justifique.

5. ¢Se puede afirmar que los residuos tienen varianza constante? Justifique.

6. ¢los residuales son normales? Explique su respuesta.

7. Registre el valor de los betas que se ha obtenido y su error estandar (tipico). ¢Ha

obtenido una buena estimacion?

Estimadores

Estimacioén

Error estandar

Bo

1

8. ¢Qué prueba usaria para evaluar las hipotesis Hy: f; =0y Hy: o = 0?




46 La Ensefianza de la Regresion Lineal Simple Usando como Mediador una
Herramienta Computacional
9. ¢Usando un nivel de significancia @ = 0.05 que se puede concluir?
10. Contraste la hipétesis de que la pendiente de la recta es igual a cero ¢ Qué se puede
concluir a partir de esta prueba de hipétesis?
11. Analice el modelo si f, = 0
12. ¢los estimadores g, y #; de minimos cuadrados son estimadores insesgados de
los parametros de modelo?
13. ¢ Cémo afecta el tamafio muestral a las estimaciones?
14. Una aplicacion importante del modelo de regresion es predecir nuevas

observaciones y que correspondan a un nivel especificado de la variable regresora
x. realice las predicciones de los pesos para las estaturas dadas. Utilice el siguiente

codigo en R.

it H#PREDICCIONES DEL MODELO ###HHHH T
nuevos_pesos<-data.frame(x=seq(160,190,by=5))

predict(reg,nuevos_pesos)
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Estatura (mts) Peso (KQ)
1,60
1,65
1,70
1,75
1,80
185
190

15. Realice la varianza de los estimadores y varianza estimada de los estimadores con
el siguiente codigo y registre dichos resultados en la tabla.

VARIANZA DE LOS ESTIMADORES Y VARIANZA ESTIMADA DE LOS
ESTIMADORES

varB_0=1*(sum(x"2))/(100*sum((x-mean(x))"2))
varestB_0O=var(errores)*(sum(x”2))/(100*sum((x-mean(x))"2))
varB_1=1/sum((x-mean(x))"2)

varestB_1=var(errores)/sum((x-mean(x))"2)

var (Bo) var (Bo) var (By) var (By)

16. Realice la practica anterior con n=1000 y responda.
a) Compare las estimaciones B, y B; del ejercicio n=100 y n=1000 ¢Qué puede

concluir?

n=100 | n=1000

Bo
B
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4.3.2 Taller regresion lineal 1000 grupos de tamafio 100

Como se observa en el taller anterior se trabaja el concepto de regresidon, en una muestra
de tamafo 100, identificando las propiedades de los estimadores e interpretando las
graficas de los residuales, a continuacion, se presentara en el siguiente taller el concepto
de regresion para 1000 grupos de tamafio 100, buscando como objetivo principal el andlisis
de la distribucién de los estimadores y su normalidad.

Responda las preguntas con la siguiente informacion.

Se tomaron 1000 muestras de tamafo 100 a estudiantes de diferentes universidades de

la ciudad de Bogota donde se les pregunté la estatura y su respectivo peso.

1. Simule una muestra de 1000 grupos de tamafio 100 con el siguiente cédigo en R
teniendo en cuenta que el modelo poblacion es y = —49 + 0.63x + ¢.

##H##SIMULACION REGRESION 1000 GRUPOS DE TAMANO 100 ##Ht#HHEHHE
sigma=1

x=se((160,190,length=100)

y=-49+0.63*x+rnorm(100, 0, sigma)

plot(x,y,xlab="Estatura (metros)",ylab="peso (Kg)")
reg=Im(y~x)

reg

names(reg)

summary(reg)

anova(reg)

reg$xlevels

x=se(q(160,190,length=100)

B_0=NULL

B_1=NULL

##NULL es como tener un vector de nada y lo voy llenando
for(i in 1:1000)
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{
y=-49+0.63*x+rnorm(100, 0, sigma)
reg=Im(y~x)
reg$coefficients
B_O[i]=reg$coefficients[[1]J#muestra solo el intercepto
B_1[i]=reg$coefficients[[2]]#muestra solo la pendiente

}

2. ¢Qué conclusiones podria sacar a partir del diagrama de dispersion de la relacion
estatura y peso?

3. Genere mil estimaciones de los parametros B, y f; ¢CoOmo se puede interpretar

cada una de estas estimaciones?

4. Halle e interprete la media aritmética error estandar de las estimaciones S, y B;.
Utilice los codigos mean(B_0) , mean(B_1), sd(B_1) y sd(B_0)

Estimadores Media aritmética Error estandar
Bo
B

Los siguientes graficos muestran los histogramas de las estimaciones de los parametros

Bo Y Bi-
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Figura 4-5: Histogramas de los estimadores de los parametros del modelo.
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5. ¢Hay evidencia de asimetria y de no normalidad en la distribucion de las

estimaciones de B, y 51?

6. Construya 4 diagramas de dispersion con su respectiva recta de regresion con el

siguiente cédigo.

sigma=1

x=seq(160,190,length=100)

y=-49+0.63*x+rnorm(100, 0, sigma)

par(mfrow=c(2,2))

plot(x,y,xlab="Estatura (metros)",ylab="peso (Kg)")
abline(reg, col = 'blue’) #cambie el color para las 4 gréficas

Socialice con el grupo el resultado obtenido.
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5.Implementacion de la propuesta

A continuacion, se describe la aplicacion del proyecto desde la descripcion de las acciones

realizadas en cada taller, las dificultades y el aprendizaje encontrados durante el avance.

Como se mostrd en la propuesta de trabajo de grado, esta unidad didactica se dirigi6 a
estudiantes universitarios de ingenieria que manejaban conceptos previos a la regresion
lineal. Esta unidad se implementé en 15 estudiantes de ingenieria electrénica de la
Fundacion Universitaria los Libertadores. Su principal caracteristica radicaba que eran
estudiantes no repitentes (estadistica y probabilidad II), lo cual nos garantizaba un grupo

homogéneo en cuanto a conocimientos previos.

En la implementacion del taller “Regresion lineal simulacién de observaciones n = 100 y
n = 1000”, respondieron individualmente las preguntas usando como principal herramienta
el computador. Después de esto todos los estudiantes del curso, discutieron la veracidad

de las respuestas, lo cual les permitié establecer aciertos y errores.

De lo anterior se puede identificar las siguientes dificultades y aciertos de aprendizaje que

ofreci6 el primer taller.
Dificultades.

¢ Dificultad para asociar que los datos simulados podrian pertenecer a un contexto
de la vida real, en este caso especifico peso estatura.

e La interpretacion del error estandar de los estimadores B, y B, . Se observé poca
argumentacion en el punto 7 del taller, podriamos asociar esta dificultad, como un

concepto previo poco manejado.
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El tiempo fue un factor que impidié un analisis mas significativo y mas profundo, en

trabajo colaborativo, este espacio permitio fortalecer conceptos, pero

demandaba mas de una sesién de 2 horas.

Aprendizaje.

El concepto prediccion fue intuitivo en el ejercicio 14, el estudiante identifico
acertadamente que el modelo de regresion aportaba las predicciones de nuevas
observaciones y que corresponden a un nivel especificado de la variable
regresora x.

Por medio del ejercicio 16 el estudiante comprende que los estimadores B, y 5,
tienen una mejor aproximacion al parametro cuando el tamafio de la muestra es
grande, en este caso n = 1000.

El trabajo colaborativo permiti6 un espacio de fortalecimiento de conceptos
tedricos, las afirmaciones de los estudiantes, permitian un espacio de aclaracion
de percepciones, donde ellos mismo participaban como entes formadores.

El ejercicio 3 permiti6 por medio de sus gréficas, resaltar de la utilidad de los
residuales en la regresion lineal, el estudiante asocio le comportamiento de las

gréficas a estimadores no sesgados y con minima varianza de los parametros.

En la implementacion del taller “Regresion lineal 1000 grupos de tamafo 100” ademas de

garantizar el concepto de normalidad de los estimadores, se buscaba evitar la dificultad

del taller “Regresion lineal simulacion de observaciones n=100 y n=1000" en cuanto al

tiempo en la fase de trabajo colaborativo y el manejo de R como mediador en la simulacién.
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Dificultades.

Aprendizaje.

Interpretacién del error estandar de las mil muestras, esto se evidencio en
la poca argumentacion de los estudiantes, ademas, se observé debilidades

conceptuales en las medidas de dispersion.

Interpretacion de diagrama de dispersion, cabe resaltar que dentro del
desarrollo de la unidad didactica y las explicaciones magistrales se reforzo
el andlisis de gréficas, lo anterior con el objetivo de observar cuando dos
variables estan relacionadas.

Al realizar las mil estimaciones de los parametros S, y f; los estudiantes
comprendieron que tenia informacion de mil rectas muéstrales, lo cual
ayudo a fortalecer el concepto de estimacion de parametro y estimacion de
la recta poblacional.

Por medio del punto 5 del taller 2 los estudiantes acogieron el termino de
normalidad de los estimadores, intuyendo que a medida que el tamafio de
la muestra aumenta, los estimadores convergen hacia sus verdaderos
valores, esta aclaracion es apoyada por el punto 16 del taller 1.

El punto 6 muestra de una forma mas interactiva el comportamiento de 4

muestras de las 1000 con su respectiva linea de regresion.
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Figura 5-1: Estudiantes ingenieria electrénica desarrollo taller “Regresion

lineal simulacion de observaciones n=100 y n=1000"

Figura 5-2: Estudiantes ingenieria Figura 5-3: Estudiantes ingenieria
electrénica desarrollo unidad didactica electrénica desarrollo taller “1000 grupos
de tamarno 100"

Figura 5-4: Estudiantes ingenieria electrénica trabajo colaborativo
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6.Conclusiones y recomendaciones

6.1 Conclusiones

La construccion de esta unidad didactica, permiti6 fortalecer los conocimientos
disciplinares frente a la regresion lineal, ademas, de consolidar la simulaciéon en R, como
herramientas didacticas a la hora de transmitir estos conocimientos, los logros alcanzados

en este trabajo se presentan a continuacion.

El analisis del proceso histérico del concepto de regresion lineal, nos permitié presentar
este término, como un resultado de mejoramiento a través del tiempo y no como un
producto terminado e incuestionable. Ademas, esta vision histérica fue una herramienta de
contextualizacion y humanizacion de la regresion, muchos de los obstaculos
epistemolégicos que se presentaron en la construccién del concepto, se podrian relacionar
con las dificultades que muestran los estudiantes, que se derivan en la complejidad de la

regresion.

Se identificaron como dificultades en la compresion de la regresion lineal, la interpretacion
de independencia lineal, mediante la asighacién del coeficiente de correlaciéon a una gréafica
de dispersién, dentro de la revision bibliogréafica, también, se observé que un error cotidiano
en la préactica docente, es la comparacion de la funcion lineal con la regresion lineal como
recurso didactico. Lo anterior nos permitié, anticiparnos a las posibles dificultades que se

pueden presentar en los estudiantes, lo cual contribuy6 en el disefio de la unidad didactica.

El “taller diagnostico conceptos previos a la regresion” mostro la importancia de los temas
anteriores a este concepto, los cuales son indispensables en el andlisis e interpretacion de

la regresion lineal; la mayoria de las deficiencias de los estudiantes, se evidenciaron en la
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inferencia estadistica, donde la socializacién de respuestas con el grupo fue necesaria,

para aclarar calculos y conceptos referidos a la estimacion puntual y por intervalo.

6.2 Recomendaciones

Esta propuesta consideré el estudio de dificultades en relacion al proceso de ensefianza-
aprendizaje en la regresion lineal, por tal motivo se sugiere a los docentes investigar sobre
posibles obstaculos que se pueden presentar al estudiante, en la construccion del
concepto, ademas, es necesario indagar sobre el nivel de apropiacion de la estadistica
descriptiva e inferencial de los estudiantes, en lo posible aplicar la prueba diagnéstica

(anexo 1), ya que dicha prueba esta incluida en un mismo contexto de la unidad didactica.

Teniendo en cuenta lo extensa de la unidad didactica, se sugiere al docente que la
desarrolle en varias sesiones, esto con el fin de profundizar en los conceptos y en analizar
las respuestas de los estudiantes en el trabajo cooperativo. En la finalizacion de cada taller

el docente puede plantear una evaluacion did4ctica, para fines pertinentes.

Esta unidad didactica es un punto de partida para elaborar otras actividades, por ejemplo,
se puede solicitar al estudiante que modifique el cédigo y disefie otra simulacidn, pero con

un contexto diferente, con la virtud de cambiar tamafios de muestras y desviacion estandar.



A.

Nombre:

Anexo: Prueba diagndstica

. Taller Diagndstico Conceptos Previos a la Regresion Lineal

Responda las preguntas de acuerdo con la siguiente informacion.

semestre:

fecha: __

En la facultad de ingenieria de la Universidad Nacional de Colombia se les pregunt6 a 210
estudiantes mujeres, sobre su peso y estatura, con el fin de analizar el porcentaje de
mujeres con bajo nivel de peso.

La siguiente tabla muestra los datos de 210 mujeres ordenadas de acuerdo a su estatura
(menor a mayor).

Estatura
[mts] peso [Kg] HUpesolesta
51.11(52.21151.48|51.48|53.63[51.03|53.0852.14(52.32|52.57
1,6 52.02(52.59]50.6152.78|52.66|53.94(53.28|50.73(51.70|51.75( 51.20
54.18(51.9751.09(51.97|51.91|51.81|52.44|52.16(53.55|49.91
55.18 (56.35]53.78 [ 55.68|53.43|56.34|57.29|56.32 | 55.07 | 54.54
1,65 52.71(54.36]56.01|54.88]55.35|54.63|55.20|55.00(54.09|53.68( 53.79
54.87(54.24154.6456.53|56.27|54.03|55.17|54.55|55.31|57.44
56.74(58.9857.22|57.29|58.41|56.74(57.63|58.49(57.89 | 58.15
1,7 58.85(58.82159.32(56.89|57.90|60.66 | 58.0959.14 | 58.36 | 58.04| 57.80
58.65(60.63|56.86|58.46|58.47|57.48|57.11|57.83|56.1858.80
62.58 (60.49162.60(61.07|61.62|60.38|61.44|61.60|60.51|62.31
1,75 61.12(61.31162.43|61.18|61.38|62.40(62.53|61.63(59.85|61.96( 60.55
60.43(62.58160.38|60.7861.05|61.16|61.37|61.52|62.60 | 59.66
18 64.48 (63.5262.63|62.31|65.01|64.10(64.98|65.60 | 65.41|63.15 64.80
63.03(64.37]66.51|64.96|62.52|64.08|64.89|63.83(62.88|62.72
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Estatura eso [Ke]

[mts] p g HUpeso|esta
65.61)163.55162.33(65.40(64.70|66.17|65.68|65.25|64.4662.76
66.10(68.25(69.45(68.73 (67.44168.30(69.45|66.31|68.27 | 66.55

1,85 66.99(68.53(68.24 (67.86 [68.05|66.41|66.67|70.86|68.18166.75| 67,71
67.12168.93|66.24(67.22(69.20(68.31|68.45168.66 | 68.80 | 67.05
70.59171.55169.97(71.00(68.68(70.14171.25|169.4471.11|71.80

1,9 70.72(69.67(69.88(69.92(70.60|71.49169.28|73.11|70.23169.84| 72.20
69.93(70.7669.67(70.49(71.38|70.99(69.14|69.39|71.29|70.37

ANALISIS DESCRIPTIVO

1. Con la informacién anterior.

a. ¢Cual es la poblacién de interés?
R/

b. ¢Cudl es e tamafio de la muestra para cada estatura?
R/:

c. ¢Cuales son las variables consideradas?
R/

2. Completa la siguiente tabla.

1,60 1,65 1,70 1,75 1,80 1,85 1,90
Minimo
Cuartil (Q1)
Mediana
Media
Cuartil (Q3)
Maximo
Desviacién
estandar
Coeficiente de
variacion

3. Interprete el coeficiente de variacion.
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REPRESENTACIONES GRAFICAS

Peso (kg)

70

65

60

55

50

4.

Realice un grafico de dispersion.

¢, Qué puede concluir del anterior diagrama? Interprete la relacion entre las dos
variables RY:

Identifique la media del peso por estatura en la gréfica y trace una linea recta por
cada una de ellas.

T T T T T T
165 170 175 180 185 190

@ | ¢ cswmmuse

[
o

Estatura (cm)
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De acuerdo con el box plot del peso de las 70 mujeres encuestadas conteste las

preguntas 7y 8

|

65

60
|

zﬂj
|

50
|

I I I I I I I
El60 E165 E170 E175 E180 E185 E190

7. ¢Hay evidencia de outliers? Justifique

8. Haga un comparativo del valor de la media y de los cuartiles Q1 y Qs. Concluya
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Frecuencia

Frecuencia

Estatura 160

[ I I
50 52 54

Peso (Kg)

Estatura 180

T T 1 711
62 64 66

Peso (Kg)

estaturas.

Frecuencia

Frecuencia

15

10

15

10

Estatura 165

T T 7171
50 54 58

Peso (Kg)

Estatura 185

Sfinle

T 11711
65 67 69 71

Peso (Kg)

Frecuencia

Frecuencia

8 10 12

6

Estatura 170

[ I I
56 58 60

Peso (Kg)

Estatura 190

hn
| N I I
69 71 73

Peso (Kg)

Frecuencia

15

10

Estatura 175

[ I N B I
58 60 62 64

Peso (Kg)

9. ¢Hay evidencia de asimetria en la distribucién de los pesos? Indique en cuales

estaturas.

10. ¢, Se puede asumir normalidad en la distribucion de los pesos? Indique en cuales
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PROBABILIDAD

11. Calcule las siguientes probabilidades, usando la distribucién normal de
probabilidad cono =1y
Upesolesta SEQUN cOrresponda en cada caso.
P(peso < 52.59Kg|1,60mts) =

b. P(peso > 57,29 Kg|1,70mts)=__

c. P(peso > 69,67 Kg|190mts)=__

INFERENCIA

Considere la hip6tesis nula de que el peso promedio de las estudiantes es de 65
kilogramos, contra la hip6tesis alternativa de que es diferente a 65 kilogramos, teniendo

en cuenta la tabla y una desviacion estandar de 7,4 Kg

1—a a2 Zas2
0,90 0,05 1,645
0,95 0,025 1,96
0,99 0,005 2,575

12. De acuerdo con la informacién anterior escriba falso (f) o verdadero (v) segin
corresponda.
C. La prueba con un nivel de significancia del 5% para la hip6tesis del
encuestador se rechaza
D. La prueba con un nivel de confianza del 90% para la hipétesis del
encuestados no es concluyente

E. Elvalor p de la prueba corresponde a 0,5%

13. ¢ Cuantas pruebas de hipétesis respecto a la media podria hacer? R/:

14. ¢ Cuantas pruebas de hipétesis respecto a La varianza podria hacer? R/:
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B. Anexo: Codigos en R usados.

#HHHEH SIMULACION DATOS PRUEBA DIAGNOSTICA #HHHHHHEHHIHHHHH
estatura=seq(160, 190, by=5)
peso_observado=c(54.37, 56.72, 62.83, 65.67, 67.47, 70.88, 74.46)
plot(estatura, peso_observado)
regresion=Im(peso_observado~estatura)
summary(regresion)
n=40
estatura=seq(160, 190, by=5)
peso_simulado=matrix(0, nrow=7, ncol=n)
for (iin 1:n)
{
peso_simuladol,i]=-49+0.63*estatura+rnorm(7, 0, 1)
}
round(peso_simulado,2)
apply(peso_simulado, 1, summary)
apply(peso_simulado, 1, sd)

matplot(estatura, peso_simulado, col=1, pch=16, xla="Estatura (cm)", ylab="Peso (kg)")
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#iH#H#SIMULACION REGRESION OBSERVACIONES N=100###H#HHtH
set.seed(8) # fijar semillaen 8
sigma=1
n=100
x=seq(160, 190, length=n)
y=-49 + 0.63*x + rnorm(n,0,sigma)
plot(x,y)
chind(x,y)
reg=Im(y~x)
summary(reg)
anova(reg)

#HHp R GRAFICO DE RESIDUA L ESHH#H#HHHFHHH A HIHH T
plot(reg$residuals, main="Residuales Vs Estimadores",ylab="Residuales",
xlab=expression(hat(y)))
abline(h=var(reg$residuals),lty=3)
abline(h=-var(reg$residuals),lty=3)
abline(h=mean(reg$residuals),lty=2)
par(mfrow=c(2,2))
plot(x,reg$residuals,main="Residuales vs Estatura",ylab="Residuales", xlab="Estatura")
abline(h=mean(reg$residuals),lty=4)
plot(yesti,reg$residuals, main="Residuales vs estimados", ylab="Residuales",
xlab=expression(hat(y)))
abline(h=mean(reg$residuals),lty=4)
ggnorm(reg$residuals,ylab="Cuantiles Muestra", xlab="Cuantiles teoricos")
qqline(reg$residuals)
hist(reg$residuals,main="Histograma de Residuales”, ylab="Frecuencia",
xlab=expression(hat(y)))

i HHH#HH#PREDICCIONES DEL MODELO #HH#HH#HHHHHIHHEHHHHHHHHEHHHEH
nuevos_pesos<-data.frame(x=seq(160,190,by=5))

predict(reg,nuevos_pesos)

VARIANZA DE LOS ESTIMADORES Y VARIANZA ESTIMADA DE LOS
ESTIMADORES varB_0=1*(sum(x"2))/(100*sum((x-mean(x))"2))

varestB_O=var(errores)*(sum(x”"2))/(100*sum((x-mean(x))"2))




Anexo B. Codigos en R usados 65

varB_1=1/sum((x-mean(x))"2)
varestB_1=var(errores)/sum((x-mean(x))"2)

#####SIMULACION REGRESION 1000 GRUPOS DE TAMANO 100 #HHHHHHHEHHH

sigma=1

x=se((160,190,length=100)

y=-49+0.63*x+rnorm(100, 0, sigma)

plot(x,y,xlab="Estatura (metros)",ylab="peso (Kg)")

reg=Im(y~x)

reg

names(reg)

summary(reg)

anova(reg)[2]

x=se(q(160,190,length=100)

B_0=NULL

B_1=NULL

eeB_0=NULL

eeB_1=NULL

##NULL es como tener un vector de naday lo voy llenando

for(i in 1:1000)

{
y=-49+0.63*x+rnorm(100, 0, sigma)
reg=Im(y~x)
reg$coefficients
B_O[i]=reg$coefficients[[1][#muestra solo el intercepto
B_1[i]=reg$coefficients[[2]][#muestra solo la penddiente
eeB_O[il=summary(reg)$coeff[3]
eeB_1[il=summary(reg)$coeff[4]

}

B_O

B 1

mean(B_0)

var(B_0)
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sd(B_0)

mean(B_1)

var(B_1)

sd(B_1) # Compararlo con la media de eeB_1y con la raiz de la ecuacion 13.13 de
Canavos

par(mfrow=c(1,2))

hist(B_0, main=expression (hat(beta)[0]), ylab="Frecuencia”, xlab=expression
(hat(beta)[0]))

hist(B_1, main=expression (hat(beta)[1l]), ylab="Frecuencia”, xlab=expression
(hat(beta)[1]))

sd(B_1)

lines(density(B_0))

hist(B_0,freq=FALSE)

lines(density(B_0))
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