





168

1

Integrales dobles y triples, de linee y de seperticie Bareerde Acevedo.

Siendd” f y g campos vectoriales definidos sobre ¢ y cor
parametrizacidn, a v b constantes .

Ejemplo 1
Verifique que ].(3f+5g).da=3].f.da+5j.g.da, si1endo f(x,y)=(x,y)
c c c

y g(x,y)=(y,-x) vy ¢ la grafica de y=x desde (0,0) hasta (2,2)

(Figura 174)
Solucidn

Fig.174

(0,0) ’
Una parametrizacion de c es g(E)=(¢t,t)s 0:t<2 asi gue:
f (3£+59) .da=f (3(x,y)+5(y,-x)] .de
c c
= [ [(3x,3y) +(5y,-5x)] . da
c
=f (3x+5y,3y-5x) . (dx, dy)
c
=f (3x+5y) dx+(3y-5x) dy
=f°z[(3t+5t)+(3t—5t)]d‘t

2
=f 6tdt = 3c2]2 =12
0 0 d

11y 3f £f.de = 3f (x,y) . (dx,dy)
Je c
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=3fcxdx+ydy

—3f°2(t+t) dt

=3j;22t:dt=12 y

Sfcg.da= Sfc(y, -x) . (dx, dy)
= Sfcydx-xdy

=5L2(t—t) dt=0, luego

fc(3f+5g) .da= 3fcf. da+5fcg. da .

1. Comportamiento de la Integral frente a un cambio de pardmetro

1
Sea c una curva suave a trozos; si a es una parametrizacidn de c
con dominio [a,bl] v s1 B es otra parametrizacidn de c con dominio

[c,d}l, ¥ 51 a,B recorren la curva en el mismo sentido, entonces:

Si las dos parametrizaciones <« y B recorren la curva c en sentidos

opuestos se tiene que

Ejemplo 1

Calcular '~f.dﬁ, si f{(x,y)=xi+yj; c es el camino sobre la grafica
C

de y=x desde el punto (0,0) hasta el punto (4,4)
(Figura 175).

Solucidn
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Fig.175

1)

Sea a(t)=(4¢t,4t); Q2tsily
“I(t)=(4’4) entonces:

ff.da = Jl;lf(a(t)) &l (t) dt

una parametrizacidn de

=f°1f(4t,4t) . (4,4) dt
:fol(u:,::t) . (4,4) dt

1
=j; (16 £+16 t) dt=16.

11). Sea PB(t)=(t,t): 0<t<d4, otra parametrizacion de c,

misma orientacion: fB/(¢)=(1,1) entonces:

fcf.dﬁ - fo‘f(B(t)) B/ (t) dt

con la

=fo‘f(t, £).(1,1) dt

=fo‘(t, £).(1,1) dt
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. 2
:f 2tdt=t ]4=16
(0 0 .
Entonces se tiene que:

fcf. da=fcf. dp .

Ejemplo 2

Sea f(x,y)=(x,y) y sea c el camino sobre la grafica de y=x desde
(0,0) hasta (4,4).

Saolucion

Una parametrizacién de c es a(t)=(t,t), 0¢t<4 y por el ejemplo

anterior se tiene que ] f.da=16.
c

Ahora cambiemos de orientacion Yy para ello seaAa

B(t)=(4-4t,4-4t) 0stsl, lﬁ-’{:}:(-4,—4) y asi:

fcf.dﬂ = Jf;lf(4—4t,4-4t).(—4,—4)dt:

1
f (-16+16 t-16 +16 t) dt
0

i

fl(—32+321j dt=-16, luego en este caso se tiene que:
o

fcf.da = —fcf. dp.

I3. Propiedad aditiva con respecto a la curva de integracidn

ff.da= f.de,+[ f.de,+...+[ f.da,
c cy

C Ch

Donde f es un campo vectorial definido sobre c, con parametrizacidn

a definida en fa.bl vy cu. CiglogetoRolC o a < SONR tramos de c, con
parametrizaciones &,(t),e,(t),...,a,(t) y con dominio f[a.c.],

[ci,Cz)ye-c.s[Cr-1.D], para a<ci<c=<...<cnh-1<b.

Ejemplo 1
Calcular f3xydx+(4x2—3y) dy donde ¢ es el camino sobre la
.

grafica de y=2%+3 desde (0,3) hasta (3,9) y luego el camino de
la grafica de y=x* desde (3,9) hasta (5,25) (Fiqura 176).
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Fig.176
y

(5,25)

"

N

c%/ y = x2

/
e

7

1

_— /

y=2x+3

|

c >—"(3,9)
©,3) .
|

Solucidon

c-citcz. luego:

f 3xydx+(4x2-3y) dy - fc 3xydx+ (4x%-3y) dy+fm3xydx+(4x2—3y) dy.

Lima parametrizacion de c; es:

o, (t) =P+t (Q-P)=(0,3)+t((3,9)-(0,3))=(3L,3+6¢t); O<t<l;
al(t)=(316) -

Una parametrizacidn de c- es:

B(t)=(t,t?)s 3:ts5: B/(£)=(1,2¢t), luego:
f3xydx+ (4x2-3y) dy=f 3xydx+ (4x2-3y) dy+[ 3xydx+ (4x2-3y) dy
=f°1[(3¢3c) (3+6£)3+(4+9¢2-3(3+6¢))6] dt+[ 3neat?e(at2-3£7) 2¢1 de

=f1[27t(3+6t:) +36£2-18 (3+6 £) dt+f35[3t3+2t(t2)] dt

.t 5
=f (81t+162t2+36t%-54-108t) dt+f (3t3+2¢t3) dt (Ejercicio).
JO 3
Ejryemplo 2
Calcular j.f.du s f(v,.v.2)=(%X.¥.2). € 5 el camino sobre la
c

grafica que se observa en la figura 177
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L

Solucioén
ff.da=[ f.da,+{ £.dB.
c (=1 Ca

Una parametrizacidn para c; es

1743

«,(t)=(0,0,0)+t((0,1,0)-(0,0,0))=(0,t,0) O2t<l y &/ (t)=(0,1,0)-

Una parametrizacidn para c- es

B(t)=(0,1,0)+t((0,1,1)-(0,1,0))=(0,1,¢t) Ots1l y B/(t)=(0,0,1) -

Lueao ff.da=f f.da,+| f.dB
c =} c;
1 1
=f° f(O,t,O).(O,l,O)dt+L £(0,1,¢t).(0,0,1)dt
1 1
=j; (o.t,o).(o,l,O)dt+[o (0,1,t).(0,0,1)dt

1 1
= Jfo tdt+f; tdt=1.

Eijemplo 3

T dx+dy .
Calcular ’ .s1endo c la curva que se observa en la
c 1x[+]y]

Figura 178.

Solucidn
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Fig.178

ey [ _aedy [ ey [ sedr [ oy
e Nl +TyT Jo Ixl+Tyl Jo Ixlslyl Jg Ixlelyl Jg fxl+lyl”

Una parametrizacion de c, es
e, (t)=(1,0)+t((0,1),(1,0))=(1-t,t); O<t<l y g\ (t)=(-1,1)-
Una parametrizaciodn de cz es

e, (t)=(0,1)+t((-1,0)-(0,1))=(-t,1-t); O<t<l vy gh(t)=(-1,-1)
Una parametrizaciéon de c~ s o, (t)=(-1+t,~t) oct<l
ws(t)=(1,-1)-

Una parametrizacidn de ca es a‘(t)m(t,—1+t) 0<t<l v ui(t):(l’l)

luego:
diedy [ dxedy ([ odxedy ([ derdy 0 dudy
c [x[+]y] Je, xv Jo, -xy ]c, Xy Jg XV

- flaenae £ (-1-nde £ a-nge £ (1+1)dt __5 49
Jo 1-est Jy vttt Jy 1ttt T Jg  t-tel

Ejemplo 4

Calcular f‘yde€xzdy. c es la curva mostrada en la figura 179.
.
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Fig.179

Beraardo Acevede 175

0o  Ci en X

Solucidén
f y2dx-x2dy = y2dx-x2dy+| y2?dx-x?dy+| y2dx-x3dy.
c Cy Ca Cy

i) Uma parametrizacidn para c, es

a(t)=(t,0)0<t<2, a/(t)=(1,0)
asi que | yzdx-xde=f‘0*dt—t2*0dt=0-
J e 0

ii) Una parametrizacion para cz es B(¢)=(2,t) 0<t<4; B/(¢)=(0,1)
asi:

y’dx-x’dy=f‘t:2 (0) dt-4 dt=-f‘4 dt=-16.
Ca 0 0

iii) Una parametrizacidon para cx es y(t)=(¢t,t?).

Y/ (£)=(1,2¢)
asi: [yzdx-xzdy:f;ot‘dt—tz*ztdt=£°(t:‘-2t3) dt=-—g—. y asi:
v Cy -

f y2dx-x?dy=0-16+2="12
c 5 5
4.3 EJERCICIOS

Hallar la ecuacidn cartesiana de una funcidn y=f(x) si la curva
tiene por ecuacion parametrica:

1., x=t=, y=t7=

2 x=Cos?nxy y=Sen2nt 0O<t<%

JI. x=-31lnt, y=1n2t 14845

4, x=2t, y=t=-3 -~2<t<1
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I1. Calcular

25 f(x3+y) ds c es la curva x=3t, y=t™ 0<t€l (R:/14(2yZ-1))-
c

f(Senx-rCosy) ds c es el segmento de recta desde (0,0) hasta
c

(m,2mw) . (R:/Z\/5) g

f (2x+92) ds c es la curva x=t, y=t=, z=t= 0Ltel
C
1 L
(R=/‘§' (14/14-1) .
4. ].(xzfy3+zz)db c es la curva x=4Cost, vy-4Sent, z=3t 0<t<2n
C

f(2x3—y3+3)ds sobre los caminos que se muestran en la figurs
c

180

Fig.180
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6. Hallar el Area de la superficie lateral del cilindro sobre 1la
curva c del plano xy y bajo la superfice z=f(x,y) si:
a) f(x,y)=h, c: la recta desde (0,0) a (3,4).
b) c: y=1-x= desde (1,0) a (0,1).

c) f(x,¥y)=x=—-y=+4 Cc: x=+y=2=4,
iii. Calcular !xzydx+zydy+xyzdz s1:
(o

a) c: x=Sent, y=Cost, z=t 0<t<2mn
b) c: segmentos rectos entre (0,0,0), (0,0,1) ¥y (1,1,1)
c) c: segmentos rectos entre (0,0,0), (1,0,0), (1,1,0) v (1,1,1).

Fig.181

z

B
I\

@35 ®©0, _'TL'“\_’“’“’ P
‘ L Y

J_—————‘ay

> N

—y |/

o 6.0) # (23.0) X (8,000

d) c: los caminos mostrados en las siguientes figuras (181):

e) Calcular } (x3+y3+zz) dg, si c es el camino mostrado en la figra
c

Bie1.

B4.5 SENTIDO DE ORIENTACION DE [INA CURVA SIMPLE CERRADA

Bsentido

BEr una curva simple cerrada, es necesario precisar el sentido de
integracion; vya que el punto inicial y final no se especifican.

fe expresa, que el sentido positivo de una curva cerrada simple es
Bliquel en ®1 que deberia caminar una persona sobre c para que la regién

Rlimitade por c se mantenga a su izquierda (Figura 182)
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Fig.182

sentido Positivo sentido Negativo

4.6 TEOREMA DE GREEN

Sean P,Q campos escalares derivables con continuidad en un conjunto
abierto S del planc XY. Sea ¢ una curva simple cerrada regular a trozos
en § vy representamos por R la reunidn de ¢ y de su interior. Supongamos

que R estd contenida en 5 (Figura 183) entonces:

Fig.183
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mhmostraciOn (Ejercicio).

ffl simbolo f indica que ¢ e<s cerrada simple vy que se describe en
C

Bsentido positivo.

lfiemplo 1
Bllustrar el teorema de Green para }-‘Vx.y\=y2i+ley c es el camino sobre

wa «rd
el grafico de :4—-+..17=1 (Figura 1H9)

Fig.185 (

”r

C

X
2+ Z"’= 1

Solucioén

Una parametrizacion de c es a(t)=(2(,‘ost ﬁSent) 0<t<2n v

F’(C) K -2Sent,J2Cost) - Hay que demostrar que ff—a'g )dxdy ‘ f de
I[ f~de+Qdy.
[i) fp(xl.V) dx+Q(x,y) dy = fyzdx-txdy

= Jf" (2Sen?t. (-2Sent) +2Cost./2Cost) dt
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s} ’

f“ (-48en’t+2J/2Cos?t) dt
0

J?ﬂ' (Ejercicio)

f[ax %) dxdy - ff(] —2y) dxdy

(-
2
2

[ f (1-2y) dydx

P =

4~

[

4=
2

2 1
2¢'§L j;rdrde
= 2J2ﬂ' (Ejercici0l

o(r, e)—(x.y)—(2rCose V2rSenf): Ofril; 0182wy Jo=22r
EJemelo 2

Ilustrar el teorema de Green para
flw,y 1=(2xy—x=)1+ix+y =)}

=P(%x,¥y)i+Q(x,yY3J3 ¢ la curva que se observa en la figura 186

Fig.186

Soluci1dn
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|Hay que verificar que ff(%-g—f)dXdY = fP(X,}’) dx+0(x,y) dy-
R c

b ff(-g—'i——%yg)dxdy ff(1—2x) dxdy
R R

1\/x
fo [(1-2x) dy dx

fl(l-ZX) (Vx-x2) dx = (Ejercicio)
0 30

i) f P(x,y) dx+0(x,y) dy fc pdx+0dy+[ Pdx+0dy.

Una parametrizacion para c. es g(t)=(¢,t?) O<t<1,

!una parametriracion para cz es p(t)=(t2't),

dex+Qdy - f (2xy-x2) dx+ (x+y?) dy
= £1[(2t3—t2)+2t(t+t4)]dt+£°[(4t4—2t5)+2c2]dt

= f1(2t5+2t3+t2)dt—f1(4t‘—2t5+2t’)dt
0 ! 0

——. (Ejercicio

30

lifemplo 3

Bermarde Acevedo

a/(t)=(1,2¢) -
B/'(t)=(2¢,1) luexo

Zlustrar el teorema de Green para f(x,y)=—-¥-i+-¢2’-{-j-P(x,y)i+Q(x,y)j y

<

, la curva mostrada en la Figura 187
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Fig.187

Y
! CL y=4-x°
/ (A

62 —Lﬂ_————?

Solucidn

Hay aue ver ficar ff(m ap)dXdY fCP(X:_Y) dx+Q(x,y) dy.
f[ﬁ or dxdy - ffdxdy
R

- f’ f"x’dydx

-2J0

r2(4—x’) = 12_ (Ejyeercici10)
J-2 3

14 fcpdxmdy . f._- de+Qdy+ch Pdx +Qdy
1 a

Una parametrizac1on para c; es g(¢t)=(¢,4-¢2) a’(t)=(1,-2¢t) Y a8
B(t)=(t,0) -2¢t<2. B/(t)=(1,0) entonces

fP(x.y) dx+Q(x,y) dy - Qf—alidx+§ dy

= L icld_,g(.Zt)}dt*[30t1+£‘0)dt

2

]; 2( e —r’)dr
= L ‘2(-—---—2)dt
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= f_:(2 +°Tl)dt

- 32

= == (Ejercicio).
3

tiemplo 4

llustrar el teorema de Green para f(x,y)=---§1’+i‘7’ y © la curva

2

mostrada en la figura 188

Fig.188
y

C3~., »CZ
"‘“\
Cs x+y-4
\\\ - X
C

x2+y2=1 1

Solucian

fay que verificar que ff(é—az -g%)dXdY = f__.Zde.,._:_dy

R

i) ff 2. ap dXdY f Tdydx-rfz 7)‘ dydx
Vi File
Lgﬁzrdrde
= 3{ (Eje o)
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Una parametrizacion de c, es a(t)=(¢t,0) 1<t<2., a’/(t)=(1,0)
Una parametrizacidon de c= es B(t)=(2Cost,28ent) 0¢g t_(,_;.,
B'(t)=(-28ent,2Cost)

Jna parametrizacion de cx es y(t)=(0,¢t): Yl(t)=(0,1)

Jna parametrizacidn de Ca es P(t)—(COSt,Sent).
p/(t) =(-Sent, Cost) » luego:

0
2 x 1 | 2
§ -Ldx+Zdy - [Tode+[7 (285en?t+2cos?e) de+ [ 0des [(£o2E k) g
- 2 < 1 Q 2
3nm
S
Ejemplo 5
Aplaicar el teorema de Green para calcular la integral

f(xq+3y) dx+(2x-e7') dy, c el grafico de (x-1)2%+(y-5)2%=4-

Soluc1dn

fc<x5+3y) dx+(2x-e¥ ) dy - fRf(%ﬁ-" ﬂ) dxdy

fﬁ(2—3)dxdy

R

-j;fdxdy M —th:rdraﬁ = -4%

]

1

x ¢(r,0)=(1+rCos0,5+rSenB) 0:8:2n, 0<r<2 pues »-1=rCos8 y
y—-5=rSen@.
Ejemplo 6

Sea R una regidn del plano xy limitada por una curva simple cerrada

(Figura 190), demostrar que:
r
a) & xdy = Area de R.

»
b) -9ydx = Area de R.

-
cl =0 xdy-ydx = Area de R.
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B
folucion

or aplicacién del tecorema de Green se tiene que:

) dey = 4‘ Odx+xdy
B Je v

[ fize-g)axar

[ faeas

A(R) .

—f ydx = tf?—ydx+0dy

i

_ ffg 22) dxdy

f faxas

= A(R).

b f gav-gax - [ [1G3-55)ax

f [(Z+5)dxay
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JfR f dxdy

= A(R).
Como una aplicacion del ejercicio anterior, hallar el area encerradsa

por :
1) x2+y2=a2

2,2
1) X+ =

a: b2

111) x2+y2=x
Solucioéon

1) Sea @ (t)=(aCost,aSent)=(x(t),y(t)) O0it<2n, entonces
a’/(t) = (-aSent, aCost) = (x'(t) ,y'(t)) v asi

A = %f xdy-ydx
N %f:' [ (aCost) (aCost) - (aSent) (-aSent) ] dt
- _;_fz' (a2Cog?t+a?Sen?t) dt
0

2 2%
= 2.1 dt = maZ®.
2 Jp

foxa

j:" (aCost) (bCost) dt

11) A

]

2
L TabCos?tdt

ab];""( 1—c:azt)dt

il
o

B

1]
A
Vi)
o

1i1) x24y2=x « Ix- —Z— luego X——;=-—;—COSC; Y=—,1)-SGHC y asi
a(t)=(—él-+—%Cost,—%Sent) O<t<2m, v @ (t) =(——%—Sent,—i—Cost)

entonces:
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A = %f'c‘xdy—ydx

2

%Lz'[(i +2Cos t)%Cost+%Sent*%Sent] dt

2% 2 2
- 1 Cog3t | cost , Sendt\
E'_/; ( remiT Idt

[T (%) de=x.

| . r
aimbién se puede calcular el 4rea en este caso, pasando %}D xdy—ydx a
c

cordenadas polares asi:
t-rcos@® = dx=Cos@8dr-rSen@d@8 v
1rrSen@® = dy=Senf8dr+rCos@dB entonces:

b= %fcxdy—ydx

%jé rCost (Senddr+rCos®d®) -rSend (Cos®dr-rSend d8)

i

;é(f_rzcosze d+r2sen<0dd

%fcr’-de.

B:rv==x = r==rCos@ ~ »=Co=0. luego el 4rea es:

E)
K- -%-f'COSZOQB = %f_fCoszﬁaﬁ = % (Eyercicio)
0

|L7 TEOREMA DE GREEN GENERAL IZADO

ea f(x,y)=P({x,y)i+Q(x,y)) un campo vectorial derivable con continuidad
N un conjunto abierto S que contiene a R. Sean €, Ci1i4Cx2ye...43Cn Curvas
imples cerradas tales que:

) Dos cualquiera de esas curvas no se cortan.

1) Todas las curvas C,i,Czys..+,0rn €s5tan situadas en el interior de c.
iconsiste en la reunidn de c©¢ con la porcion interior de € que no esta

Eentro de cualquiera de 1as CUrvasS Ci143Cxzseees3Cms (como se puede

bservar en la fiqura 191, entonces:
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Fig.191

Lf(%i‘g_;)d"dy i fuP(X:Y) dx+Q(x,y) dy- 32‘ fc P(x,y) dx+Q(x,y) dy

k=1
Demostracion (Ejercicio).

Ejemplo 1
AT e
l[lustrar el teorema de Green generalizado si1 F(x,y)=-<Li+—=7 v las

curvas c v ci=L y la regiédn R se observan en la figura 192

Solucidn

2 A
(-2,-2) ] G 2 (2-2)

Hay que mostrar que ff("g‘g"%ye)&dy B dex+Qdy - fLPdX'dey.
R j* :
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i) Como f(x,y) =—-§i+—§j=?(x,y)_i+0(x,y)j entonces %—% =1 asa
ff dxcv f fdxdy
Vi-x*
[ [ F e
~/1-x%

!

16—Jl;2"j:rdrde = 16-=x.

ii) Una parametrizacién de L es g (t)=(Cost,Sent) 0sti2n y
a/(t) =(-Sent, Cost) -

fLde+Qdy = f ydx+ dy

« 20
fLAN, ran

| (FF) (-Sent) +=

(‘osr dt

= LZR(M +M)dt

2 2

2% at
IS Sk
dex+Qdy - f de+Qdy+f de+Qdy+r Pdx+Qdy+} Pdx+Qdy
c JC1 Cz JC’J C'4

Las parametrizaciones para las curvas €., Czy €=, Ca SON:

Ci: al(t)=(2I_2)+t[(2l2)_(2l_2)]8(2l4t_2) 0<t<l

«i(t)=(0,4) -
C=: az(t)=(2,2)+t[(—2,2)-(2,2)]-(2-4t,2) 0<tsl

% (t)=(-4,0) -
cx: oy (t)=(-2,2-4¢t) Ostsl aj(t)=(0,-4)-

ca: ,(t)=(-2+4¢t,-2) O=sts1 a:(t)=(4,0), luego:

§ pdx+0dy = ["f(a(t)).a/(t) dt

L2251, 0,00 dE + [(-1, 2550 (-4, 0) dt +

j;l(‘“,—l). (0, -4) dt + ];1(1, 2:4¢), (4,0) dt

2
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= j;l4dt + f°14dt + j:'4d't £ f°‘4dt = 16. Asi que:

§ P(x,y) dx+0(x,y) dy-§ P(x,y)dx+Q(x,y)dy = 16-m

.QQ__?_
ffa %) dxdy.
Ejemplo 2 :
el
wis .
Ilustrar el teorema de Green para f(x,y)=—€§1+€§j siendo R, © y ©

como se observa en la figura 193

Solucidn

Fig.193

¥

—Q)dxdv £ dex+Qdy— Pdx+Qdy .
BY o CJ

Hay que verificar gue ff‘a_;c'
R

ffaa a; dxdy - ];r[dxdy

f” fzrdrdﬂ = 3%
o J1

ii) Una parametrizacion para © es5 w(t) =(2Cost,28ent) 0<t<2n y

w/(t) =(-28ent,2Cost) v para ci, PB(t)=(Cost,Sent) O<tiZn vy

B,( t) =(-Sent, Cost) entonces:
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lchdX+Qdy_J£c Pdx+Qdy = fou [(-Sent. (-2) Sent) +Cosgt.2Cost] dt
f 4

+ | (-2 (-Sent) + 7 Cost)dt

E L“zdt—f”; .
F 4w-nt = 3. luego
[f(%%_%)dXdy 5 dex+Qdy— Pdx+0Qdy . /)

R

ILB CONJUNTOS CONEXOS Y CONVEXOS

Sea S¢gR™, S un conjunto abierto. S se llama CLonexo si todo par de
uwntos de S, puede univrse por un camino regular a trozos cuya grafica
ista s1tuada en S3 es decir, para todo par de puntos a ¥ b de S, existe
In camino regular a trozos a definido en [a,b] tal que a(t)eS para todo
fla,b])., si1endo a(a)=a y a{(b)=b.

i se llama Convexo si todo par de puntos de S puede unirse por un

segmento rectilineo cuyos puntos pertenecen todos a S.

blemplos (Fjigura 193)

Fig.193.1
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De la figura 193.1 se puede concluilr que:
a) Es conexo convexo

b) Es conexo Nno convexo

TR

c) Es conexo NoO convexo

d) ni1 convexo Nni conexo

Un conjunto S es simplemente conexo, si para toda curva cerrada simple
¢ situada en S, la regidn interior a c, es también un subconjunto de 5;
es decir umn conjunto es simplemente conexo si no tiene huecos 0
agujeros.

4.9 INVARIANCIA DE UNA INTEGRAL DE LINEA AL DEFORMAR EL CAMINO

Sea f{x,y)=P(x,y)i+Q(x,y)ji un campo vectorial, con P(x,y) y Q(x,y)

derivables com continuidad en un conjunto abierto conexo S del plano.y

AP _ an

supongamos que e z=—= en todo S. Sean c, y c= dos curvas simples
oy o0x

cerradas regulares a trozos situadas en S y que satisfagan las
condiclones siguientes:

ar U2 esta en el 1interior de ca.
v Los puntos interiores a ci gque son exteriores a c=x pertenecen a §

entonces:
f Pdx+Qdy = ¢ Pdx+Qdy.
¢ Joe,

Recnrriendose ambas curvas en el mismo sentido.
Nemostracidn (Ejerciclo).

t.jemplo
Calcular ¢2W3dx+3x2y2dy c el camino que se observa en la

figura 194.
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b 4

(6,15)

Fig.194

(-4,6)

(6,-6)

(-7.9)

olucidn

ta S=R=3; S es abierto Yy CcOonexo o S={(x,y)|x2+y2<20000}

a—-—a;--uxy para todo (x,y)€S entonces; en lugar de calcular 1la
X

ntegral de linea a lo largo de ¢, buscamos una curva simple cerrada
or ejemplo un cuadrado de lado 1 ©o una circunferencia de radio 1

ontenida en ¢ vy aplicamos el teorema de Green, es decir

||f2xy Jdx+3x%yidy = §L2xy3dx+3x2y’dy
e fkf(%‘%)dxdy
I ff(G‘XY’-nyz) dxdy

R

I. ff()dxdy =0
R

10 MATRIZ JACOBIANA
Ba f(x,y,z2)=P({x,y,2)i+Q(x,y,2)i+R(x,y,z)k un campo vectorial entonces

a matriz Jacobiana de f notada por Mf se define por:
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4.11 DIVERGENCIA Y ROTACIONAL DE UN CAMPO VECTORIAL

La divergencia de un campo f(x,y,z)

d

“A’

r

|

se nota por Divf se define por:

)

oy’ 9z

El rotacional de f notado por VxF

1
3
Rotf;forq;

S1 estas derivadas parciales existe

S1 f(x,y)=P{x,y)1+B(x,y)] entonces:

op opP
ox oy . _op 30
M= Y lef"g;*'a; 7 Rotf=Vxf
0 &
ax oy
Ejemplo 1
S1 f(x,y,z)=3yl-xzjtyz=k=P({x,y,z)a+

3 AD Ao
dlv'=;;+69+;:

o oyt =0+0+2yz

se define por:

8P 4R
ox

S0 _2or
dx Ody

7+

n.

Q(x,¥,2)J+R(x,y,2)k entonces:

Rotf=(z%2+x)1i+(0-0)j+(-z-3)k=(z%+x) i+(-z-3)k

Ejemplo 2

F1 fix,y)=xTyil1+x=y“2j entonces divf-

2Ry +AxFyT v Rotf=(2xy“ - x®)k vy

‘ep | )
M _-( x | 22Xy X
£5 30 30| oyt 4x2yd
¥ Kl |2 4x
52 5] 2% y
4.11.1 DIVERGENCIA Y ROTACIONAL DE UN GRADIENTE
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jupongamos que f es un gradiente, es decir:

= :.é! ‘I'J-a, j h 1 -
f=Veo 3 0y'7+azk’ su matriz Jacobiana es:

{ 2 3;5): 0zox

Pe  F9 Pe
axly gy 9zdy

-
)

Fy Fe Fe
ox
2

a’g_ FAo

0xdz Oydz g2 |

lluego divf=2e , Fe  Fo
axz ayz a,z
Fu  Pa

. . — 32- -
A la expresidn iIvVI=—-+=—21+-— se llama el Laplaciano de ® Y se
axz ayz 3,2

‘epresenta por el simbholo VR¢. es decir Djv(V¢)=Vﬂ¢.
‘uando V2g=0 la funcion ¢ se llama armonica.

lemostrar las siguientes i1dentidades si1 F y G son campos vectoriales v

$

es campo escalar y suponga la continuidad de todas las derivadas
mrcirales.

. Piv(aF+bG) =aPivF+bPivG

. Rot(aF+bG) =aRotF+bRotG

Piv(fF) =f£(PivF)+F.Vf; Rot(fF)=fRotF+VfxF
t. Rot(Vf) =0

. Piv(RotF) =0

Rot (RotF) =V(PivF) -VRF gi VFP=VRpPi+V?0j+VFRk
1.12 TEOREMA DE STOKES ['N. EL PLANO

sean P(».y), Q(x,y), la curva c y la regiédn R como se definieron en el

ree

teorema de Green. 81 f(x,y)=P(x,y)i+Q(x,y)) v T(s) es el wvector
tangente unitario de ¢ en P, donde s unidades es la longitud de arco

edida desde un cier to punto P. en c hasta P, entonces:

fﬂf. T(3) ds=fRfRot:f.de

lemostracidn (Ejercicio)

Bhemplo 1
llustrar el teorema de Stokes, para f(x,y)=xi+yj y c es el camino del

2 -2
lgréflco de -1—‘4—-"-29—:1 (Figura 193)



