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Resumen

En este trabajo probaremos que el problema de valor inicial asociado a la ecua-
cién

Oru + %(um)2 + 3u+ n(o0,u + cdiu) =0 (1)

donde n > 0 and o denota el inverso aditivo de la transformada de Hilbert,
tiene buen planteamiento local en espacios de Sobolev periodicos H*(T) y buen
planteamiento global en espacios de Sobolev a valor real h*(T) cuando s > 1.

Palabras clave: Problema de Cauchy, espacios de Sobolev, ecuaciéon de
Ostrovsky, ecuacion OST, buen planteamiento local, buen planteamiento
global.

Abstract

In this work we prove that the initial value problem associated with equation

Oru + %(um)2 + 3u+ n(o0,u+ cdiu) =0 (2)

where 7 > 0 and o denotes the additive inverse of the Hilbert transform, is
locally well-posed in Sobolev spaces H*(T) when s > 1, and globally well-posed
in Sobolev spaces of real-valued functions h°(T) when s > 1.

Keywords: Cauchy problem, Solovev spaces, Ostrovky equation, OST equa-
tion, Locally wellposedness, Globally wellposedness.
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Introduccion

En este trabajo estudiaremos el buen planteamiento de la ecuacion

1
Oru + i(um)2 + O3u+ n(cpu + 0d3u) =0 (3)
en los espacios de Sobolev periddicos. o es el inverso aditivo de la transformada
periédica de Hilbert, es decir,

06 =hxo,

para toda ¢ € H,,, y donde h(z) = cot(z/2)/2. Si w = u,, w es solucién de la
siguiente perturbacion no local de la ecuacién KdV

Ow + wwy + O2w + n(od,w + cdiw) = 0. (4)

Esta tltima es conocida como la ecuacién de Ostrovsky, Stepanyams y Tsimring
o simplemente OST. Esta ecuacién ha recibido una especial atencién, toda vez
que sirve de modelo de la inestabilidad ondas largas radiantes en flujos con
cizallamiento (para més detalles vea [BaoKal, [Quia] y [Quia2] y las bibliografias
alli mencionadas).

Realmente los problemas (3) y (4) son equivalentes. Consideremos una solu-
ci6n w de (4). Integrando con respecto a z la ecuacién (4) tenemos que
(vz)?

2

Opv + + 930 + (00,0 + 003v) + C(t) = 0. (5)

para alguna v antiderivada de w con respecto a x y C' una funcién continua en
t. Si hacemos u = v + fg C(7)dr, u es solucién de (3).

Este problema ha sido estudiado ampliamente en los espacios de Sobolev
H*5(R). Alvarez en [Alv], demuestra el buen planteamiento local para estos es-
pacios cuando s > 1 y buen planteamiento global para s > 3. Con las técni-
cas presentadas aqui, extrapoladas a éstos espacios, se puede obtener el buen
planteamiento global para s > 1. Alli también se demuestra propiedades de
decaimiento de las soluciones. Posteriormente, Carvajal y Scialom en [CS], me-
joraron los resultados obteniendo buen planteamiento local para s > 0 y global
para s = 0. En estos mismos espacios Zhao y Cui en [ZC1] y [ZC2] muestran el
buen planteamiento local, cuando s > —1 y Zhao usando el método de restric-
cién de Fourier en [Zh] lo prueba para s > —2.



En los espacios de Sobolev H,,,., Carvajal y Pastran, en [CP], muestran el
buen planteamiento local, para s > —%7 de los problemas de Cauchy asociados
a la siguiente familia de ecuaciones

dpu + 02u + nLu + udyu = 0, (6)
donde 7 es un valor real positivo y L un operador tal que Lu = —du, para
una funcién ® : Z — R acotada superiormente. Como |k| — |k|? es acotada

superiormente, la ecuacién tratada aqui es un caso particular de ellas.

Este trabajo esta organizado de la siguiente manera. El Capitulo 1 presen-
tamos un resumen de las propiedades més importantes de las distribuciones
periédicas y los espacios de Sobolev periddicos. El Capitulo 2 es dedicado a exa-
minar las propiedades de las soluciones de la parte lineal de (3) que serdn ttiles
en la prueba del buen planteamiento local de esta en los espacios periédicos. En
el Capitulo 3 nos concentramos en la prueba de buen planteamiento local de (3)
y en el Capitulo 4 se examina el buen planteamiento global.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo introduciremos la nocién de espacios de Sobolev periédicos.
También discutiremos algunas de las propiedades basicas de la series de Fourier
en estos espacios que usaremos alo largo de este trabajo.

1.1. Distribuciones periodicas

El conjunto de todas las funciones ¢ : R — C las cuales son de clase C*° y
periddicas de periédo 27 es denotado por P = C2 . A este espacio lo dotaremos

per*
con la métrica d definida por
= i 189 40
d(6,) =S 27 . | 1.1
@)= 22 T g — g0 ()
para ¢, ¢ € P, donde || - ||oo €s la norma del supremo en el intervalo [—m, 7).

Teorema 1.1. (P,d) es un espacio métrico completo. Ademds, si (¢pn,) es una
sucesion en Py ¢ € P entonces ¢, = ¢ en P si y sdlo si, para toda j € N,
||¢£L]) — ¢Y)||o — 0, cuando n — occ.

Sea f € P. El k-ésimo coeficiente de Fourier de f es definido por
p— 1 "
Ve J_x

para toda k € Z. Denominaremos como la transformada de Fourier de f a la
sucesién compleja f = (f(k))rez. La serie de Fourier asociada a f es

k) = (f. e /v/2m) (2)e” " da, (1.2)

V% S Flkyeite (13)
k=—o00

El siguiente teorema nos da una serie de propiedades de las series de Fourier
muy utiles.



Proposicién 1.2. Sea f € P.
1. f(k) =0, para todo k € Z, si y sdlo si f =0.

2. La serie de Fourier de f converge uniforme y absolutamente a f. Mds ain,
derivando término a término la serie de Fourier de f, la serie resultante
converge absoluta y uniformemente a la derivada de f, en otras palabras,

f/(l‘ rkz_ Zk'f zka:

donde la serie converge uniforme y absolutamente en x. En particular,
f'(k) =ik f(k), (1.4)
para todo k € Z.

8. Teniendo en cuenta el anterior item, se sigue la siguiente identidad de

Parseval -
I3 =D 1F (k) (1.5)
4. También tenemos
< —= [ 1f@ldz = <=1l (1)

para todo k € 7.

Definicién 1.3. Recordemos que, para f y g funciones periddicas e integrables
en [—m, 7], la convolucién entre f y g, denotada por f * g es definida por

Vor ) x

siempre y cuando la integral exista.

(fxg)(z) = f(w— y)g(y)dy, (1.7)

Proposicion 1.4. Sean f,g y h funciones integrables.

1. fxg existe para casi todo x € [—m, 7| y es integrable (redefiniendo como 0
donde no exista la integral).

2. fxg=g=xf.
3 fx(g+h)=fxg+f=*h.
4 fr(geh)=(fxg)*h.

~

5. Fxg(k) = f(k)g(k), para todo k € Z



Definicién 1.5. Notaremos por LD, el espacio de las funciones f tales que |f[?

es integrable en [—7, 7. Es bien conocido que este espacio es de Banach si lo

dotamos con la norma,
™ ¥
sz, = ([ 1rpao)

Ademsds, cuando p = 2, esta norma proviene del siguiente producto interno
(flo)= [ [f(z)g(x)dz. (1.8)

2 . .
En este caso L., es un espacio de Hilbert.

2

pers de la Proposicién 1.2, tenemos el siguiente teo-

Ya que P es denso en L
rema.

Teorema 1.6. La transformada de Fourier ~: L2, — 1* es una isometria. En

particular, la identidad de Parseval (1.5) es vdlida para toda f € L?Der, lo que
es equivalente a que se tenga
f@)g(@)yde = " F(k)g(k) (1.9)
- k=—oc0

Este tultimo teorema motiva la introduccién del espacio de las sucesiones
rapidamente decrecientes.

Definicion 1.7. El espacio de sucesiones rapidamente decreciente denotado por
8(Z) = 8§, es el conjunto de todas las sucesiones a valor complejo o = (a)kez
tal que
sup|k|?|ax| < oo, (1.10)
keZ

para toda j € N. Definimos en 8 la métrica d dada por

- .- [ = Bllso,i
do ) =S 2 0 =Pl (1.11)
2 T o by
para a, 8 € 8, donde ‘
lellos,j = sup(jo|[k[) (1.12)
kez

~

Teorema 1.8. (8,d) es un espacio métrico completo.

Definicién 1.9. Sea a = (ag)rez € 8. La transformada inversa de Fourier de
a es la funcién

(@)Y =—= > ape* (1.13)



El siguiente teorema ilustra la relacion entre P y § via la transformada de
Fourier

Teorema 1.10. La transformada de Fourier es un isomorfismo topoldgico de
P en 8 (con respecto a las métricas d y d).

Definicién 1.11. Para h € R, el operador de traslacién T}, en P es definido por
Thé = ¢(- — h) (1.14)
para cada ¢ € P.

En la siguiente proposicién veremos algunas propiedades de la traslacién, la
derivada y la convolucién con respecto a la transformada de Fourier.

Proposicién 1.12. Sean ¢ € P, g € Cper Yy (gn)oz1 una sucesion en Chper.
Entonces

1. Tyo(k) = e~ (k)
2. (gn\)(k) = (ik)"p(k), para todo k € Z.
T*hTM — ¢ en P cuando h — 0.

(6% g)) =¢U) x g, cuando j =0,1,2, ..... En particular, ¢ x g € P.

A N

Si||gn — glloo = 0, cuando n — oo, entonces lim,, oo ¢ * gn = @ * g, donde
el limite es tomado en P.

Definicién 1.13. Notaremos por P’ el dual topoldgico de P, es decir, el espacio
de todos los funcionales lineales continuos ¥ : P — C. P’ es llamado el espacio
de las distribuciones periédicas.

Observacion 1.1. ¥ € P’ siy s6lo si existe una sucesiéon (¥,,)22; C P talque

s

U(p) = (¥, ¢) = lim U, (z)p(x)dx. (1.15)

n—oo [

Cada f € Lzl)er define una distribucién periédica ¥y por medio de la férmula

(o) = [ f@)oa (1.16)

1
per»

para cada ¢ € P. De hecho, si, para fy g € L
casi toda parte.

No toda distribucién viene representada por una funcién integrable. En efec-
to, observe que ¢, definida por

Uy =W, , entonces f = g en

10



para toda ¢ € P, es una distribucion periddica. Si f representa a §, entonces

" F@)g(a)de =

—T

0,

para todo ¢ € P tal que ¢(0) = 0. Por lo tanto,

‘Amemzm

para todo intervalo A C [—m, 7] cerrado que no contiene a 0. Luego, f = 0 en
casi toda parte. Obviamente, § # 0, lo que muestra que ninguna f integrable
puede representar a 9.

Definicién 1.14. Decimos que la sucesién (¥,,) en P’ converge a ¥ € P’ si,
para todo ¢ € P,

(Un,8) = (¥, 0) (1.17)
cuando n — 0.
Definicién 1.15. A partir de propiedades de adjuncién de operadores en P se

extienden estos a P’. Por ejemplo, si f es integrable, el conjugado complejo de
f satisface la ecuacién

(F,0) = (f,0),
para toda ¢ en P. Asf pues definiremos, para ¥ € P, el conjugado de ¥, ¥, por

(W, ¢) = (T,9), (1.18)

para toda ¢ en P. El operador en P definido por ¢ — 5 = ¢(—-), lo definimos
en ¥ € P por B _
(U,0)=(V,9) ¢€?P (1.19)

El operador traslacién T}, : P — P por la férmula
(Th,¢) = (U, T_p8) P (1.20)
Para ¥ € P’, la derivada ¥’ € P’ es definida por la relacién

(V,9)=—(¥,¢') e (1.21)

A diferencia de P, en donde el producto de dos elementos estd asimismo en
P, en general, no es posible definir el producto de dos distribuciones periédicas.
Sin embargo, podemos definir el producto de una distribucién periodica con un
elemento de P. Sean ¢ € Py ¥ € P’, el producto ¥ es la distribucién periédica
definida por

(YW, ) = (¥, 9¢) ¢ e (1.22)

En este caso sigue valiendo la regla del producto para derivadas, es decir,

(W) = /T + T (1.23)

11



En P’ podemos definir la convolucién de una distribucién periddica y una
funcién de P. Sean ¢ € Py ¥ € P, entonces la convolucién de ¥ y ¢ es dada
por

(U, 0) = (U, pxv))  Vip €P (1.24)

Observe que si U € P, entonces ¥ * ¢(x) = (¥, T_,¢). Teniendo en cuenta
que, para cualquier ¥ € P’ existe una sucesién (¥,,) que converge a ¥ en P,
tenemos que U x ¢(z) = (P, Tﬂ;@. De aqui, se sigue que ¥ x ¢ € P.
Finalmente, de esta tltima definicién podemos hablar de la convolucion de
dos distribuciones periddicas. En efecto, sean ¥ y Z € P, la convolucién de

U % = es definida por
(UxZ,0)=(U,Ex¢) VoeP, (1.25)

gracias a que = % ¢ e P

1.2. Series de Fourier en P’

Definicién 1.16. La transformada de Fourier de ¥ € P’ es la funcién ¥ : Z — C

definidada por

(k) = \/%@, ey ke (1.26)

La N-ésima suma parcial de la serie de Fourier asociada a ¥ es
1 N
Sy (U)(z) = Sy (0, 2) = —— T (k)eks 1.27
N (V) (2) = Sn (¥, 2) mk;N() (1.27)

Teorema 1.17. Sea ¥ € P’. Entonces, Sy(V) € P, para cada N € N, y
SN(U) = U en P, es decir,

oo

1 ~ .
U= U(k)e™™™ = lim S, (P), 1.28
mkz (k) Jim 5, (¥) (1.28)

donde la suma converge en P'.
Ademds, se tiene la siguiente version de la identidad de Parseval, para todo
¢ € P ytodo ¥ eP, se tiene que

o

(W.6)= 3 U(k)S(-k) (1.29)

k=—o0
Examinemos un poco el conjunto imagen de la tranformada de Fourier en
P

Definicién 1.18. La sucesién compleja ()
si existen C' > 0y N € N tales que

lag| < Clk|Y Vk € 7.\ {0}. (1.30)

oo
n=—oo

se dice de crecimiento lento,

El conjunto de todas las sucesiones de crecimiento lento es denotado por §'.

12



Teorema 1.19. « € 8 si y sdlo si, existe una inica ¥ € P’ tal que U =a.

Definicién 1.20. Sige §'y f€ P, qf = (q(k)]?(k))kez € 8. Definimos ¢(D)
por
1 oo

> (k) fk)e™ (1.31)

2m 2

qD)f =

3

— 00

para toda f € P'. Es claro que ¢(D) es un operador lineal continuo en P'.
Con esta notacién, para cada s € R, definimos el operador A® sobre P’ por
A*(f) = (14 D?)3 f, para cada f € P'.

Proposicién 1.21. Sean ¢ € P, ¥ € P, h € R yn € Z*. Entonces,

1. (Th)MN(k) = e~ W (k)

2. (W)N (k) = (ik)" U (k)

3. (W)Nk) = U(—k)

Jo (U5 @) (k) = (k)b (k)

5. (W) (k) = A= 300  Wk = ))o().-

1.3. Espacios de Sobolev

En esta seccién introducimos los espacios de Sobolev periddicos y algunas
de sus propiedades.

Definicién 1.22. Sea s € R. El espacio de Sobolev denotado por H;.,.([~7,7]) =
H:,,. es el conjunto de todas las distribuciones periodicas f tales que A*(f) €
Liper (

per

vea Definicién 1.20). Es facil ver que un producto interno para este espacio
es

r

(f:9)s = (A*(f), A*(9)), (1.32)

para cada f y g € Hp,. De la identidad de Parseval, se sigue que H,,, es un
espacio de Hilbert.

En el siguiente teorema se resumen algunas propiedades de estos espacios.
Teorema 1.23. Las siguientes afirmaciones son validas.

1. Supongamos que s > r. Entonces Hp,, estd continua y densamente enca-
Jado en Hy.. y

£l < 11 £1ls, (1.33)

er”

para todo f € H,

13



2. Para todo s € R, (HS,,), el dual topoldgico de H?

per per’
isomorfo a H,5. La relacion dualidad es dada por

es i1sométricamente

(fr9)s =D Fk)a(k), (1.34)

k=—o00

para toda f € Hy,, y g € H,.;

per:*

S
3. P es denso en Hp,,.

Observacion 1.2. Si k es un entero positivo, entonces el espacio H;feT coincide
2

con el espacio de todas las funciones f € L:.,. cuyas derivadas (en %) ),

. k .
j=1,2,..k pertenecen a L2_.. En este caso las normas || f||x y Ej:0||f(7)||L§”
son equivalentes.

Ahora estamos en condiciones de relacionar las derivadas en el sentido clasico
con las derivadas en P’ (“derivadas débiles”). En esta direccién, tenemos el
siguiente resultado, conocido como lema de encaje Sobolev.

Lema 1.24. Si s > 3, entonces Hp., estd continua y densamente inmerso en
Oper Yy

[flloo < Al < ClI s (1.35)
Veamos el siguiente resultado.

Teorema 1.25. Si s > %, entonces H,,, es un dlgebra de Banach con respecto

al producto de funciones. Esto es, si f y g € Hp,,., entonces fg € Hp,, y vale

||fg||a < CaHfHaHg”é (1'36)

Demostracion. Sean fy g € Hy,,. Como las series de Fourier de f y g convergen

absolutamente a ellas, tenemos que
oo oo . )
)@= > | > Jk—=5g0) | ™,

k=—o0 \j=—00

donde la tdltima serie converge uniforme y absolutamente (teorema de Mertens
para series o bien el teorema de Fubini). Luego,

A (fg)(k) = (1 + k)3 > Flk = 3)30)

Ahora bien, como

(1+k)2 <Cy (L+(k—5)%)2 +(1+5%)2),

14



&g <
<0 Y (104K =3D5F0= D) + 17k = )1 +7350)])

j=—o00

De la desigualdad de Young y la identidad de Parseval, se sigue que

1£glls < Co (1710l + 17 lglls) - (1.37)

De aqui sigue el teorema. O

Ahora veamos la siguiente desigualdad debida a Kato.

Teorema 1.26. Sea s > 1. Para f y g € P, tenemos que

118 flgllo < Co (1N llgllos + 1”115 ) (133)
Demostracion. Para fy g € P, se tiene que
(1A% flg (k) = Y (14K = (1443 F(k = HF()-
j=—0o0

Ahora bien, como

s—1

(4 R)E = (1472081 < Cull =10+ = 5P)2 + (14 %)),
se sigue que
. farw <. X @ (= 02T I DI+
£ 3 A TIPG- DI
<c.( 30 1wy - gl
£ Y - DI 1))

De esta ultima desigualdad, de la desigualdad de Young y la identidad de Par-
seval se sigue el teorema.
O

Corolario 1.27. Sean s > 1, f y g € P con valores reales. Entonces,

(9. £9)sl < € (1PN llglsllg’ o1 + 1 st hgllolGln + 11Nz lgl2) , (1.39)

donde la constante C' depende unicamente de s.

15



Capitulo 2

Parte Lineal

Examinemos el problema de Cauchy

3 3,) —
{&u—i—@ru—l—n(oazu—i—aamu) =0 (2.1)

u(0) = ¢ € H,,

donde s € R, 7 > 0y o es el inverso aditivo de la transformada peridédica de
Hilbert, es decir,

= h *
% ¢ (2.2)
Vo € Hp,,
con h(z) = CO;(%)
Un hecho bien conocido es que, para toda ¢ € P,
—~ isig(k) ~
7otk) = B 5, (23

donde $ es la transformada de Fourier de ¢ en T. En efecto, como

1 —ifx 2 nl¢|
lfm —— / ¢ dx:—i\/7 sig(€) lim SRY dy
d—+40 /271 5<|z|<n x s 5—+0, sl¢| Yy
77— 00 n—oo

= Z\/z sig(£)
y, para z € C — 27Z,

1 z 1 1 1
20t (3) —ﬁZ(z_m‘m)v
k£0

donde la convergencia de la serie que aparace en el lado derecho de la igualdad

16



es absoluta y uniforme sobre todo compacto en z € C — 27Z, tenemos que
1 x ;
lim = cot (7) e~y
520+ Js<|z|<n 2 2

1 1 1 ;
= Ii _ - —lkwd
6i%l+ s<|z|<m \ T * Z (a: — 2rk 27rk> ¢ v

k#0
e—ikz —(@2k=D7 —iky
:5£r(§1+ /5§m§7r x dx+g;0/—(2k+1)n Y dy
= —imsig(k).
Asi pues, si
ay(k) = —ik® = 2 (k| - [k [%), (24)

para todo k € R, el problema (2.1) se puede reescribir como

O + gn(D)u : 0 (2.5)
u(0)=¢ € Hp..,
donde el operador g,(D) viene definido por
an(D)f (k) = a5 (k) F (F), (26)
para f € P'. q,(D) € B(H},,, Hp.®) y
0o ) R 2
lan(DYFIZ 5= > (k2 |ay (k) FR)|
k=—oc0
> ~ 2 2.7
<@ant Y aaeytaemy el 7
k=—o00
=@+’ If1-
Siu e C([0,T], Hy,,) es solucién de (2.1), dyu = —q,(D)u € H3,? y, haciendo

uso de la transformada de Fourier,

?tﬂ(k, D)+ an(R)u(k, 1) =0 (2.8)
u(k,0) = ¢(k),

para cada k € Z. Por lo tanto,

Uk, t) = p(k)e=m*), (2.9)
para todo k € Z, en otras palabras,
> eikx
u(z,t) = e~ OGN () = e~ Mt g(k . 2.10
(z,t) = (b()]()k;m d)()\/ﬂ (2.10)

Para lo que sigue usaremos la siguiente definicién.

17



Definicién 2.1. Definimos V, () en el espacio de las distribuciones periédicas
por

0 ikx
V. (t)p = eI (R 3L 6—,
para cada ¢ € P'.
Usando la notacién del cédlculo funcional asociado al operador D = %ar,
tenemos que ' )
u(t, ) = V) (t)p = ~P° (e (D)t (D))t g, (2.11)

Veamos que si u se define como en (2.11), entonces u es solucién del problema
(2.1). Veamos primero que {V,,(t)}+>0 es un semigrupo fuertemente continuo de
contracciones.

Teorema 2.2. Sea n > 0 fijo. Entonces t € [0,00) — V,(t) € B(H,,,) es
un semigrupo fuertemente continuo de contracciones para todo s € R. Ademds,
si m = 0 puede ser extendido a R definiendo un grupo unitario fuertemente
continuo a un pardmetro.

Demostracion. Veamos que V;, es un semigrupo de contraccién si n > 0, para
esto debemos verificar

L. V,(t) € B(Hj,,).

2. V,(0) =1

3. Vy(t+ 1) = V(1) Vy(t)

4. limy |V () — Vi (t)oll, = 0

5. an(t)”B(H;”) < 1 para todo t € [0, 00)
Como, para todo ¢ € H,,,

o0

~ 2
Va0l = > (14 k2)* |emm1(k)|
k=—oc0
= 3 (14 k)T |k ‘e’?“’“"“@ls)t ‘q@(k)f (2.12)
k=—oc0
> —~ 2
< > A+ o) < el
k=—o00

se obtienen las condiciones 1 y 5. La condiciéon 2 se tiene gracias a la igualdad

_ N @03 E NS G

para todo ¢ € P'.
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Verifiquemos la condicién 3. Para todo par ¢t y ¢’ de ntimeros reales no ne-
gativos, tenemos

& R ikx
Vot +1)p = 3 TG00 <

k=—o00

— e~ an(R)tg=an ()’ 1) ©
Z ( )\/271' (2.14)

V2r

ikx

k=—o0
S —qn(k)t' 7 ethe
=V, (t)V, ()¢

Ahora veamos la continuidad fuerte del semigrupo (condicién 4). Para ¢t > 0y
h>0

o 2 2
\IVn(t+h)¢—Vn(t)¢H§: Z (1 + k2)* |em 0 ®(tHh) _ o=an(h)t ’¢(k)’
k=—oc0
o 2 2
_ Z (1+k2)s ef2q,,(k)t’ ‘e*qn(k)h_l‘ ’¢(k)’
k=—o00
(2.15)
Ahora bien como
2. |2 2
(1+ k2)* |e—2an (0t e*%<k>h—1’ ‘qﬁ(k)’ <41+ o], (216)

para todo k, y ¢ € H,,,, el criterio M de Weierstrass garantiza que, para t fijo,
la serie en (2.15) converge absoluta y uniformemente en [0,00) a una funcién
continua en h. Luego, para t > 0,

. 2
i [V, -+ W)~ V()62 = 0.
Sit>0y —t < h <0, de las condiciones 1, 2 y 5 se sigue que
[Va(t+h)¢ = V()| = [[Vy(t + h) (Vi (=h)¢ — d)I| < [Vy(=h)¢ — &l
Asi, sit >0,

i [[Vi(t+ )6 — Vi (D] =0.

Finalmente, si n = 0, en (2.12) se tiene que

o0

Vo@ell; = > (1+k)°

k=—o0

5. 12
_ik3
ezkt

w| =tel2. e

Por lo tanto, V5(¢) puede definirse para todo ¢t y es un operador isométrico. En
este caso, en la ecuacién (2.14) se demuestra que

Vo(t+1) = Vo(t)Vo(t'),
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para todos t y ¢’ ntimeros reales. En particular, Vy(—t) es inverso de Vy(¢) y
t — Vu(t) es fuertemente continua en todo R. Asi pues, {Vo(t) }ter es una grupo
fuertemente continuo de operadores unitarios. O

En particular, del teorema inmediatamente anterior tenemos que, para ¢ €
H?, u(t) = V,(t)¢ es una funcién continua en ¢, para t € R, con valores en H*.
Mas aun, tenemos que, para ¢1 y ¢ en H?,

[ur () —ua ()| < 91 — ¢2l|,

donde wu;(t) = V,(t)¢;, i = 1,2. Ahora si, veamos que u(t) = V; ()¢ es solucién
del problema (2.1).

Teorema 2.3. Para todon >0 y t fijo,

|| Vot + h)p — Vi (t)¢
lim || 2 4 + gy (D)V,(t)e =0 (2.18)
h—0 h K K s—3
Demostracion. Para h > 0
Vy(t+h)o — Vit ?
s—3
S o |emt (Bt _ gy ()t - o2
= 3 a2 - + ay(R)e @] |o(k)|
k=—o00
o 2 ~ 2
= 3 a4k ‘e‘qn(k)t‘ Gk, h) + g (k) ‘¢(k) . (2.19)
k=—oc0
donde o
e*‘]n ) __ .
GUmy=1 7 sih#0
7 —qy(k) en otro caso.
Como, del teorema del valor medio,
|Gk, )| < lgy (k)| < (14 n) [k[® (2.20)
para todo k € Z,
2| p—an(k)h _ 2
‘e_q”(k)t‘ % +a(B)| <A1+ +EDE (2.21)

Por lo tanto, cada término en la tltima serie que aparece en (2.19) es menor
igual a

41 +n)*(1+ k)" (k)
para cada k € Z. Luego, el criterio M de Weierstrass nos garantiza que esta
serie converge absoluta y uniformemente a una funcién continua con respecto a
h, para h > 0. Asi pues,

Va(t +h)¢ =V, ()
h

° (2.22)

lim

B0t + ¢y (D)Vy ()¢ =0. (2.23)

s—3
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Ahora bien, si h < 0,

h n n o3
= vt m (PEEE= ool | <
s—3

n(D)d

V(=)o — o
=

B +14(D) (¢ = Vy(=h)9)ls—s5 <

a (D)o

< [aite=e,,

<

+ (@ +n)l¢ = Vy(=h)olls. (2.24)
s—3

De (2.23) y el Teorema 2.2, tenemos que

Valt +h)¢ = Vy(H)o

=0.
h

s—3

+ @y (D)V,(t)o

: ‘
h—0—
O

Corolario 2.4. El problema (2.1) estd bien planteado en Hp,,., para todor € R.
Esto es, para todo ¢ € H,,,, (2.1) tiene solucion tinica u € C([0,00), H,,) que

depende continuamente de este dato inicial. Ademds, u € C*([0,00), H32?).

Demostracion. Solo nos falta ver la continuidad de la derivada de la solucién de
(2.1).Sit >0y |h| <tot=0y h >0, del teorema anterior, tenemos que

10: Vi (t + h)p — 0LV () B2 _5 =
00 2~
= 3 (R P gy () eI — eman 7 G

k=—o0

para ¢ € Hp,,. Como, cada término de la serie es acotado por
2
)

AL+ 1) (1 + )% | (k)

el criterio M de Weierstrass garantiza que la serie en (2.25) converge absoluta
y uniformemente a una funcién continua con respecto a h. Luego,

ltm [|9,V; (¢ + h)d — 0V ()8]12_y = 0, (2.26)

para t > 0 (en ¢ = 0 el limite es tomado por la derecha). Esto demuestra el
corolario. O

Ahora discutiremos algunas propiedades del semigrupo {V(¢)} de impor-
tancia en la teorfa local del problema no lineal en H,,,.
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Teorema 2.5. Para todot >0, s € R y A >0, V,(t) € B(H3,,, H3?) y, para
alguna constante Cl,

1 % V2 167\]/?)\
[V(®)61]0 < O <1+(nt);>e (=) o, e

para toda ¢ € Hp,,.
En particular, V,(t)(¢) € P, para toda ¢ € Hy,, y todo t > 0.

Demostracion. Observemos que

oo

Vel = 3 a2y e e
k=—o00
oo o 2
- k;oou R en(M=IRE g2y qb(k:)’ 225
< sup((1+ k2 e o)
< CalL + suplk e H=HDI g
Ahora bien ) )
sup[k2en k=D Z gup 2 en(Ik=Ik1
kez +
€ _ kesip [§2>\en(§—§3)t]7 (2.29)
€§€[l,00)
para todo k € Z. Sea f(§) = 52/\677(57%”. Entonces, tenemos que
£(&) > EA(E=ENt
para £ > g Luego,
sup [§2>‘e"(5_53)t] < sup  f(§) (2.30)

£€[1,00) €€lJ5,00)

Ahora veamos cual es el valor maximo de la funcién f en [§7 00), el cual existe
ya que f es continua y

lim f(&) = 0.
E—o0
. ,o . V2
Si &; es el punto donde f alcanza méximo en [%*, 00),

5%_571_@:0

V2 oot

1 /1 V2A
61_@* §+W' (2.31)
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Por lo tanto, el valor maximo de f es

2

1 1 2\ 2t (V242420022
—=+ 7+L es( " >e—*. (2.32)
24/2 8 nt
De (2.29) y (2.30), obtenemos
2 nt (/2 / 16V2\
Sup[k2’\e"(‘k‘_‘k‘3)t] <Cy|1+ % e?< sV ) (2.33)
kez (nt)2
Gracias a esta tltima desigualdad, de (2.28), tenemos que
2 1 ? 7’§t<\/§"t‘\/2"r 16\/?)\) 2
[Va()dllsn SOx | 1+ w3 ) © " el

Esto demuestra el teorema. O

[V

para toda ¢ € H,,

er:*

Teorema 2.6. Sean t >0, s > —% y 1 > 0. Entonces V;(t) € B(L},,, H,,.).
Ademds,

1 1
IV,@®)6ll, < C (1 togE (nt)zsgl> 6y, (2.34)

Demostraciéon. Como ‘d)(k)’ < \/% Hd>||L11m,

oo

2 s ETAEINS PN
Va6l = > (1 k2)entH=1e | )|
k=—oc0
62, o (23
Lper 3 2ys (k| —[k[*)t
—rer (1+ k2)%en
2w e
Ahora bien,
Z (1 + k2)56"7(‘k‘7‘k‘3)t < 14+ 2S+1 4 22(2]{}2)56”(167163”
k=—o00 k=2 (2 36)
S 1 + 2S+1 + 2S+1 Z kQSefgtk;:s
k=2
Supongamos —% < s <0, como
n ntr3 3
di (7‘236_5”3) =2 lem e |:28 - SU;T } ) (2.37)
T
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403 .z . . .
2% es una funcién decreciente, para r > 2. Por consiguiente,

o oo
Z kQSe—gtkS < 9(2) + Z k_QSe—%th
k=2 k=3

< 2256*47# +/ ’1”2867 "f’;g dr (238)
2

7 r2Se”

3

o0 ntr
< 2% +/ r2%e” 2 dr
2

Ahora supongamos que s > 0. En este caso, de (2.37), tenemos que

4s s
=(— 2.

es el punto donde alcanza méximo la funcién r — r2se= 8t en [0,00). Si 0 <
ry <2, r— r2se=3tr’
Siry > 2, entonces r s r2%e~ 34 es creciente en [2, 7] y decreciente en [ry, 00).
Por lo tanto, en este caso

es decreciente en [2,00) y se obtendria (2.38), de nuevo.

o0 [ee)
Z k2567gtk3 < T%sefgtr? +/ r2se’gt’”3dr
- 2
k=2 N (2.40)
3 2 o0 n 3
— 67§S+/ r?e” 2t dr.
3nt 2
Como
o 3 2% 950
/ r2e 3 dp = 72+1/ x 3 e “dx
2 3(nt) 3 Ja
(nt) " (2.41)

2s+1
2% 2541
< 2541 r ( ) )
3(nt) s 3

teniendo en cuenta (2.38) o (2.40), tenemos que, para —1 < s <0 o para s > 0
con 0 <r; <2,

2s5+1

> 2 25+ 1 1
Y ke E <92 4 T T ( i > - (2.42)
=2 (nt)

3 3 3

y para s > 0 con r; > 2,

ik%e_%tkg < (45> ¥ + 2% r <28 il 1> ! (2.43)
=2 T \3) (¥ 3 3 ) ()" .

3

Combinando (2.42) y (2.43) con (2.36), obtenemos

0o 2
Z (1 4 kZ)SeTI(“Cl_“ClB)t S Cs 1 + 1 - + 125+1 ) (244)
(nt)s — (gt)~s

k=—o0
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donde

4\ ¥ 2% (2541
Cy = méx |14 2251 4 93+ gstl <36> 3 r< ; ) (2.45)
De (2.35), tenemos
2
IV, (8)ol < 2% (1 + (n;; + (nt)12%“> lol2, - (2.46)
Esto termina la demostracién. 0
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Capitulo 3

£ S
Teoria local en H,,,

En este capitulo examinaremos el buen planteamiento local en H,,,. del pro-
blema de Cauchy

para s > 1.
Pongamos en claro el sentido de la expresién

1
5(”9:)2 + Ugzz + 77(011,1; + Uuzxx)~

En realidad el término que representa mayores dificultades es el no lineal. Vea-
mos la siguiente proposicién.

Proposicién 3.1. Sea u € C([0,T], H,,). Entonces,
1. u, € C([0,T], H: L.

per

2. Upge € C([0,T], H33).

per

. ou e C([0,T], Hs,,.).

per

per

. (ug)? € C([0,T), LL.,), para s > 1.

per

(uz)? € C([0,T), Hy.2), para 1 < s.

per

3
4. (ug)? € C([0,T), HiY), para s > 3.
)

S8

Demostracion. 1, 2 y 3 siguen inmediatamente, ya que f — fo, f — foze ¥
f = of son transformaciones lineales continuas de Hy,, en H5_ !, H323 y H .,
respectivamente. 4 sigue inmediatamente del hecho de que H” es una &lgebra

de Banach r > % Veamos 5. Es claro que,

Pl = [ o o2

2 2
< lully < ulls
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Yy que

[(ua)? — (’Uz)zﬂL;”, < lw =2l flu+olly < lu =l [Ju+ol, (3-3)

para toda u y v € Hp,,.. De aqui sigue 5. Finalmente examinemos 6. Esta
afirmacion se sigue inmediatamente del teorema de encaje de Sobolev y de 4 o

5. De hecho, ya que

Fw)] < <=1y,
para toda f € Lper, tenemos que, para f € Lper7
s 2
2 _1 sl
1Py = > A+ k740 | fk)|
k=—o00
(3.4)
HfHLllm i 1
= 1 oniis
2w it (]_ + k2)2+6
para todo § > 0. Asi, si 1 < s < %, con § = % — s, de (3.4) se sigue que
(uz)? € C([0,7], Hief)- O

Gracias a esta ultima proposicién tenemos que, si, para s > 1y algin T > 0,
u € C([0,T], H3,,) es solucién de (3.1), entonces dyu € C([0,T], Hy:,?), donde

per
la derivada temporal de u la tomamos en el sentido fuerte, es decir, que

t+h) —u(t
lim M (um)2+umm+n(‘7“fc+gu$m)

h—0

+ =0, (3.5

s—3

1
2

donde el limite es tomado por derecha cuando ¢ = 0 y por izquierda cuando
t="T.

Apelando al principio de Duhamel y teniendo en cuenta el estudio que hici-
mos en el capitulo anterior de la ecuacién (2.1), para estudiar el buen plantea-
miento de la ecuacién (3.1), estudiaremos la siguiente ecuacién integral

1 t
ut.a) = Vo(t)o — 5 [ Valt = )(w(¢)at. (36)
0
donde {V;(t)} es el semigrupo introducido en la Definicién 2.1 del Capitulo 2.

Veamos ahora que esta ecuacion integral es equivalente al problema de Cauchy
(3.1).

Teorema 3.2. Supongamos que s > 1, ¢ € Hy,,. y T > 0. El problema (8.1)
es equivalente a la ecuacion integral (3.6) en Hp.,. Mds precisamente, para

ue C([0,T],Hs,,), we C'0,T], Hi.?) y es una solucion de (3.1), si, y sdlo
si, u satisface (3.6).
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Demostracion. Sea u € C([0,T], HS,,). Supongamos primero que u € C1([0, 77,

per

H323) y es una solucién de (3.1). Del Teorema 2.3, se sigue que

O (Vi(t = £)ult")) = Vit = #){aq(D)ut) + uur(t))
vy (Y

para t > t'. Luego, del teorema fundamental del célculo, se sigue que u satisface
la ecuacién integral (3.6).

Ahora supongamos que u satisface la ecuacién integral (3.6). Veamos primero
que la integral en (3.6) tiene derivada continua en H;Z 3. Para este efecto, del
Teorema 2.2 y de la parte 6 la Proposicién 3.1, tenemos

1 t+hV(t+h—t’)(u )2(t’)dt’—/tV(t—t’)(u V(tdt'| =
hlJo ! ! 0 ! ’ B

_ V(h})L—I/O Vi (t — t')(ua)2(£))dt'+

t+h
- %/t Vit +h =) (ug)*(t")dt',  (3.7)

para h > 0. Como u € C([0,T], HS,,) v satisface la ecuacién integral (3.6),

per
t
/ Vot — ) (un)*(£)dt' € C(0,T), HS,). (3.8)
0
Luego,
: V(h) —1 ! / 241 I __ ‘ / 241 /
Jim SO [V — P00 = ~a,(D) [ Vale— )0
(3.9)
en H32%. Por otro lado, tenemos
1 [tth
7 Vot +h =) (ue)*(t)dt — (ue)*(1)|| <
t
s—3

1 [ith
< E/t |Vt +h — 1) (ug)*(t) — (“x)Q(t)Hs,g dt'. (3.10)

Del Teorema 2.2 y la Proposicién 3.1, la funcién dentro de la integral de la parte
derecha de (3.10) es continua para t’' € [t,t + h]. Por consiguiente, del teorema
del valor medio para integrales, se sigue que

= 0. (3.11)

/ Vit + h = 1) (ua) () — (un)2(¢) !

h—>0+
s—3

28



En particular, tenemos que

: 1 h / 204/ / 2

lim 7 Vot +h —t)(ug) (t")dt’ = (ug)*(t) (3.12)
t

en H;;f’. Si h < 0, como antes, tenemos que

lH_h 7/u2//7t 7/u2//_
hl/o Vot + h— 1) ()2 (¢)dt /OVn(t ) () (t)dt}

AN t+h
= VO L [ et ) )20t +
- 0
1t
+ — Vi (t =) (ug)?(#)dt' . (3.13)
—h Jitn
Procediendo como en (2.19), se verifica que

HV(—h) o1

¢

< lolls,
3

S—

para toda ¢ € Hy,,.. Asf pues, de (3.8),

_ _ t+h
lim M}Lf/ Vit + b — 1) (ua) ()t =
- 0

h—0—
_ s V(_h) -1 K / 204/ !
= hli%lf T/o Vot —t")(ug)=(t)dt’, (3.14)
en H;e_,,?’. También tenemos que
lfim 1/t Vi (t — ") (ug)? () dt' = (uz)*(t) (3.15)
h—0— —h t+h K N N ’ '

en H;;f”. Por lo tanto, la integral en (3.6) tiene derivada con respecto a t en

HpoPy
dt _/u2//__ ¢ _/u2//u2
G [ vt =@ = —a0) [ Vit =)@ + ).

De aqui se sigue que u es derivable y satisface la ecuacién (3.1). O

Para v € C([0,T], H,,), sea

per

A(u)(t) =V, () — % /O Vi (t — 1) (ug )2 (t)dt'. (3.16)

Veamos que A(u) € C([0,T], H,,,), para s > 1. Basta ver que
t

Vit — ) () (t') '
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es continua en t. Gracias a los Teoremas 2.5 y 2.6, a la desigualdad (3.2) (si
1<s< %) y a que H*! es un 4lgebra de Banach (sis> %) tenemos que

per

Vi (t — ") (ua)* () |6 < fult — ) Jult)]I2, (3.17)
donde

r]t \/’ 2 16
1) VEE ) sis> %,
fs(t) = (nt ’
Cs (14 25+ —3r sil<s<3,
(mt)3 (nt

para t > 0. Como f; es localmente integrable se tiene que
t
[ vt =t ar e .,
0
Para h > 0 tenemos
/ Vit + h — 1) (up) () dt! —/ Vit — ') (ue)2(¢)dt =
—D/‘@@—mmg%wm%
0
t+h
+:/ Vi (t+h — ") (ug)? () dt
t

Ya que, de la desigualdad (3.17),

t+h
/ﬁ Vy(t+h —t') (ug) 2 (t)dt’

h
<sup ful} [ 7(r)dr
. o 0
tenemos la continuidad a derecha de

/O Vi (6 — ) (ug)2(¢') 1.
Sih <0,
t+h t
/ Vit + b — ) (ua) ()t — / Vit + ) (ug)2 ()t =

0 0

t+h
:/ <w@+h—wwg%wﬁ%

t+h

+ (Vy(=h +h) — /1 Viy(t 4+ h — 1) (ug)*(t)dt'—
4:/~EQ@ftXUﬁ%ﬂMﬂ
t+h
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para —t < h < h. Escogiendo h tal que

h
/ flr)ydr < €/3,
0

y haciendo uso de la desigualdad (3.17), tenemos que la norma en Hp,,. del

primer y tercer términos del lado derecho de la ltima ecuacién son menores

que €/3. Por un momento fijando este h, podemos tomar h suficientemente
pequerno tal que la norma en H,,, del segundo término la podemos hacer menor

que €/3. Por lo tanto, para h < 0 suficientemente pequefio,

t+h t
/ V(¢ 4+ h— ) (up)2(¢)dt’ —/ Vi (t — ) ()2 (¢)dt | < e.
0 0

S

Esto demuestra la continuidad a izquierda de

/Ot Vi (t — ') (ug)?(t)dt'.

Ast pues, para u € C([0,T], H,,,.), A(u) € C([0,T], H,.,)-

Observe que cualquier solucién de la ecuacién (3.6) es un punto fijo de A.
Lo que nos motiva a ver si A satisface las condiciones del teorema del punto fijo
de Banach en un subespacio métrico completo de C([0, T}, H;,,) conveniente.

Sean T', r nimeros reales positivos y s > 1. Sea

Xo(T,r,¢) = {u € C([0,T]; Hp,. )| S [u(t) = Va@)oll, <7} (3.18)

Este conjunto provisto con la métrica definida por

d(u,v) = sup |lu(t) —v(t)||
t€[0,7)

(3.19)

s’

para todo u y v € X (T, r,¢), es completo. Para conseguir que A sea una con-
traccién en X(T,r, ¢) debemos seleccionar de manera conveniente a 7. Veamos.
Un primer paso nos lo da la siguiente desigualdad, que sigue de (3.17) y la de-
sigualdad triangular,

At = Vool = |5 [ Vate =) )a

S

IN

1 t

5 [ IVt = )@ ar
2/0 t (3.20)
<G [ He=0 e

T
SCW+WMFA<Mﬂﬁ4
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Luego, para u € X (T,r, @), A(u) € Xs(T,r, @) si

Cr+ H¢Ils)2/0 fs(@)dt" <r. (3.21)

Como, de los Teoremas 2.5, 2.6, de la desigualdad (3.3) (si 1 < s < 2) o del

2
hecho de que H;;} es un &lgebra de Banach (si s > %) tenemos que

IV (t = ) ((ua)*(t) = (v2) ()]s <
< fo(t = )[lul®) = o) u®) + )]s, (3.22)

se sigue que

Au) = 400, = | 5 [t~ O00) - 0220t

S

< %/0 [Vt = ) ((ua)2() — (v2)2()]], dt’

i (3.23)
gg/mwwwwwwwwmmmwﬂ
0
T
scv+wwaA fo(t)dt (s v).
Ahora seleccionemos T tal que
T

1

ctr+lel) [ ft)ar <3 (3.24)

Luego, para el T que satisface las condiciones (3.21) y (3.24), se tiene que A es
una contraccién en X4 (T, r, ¢). Por lo tanto, existe u € Xs(T,r, ¢) tal que

Au) = u.

En otras palabras, u es solucién de (3.6) o, equivalentemente, de (3.1). Asi,
hemos demostrado parcialmente el siguiente teorema.

Teorema 3.3. Seann >0,s > 1y¢ € Hy,,.. Entonces, existe T = T(s, ¢, ,n)
> 0 y una inica funcién u € C([0,T], H,,) N C([0,T], H.?) solucién de (3.1).

La transformacion ¢ — v de HS,,. en C([0,T), HS,.,), donde v es solucidn de

per per
(3.1) con v en lugar de ¢, es continua.

Demostracion. Falta probar la unicidad de la solucién y la dependencia continua
del dato inicial. Para ello necesitamos el siguiente lema.

Lema 3.4. Supongamos que 8 >0,v >0, B+~v>1,a>0yb>0. Sea f una
funcion definida en [0,T], no negativa y tal que tY~1f(t) localmente integrable
alld. Si

ft) <a+ b/t(t e (AR (Y. (3.25)
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para casi todo (0,T), entonces

F(8) < B ((00(8))71),
dondev=0+v—-1>0y

Egq(y) =) cmy™

m=0

con co =1 y ¢, definido por la relacion de recurrecia <=+t =
0 m

D (m-++)

(3.26)

(3.27)

Cm
m entero no negativo.

Ademds,
Egq(y) =0 (yl/z(f?”ef“) :
cuando s — oo.

Demostracion. Ver el Lema 7.1.2 en [Hr]

T'(mv+~y+p8

y; para

(3.28)

O

Ahora probaremos la siguiente proposicién, que da una forma méas precisa

de lo que deseamos demostrar en el teorema.

Proposicién 3.5. Sean ¢ y ¢ € Hy,,., yu yv € C([0,T]; H;,,) las correspon-
dientes soluciones de la ecuacién en derivadas parciales que aparece en (3.1)
con u(0) = ¢ yv(0) = . Sea M = sup,¢cjo 1) [u(t)l|s + lv(t)||s. Entonces, para

te[0,77],
[u®) = o)l < Fs(@) ¢ — 2,

donde Fs(t) es una funcidn continua en t. Mds precisamente,

(3.29)

1. 511 <s< %, se puede tomar Fs(t) = Es—2s (ht), en donde Es—2: | es
G 5

como en (3.27) y

+

2s+1

2n~s 6

L (Mcs((nT)%l UALEN (5 - 2s>>

2. Sis> %, podemos tomar Fs(t) = FE
donde

G, T) = <W> oL 4 L 202 T2 116V T

Vi

(3.30)

2
Lo ((2ennr ) ) o - v,

(3.31)

Demostracion. Sean vy v como en el enunciado de la proposicién y sea w(t) =

u(t) — v(t). Luego, de la ecuacién integral (3.6), se sigue que

wlt) = V(6 =) =5 [ Vit =) ) = (0 ()i
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Tomando la norma en H,,, vy ya que V() es un semigrupo de contracciones,
de la desigualdad triangular, tenemos

o), < llo =l + 5 [ IVt =) 0) = el ae - (339

Ahora veamos como estd acotada la integral que aparece en esta ultima de-

sigualdad. Supongamos primero que 1 < s < % De (3.3) y del Teorema 2.6,

tenemos

/o [Vt = ) () (') - (vx>2<t’>><|s atf

t 1 /
<c (”((tt'»é P )” (Ol

+

_ _
<o [ I T OO 2y ar
nt—t)) s
_ C:M (T nT%+1 ¢ _zep1
< CMOD) n( PEL [y el o

(3.34)
Asf pues, de (3.33), llegamos a que

C,M((nT)*"
), < I =il + S

(1)t +1) /t(

0

t— )5 ()], dt

De aqui y gracias al Lema 3.4 sigue la proposicién si 1 < s < g, con F(t) como
en 1.
Supongamos ahora que s > % Del teorema 2.5, si A = 1, tenemos

[ W= a2 @) - )]
t 1 e f>(f+m) up)? — ()2t /
<af 1+ (o ))é) e Ol

t—t sl
(3.35)
Ahora bien, como

TR B N n
(n(t —))* -
< (W) D (V) (330)

n(t—t)
<G, T)(t—t)77,

34



donde G(n,T) es como en (3.31), se sigue que

[t = e - ) <
< ClG(n; O M/ -3 ||u( ) ’U(t/)Hsdt/ (3'37)

Luego, en este caso, de (3.33), obtenemos

t
lw®)ll, <l =, +01G(77,T)CSM/O (t =) % lw(t)ll,d"  (3.38)

De nuevo, del Lema 3.4 se sigue la proposicién para s > %, con Fi(t) como en
2. O

Esto completa la demostracién del Teorema 3.3 O

Un hecho bastante llamativo de las soluciones de la ecuacién (3.1) nos lo da
el siguiente teorema.

Teorema 3.6. Sea s > 1. Siu € C([0,T]; H;,,) es solucion de (3.1), entonces
ue C((0,T]; 7).

Demostracion. Mostraremos primero que si u € C([0,T]; H,,,), entonces u €

C((0,T); H5?), para cualquier 6 € (0,1). En efecto, como u satisface (3.6), del

per
Teorema 2.5, tenemos

Vit =3 [ Vale— ).t

s \ 6
s+

SIViOl+ 5 [ IVl =00
(e R
()
/Hv (=) (a2, 5 1"

Ahora examinemos la integral que aparece en (3.39). Trataremos dos situaciones
por separado: 1 < s < % y % <s
Sil<s< %, del Teorema 2.6 y (3.2), tenemos

(3.39)

ol +

per

LIt = 5@,y < [ Covat =) |0ty a
<Curs / St — 1) u()|? e’ (3.40)

< Cors sup [fu(®)]] / 5t

t'€[0,T]
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donde
1 1

2(s+8)+1 *
(nt)~ o

Puesto que % y % son menores a 1, si 0 < § < 1, f es integrable en

cualquier intervalo acotado en [0, 00).
Ahora veamos que pasa si s > % En este caso, del Teorema 2.5, con A = 149,
se sigue que

t
/OHVW(t_tI)(“w H(s 1)+(1+6) /CtSft_t [[(ua())?]],_, dt’

< Cus s ult)]: /f

t'€[0,T
(3.41)
donde

16v2(5+1
1 1 (\/5-&-\/2-&-%)
PR e .
2

En este caso, también f es integrable en cualquier intervalo acotado en [0, 00),
si 0 < 6 < 1. En particular, (3.39) implica que

lully 5 < CL8,m,0) 01l + Co(,m,8) sup |l (3.42)

€[0,T]

La continuidad de u, como funcién de (0,7] en H;;gfs, se sigue como en la
discusién precedente al Teorema 3.3.

Repitiendo una y otra vez el anterior razonamiento, se verifica que u €
C((0,TY; H;;,”‘S), para cualquier entero positivo n. En particular, tenemos el
teorema. O

Este ultimo teorema nos garantiza que si ¢ € H.
(3.1) tiene una solucién en el sentido clésico.

per» Para s > 1, la ecuacion
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Capitulo 4

Teoria Global

En este capitulo probaremos que el problema (3.1) es globalmente bien plan-
teado en los espacios de Sobolev reales h,.,. = {f € H,,, : Imf = 0}. Para ésto
usaremos los siguientes dos lemas.

Lema 4.1. FExiste una constante C' > 0 tal que

£l < CULI+ 112 1517, (4.1)

para toda f € H)

er

Demostracion. Es claro que para f € H,,,,si g = f — \/%f(O), entonces g €
Hl Cper ¥

per

/Wg@My=0 (4.2)

Luego, g(xg) = 0, para algin zo € [—m,7]. Ahora bien, como

€T

(mmfzz/’mmywm%

0

de la desigualdad de Cauchy Schwarz,

s < ( | z(g(y»%zy)% (/ x(g’(y»?dyf <2gllgl (43)

0 0
para todo x € [—m,n|. Por lo tanto,

2
+2]gl gl

2 | 1 -
@) <|=F0)
<c (117 + 11 1£1) -

Esto demuestra el lema. O
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En el siguiente lema mostramos algunas estimativas a priori, titiles en la
demostracién del buen plantemiento global de (3.1).

Lema 4.2. Sean T > 0, ¢ € hye,. yu € C([0,T];he,) la solucion de (3.6).
Entonces

2 5
Jull < Cr(lI8ll + VT (I&'lI” + 16]*))eT, (4.4)
uall < 191, (4.5)
(T i I
gl < [l AT, (4.6)
L1 ) It
C(n++—"— T
sl < N6 ) (4.7)
Y
||U7c||]2 < ||¢/||3 GCTSHPHE[O,T]||wz(t/)||1’ (4.8)
para j > 3

Demostracion. Mostraremos primero (4.5). Si w = u,
Wi+ WWy + Wegy + N(OWy + OWegy) =0
w(0) = ¢'.
Multiplicando en ambos lados de la ecuaciéon por w e integrando entre —7 y 7
(w,wy) + (W, wwz) + (W, Waae) + N(w, owy) + n(w, oWgesr) =0 (4.9)

Como (w,ww,) =0y (W, Weze) =0, y ya que w es una funcién a valor real,

H I* = —n(w, ows) = n(w, owsss)

(4.10)
= Z (%] = [K*) |@(k)[* < 0

k=—o0

va que |k| — |k|* < 0. Luego, ||[w(t)||* = |Juz(t)||> es una funcién decreciente en
t € [0,00) y, en particular, se satisface (4.5).
Mostremos (4.4). Multiplicando por u en ambos lados de la ecuacién (3.1) e
integrando entre —m y 7, tenemos
1

i(ua (ul)Q) + (U Ugzz) + (U, 0ug) + 0(U, OUzzz) = 0.

Ya que (4, tgzr) =0y —n(u, oty) — n(u, otgy,) < 0, del Lema 4.1, se sigue que

(u,us) +

2
7@ ||U|| < _i(ua (ux)Q) - 77(“, O'ux) - n(uaau:cxa:)
2
< ullog [zl

2 1 5
< Cllullluell™ + C llull? fJuzll> -
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De la desigualdad de Young y (4.5),

0 2 4 10 2
—— Ju||” < C(||lug||™ + [[ugll 3 ) + 2C ||u
20, [[ul (lusl[™ + fluall®) [ (411)

10
<"+ 1¢'11°) + 2C [[ul®

De esta tltima desigualdad y gracias a la desigualdad de Gronwall, tenemos

lull® < (61 + CT(1* + 16117 ))e2 T

Ahora veamos (4.6). Sea v = w, = Uy, Derivando con respecto a x en (4.9),
obtenemos que

v 4 02 4+ WUy F Vazg + N(0Vy + TVsps) = 0. (4.12)

Multiplicando por v en esta 1ltima ecuacion e integrando entre —m y m, se tiene
que

(v,v5) + (v,0%) + (v, WV5) + (V, Vazz) + (v, 0V) + NV, CVzzz) = 0

Como (v,vz02) = 0y (v,0?) = —2(v,wv,), de la desigualdad de Cauchy y el
Lema 4.1, se sigue que

%gt ||v||2 < (v, wvg) —N(v,00;) — NV, OVLza)
< llog Il vzl = (v, ovs) —77(0 OVzac)
< C ol ol (floll + [[olZ (o) 2) = 90, 0ve) = 1(v, 00zzz)
< C lloll (ol lfozll + [[olZ (o] 2) = 90, 0va) = 1(v, 00zzz)
Ya que
(v, 0vz) = NV, 0Vgza) =0 Z (|K| = %) [5(k)[*
f=—oc0
< > K )P (4.13)
[k|>2
< nllol* = nllvel?,

de la desigualdad de Young y (4.4),

10
5 101 < - Cler + ) ol ol + O™ 465 ) ol e = o
/
<C<n+||¢|| L 1] >|| .
n
donde 1C !
€ =€ = 77|¢” (4.14)



La desigualdad de Gronwall implica (4.6).
Mostremos (4.7). Derivando con respecto a x en ambos lados de (4.12) y
haciendo r = v,,, tenemos

re + 30r + wry + Tope + (0T + 0rpzr) = 0.

Multiplicando por r en ambos lados de la ecuacion, integrando entre —7 y 7
y teniendo en cuenta que (w,rr;) = —i(r,vr) y que (4.13) es vélida con r en
lugar de v, obtenemos

10 9
a5 9 ||’I"|| = 5(Ta wrﬂ;) - 77(7“7 0'7’1») - 77(7“7 O”ra;wz)
2 0y

< 5(r,wry) +nllrl* = nllr.?

De las desigualdades de Cauchy Schwarz y de Young, se sigue que

10 2 2 — -1 2 2
59, I < o+ Clev - ea) ol I 4+ e o e ™)l o) = |
a2
§C<n+ 12 e,
n n
donde ,
_ 440
€ =€ = ——.
n

De la desigualdad de Gronwall se sigue (4.7).
Finalmente mostremos (4.8). Haciendo el producto interno, en hfm, con w
en ambos lados de (4.9) tenemos

(w, we)j + (w, wwe)j + (W, Wawa)j + 1(w, oWz )j + N(W, OWara); =0 (4.15)
La desigualdad de Kato implica que
|(w, wwy);| < C gl wlf},
y como —n(w, owg); — N(W, 0Wgez); < 0y (W, Waze); = 0, se sigue que
5o 0l = (), = (s 72, = 1(10,000z2),
< Clwg |l [l

2
< Cllwll; Sl[tpT](szlll)
relo,

De nuevo, la desigualdad de Gronwall implica (4.8). Esto completa la demos-
tracion del lema. O

Ahora podemos establecer el buen planteamineto global del problema (3.1).
Haremos uso de las estimativas a priori del lema anterior junto con el principio
de extension, el Teorema 3.3 y el Teorema 3.6
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Teorema 4.3. Sea ¢ € h;,,., s > 1. Entonces, para cadan > 0, existe una unica

u € C([0,00); hs,,) solucién del problema (5.1) tal que dyu € C([0,00); hS.3).

y "per s 'Uper
Demostracion. Gracias al Teorema 3.6 es suficiente probar el teorema para s =
1. El Lema 4.2 implica que

l[ull, < K([¢ll,,T), (4.16)

para alguna funcién K continua y creciente en 7. Sea

T* =sup{T > 0] existe u € C([0,T],h},,) solucién de (3.1)}

per

Supongamos que 7™ < oo. El Teorema 3.3 nos garantiza que para algin T,
si ol < K(||¢ll,,T*), existe una @ € C([0,T],hl,,) solucién de (3.1) con

s per

a(0) = $. Luego, si ¢ = u(T* — %T), tenemos que a(t) = u(T* — %T +t), para
0<t< %T Por lo tanto, si

) u(t) sit< T,
v = ~ ~
a(t—T*+35T) siT*<t<T*+3T,

v(t) es solucién de (3.1) en [0, + %T] Esto contradice la forma en que se
definié T*. Luego, T* = cc. O
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