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T́ıtulo en español

Un modelo de TRI multinivel con una componente longitudinal para la habilidad
matemática de los estudiantes en Colombia.

Title in English

A multilevel IRT model with a longitudinal component for the mathematical ability of
the students in Colombia.

Resumen: En este documento se propone un modelo para estudiar el efecto longitudinal
de los colegios en el desarrollo de la habilidad matemática de los estudiantes en Colombia
entre los años 2009 a 2012. Se presenta un modelo multinivel longitudinal de TRI - Teoŕıa
de Respuesta al Ítem-, en el que se tiene en cuenta la estructura de asociación presente en
la habilidad matemática dentro y entre cohortes de estudiantes de una misma institución.
Para evaluar la construcción del modelo propuesto, se realiza una simulación de un
conjunto de datos longitudinales, con estructura jerárquica. El algoritmo de estimación
propuesto se encuentra bien especificado, dado que recupera los parámetros del conjunto
de datos simulados. Para la aplicación del modelo en el caso colombiano, se hizo uso
de la información socioeconómica y de las respuestas de los estudiantes a los ı́tems de
matemáticas de la prueba de estado para ingreso a la educación superior, SABER 11,
aplicada por el Instituto Colombiano para la Evaluación de la Educación ICFES, y el
formato C600 de educación del DANE. En el caso colombiano, para una muestra de
colegios, se evidencia un patrón en el comportamiento longitudinal del efecto de los
colegios sobre el desarrollo de la habilidad de matemáticas de los estudiantes de grado
11.La principal conclusión es que el modelo propuesto permite estudiar temporalmente el
efecto de los colegios teniendo en cuenta información socio-económica de tipo jerárquica
asociada tanto a los colegios como a los estudiantes.

Abstract: In this paper is proposed a model to study the longitudinal effect of schools
in the development of mathematics proficiency of students in Colombia between 2009 and
2012. A longitudinal multilevel Item Response Theory (IRT) model is showed considering
the asociation structure in the mathematics proficiency into and between cohorts of
students of the same school. There is performed a simulation os longitudinal data with
herarchical structure to asses the proposed estimation algorithm. In the application to
Colombian case, socioeconomic information and the responses of students to mathematics
items of SABER 11 tests, applied by Colombian Institute for Education Assessment
(ICFES) , are used in conjunction with C600 formal education survey, applied by National
Administrative Department of Statistics (DANE). In this application, for a sample os
schools, the most important result was to find a longitudinal pattern of he schools
effects on mathematics proficiency of students of grade 11. The main conclusion is that
the proposed model allows to study the temporal effect of schools taking into account
socio-economic information of two levels.

Palabras clave: Modelo Multinivel, TRI, datos longitudinales, MCMC, variable latente,
ı́tems comunes, equiparación.

Keywords: Multilevel model, IRT, longitudinal data, MCMC, latent variable, common
items,equating
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Introducción

La educación es uno de los principales motores que impulsan al crecimiento económico de
un páıs. Existen al menos tres aspectos en los cuales la educación afecta el crecimiento
económico. Primero, incrementa el capital humano, lo cual tiene un impacto sobre la pro-
ductividad laboral. Segundo, incrementa la capacidad de innovación en la economı́a, con
lo que se promueve el conocimiento de nuevos procesos, tecnoloǵıas y productos. Tercero,
facilita la difusión y transmisión de conocimiento, lo que es relevante para entender e inter-
pretar nuevas tecnoloǵıas inventadas por otros (Hanushek & Wobmann, 2010). Además,
como lo mencionan estos autores: “ La calidad de la educación tiene un fuerte efecto
económico”, por lo que las poĺıticas de los páıses debeŕıan estar encaminadas tanto a ga-
rantizar la cobertura en educación como a velar por el desarrollo de las habilidades de sus
habitantes.

En el sistema educativo colombiano 1 los estudiantes deben cursar distintos niveles de
formación: básica primaria, básica secundaria, media y universitaria. En estos niveles se
busca el desarrollo de competencias en diversas áreas, siendo las de lenguaje y matemáticas
dos de las más relevantes, por ser estas base fundamental para el desarrollo de las demás.
La evaluación de estas áreas es primordial para proponer ajustes en las poĺıticas educativas
y metodológicas que permitan optimizar el desarrollo de las competencias mı́nimas acordes
con cada etapa escolar.

Cada uno de los componentes que conforman el entorno educativo del estudiante influyen
en su logro académico (Bogoya, 2010); es aśı como el nivel socioeconómico, el colegio, el
departamento, el municipio y la nación tienen una contribución en el desarrollo del mismo.
Particularmente, el colegio, visto como el ambiente en donde el estudiante pasa gran parte
del tiempo durante su etapa de desarrollo, resulta de interés, pues dada esta cercańıa, es
posible implementar estrategias de alto impacto y con resultados a corto plazo.

Cuando se desea medir el efecto de estos factores en el logro académico de los estudiantes,
se recurre con frecuencia a los modelos multinivel dada la estructura jerárquica presente
en este tipo de datos; no obstante, en este caso la variable respuesta no es directamente
observable, por lo que seŕıa necesario recurrir a variables con las que se presuma exista
alta correlación. (Fox, 2001) propone los modelos multinivel de teoŕıa de respuesta al ı́tem
como una alternativa de modelamiento de datos con estructura de anidamiento y variable
respuesta latente. En estos modelos se estudia el efecto del conjunto de factores en la
variable de interés para un determinado punto del tiempo.

1En Colombia, la educación está fundamentada en la ley general de educación de 1994. En el año 2002
la ley fue modificada por el decreto 230, el cual modifica la ley en cuanto a evaluación y promoción de los
educandos y evaluación institucional.
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INTRODUCCIÓN VI

Sin embargo, no es suficiente con observar las contribuciones de los factores en un cor-
te transversal, hacer un estudio longitudinal del efecto de los mismos permite analizar
el comportamiento histórico, evaluar las estrategias implementadas y tomar acciones que
busquen mejorar la tendencia de tales efectos. En el caso de los colegios, una mirada lon-
gitudinal del efecto de los mismos en el logro académico de sus estudiantes, permitiŕıa
identificar modelos de enseñanza con efectos positivos y crecientes con condiciones socio-
económicas similares, realizar una caracterización de los colegios y evaluar los proyectos
implementados.

En este trabajo se propone un modelo multinivel de teoŕıa de respuesta al ı́tem para es-
tudiar el efecto longitudinal de los colegios en el desarrollo de la habilidad matemática.
La implementación del mismo se hará para una muestra de colegios en Colombia, los
resultados obtenidos serán usados para analizar el comportamiento histórico de las con-
tribuciones de los colegios y caracterizar los mismos según su entorno socioeconómico.
El análisis se realizará haciendo uso de los ı́tems evaluados en el área de matemáticas
en las pruebas saber 11 2 entre los años 2009 y 2012. La información socioeconómica de
los colegios se obtiene a partir del formulario C600 3 de educación. Los colegio factibles
de ser seleccionados en la muestra serán aquellos que hayan participado durante todo el
peŕıodo en estudio y las pruebas a considerar serán aquellas en donde el estudiante haya
contestado el cien por ciento de la misma. Con el fin de que tanto los parámetros de los
ı́tems como los de los individuos queden en la misma escala de medición para permitir la
comparabilidad de los resultados, se hace una equiparación mediante la técnica de ı́tems
comunes(Andrade D., 2000).

2un instrumento desarrollado e implementado anualmente por el instituto de colombiano para la evalua-
ción de la educación ICFES, el cual se aplica a los estudiantes que se encuentran terminando el grado 11,
quienes ya tengan el t́ıtulo de bachiller y deseen presentar de nuevo el examen o quienes hayan superado
la prueba de validación de conformidad con la ley.

3’Registro de Instituciones Educativas, Alumnos y Docentes de Preescolar, Básica (Primaria y Secun-
daria) y Media’ de acuerdo con la Ley 715 de 2001. Recopilado anualmente por el DANE



OBJETIVOS

Objetivo general

• Estudiar el efecto longitudinal de los colegios en el desarrollo de la habilidad en
matemáticas de los estudiantes en Colombia a través de un modelo de TRI multinivel
longitudinal.

Objetivos espećıficos

• Plantear una herramienta que permita analizar el comportamiento longitudinal del
efecto de los colegios en el desarrollo de la habilidad en matemáticas de sus estu-
diantes.

• Analizar las estimaciones del modelo propuesto y el ajuste del mismo al conjunto de
datos.

• Analizar la existencia de un patrón en el comportamiento longitudinal del efecto de
los colegios.

• Estudiar la relación de algunas covariables de interés, a nivel de colegio, y su efecto
en el desarrollo de la habilidad en matemáticas.
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CAPÍTULO 1

Marco teorico

1.1. Modelos de Teoŕıa de respuesta al ı́tem

Tradicionalmente los resultados obtenidos usando la teoŕıa clásica basada en el puntaje
(score) total en una prueba, han sido usados en el proceso de validación y selección de
individuos para otorgar cargos, para el ingreso a las universidades e incluso para la asigna-
ción de becas y est́ımulos académicos. El inconveniente que tiene esta metodoloǵıa es que
los resultados encontrados dependen del conjunto de items evaluados en el instrumento de
medición(Andrade D., 2000).

Una alternativa a la metodoloǵıa clásica, es el uso de técnicas de Teoŕıa de Respuesta
al Ítem - TRI, en la cual se proponen modelos para medir trazos latentes. Un trazo
latente es una caracteŕıstica que no puede ser medida directamente y que debe ser
inferida a partir de variables secundarias que esten relacionadas. En la TRI se plantea un
conjunto de modelos que buscan representar la probabilidad de que un individuo conteste
correctamente una pregunta, en función de los parámetros de los ı́tems y la habilidad
(trazo latente) del mismo en un área del espećıfica conocimiento, de tal manera que entre
mayor habilidad, mayor probabilidad de acierto en el ı́tem.

Una de las ventajas que tiene la TRI sobre la teoŕıa clásica es que permite la comparación
de los resultados obtenidos por individuos de una o más poblaciones, que hayan sido
medidos en una única prueba o en pruebas diferentes, mediante el uso de técnicas de
equiparación.

Los modelos propuestos en la TRI dependen fundamentalmente de cuatro factores:

i. Naturaleza de los items: dicotómico o politómico.

ii. Número de poblaciones involucradas: una o más poblaciones.

iii. Dimensión del trazo: modelos unidimensionales o multidimensionales.

iv. Distribución del trazo: simétrico o asimétrico.

1



CAPÍTULO 1. MARCO TEORICO 2

Los supuestos más generales de un modelo de teoŕıa de respuesta al ı́tem general son:

1. Independencia entre evaluados. Las respuestas de diferentes individuos son in-
dependientes.

2. Independencia condicional. Para un valor fijo del vector de trazos latentes, las
respuestas a diferentes items del test son independentes. En particular, las respuesta
de una misma persona en un test son independientes dado el valor de su trazo latente.

Algunos de los motivos por los que pueden fallar los supuestos antes mencionados son:

• La dimensión asumida para el espacio del trazo latente no es correcta

• Existen ”testlets” en la prueba. Un testlet define la agrupación de items en un solo
tema (basados en un solo est́ımulo) tal como un test de comprensión de lectura. Un
ejemplo, es cuando hay más de una pregunta relacionada de un mismo texto gúıa.

• Hay más de una población en el estudio cuando inicialemente se consideró solo una.

• Hay copia entre los evaluados.

1.1.1. El modelo loǵıstico de tres parámetros - 3pl

El modelo loǵıstico de 3 parámetros es el modelo más común para analizar items con
respuesta dicotómica unidimensional y está determinado por:

P (Uij = 1|θj) = ci + (1− ci)
1

1 + e−Dai(θj−bi)
, (1.1)

con i=1,2,· · · ,I y j=1,2,· · · ,n, donde:

• Uij : es una variable dicotómica que toma el valor 1, cuando el individuo j responde
correctamente al item i y 0 en otro caso.

• θj : es la habilidad o tazo lantente del indiviuo j.

• ai: es el párametro de discrimicación del item i .

• bi: es el párametro de dificultad del item i.

• ci: es el párametro de acierto casual del item i.

Además del modelo de tres parámetros existen otros modelos unidimensionales de res-
puesta dicotómicos de TRI que contemplan algunos de estos parámetros, tal es el caso del
modelo 1 pl, el cual solo tiene en cuenta el parámetro de dificultad del ı́tem o el modelo
2pl que no tiene en cuenta el parámetros de acierto casual.



CAPÍTULO 1. MARCO TEORICO 3

1.1.1.1. Curva Caracteŕıstica del ı́tem

La curva caracteŕıstica del ı́tem - CCI, es una representación gráfica de la probabilidad de
respuesta correcta a un ı́tem con parámetros de discriminación, dificultad y acierto casual,
de acuerdo al valor del trazo latente. El punto en donde inicia la curva de izquierda a
derecha en la figura 1.1, es valor del parámetro de acierto casual, este parámetro es una
cota inferior de la probabilidad de respuesta para los individuos con trazo latente muy bajo;
dado esto, es deseable que el valor de este parámetro sea cercano a cero. La inclinación de la
curva hace referencia al poder de discriminación del ı́tem, entre mayor sea esta inclinación
mayor será la discriminación del mismo. La discriminación es proporcional al cambio
instantáneo de la probabilidad de contestar correctamente el ı́tem al aumentar la habilidad
o trazo latente del individuo. Finalmente, el parámetro de dificultad en un modelo 2pl, es el
punto en donde una persona con ese valor del trazo latente tiene exactamente probabilidad
1/2 de contestar correctamente. Personas con trazo latente mayor que la dificultad del ı́tem
tienden a contestar correctamente el mismo. En la figura 1.1 se presenta un ejemplo de
una CCI para un ı́tem.1

Figura 1.1. Ejemplo de una curva caracteŕıstica del ı́tem.

1.1.2. Equiparación

La situación en donde se tienen una única población y una prueba con la cual se pre-
tende medir una habilidad, es solo un escenario de los que son factibles de presentarse.
A continuación se presentan 6 situación en cuanto al número de pruebas y el número de
poblaciones presentes en un estudio (Andrade D., 2000). Estas se presentan gráficamente
en la figura 1.22.

1Gráfica tomada de (Andrade D., 2000), con permiso del autor.
2Gráfica tomada de (Andrade D., 2000), con permiso del autor.
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1. Un único grupo evaluado en una única prueba.

2. Un único grupo, dividido en dos subgrupos, evaluados con dos pruebas completa-
mente distintas, es decir, sin items comunes.

3. Un único grupo, dividido en dos subgrupos, evaluados con dos pruebas parcialmente
distintas, es decir, con algunos items comunes.

4. Dos poblaciones haciendo una única prueba.

5. Dos grupos haciendo dos pruebas, completamente distintas (ningún ı́tem común)

6. Dos grupos haciendo dos pruebas, parcialmente distintas, es decir, con algunos items
comunes.

Figura 1.2. Representación gráfica de las 6 situaciones con en el número de grupos y tipos de
pruebas.

Es posible encontrar estudios en donde se cuente con un mayor número de poblaciones y
pruebas. En todo caso, estas situaciones son análogas a la que se presentó.

El problema de estimación dependera de si se cuenta o no con items que han sido calibrados
con anterioridad o si por el contrario todos los items son nuevos.

Las situaciones presentadas anteriormente podŕıan hacer que los resultados obtenidos no
sean comparables. La equiparación (Kolen & Brennan, 2004) es un procedimiento estad́ısti-
co que es usado para ajustar puntajes en pruebas, de tal manera que los puntajes en las
pruebas puedan ser intercambiables. La equiparación ajusta por diferencias en la dificultad
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entre pruebas que son construidas de manera similar en dificultad y contenido. En TRI
(Andrade D., 2000) esto significa colocar los parámetros de los items que provienen de
distintas pruebas o las habilidades de los individuos de diferentes grupos, en una misma
métrica, esto es, una escala común, haciendo que los items o habilidades sean comparables.

Existen dos tipo de equiparación a priori: equiparación v́ıa población y equiparación v́ıa
items comunes. Esto significa que hay dos maneras de poner tanto los parámetros de
los items como los de las habilidades en la misma escala: en la primera se usa el hecho
de que un único grupo de individuos es sometido a distintas pruebas, basta que todos
los items sean calibrados conjuntamente para garantizar que todos se encuentren en la
misma métrica. En el segundo caso, los items comunes son usados para garantizar que
las poblaciones involucradas tienen sus parámetros en la misma escala, los mismos serán
usados como enlace entre estas, para más detalles ver(Andrade D., 2000).

1.2. Datos longitudinales

Los datos longitudinales son frecuentemente usados en una gran cantidad de campos tales
como: medicina, salud, educación, económia, psicoloǵıa entre otros. Algunos otros nombres
que suelen darse a este tipo de datos es el de datos panel o medidas repetidas(Andrade &
Tavares, 2005).

El modelo longitudinal más simple es aquel que contempla una muestra de individuos en
estudio. Una medida es tomada repetidamente en el tiempo sobre cada individuo. El orden
temporal de tales medidas es relevante ya que la asocación entre medidas adyacentes será
mayor a la existente entre observaciones que se encuentren distantes en el tiempo.

Los datos longitudinales son multivariados pues es posible tener más de una respuesta por
sujeto pero también es posible medir mas de una variable en el mismo. La ventaja que
presenta este tipo de datos en comparación con los datos multivariados es que no todos
los individuos deben contar con la misma cantidad de observaciones.

Los datos longitudinales pueden tener estructura jerarquica o multinivel pues es posible
que los individuos observados pertenezcan de manera natural a un agrupamiento. Tal es
el caso de los estudiantes dentro de colegios o de pacientes en hospitales(Davis, 2002).

1.2.1. Modelo multinivel

En diversos estudios es frecuente la presencia de datos con estructura jerárquica, datos
que por su naturaleza presentan alguna estructura de anidamiento o agrupamiento. Tal
es el caso de los estudios poĺıticos, genéticos, geográficos o de educación; en donde un
individuo o elemento hace parte de un grupo o clasificación. Los modelos multinivel
son modelos estad́ısticos usados para análizar este tipo de datos teniendo en cuenta su
estructura(Snijders & Bosker, 1999).

Existen dos formas frecuentemente criticadas para analizar datos jerárquicos en un único
nivel. La primera es ignorar la estructura de asociación de los datos y asumir que son
independientes uno del otro, lo cual constituye una mala especificación que amenaza la
válidez de las inferencias. El segundo consiste agrupar los datos en un mayor nivel, con lo
que se pierde la información dentro de los grupo. La asociación presente entre los grupos
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es mayor a la que se presenta entre en los datos desagregados; esto produce sesgo en la
estimación de los errores estándar (Goldstein, 2011).

El modelo multinivel más común para analizar variables continuas es el modelo de dos ni-
veles, en el que se asume que los parámetros de regresión del nivel 1 tienen una distribución
normal multivariada a través de las unidades del segundo nivel. En estudios de educación
es frecuente asumir que los estudiantes constituyen el nivel 1. Estos estan indexados por
i(i =1,...,n y están anidados en el nivel 2 que se relaciona con los colegios,indexados por
j (j=1,· · · ,J). La variable respuesta del nivel 1, por ejemplo la habilidad del estudiante,
es denotada por Yij . Las Q covariables explicatorias del primer nivel estan relacionadas
con caracteŕısticas de los estudiantes tales como género y edad. También es posible usar
variables latentes como explicativas; es el caso de la inteligencia o la conciencia social.
Las covariables observables del primer nivel son denotadas por X mientras las variables
latentes por A. La formula del modelo del primer nivel está dado por:

Yij = β0j + · · ·+ βqjAqij + β(q+1)X(q+1)ij + · · ·+ βQjXQij + eij (1.2)

Donde el vector de errores aleatorios del primer nivel ,ej, se asumen normalmente distri-
buidos con media 0 y matriz de covarianza σj

2Inj. Los coeficientes de regresión del primer
nivel son usados como variables respuesta del segundo nivel aunque es posible restringir
la varianza de uno o mas parámetros a cero. Las covariables observables del segundo nivel
se denotan por W mientras las latentes se denotan por ζ para un total de S variables
explicativas en el segundo nivel. El modelo del segundo nivel esta dado por:

βqj = γq0 + · · ·+ γqsζsqj + γq(s+1)W(s+1)qj + · · ·+ γqSWSqj + uqj , (1.3)

para q = 0, · · · , Q. Donde el vector de errores aleatorios del segundo nivel uj se asumen
normalmente distribuidos con media 0 y matriz de covarianza T (Fox, 2001).

1.2.2. Modelo TRI multinivel

La combinación de un modelo multinivel con una o más variables latentes modeladas
mediante un modelo TRI es llamado un modelo multinivel TRI, este modelo fue intro-
ducido por (Fox, 2001). El planteamiento del modelo es el siguiente, suponga que la va-
riable categórica Yijk representa la respuesta de la persona i(i = 1, · · · , nj), del grupo j
(j = 1, · · · , J), en el item k (k = 1, · · · ,K). Sea θij la habilidad de las personas, θ denota
el vector de valores de los trazos latentes de todos los respondientes. En este caso, se
considera el modelo de multinivel de TRI que consiste de dos componentes, un modelo de
TRI de dos parámetros para p(Y|θ,a,b), donde a y b son las parámetros de los items y
un modelo p(θ|β,X,W) para la relación entre la variable latente y las variables explica-
tivas del primer y segundo nivel. La matrix X contiene la información de las covariables
de los individuos del primer nivel. Mientras la matrix W contiene la información de los
grupos en el segundo nivel y los β son los coeficientes de la regresión de θ en X. Luego la
probabilidad de que una persona con trazo latente θij conteste correctamente el item k,
usando un modelo probit, esta dada por:

P (Yijk = 1|θij , ak, bk) = Φ(akθij − bk) (1.4)
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donde Φ(·) denota la función de distribución normal estándar acumulada y ak y bk son los
parámetros de discriminación y dificultad del ı́tem k, respectivamente. Los parámetros de
los items pueden ser denotados por ξk=(ak, bk)

t.

La segunda componente del modelo, p(θ|β,X,W) espećıfica la relación entre las variables
explicativas y la variable latente v́ıa un modelo multinivel, como se muestra a continuación:

θij = β0j + · · ·+ βqjXqij + · · ·+ βQjXQij + eij , (1.5)

βqj = γq0 + · · ·+ γqsWsqj + · · ·+ γqsWSqj + uqj , (1.6)

para q = 0, · · · , Q, donde eij ∼ N(0, σ2) y uj ∼ N(0,T). Los parámetros γ son los
coeficientes de la regresión de β en W.

Existe un conjunto de alternativas para resolver el problema de identificacbilidad presente
en este modelo. Una de ellas es fijar la media y la varianza de la distribución de la habilidad
latente en cero y 1 respectivamente. Otra es poner restricciones de identificación en los
parámetros de los items. Tales como

∏
k ak=1 y

∑
k bk=0, lo cual implicaria reescalar los

valores muestreados en cada iteración. Una manera más sencilla es fijar un parámetro de
discriminación en 1 y uno de dificultad en 0.

1.2.2.1. Un procedimiento de estimación MCMC para un modelo TRI

(Albert, 1992) introdujo un procedimiento para muestrear la distribución posterior de
la que provienen los parámetros de los items y los individuos en un modelo probit de
dos parámetros usando el muestreador de Gibbs, introduciendo las técnica de variables
aumentadas como se explica más adelante.

Una generalización del algoritmo MCMC antes mencionado para el modelo multinivel de
TRI fue hecha por (Fox, 2010; Fox, 2004; Fox, 2002). En esta generalización, los parámetros
de los modelos definidos en (1.4), (1.5) y (1.6) son vistos como realizaciones de variables
aleatorias. Las inferencias sobre los parámetros son hechas en términos de la distribución
posterior de tales variables aleatorias. Sin embargo, la distribución posterior conjunta de
todos los parámetros del modelo es un poco complicada, como se verá más delante. Por lo
tanto, el conjunto completo de parámentros es dividido en un número de subconjuntos, de
tal manera que la distribición posterior condicional para cada subconjunto dados los valores
para los demás parámetros, tenga una forma tratable y pueda ser fácilmente muestreada.
Un procedimiento MCMC será usado para extraer muestras de la distribución posterior
condicional. Las cadenas MCMC son construidas usando el muestreador de Gibbs.

Como se mencionó anteriormente, para implementar el muestreador de Gibbs para el
modelo probit, Albert (1992) introdujó el concepto de variables aumentadas, variables
aletorias independientes, Zijk, para las cuales se asume una distribución normal con media
akθij − bk y varianza igual a uno. Se asume que Yijk=1 si Zijk¿0 y Yijk=0 en otro caso.
Sea Z=(Z11, · · · , ZnjJK) con realizaciones z=(z11, · · · , znjJK) y sea θ y ξ los vectores de
todos los parámetros de las personas y los items, respectivamente. Aunque la distribución
conjunta de (Z,θ, ξ) tiene una forma intratable, la distribución condicional total de cada
uno de los tres parámentros es fácil de simular. Cada iteración m consisite de de tres pasos:
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(1) Extraer Zm+1 de su distribución dados ξm y θm

(2) Extraer θm+1 de su distribución dados Zm+1 y ξm

(3) Extraer ξm+1 de su distribución dados Zm+1 y θm+1.

1.2.2.2. Un procedimiento de estimación MCMC para un modelo Multinivel
TRI

Para el caso del modelo multinivel de TRI propuesto por (Fox, 2001), los datos consisten
de las respuestas de los items Y, las valores de las variables explicatorias de los niveles 1
y 2, denotadas por X y W, repectivamente. Los parámetros Z, θ y ξ, los coeficientes de
regresión del modelo del nivel 1 ,β, los coeficientes del nivel 2, γ, y los componenetes de
varianza ,σ2, y T. La distribución posterior total de los parámetros dados los datos, esta
dada por:

p(z, θ, ξ,β, σ2,γ,T|y,X,W) ∝
J∏
j=1

nj∏
i=1

[[
K∏
k=1

p(zijk|θij , ξk, yijk)

]
p
(
θij |βj , σ2,Xj

)]
p (βj |γ,T,Wj) p(γ|T)p(ξ)p(σ2)p(T),

Con βj , Xj y Wj los coeficientes de regresión del nivel 1 y las variables explicatorias del
grupo j de los niveles 1 y 2, respectivamente. La definición de las matrices Xj y Xj se
presenta más adelante.

La distribución conjunta completa tiene una forma intratable y es muy dificil de simular.
Sin embargo es posible extender el algoritmo de (Albert, 1992)de tres a siete pasos y usar
el algoritmo de Gibbs para muestraerla. Cada paso consiste en muestrear de la posterior
de uno de los de siete vectores de parámetros Z,Θ,ξ,β,σ2,γ y T condicionado a los demás
parámetros. Estas distributicones condicionales totales son manejables y faciles de simular.
El problema se reduce a encontrar estas ditribuciones para el conjunto de parámetros.

Paso 1: Muestra de Z. Dados los parametros θ y ξ, las variables Zijk son independientes,
y

Zijk|θ, ξ, Y ∼ N(akθij − bk, 1) (1.7)

truncadas a izquierda por 0 si Yijk = 1, y a derecha por 0 si Yijk = 0.

Paso 2: Muestra de θ. Los parámetros de los trazos latentes son independientes dado Z,ξ,β
y σ2. Usando la ecuación (1.5) y (1.7) se tiene que
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p(θij |zij , ξ, βj , σ2) ∝ p(zij |θij , ξ)p(θij |βj , σ2)

∝ exp

(
−1

2

K∑
k=1

(zijk + bk − akθij)2

)

exp

(
− 1

2σ2
(θij −Xijβj)

2

)

donde Xij es una matriz de variables explicatorias de la persona i en el grupo j, esto es,
Xij = (X0ij , · · · , XQij)

t.

De la ecuación anterior se puede deducir que la distribución condicional de θij esta dada
por

θij |Zij , ξ,βj , σ2

(
θ̂ij/υ + Xijβj/σ

2

1/υ + 1/σ2
,

1

1/υ + 1/σ2

)
(1.8)

con

θ̂ij=

K∑
k=1

ak(zijk+bk)

K∑
k=1

a2k

y υ=

(
K∑
k=1

ak
2

)−1

ver (Fox, 2001)

Paso 3: Muestra de ξ. Condicionale en θ, Zk=(Z11k, · · · , ZnjJk)
t satisface el modelo lineal

Zk = [θ − 1]ξk + εk (1.9)

donde εk=(ε11k, · · · , εnJJk)
t es una muestra aletoria de N(0,In). Asumir independencia

entre los parámetros de los items facilita la escogencia de las a priori pues los conjuntos de
parámetros se pueden considerar separadamente. Una a priori no informativa que garantiza

que el parámetro de discriminación sea positivo es p(ξ)=p(a)p(b) ∝
K∏
k=1

I(ak > 0). De lo

anterior se tiene que

p(ξk|z, θ, β) ∝
J∏
j=1

nj∏
i=1

p(zijkakθij − bk, 1)p(ξk) ∝ exp
(
−1

2
(zk −Hξk)

t(zk −Hξk)

)
p(ξk)

con H=[θ -1]. Luego,

ξk|θ,Zk ∼ N(ξ̂k, (H
tH)

−1
)I(ak > 0), (1.10)

donde ξ̂k es el estimador de mı́nimos cudrados de (1.9).

Paso 4: Muestra de β. Se define Xj=(X1j , · · · ,Xij , · · · ,Xnjj)
t, con Xij como se definió

en el paso 2. Wj es el producto directo de Wqj = (W0qj , · · · ,WSqj)
t y una (Q+1) matriz

identidad, esto es, Wj = Wgj ⊗ IQ+1. Entonces la densidad posterior condicional total
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de βj dado el vector de trazos del grupo j, θj , la varianza del primer nivel,σ2, el vector
de coeficientes de segundo nivel ,γ, y la matriz de covarianzas del segundo nivel, T, esta
dada por

p(βj |θj , σ2,γ,T) ∝ p(θj |βj , σ2)p(βj |γ,T) ∝ exp
(
− 1

2σ2

(
βj − β̂j

)t
Xj

tXj

(
βj − β̂j

))
exp

(
−1

2
(βj −Wjγ)tT−1(βj −Wjγ)

)

con β̂j =
(
Xj

tXj

)−1
Xj

tθj . Esta distribución implica un modelo para la regresión de θj
en Xj , con βj los coeficientes de regresión, los cuales tienen una distribución normal a
priori inducida por el modelo del nivel 2 (1.6), es decir, la regresión de βj en Wj . Se define

σj = σ2
(
Xj

tXj

)−1
, d = Σj

−1β̂j + T−1Wjγ y D =
(
Σj
−1 + T−1

)−1
. Por lo tanto,

βj |θj , σ2,γ,T ∼ N(Dd,D) (1.11)

Paso 5: Muestra de γ. El vector γ es el vector de los coeficientes de la regresión de βj en
Wj . El estimador insesgado para γ será el estimador de mı́nimos cuadrados generalizados.
Luego

p (γ|βj ,T) ∝
J∏
j=1

p(βj |γ,T)p(γ|T) ∝ exp

−1

2

J∑
j=1

(βj −Wjγ)tT−1(βj −Wjγ)


usando una densidad a priori no informativa para γ, se tiene

γ|βj ,T ∼ N(γ̃,Ω) (1.12)

donde

γ̃ =

(
J∑
j=1

Wj
tT−1Wj

)−1
J∑
j=1

Wj
tT−1βj

es el estimador de mı́nimos cuadrados generalizados para γ, y

Ω =

(
J∑
j=1

Wj
tT−1Wj

)−1

es la varianza posterior condicional.

Paso 6: Muestra de σ2. La densidad a priori conjugada no informativa para σ2 es p(σ2) ∝
σ−2. Entonces la distribución posterior condicional para σ2 esta dada por

p(σ2|θ,β) ∝ p(θ|β, σ2)p(σ2) ∝ σ2−(N
2

+1)
exp

(
− N

2σ2
S2

)
,
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con S2 = 1
N

J∑
j=1

(θj −Xjβj)
t(θj −Xjβj). Entonces, la distriución posterior de σ2 dado θ

y β es una distribución inversa ji-cuadrado,

σ2|θ,β ∼ Inv − χ2(N,S2) (1.13)

Paso 7: Muestra de T. Wj y βj son las matrice de variables explicatorias y el vector de
coeficientes de regresión del nivel 2 de la unidad j, respectivamente. El modelo del nivel
2 para esta unidad puede ser escrito como βj = Wjγ + uj , con E(uj)=0, E(ujuj

t)=T.
Por lo tanto,

p (T|βj ,γ) ∝ p(βj |γ,T)p(T) ∝ |T|−
1
2 exp

(
−1

2
(βj −Wjγ)tT−1(βj −Wjγ)

)
p(T).

Se define S =
J∑
j=1

(βj −Wjγ)t(βj −Wjγ) y se sume una prior no informativa para T.

Agregando las unidades sobre el nivel 2 se tiene,

p(T|β,γ) ∝ |T|−
J
2 exp

−1

2

J∑
j=1

(βj −Wjγ)tT−1(βj −Wjγ)

 p(T)

= |T|−
J
2 exp

(
−1

2
tr(ST−1)

)
p(T)

= |T|−(J
2

+1)exp

(
−1

2
tr(ST−1)

)

y la distribución posterior de T dado β y γ es una distribución inversa- Wishart,

T|β,γ ∼ inv −Wishart(J,S−1). (1.14)

Con valores iniciales θ(0),ξ(0),β(0),σ2(0),γ(0) y T(0), el muestreador de Gibbs muestrea
iterativamente Z,θ,β,γ, σ2 y T de las distribuciones (1.7),(1.8),(1.10),(1.11),(1.12),(1.13)
y (1.14). Las componentes son actualizadas en el orden dado por los pasos 1-7. (Roberts
& Sahu, 1997) mostraron que una estrategia diferente de actualización puede afectar la
velocidad de convergencia.

Los valores iniciales también son importantes en la tasa de convergencia. Cuando se cuenta
con valores iniciales pobres, la convergencia será mas lenta. Por lo tanto, el siguiente
procedimiento puede ser usado para obtener mejores valores inciales. Usar el algoritmo
de (Albert, 1992) para estimar el modelo probit, es decir, con el supuesto de que θ se
distribute normal estándar la formula (1.8) se convierte en

θij |Zijk, ξ ∼ N

(
θ̂ij/υ

1/υ + 1
,

1

1/υ + 1

)
(1.15)
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y Z,θ y ξ pueden ser muestreados de las distribuciones (1.7), (1.10) y (1.11). Una vez el
muestreador de Gibbs ha convergido, las medias de los valores muestreados de (Z,θ, ξ) son
calculadas para iniciar el muestreo de las distribuciones (1.12), (1.13) y (1.14). Después
de convergencia, las medias de los valores muestreados de (β,γ, σ2,T) son usadas como
valores iniciales. Una vez todos los valores iniciales han sido estimados, la equiación (1.15)
puede ser reemplazada por (1.8), y el procedimiento MCMC de 7 pasos puede ser ejecutado
para estimar (Z,θ,ξ,β,γ,σ2,T).



CAPÍTULO 2

Modelo propuesto: verosimilitud y estimación

2.1. Modelo multinivel de TRI longitudinal en el segundo ni-
vel

En el modelo propuesto en este trabajo se considera que existe una medición repetida de
una unidad experimental en un peŕıodo determinado, en este caso esta medición es hecha
sobre las unidades que hayan sido establecidas en el segundo nivel. Dada esta medición
temporal sobre la misma unidad de análisis, se hace necesario considerar una estructura
de asociación o autocorrelación en el model que se pretende ajustar, en la cual sea posible
considerar distintas estructuras de asociación para cada colegio a través del tiempo. Esta
es la principal diferencia que existe entre este modelo y un modelo multinivel de TRI de
corte tranversal. Para el problema en estudio, la mirada longitudinal es hecha sobre os
colegios y los efectos de los mismos son estimados a partir de las matrices de respuestas
de los estudiantes en cada punto del tiempo. Dicho en otras palabras, en cada punto del
tiempo, cada colegio tiene una matriz de observaciones: las respuestas de sus estudiantes
a la prueba en ese punto.

El modelo considerando los parámetros de dificultd y discriminación está dado por,

P (Yijk
(t) = 1|θij(t), ak, bk) = Φ(akθij

(t) − bk) (2.1)

con i = 1, · · · , nj , el identificador del individuo, j = 1, · · · , J , el identificador del colegio
, k = 1, · · · ,K, el identificador del ı́tem y t = 1, · · · , T , el identificador del tiempo, y en
donde

donde:

• Yijk(t): es la respuesta del individuo i del grupo j del nivel 2 al k-ésimo ı́tem en el
tiempo t.

13



CAPÍTULO 2. MODELO PROPUESTO: VEROSIMILITUD Y ESTIMACIÓN 14

• θij(t): es la habilidad latente del i-ésimo individuo en el j-ésimo grupo del nivel 2 en
el tiempo t.

• ak : es el parámetro de discriminación del k-ésimo ı́tem.

• bk: es el parámetro de dificultad del k-ésimo ı́tem.

• Φ: Es la función de distibución normal acumulada.

Para realizar la estimación de los parámetros de los ı́tems se realiza una calibración de to-
dos los ı́tems en estudio, teniendo en cuenta que existen ı́tems comunes entre las pruebas.
Como consecuencia de lo anterior, se cuenta con una única estimación de los parámetros
de los ı́tems y no con una estimación por cada tiempo. Realizar una calibración conjunta
de los parámetros permite que estos sean comparables, lo que es necesario para poder
hacer el análisis de evoluación. Si se hace un análisis multinivel en cada punto de observa-
ción, los parámetros no serán comparables y la evolución no puede verse de manera precisa.

El modelo multinivel de TRI longitudinal queda especificado de la siguiente manera:

La regresión para los trazos latentes queda determinada por,

θij
(t) = β0j

(t) + ...+ βqj
(t)Xqij

(t) + ...+ βQj
(t)XQij

(t) + eij
(t), eij

(t) ∼ N(0, σ2(t)) (2.2)

para q=1,...,Q.

y,

βqj
(t) = γ0q

(t) + ...+ γqs
(t)Wsqj

(t) + ...+ γqS
(t)WSqj

(t) + uqj
(t) uqj

(t) ∼ N(0, τ2(t)) (2.3)

para s=1,...,S, en donde

• θij(t): es el trazo latente de i-ésimo individuo en el j-ésimo grupo del nivel 2 en el
tiempo t.

• Xqij
(t): es el valor de la q-ésima covariable del nivel 1 asociada con el individuo i del

grupo j del nivel 2 en el tiempo t.

• βqj(t): es el efecto medio en el trazo latente de los individuos del grupo j del nivel 2
por cada unidad de aumento en la q-ésima covariable del nivel 1 cuando las demás
covariables toman el valor cero en el tiempo t. Los coeficientes de la regresión del
nivel 1 pueden ser tanto latentes como fijos, por lo que se puede tratar de un modelo
de efectos mixtos.

• Wsqj
(t): es el valor de la s-ésima covariable del nivel 2 asociada al efecto aleatorio la

q-ésima covariable del nivel 1 del grupo j en el tiempo t .



CAPÍTULO 2. MODELO PROPUESTO: VEROSIMILITUD Y ESTIMACIÓN 15

• γqs(t): es el efecto de la q-ésima covariable del grupo j por cada unidad de aumento
en la s-ésima covariable del nivel 2 cuando las demás covariables toman el valor cero
en el tempo t.

• eij(t): es el término de error que resulta al escribir el trazo latente del individuo i en
términos de las variables explicativas del segundo nivel en el tiempo t. Los eij

(t) son
independientes.

• uqj(t): es el término de error que resulta al escribir los β′s en términos de la q-ésima
covariable del grupo j en el nivel 1 en el tiempo t. El vector de términos de error
del grupo j del nivel 2, uj , j = 1, · · · , J tiene distribución normal multivariada con
media cero y matriz de covarianza Σ. Esta es la matriz de asociación temporal entre
efectos de los coeficientes aleatorios presentes en el nivel 1 dentro y entre de los
grupos del nivel 2.

Se asume que no existe asociación entre los efectos aleatorios y los ruidos del nivel 1 en
ningún tiempo. Esto es:

Cov(βqj
(t), eij

(s)) = 0 para todo t, s con t, s = 1, ..., T (2.4)

Teniendo en cuenta que, eij
(s) es la parte no explicada en la respectiva regresión latente

entre el trazo latente y las covariables, no tiene sentido supone algún tipo de dependencia.

2.1.1. Análisis de correlación en el modelo

Al realizar varias mediciones de una unidad estad́ıstica a través del tiempo se crea una
estructura de asociación entre las mismas, ya que, la unidad de análisis no cambia. Por
otra parte, cuando se considera que los elementos sobre los que se realiza la medición se
encuentran agrupados, se induce una asociación de los individuos de cada grupo; la cual
se explica por la pertenencia al mismo.

A continuación se estudian las posibles asociaciones que se presentan en el modelo pro-
puesto.

2.1.1.1. Correlación en los efectos aleatorios

Para reducir la estructura de asociación presente en los efectos aleatorios del nivel 1 y
facilitar su estudio, se asume que las covariables de dos colegios diferentes en dos puntos
cualesquiera del tiempo no estan asociadas, esto es,

Cov(βqj
(t), βqj′

(s)) = 0 para todo s, t con s, t = 1, ..., T. (2.5)

Luego no existe correlación del efecto aleatorio de la q-ésima covariable en el grupo j
y el grupo j′ para dos puntos del tiempo. Esta restricción resulta intuitivamente razo-
nable, ya que, en principio no se espera que exista asociación entre los trazos latentes
de los estudiantes de dos cohortes de distintos colegios, por lo que los beta′s deben ser
independientes.
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Como consecuencia de lo anterior, se tiene que:

• La covarianza de los errores asociados al q-ésimo efecto aleatorio del nivel 1, medido
en dos grupos para dos puntos cualesquiera del tiempo es igual a cero, es decir,

cov(uqj
(t), uqj′

(s)) = 0 para todo s, t con s, t = 1, ..., T. (2.6)

Dado lo anterior, el estudio de la matriz Σ se reduce a la estructura de asociación presente
entre los efectos del primer nivel al interior de cada grupo del nivel 2 y la correlación de
los mismos entre los distintos grupos del nivel 2 para el peŕıodo del tiempo en estudio no
será tenida en cuenta.

2.1.1.2. Correlación en los trazos

La correlación de los efectos aleatorios inducen una estructura de asociación entre los
trazos latentes de los individuos, como se muestra a continuación:

Cov(θij
(t), θi′j

(s)) =

L∑
q′=1

L∑
q=1

Cov(βqj
(t), βq′j

(s))Xqij
(t)Xq′i′j

(s) + Cov(eij
(t), ei′j

(s)) (2.7)

para todo s,t con s,t=1,...,T. Con L el conjunto de coeficientes aleatorios del primer
nivel.

Como consecuencia del supuesto (2.5), no existe correlación entre la habilidad latente de
dos individuos de distintos grupos del nivel 2 para cualquier par de puntos en el tiempo.

Cov(θij
(t), θi′j′

(s)) = 0 para todo s, t con s, t = 1, ..., T. (2.8)

Es importante resaltar el hecho de que las habilidades son condicionalmente independien-
tes. Es decir, dado un colegio en particular los trazos de las habilidades de sus estudiantes
son independientes, con lo que se mantiene el supuesto de independencia de los modelos
TRI.

2.1.2. Notación matricial

Además de la estructura temporal que se esta considerando, el anidamiento presente en
los datos puede hacer un poco complejo el entendimiento del modelo. Pensando en esto,
se muestra a continuación la notación matricial del segundo nivel del modelo propuesto
cuando los coeficientes de la regresión del nivel 1 son aletorios.

Sea:

βj
(t)=

 β0j
(t)

...

βQj
(t)


Qx1

,βj=

 βj
(1)

...

βj
(T )


QTx1

,γq
(t)=

 γq0
(t)

...

γqS
(t)


Sx1

,γ(t)=

 γ0
(t)

...

γQ
(t)


SQx1

,
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uj
(t)=

 u0j
(t)

...

uQj
(t)


Qx1

,uj=

 uj
(1)

...

uj
(T )


QTx1

y

WQTxSQT =

 wqt,sqt,
Si la covariable s del nivel 2 se evalue en
el efecto q del nivel 1 en el tiempo t.

0, En otro caso.

donde wqt,sqt es el valor de la covarible s que fue evaluada en el efecto q en el tiempo t.

Entonces la regresión del nivel 2 se puede escribir matricialmente como:

 β1
(1)

...

βJ
(T )


︸ ︷︷ ︸

β

=

 W


︸ ︷︷ ︸

W

 γ(1)

...

γ(T )


︸ ︷︷ ︸

γ

+

 u1
(1)

...

uJ
(T )


︸ ︷︷ ︸

u

La matriz de varianzas del vector de los efectos aleatorios del nivel 1 para el colegio j en
el peŕıodo en estudio, es igual a:

Cov(βj) = Cov


 βj

(1)

...

βj
(T )


 = Σ

Despues de realizar el ajuste será posible verificar, v́ıa pruebas de hipótesis, si esta matriz
de correlaciones posee alguna de las formas conocidas (Andrade & Tavares, 2005).

2.2. Estimación

Para realizar la estimación del modelo propuesto se hace uso del procedimiento en siete
pasos planteado en el caṕıtulo anterior. Para tener en cuenta el hecho de un item haya
sido evaluado o no a un individuo en un determinado peŕıodo de tiempo, se incluye en
el proceso de estimación la matriz kappa. De tal manera que la entrada ij de la matriz,
toma el valor 1 si ı́tem fue evaluado y 0 en otro caso. En la figura 2.1 se presenta un
ejemplo de la manera en la que se realiza la construcción de esta matriz a partir de los
valores que toma la matriz de respuestas Y.
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Al tener en cuenta la matriz kappa, solo los términos que tienen valor 1 en esta matriz
son considerados en la verosimilitud.

El modelo propuesto presenta problemas de identificabilidad. Para resolver tal inconve-
niente y dado que se trata de un modelo longitudinal, se propone fijar los parámetros de los
ı́tems evaluados en el primer peŕıodo en estudio. Esto no solo permite la identificabilidad
del modelo sino además hace posible que las estimaciones de los parámetros de los demás
items en estudio queden en la misma escala de los items de referencia, lo cual permite
comparaciones.

Figura 2.1. Construcción de la matriz kappa.

2.2.1. Variables aumentadas

Para implementar el algoritmo de Albert(1992) presentado en el caṕıtulo anterior, es
necesario aumentar los datos. Es decir, introducir variables aletorias independientes Zijk

(t),

las cuales se asumen normalmente distribuidas con media akθij
(t) − bk y varianza igual a

1,esto es,

Yijk
(t) =

{
1, Zijk

(t) > 0

0, Zijk
(t) < 0.

(2.9)

2.2.2. Distribución posterior

Para el caso del modelo multinivel de TRI longitudinal propuesto, los datos consisten de
las respuestas de los items,Y, los valores de las variables explicatorias de los niveles 1 y
2, denotadas por X y W, respectivamente. Los parámetros Z,θ y ξ, los coeficientes de
regresión del modelo del nivel 1, β, los coeficientes del nivel 2, γ, y los componentes de
varianza σ2 y Σ para los tiempos y grupos del nivel 2 en estudio. La distribución posterior
total de los parámetros dados los datos, es:

p(z,Θ, ξ,β, σ2,γ,Σ|y,X,W) ∝
T∏
t=1

J∏
j=1

nj∏
i=1

[[ K∏
k=1

p(zijk
(t)|θij(t), ξk, yijk

(t))
cijk

(t)
]

p(θij
(t)|βj , σ2,Xj

(t))

]
p(βj |γ,Σ,Wj

(t))

p(γ|Σ)p(ξ)p(σ2)p(Σ)
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donde:

• cijk(t): es una variable indicadora que toma el valor 1 si el item k es evaluado al
individuo i del colegio j en el tiempo t y cero en otro caso.

con βj
(t), Xj

(t) y Wj
(t) los coeficientes de regresión del nivel 1 y las variables explicatorias

del grupo j de los niveles 1 y 2 en el tiempo t, respectivamente.

2.2.3. Procedimiento de estimación MCMC para un modelo Multinivel
TRI longitudinal

Usando la misma idea implementada por (?) es posible muestrear cada vector de paráme-
tros a partir de las distribuciones posteriores condicionando en los demás parámetros.

Paso 1. Muestra de Z. Dados los parámetros θ y ξ, las variables Zijk son independientes,
y

Zijk
(t)|θ, ξ,Y ∼ N(akθij

(t) − bk, 1)Icijk(t) (2.10)

truncadas a izquierda por 0 si Yijk
(t) = 1, y a derecha por 0 si Yijk

(t) = 0.

Paso 2. Muestra de θ. Los parámetros de los trazos latentes son independientes dados
Z, ξ,βyσ2. Usandola ecuación (2.2) y (2.10), se tiene que

p(θij
(t)(t)|zijk(t), ξk,βj , σ

2) ∝ p(zijk(t)|θij(t), ξk)
cijk

(t)

p(θij
(t)|βj , σ2(t)

)

exp

(
−1

2

K∑
k=1

cijk
(t) ∗ (zijk

(t)) + bk − akakθij(t)2
)

exp

(
− 1

2σ2
(θij

(t) −Xij
(t) − βj)

2
)

donde Xij
(t) es una matriz de variables explicatorias de la persona i en el grupo j en el

tiempo t, esto es, Xij
(t) = (X0ij

(t), · · · , XQij
(t))

t
.

De la ecuación anterior se puede deducir que la distribución condicional de θij
(t) esta dada

por

θij
(t)|zij(t), ξk,βj , σ

2(t) ∼
(
θ̂

(t)
ij /υ + Xij

(t)βj/σ
2(t)

1/υ + 1/σ2(t)
,

1

1/υ + 1/σ2(t)

)
(2.11)

con
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θ̂
(t)
ij =

K∑
k=1

cijk
(t)(ak(zijk

(t) + bk))

K∑
k=1

cijk(t)(ak2)

y υ =

( K∑
k=1

cijk
(t)ak

2

)−1

(2.12)

Paso 3.Muestra de ξ. Condicionalmente en θ, Zk = (Z11k
1, · · · , ZnjJk

T )
t

satisface el mo-
delo lineal

Zk = [θ − 1]ξk + εk (2.13)

donde εk = (ε11k
1, · · · , εnjJk

T )
t

es una muestra aleatoria de N(0, In). Asumir independen-
cia entre los parámetros de los ı́tems facilita l escogencia de las a priori pues los conjuntos
de parámetros se pueden considerar separadamente. Una a priori no informativa que ga-

rantiza que el parámetro de discriminación sea positivo es p(ξ) = p(a)p(b) ∝
K∏
k=1

I(ak>0).

De lo anterior, se tiene que

p(ξk|z,θ,β) ∝
T∏
t=1

J∏
j=1

nj∏
i=1

p(zijk
(t)akθij

(t) − bk, 1)p(ξk)

exp

(
−1

2
(z)k −Hξk

t(z)k −Hξk)

)
p(ξk)

con H = [θ − 1]. Luego,

ξk|θ,Zk ∼ N(ξ̂k, (H
tH)

−1
)I(ak > 0), (2.14)

donde ξk es el estimador de mı́nimos cuadrados de (2.3).

Paso 4. Muestra de β. Se define Xj = X1j
(1), · · · ,Xnjj

(T )t, con Xij
(t) como se definió

en el paso 2. Wj es el producto directo de Wqj = (W0qj
(1), · · · ,WSqj

(T ))
t

y una (Q+1)
matriz identidad, esto es, Wj = Wqj

⊗
IQ+1. Entonces la densidad posterior condicional

total de βj , esta dada por

p(βj |θj , σ2,γ,Σ) ∝ p(θj |βj , σ2)p(βj |γ,T) ∝ exp
(
− 1

2σ2

(
βj − β̂j

)t
Xj

tXj

(
βj − β̂j

))
∝ exp

(
−1

2
βj −Wjγ

tΣ−1βj −Wjγ

)

con β̂j = (Xj
tXj)

−1
Xj

tθj . Esta distribución implica un modelo para la regresión de θj
en Xj , con βj los coeficientes de regresión, los cuales tienen una distribución normal a
priori inducida por el modelo del nivel 2 (1.6), es decir, la regresión de βj en Wj . Se define

σj = σ2(Xj
tXj)

−1
, d = σj

−1β̂j + Σ−1Wjγ y D = (σj
−1 + Σ−1)

−1
. Por lo tanto,
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βj |θj , σ2,γ,Σ ∼ N(Dd,D) (2.15)

Paso 5. Muestra de γ. Es el vector de los coeficientes de la regresión de βj en W j . El
estimador insesgado para γ será el estimador de mı́nimos cuadrados generalizados. Luego

p(γ|βj ,Σ) ∝
J∏
j=1

p(βj |γ,Σ)p(γ|Σ) ∝ exp
(
−1

2

J∑
j=1

(βj −Wjγ)tΣ−1(βj −Wjγ)

)
(2.16)

usando una densidad a priori no informativa para γ, se tiene

γ|βj ,Σ ∼ (γ̃,Ω) (2.17)

donde

γ̃ =

( J∑
j=1

Wj
tΣ−1Wj

)−1 J∑
j=1

Wj
tΣ−1βj (2.18)

como el estimador de mı́nimos cuadrados generalizados para γ y

ω =

( J∑
j=1

Wj
tΣ−1Wj

)−1

(2.19)

es la varianza posteriori condicional.

Paso 6. Muestra de σ2. La densidad a priori conjugada no informativa para σ2 es p(σ2) ∝
σ2−1

. Por lo tanto, la distribución posterior condicional para σ2 esta dad por

p(σ2|θ,β) ∝ p(θ|β, σ2)p(σ2) ∝ σ2−(N
2

+1)
exp

(
− N

2σ2
S2

)
. (2.20)

con S2 = 1
N

J∑
j=1

(θj −Xjβj)
t(θj −Xjβj). Entonces, la distribución posteriori de σ2 dado

θ y β es una distribución inversa ji-cuadrado,

σ2|θ,β ∼ inv − χ2(N,S2). (2.21)

Paso 7. Muestra de Σ. Wj y βj son la matriz de variables explicatorias y el vector de
coeficientes de regresión del nivel 2 de la unidad j en todos los tiempos,respectivamente.
El modelo del nivel 2 para esta unidad puede ser escrito como βj = Wjγ+uj , E(uj) = 0,
E(ujuj

t) = T. Por lo tanto,

p(Σ|βj ,γ) ∝ p(βj |γ,Σ)p(Σ) ∝ |Σ|−
1
2 exp

(
−1

2
(βj −Wjγ)tΣ−1(βj −Wjγ)

)
p(Σ)

(2.22)
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Se define S =
J∑
j=1

(βj −Wjγ)t(βj −Wjγ) y se asume una a priori no informativa para

Σ. Agregando las unidades sobre el nivel 2 se tiene,

p(Σ|β,γ) ∝ |Σ|−
1
2 exp

(
− j

2

J∑
j=1

(βj −Wjγ)t(βj −Wjγ)

)
p(Σ)

= |Σ|−
j
2 exp

(
−1

2
tr(SΣ−1)

)
p(Σ) = |Σ|−

j
2

+1

(
−1

2
tr(SΣ−1)

)

y la distribución posterior de Σ dado β y γ es una distribución inversa-Wishart,

Σ|β,γ ∼ inv −Wishart(J,S−1) (2.23)

Los valores iniciales para los parámetros son obtenidos como se presentó en la sección
anterior.

El código desarrollado para implementar este algoritmo puede consultarse en el anexo 3.



CAPÍTULO 3

Simulación de los datos

En este caṕıtulo se revisa qué tan bien constrúıdo está el algoritmo de estimación, en el
sentido que recupera bien los parámetros del modelo. Con este fin, se simula un conjunto
de datos provenientes de un modelo multinivel de TRI longitudinal en el segundo nivel con
una variable explicatoria en ambos niveles. El intercepto del primer nivel es considerado
como un efecto aleatorio. El modelo usado en la simulación está dado por,

θij
(t) = β0j

(t) + β1j
(t)X1ij

(t) + eij
(t)

β0j
(t) = γ00

(t) + γ01
(t)W10j

(t) + u0j
(t)

β1j
(t) = γ10

(t)

(3.1)

con eij
(t) ∼ N(0, σ2), u0j

(t) ∼ N(0, τ2) y uj ∼ N(0,Σ), se consideraron T=3 periodos en
estudio. Las respuestas a los Ãtems fueron generadas de acuerdo a un modelo de TRI de
ojiva normal para tres pruebas conformadas aśı:

• prueba 1: consta de 25 Ãtems, con 6 Ãtems comunes con la prueba 2 y 2 Ãtems
comunes con la prueba 3

• prueba 2: consta de 29 Ãtems, con 6 Ãtems comunes con la prueba 1 y 5 Ãtems
comunes con la prueba 3

• prueba 3: consta de 34 Ãtems, con 2 Ãtems comunes con la prueba 1 y 5 Ãtems
comunes con la prueba 2

por lo que se cuenta con un total de 75 ı́tems en estudio, en la figura 2.1 se presenta la
manera en la que se conforma cada prueba. Se consideraron J=25 grupos en el segundo
nivel cada uno con nj=40 individuos del nivel 1, para un total de 1000 individuos en
cada tiempo y de 3000 en el peŕıodo en estudio. Los parámetros de la habilidad de los
individuos del nivel 1 son generados con el modelo multinivel dado en (2.10). Para la
matriz de covarianza del segundo nivel ,Σ, se usa una matriz compuesta simétrica, los
valores simulados para los parámetros de lo Ãtems, la varianza del segundo nivel ,τ2, la
covarianza, τ1, y la varianza del primer nivel ,σ2, se muestran en el anexo 1 en la tabla 3

23
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a la 8. Las variables explicatorias para todos los tiempos en el nivel 1, X, y en el nivel 2,
W, tienen distribución N(0, 1) y N(0.5, 1), respectivamente.

Figura 3.1. Construcción de las pruebas para la simulación.

Haciendo uso del algoritmo de (Albert, 1992), se obtienen los valores iniciales de los
parámetros de los Ãtems y las habilidades del modelo TRI. Después estos valores son
usados para estimar los valores iniciales de los parámetros del modelo multinivel longitu-
dinal en el segundo nivel. Finalmente para estimar los parámentros del modelo completo
se fijan las estimaciones de los parámetros de los Ãtems del primer año y se calibra. Para
cálcular los parámetros de los dos modelos fueron necesarias 1000 iteraciones en cada uno
de estos. Despúes de esto, 10.000 iteraciones se ejecutaron para estimar los parámetros
del modelo propuesto 1. La convergencia de las cadenas se comprobo mediante la prueba
diagnóstica de Geweke, la estimación a posteriori para cada parámetro en el modelo es
entonces el valor esperado de la cadena después de alcanzar convergencia.

La figura 3.2 presenta los gráficos de dispersión de los valores simulados versus los valores
estimados, se aprecia que el rango de los valores simulados es similar al de los valores esti-
mados, además existe una alta correlación entre estos valores, por lo que se puede afirmar
que los valores estimados se encuentran cerca a los valores simulados. Adicionalmente, los
intervalos de credibilidad del 95 % construidos a apartir de las cadenas de Markov para
cada parámetro contienen los valores simulados en la mayoŕıa de casos (ver tablas 3-8
del Anexo 1). El único parámetro simulado que no se encuentra dentro del intervalo es
la varianza del efecto de los colegios en el tercer tiempo; sin embargo, este valor no se
encuentra muy alejado del valor limite inferior del intervalo.

1En un intel Core i5 con 6 GB, 10.000 iteraciones tomaron 1 hora.
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Figura 3.2. Gráficos de dispersión parámetros estimados vs simulados



CAPÍTULO 4

Aplicación

En este caṕıtulo se usa el modelo propuesto para estudiar el comportamiento longitudinal
del efecto de una muestra de colegios, en el desarrollo de la habilidad en matemáticas de
sus estudiantes en Colombia entre los años 2009 y 2012, usando tal efecto como aleatorio
en el modelo multinivel. Para la selección de las covariables usadas en el primer nivel se
cuenta con la información socioeconómica suministrada por el ICFES.

4.1. Covariables usadas en los niveles

El C600 es un formulario censal del DANE, que se aplica anualmente a todas las sedes
educativas que ofrecen educación formal en el páıs, en los niveles de preescolar, básica
primaria, básica secundaria y media, pertenecientes al sector oficial y no oficial, ubicadas
en las zonas rural y urbana.El formulario está conformado por los siguientes módulos:

• Módulo I. Carátula única sede educativa.

• Módulo II. Organización institucional para la prestación del servicio educativo.

• Módulo III. Información sobre personal ocupado por la sede educativa

• Módulo IV. Información sobre matŕıcula, niveles de enseñanza, CLEI, modelos
educativos en la sede educativa.

• Módulo V. Información sobre matŕıcula y docentes por jornada.

• Módulo VI. Poblaciones especiales en la jornada (Ley 115, t́ıtulo III).

• Módulo VII. Promoción escolar del año lectivo anterior.

• Módulo VII. Información sobre tecnoloǵıas de la información y las comunicaciones.

• Módulo IX. Información sobre ingresos, costos y gastos de la sede educativa.

Considerando el contexto social y educativo colombiano para el peŕıodo en estudio y
con base en la información disponible, se presume que variables tales como el porcentaje
de estudiantes v́ıctimas del conflicto armado, la tasa de educandos reprobados dado el

26
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cambio en la forma de evaluación y promoción en los distintos grados para las diferentes
instituciones de educación1 y la razón de estudiantes por docente de matemáticas , podŕıan
ayudar a explicar el efecto de los colegios en el desarrollo de la habilidad en esta área.
Éstas y las siguientes variables que forman parte del formulario C600, serán tenidas en
cuenta en el modelamiento:

• Código DANE del colegio.

• Departamento en donde se encuentra ubicado el colegio.

• Sector al que pertenece el colegio (Oficial/No oficial).

• Área en donde está ubicado el colegio (Urbano/Rural).

• Máximo nivel de educación alcanzado por los profesores de matemáticas del colegio
que imparten clase en educación media.

Para el estudio hecho con la muestra de aprendizaje, solo se tendrán en cuenta los colegios
que dicten clases en educación media, para los cuales se tenga reporte del número de
profesores de matemáticas, del porcentaje de estudiantes v́ıctimas del conflicto armado y
que tegan información para todo el peŕıodo.

De acuerdo con (Bogoya, 2010), las condiciones del hogar es uno de los factores que
ayuda a explicar los logros académicos de un estudiante, junto con su habilidad inicial,
su desarrollo afectivo y otras variables que están relacionadas con el ambiente de aula de
clase, carateŕısticas del docente y del director de la institución a la cual asiste. (Maluendas,
2014) presenta un conjunto de funcionamientos con base en el enfoque de capacidades de
Sen2, usados en la construcción de un ı́ndice de bienestar multidimensional que busca
medir las condiciones del hogar. Estos funcionamientos son: vivir en un hogar seguro y
saludable, habitar una vivienda digna, acceder a instalaciones sanitarias, sentirse a salvo
ante fluctuaciones socioeconómicas y acceder a la dotación de enseres.

Teniendo en cuenta la información socioeconómica con la que se cuenta, solo fue posible
considerar tres de los cinco funcionamientos propuestos en la metodoloǵıa antes menciona-
da y son: habitar en una vivienda digna, acceder a la dotación de enseres y sentirse a salvo
ante fluctuaciones económicas. Las variables usadas en la construcción de cada funciona-
miento son presentadas en la tabla 9 de los Anexos. Los estudiantes que participan en el
análisis son aquellos para los cuales se cuenta con información para todas las variables de
interés en la base socioeconómica del ICFES. Para la ocupación y el nivel educativo de

1En el decreto 230 del 2002 se establecia una promoción mı́nima del 95 % de los estudiantes que finalicen
el año escolar en la institución educativa, se evaluaban logros, competencias y conocimientos de los alumnos
y se contaba con una escala de valoración cualitativa mientras que en el decreto 1290 de 2009 se le da
libertad a las instituciones educativas de definir la promoción y evaluación de sus educandos, se evalua la
forma en la que se desempeña el alumno y solo se requiere contar con una equivalencia entre la escala de
valoración usada y la escala de valoración nacional, esto para permitir cambios de los estudiantes entre las
instituciones.

2”Sen introduce los conceptos de funcionamientos y capacidades; las primeras entendidas como las
condiciones de vida que pueden o no ser alcanzadas por los individuos y las segundas como la habilidad para
alcanzar esas condiciones de vida. Las capacidades pueden entenderse como un conjunto de funcionamientos
interrelacionados. Los funcionamientos abarcan desde cosas muy sencillas como tener buena salud, estar
bien alimentado hasta realizaciones más complejas como ser feliz, tener dignidad o participar en actividades
comunitarias.”



CAPÍTULO 4. APLICACIÓN 28

los padres, se colapsan algunas de las categoŕıas que conforman estas variables (ver tabla
10 Anexos). Adicionalmente, dada la correlación existente entre estas variables se deci-
de dejar para el análisis, el máximo nivel educativo y ocupación reportado para los mismos.

El método estad́ıstico usado para la construcción del ı́ndice es un Análisis de Corres-
pondencias Múltiple - ACM (Lebart et al., 1995). Después de aplicar el método en cada
funcionalidad, usando el ingreso como variable suplementaria, se reescalan entre 0 y 100
las proyecciones de los individuos sobre el primer eje factorial. El ı́ndice se obtiene como
el promedio de tales proyecciones.

El criterio de (Benzecri, 1992) es usado para determinar la inercia o porcentaje de varianza
explicada por el primer factor del análisis de correspondencias en cada funcionalidad3.
Para las tres funcionalidades en estudio este valor es mayor al 90 %. En las gráficas
11 a la 13 del Anexo 2, se presenta el primer plano factorial para cada una de las
funcionalidades. El comportamiento que se aprecia en estas es el esperado, las categoŕıas
bajas de las variables están asociadas con valores bajos de la funcionalidad, mientras que
categoŕıas altas se asocian con valores altos en la misma, por lo que se afirma que existe
un ordenamiento de las categoŕıas de las variables a través del primer eje factorial.

De acuerdo con (Maluendas, 2014) cuando las categoŕıas presentan un ordenamiento en
el primer eje factorial de izquierda a derecha, el reescalamiento se realiza mediante:

Fij =
xij −minj(xij)

maxj(xij)−minj(xij)
∗ 100 (4.1)

donde Fij es la coordenada reescalada de la funcionalidad j del estudiante i y xij es la
coordenada original de la funcionalidad j para el individuo i.

Al realizar el reescalamiento los factores obtenidos son comparables, un estudiante que
tenga valores cercanos a cien en el factor reescalado es un estudiante que cuenta con
buenas condiciones en la respectiva funcionalidad, estas condiciones son más desfavorables
en la medida que el valor del factor tienda a cero.

El factor de bienestar calculado para el estudiante i en el estudio es obtenido como sigue:

IBi =

∑
j
Fij

3
(4.2)

Luego, para explicar la habilidad en matemáticas del estudiante se consideran como efectos
fijos el ı́ndice de bienestar y un factor de hacinamiento calculado como: la razón entre el
número de personas en el hogar y el número de cuartos disponibles en el mismo; los colegios

3.En el análisis de correspondencias simple y múltiple, generalmente, el número de ejes a retener se hace
por observación del histograma de valores propios, sin embargo no se conoce cuánta inercia está explicando
el análisis. Jean Paul Benzécri dió respuesta a este interrogante con un re-cálculo del aporte de cada eje a
la inercia explicada por el análisis de correspondencias”(Maluendas, 2014).
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son vistos como efectos aleatorios y en el modelo están representados por el coeficiente β0j .

4.2. Muestra de aprendizaje

Por tratarse de una primera aproximación al conjunto de datos en estudio, no es de interés
la selección de una muestra probabiĺıstica de los colegios, basta con elegir una muestra
de aprendizaje con la cual sea posible realizar un análisis preliminar del comportamiento
de tal efecto. No obstante, buscando que la muestra esté conformada por colegios de
todos los departamentos de Colombia, se usa ésta como variable de estratificación. Dado
lo anterior, los resultados obtenidos solo serán válidos para el conjunto de colegios que
conforman la muestra de aprendizaje. Sin embargo, si en trabajos futuros se contara con
una muestra probabiĺıstica, teniendo en cuenta adecuadamente los pesos muestrales, seŕıa
posible realizar inferencias sobre la población de colegios que reportaron información en
el formulario C600 del DANE para el peŕıodo.

El mecanismo de selección de la muestra de colegios fue el siguiente:

• Se determina el número de colegios por departamento.

• Si el departamento tiene cuatro o menos colegios todos son seleccionados.

• Si el departamento tiene entre 5 cinco y 30 colegios, se escoge el cincuenta por ciento
de estos.

• Si el departamento tiene más de 30 colegios, se selecciona el veinte por ciento de
estos.

La selección de la muestra de estudiantes se realizó de la siguiente manera:

• Determinar el número de estudiantes en cada colegio.

• Si el colegio tiene veinte estudiantes o menos, se selecciona el cincuenta por ciento
de estos.

• Si el colegio tiene más de veinte estudiantes, se selecciona el treinta por ciento de
estos.

Finalmente, la muestra de aprendizaje está conformada por 196 colegios y 19466 estu-
diantes educados durante los 4 años en estudio en estos establecimientos. En la muestra
no se seleccionó ningún colegio de la zona rural, por lo que se esta variable no será tenida
en cuenta en la especificación del modelo.

4.3. El modelo

Para estudiar el efecto longitudinal de los colegios en el desarrollo de la habilidad en
matemáticas de sus estudiantes, se propone el ajuste de un modelo multinivel de TRI con
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una componente longitudinal. Las covariables usadas en el primer nivel son: un ı́ndice
de bienestar (IB) y un factor de hacinamiento visto como el nÃomero de personas por
cuarto (FH), mientras que para el segundo nivel se consideran el departamento en donde
está ubicado el colegio (DEPTO), el sector al cual pertenece el colegio distinguiendo
entre urbano/rural (SECTOR), el máximo nivel educativo alcanzado por los profesores
de la institución (ND), el porcentaje de estudiantes v́ıctimas del conflicto (VICT), la
tasa de estudiantes reprobados (REPR) y el número de estudiantes por docente (EST).
El coeficiente β0j esel efecto neto del colegio j-ésimo en el desarrollo de la habilidad en
matemáticas de sus estudiantes.

El modelo propuesto para ajustar el conjunto de datos está dado por:

θij
(t) = β0j

(t) + β1j
(t)(IB) + β2j

(t)(FH) + eij
(t)

β0j
(t) = γ00

(t) + γ01
(t)(DEPTO) + γ02

(t)(SECTOR) + γ03
(t)(ND) + γ04

(t)(V ICT )

+ γ05
(t)(REPR) + γ06

(t)(EST ) + u0j
(t)

β1
(t) = γ10

(t)

β2
(t) = γ20

(t)

con eij N(0, σ2) , u0j N(0,Σ) , j=1,· · · ,196 , i=1,· · · ,nj(t) y t=1,· · · ,4.

El modelo fue ajustado en dos etapas, en un primer paso se ajusta un modelo de cor-
te transversal como el presentado en (Fox ,2001) para el año 2009; para esto se usa el
algoritmo de Gibbs presentado en el caṕıtulo introductorio con 15000 iteraciones y un
peŕıodo de calentamiento de 5000 iteraciones; después de convergencia, se obtienen las
estimaciones de los parámetros del modelo como el promedio de las cadenas de Markov.
En un segundo paso, las estimaciones obtenidas para el año 2009 son ancladas y usadas
para definir la escala de medición en el modelo longitudinal que considera los años 2009
al 2012, nuevamente para la estimación de parámetros se usa el algoritmo de Gibbs con
10000 iteraciones. Para determinar el peŕıodo de calentamiento se realiza una prueba de
convergencia de Geweke en cada una de las cadenas de los parámetros, las estimaciones de
los mismos son obtenidas como la media de las cadenas de Marcov luego de convergencia.

4.4. Resultados

A continuación se muestran los resultados obtenidos después del ajuste del modelo al
conjunto de datos. Para ver la significancia de los parámetros, se realiza una estimación
del modelo en el primer y segundo nivel, usando como variable respuesta el trazo latente
estimado en el proceso bayesiano. La tablas 4.1 y 4.2 presentan los resultados de las esti-
maciones de algunos efectos fijos y efectos aleatorios del modelo, junto con la significancia
de los mismos. La estimación de todos los parámetros del modelo se encuentra en el Anexo
2.

El departamento y el nivel educativo resultan ser significativo para explicar el efecto del
colegio, excepto para 2010 en donde ninguna variable resultó significativa. Este último
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Coefficients: Estimate Std. Error t value Pr(> |t|)
IB 2009 0.0028602 0.0004696 6.091 1.15e-09
FH 2009 -0.0155959 0.0082091 -1.900 0.057471
IB 2010 0.0030954 0.0004472 6.921 4.62e-12
FH 2010 -0.0211093 0.0091498 -2.307 0.021062
IB 2011 0.0043247 0.0004432 9.757 < 2e− 16
FH 2011 -0.0103892 0.0100288 -1.036 0.300249
IB 2012 0.0054068 0.0004338 12.464 < 2e− 16
FH 2012 0.0031062 0.0101041 0.307 0.758524

Tabla 4.1. Estimación de los efectos fijos del primer nivel

Coefficients: Estimate Std. Error LI LS

σ2 0.417 0.0106 0.3969 0.4326
τ1

2 2.164 2.5030 0.1623 5.9302
τ12 1.092 1.4504 0.0302 3.2769
τ13 1.062 1.4074 0.0311 3.2111
τ14 1.182 1.5534 0.0403 3.5261
τ2

2 2.077 2.3957 0.1608 5.7989
τ23 1.567 1.9147 0.0819 4.5495
τ24 1.374 1.7375 0.0583 4.0365
τ3

2 2.077 2.3957 0.1608 5.7989
τ34 1.520 1.9028 0.0749 4.4103
τ4

2 2.457 2.7748 0.2400 6.6782

Tabla 4.2. Estimación de las varianzas niveles 1 y 2
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comportamiento podŕıa explicarse por un tendencia creciente o decreciente del efecto para
este año en todos los colegios que conforman la muestra. El porcentaje de estudiantes
v́ıctimas del conflicto armado resulta significativo solo para 2009, esto estaŕıa relacionado
con la reducción en el porcentaje de victimas reportado por los colegios a partir de este
año. El calendario solo resulta ser significativo para el año 2012 y mayor para los colegios
con calendario OTRO.

En cuanto a las covariables del primer nivel se aprecia que el ı́ndice de bienestar resulta ser
significativo para los cuatro años, entretanto el factor de hacinamiento no es significativo
en ningún año.

Figura 4.1. Gráfico de perfiles del efecto neto de los colegios en la habilidad matemática.

En el gráfico de perfiles del efecto neto de los colegios en la habilidad matemática (Figura
4.1), se aprecia un patrón en el comportamiento del efecto de los colegios que conforman
la muestra. En particular, para el año 2010 se muestra un descenso en el efecto para todos
los colegios. Una de las posibles causas que pudo haber ocasionado este comportamiento
generalizado fue la transición entre el decreto 230 y el decreto 1290, dado el cambio en
la forma de promoción y evaluación de los educandos. Esta última hipótesis podŕıa ser
probada en un estudio posterior mediante una regresión en la que se use como variable
independiente el efecto estimado de los colegios y considerando entre otras variables
explicativas el decreto que rige para el peŕıodo.

Para estudiar si existe un comportamiento diferente en el efecto longitudinal de los colegios
para las distintas categoŕıas de las covariables del segundo nivel, se muestra el efecto
promedio longitudinal por cada una de estas.

En la figura 4.2, se observa que el efecto promedio longitudinal más alto es el de los colegios
con profesores que tienen posgrado pedagógico, seguido de los colegios con profesores que
tienen t́ıtulo profesional pedagógico. Por otra parte, los colegios que tuvieron el efecto
promedio más bajo para el peŕıodo fueron los colegios con docentes cuyo máximo nivel de
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Figura 4.2. Efecto promedio longitudinal por nivel educativo del docente.

estudio es normalista superior. Si este comportamiento se mantiene en un estudio superior,
para una muestra probabiĺıstica, se podŕıa concluir que es tan importante el dominio de
los temas en matemáticas del docente, como su formación en pedagoǵıa para el desarrollo
de la habilidad en matemáticas del estudiante.

Figura 4.3. Efecto promedio longitudinal por calendario.

En la figura 4.3 se muestra que no hay un distanciamiento considerable entre los efectos
promedio de los colegios de los dos tipos de calendario durante los tres primeros años .
No obstante para 2012 aumenta la brecha entre estos, lo cual es consistente con el hecho
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de que el parámetro que acompaña a la variable en la regresión del segundo nivel resulte
significativa para este año.

Figura 4.4. Efecto promedio longitudinal por sector.

En la figura 4.4, se observa que el efecto promedio de los colegios oficiales y privados en la
muestra está muy cercano para todos los años en estudio, lo cual explica el hecho de que
el parámetro que acompaña esta variable no resulta significativo.

Figura 4.5. Efecto promedio longitudinal por departamento.
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En cuanto al departamento, se aprecia un comportamiento diferente en el efecto promedio
de los colegios en la muestra a través del tiempo (Figura 4.5). Departamentos como San-
tander, Valle del Cauca y Boyaca presentan rendimientos promedio superiores al promedio
nacional para todos los años en estudio mientras departamentos como Vaupés, Amazonas,
Chocó y Magdalena tienen promedios inferiores al nacional. Los departamentos de Bogotá
y Antioquia se encuentran en el promedio nacional del efecto de los colegios. Para estu-
diar más a fondo este comportamiento en un trabajo futuro, seŕıa interesante estudiar la
posible asociación entre el efecto del colegio y su posición geográfica.

Figura 4.6. Efecto vs habilidad longitudinal.

La figura 4.6, muestra que existe una correspondencia en el comportamiento longitudinal
del efecto y la habilidad promedio en los colegios en la muestra, tanto la habilidad como
el efecto promedio del colegio tomaron un mayor valor para 2009. En los años siguientes
no parece haber ningún cambio considerable en el comportamiento de estas variables, sin
embargo si se aprecia un aumento en la variabilidad a partir de 2010. Adicionalmente, para
2009 exist́ıan más alumnos con resultados at́ıpicos en la parte superior de la distribución
de la habilidad en matemáticas.

La figura 4.7 presenta la distribución de la habilidad en matemáticas por año. En el eje x
se encuentra la dificultad de los ı́tems evaluados durante el peŕıodo en estudio y en color
azul los ı́tems comunes. A partir de 2010 se ampĺıa el rango en donde toma valores la
habilidad hacia la parte inferior del trazo, lo que tiene como consecuencia un aumento
en la variabilidad observada y una reducción en la habilidad media en compararción con
la observada en 2009. Además, se presenta un cambio en la forma distribucional de esta
variable, para los años 2009 y 2012 cuenta con un comportamiento distribucional unimodal
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Figura 4.7. Habilidad de los individuos y dificultad de los items .

mientras que para los años 2010 y 2011 es bimodal. Los ı́tems se encuentran distribuidos
a lo largo del trazo, no obstante seŕıa conveniente contar con más ı́tems que evalúen los
extremos de la distribución. Para ver como se distribuyen los ı́tems evaluados en cada uno
de los años se presenta la figura 4.8.

Figura 4.8. Distribución de items comunes por año.
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Para el año 2009 se observa un agrupamiento de los ı́tems en la parte inferior del trazo, por
lo que los individuos con más alta habilidad no quedaron bien medidos con esta prueba,
además se cuenta con muy pocos ı́tems comunes que no están bien distribuidos. Para el año
2010, hay una concentración en la parte media del trazo, nuevamente se cuenta con pocos
ı́tems comunes, que no están distribuidos a lo largo del trazo. Para 2011 se aprecia un
aumento en el número de ı́tems evaluados y una mejor distribución de los ı́tems comunes.
Finalmente, para 2012 se evaluaron más ı́tems y están distribuidos a lo largo del trazo, sin
embargo no hay una buena distribución de los ı́tems comunes.

Después de observar la distribución de los ı́tems a lo largo del trazo para los distintos años,
parece que el comportamiento bimodal del mismo para algunos tiempos no se explica por
esta distribución, pues a pesar de que existe un comportamiento diferente de los ı́tems
evaluados entre 2010 y 2011 (en el año 2011 se explora mejor el trazo) el comportamiento
bimodal en el trazo se mantiene. Es posible que este comportamiento se explique por la
forma en la que fueron seleccionados los estudiantes. Es importante recordar que no se
trató de una muestra probabiĺıstica, lo cual pudo haber causado sesgos. Pensando hacer un
mejor acercamiento al trazo latente de los individuos mediante una muestra probabiĺıstica,
es necesario considerar el score verdadero en la propuesta metodoloǵıca para la selección
de la muestra, con lo cual estudiantes de distintas habilidades seŕıan considerados en el
estudio y los resultados podŕıan ser inferidos a toda la población.

4.5. Ajuste del modelo

La evaluación del modelo propuesto incluye validar el cumplimiento de los supuestos hechos
previos al modelamiento. Para verificar los supuestos de normalidad , homocedasticidad y
detectar datos at́ıpicos se hace uso de los residuales latentes bayesianos, el valor de estos
residuales para la observación yijk

(t) en términos de las variables aumentadas es:

eijk
(t) = Zijk

(t) − akθij(t) + bk (4.3)

De la definición de variables aumentadas dadas θij
(t),ak y bk , los residuales latentes eijk

(t)

se distribucyen normal estándar. El cálculo de estos residuales se hace a partir de los
parámetros estimados. No fue posible obtener las cadenas de Markov de los mismos, como
lo indica (Fox, 2001), dado la dimensión de los datos.

4.5.1. Datos at́ıpicos

La figura 4.9 muestra los residuales latentes estandarizados, tan solo el 4.5 % de los resi-
duales tienen valores mayor a 2 o menores a -2, es decir que se tiene un bajo porcentaje
de datos at́ıpicos ,con lo que el modelo parece estar ajustando bien los datos.

4.5.2. Normalidad

Uno de los supuestos hechos sobre el trazo latente es que tiene distribución normal, para
probar este supuesto se muestra en la Figura 4.10 el qqplot de los residuales latentes.
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Figura 4.9. Residuales estandarizados.

Figura 4.10. qqplot residuales estandarizados.

4.5.3. Homocedasticidad

En el modelo propuesto, los residuales en el nivel 1 son asumidos homocedásticos pero
es posible que la varianza de estos resulte ser heterocedasticidad cuando dependen de
alguna variable explicatoria, particularmente en este caso la heterocedasticidad puede
presentarse al tener varianzas diferentes en los distintos años. Ahora, no considerar la
heterocedasticidad podŕıa conducir a inferencias erróneas sobre las pruebas de hipótesis
relizadas sobre la variable causante de tal efecto (Snijders & Bosker, 1999). Para probar
la hipótesis de homocedasticidad se realiza un test de Breusch- Pagan sobre la regresión
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del primer nivel usando los trazos latentes estimados como variables independientes, los
resultados fueron los siguientes:

Studentized Breusch - Pagan test

BP=1248, df=791, p-value < 2.2e-16

Por lo tanto, se rechaza la hipótesis nula de homocedasticidad, lo cual puede explicarse
por el aumento en la varianza de la habilidad a partir del año 2009, como se menciono
en la sección anterior. Las varianzas estimadas de las habilidades entre 2009 y 2012 son
0.43, 0.62, 0.65, 0.63 respectivamente. Estos valores no difieren considerablemente por
lo se espera que el hecho de no tener homocedasticidad no incida en gran manera en
las inferencias hechas sobre los parámetros del modelo. Aún aśı, es necesario considerar
distintas varianzas para cada año en un estudio posterior.



Conclusiones

• El modelo propuesto permite estudiar el efecto de los grupos considerados en el
segundo nivel sobre el trazo latente de los individuos a lo largo del tiempo sin sesgo.

• Los parámetros del efecto de los colegios en el tiempo, β0j
(t), tienen una gran utilidad

practica pues permiten estudiar la evolución de las contribuciones netas sobre el trazo
latente , con lo cual es posible identificar modelo pedagógicos que hayan tenido una
influencia histórica positiva. Además de ser un insumo para evaluar los proyectos
implementados al interior de las instituciones.

• Al considerar distintas covariables, esta herramienta es un insumo rico para estudios
posteriores en donde se tenga en cuenta la evolución temporal de los parámetros
dado que estos se encentran en la misma escala, por ejemplo, estudios de factores
asociados vistos a través del tiempo.

• Para la simulación se encuentra una alta asociación entre los valores simulados y
los estimados por el algoritmo propuesto. Más aún, la mayoŕıa de los parámetros se
encuentran dentro de los intervalos de credibilidad del 95 %, tan solo la varianza del
efecto de colegio para el último peŕıodo no se encuentra en dicho intervalo.

• Se identifica la existencia de un patrón en el comportamiento del efecto longitudinal
de los colegios en Colombia, para la muestra, con un descenso entre los años 2009 y
2010 y un comportamiento constante hasta 2012.

• El factor de bienestar resulta significativo para ayudar a explicar la habilidad en
matemáticas de los estudiantes, sin embargo el factor de hacinamiento no lo es.

• El máximo nivel de educación de los docentes y el departamento en donde el colegio
está ubicado, ayudan a explicar el efecto sobre la habilidad en matemáticas.
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Trabajo futuro

• Probar nuevas formas de la estructura de la matriz de covarianzas temporal y ver si el
error de estimación para estos parámetros disminuye y trabajar en la implementación
del algoritmo rjmcmc propuesto por (Azevedo et al., 2015).

• Estudiar la inclusión de pesos muestrales en el modelo propuesto.

• Calcular un indicador socioeconómico con base en la TRI con la información sumi-
nistrada por el ICFES y comparar los resultados obtenidos con la técnica ACM.

• Construir una clasificación de colegios usando el modelo propuesto.

• Estudiar la asociación entre el efecto de los colegios y su ubicación dentro del páıs.
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Anexo 1. Simulación

Tabla .3. Parámetros de discriminación simulados e intervalos de credibilidad.

parámetro simulación estimación sd LI LS

a1 0,11 0,10 0,09 0,00 0,32
a2 0,55 0,55 0,07 0,44 0,70
a3 0,16 0,16 0,03 0,11 0,21
a4 0,09 0,09 0,06 0,00 0,24
a5 0,94 0,94 0,07 0,81 1,08
a6 0,65 0,65 0,06 0,55 0,78
a7 1,33 1,33 0,09 1,16 1,50
a8 0,39 0,39 0,10 0,21 0,61
a9 0,69 0,70 0,06 0,59 0,82
a10 1,72 1,73 0,14 1,49 2,00
a11 0,57 0,58 0,05 0,50 0,67
a12 3,12 3,03 0,27 2,59 3,68
a13 0,53 0,53 0,02 0,48 0,57
a14 2,73 2,72 0,21 2,39 3,17
a15 1,84 1,85 0,20 1,55 2,26
a16 1,35 1,37 0,15 1,18 1,74
a17 0,63 0,64 0,07 0,55 0,83
a18 1,73 1,78 0,28 1,48 2,52
a19 3,55 3,59 0,38 2,92 4,36
a20 1,48 1,49 0,14 1,26 1,79
a21 0,41 0,42 0,20 0,06 0,81
a22 0,37 0,37 0,23 0,03 0,98
a23 2,84 2,88 0,32 2,31 3,44
a24 1,13 1,14 0,13 0,94 1,39
a25 1,36 1,36 0,11 1,15 1,59
a26 3,06 3,06 0,29 2,58 3,56
a27 2,02 2,06 0,27 1,74 2,73
a28 2,72 2,75 0,34 2,24 3,72
a29 1,08 1,09 0,06 0,96 1,22
a30 3,11 3,06 0,30 2,47 3,71
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parámetro simulación estimación sd LI LS

a31 0,65 0,68 0,13 0,52 1,05
a32 3,32 3,29 0,31 2,76 3,89
a33 0,44 0,44 0,06 0,34 0,56
a34 1,92 1,97 0,30 1,64 2,71
a35 3,96 3,84 0,48 2,91 4,71
a36 2,19 2,20 0,22 1,88 2,79
a37 0,61 0,63 0,10 0,54 0,93
a38 0,33 0,34 0,05 0,27 0,48
a39 1,22 1,22 0,09 1,07 1,41
a40 0,98 0,98 0,07 0,85 1,11
a41 2,55 2,56 0,28 2,10 3,16
a42 2,16 2,14 0,18 1,81 2,51
a43 3,11 3,09 0,24 2,62 3,53
a44 0,18 0,18 0,13 0,00 0,45
a45 2,26 2,26 0,18 1,86 2,60
a46 2,69 2,73 0,33 2,17 3,52
a47 1,71 1,72 0,14 1,48 1,98
a48 3,71 3,62 0,43 2,96 4,55
a49 1,69 1,71 0,13 1,54 1,94
a50 2,82 2,85 0,25 2,54 3,36

Tabla .4. Parámetros de dificultad simulados e intervalos de credibilidad.

parámetro simulación estimación sd LI LS

b1 -3,32 -3,31 0,35 -4,06 -2,71
b2 -2,41 -2,41 0,15 -2,72 -2,14
b3 -0,26 -0,26 0,04 -0,34 -0,17
b4 2,53 2,53 0,15 2,26 2,84
b5 1,13 1,13 0,08 0,98 1,28
b6 1,54 1,54 0,08 1,38 1,71
b7 -1,52 -1,52 0,11 -1,75 -1,31
b8 -3,13 -3,13 0,31 -3,79 -2,59
b9 1,33 1,32 0,08 1,17 1,48
b10 0,47 0,47 0,09 0,32 0,63
b11 -0,48 -0,48 0,05 -0,58 -0,37
b12 0,50 0,49 0,14 0,26 0,73
b13 0,47 0,46 0,04 0,38 0,54
b14 -1,98 -1,98 0,16 -2,27 -1,70
b15 0,05 0,05 0,14 -0,16 0,25
b16 1,32 1,32 0,14 1,07 1,57
b17 -0,08 -0,08 0,07 -0,22 0,05
b18 3,35 3,36 0,25 2,88 3,86
b19 1,11 1,11 0,24 0,76 1,49
b20 -0,39 -0,39 0,11 -0,57 -0,21
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parámetro simulación estimación sd LI LS

b21 -2,91 -2,92 0,28 -3,50 -2,43
b22 -3,22 -3,21 0,42 -4,25 -2,55
b23 0,02 0,01 0,19 -0,26 0,29
b24 -0,72 -0,72 0,10 -0,89 -0,56
b25 -0,02 -0,03 0,11 -0,20 0,15
b26 0,27 0,25 0,19 -0,04 0,55
b27 2,38 2,38 0,23 2,00 2,86
b28 0,67 0,66 0,20 0,35 1,03
b29 1,78 1,79 0,14 1,54 2,07
b30 -0,44 -0,44 0,17 -0,72 -0,15
b31 3,51 3,53 0,27 3,03 4,10
b32 -0,77 -0,76 0,20 -1,12 -0,46
b33 2,60 2,59 0,18 2,26 2,98
b34 3,44 3,44 0,27 2,93 4,03
b35 2,78 2,83 0,27 2,22 3,37
b36 0,58 0,57 0,16 0,33 0,84
b37 1,67 1,67 0,10 1,48 1,88
b38 0,61 0,61 0,07 0,48 0,74
b39 1,15 1,16 0,13 0,92 1,39
b40 -0,14 -0,14 0,09 -0,29 0,01
b41 1,10 1,08 0,21 0,75 1,44
b42 0,31 0,30 0,10 0,13 0,48
b43 0,25 0,25 0,13 0,03 0,47
b44 3,42 3,41 0,42 2,76 4,40
b45 2,13 2,14 0,17 1,81 2,47
b46 2,27 2,29 0,29 1,78 2,94
b47 1,09 1,09 0,11 0,89 1,29
b48 -1,30 -1,27 0,19 -1,62 -0,94
b49 0,61 0,61 0,09 0,47 0,75
b50 1,44 1,44 0,16 1,22 1,71

Tabla .5. Parámetros de coeficientes fijos primer nivel.

parámetro simulación estimación sd LI LS

βano1 0,00 -0,01 0,02 -0,05 0,03
βano2 -1,22 -1,25 0,06 -1,31 -1,11
βano3 0,62 0,63 0,05 0,45 0,69
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Tabla .6. Parámetros de coeficientes fijos segundo nivel.

parámetro simulación estimación sd LI LS

γ0ano1 0,12 0,20 0,25 -0,30 0,69
γ0ano2 -0,18 -0,14 0,29 -0,71 0,42
γ0ano3 2,08 2,14 0,40 1,29 2,89
γ1ano1 2,05 2,23 0,22 1,81 2,66
γ1ano2 -0,84 -0,78 0,32 -1,41 -0,14
γ1ano3 -0,42 -0,61 0,28 -1,16 -0,06

Tabla .7. Parámetro de varianza del primer nivel.

parámetro simulación estimación sd LI LS

σ2 0,2 0,21 0,017 0,15 0,23

Tabla .8. Parámetros de varianza del segundo nivel.

parámetro simulación estimación sd LI LS

Σ11 1,0 0,97 0,33 0,51 1,78
Σ12 0,2 -0,02 0,27 -0,56 0,51
Σ13 0,2 -0,03 0,37 -0,80 0,71
Σ22 1,0 1,27 0,45 0,64 2,34
Σ23 0,2 0,22 0,44 -0,61 1,19
Σ33 1,0 2,46 0,92 1,03 4,63



Anexo 2. Aplicación

Figura .11. ACM enseres 2009 a 2012
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Tabla .9. Recatgorización del nivel educativo y ocupación de los padres.

Variable Categoŕıa original Nueva Categoŕıa

Ninguno
No tuvo escuela SIN ESTUDIO
preescolar
Básica primaria
Primaria completa PRIMARIA
Primaria incompleta

Nivel educativo Madre / Padre
Básica secundaria
Secundaria completa SECUNDARIA
Secundaria incompleta
Media vocacional
Tecnólogo o técnico
Técnica o tecnológica comple-
ta

TECNICO

Técnica o tecnológica incom-
pleta
Universitario
Profesional incompleta UNIVERSIDAD
Profesional incompleta
Posgrado POSGRADO
No sabe 99

Ocupación Madre / Padre
Básica secundaria
Secundaria completa SECUNDARIA
Secundaria incompleta
Media vocacional
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Tabla .10. Estimación de los efectos fijos del segundo nivel para 2009

Coefficients: Estimate Std. Error t value Pr(> |t|)
DPTO5 2009 9.610e-01 3.734e-01 2.573 0.010303 *
DPTO8 2009 8.512e-01 3.812e-01 2.233 0.025897 *
DPTO11 2009 1.013e+00 3.762e-01 2.692 0.007305 **
DPTO13 2009 1.121e+00 4.017e-01 2.790 0.005429 **
DPTO15 2009 1.295e+00 3.968e-01 3.264 0.001158 **
DPTO17 2009 9.240e-01 3.608e-01 2.561 0.010683 *
DPTO18 2009 8.631e-01 4.169e-01 2.070 0.038857 *
DPTO19 2009 1.129e+00 4.020e-01 2.807 0.005160 **
DPTO20 2009 1.076e+00 4.055e-01 2.654 0.008159 **
DPTO23 2009 9.592e-01 4.020e-01 2.386 0.017326 *
DPTO25 2009 1.028e+00 3.855e-01 2.666 0.007882 **
DPTO27 2009 8.673e-01 4.324e-01 2.006 0.045340 *
DPTO41 2009 9.266e-01 3.807e-01 2.434 0.015226 *
DPTO44 2009 9.659e-01 4.123e-01 2.342 0.019479 *
DPTO47 2009 8.857e-01 3.993e-01 2.218 0.026899 *
DPTO50 2009 8.721e-01 3.897e-01 2.238 0.025572 *
DPTO52 2009 1.280e+00 4.388e-01 2.916 0.003672 **
DPTO54 2009 1.041e+00 3.987e-01 2.612 0.009219 **
DPTO63 2009 9.636e-01 3.933e-01 2.450 0.014569 *
DPTO66 2009 8.650e-01 3.915e-01 2.210 0.027503 *
DPTO68 2009 1.205e+00 3.836e-01 3.142 0.001757 **
DPTO70 2009 9.318e-01 4.091e-01 2.278 0.023094 *
DPTO73 2009 1.049e+00 3.857e-01 2.720 0.006720 **
DPTO76 2009 1.239e+00 4.350e-01 2.849 0.004534 **
DPTO81 2009 8.960e-01 4.052e-01 2.211 0.027384 *
DPTO85 2009 1.111e+00 3.959e-01 2.808 0.005151 **
DPTO86 2009 9.233e-01 4.113e-01 2.245 0.025136 *
DPTO91 2009 8.743e-01 4.690e-01 1.864 0.062770 .
DPTO94 2009 1.039e+00 4.383e-01 2.372 0.018019 *
DPTO95 2009 1.135e+00 4.855e-01 2.339 0.019670 *
DPTO97 2009 9.913e-01 4.695e-01 2.111 0.035146 *
DPTO99 2009 5.003e-01 4.697e-01 1.065 0.287178
calenOtro 2009 -1.081e-01 2.088e-01 -0.518 0.604927

POST. OTRO 2009 -6.541e-01 3.900e-01 -1.677 0.094034 .
POST. PEDAGOGICO 2009 -3.098e-01 3.667e-01 -0.845 0.398447

PROF. OTRO 2009 -3.651e-01 3.629e-01 -1.006 0.314729
PROF. PEDAGOGICO 2009 -3.480e-01 3.634e-01 -0.958 0.338633
TECN. PEDAGOGICO 2009 -6.477e-01 4.241e-01 -1.527 0.127250

Privado 2009 1.439e-01 1.150e-01 1.251 0.211383
razon docente 2009 9.851e-05 2.527e-04 0.390 0.696788

tasa reprobados 2009 -3.013e-01 4.000e-01 -0.753 0.451485
victimas 2009 -4.042e-01 1.508e-01 -2.680 0.007559 **
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Tabla .11. Estimación de los efectos fijos del segundo nivel para 2010

Coefficients: Estimate Std. Error t value Pr(> |t|)
DPTO5 2010 -1.092e-01 3.390e-01 -0.322 0.747402
DPTO8 2010 -2.037e-01 3.486e-01 -0.584 0.559280
DPTO11 2010 -1.707e-01 3.450e-01 -0.495 0.620872
DPTO13 2010 -3.263e-01 2.893e-01 -1.128 0.259839
DPTO15 2010 -2.681e-01 3.660e-01 -0.733 0.464087
DPTO17 2010 -2.163e-01 3.639e-01 -0.594 0.552409
DPTO18 2010 -1.995e-01 3.781e-01 -0.528 0.597995
DPTO19 2010 2.313e-02 3.626e-01 0.064 0.949157
DPTO20 2010 -9.363e-02 3.693e-01 -0.254 0.799921
DPTO23 2010 -1.046e-01 3.650e-01 -0.286 0.774656
DPTO25 2010 -3.257e-01 3.550e-01 -0.917 0.359317
DPTO27 2010 -3.173e-01 3.772e-01 -0.841 0.400486
DPTO41 2010 -2.326e-01 3.465e-01 -0.671 0.502336
DPTO44 2010 -2.794e-01 3.708e-01 -0.754 0.451381
DPTO47 2010 -1.209e-01 3.590e-01 -0.337 0.736402
DPTO50 2010 -2.476e-01 3.604e-01 -0.687 0.492368
DPTO52 2010 -2.547e-01 4.080e-01 -0.624 0.532650
DPTO54 2010 1.778e-02 3.667e-01 0.048 0.961341
DPTO63 2010 -2.218e-01 3.568e-01 -0.622 0.534458
DPTO66 2010 -3.751e-01 3.649e-01 -1.028 0.304399
DPTO68 2010 -1.698e-01 3.483e-01 -0.488 0.626063
DPTO70 2010 -2.299e-01 3.634e-01 -0.633 0.527205
DPTO73 2010 1.601e-01 3.556e-01 0.450 0.652770
DPTO76 2010 4.613e-02 4.030e-01 0.114 0.908898
DPTO81 2010 -3.647e-01 3.744e-01 -0.974 0.330365
DPTO85 2010 -1.240e-01 3.642e-01 -0.341 0.733543
DPTO86 2010 -1.054e-01 3.696e-01 -0.285 0.775520
DPTO91 2010 -1.725e-01 4.407e-01 -0.391 0.695669
DPTO94 2010 -5.014e-02 3.992e-01 -0.126 0.900096
DPTO95 2010 2.747e-01 4.483e-01 0.613 0.540263
DPTO97 2010 7.150e-02 4.478e-01 0.160 0.873200
DPTO99 2010 1.062e-01 4.441e-01 0.239 0.811175
calenOtro 2010 -6.508e-02 2.083e-01 -0.312 0.754769

POST. OTRO 2010 2.300e-01 3.659e-01 0.628 0.529931
POST. PEDAGOGICO 2010 -1.361e-01 3.370e-01 -0.404 0.686375

PROF. OTRO 2010 -3.146e-02 3.314e-01 -0.095 0.924399
PROF. PEDAGOGICO 2010 -8.913e-02 3.370e-01 -0.264 0.791505
TECN. PEDAGOGICO 2010 -2.262e-01 3.733e-01 -0.606 0.544789

Privado 2010 1.903e-01 1.203e-01 1.582 0.114165
razon docente 2010 2.800e-04 2.709e-04 1.034 0.301753

tasa reprobados 2010 1.861e-01 3.765e-01 0.494 0.621261
victimas 2010 9.020e-02 1.597e-01 0.565 0.572489
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Tabla .12. Estimación de los efectos fijos del segundo nivel para 2011

Coefficients: Estimate Std. Error t value Pr(> |t|)
DPTO5 2011 -6.797e-01 3.036e-01 -2.238 0.025553 *
DPTO8 2011 -8.063e-01 3.160e-01 -2.552 0.010951 *
DPTO11 2011 -6.601e-01 3.086e-01 -2.139 0.032796 *
DPTO13 2011 -9.162e-01 3.321e-01 -2.759 0.005976 **
DPTO15 2011 -7.989e-01 3.335e-01 -2.395 0.016918 *
DPTO17 2011 -5.934e-01 3.268e-01 -1.816 0.069875 .
DPTO18 2011 -7.558e-01 3.421e-01 -2.209 0.027535 *
DPTO19 2011 -4.722e-01 3.353e-01 -1.408 0.159507
DPTO20 2011 -5.921e-01 3.329e-01 -1.779 0.075796 .
DPTO23 2011 -4.555e-01 3.258e-01 -1.398 0.162644
DPTO25 2011 -8.296e-01 3.216e-01 -2.580 0.010114 *
DPTO27 2011 -3.368e-01 3.398e-01 -0.991 0.321918
DPTO41 2011 -5.840e-01 3.135e-01 -1.863 0.062946 .
DPTO44 2011 -5.749e-01 3.307e-01 -1.738 0.082671 .
DPTO47 2011 -5.360e-01 3.202e-01 -1.674 0.094594 .
DPTO50 2011 -7.160e-01 3.248e-01 -2.204 0.027878 *
DPTO52 2011 -7.623e-01 3.162e-01 -2.411 0.016196 *
DPTO54 2011 -3.787e-01 3.313e-01 -1.143 0.253504
DPTO63 2011 -1.061e+00 3.250e-01 -3.266 0.001152 **
DPTO66 2011 -1.114e+00 3.275e-01 -3.402 0.000714 ***
DPTO68 2011 -7.568e-01 3.112e-01 -2.432 0.015293 *
DPTO70 2011 -8.901e-01 3.232e-01 -2.754 0.006059 **
DPTO73 2011 -3.588e-01 3.203e-01 -1.120 0.263097
DPTO76 2011 -5.035e-01 2.849e-01 -1.767 0.077652 .
DPTO81 2011 -5.859e-01 3.301e-01 -1.775 0.076422 .
DPTO85 2011 -5.088e-01 3.319e-01 -1.533 0.125771
DPTO86 2011 -5.505e-01 3.305e-01 -1.666 0.096291 .
DPTO91 2011 -1.396e-01 4.207e-01 -0.332 0.740111
DPTO94 2011 -2.457e-01 3.669e-01 -0.670 0.503342
DPTO95 2011 -1.253e-01 4.149e-01 -0.302 0.762796
DPTO97 2011 -2.536e-01 4.122e-01 -0.615 0.538615
DPTO99 2011 -6.082e-01 4.144e-01 -1.468 0.142697
calenOtro 2011 -1.155e-01 1.711e-01 -0.675 0.500002

NORMALISTA SUPERIOR 2011 6.130e-01 4.611e-01 1.329 0.184192
POST. OTRO 2011 6.904e-01 3.207e-01 2.153 0.031729 *

POST. PEDAGOGICO 2011 5.485e-01 2.998e-01 1.830 0.067771 .
PROF. OTRO 2011 6.187e-01 3.103e-01 1.994 0.046631 *

PROF. PEDAGOGICO 2011 5.084e-01 3.015e-01 1.686 0.092334 .
TECN. OTRO 2011 4.403e-01 3.768e-01 1.168 0.243114

TECN. PEDAGOGICO 2011 7.511e-01 3.667e-01 2.048 0.040992 *
Privado 2011 1.562e-01 1.316e-01 1.187 0.235679

razon docente 2011 5.630e-04 2.785e-04 2.021 0.043667 *
tasa reprobados 2011 3.948e-03 2.971e-01 0.013 0.989402

victimas 2011 -7.298e-02 1.721e-01 -0.424 0.671719
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Tabla .13. Estimación de los efectos fijos del segundo nivel para 2012

Coefficients: Estimate Std. Error t value Pr(> |t|)
DPTO5 2012 -7.119e-01 2.858e-01 -2.491 0.013004 *
DPTO8 2012 -9.334e-01 3.070e-01 -3.040 0.002463 **
DPTO11 2012 -8.576e-01 3.010e-01 -2.849 0.004538 **
DPTO13 2012 -9.952e-01 3.249e-01 -3.064 0.002283 **
DPTO15 2012 -8.444e-01 3.296e-01 -2.562 0.010639 *
DPTO17 2012 -8.858e-01 3.197e-01 -2.771 0.005764 **
DPTO18 2012 -9.802e-01 3.426e-01 -2.861 0.004374 **
DPTO19 2012 -5.695e-01 3.275e-01 -1.739 0.082593 .
DPTO20 2012 -6.456e-01 3.243e-01 -1.991 0.046935 *
DPTO23 2012 -8.495e-01 3.201e-01 -2.654 0.008170 **
DPTO25 2012 -9.094e-01 3.115e-01 -2.920 0.003634 **
DPTO27 2012 -9.818e-01 3.361e-01 -2.921 0.003614 **
DPTO41 2012 -7.598e-01 3.053e-01 -2.488 0.013095 *
DPTO44 2012 -8.257e-01 3.264e-01 -2.529 0.011675 *
DPTO47 2012 -8.754e-01 3.122e-01 -2.804 0.005211 **
DPTO50 2012 -8.135e-01 3.178e-01 -2.560 0.010704 *
DPTO52 2012 -8.484e-01 3.095e-01 -2.742 0.006292 **
DPTO54 2012 -5.177e-01 3.254e-01 -1.591 0.112083
DPTO63 2012 -1.166e+00 3.164e-01 -3.686 0.000248 ***
DPTO66 2012 -1.232e+00 3.168e-01 -3.888 0.000112 ***
DPTO68 2012 -8.777e-01 3.054e-01 -2.874 0.004197 **
DPTO70 2012 -9.653e-01 3.205e-01 -3.012 0.002700 **
DPTO73 2012 -6.099e-01 3.150e-01 -1.936 0.053310 .
DPTO76 2012 -8.398e-01 3.047e-01 -2.756 0.006025 **
DPTO81 2012 -1.086e+00 3.282e-01 -3.310 0.000987 ***
DPTO85 2012 -8.882e-01 3.235e-01 -2.746 0.006213 **
DPTO86 2012 -7.685e-01 3.251e-01 -2.364 0.018389 *
DPTO91 2012 -1.105e+00 5.027e-01 -2.198 0.028305 *
DPTO94 2012 -1.011e+00 3.629e-01 -2.785 0.005520 **
DPTO95 2012 -3.246e-01 4.144e-01 -0.783 0.433811
DPTO97 2012 -8.190e-01 4.049e-01 -2.023 0.043547 *
DPTO99 2012 -1.281e+00 4.076e-01 -3.143 0.001752 **
calenOtro 2012 4.865e-01 1.721e-01 2.827 0.004847 **

POST. OTRO 2012 1.933e-01 3.569e-01 0.542 0.588277
POST. PEDAGOGICO 2012 6.222e-01 2.920e-01 2.130 0.033533 *

PROF. OTRO 2012 5.060e-01 3.053e-01 1.657 0.097974 .
PROF. PEDAGOGICO 2012 5.289e-01 2.901e-01 1.823 0.068731 .

TECN. OTRO 2012 4.699e-01 3.570e-01 1.316 0.188516
Privado 2012 1.052e-01 1.260e-01 0.835 0.404242

razon docente 2012 -2.815e-04 2.628e-04 -1.071 0.284561
tasa reprobados 2012 4.748e-01 2.569e-01 1.848 0.065053 .

victimas 2012 1.251e-01 1.710e-01 0.731 0.464973
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Figura .12. ACM medios 2009 a 2012

Figura .13. ACM economia 2009 a 2012
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