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Estudio de la radiacion gravitacional emitida por discos
de acrecion alrededor de agujeros negros astrofisicos

Resumen

Contexto. El objetivo de la presente Tesis de Maestria sera caracterizar, en términos de
frecuencia y amplitud, las ondas gravitacionales (Gravitational Waves: GWs) emitidas por
discos de acrecién que orbitan alrededor de agujeros negros (Black Hols: BHs) astrofisicos en
los que la viscosidad del disco esta determinada por el niimero de Reynolds y su dinamica
estd gobernada por el efecto Bardeen-Petterson, que es la fragmentacion del disco cuando el
momento de inercia del disco no coincide con el momento de incercia del agujero negro.

El modelo de disco de acrecion actualmente considerado como estandar, también conoci-
do como el modelo a-disk, fue propuesto en 1973 por Shakura and Sunyaev. Fortalezas y
debilidades de este modelo han sido analizadas en [[7]] donde se ha propuesto una nueva
parametrizacién para la viscosidad del gas en términos de su nimero de Reynolds, la cual
permite la descripcién de la dindmica de discos mas realistas. Una vez caracterizadas las
ondas en este ultimo caso, se evaluara la factibilidad de su detecciéon directa por los obser-
vatorios de GWs actualmente en operacién y/o proyectados para el futuro cercano.

Objetivo: Caracterizar, en términos de frecuencia y amplitud, las ondas gravitacionales
(GWs) emitidas a partir de perturbaciones que se desarrollan en discos de acrecién en sis-
temas astrofisicos autogravitantes regidos dinamicamente por el efecto Bardeen-Petterson y
con viscosidad dependiente del nimero de Reynolds , y evaluar la factibilidad de su detec-
cién directa por los observatorios de GWs actualmente en operacién y/o proyectados para
el futuro cercano.

M¢étodo: Para caracterizar las GWs radiadas por masas que orbitan alrededor del agujero
negro se usara la teoria general de la relatividad (General Relativity: GR) en la aproxima-
cién de campo gravitacional débil y velocidad translacional baja (pequena en relacién a la
velocidad de la luz). El disco en movimiento orbital se modelard como si fuese un cuerpo
rigido inclinado que gira lentamente alrededor del agujero negro central. Para calcular las
propiedades de las GWs emitidas en el estado de acrecién suspendida también supondremos
la aproximacion de campo gravitacional débil, pero ahora la velocidad de circulaciéon del
fluido (plasma) constitutivo del disco es relativista y el movimiento es acelerado. Graficare-
mos amplitud y frecuencia contra las caracteristicas fisicas de los principales observatorios
de GWs que estan en operacion en el mundo o que estan siendo proyectados para funcionar
en un futuro préoximo y discutiré su detectabilidad frente a otras fuentes astrofisicas ya de-
tectadas y potencialmente observables.
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1 Introduccion

1.1. Motivacion

Las ondas gravitacionales (GWs) son una prediccién de la teoria general de la relatividad
(GR: General Relativity); consiste en una fluctuacién en la curvatura del espacio-tiempo
que se propaga en forma de onda a la velocidad de la luz y que, en términos generales, son
generadas por grandes masas aceleradas y confinadas en regiones de dimension caracteristica
pequena.

El fisico aleman, Albert Einstein, pensé que no seria posible detectarlas debido a que se
originan demasiado lejos y serian imperceptibles al llegar a la Tierra. Hoy, un grupo de in-
vestigadores ha hecho publica la deteccion por primera vez de estas ondas. Su existencia solo
habia sido comprobada de manera indirecta a partir de las observaciones durante varios anos
del pulsar binario PSR 1913+16, en la década de los 80, descubierto por Joseph H. Taylor
Jr. y Russell A. Hulse en 1974.

La gran expectativa con relacién a la deteccién directa de estas ondas se centra en la proba-
bilidad de observar explosiones de supernovas, la formacion de agujeros negros y la fase final
de movimiento en espiral de aproximacion de un sistema binario de estrellas compactas o de
agujeros negros. Pero la frecuencia con la que ocurren este tipo de eventos resulta ser muy
baja, lo que significa que el tiempo de espera es muy largo como para tener la posibilidad real
de una deteccién directa en el futuro cercano. Nace entonces la pregunta de si existen otros
sistemas astrofisicos igualmente conocidos que puedan conducir a una eventual deteccion
de las GWs en una escala de tiempo significativamente més corta. Una posible respuesta
puede ser suministrada por la dinamica de sistemas astrofisicos como los niicleos activos de
galaxias (AGN, Active Galactic Nuclei), los cuales existen por millones en una escala de
distancia astronémica relativamente pequena entorno a la Via Lactea. Igualmente, fuentes
galacticas como sistemas binarios de rayos X, pueden ser fuentes prometedoras para una
eventual deteccién directa de radiacién gravitacional, ya que para producir rayos-X deben
poseer, entre muchos otros elementos estructurales, un objeto compacto (agujero negro o
estrella de neutrones) circundado por un disco de acrecién.
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AGN y micro-cudsares(MQSRs) estéan constituidos por tres elementos estructurales princi-
pales: (1) un objeto compacto en su centro (agujero negro supermasivo, agujero negro de
masa estelar o una estrella de neutrones, dependiendo del sistema especifico en considera-
ci6én), (2) un disco de acrecién entorno al objeto central, y (3) jets o chorros de materia que
emanan de la regién central expulsados a velocidades ultra-relativistas. A partir de ésto,
es posible concluir que las GWs pueden ser generadas por procesos astrofisicos que involu-
cren al objeto compacto central (oscilaciones, deformaciones); al disco de acrecién (modos
de oscilacién resonantes, ”"warps” ), o a los jets (aceleracién ultra-relativista de componentes).

El estudio de tales sistemas como fuentes emisoras y detectabilidad de GWs emitidas por
discos de acrecién regidos dindmicamente por el efecto Bardeen-Petterson (BP) y en la apro-
ximacién del modelo de Sakura y Sunyaev (S-S) con parametrizacion « de la viscosidad,
ha sido ya llevado a cabo en [6]. Un estudio similar, sin embargo, no ha sido hecho atin en
el caso mas realista de parametrizacion en términos del nimero de Reynolds, por lo cual
resulta importante este analisis buscando con ello colocar estos sistemas entre las fuentes
astrofisicas a partir de las cuales sea mas probable detectar GWs a corto pazo.

El objetivo de la presente tesis se centra en caracterizar, en términos de frecuencia y am-
plitud, las ondas gravitacionales emitidas a partir de perturbaciones que se desarrollan en
discos de acrecién regidos dindmicamente por el efecto Bardeen-Petterson y con viscosidad
dependiente del nimero de Reynolds, y en evaluar la factibilidad de su deteccién directa por
los observatorios de GWs actualmente en operacién y/o proyectados para el futuro cercano.

1.2. Objetivos especificos

= Evaluacién y selecciéon de modelos de discos de acrecién que conduzcan a una facil
comparacion con el modelo de viscosidad o de Shakura y Sunyaev.

= Calculo de las GWs emitidas por los modelos de discos seleccionados en el item anterior,
cuando éstos alcanzan un estado estacionario y con flujo turbulento cuya viscosidad
depende del nimero de Reynolds [7].

s Célculo de la amplitud adimensional y comparacién con la sensitividad conocida de
los observatorios actualmente en operacién y/o proyectados para el futuro cercano,
evaluando con esto la factibilidad de deteccion directa de las GWs caracterizadas.
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1.3. Alcances de la tesis

En el presente trabajo se ha estudiado las GWs que son generadas por la precesion de dis-
cos de acrecién existentes alrededor de agujeros negros astrofisicos. El andlisis que hemos
realizado, estd basado en el modelo de disco fino de Shakura-Sunyaev [25] y en la extensién
del mismo, a discos delgados de Popham [I7], esto se debe a que en estudios recientes se ha
concluido que muchos discos que se desarrollan en GRBs engines en hiperacrecion, adquie-
ren una geometria a la propuesta por Popham para discos cuya extension no superiores los
~ 108cm.[14].

Para validar la precesién del disco, asumimos el efecto Bardeen-Petterson como el responsa-
ble, dado que ha permitido justificar los datos observacionales de muchas fuentes galacticas
y extragalacticas.

Los resultados que hemos obtenido, han sido comparados con dos trabajos realizados para
GRBs: Romero et al. [19] y Sun et al. [26], encontrando que nuestro modelo, para las condi-
ciones de Romero, no es detectable con los interferémetros terrestres.

1.4. Contenido de la tesis

En los capitulos 2 y 3, se explica el contenido tedrico necesario para la comprension de esta
investigacion, aunque se asume que el lector ya tiene conocimientos fundamentales en Re-
latividad General. Abordaremos, principalmente, conceptos sobre agujeros negros, discos de
acrecion, efecto Bardeen-Petterson y ondas gravitacionales.

Para el capitulo 4 se exponen los fundamentos del modelo empleado para realizar el cémputo
de las GWs generadas por discos de acrecién que precesan alrededor de un cuerpo rigido.
En este capitulo tambien se encuentran los resultados de las comparaciones con los trabajos
relacionados.

Para terminar, en el capitulo 5 se hace una corta discusion sobre los resultados y perspectivas
de trabajo futuro.



2 Astrofisica basica de discos de
acrecion e introduccion a la dinamica
de los discos de acrecion

En este capitulo se explica de manera concisa, los fundamentos de la teoria General de
la Relatividad (GR), esto nos lleva a la relacién entre geometria del espaciotiempo y su
contenido de materia-energia a través de las Ecuaciones de Campo de Einsterin. A partir
de estas ecuaciones es de donde surgen dos resultados que son el centro de estudio de esta
tesis: Agujeros Negros (BHs-Black Holes) y Ondas Gravitacionales (GWs). Especificamente,
la nocion de BHs resulta de las dos principales soluciones analiticas de estas ecuaciones,
la de Schwarzschild y la de Kerr. En la ultima pérte, se analiza los discos de acrecion y
la eyeccién de material que se presenta en estos y como afecta el efecto Bardeen-Petterson
sobre la dindamica de los discos.

2.1. Relatividad General (GR)

En 1905 Einstein propuso la teoria especial de la relatividad (SR-Special Relativity), en esta,
se concilia la fisica de los cuerpos en movimiento con las leyes de la radiacion electromagnéti-
ca. Para poder incluir la gravedad dentro de los fundamentos en los que estda basada esta
teoria, Einstein escribié las ecuaciones que relacionan la geometria del espacio tiempo con la
energia que contiene.

Asi consiguié construir la teoria de la relatividad general basandose en dos principios: el
principio de equivalencia, y el principio de covarianza general.

i Que dice el Principio de Equivalencia?

El principio de incertidumbre explica que es imposible distinguir para un observador acele-
rado si las particulas se mueven o no dentro de un campo gravitacional. En otras palabras,
“para una pequena region del espacio, cualquier efecto producido por la gravitacién son los
mismos que los producidos por la aceleracién” [4].

Con este principio se resuelve el enigma de el porque en un medio sin resistencia todos los



2.1 Relatividad General (GR) 5

cuerpos caen con la misma aceleracion, esto es lo que Einstein llamé el principio de equiva-
lencia débil donde se especifica la igualdad entre la masa inercial y la masa gravitacional.

Como consecuencias del principio de equivalencia esta el movimiento a lo largo de geodésicas.
Segin conocemos de la fisica newtoniana, los objetos se mueven con velocidad uniforme a
través del espacio en linea recta (camino mas corto), a menos que sean perturbados por una
fuerza. En fisca relativista esto tambien se cumple, pero ahora la linea recta es el camino mas
corto en el espaciotiempo (geodésica) y no en el espacio tridimensional. Esto se cumple en
presencia de la gravedad, pues para Einstein la gravedad no es una fuerza sino la distorcién
del espaciotiempo debido a la presencia de una masa.

iPorqué el Principio de covarianza?

Se busca que las leyes fisicas tengan la misma forma en todos los sistemas de referencia. El
principio de covarianza sugeria que las leyes debian escribirse en términos de tensores, por
lo tanto, la transformacién de SR a GR consiste en pasar de la métrica 7,,, de componentes
constantes, a un campo tensorial dindmico g, (), en el cual el campo involucrado es el
tensor métrico en lugar de otro campo que se propaga en el espaciotiempo. En el limite de
validez de la SR, ¢, tiende a 7,,.

Supongamos una trayectoria para ir del evento A al evento B, la separacién espaciotemporal
entre los eventos se pude escribir de la forma:

B
s = At/ gaguruP 2.1
| drfous (21)

donde 7 es el pardmetro denominado tiempo propio y u® es un vector temporaloide cuyas
componentes son ut = % que representa la 4-velocidad para un observador en una trayec-
toria espaciotemporal z#(7). Es importante que se cumpla la condicién ds = 0, es decir, que
sea extremal. Como resultado se obtiene la expresién de Fuler-Lagrange:

du® N
o + quﬁuﬂ* =0 (2.2)
conocida como ecuacion geodésica. En esta aparece el simbolo de Christoffel I'3. que se de-

fine en términos de las primeras derivadas del tensor métrico [6].
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Geodésicas y ecuaciéon de campo de Einstein

La separacién entre dos geodésicas paralelas, estd determinado por un factor de las com-
ponentes del tensor de Riemann (R, ). De este modo, es posible cambiar la idea de la
gravitaciéon como una fuerza a ser un efecto ocasionado por la curvatura del espaciotiem-
po, lo que es de gran importancia en la GR. En el caso de que las componentes del tensor
de Riemann sean nulas, no se ve el efecto de separacion en las geodésicas, por lo que el
espaciotiempo es el mismo de SR.

Einstein crea como hipdtesis que el responsable de la curvatura del espaciotiempo es el
tensor Energia-Momentum: I'* que ademés cumple el requisito de ser libre de divergencia
(V,I'™ = 0). Mediante las construccién de las ecuaciones de campo en el que la geometria
se relaciona con la materia a través del tensor de Einstein, se garantiza la conservaciéon de

la materia-energia. Asi, las ecuaciones de campo de Einstein son escritas segun:

Gu = Ry — %guvR = 8§4GFW (2.3)

el factor numérico garantiza que esta ecuacion tenga la forma correcta cuando se va al limite
newtoniano. Esta ecuacion describe como el campo es generado por la materia.

2.1.1. Solucion de Schwarzschild

Karl Schwarzschild presenté una solucién ezacta de las EFE para el campo gravitatorio
exterior a un objeto de masa-energia esféricamente simétrico y sin rotacién. Schwarzschild
supuso una fuente estatica, tal que la métrica es independiente de la coordenada temporal
para garantizar que no se tenga variacion bajo inversién temporal.

En coordenadas esféricas {t,r,0, ¢}, la métrica de Schwarzschild esta dada por [24]:

2MG

rc2

2MG

rc2

ds® = —c*(1 — )dt* + (1 )" tdr? + r?dQ? (2.4)

dénde d? es la métrica en la 2-esfera unitaria:
dQ* = df* + sin*(0)d?

Aunque este resultado se obtuvo a partir de la solucién de Schwarzschild, se dice que esta es
la tinica solucién esféricamente simétrica y asisntéticamente plana de las EFE en el vacio,
es decir, que si se supone que el cuerpo esférico evoluciona con el tiempo aun se conserva la
métrica y por ende el espaciotiempo permanece estatico. La importancia de esto radica en
que es precisamente la parte dependiente del tiempo de la métrica la que se asocia a dicho
observble, lo que es lo mismo a decir que sistemas esféricamente simétricos no pueden emitir

GWs. [6]
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De la ecuacion se puede observar que existen dos valores de la coordenada radial que
llevan a divergencias en las componentes del tensor métrico cuando nos acercamos a unos
puntos criticos:

r—+Rs:go =0 vy gnw— 0

r—=0:g00 00 Yy Gnr—0

Gracias a un célculo directo se puede mostrar que el escalar:

48G> M*

Uy po _
R Rypo = =15

diverge en r — 0. Como resultado a esto, se dice que la solucién de Schwarzschild represen-
ta el campo gravitacional de un agujero negro y la hipersuperficie r = Ry se conoce como
horizonte de eventos.[0]

2.1.2. Kerr Black Hole

Contrario a los BH estaticos descritos por la solucion de Schwarzschild, los KBH son agujeron
rotantes para el cual existe una solucién exacta de las EFE en el vacio (I',,, = 0) que describe
su métrica.

Sea el pardmetro a = J/M, donde J y M son el momento angular y la masa del KBH,
respectivamente; la métrica de Kerr en unidades geometrizadas (¢ = G = 1) es de la forma
[6]:

dr? 2M
ds® = —dt* + E(% +dB?) + (2 + a?)sin®0dy? + ——(asin®0dy — dt)? (2.5)
donde
A(r)y=r*—2Mr+ad*> y X(r,0) =1r* + a*cos’d (2.6)

De acuerdo con la métrica de Kerr, el espacio debe mostrar un arrastre por parte del objeto
masivo en su rotacion que crea el campo gravitatorio.
Algunas propiedades de la métrica de Kerr:

= No es una métrica estatica, en el sentido de que no es invariante bajo transformacién
de inversién temporal

» Es estacionaria, dado que sus componentes no dependen explicitamente de la coorde-
nada temporal.

» Es axisimétrica: no depende explicitamente de la coordenada .
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= En el limite » — oo, la métrica de Kerr se reduce a la de Minkowski en coordenadas
polares, entonces, el espaciotiempo de Kerr es asintoticamente plano.

» Enellimitea - 0J — 0, A =72 —2Mr y ¥ — 72, la métrica de Kerr se reduce a la
métrica de Schwarzschild.

» En el limite M — 0 (con a # 0): se reduce a la métrica de espaciotiempo plano en
coordenadas esferoidales.

El KBH tiene el mismo horizonte de eventos que el de Schwarzschild, pero tiene otro limite
llamado ergosfera que se puede entender como el lugar donde la velocidad del espacio arras-
trado es igual a la velocidad de la luz tangencial que corresponde a ese lugar, y una vez
superada la ergosfera, la velocidad de arrastre del espacio para esos puntos es mayor que la
de la luz. Para entender se parte de:

A=r>—2Mr+d>=0 = r=M+VM2-a
tal que se dan las siguientes posibilidades:
» Dos radios asociados al horizonte de eventos si M? > a?
» Un unico radio si M? = a® (BH extremal)
» Ningiin radio si M? < a?, en este caso se habla de singularidad desnuda.

Definamos r_ y r; los radios asociados a la primera situacién, los cuales denominaremos
como horizonte interior y horizonte exterior, respectivamente. Existe una region entre los
dos horizontes de la métrica de Kerr (r_ < r < r,), pero en ella las superficies r = cte son
espacialoides, por lo tanto, los objetos en esta region son dirigidos al KBH. Esta caracteristi-
ca hace que nos podamos referir a la superficie r = r, como el horizonte en la solucién de
Kerr si se satisface que M? > a?.

Ergosfera

Figura 2.1: Representacion dl horozonte de eventos y de la ergosfera, en gris
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Un objeto que se acerca a un KBH se veria arrastrado y acelerado una vez cruza la ergosfera,
por lo que se ha imaginado un método para extraer energia de la rotacién del agujero, que
se conoce como "~ Proceso Penrose”.

Estudios basado en la ecuacion geodésica de la métrica de Kerr y obtenidos por primera vez
en Bardeen et al. [9] llevan a que las 6rbitas circulares y estables més cercanas al KBH, se
localizan en:

Rps = Aps(a) Ry con  Ang(a) =3+ Ay F /(3 — A))(3+ Ay +24,) (2.7)
de donde:

Ay =14 (1—a)P[(1 4+ a)"? + (1 - a.)"?]

(2.8)
AQ =4/ 3&3 + A%

v a. es el pardmetro de espin definido en Jpy = a.GM3%,;/c y se interpreta como la razén
entre el valor del momento angular del KBH, Jgg y su valor méximo posible (i.e., a, < 1).
El signo menos (-) que antecede la raiz en corresponde a rotaciones en el mismo sen-
tido del KBH, es decir, rotaciones prégradas, mientras que el signo més (+) corresponde a
rotaciones retrégradas [6].

Efecto Lense-Thirring

En la relatividad general, efecto de Lense-Thirring es una correccion relativista de la prece-
sién de un giroscopio cerca de una gran masa en rotacién. Con este se describe la velocidad
de arrastre de un objeto que cae al centro de un KBH.

Supongamos un observador con 4-velocidad temporaloide u* qe cae hacia el KBH desde el
infinito y con momento angular cero. La velocidad angular del observadr esta definida por:

d u?
_ v _ v (2.9)
dt ut
Podemos escribir la velocidad angular en términos de la métrica de Kerr como:
0= id — _ et
ut e

sabiendo que:
U, = 0 = gypu? + g@gut

Reemplazando

2M 2M 2Mra?
Gi = — (1 — _T) y Gtp = — > Ta sin?6, Gpp = <r2 L a®+ Era sin29> sin’0

by
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se obtiene: 5
Mar
0O = 2.10
(r2 4+ a?)? — a?Asin?6 ( )

cuyo denominador es siempre positivo.

Al analizar este resultado, se observa que €2/J > 0, lo que significa que el observador y el
BH co-rotan.

Explicitamente, la ecuacién anterior cuando hacemos 6 = m/2, que corresponde al plano
ecuatorial del KBH, adquiere la forma:

O 2J
3+ a2(2M + )

que a primer orden en el pardmetro a, es denominada la velocidad angular de Lense-Thirring.

Retomando las unidades cgs, €2 queda de la forma:

2G.T
Qur(r) = —20 (2.11)

c2r3

2.2. Agujeros negros astrofisicos

Actualmente se considera que los BH se generan como resultado del colapso de una es-
trella masiva. En dicho proceso de formacion, aparecen ondas gravitacionales, entre otros
fendmenos astrofisicos, que después de cierto tiempo conducen a un estado estacionario y a
la correspondiente fase final del colapso.

Debido a su tamano, los BH se han agrupado en tres clases:

1. Supermassive Black Holes (SMBHs): Son objetos cuyas masa estan en el rango de
10°My < M < 10° My, como lo son los Quasars (QSRs) y los “Active Galactic Nuclei”
(AGN) que son fuentes de alta energia que proveniente de una regiéon compacta.

2. Agujeros megros intermedio (IMBH): Cuerpos con masa entre 100M, < M < 106M,.

3. Stellar-mass Black Holes: Tienen masa en el orden de M < 10M©® como lo son los
Microquasars (M-QSRs) y otros BHs con masas similares.

Se cree que la radiacion que recibimos se origina en el disco que rodea a los BHs, debido a que
la materia de este cae en espiral al centro del BH y como resultado, su energia gravitacional
se convierte en calor, que posteriormente es radiada al exterior.

En algunos BHs se forman jets de energia debido al flujo de particulas altamente relativistas.
En la actualidad se discute sobre la razon para que se generen estos jets, coincidiendo en que
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se requiere tres caracteristicas necesarias para que se formen: un objeto central que domina
gravitacionalmente la dindmca del disco y campos magnéticos de gran intensidad. (figura(2.2)

Figura 2.2: (a) Representacién de un BH con sus elementos caracteristicos. Image Credit:
ESA / Hubble, L. Calgada (ESO). En (b) una fotografia en éptico de 4C+29.30,
tomada por el Hubble Space Telescope en 2010. 4C+29.30 es una galaxia que
se encuentra a 850 millones de anosluz de la Tierra, ubicada en la constelacién
de Cancer. Image Credit: X-ray: NASA / CXC / SAO / A. Siemiginowska et
al; Optical: NASA / STScl; Radio: NSF / NRAO /VLA.

Contrario a la idea que se tiene de que los discos son estructuras planas que rodean al BH,
imagenes han mostrado que en algunas fuentes galacticas y extragalacticas existe deforma-
ciones (warps) y precesion en la estructura de los discos y los jets. Se han propuesto teorias
que puedan explicar estas deformaciones, pero para nuestro caso de interés, se le acreditara
a la combinacién de esfuerzos viscosos en el disco con el efecto relativista de Lense-Thirring,
que en conjunto se denomina efecto Bardeen-Petterson (BP) [§]. Este efecto parece domi-
nar en discos de acrecién geometricamente delgados cuya disipacién de energia sea radiada
eficientemente [6].

En lo que sigue, se estudiaran los aspectos fundamentales de la dinamica de discos de acrecion
para establecer las ecuaciones que seran empleadas en el calculo de este observable.

2.2.1. EIl efecto Bardeen-Petterson

Como consecuencia a la velocidad angular QLT(T) estudiada en el efecto Lense-Thirring, la
orbita de una particula dada precesa si su plano orbital se encuentra inicialmente inclinado
con respecto al plano ecuatorial del BH.

De lo anterior, si un disco viscoso de masa despreciable con respecto a Mpy, fuese no
coplanar con el ecuador del KBH, la acciéon de la precesion diferencial asociada al efecto
Lense-Thirring, hard que el disco se deforme, formando un sistema conocido como “warped
disc”. La accion combinada del efecto Lense-Thirring y la viscosidad interna del disco, causa
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el denominado efecto Bardeen- Petterson, el cudl tiende a alinear la parte mas interna del
disco con el plano ecuatorial del KBH. La regién més externa del disco no se ve afectada por
el efecto BP, luego, conserva su orientacion original. Una representaciéon de esto se puedever
en la figura .

El radio donde el momento angular se alinea con el del KBH se conoce como radio de
Bardeen-Petterson (Rpp), y es determinado comparando la escala temporal asociada al
efecto Lense-Thirring, con el intervalo temporal en el que se transmiten las deformaciones a
través del disco. Para calcular esta distancia se requiere de consideraciones especificas sobre
el comportamiento viscoso del disco, tanto en direccién ortogonal al plano de simetria como
en las direcciones radial y azimutal.

%F%”?f 4 .

Figura 2.3: Diagrama esquematico del efecto BP para un X-ray binary donde se representan:
(1) el objeto central en rotacién (BH o Neutron Star), (2) parte interior del
disco donde el efecto BP es mas significativo y tiende a alinearlo con el plano
ecuatorial del objeto compacto central al disco, (3) una regién de transicién, (4)
parte exterior del disco con su orientacién original, y (5) la estrella companera
que alimenta el disco de acrecién. Figura tomada de [6]

2.2.2. Luminosidad

La masa del objeto central juega un papel importante en la naturaleza del disco de acrecion,
en especial cuando se considera la luminosidad. La luminosidad maxima es llamada el limite
de Eddington.

El limite estandar de Eddington fue derivado, inicialmente, para las estrellas. Para objetos
dominados por acrecién, el limite de Eddington implica un limite sobre la tasa de acrecién:
M(g/s). Esto es:

GM dm  GMM
e 2.12
R, dt R, (2.12)

Laicc =

Se llama luminosidad de Eddington al limite fundamental para la luminosidad radiativa de
un flujo constante de acrecién esférica.
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La idea basica es encontrar la situacién de equilibrio entre el material que cae cuando in-
teractua con el flujo de radiacién hacia el exterior. Para el caso de BHs no es tan evidente
que se cumpla [2.12] puesto que R, no define una superficie material sino una regién donde
la materia que cae no puede escapar y mucha de esta energia puede desaparecer en el BH,
incrementando su masa y sin ser radiada.

2.3. Comportamiento del Gas

Aunque un disco de acrecién estd constituido por plasma, es posible tratarlo como un
continuo si el orden de longitudes en la descripcién es mayor que la longitud del camino
libre medio de las particulas. Las ecuaciones que explican el comportamiento del gas son tres
ecuaciones de conservacion y una ecuacion de estado, junto con las condiciones apropiadas
de forntera.

La ecuacién de gases perfectos se puede aplicar a muchos sistemas astrofisicos:

N]{IBT o pk’BT

pP=
V Mg

(2.13)

donde u es el peso molecular medio de las particulas constituyentes y my ~ mp es la masa
de una particula de hidrégeno.

Los gradientes de presion en el gas implican fuerzas y por tanto, transporte de momentum. Si
representamos otras fuerzas que actiian en el gas por unidad de volumen, como f: entonces
la ecuacién de conservacion de momentum para cada elemento de volumen conduce a la
ecuacion de Euler:

—

ov
P ot
Un elemento de volumen del gas tiene dos formas de energia: energia interna pe (donde &

+piNT=—-VP+f (2.14)

es la energia interna por unidad de masa) y la energfa cinética %pvQ. La ecuacion para la
conservaciéon de la energia estda dada por:

o (1 1 7 o
pr (EpUZ + p€> + V.[(ﬁpzﬂ + pe + P) U] = fU—=V.Frag—V.q (2.15)

donde F..q es el vector flujo de radiacion, ¢ es el flujo de conductividad de calor y y f son
las otras fuerzas que actian en el gas por unidad de volumen.

El sistema de ecuaciones , , complementado por las expresiones para V.F y f,
permiten una descripcién completa del gas bajo las condiciones de frontera [6].

AL manipular este sistema de ecuaciones, es posible mostrar que tanto la densidad como la
presion satisfacen una ecuacion de onda:

1 9%

2
dp
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Luego, las perturbaciones de presion y densidad se propagan en el fluido con una velocidad

. (g)é 2.17)

definida como la velocidad del sonido en dichos sistemas.

que esta dada por:

2.3.1. Estructura radial del disco

Consideremos un disco cuyos efectos de autogravitacién son despreciables, discos en los que
el efecto BP tiene relevancia, es decir: un disco con simetria axial y grosor despreciable.
Asumimos una distribucién de materia muy cerca del plano z = 0 y que ademads se mueve
con velocidad angular igual a su valor kepleriano relativista: €, en circunferencia respecto

al KBH. Entonces:
R, *

donde en el limite a, — 0, coincide con el valor kepleriano conocido: €2}, = (

C3

B0 = G

(2.18)

G_M)1/2
R? :
La velocidad azimutal de una particula ubicada a la distancia radial R se escribe como:

’U¢<R> = RQk(R) (2.19)

Ademas, se asume que el gas posee una pequena velocidad radial “de deriva”: vg, la cual es
negativa cerca del BH, tal que el material es acretado.

Ugp = ’URE con:vp <0 (2.20)

Para plantear las ecuaciones de conservacién para la masa y para el transporte de momento
angular en el disco debido al movimiento radial de deriva, se parte de un anillo del material
del disco que se extiende entre Ry R+ AR, como se indica en la figura ([2.4)

Figura 2.4: Coordenadas polares en discos delgados. Tomada de [6]
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donde la masa superficial diferencial del anillo es:

dM =27 R dR % (2.21)

y el momento angular:

dJ = R dM vy = 27 R dR % R*Q (2.22)

La tasa de cambio de estas dos cantidades determinan el flujo neto de masa y de momento
angular a través de las fronteras Ry R+ AR.
Si el disco es kepleriano y €2 es independiente del tiempo, 32, que corresponde a una densidad
superficial de masa y se obtiene al integrar la densidad volumétrica de masa p en la direccién
del eje z:
+H/2
(R, t) = / p(R,t)dz (2.23)
—H/2

satisface una ecuacion de difusién de la forma:

0> 3 0 0
— == ( R?* = [vSR'? 2.24

ot ~ ROR ( oV (224)
donde v se refiere a la viscosidad cinematica. La ecuacion ([2.24) representa la evolucién
temporal de la densidad de superficie de un disco kepleriano, y en general no es lineal ya que
v puede ser funcion de variables locales en el disco, es decir 3, R y t.

2.3.2. Modelo de disco fino [25]

Shakura y Sunyaev [25] proponen una solucién conocida como el modelo estandar para el
estudio de de los discos de acrecién estacionarios. Se asumen como estaconarios dado que las
condiciones externas al disco cambian en una escala de tiempo muy superior comparada conla
escala en el que se dan los procesos viscosos, por lo que se dice que el disco puede alcanzar
una estructura temporalmente estacionaria (0/0t = 0). En las ecuaciones de conservacién:

ox 0

para la conservacon de masa, y para el momento angular:

0 0 1 0G o0f)
R=(ZR*%) 4+ == (RXvgR*Q)) = — — - G(R,t) = 2nvS R? == 2.26
gp I+ g Ror ) = oan con GULY) = 2mER e (2.20)
bajo la hipotesis de estacionario, la ecuacién ([2.25)) se reduce a:
R¥vg = cte (2.27)

que representa el flujo constante de masa a través de cada punto del disco; y puede escribirse
como:
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M =27 R¥(—wvg) (2.28)

Para la ecuacién de conservacion del momento angular, con 9/9t = 0, se tiene:

G C
RY0pR*Q = — + — 2.29
v 27 + 27 ( )
donde C' es constante y esta relacionada con la rata a la que el flujo de momento angular

entra a la estrella compacta. y se define como:

C = —M(GMR,)"? (2.30)

Usando G(R,t) tenemos:
C

2m R3
Considerando la velocidad angular kepleriana, y reemplazando C' en ([2.31]) se encuentra que

la ecuacién (2.26)) se reduce a:
R\ /2
1— <_)
R,

Si se establece €2 = (), para la disipacién viscosa por unidad de area de la cara del disco
(flujo de energia a través de las caras) D(R) y se usa ([2.32]) se obtiene:

R\ /2
L ( )
R,

Por lo tanto, el flujo de energia a través de las caras de un disco delgado en equilibrio es

—vY¥Q = X(—vgr)Q + (2.31)

v = —

o (2.32)

_ 3GMM

D(R) = " (2.33)

independiente de la viscocidad. La viscociedad solo redistribuye el trasnporte de energia li-
berada en el disco.

Para que un disco se considere delgado, debe cumplir que z << R, lo que implica en la
ecuacion de Euler ([2.14)):

10P _ GM,

—_— 2.34
p 0z R? (2:34)
y dado que la escala de altura tipica del disco delgado en la direccién z es H, podemos
establecer:
orP P
0z H

luego, el supuesto de disco delgado requiere entonces que H << R. Ademaés:
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2R3
Prp = H2=-°
Pes = GM
por tanto:
[ R\ 12 H R\ /2
~ — = — — ~ —_— 2.
H ~ ¢ (GM) Cs (GM) R = 5 s (GM) (2.35)
y dado que
a <<1l = << GM v
R e R

Es decir, para un disco delgado se requiere que la velocidad local kepleriana sea altamente
supersénica (cs << vg).

Se obtiene que

3v R, 1/2
— == 2.36
=g 1= (F) (2.36)
donde v = ac,H con a < 1, y dado que la velocidad radial: vg ~ % = aC;zH, entonces, se

sigue que vp << cq; es decir, la velocidad radial es altamente subsonica en el limite de discos
delgados bajo la a-prescription de Shakura y Sunyaev.

El nimero de Mach es definido por:

Mitaen = 22 (2.37)
Cs
de esto, se sigue que:
R
H ~ = vg ~ aM,,} . cs (2.38)
MMach

La solucion de Shakura asume que el es disco es opticamente grueso en el sentido de que:

7= pHKgp(p,T,) = SKx 2.39
p p

siendo T, la temperatura en el plano medio, y K la constante de opacidad de Rosseland.

De esta manera, la solucién de disco fino de Shakura y Sunyaev en términos de los parametros:

R Mo M RN\
Ryp = mcm, my = %7 Mg = ng7 y f= <1 - <E) ) (2'4())
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se expresan en la forma:

5 — 5.2 _4/5M7/1o 1/4R—3/4f14/5 2 —H,
cm
H=1,7x 105 YON3 20 3 5 RIS £3/5 oy
p=31x 10—8a—7/10M1161/20m5/8R—15/8f11/5 ig
cm (2.41)

T, =1,4 x 10 VSN Oomi A R34 1615 ° K¢
7 = 1900 YO NP f5

vp = 2,7 % 10% 4/5M /10, 1/4R;01/4f’14/5 %

Siempre que los parametros observacionales indiquen que los incrementos de energia disipa-
da en el disco son radiados rapidamente, el sistema de ecuaciones de Shakura-Sunyaev es
aplicable.

2.3.3. Extension a disco delgado [17]

El sistema de ecuaciones obtenido en Shakura y Sunyaev es para discos finos. Para sistema
donde la energia liberada por disipacién de tipo viscoso es radiada eficientemente, se genera
la estrucura de un disco fino de Shakura. Pero puede ocurrir casos donde la energia disipada
sea arrastrada hacia el BH, generando los estados denominados ADAF' (advection-dominated
acretion flow), en los cuales el disco tiene una geometria gruesa, es decir, H/R > 1. ADAFs
tambien se pueden establecer cuando la tasa de acrecion es alta si el disco es épticamente
grueso.

Estudios para fuentes de GRBs muestran que en estos sistemas se puede establecer tasas
muy altas de acrecion, estados conocidos como hiperacrecion.

Para discos de estas fuentes en hiperacrecion, Popham et al. [I7] presenta un modelo numérico
y se concluye que para para un R ~ (107 — 10%) el comportamiento del modelo se asemeja
al comportamiento de un disco delgado, donde H/R < 1.

Las ecuaciones se obtienen a partir de la solucion de Shakura y Sunyaev al igualar la tasa
de disipacion de energia por unidad de volumen:

D(R) 3 M3 [1_ (R*)z

H 8t H

con la tasa de enfriamiento por generacién de neutrinos:

=9 x 108 [ " T_\° erg
7= 10104 1011°K /) cm3s

definiendo: my = M/My v ju = M /Mgs™, se obtiene:
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1,35
H(my, R) = 1,7 x 10%%1m? (E) .
RQ
R -0,3
T(my, R) =1,3 % 10110[0’2771(1)’2 (R_) %
g9
R —2,55
p(mi, p, R) = 1,2 x 10" 3 pum; V7 (R_) % (2.42)
g
Z(ml,'[,L,R> :HXp iz
cm
s 12 02 R\™ om
vr(mi, R) = 5,6 x 108a"2m % [ =)  —
R, s

Cuando comparamos con la solucién de Shakura y Sunyaev, la densidad en estos discos es
mayor y la temperatura menor.

2.4. Modelo con numero de Reynolds

El estudio detallado de la emisién y detectabilidad de GWs emitidas por discos de acrecion
regidos dinamicamente por el efecto BP y en la aproximacion de Shakura y Sunyaev con
parametrizacién « de la viscosidad ha sido llevado a cabo en [6], pero no es un estudio muy
realista ya que no se considera la viscosidad determinada por el nimero de Reynolds.

En el caso de discos con radio grande, la temperatura de su region externa es suficientemente
baja como para permitir la formaciéon de una gran cantidad de gas molecular cuya baja
viscosidad cinematica favorece el incremento del nimero de Reynolds. Como consecuencia
se desarrollan remolinos turbulentos que incrementan la viscosidad efectiva y, contrariamente,
fuerzan la disminucion del nimero de Reynolds. El proceso contintia hasta que se alcanza
un numero de Reynolds critico R, por encima del cual el flujo es turbulento y por debajo
del cual el flujo es laminar.

En este trabajo nos centraremos en estudiar los discos cuya viscocidad dependen del niimero
de Reynolds, conocidos como discos .

2.4.1. Discos con viscosidad turbulenta

Una de las principales deficiencias de las actuales descripciones tedricas de los discos de
acrecion es la falta de conocimiento sobre la fisica de la viscosidad del disco. Los discos con
viscosidad o no conservan informacién sobre el mecanismo que genera la turbulencia, sino
sobre los limites fisicos de su eficacia en un disco. Se tiene entonces la necesidad de explicar
la viscosidad turbulentas en discos de acrecién con el niimero de Reynolds.

Se asume que la turbulencia es impulsada por el campo de velocidad en el disco, el cudl
tiene escalas de de longitud y velocidad caracteristicas S (radio de la drbita) y v, (velocidad
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azimutal) respectivamente. Un nimero de Reynolds alto R = Sv,/v conduce a la generacién
de turbulencia, y por lo tanto a un aumento cnstante de 1 viscosidad efectiva. esto continuara
hasta que el nimero de Reynolds se halla reducido aproximadamente a su valor critico ..
Los valores tipicos para un R, en flujos de laboratorio son del orden de ~ 10? — 103. La
viscosidad de Reynolds puede ser tan alta como:

v = Sy, (2.43)
donde [ es una constante que satisface:

B —~1073 (2.44)

(o

. Bajo qué condiciones se puede aplicar a los discos de acreciéon Kepleriana de estado estacio-
nario, la prescripcién de viscosidad 8 deribado de los experimentos de flujo giratorio? Esta
ley es valida para objetos estelares jovenes, estrellas binarias evolucionadas y AGN, excepto
donde la turbulencia se convierta en hipersénica.

En un disco kepleriano la viscodidad [ esta dada por:

vs = BOR? (2.45)

La viscosidad [ sélo depende del radio y de la velocidad angular en el disco kepleriano y
no implica condiciones fisicas locales, a diferencia de la oy, que depende de la altura de la
escala de presion H y de la velocidad del sonido ¢s. Usando Cs = QQH, que expresa equilibrio
hidrostatico en un disco vertical kepleriano, se tiene:

H\’ H\®
Vo = aQR? (E) = Vﬁ% (§> (2.46)

« «

El término (H/R)? es una cantidad debilmente sensible tanto a R como a «, pero depende
fuertemente de la masa central y de la velocidad de acrecion.
El nimero Mach en un disco 3 esta dado por:

-1

QR H
MMach = \/B = \/E =y (247)
Cy R,
Empleando la ecuacion anterior en (|2.42)), nos queda que
R\ T/
Magaen = 4,99 x 1072572 m (F) (2.48)
g

Para discos con hiperacrecién estudiados en el modelo de Popham, se analozara el compor-
tamiento tomando la viscosidad 3 y definiendo: my = M/Mq, u = M/Mas™t |, a = M?

mach
y B_s = B x 10° con B = 1072 obteniendo asi las ecuaciones para el modelo de la forma:
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R 31/24
H(my, R) = 9,34 x 108" m?/* (E) om
9
B R —5/12
T(my, R) = 3,92 x 1015 Pm; /" (§> K
9
—43/24
plims, e B) = 2,91 x 10783 2 (1) L (2.49)
N R, cm3

R\
S(my,p, R) = H x p =272 x 10*' 825 pmy (_) P
cm

Rg
R\ /2
vgr(my, R) = 4,20 x 10°8_5m; > (_> cm
R, s

Para esta tesis, se propone emplear las ecuaciones obtenidas por Popham, para un disco 3
(2.49) para evaluar los momentos de inercia y el periodo de precesion en discos de acrecion
asociados a GRBs.
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La existencia de ondas gravitacionales (GWs) es una de las predicciones de la teoria General
de la Relatividad (GR). Se trata de una perturbacién del campo gravitacional que se pro-
paga en forma de onda. Esto, aunque en un principio fue intuitivo, tuvo sentido cuando la
teoria electrostatica de Coulomb fue reemplazada por la teoria electromagnética de Maxwell,
entonces tenia sentido considerar que cuando una distribucion de masa-energia cambia con
el tiempo, la informacién asociada a este cambio deberia propagarse en foma de ondas. Sin
embargo, las GWs son ondas metricas, debido a la asociacién del potencial gravitatorio
con el tensor métrico g,,.. Luego, cuando ellas se propagan, la geometria y la distancia entre
los puntos del espacio-tiempo, cambian con el tiempo.

3.1. Linealizacidon de las EFE

Debido a la complejidad para resolver analiticamente las EFE para fuentes que evolucionan
con el tiempo, como se mensiond en el capitulo anterior, se hard uso del campo lejano de fuen-
tes localizadas, ya que es lo suficientemente debil para permitir hacer uso de aproximaciones
basadas en el método de perturbaciones.

En esta seccion se recurre a el formalismo de esta aproximacion que nos llevara a la linea-
lizaciéon de las ecuaciones de Einstein y a la denominada teoria linealizada. Es a partir de
esta version de las EFE de donde se vera el significado de las ondas gravitacionales.

Consideremos una pequena perturbacién h,,(z) de una métrica conocida con solucién [
que denominaremos métrica del background, y que puede ser la métrica del espaciotiempo
de Minkowski 7,, o la métrica generada por el BH de Schwarzchild; h,,(z) es causada
por alguna fuente con tensor energia-momentum que denotaremos como t*”. El tendor del
espaciotiempo resultante se puede escribir de la forma:

9o (%) = Gy (@) + hy () con | By ()] < |G ()| (3.1)

A partir de (3.1) expandimos a primer orden en h,,(x) las EFE, la teorfa resultante es
denominada teoria linealizada y h,, () satisface una ecuaciéon de onda en la regién exterior
de la fuente, que nos conduce a la nocién de ondas gravitacionales.
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Simetrias en Teoria Linealizada
Para facilitar el analisis, supongamos un background plano en el que g, = 7,,. La ecuacion

(3.1) queda de la forma:

G (x) = N + hyw,  con |hy,(2)] < 1 (3.2)

debido a que las componenetes de un tensor son dependientes de las coordenadas, nos intere-
saremos en situaciones fisicas donde existe un marco de referencia que denominaremos (NLC
- Near Lorentz Coordinates) para los cuales es valida en una regién del espaciotiempo.
Con estas condiciones, la teoria linealizada pierde la propiedad de invarianza de la GR bajo
transformaciones generalizadas de coordenadas.

Hay dos tipos de transferencia de coordenadas que pueden hacerse sobre sistemas NLC:
Transformaciones infinitesimales locales y Transformaciones de Lorentz.

Transformaciones infinitesimales locales

Haciendo uso de la ley de transformacion para la métrica, se encuentra que la transformacion
para hy, a primer orden es:

by () = hiw(x') = hw(x) = (0,8 + 0,€,) (3.3)

y debido a la condicién |9,8,| ~ |hy.|, se tiene que: |k, (2")| < 1. Por lo tanto,

G () = s + 1, (2')

son las componentes del tensor métrico en un NLC.

Esto significa que el efecto de una trasnformacién infinitesimal local es el de redefinir la
perturbacién hy, segin (3.3)).

Transformaciones de Lorentz

Son transformaciones finitas globales, es decir, que son independientes de las coordenadas,
estas transformaciones las denominaremos (BLT - Background Lorentz Transformations).
Sea A una matriz de coeficientes constantes que satisface:

N = AZAgnpo (34>

Por lo tanto, las componentes del tensor métrico transforma como:

g#”(‘r) — g;UJ(I,) = AZAngU(x) = T],LLV + AZAtho(m)
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luego, en el nuevo marco,

9 (&) = N + h,, (27), con R, (z') = NOATg,6(2)

esto implica que la perturbacién h,, transforma como un tensor bajo el grupo de transfor-
maciones de Lorentz, pero no se puede decir lo mismo bajo el grupo de transformaciones
generalizadas de coordenadas.

3.1.1. Expansion alrededor del espaciotiempo plano

Para escribir las EFE linealizadas, se debe hacer una expancion a la teoria linealizada del
tensor de Einstein, para esto, se debe calcular las correspondientes expresiones para el tensor
de Riemann, Ricci y el escalar de curvatura.

Tensor de Riemann

El tensor de Riemann esté definido por:
Rﬁpa = aprﬁa - aUF'zL/Lp + F'ZPFSU - FZOFSP

donde I'f, se denomina conexion de Christoffel, y permite relacionar vectores pertenecientes
al espacio tangente de puntos vecinos en la curvatura. Esta conexién se puede construir a
partir de la métrica como:

1
FZJ/ = §gpa(augov + augau - aoQ;w)

y dado que ' ~ 0"g,,, lo que conlleva a que los dos ultimos términos en esta expresién
sean cuadraticos en las primeras derivadas del tensor métrico y por tanto de segundo orden
en Ouh,,, por lo que seran despreciados. Usando explicitamente los simbolos de Christoffel,
se obtiene:

1
Rapuw = 5(Jovgu + 9ouar = Janpr = pvan)
Pero, dado que:
Jow,pu = hal/,ﬁ,u

al ser nulas las deribadas de 7,,, las componentes del tensor de Riemann a orden lineal en
h,, toman la forma:

1
Ragpw = 5 (havsp + hgpav = hapse = Mpvap) (3.5)

y bajo la transformacién de gauge (3.3) estas componentes son invariantes. Antes de linea-
lizar, se hacen las siguientes definiciones:
)

- 1
e h;w = h/w - _nuuh (36>

h=n""h
" 2
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de donde se sigue que:

h=n"h,, = —h
y esta caracteristica hace que a BW se le denomine el “tensor” de traza-inversa de hj,. De
la ecuacién se obtiene:

_ 1 -
h;w = h,u,u - Enuuh (37>
Tensor de Ricci y escalar de curvatura
El tenssor de Ricci es de la forma:
RHV = Rzau

al contraer el tensor de Riemann (3.5 se obtiene:
1
Rg, = Rj,, = 5(6a85h3 + 0a0,hG — 030,h — 0*0hp,)
y haciendo uso de la ecuacién (3.7)), el tensor de Ricci toma la forma:

1 . : ; 1 7
Raﬁ = 5 <aaa'uhﬂﬁ + aﬂauhua - aua,uh‘aﬁ + 577&58“8,&}1) <38>

Con una nueva contraccién se obtiene el escalar de curvatura:
= R% = 90*9%h 18“87
R=R; = hus + 3 L (3.9)

EFE en teoria linealizada

De los resultados anteriores, el tensor de Einstein se puede escribir como:

Gu = Ry — 39w R = —1(Ohy + 0,070 by — 070, by, — 0°0,,h,,) (3.10)

donde O = 00, es el D’alambertiano tambien conocido como operador de onda del espa-
ciotiempo de Minkowski. Luego, en teoria linealizada, las ecuaciones de Einstein quedan:

G,ul/ = 8:_4GTHV = DB#V + nuuapagﬁﬂtf - apalfﬁﬂp - apaﬂﬁl’l’ = _16c_ZGT/“’ <3'11>
Al usar la libertad de gauge ({3.3) para escoger el Gaige de Lorentz:

0" hy, =0 (3.12)
y esto reduce la ecuacion (3.11) a su forma mas simple:

Oh,, = —19€T, (3.13)

A partir de esta ecuacién analizaremos la generacion de GWs en teoria linealizada.
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3.2. GWs en el TT Gauge

Se debe resolver las EFE en el gaude de Lorentz (3.13|) para estudiar la propagaciéon de GWs.
Partiendo de:

Oh,, =0 (3.14)

2 ., .z .z
y dado que [J = —C%% +v2, la ecuacién |D es una ecuacion de ondas para la pertubacion.

Es evidente entonces, que la perturbacién se propaga como una onda a la velocidad de la
luz, y esto es lo que llamamos una onda gravitacional, por lo tanto, la teoria gravitacional
de Einstein predice la existencia de ondas gravitacionales.

Es posible simplificar atin mas la forma de la métrica escogiendo adecuadamente las com-
ponentes del campo gauge &, las cuales deben satisfacer [, () = 0 para fijar el gauge de
Lorentz.

Sea el tensor &, como:
§uv = 048y + 0u€ — M 05E° (3.15)

debido a que las deribadas parciales conmutan, es claro que:
g, =0 = [0, =0 (3.16)

De las 6 componentes independietes del tensor simétrico h,, que satisface se restan
las funciones §,, que dependen de 4 funciones arbitrarias §, y que satisfacen la ecuacién
. De aqui que uno puede escoger las funciones £, que impone nuevas condiciones sobre
el tensor simétrico l_zw,. Luego, si elegimos:

= ¢0 tal que: h = 0. Lo que implica que h = 0 y por tanto ?LW = hy, lo que quiere decir
que la perturbacién h,, es libre de traza y coincide con su tensor traza inversa.

= las tres funciones restantes £(x) tal que: h%(z) = 0. Esta condicién, junto con el
gauge de Lorentz muestran que hyy es constante en el tiempo. Un término constante
corresponde a la parte estatica de la métrica, y dado que la GW depende del tiempo,
se tiene que: hgg = 0.

Las anteriores condiciones implican que hg, = 0, Vu; luego, el gauge de Lorentz se reduce
a:
al/ilm, =0 = alhw =0

Por lo tanto:

hO,u — 0, h = hz — 0, 8jhij =0 (317)
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Esta ecuacién define el TT Gauge (Transverse-Traceless Gauge) que es el gauge mas apro-
piado para el analisis de las GWs. Ademas, esta condiciéon reduce de 10 términos libres de la
matriz simétrica h,, a 6, y la libertad gauge residual, asociadas a la funcién £* que satisface
¢, (x) = 0, reduce a solo 2 las componentes libres de h,,.

Ahora, ya estamos en capacida de resolver las EE en el TT gauge en donde ([3.14) se reduce
a:
TT _
Oh;;" =0 (3.18)

donde el superindice T'T se empleard para recordar que estamos en este gauge. Esta ecuacion
permite soluciones de onda plana que son de la orma:

donde A;; y k, son componentes constantes de tensores. para entender estas componentes
reemplazamos (3.19)) en ([3.18]):

A,-jﬁuaueik'w =0
a y (o8
A [ 7 iksx _
A;;0 (81‘“6 ) =0
Aijﬁu(z’k’ueik"xg) =0
izAijkul{'M€ik'z =0

luego, k,k* = 0 lo que indica que el 4-vector k* es un vector luminoide. Este resultado

(3.20)

corrobora que las GWs viajan a la velocidad de la luz.

Dado que k,k* = 0, la relacién que se satisface entre las componentes de £ es:
w
k| =— (3.21)
c

que expresa que la velocidad de fase es idéntica a la velocidad de grupo. Las componentes
de A;; pueden ser funciones de k y contienen la informacién asociada a la amplitud de la
GW y a sus modos de polarizacion. Se define tensor de polarizacion las componentes del
tensor A;; = e;;(k).

3.2.1. Polarizacion

Se propone la solucién de GWs que se propagan en direccién del eje z de un sistema NLC, con
3-vector de onda k = |k|n, donde 7 es el vector unitario en direccién de z. Como resultado
hiTjT tiene valores no nulos solo para i, j = {1, 2}, que es el plano transverso a la direccién de
propagacién de la onda. Otras consecuencias son:
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= hl;" eslibre de traza, luego hiy + hoy = 0.
= 1" es simétrico, por lo tanto hgy = hy,.

» La GW sdlo estd asociada a la parte real de (3.19)), luego e** = cos(k.z) = cos[w(t —
z/c)].

Sean hy = hyy = —hg v hx = hyy = hy, denominadas las amplitudes de los modos “pluse
“cros” de polarizacién de la onda.
Luego, podemos escribir

hy hy O
hg;T(t, 2)=|hy —hy 0| cosfw(t—=z/c) (3.22)
o 0 0/
ij
o de manera més simple:
hy h
RIT, )= " 7 | cosfw(t — z/c)] (3.23)
hy —hs ,

donde a,b = {1,2} son indices en el plano transverso (z,y).
Como conclusion: una onda gravitacinal solo tiene dos grados fisicos de libertad que corres-
ponden a los dos posibles estados de polarizacion

3.2.2. Expansiéon de ondas planas

Otra forma de escribir hj;" es como una combinacién de ondas planas:

hij' (x) = / %(Aij(k)em+A;;.(k)e—“f~m) (3.24)

donde k| = w/c = 2nf/c, y el diferencial de volumen en el espacio de frecuencia se puede

escribir como:

3
1= ~IPdd(costhy =~ (27 ) ffatcost)i;

Sea d°n = —d(cosf)dyp el diferencial de dngulo sélido, luego, la expresién (3.24) queda de la

forma: | e
M) = [P [ R 1 (3.25)

que puede ser reducidad para fuentes localizadas usando:

Aij(k) = Ay (£)0% (7 — 7o)
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de donde g es el vector unitario que define la direccién de propagacién y es transversal al
plano en donde A;; tiene componentes no nulas.

Si indicamos los indices en el plano a,b = {1,2}, y se omite, por simplicidad, el superindice
TT y ademés empleamos los tensores de polarizacion:

ety = y e, = 1 (3.26)
a,b a,b

se puede escribir a (3.25) de manera alternativa como:

“+oo
ha(t,x) = > / df/d2nhA f,n)ed (n)e2ri/t=nx/e) (3.27)

A=+,%x

con f2
z] f7 Z hA fa )

A=+,%x

Debido a que las dimensiones lineales para las cuales se han disenado los experimentos en
GWs son muy inferiores con relacién a la longitud de onda reducida (L < ’\g’—ﬁw), esto nos
permite elimiar la dependencia espacial al ubicar el origen del sistema coordenado en el
detector, es decir:

6271'1']%().)(/12 _ 627riﬁo.x/)\cw ~1

con lo cual: -
hap(t) = / df (hab(f)ef%ft + c.c)
0

de donde: e
hab(f) - ab(f X = O) Aab(f)

Se puede observar que las integrales de f corren sobre frecuencias fisicas. De esto, se puede

escribir la expresion de manera compacta como:

hay(t) = /_OO dflzab(f)eﬂmft y %ab(f) _ /_00 dthay ()X

o0 o0

3.2.3. Interaccion de las GWs con el detector

Analizaremos como interactian las GWs con el detector, idealizado como un conjunto de
masa de prueba. Para esta parte debe tenerse en cuenta, que aunque la fisica es invariante
bajo transformacion de coordenadas, usaremos un lenguaje para describir las GWs y el
detector que dependera del sistema de referencia empleado. Seleccionar un observador, en
GR es el procedimiento matematico equivalente de escoger un gauge especifico. Lo que hay
que analizar ahora, son las caracteristicas del sistema de donde se satisface el TT gauge (TT
frame) y las respuesta de las masas de prueba de ducho sistema.
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TT frame

En el TT frame, las particulas que se encontraban en reposo antes de la llegada de la onda
gravitacional, permaneceran el reposo respecto a este frame, después dela llegada de ésta.

Para entender esto supongamos una masa de prueba en reposo en 7 = 0, [‘fii] = 0. Por lo
0

tanto, de la ecuacién geodésica (2-2) se sabe que:
d*z’ , dx? dxP
Skl I § ) P
dr? | __, PRdr dr ],

- - [réo<x> (fl—)]

Y dado a que en teoria linealizada el simbolo de Christoffel toma la forma de:

=0

1 ag
Fﬁp - 577” [hcfp,l/ + huo,p - hpzx,a]
entonces,

, 1
Lo = 5 [hioo + hoio — hoo,] -
Pero, como ya sabemos, en el TT gauge, y por lo tanto en el TT frame, h;g = hoy = 0; luego

en 7 = 0 tenemos:

Azt
) o o

Esto significa que las coordenadas T'T oscilan en si mismas, como respuesta a la onda, de
tal manera que la posicién de masas libres en reposo no cambia. Esto no quiere decir que
porque las posiciones coordenadas no se vean alteradas no existan efectos fisicos. Veamoslo
asi, consideremos dos eventos en (t,z1,0,0) y (¢,22,0,0) respectivamente. Para el TT fra-
me, la distancia coordenada zo — 7 = L permanece constante, aun con una onda plana
propagandose en direccién z. Sin embargo, a partir de:

ds® = —c2dt* + dz* + {1 + hycos[w(t — z/c)]}da® 4+ {1 — hycos[w(t — z/c)] }dy?
+ 2hycos|w(t — z/c)|dxdy

obtiene la distancia propia entre eventos, que es :
1/2 1
s = (xg — x1)[1 + hycos(wt)]/* ~ L |1+ §h+cos(wt)

a primer orden en h,. Entonces la distancia propia oscila periédicamente en el tiempo con
la frecuencia de la GW.
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Esto se puede hacer de manera general definiendo el vector L como la separacién entre dos
eventos. La distancia propia entre ellos es de la forma:

si definimos n; = Lf y s =mn;s; y a orden lineal en h;;, nos conduce a:
) 1.

que corresponde a la ecuacion geodésica en términos de distancias propias en lugar de dis-
tancias coordenadas. Esto se puede explicar por medio del principio de funcionamiento de
detectores interferométricos, donde dos espejos como masas de prueba, entre los cuales se
refleja un haz de luz, la distancia se determina por el tiempo del recorrido del haz, tal que la
GW afecta el camino éptico y esto implica que la GW se puede detectar midiendo el cambio
en el tiempo (At).

Marco propio del detector

En el marco del laboratorio se espera que las masas de prueba que son libres de moverse,
se puedan desplazar debido a una GW con respecto a el origen de coordenadas. Los efectos
generados por las GW en este marco pueden describirse en términos de fuerzas newtonianas
(gravedad newtoniana, fuerzas de Coriolis, fuerzas centrifugas, etc.).

Las GWs han de competir con muchos otros efectos del tipo, fuerzas gravitacionales estati-
cas, Coriolis, etc., que son de mayor orden de magnitud, pero las GWs pueden tener altas
frecuencias comparadas con la variaciéon de los otros efectos, posibilitando la deteccion de
las GWs.

De aqui asumimos que las tinicas contribuciones importantes en el tensor de Riemann, para el
rango de frecuencias, son debidas a GWs, y por lo tanto, la ecuacién de separacion geodésica
en el marco propio del detector se escribe como:

&= hTTgﬂ (3.30)

Esta ecuacién establece que el efecto de la GW sobre una particula puntual de masa m, en
el marco del detector, puede describirse en términos de una fuerza newtoniana como:

F, = _hTTg (3.31)

esta ecuacion sélo es valida a muy pequenas escalas comparadas con la longitud de onda
reducida.
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Comportamiento de un conjunto de masas en el marco del detector

Analicemos un conjunto de masas de prueba en la configuracién de un anillo en el marco del
detector. Consideremos el anillo concéntrico con el origen y que las masas esdan inicialmente
en reposo antes de la llegada de unas GW. El radio del anillo se describe por el término £°¢;,
y por simplicidad se escoge una onda propagéandose en la direccion del eje z y el anillo en el
plano (x,y). De esto se infiere que:

= h"=0siioj=3
= las particulas se mantienen el el plano, es decir, Z ~ thT = 0, esto de la ecuacion ((3.30))

s La GW desplazara a las particulas transversalmetne con respecto a la direccién de sus
propagaciéon y de acuerdo con (|3.31]).

Si definimos a (dz,0y) como los desplazamientos inducidos por la GW con relacién a la
posicién de equilibrio (zg,v), se encuentra que la respuesta ante una GW con modo de
polarizacion " plus” es:

ox = %xosm(wt), oy = %ygsin(wt)
de manera similar, para una GW con modo de polarizacion ”cross”:
dr = %yosm(wt), dy = —%xosin(wt)

Entonces:

AL

Gréficamente, la deformacion resultante se puede ver en la figura (3.1)).

O Q O - Q

h _TT
phase 2 21

Figura 3.1: Comportamiento de un conjunto de masas de prueba en configuracién de anillo,
ante una GW, en el plano transverso a la propagacion de la onda con modos de
polarizacién + y x. Tomda de [6]



3.3 Generacion de GWs 33

Una representacién de lineas de fuerza en el plano (z,y) y que muestra la razén por la cual
las amplitudes de polarizacién adquieren dichos nombres se puede apreciar en la figura(3.2]).

Yi ¥

R\
7

Figura 3.2: Lineas de fuerza correspondientes a los modos de polarizacién + y x. Tomada

de [6]

X

3.3. Generacion de GWs

En esta seccién se ilustra el procedimiento para calcular la senal h,, emitida por fuentes
astrofisicas que evolucionan con el tiempo. Esto para entender como las amplitudes hy v hy
dependen de los parametros fisicos de la fuente, como: la masa, momento angular, ect.

De lo anterior, se resuelve las EFE de la teoria linealizada:

167G

4 Y

Oh,,(t,2") = —KT,,(t,2"), con K=

Cc

para todas las regiones del espaciotiempo, incluido el exterior; esto implica que el analisis no
lo podemos hacer desde el gauge T'T ya que sélo tiene validez en el exterior de la fuente.

Llevemos esta ecuacion al espacio de frecuencias, para esto realizaremos una expansion de
Fourier. Empecemos expandiendo los tensores T, (¢, z° y hy,(t, 2"):

T#,,(t,a:i) :/ T#,,(w,xi)e_wdw

o0

B#,,(t,x") :/ Buy(w,mi)e’i“tdw

o0

y como los operadores [ y O conmutan, la ecuacién de onda queda de la forma:

/ D[B;w(w, xi)e—iwt]dw — —K/ Tuy(w,mi)e_i‘”tdw,

o0

es decir,
o] 2 [e’e)
/ {VZ + w_] By (W, 2")e ™ dw = —K/ T (w, 2" e ™ dw,

2
00 C
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ecuacién que se puede resolver para cada valor de frecuencia:

2
{VQ 4 %} Py (w0, 77) = — KTy (w0, 27) (3.33)

3.4. Principios de deteccion de GW

En esta seccién queremos mostrar aquellos experimentos que se encuentran actualmente ac-
tivos, asi como aquellos que ain estan en diseno y construccion que permiten correlacionar
las GWs predichas por modelos tedricos. Las GWs estudiadas a la fecha, corresponde a fuen-
tes ”conocidas”que cubren 22 décadas de frecuencias, que van en el rango de ~ 10718 Hz
hasta ~ 10*Hz (sistemas binarios de estrellas de neutrones, formacién de BHs, etc). Los
detectores construidos en la superficie terrestre, pueden cubrir una banda que corresponde a
altas frecuencias, 1Hz < f < 10*H z, mientras que la banda de bajas frecuencias tinicamente
se puede acceder mediante detectores que estén en el exterior de la atmodsfera terrestre, es
decir, que satisfacen la condicién de ser LIF.

Los detectores terrestres se dividen en dos tipos: Detectores de masas resonantes y detectores
interferométricos.

3.4.1. Detectores de masas resonantes

Un detector de masas resonantes consiste en un cilindro con un alto factor de calidad QH,
normalmente de aluminio, con longitudes de ~ 3m y masa de M ~ 2000kg, con frecuencias
longitudinales resonantes de ~ 1kHz. El primero en construir un detector de este tipo
fue Joseph Weber en 1960, cuyos modos longitudinales de resonancia se encontraban a la
frecuencia de ~ 1660H z y permitia detectar variaciones en longitud del orden de 107,

WIRE
SUSPENSION
EYSTEM

—

— ANMPLIFIER
—

RECORDER

DETECTORS

Figura 3.3: Boceto del detector de cilindro de Joseph Weber. Imagen tomada de [10]

IEl factor Q es alto en oscilaciones cuyas amortiguaciones son extremadamente débiles
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Mediante un transductor son medidas las oscilaciones mecanicas de la barra, generadas
por una GW con una frecuencia especificada, éste convierte los desplazamientos en senales
eléctricas las cuales son posteriormente amplificadas. Estos dispositivos tienen tres tipos de
problemas a corregir, que son tres tipos de ruido con el que se encuentra la senal: ruido
térmico, ruido eléctrico y ruido cuantico.

Actualmente se ha conseguido que los detectores ultracriogénicos de barras resonantes tengan
sensibilidad hasta ~ 6 x 10~2'm.

3.4.2. Detectores interferométricos

El principio de operacion de estos experimentos consiste en usar un laser para medir los
cambios de longitud en los brazos del interferémetro. Los primeros indicios de deteccién de
GWs por este medio, se platearon en 1960.

Para este montaje se tiene un haz de laser que se divide en dos componentes una vez pasa
por el beam splitter, cada componente ingresa en una region de alto vacio, en la que se
dan multiples refleciones entre dos espejos masivos dispuestos en una configuracion conocida
como cavidad Fabry-Perot. La senal generada es recombinada y se analizan las interferencias
que se generearon por diferencias de camino 6ptico. Con el paso de una GW se puede hacer
que la longitud de los brazos del interferémetro oscile en el tiempo, esto se reproduce en el
patrén de interferencia

Beam —_ Ly-————_ >
splitter !
Photodiode

Figura 3.4: Representacién de un orterferémetro laser usado en detecciéon de GWs. Imagen
tomada de [5]
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Figura 3.5: Representacién del observable de la respuesta de un interferémetro ante la in-
teracciéon con una GW con polarizacién “plus”. Para més detalles ver [20]

Debido a que los modelos astrofisicos estudiados predicen senales de h < 1072%, y con las
técnicas actuales que permiten sensitividad del orden de AL ~ 107'%¢m, un detector in-
terferométrico debe tener brazos con longitud ~ (1 — 10)km. Al igual que los detectores de
masas resonantes, los detectores interferométricos tambien tienen algunos tipos de ruidos que
deben tenerse en cuenta a la hora de identificar la senal real. Algunas fuentes de ruidos para
este tipo de detector son: ruido sismico, ruido térmico, efectos cuanticos y ruidos asociados
a gradientes gravitacionales newtonianos.

En la actualidad, los mayores proyectos en detectores interferométricos terrestres de GWs
son [27]:

s LIGO - Laser Interferometer Gravitational wave Observatory, que cuenta con tres sis-
temas de operacién: un interferémetro de 4km en Livingston (Louisiana, USA), y un
par de interferémetros (4km, 2km) en Hanford (Washington, USA).

= VIRGO, un interferémetro de 3km, ubicado en las vecindades de Pisa, Italia. Operado
en cooperacién italo-francesa por la agencia EGO (Eurpean Gravitational Observatory).

= GEOG600, interferémetro de 600m, ubicado en las cercanias de Hannover, Alemania.
Construido en cooperacién entre Alemania e Inglaterra.

= TAMAS300, un interferémetro con 300m de longitud, que opera cerca de Tokio, Japdn.

La separacion de estos interferometros se aprobecha para la correlacién de datos usando
técnicas de triangulacion y procesamiento de senales.
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Figura 3.6: Interferémetro VIRGO, Pisa, Italia [3]

para el aso de observacién en bajas frecuencias, se estan disenando lo que se denomina
detectores de tercera generacion. Con estos se espera poder explorar, ademas, la radiacion
gravitacional generada en la fase inicial del Universo. Los principale sproyectos en eta area
son:

s ET - Einstein Telescope liderado por EGO.

s LISA - Laser Interferometer Space Antenna, que es un proyecto entre las agencias
NASA y ESA, con una sensitividad éptima en el rango de (0,1 — 100)mHz [1]

= DECIGO - Deci-hertz Interferometer Gravitational wave Observatory y Ultimate-DECIGO,
liderado por la agenia espacial japonesa y con una sensitividad en (0,1 — 100)H z.

= BBO - Big Bang ObserverPRopuesto como complemento del proyecto LISA, es un
proyecto de la NASA. Tiene una banda de operacién muy similar a la de DECIGO

1.

3.4.3. Funciones del detector

La salida de cuaquera de los detectores antes mensionados, es una serie temporal, y como se
tiene una descripcion tensorial de las GWs, se debe entender como hacer tal trasnformacién.

Propongamos un detector lineal, el ruido y las GWs se combinan en este, entonces:

En esta ecuacion se omitio la dependencia espacial en la senal y también el superindice TT.
El elemento D%, al que se denomina el tensor del detector, es un tensor de componentes
constantes y que depende de la geometria del detector. Sea n(t) el ruido del detector, el cuél
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es considerado estacionario (ruido blanco), entonces las diferentes componentes de Fourier
del ruidoson no correlacionadas y se puede escribir la siguiente relaciéon de ortogonalidad:

< (Ha(f) >= %Sh(f>5<f —f)

donde la funcién Sy,(f) con unidades de Hz! es la densidad espectral de ruido. Para ruidos
estacionarios se puede asumir que < n(t) >= 0, que condice a:

< n?(t) >= /Ooo Su(f)df.

De igual manera, el ruido de un detector se puede caracterizar por /Sy(f) que corresponde a
la Amplitud espectral (Spectral strain sensitivity), con dimensiones Hz~'/2. Algunas gréaficas
que muestran la sensitividad de los detectores, son una representacion de esta funcién y
establecen el limite de amplitudes por encima de la cual son sensibles estos experimentos.

Sensitividad angular

Una GW propagandose en direccion n puede escribirse como una combinacién lineal de ondas
planas. Luego, la contribucion de las GWs a la salida del detector se puede escribir como:

h(t) = Dhy(t) = Y Dej(m)ha(t) (3.34)
A=+,X

donde ef} son los tensores de polarizacion. Las funciones que dependen de la geometria del
detector y de la direccién de la propagacion de la onda se denomina funciones patron del
detector, obtenidas de:

A(ay _ id A
F(n) = DY¢;;(n) (3.35)
En términos de estas funciones se puede escribir la senal como:

h(t)= Y Fa(m)r?
A=t,x (3.36)

y para interferémetros:

1
F (0,9) = 5(1 + c0s*0)cons2p)
F. (0, p) = cosfsin2ey.

Los detectores de GWs tienen una sensibilidad de casi 47 steradian. Esto quiere decir que
cualquier fuente, incluso, estando por debajo del horizonte terrestre, puede detectarse sin
requerir procedimientos de localizacion. Para esto es necesario usar técnicas de triangulacién
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ya que un solo detector ni puede hacerlo por si solo,a menos de qu erealice observaciones de
fuentes de variacion continua durante un gran periodo de tiempo.

En el caso de fuentes de GWs que emiten durante intervalos de tiempo pequetios, como es
el caso de los burst de GWs generados en GRBs-engines, es necesario definir el factor de
eficiencia angular del detector. Esta cantidad esta dada en términos del promedio sobre el
rango angular ¢» — (0,27), asociado a rotaciones en el plano transverso de las funciones
patrén [15]:

F= \/< FI>4+<F2>= \/2 < F?2 > puestoque < F;>=<F;>=1/5 (3.37)

y para interferémetros terrestes, F = \/%, que representa una eficiencia angular del 63 %,
miestras que los detectores de barras resonantes y el interferémetro LISA, la eficiencia es
menor, F' = 2y/15 y F = /3/10, que son un 52% y 54.7% respectivamente. Dado lo
anterior, se han establecido definiciones en la literatura de GWs, aqui enunciaremos algunas
a continuacién [12]:

2 s (f) = A/ fSh(f): Para fluctuaciones rms en el ruido a una frecuencia f y en la banda
Af = f. Permite el contraste de predicciones con h(t). Este término es adimiensional,
igual que que h(t).

» 1, (f) = V/5hyms: Esta funcion es ttil para contrastar la sefial h(t). Es el ruido adimen-
sional rms, escalado con el factor de eficiencia angular para detectores interferémetros
terrestres de GWs.

n s TOOt-sum-square amplitude: Esta cantidad tiene unidades de Hz~'/2, las mimsas
de la fucién /Sy (f). MAtemdaticamente es de la forma:

hrss = \//_OO dth?(t) = \//_OO df|h(f)[? (3.38)

Nosotros hemos optado por calcular la senal h,..s(f) para nuestro diseno de disco de acrecion.

En los capitulos 4 y 5 se mostrara el contraste de las predicciones con las curvas /S, (f) de los
detectores, y tendremos en cuenta el factor v/5 cuando hagamos los anélisis de detectabilidad
para bursts de GWs por interferometros terrestres. POr esta razon, para referirnos a las
curvas de deteccién lo haremos con /S (f)vsf.

Veamos las principales curvas de deteccion de los detectores interferométricos. Las funciones
a partir de las cuales se obtivieron las graficas fueron tomasas de [21], [23] y [28].
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Figura 3.7: Izquierda: curva 1/(20/3)Sy(f) de LISA escalada con el factor de eficiencia para
GWs transientes. Derecha: curva /Sy(f) de DECIGO y BBO.
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Figura 3.8: Curvas /Sy,(f) de: izquierda Initial/Advanced de os detectores LIGO y de ET.

Derecha adicional se muestra la grafica color rojo que se realizé empleando datos

oficiales de la pagina de LIGO [2]
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Network GW-Detectors
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Figura 3.9: Curvas de sensitividad d elos principales detectores interferométricos de GWs.
Las zonas sombreadas representan la region en la que cada interferémetro tiene
oportunidad de deteccién.



4 Construccion del modelo: GWs
emitidas por objetos rigidos.

En este capitulo se establecen las ecuaciones con las cuales se calculara la senal h,.gpara
discos de acrecion alrededor de BHs y que precesan debido al efecto Bardeen Petterson.
Debido a la relacién de las masas del disco y del BH, se puede modelar como un disco
rigido con despreciable auto-gravitacién. Adicional a esto, debido a que las velocidades en
el interior de estos sistemas no son relativistas, nuestros analisis los haremos dentro del
formalismo cuadrupolar. Asi, nuestro modelo tendra la siguiente estructura metodolégica:

1. Estudio de la dinamica fundamental de un cuerpo rigido bajo: rotacién pura respecto
a un eje principal de inercia y rotacién més precesion de un objeto con simetria axial.

2. Para los casos mencionados anterior se hace identificacién del tensor momento de cua-
drupolo en términos del tensor de inercia.

3. Célculo de hg;-T como funcién de la velocidad angular, la distancia a la fuente y los
momentos de inercia principales.

4. Implementacién de la solucién de Popham para Gamma-ray bursts (GRBs). En este
caso, hj;"se escribird en términos de parametros que se encuentran en la literatura,
tales como: Mgy, M, By Q.

5. Calculo de la senal h,, y contraste con las curvas de deteccion.

Primero recordemos que la onda gravitacional en el TT gauge se puede escribir en términos
del tensor momento cuadrupolo:

2G

hig! (8,7) =~ Agy MO (1 =1/ c) (4.1)
donde )
M*(t) = —2/ T2 ok @3
& Jv

Supongamos una senal propagandose en direccién del eje z, cuyo origen del sistema de
referencia se ubica en la fuente. Si aplicamos la operacién de proyeccion (4.2)):

A 1
Aijpa(B) = PPy — 5 Pij P (4.2)

IPardmetro de viscosidad
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donde
Pij(0) = 655 — nan;

al plano transverso (z,y) obtenemos:

hy he 0 o Mu—Me  pNp, 0
b (6r) = b —hy 0| =7 | Ny —Hughz g (4.3)
0 0 0] 0 0 0]
1) 3
por lo tanto,
a . .
hi(t,r) = —7 (M — Ma)y,.,
rC
o0 (4.4)
hX(t’ 7”) = @(M12)tret

el subindice %, es para especificar que las expresiones son evaluadas en el tiempo retardado
t—r/c.

Estas expresiones se pueden generalizar ain mas si dejamos que la direccion de propagacion
de la GW sea arbitraria. Elegimos un nuevo sistema de dos rotaciones del sistema original:
una rotacién 6 alrededor del eje z, seguida de una rotacion ¢ alrededor del eje z. Para
esto suponemos un nuevo vector director n que hace un angulo € con el eje z y que el plano
transverso lo definen los vectores ortonormales u y v que satisfacen la condicién de quiralidad

U x0=n (ver figura[4.1).

Figura 4.1: Sistema coordenado (z,y, z) con el origen en la fuente de las GWs. Para esta
representacion, la GW se propaga en la direccién del vector n, que estd deter-
minado por los angulos 6 y .
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Al definir las matrices de rotaciéon, se obtienen las amplitudes hy y hy que determinan en
su totalidad a una GW propagéndose en la direccion dada por los dangulos 6 y ¢:

a . .
hi(t,0,p) = @{Mll(cos%p — 5in?pcos®0) 4+ Moy (sin*p — cos*pcos*)

— Ma3sin®0 — Mlgsin2g0(1 + cos®0) + Mlgsingpsin%
+Mazcospsin20} (4.5)

a . . .
hy(t,0,p) = —4{(M11 — Mys)sin2pcost + 2M9c0s2¢pcos0
re

—2Mscospsing + 2Mayssinpsind}

4.1. GWs emitidas por la rotaciéon de cuerpos rigidos
El tensor de inercia caracteriza, principalmente, la cinemética de un cuerpo rigido:
IV = /d%p(?)[r%ij — 2] (4.6)

El tensor de inercia es simétrico, tiene entradas reales y por lo tanto, es hermitico. Esto
garantiza la existencia de un marco ortogonal fijo al objeto en el que se cumple que I es
diagonal. Se denominan ejes principales de inercia a los correspondientes ejes de este marco,
y sus autovalores (I, I, I3) son los denominados momentos principales de inercia, exhibidos
en la diagonal principal.

Nos referimos a este marco como el BF (Body frame). Luego, si x; son las coordenadas en el
BF, los momentos principales de inercia quedan de la forma:

/ %/ ’ ’ ﬁ / ’
L =5 = /d3x plx))[r? — ] = /d3x p(x)[zs + 5]
dado que r? = 2% 4+ ;2 + 2. De igual manera se tiene que:
I, =1y = /d?’x'p(:c

, 7
I3 =135 = /d3x p(x

De estas expresiones se puede ver que:

!

I

)z + x5

! %/ /
11+]2:]3+2/d3l‘p(l')1'32 == ]1-’-]22]3

de aqui es claro que cada momento de inercia debe ser menor o igual que la suma de los
otros dos. Ademas, si un cuerpo rigido rota con velocidad angular W, su momento angular
estard dado por J; = I;;w; cuyas componentes en el BF son:

/ / / / / /
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La direccién de & difiere de la de 7 a no ser que: I; = I, = I3; es decir, cuerpos esféricos,
.7 . . . . / / li
o, para el caso de tener rotaciéon sobre un eje principal, por ejemplo, x5, donde w; = wy = 0.

4.2. GWs generadas en sistemas axialmente simétricos
que precesan

En general, cuando la direccién del momento angular total con concuerda con un eje principal
de inercia, se puede considerar el movimiento del cuerpo rigido como la combinacién de
rotacion alrededor de un eje principal y movimiento de precesion de dicho eje con respecto a
la direccién del momento angular. Veremos que sistemas en libre precesién pueden producir
radiacién gravitacional, lo que significa una pérdida de energia continua.

En esta seccién se analizaran las ecuaciones generales que nos permiten calcular las GWs
generadas por precesiéon libre, y luego, las adaptaremos para el caso en que la frecuencia
angular de precesion se determina por el efecto BP.

Sea (x1, 9, x3)el sistema de referencia fijo con respecto al cual, nuestro cuerpo rigido es
aislado y su momento angular total J es conservado. Elegiremos a x3 como el eje en cuya
direccién se encuentra J. Ahora bien, introduzcamos el BF, solidario al cuerpo rotante y
cuyos ejes coinciden con los ejes principales de inercia (xll,w;, x;) La relacién entre estos
sistemas estd dada por los dangulos de Euler («, 3,7).

Para pasar la BF del marco inercial fijo se deben hacer tres rotaciones sucesivas: una alrededor
de z3 de valor 3, seguida de una rotacion alrededor de la linea de nodos en un angulo «
y por ultimo, una rotacion alrededor de xé en un angulo v (ver figura La matriz que
realiza esta transformacion la podemos escribir de la forma:

cosy siny Of |1 0 0 cosfp sinf 0
Rij = |—=siny cosy 0| |0 cosa sina| |—sinf cosf 0 (4.7)
0 0 1] |0 —sina cosa 0 0 1
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Figura 4.2: El segmento indicado con la letra N representa la linea nodal donde los planos
se cortan.

Note que en el marco fijo, 7 (0,0, J), por lo que podemos escribir sus componentes en el
BF empleando la matriz R;; : J =R, ;J; = Ri3J, obteniendo:

)

J, = Ri3J =Jsinysina
Jy = RysJ =Jcosysina (4.8)
J3 RasJ =Jcosa

También podemos escribir las Ji' en términos de ¢, ﬁ y 4 al definir los vectores velocidad
angular asociados a los dngulos de Euler, representados en la figura (4.2)):

= ¢ estd asociada a las rotaciones en el plano definido por x3 y xé Las componentes de
& en el plano BF son: (dqcosy, —asiny, 0).

» [ es asociada a rotaciones en el plano (z1,x2) y dirigida segin x3. Sus componentes
en el BF son: (Bsinysina, Scosysina, fcosa).

= 7 estd asociada a las rotaciones en el plano (z7, z,) y dirigida segtin a5. Sus componentes
en el BF son: (0,0,%).

Ahora, usando estos vectores podemos reescribir el vector velocidad angular total del cuerpo
rigido, con componentes en el BF dadas por:

wll =qcosy + Bsinysz’na
wy = — asiny + Belsysina (4.9)
wy =fcosa + 5
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y como el tensor de incercia en este marco es diagonal, se puede escribir a las compponentes
del momneto angular (4.8)) en este sistema como:

J, =I(acosy + fBsinysina)
Jy =I(—dsiny 4+ Bc0sysina) (4.10)

/

Jy =I5(Bcosa + )

esto construye un sistema de tres ecuaciones diferenciales de primer orden con parametros
a,B y v donde J, I, Is e I3 son constantes. Para cuerpos con simetria axia]ﬂ este sistema
tiene una solucion simple, donde I; = I5. Esta solucién es:

a =0 = «o=cte.

i :i:cte; st a#0
L

. L —1
726003@(1 3).

I3

(4.11)

De aqui se concluyer que para sistemas con simetria axial y en ausencia de torques, el angulo
de precesion permanece constante. La evolucién de los angulos 8 y v ocurre uniformemente.
De lo anterior, definimos la velocidad angular de precesion como la componente en direccién
del momento angular (Qpe. = 5), y por conveniencia se estalece una relacién para esta

cantidad en términos de wé, ya que en discos de acrecion estd relacionada con la velocidad
angular kepleriana. De (4.9) se llega a:

, . . I — I , T
wy = ¥ + Beosa = Beosa (% + 1) = Bcosal_—l (4.12)
3 3

donde hemos hecho uso de la ecuacion (4.11)). Asi:

BEQprec:i_Ig Wé

I I cosa

(4.13)

Cabe senalar que la velocidad angular de precesién dada en (4.13) se aplica al proceso de
precesiéon libre de torques, el cual se da siempre que la direcciéon del momento angular del
disco (J = Jy), con concuerde con el eje plincipal de inercia :c;,, siendo el angulo entre ellos
a.

Con estos resultados y haciendo la transformacién I;; = (RTI R),j, es posible calcular la

’Esta es nuestra situacién de interés, ya que los discos de acrecién tienen esta semetria en el régimen
estacionario. Por esta razén, de ahora en adelante nos referiremos al cuerpo rigido en estudio como el
disco de acrecion.
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evolucion del tensor de inercia en el marco fijo, obteniendo:

1
Ill = _(Il — 13) 60825 SinQOé + cte

DN =D

(I} — I3) sin*a sin2p3

Lz = —(I; — I3) sina cosa sinf3 (4.14)
Iy = —%([1 — I3) sin*a cos23 + cte

I3 = (I; — I3) sina cosa cosf3

Iss = I sin’a + I5 cosa

Ahora, usamos la relacién entre el tensor de inercia y el momento de cuadrupolo M;; =
—I;; + Cj;, y adicionamos las solucones obtenidas para los dngulos de Euler, entonces:

My, = 2(I; — I3)Q2 ., sina €052 et = — My

prec
Mg =2(I; — I3)Qg2m~ec sin’a sin2Qpect
My =—(I, — I3)Q2, .. sina cosar sinSprect (4.15)

Moy = (I — I3)22, . sinor cosar cosQprect
M33 - 0

Por lo tanto, hay emision de GWs a dos frecuecnias, que son:

wWaw = 2Qprec Yy Wow = Qp’/‘ec (416>

Para las expresiones de las amplitudes, tomamos en caso de rotacién pura, donde 6 es el
angulo de vision, y ¢ = 0, entonces:

a . . .
_4[M11 — Myyc08%0 + Myz5in20)
rc

200G . .
@[MmCOS& — MlgsinQ]

h+<t’ T, 9) =
(4.17)
hy =

y si incluimos el resultado (4.15)), entonces:

hy = At 10080 ect + Ay 2c082€0 et

‘ _ (4.18)
hy = Ay 151 prect + Ay 25120 et

donde:
A1 = hg sin2a sind cosd
Ay 5 = 2hg sin*a [1 + cos0]
Ay 1 = hg sin2a sinf (4.19)
Ay 2 =4hg sin’a cosh

2 (I3 - Il>912wec

ho =

ct r
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siendo 7 la distancia de la fuente al detector.

Otra expresion importante es:

2G . .
Low = ﬁ(h — I;)*Q0 .. sin*a[16sin’a 4 cos®al (4.20)

que determina la potencia radiada por el sistema en ondas gravitacionales.

4.3. GWs emitidas por discos de acrecion rigidos
dominados dinamicamente por el efecto
Bardeen-Petterson

La ecuacién dada en (3.38)) junto con las ecuaciones (4.18)), (4.19) y (4.20]), conforman la base

para el computo de las GWs generadas por sistemas rigidos con simetria axial en precesion.
Esta es la situacion de los discos de acreciéon que son dominados dinamicamente por el efecto
BP, y solo nos queda evaluar la ecuacién que determina la frecuencia angular de precesién
que esta asociada a este observable, para asi obtener una expresion para I3 — I, en términos
de parametros conocidos.

Para hacer esto, primero recordemos que el momento angular de cada anillo en el disco con
radio R y ancho dR esta dado por:

dJy = 21 R*S(R) vy(R)dR

ahora, como se sugiere en [13] y [22], escribimos un momento angular tipico de disco por
unidad de intervalo logaritmico como:

dJg

Ju(R) = k)~ 21 R*S(R)vy(R) = 2r R*S(R) Q% (R) (4.21)

Es posible calcular el radio de Bardeen-Petterson, a partir de la ecuacién anterior, como
aquel en donde el momento angular tipico del disco es igual al momento angular del BH:

a,GM3
c

Jd(RBp) = Jpyg = (4.22)

Asi, el radio de BP quedara especificado por los parametros a,, Mgy y las funciones X y €2,
de las ecuaciones de la solucién de Shakura o Popham, segiin corresponda.

Se propone que el radio interior del disco sea el dado por la orbita circular estable més interna

(ISCO) del KBH, ver y. La velocidad angular de precesion que esté asociada al efecto
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BP, corresponde a la velocidad angular de Lense-Thirring (2.11]), evaluada en el radio Rgp
[26], [22]
2GJ

BIL = LT (4.23)

2 13 prec
¢*Rpp

El momento de inercia I3 se puede calcular empleando las coordenadas polares que se ilus-

QLT(RBP) =

traron en ([2.3.1)):

Rpp Rpp 27 +H/2
I; = / dmR? = / p(R)R*RdR / do / dz (4.24)
ms ms 0 7H/2
donde ¢ es el angulo azimutal medido respecto a x;. Y dado que p = %, podemos escribir
15 como:
Rpp
Iy =27 / Y(R)R*dR (4.25)
De manera analoga se obtiene I;:
Rpp
L=m / S(R)R*dR (4.26)
lo que nos lleva a que:
Rpp
L—-I=m / S(R)R*dR (4.27)

Evaluaremos por separado las GWs debidas al efecto BP, como tambien a las asociadas a
precesion libre con:

eree(Rout) — éw3(Rout> _ 2Qk(Rout)

pree 1, cosa cosa

(4.28)

ya que podrian estar presentes simultdneamente en los discos que precesan. En la ecuacién
(4.28), R, representa el radio exterior del disco que precesa, y para discos donde Myqen > 5
se cumple que R,,; coincide con Rgp.
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En este capitulo de muestran los resultados obtenidos a partir del computo de las ecuaciones
del capitulo [4] y la comparaciéon de nuestro modelo con los trabajos realizados por Romero
et al. [19] y Sun et al. [26].

5.1. Aplicacién de la solucion de Popham para discos
delgados que se desarrollan en sistemas GRBs

Debido a que la radiaciéon gravitacional que se emite de los discos asociados a GRBs en
hipéracrecion, son de tipo transientes (burst), y con una duracién del mismo orden del GRB,
es necesario una consideracion adicional antes de entrar a analizar 6rdenes de magnitud.
Para fuentes de este tipo el procedimiento estdndar propone adaptar la senal h(t) mediante
una gaussiana de la forma:

h(t) = h(t)prece /T (5.1)

donde 7 es el orden tipico de duracién del burst, que deacuerdo con [I9], 7 ~ 10v/2s y
h(t)prec €s la senial que la obtuvimos en (3.36) que esta en términos de las funciones patrén
del detector:

h(t)prec = Fiphi (1) + Fichy (1) (5.2)

Como se mension6 anteriormente, nuestros resultados seran constrastados mediante la fun-
cion h,.¢s definida por:
+o0
hZ., = / h(t)?dt (5.3)
—00

que, segun las ecuaciones (5.1]) y (5.3) en nuestro caso toman la forma:

88 prec
—00 —0o0

+00 +oo
R — / B2 (e 2 dqt = / (F2h% 4+ F2h2 + 2F, F hoh)e /7 dt (5.4)

y dada la eficiencia angular para eventos transientes, es necesario evaluar el promedio angular
sobre las posibles orientaciones del detector. Luego, como: (F?) = (F2) = £,y (F . Fy) =0
para interferémetros terrestres, tenemos:

L[t YR
(o ={5 [ 02 4 12020 ) 65
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que denotaremos simplemente como h, . Usando (4.18) podemos escribir el valor de esta
cantidad de manera extendida, obteniendo:

T /m\ /4 _on2 2,2
hfrss = g (g) {Aa—,l + Ai,? + Ai,l + A%(,Q + (A?l—,l - A%(,l) € ot +

1
(Aia - AQx,z) e 8T 42 (Ax1Axo+ AL 1ALD) e 2™y
—97r2f27-2 1/2
2(A4 1A s — A 1AL ) e 2 }

(5.6)

donde [ = Qpec/2.
Ahora, vamos a evaluar érdenes de magnitud en las ecuaciones (4.23), (4.28) y (5.6). Para

esto, se consideraran los valores observacionales estimados en los trabajos de Popham et al.
[17], Romero et al. [19] y Sun et al. [26]:

Row  ~ (107 —10%em | [17], [19]
(2—10)Mg | 7], [19], [26]

Mo~ (0,1,1,10)%C | [17], [19], [26]

1—100)M,. | [19], [26]

( (5.7)
a  ~ 0,1-0,95 | [17], 9], [26]
o = 45° 9]
a ~ 10° —20° [19], [26]
B~ 1075—1073 [16]

5.1.1. Estimacion de la GW para el disco de Romero et al. [19].

Para el articulo en consideracién, se asume que el disco no sufre deformaciones y, aunque
era enfriado por emisiéon de neutrinos, la geometria corresponde a la de un disco méas grueso
(Mpraen, < 5).Las ecuaciones de donde obtuvieron las funciones X (R), H(R) y p(R), fueron
extraidas de un modelo previo realizado en 2006 [I8] para analizar el cambio temporal en las
curvas de luz de GRBs. Ademas, propusieron que las perturbaciones de las 6rbitas kepleria-
nas en la métrica de Kerr estaba relacionado con el origen de la precesiéon. Sin embargo, la
frecuencia de precesion libre es mayor que la precuencia de precesion asociada a este proceso
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R,(m) = 295427cm Radio gravitacional
Rs(m,a) = 1,47 x 10%m ~ 14km Radio interno del disco
R, < 1 x 10%m = 1000km Este valor no es calculado en el articulo
Rgp = 1,87 x107cm = 187km Radio de Bardeen Petterson
La=IL—I1 ~ (2,65x10%R"? —1,02 x 10*2gem?) | Momento de inercia relativo
Mgy = 2Mg Masa del BH
Jpy  ~ 71,06 x 10¥gem?/s Momento angular del BH
My/Mpy = 0,42 Justifica ausencia de autogravitacion
Pgp = 1,8s Periodo de precesién asociado a BP
fep = 0,55Hz Frecuencia de precesion asociada a BP

para el rango de radios propuestos, por lo tanto, la senal A, ha de tener contribucion mas
significativa por precesion libre.

Con la idea de comparar nuerstro modelo con los resultados que se obtuvieron en este tra-
bajo, seguiremos con la idea de que este tipo de discos configuran la geometria de un disco
delgado, y usaremos las ecuaciones de Popham para determinar cada una de las predicciones.

Los pardmetros observacionales en Romero et al. [19] tenian valores de: o = 20°, 6 = 45°,
Qise = 0,1, 7 = 10v/2s, a, = a = 0,1, M= ,uMQS_l = 1]\4@8‘1 y My = mMg = 3Mg.

Para nuestro modelo cambiamos algunos de estos valores, como el de la vicosidad ;. por
beta_s y la masa del BH por 2M ), con estos valores y las ecuaciones de nuestro modelo
obtenemos:

La frecuencia angular de precesion libre depende del radio exterior de la forma:

215981
Qrec(m =2, R,a=03) = 098

_ 5.8
0,3+ 6,23 x 10-9R3/2 (58)

cuya gréfica se ilustra en la figura (5.1]) junto con la grafica del momento de inercia relativo.
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Figura 5.1: (a) Momento de inercia relativo. (b) Frecuencia angular de precesion

El momento angular tipico del disco y el del BH se cortan en Rgp:
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Figura 5.2: (a) Momento angular tipico del disco J4(R) (azul) y momento angular del BH
Jpr (horizontal). (b) Ampliacién de la regién donde se cortan las curvas.

La relacién H/R nos determina el comportamiento geométrico del disco, segun la grafica
(5.3), para un R,y ~ 108¢m, el valor de Mysqen ~ (0,5)"1 = 2, lo que nos indica que para
estos valores de viscosidad y tasa de acrecion, es disco es bastante grueso.
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Figura 5.3: Gréifico de altura relativa H/R

El comportamiento de la frecuencia y el periodo de precesiéon es como se muestra en la
siguiente figura:
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Figura 5.4: (a) Frecuencia de precesién (b) Periodo de precesién. En ambas gréficas, ademaés,
se presentan las debidas a BP.

Ahora, adaptando el valor » = 100M pc para la distancia entre la fuente y los interferémetros,
el radio exterior del disco es la 4nica dependencia para la senal h,s. Luego, de la ecuacion
(5.8)), se puede escribir a h,ss como funcién de la frecuencia.
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De la figura (5.1) podemos observar que, debido a que €. decrece con R, mientras que
I,y aumenta, la senal h,.(R) oc Lq(R)Z . (R) varia lentamente en el intervalo R,,, <
R < 108¢m, exceptuando las zonas de radios pequenios, como se muestra en la figura (5.5)):
iguiente figura:

ree (

1.=1071 11071
11072} 1 1. =1072
1.=107%5 | 1 1ai0 |
o S
T IN
2 I Y
] i | - -2
A 110 4 terBL
110} 1 (S il
LR (el S 1 LIS el 8
=108 1=107 =107 1=10° 5 10 ) 100
Py {m) f{Hz}
(a) (b)

Figura 5.5: Senal h,,s debida a precesién libre como funcién de: (a) radio exterior, (b) de
la frecuencia.

Se puede apreciar, en esta figura, que se trata de la misma grafica si la reflejamos sobre el
eje vertical, esto se debe a que la frecuencia es funcién de R.

La figura ([5.6)) muestra la senal de h,.ss que se genera por el disco pequeno precesando debido
al efecto BP.
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Figura 5.6: Senal h,,, para precesion libre y contribucion del efecto BP. Adicional se muestra
la linea donde corta el radio BP.

Las siguientes figuras son debido a la superposiciéon de nuestros resultados con las curvas de
deteccion de los detectores terrestres.
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Figura 5.7: Senal h,,; debida al efecto BP en la region de los detectores DECIGO.
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10 ED 100 500 1000
f{Hz}

Figura 5.8: Senal h,,, de precesion libre en la region de los detectores DECIGO.

w2l S

Figura 5.9: Senal h,,, de precesion libre en la regién de los detectores Ligo y ET.

Como se puede apreciar en las figuras y la curva de nuestro modelo esta por
debajo del limite inferior de sensitividad de los detectores Decigo, Ligo y ET.

Podemos comparar nuestro resultado con los reportados en Romero et al. [19] para la senal
h.ss junto con la curva de Adbanced Ligo, como se muestra en la figura (5.10))
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Figura 5.10: A la izquierda la senial h,.¢s para el disco reportado en [19]. A la derecha nuestro
modelo. La linea de color roja es la curva de sensitividad de LIGO advanced
oficial, mientras que la negra representa la tasa de acrecién que hemos consi-
derado en nuestro analisis.

5.1.2. Estimacion de la GW asociada al efecto Bardeen-Petterson

En esta seccién vamos a comparar nuestros resultados con el trabajo de Sun et al. [26], dado
que la estructura de ambos modelos estd determinada fundamentalmente por los parametros
1, a, my la constante de viscosidad. En nuestro caso, esa constante estard determinada por
el nimero de Reynolds la cudl estard condicionada por f = 1072 [16] y a partir de esta
eleccién, analizamos la dindamica del disco y como varia la senal h,,; antes variaciones de los
parametros restantes. Mantendremos los valores angulares y la duracién del burst como en
la seccion anterior.

Para nuestro modelo fijaremos el valor de la masa del BH en m = 3, y el parametro de espin
en a = 0,8, obteniendo asi:

Rpp(m,p,a) = Rgp = Rpp(i), Irq(m,p,a, Rpp) = Le = (1)

(5.9)
H(ma RBP) = H = H(M): Pprec<m7 RBP7 Cl) = Pprec = Pprec(ﬂ)

De aqui, la estructura del disco queda determinada tinicamente por la tasa de acrecion.
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Figura 5.11: Comportamiento del radio BP con la tasa de acrecién u. La linea horizontal
representa el valor del radio interno del disco, y la interseccién con Rgp indica
la tasa de acrecion a partir de la cual se deja de formar el disco.
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Figura 5.13: Vista superior de la representacién del disco de acrecién obtenido para: (a)

p=001y(b) p=10

Para las gréaficas anteriores, es claro que la seleccion de pardmetros nos condiciona la esta-

bilidad del sistema para tasas de acrecién p < 10.

Por otro lado, la dependencia con p se representa en el grosor del disco y su correspondietne

numero de Mach, lo cual se ulustra en la figura
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Figura 5.14: (a) Funcion H/R vs u. Se puede apreciar que el incremento en la tasa de

acrecién lleva a discos mas delgados. (b) Comportamiento del nimero de Mach

en el disco.
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Figura 5.15: (a) Periodo de precesién vs p (b) Frecuencia de precesion vs .

En la figura se muestra el comportamiento del periodo y la frecuencia de precesion,
con la tasa de acrecién, para precesion asociada a los casos del efecto BP como a precesion
libre.

Vamos a calcular la senal de h,,, permitiendo un valor dentro del intervalo de la tasa de
acrecion p € (0,01, 10), y a partir de esto realizaremos nuestras interpretaciones. Dado que
la dinamica del disco esta determinada por la tasa de acrecién, al fijar la distancia a la fuente
r, la senal h,ss queda determinada por u, es decir:

hrss = hpss(m =3, u,a = 0,8, Rpp(p),r) (5.10)
= hrss (1)
Pero:
Joree = foree(pt) = = 1 foree) (5.11)
Entnces, podemos evalua la senal h,ss en términos de fpree:
hrss(1) = hrss(1(fpree)) = Prss(fprec) (5.12)

Al evaluar la sena, consideramos tres valores diferentes para la distancia de estos objetos:
r = (10kpc; 1M pc; 100M pe); obteniendo los siguientes resultados:

= Graficas de la senal h,, en términos de frecuencias y tasa de acrecion
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Figura 5.16: Senal de h,¢s debida al efecto BP para tres distancias diferentes. En (a) como

funcién de la tasa de acrecion p, y en (b) como funcién de la frecuencia f.
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Figura 5.17: Senal de h,ss debida a precesién libre para tres distancias diferentes. En (a)
como funcién de la tasa de acrecién p, y en (b) como funcién de la frecuencia

1.

= Superposiciéon de las senales h,.s asociadas al efecto BP, con las curvas de deteccion de
los interferémetros DECIGO y LIGO.
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Figura 5.18: Senal de h,, bajo el efecto BP para las distancias anteriormente mencionadas,
y curvas de deteccién en la ventana de frecuencias de los detectores DECIGO
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Figura 5.19: Senal de h,.¢, bajo el efecto BP para las distancias anteriormente mencionadas,

y curvas de deteccién en la ventana de frecuencias de los detectores LIGO y
ET .

= Andlogo al resultado anterior, se presenta la senal asociada a la precesion libre en la
regién del interferémetro LIGO.
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Figura 5.20: Senal de h,,s de precesion libre para las distancias anteriormente mencionadas,

y curvas de deteccion en la ventana de frecuencias de los detectores LIGO y
ET .

= Comparamos nuestros resultados con la grafica reportada en el trabajo de Sun et al.

126,

Como se puede observar en las dos ultimas figuras ((5.21 y [5.22]), nuestros resultados
se asemejan a los reportados en el trabajo de Sun et al. [20], en relacién a la amplitud
y frecuencia de la senal h,ss generadas por precesion del disco bajo el efecto de BP.
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Figura 5.21: Resultados de nuestro modelo en la regién reportada por Sun et al.
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Figura 5.22: Resultado reportado por Sun et al.



6 Conclusiones y recomendaciones

En esta tesis hemos estudiado la generacién de ondas graitacionales (GWs) a partir de la
precesion de discos de acreciéon como consecuencia del efecto Bardenn-Petterson, asi como
las GWs producidas por precesiéon libre del disco, cuando la viscosidad del material en éste
estd dada por la asi llamada prescripcion (3, de acuerdo a la cual la viscosidad del disco estéa
determinada pot el nimero de Reynolds, en vez de la famosa prescripcion o de Shakura y
Sunyaev. Segun la prescripciéon 3, lqa viscosidad se expresa como:

vg = BOR?,

donde el pardametro  se asume inversamente proporcional al nimero de Reynolds y toma
valores en el rango 107> — 1073,

Para nuestros andlisis nos basamos en el disco delgado propuesto por Popham [I7], debido
a que hay cosenso general de qu discos que se generan en GRBs engines, en hiperacrecion,
y que son enfriados por emisién de neutrinos, adoptan una geometria que se acerca a la de
disco delgado, simpre que no se tengan extensiones superiores a ~ 10%8¢m.

En el capitulo () presentamos nuestros resultados, obteniendo una buena aproximicién a los
resultados obtenidos en Sun et al. [26]. En este capitulo se muestra que el modelo aqui usa-
do para el disco de acrecion, emite GWs que pueden ser detectadas por los interferometros
LIGO (initial and advanced), DECIGO/Ultimate DECIGO, BBO y ET, especialmente para

fuentes que estén localizadas a una distancia r < 1Mpe, que corresponden al grupo local,

como puede observarse en las figuras (5.17] |5.195.22| y |5.21)).

En contraste con los resultados del modelo de disco de Romero et al. [19], también presentado
en el capitulo , muestra que los resultados obtenidos en esta tesis no son coincidentes en
el sentido de que, a diferencia de lo que ocurre en ese modelo, las GWs generadas son de
muy baja frecuencia como para ser detectadas por los interferémetros arriba mencionados.
En efecto, en las figuras , y pude observarse que las frecuencias obtenidas a
partir del modelo de disco con viscosidad ( estam simpre por debajo de la sensitividad
de los detectores. Es de anotar que este resultado esta asociado al hecho de que, para las
condiciones del disco de Romero et al., el modelo aqui propuesto da lugar a discos que no
se aproximan bien por discos delgados, lo que, a su vez, puede ser una indicacion de que es
necesario extender el andlisis para incluir efectos de autogravitacion del disco.
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