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Eiemplo 7
Hallar el volumen del sdlido limitado por (xF+y=+z2)F=27(x=+y=),

Bolucidn

Como 2z20, OS(DS—%

(x2+y2+22)2 = [(r2Cos?0Sen’¢+riSen?0Senp+ricCos?@)l?
= 2rCos¢ (r?Cos?0Sen?¢+r?Sen?0Senie) * r*=2r3Cos¢Sen?p *
r=2Cos@Sen?¢- lv=go 0gr<2Cos@Senyp-

[I:omo 8 no aparece, toma el maximo valor es decir, 0<{8<{2n, luego:

Vis) . = fffdzdydx

¢ (A)
, ’ 2CospSenie
- f "f? f rZSentpdrdtpoB (Ejercicio).
[4] 0
0

Eiemplo 8
ballar el volumen del sblido gue se observa en la figura (Figura 139)

folucidn
X2+y24z2=2z = I2=21.'C'OS¢P % r=2Co8¢ f(en esféricas), luego
0<r<2Cog¢p - La interseccidn de las superfices x24y24z2=2z7 v
=/x2+y? €5 z=1, pues x24y2iz2=73472=0z7 = 2z2-2z=0 * 2z(z-1)=0 «
z=1. Lueqo la proveccidn en el plano xy del sdlido es

{(x,v} i x=+y=L1} entonces

0<0<2x, y OS@(%. luego:

Vis) fffdzdydx

g (A)

Vi-x? 1+y/1-x%-y*

f_i ] | f dzdydx



Bernardo Aceveds

114 Inteqrales dodles | triples, ¢ linea ) |@ superiicie
a ’ 1 4

= fonf;_“' LZCO"I’Sencp drde dd-

(x24y2+22=2Zz » X3+y24+(z-1)2=1 ~ z-1=2y1-x%-y?)

Ejemplo 9
Hallar el volumen del sé&lido que se observa en la figura (Figura 140)

Solucion

Fig.140

[0\ N xteytszte 2\22

X X2+ yi+zt- 4

Pasando las ecuaciones cartesianas a coordenadas esfericas se tiene quex2+y2+22..12.‘[

“ r=2:; x%+y2+z2=r3=2/2rCosep * r=2,/2Co8¢ - El punto de interseccxdr[
4 2 _2_p
2 v

de las superfices es ./2 pues X2+Y2+Zz=4—2\/22 w,  Z= =
) 2v2 V2

”I »

7 £
xy es x?4y2g2. Como Cosq’;-z:—’%:'}z-
v

asi la proyeccion en el plano

@
. asi 0<@s—- v 056<2n. Lueqo:

V(s) = fffdzdydx

9 (A)

= Lz"];':‘ﬁzrzsenq,drdq,da+j;2'[:—;fozﬂc°”128enodrd¢oﬂ. (Ejercicio)

o |

(p:
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Ejemplo 10
1 xz—& :+_z_:. Z 2 2
galcular ff(T Jo_ 16>dzdydx; q;(A)—{(( Y, z)l——+) . sl}
e (A) | 4 9 16
(Figura 141 )
Solucidn
y 4
W
BYrS.e) L I l
9 == }] - N‘, \ \.‘
' \
e }‘ z . >y
4 : X .y
r .
¢(r,0,9)
X Yy zZ _. p
Se —_—=u, == — =W - = = N . as
a 5 3 2 x=2u, Yy-3v, 2zZ=4w Y i
A(u,v,w) =(2u,3v,4w)=(x,y, z) .
dx ox Ox
du o9v ow c e 2
1% % dy| _ = . y K s X e Z _zy?+viiw? entonces
J=l3 & s =@ 3 8 = 2x3x4=24 2. 8 ‘3¢ RM
du ov Ow

ff(—Xi+L+_)dZdydx f f f(u2+V2+w?) 24dUdde y para calcular
e (a) ulsviiwigl

esta integral se hace:
u=rCosbSene; v=rSenbSen@; w=rCos¢ y asi
B(r,0,¢) =(rCosbSene, rSenbSene, rCose) =(u, v, w) v

0sr<l; 0s<0<2m; Os@sn v Jg=-r?Sen@. luego:

f f r(u +vZ+w?) 24 dudvdw - o4 ff f r?.rSene¢ de dddr

ul+viewicl

= 24%4%— (Ejercicio).
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Nota

5 x: 2 z3 a - _9 )
La integral ff(_‘ +'L9 +_15)d2dydx. con ¢ (A) .J(x,y, z) ""_4...;2.4._‘1-.;1} SE
e (a) l 4 5 16 |}

puede calcular directamente si se hace

v >
%

:? =ICOSOS€H¢ E %=I’S€I)039TNP; ‘Z‘ =rCose, es decir

o(r,0,¢)=(2rCos050ny, 2*rSendSeng, 4rCoap) - 0<rsl, 0<8<2x, Osp<n
y Jg=-24r®Sene vy asi:

];i)('xT:”;hf':")dZdex N 24L11;2'f0'rz.1259n(pdq>d0dr = 24*4*%

(Ejercicio).

En coordenadas cilindricas quedaria:

x3 2 g3 ac p1 1
ff(—‘-+)9—+§)dzdydx = 24f f f r(r2+w?) dwdr dd
9A) 0 i]
-v1i-r
= 24%4% =
5
Ejemplo 11
Htallar el volumen del sédlido limitado por las superficies:

2 rd
X~ . L 4+ Z _ =2y S +L_="

- E—, Z 2> ( (Interior a ésta) (Figura 142)
a: b? c? © @ s.h* s o

_..._
\ r,
i/
4

<
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Solucidén
Ila interseccidn de las superfices es Z-xC pues

2 2 2 2 2 2
Xy z' 2%,z 2z

=2 & Zz_4C Y asi la proyeccidn en el plano »y
a? p? 2 (2 (? c?

del sélido es —X——+—'~?-~$T; as1 que

a: b?

V(s) = fffdzdydx

e {A)
’_’—\' 2 x* \"
P /ol o [2-En - X
T . v o
a J
f f f QzZ ay ax
-a
D i i [y g

= abc f : f f dwdvdu

= abcj;m f;l f[‘/ﬁrdwdraﬂ

= abcf;mﬁﬂf:‘r”Sempdtpdrde (Ejerci

lambios de variables andlogos al =3emplo anterior.

EjemElo 12

dallar el volumen del s¢laido limitado por las supertficies

x2+y2+22=4 v x2+y2+22=9 (Figura 143%)

30lucidn
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V(s) = fffdzdydx
9{a)

- f{frz&amp dr d@de

L"L‘L3rzsentp drde d®

= 19*4% (Ejercicio)

2.6.9 EJERCICIOS

1. Pasar las integrales siguientes a coordenadas polares y calcularlas

1. f_z } dy dx
-J16-x%



IT.

10.

Iategrales dobdles y

triples, 6o Llinea y do superficie

e

3‘/_-_};I -
v

Vax

0

o~

4-x

(x2+y?) dydx

T-Ldydx g () ={(x,y) | %+ <1

TfTe i dydx

2+y?dydx

VT 2, 4,2
fﬁ ‘{ Sen(x?+y?) dydx

-x?-y?)dxdy

Ve x?

j;l f xuy’ dydx+f f xhy.dydx

1-x
%5 [viy?
u’O y

Bernarde Aceveds.

Hallar el Area en coordenadas polares de las regiones:
{(x,y)|(x—1)°*(y-4):<25}

ok WN

r=2+Cos@
r=Sen@®

Area comun

a r=28en@® y r=1

{(x,y)14<x=+y=~<36}

La region

limitada por y=x y y=x=

119
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7. Comiun a r=a y r=2aSen@
8. r==Cos20
?. Comun a r=1 y r=1-Cos@

ITI. Calcular las integrales siguientes por cilindricas o esféricas

Vit
1.1: f j;’dzdydx (R=/"§)
-J/1-x3
5. ];2»‘72_"» j;lzywd:’:dydx (R:/2’T2)
VRI-x¥ /R¥-x¥-y%
. fx f f dZdeh'(Ri/‘?P)
-® S o
a. f‘:l)' f;(x2+y2) dzdydx
3\/BTF 3
5 dzdydx
j. l. ;(Y

-v/16-x4
VI Va-x? Jxieyd
7. f f f dzdy dx
VI .J2x2 O
0 0 Vva5-x4-y2
8 f f [ dzdydx
-5 _25-x4 g
25-x* 0

. f:f [ dzdyax

Vva5-x“-y*

IV. Calcular las integrales con algun cambio de variable.
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1. ff]l'Zddedz. @(A) el soélido limitado por las superficies
e (a)

hz 2pa
a_ 2 2 o . k. h*R
z = (x2+y2) y por z=h20; (R/—"—‘—)

2 2 AT "
. fl)f«x +y dZd-de, ®(A) el sélido limitado por z,_/xz+yz y
0

z=-1 (R:/?).
9 (A)
Z=O,' z:i)_-b-_ﬁ; £+_Xi=ﬁ I_p':,/ 3nab\
a? b? az b2 a |\ 2 )

4, ,,, J’ _,! (x2+y2)d2dydx, ®(A) la parte de la semiesfera X2+y2+22=4'220
e (a)

lntersectada con x2 +_V2=1 .

~ A =a

5. I !Jl(xz+yz)d2d}’dx. @ (A) el sélido limitado  por
v(a)
.\‘
IS )
z=4-yx3+y?, y z=1 (R:/G’;3 ~2”53 )

Hallar el volumen del sdélido limitado por las superficies

iguientes, 1indicando los limites de la integral sin cambio de variable

‘luego con cambio de variable si1 es posible.
R
1. X3+y2=z y z=/x%+y? (R:/—g)
2. z=4-x2; z=3x%+y?

i

3. z=x, 2z=x3+y? l\l‘::,’

1

4. z=8-x3-y2, z=x?+y? (R:/24w)

l\ll\l

5. x2+4y2+22=26 y 2z?=x?+y? (externo a ésta ultima)

(R:/8my3)

b. x=4, y-4, z=x2+y2%+1 vy los planos coordenados (R:/36n)

7. X+y+z2z-1, v los planos coordenados R:/—E
y ' s
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2
8. —’f?+y3=1, z=1, z=12-3x-4y

2

.8

vrd o &
+r—+ =_=1 R:/32xn
19 16 tuRan)

10. y2-4a2-3ax; y2=ax, z=th (R:/=
1. x+y+z=a, 3x+y=a, %x"y:a' y=0, Z=°’lR:/a3+—5‘1—~\'

6 )
12, x2+y2=b2; y+z=a, z=0 (R:/abzﬂ)
25

[
13- z=0; z=x%+y?, x%+y?=a? |R:/m ‘R
\ J

1 n
14. z?=x2+y?; z=x?+y? I\R:/}}

15. x2+y2=2x, z?=x?+y?

x2+4y?=42z; x°%+4y?=48-4z

o

x2+y2+22=4a2 y a2=x2+y2 (Fuera de este ultimo)
8. z=8-x%-y? y z-x%+y?
L9, z=4-x?-9y2%; 2z=1

>
O,

z=4-yJx%+y?, z=1

2. Z=—% +y?%; =z=1; =z=3

VIl. Indicar los limites de la integral fffdzdydx, sin cambio
o (A)

sariable, en cilindricas y en ccfér para
0 (A) ={(x,y,z) | x?+y2+22<9, z20)
o (A)={(x,y,z) | x3+y?+2z2<9, x<0})
o (A)={(x,y,z) | x?+y?+z2<516, y20, x50}
o (A) ={(x,y,z) | x3+y2+22525, z<0}
o (A) ={(x,y,2) | x2+y2+22<36, zs0 ys0)
¢ (A) el solido limitado por x24y2=105 2=0, z=5.
¢ (A) el solido limitado por x3+y2=4- z=0. z—x’+y2~

o (A)={(x,y,2z) |4sx2+y2+2259)
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3. APLICACIONES FISICAS DE LA
INTEGRAL

PJ DEFINICION

f1 una lamina tiene la forma de una reqgidn encerrada y acotada en el

plano xy (Figura 144) y tiene una densidad constante p, entonces la

mnsa de la ladmina viene dada por:

Fig.144

o[far - [foan.

b
masa = pA = pf (f(x)-g(x))dx
a
Q
doble sugiere una extensidn natural de la

£l empleo de una i1ntegral
donde

para hallar la masa de una lamina de densidad variable,

lormula,
i1sta viene dada por p(x,yj . lueqgo:
Masa:
mipy - [ [etxiyyaxay - [ [etx,y)da .
Q 0

2. Momentos:

Los momentos de la masa con respecto a los ejes x e y son:

M, = fofyp(xry)dA y M, = fofo(xly)dA .

t. Centro de masa:
Si M es la masa de la lamina entonces el centro de masa es:
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4. Momentos de Inercia:

El momento de 1nercia de la ldmina respecto a una recta L es:

I, = [ [d%x,y) .p(x,y) da .
Q

Donde d(x,y) es la distancia del punto (x,y) de la lamina a la rects
L. S1 la recta L es el eje x o L es el eje y, estos momentos de inercis

se notardn por I, e I, y vienen dados por:

I, = fofyzp(x.y)dA y Iy = fofxzp(x.y)dA

5. Centroide:

Si1 p(x,y) =constante el centro de masa de la la&mina se 1lam]

Centroide.
6. Momento polar de Inercia:

£l momento polar de i1nercia de una l&mina respecto al origen se nDH]

por lo vy viene dado por:
I, = ffrzp(x,y)dA = ff(x2+y2)p(x,Y)dA = I+I, .
Q Q
Ejemplo 1

Hallar la masa, momentos de una lamina triangular de vértices (0,0},

(0,3) v (2,3); (Figura 1435) supuesta la densidad en cada punto (xdﬂ
esta dada por p(x,y) =X -

Solucion
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Fig.145

@mo se observa en la figura 1495, la regiodn P tiene las fronteras x=0.
Aw

E=39 =——. luego:
A

Masa=M = ffp(xl}’)dA
Q

- [ [xda

Q

M,. f jIYP(x,Y) dA
0

[ e

2y

- f?.fxydxdy (Eyercicio).
0 )

M. ffxp(x,y) dA

= fgfydi
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Integrales dobles y triples, de linea y 9o superficie

Bernarde Acevede.

i 4

3
3 J PR ’
= i'dXd (E_)l?r’ClClO).
];l [ y

I, = fofy’p(x,y) da

& ffy"di
Q

];jyxdxdy
)

I, = fofxzp(x,y)dA
Jf Irx"ydll
.’

3y

f“’ f x*dxdy

Ejyemplo 2

Hallar la masa, momentos, centro de masas de la ladmina correspondiente
a la porcidn del circulo x=+y==9,

proporcional a la distancia entre el punto v el centro como se observ

en

Solucidn

la figura 146,

Fig.146

si1endo su densidad en el
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Eh un punto cualquiera (Xsy) la densidad de la lamina es

px,y) = ky(x-0)2+(y-0)2 = kyx?+y2. v como -3gxX<3 v _/o_xIcygfo-x? 12

nasa viene dada por:

[l v = ffp(x,y) dA

Q

L ffk\/}T?fz'dA

Q

f

vVo-x2
fj f kyx?+y?dydx
.3-\/;?

[ [ krarde

21tfwkrzdr
o]

3.3
2nkr ]0 - 181k

3

v, = ffyp(x,y) dA
Q

[ [yi/x?+y?an

A

9 X,

f? f kyvx?+v?dy dx
J 3 J

~-v/9-x

fonfoakz'Senerr dr d®

foz"foakr’Sene dr do

k2] send

27 kfzﬂSenO e
o]

2%

jo =9

27k (-Cos9)
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= ,f 3 f kxyx“+y?dydx
T B
f f krCos®rrdr ®
o] 0

= f“fakr:*CosedrdG =0
Jo Jo

f

- o (M, M,) o _0 )

(X, ¥) l\"}}""g) (1Bnk 187Kk (0,0)
2

. fafy p(x,y) dA

f fyzkm dA

fz vf ky?/x?+y*dydx

Vo=t

i

* (*kr2Sen?@rrdr d®
],

2n 3
f f krisen?®0drd® (Ejercicio).
o] 0

Ejemplo 3
Hallar el centro de masa de la lamina correspondiente a la region
limitada por y=4-x= v el eje x (Figura 147), =i la densidad en el punto
(v.y) de la lamina es proporcional

a la distancia entre (x,y) y el eje
® o,

Solucidn
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p(x’_y) =ky y asi:

I, M= ffP(X.y)dA
0

]; f ky dA

- rz r‘—x’kydydx
J-2Jo

- [ Zk-%’-]‘l —oxzdx

L fzk “_xa)zdx
-2 2

- k 2 _ 2 4 — 256
—5112(16 x+ex!) dx - S22k

2. m. = [ [yetx,y)da

Q

fo f vky dA
[ fran

Q

4096 k

i f_:j;‘_xzkyzdydx ~ 105
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——————————————————— S RS— —

M, = ffXP(x,y)dA

Q
" fkaydA
A
- f"x;kyxdydx -0
J-2J0
v ) ( 4096k"}
. ‘ 0 105 | (. 16\
y &9 (;’Ex) lzssk' 256k j'{o’?—}
18 18
4. 1. = ffy’p(x,y)dA
Q
- ffky’dA

A

f’f""’kdeydx (Ejercicio).
-2J0

- ffx’p(x,y) dA
0
= ffkyxsz
0

N j—-‘]_v“kyxzdydx (Ejercicio)
-2J0

Ejemplo 4

Una lamina tiene la forma de la regitvn que esta fuera de la graficad
r-a y dentro de la grdafica de r=2aSen@® (Figura 148). Halle la masa el
suponiendo que la densidad en el punto p=(r,8) es inversament
praporcional a la distancia de p al polo.

Solucion



lﬁ curvas r=a v r=2aS%en® se cortan en 9=%; y @=-

I-- ffp(r,e)dA

(Ejercicio)

oqa

5

ofa

2a56en0
[ ($)rared

—_—
oln Sm——

5
E kf (2aSenf-a) d®

6

5.L
E ka[—z Cosﬂ—ﬂ] ;

6

E ka‘z\/3—2—’3f—)

532
¢ 2aSenf

i - f f (IZCosze}—’:rdrdB

e [ [ x?0(x. v) dA
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3.2 APLICACIUNES FISICAS DE LA INTEGRAL TRIPLE

Si p(x,y,z) es la densidad en un punto (x,y,z) de un sdlido S5 cerrado
y acotado del espacio entonces:
1. Masa del sdélido:

va masa del sdédlido viene dada por:

M=f£fo(x,y.2) dv

FMoamentos, carr respects a los planes coordenados Xy .o ye, XZs

Los momentos con respecto a los planos z=0, x=0, y:0 vieren dados
por:

M, = fffzp(x,y, z)dv, M, = ff xp(x,y,z)dV. M, = fffyp(x,y, z) dv
S g g

4

Coordenadas del centro de masa (k,ﬁ,%):

Las coordenadas del centro de masa vienen dadas por:

:_‘:Myz_ 3;,_sz_ _':MX_,’,
M’ M’ M
4. Centroide:
«1 p(x,y,z)=constante entonces el centro de masa se llama

centroide del sdlido.
Mumentos de Inercia respecto a una recta L:

1 momento de inercia del sdédlido respecto a una recta L viene

I, = ff d¥x,y, z) plx,y, z) dv

donde d(»,y,z) es la distancia del punto (x,y,z} del sbdlido a la
recta L.

&. Momentos de inercia con respecto a los planos z=vu, y-0, x=0:
Los momentos de 1mercia con respecto a los plamnos z=0, y=0 y x=0

vienen dados por:

I, - fffz’p(x,y,z) av. I, = fffx’p(x,y,z) dav. I1,, = fffy’p(x,y,z) av
] s s

’

Momentos de Inercia con respecto a los ejes coordenados:

lLLos momentos de i1nercia con respecto 8 los ejes coordenados se

calculan por:

b~
]

” (y?+z2)p(x,y,2z) dV = T
=3

b~
It

v ff (x2+z2) p(xx,y, z) dV S

il
-
+
~
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I, = ff (x2+y?) p(x,y,2) dV = I ,+1,,
g

Ejemelo 1

fallar la masa, momentos y centro de masa del sdlido limitado por las
2
superficeg z-2—xT y los planos z=0, y=x, y=0. (Figura 149) suponiendo

tue la densidad es proporcional a la distancia de la base del plano XY .
Solucion

Por hipdtesis p(x,y,z)=kz donde k es una constante, por lo tanto:

e [[[otx.y,2) av

x3

]:j;x [ kzdzdydx

: kj;’L‘%(z—"T’)*dydx
kj;zj;x(z-x%%')dydx

2w 3,15 _ 4
k!; (2xx +-;x)dx— <k



................

. ff p{x,y,z)zdV

f{szzciv

2-%
f;’j;" f kz2dzdydx
0

L5 avax
3

"[2(8)( 6,‘<‘+—:‘-x’ x;\)dx =tk

{f plx,y,z)ydVv
S
f£fkyzdv
2 =
sz;x { kyz?dzdydx

kLzLx%y(z—iz—)zdde
vr?A «

2\2 6 4
kf ix2-2%) dx = ==k

2/ 105

f:[ p(x,y,Z)XdV

fngkZdV

ka Jf f xzdzdvdx

. =

[ [ exeomavar - e
o



..............................................

- M. _ 105 _ 32
M 4k 35
3
64k
p- Me _ 105 16
M a4k 35
3
4k
7 -bi?,— - _..3_ = 1
M 4
3

g
= 3
]l kz>dv

2- X
f:];x -[ kz3dzdydx '~ 7!

B - fffy”p(x,y. z) dv
g

f£fky2zdv

2 » SrC1C1C )%
ffx f ky?zdzdydx ‘EI=rcicio
o Jo
0

F 3 ff x’p(x,y, z) dv
g
T ffkazzdv

e

= fzfx f kx”zdzdydx (Ejerciciro).
o Jo
0

Eemnloy 2

aaaaaaaaaaaaaaa
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Calcular
limitado

densidad

Integrales dobles y triples, de linea y do superficie

Bernardo Acevede.

el momento de

por la superfices

en cada punto

inercia

(x,¥,2)

con respecto al
4By 24+z2=0 y y=3

es constante.

eje y, del
(Figura 150)

Solucidn

Fig.150

N\ y=3

1. = T, + oo = ff (z2+y?) p(x,y,2) dV
g

B 2,2
, ”5' c(z2+y?) dv

9-4x

/

-V9-4x? Jax®+2z?

- L.

s

by

> 4x2+22=9

3
f c(z?+y?) dydzdx

% VY“JC
= ’f [ ctz?+y?) dzdxdy (Ejercicio)
Q
¥ N v

Ejemplo 3
Hallar la masa,

z=/9-x2-y?, z=0 (Figura 151) Si

Solucidn

sdlid

1

centro de masa del sélido limitado por las superfices

p(x,y, 2z)=c

=1



llllllllllllllll

6 2= 3‘/:!
(;f; !:crdzdrdﬁ

o

: j;“f;%j:’cr”Sen(p dr d¢ d®
2n9¢ = 18c:m

., = ff plx,y,z) zdv
g

:fsffczdv

anj;_;'LB (rCose) r?sene dr de d®

_ 8lcn

a
o = f!fp(x.y.x)ydv



138 Integrales debles y triples, de linea y ¢o seperticie

f!fcydv

2x
cf

J

0

Borsarda Atevedo.

w

rSenbSen@r?Sene drdp dd = 0

O % )4

(=]

i = j.ffP(x,y,Z)de
g

w

' 'rC'oseSenQr’Semp drdedd = 0

il
O " m— a’
O, w'a

o

X = My‘gz 0 =0
M 1l8cx
7 o M;; o
8lcrn
oMl 4 9
M l8cn 8

Ejemplo 4
Hallar el momento de inercia con respecto al eje Z,

centroide del solido limitado por x<+y<=v: z=—4 y z=4 (Figura 152) =
plx,y,z)=1.

Solucion

la masa y el

Fig.152
Z
A

1




ntegrales Hebles y triples, de linea y do superficie
o ([ eorric
g

vVo-x4 4

[. f f(x?-'y’\ dzdvdx

Ii: f“ f3 f‘r".rdzdrdﬁ
o Jo J-4

= 2n 3 3

]_j; Lar dr d®

Jo ‘_]00“

2m*8%81 _ 324

,ffmx.y.:r) dv
9

f{ dav

=L’"];3f:zdzd:da

. fou];dardrdﬁ

r_ .213
)'[8_2—]0 = 2L *4*9 = 721

J[fzav

Ldulﬁ“Jr_:rzdzdde =0

o= [[fxav

j;”LJj-_;rzCo.cﬁ dzdrd® = 0

- [ffran
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= [7[ [x?semddzdrd® = 0

0 0
72n " 72:n

v asi (%, ¥.,2) =(7gn, = (0,0,0).

Ejemplo 5
Un sdlido en el primer octante estd limitado por las superficies

z=¢x5+y!, z=1, x=0, y=0 (Figura 153). Hallar el centro de masa si la

densidad p(X,y, Z)=r.

Solucion
Fig.153
YA
L oZz=1
" g _________
T\':_M Vi z =\[x%+ y2
R y2= 1

M = fffp(x,y,z)dv
g

f:{frdv

Trre =
fo Il r(zdzdrd®) =

1

M, = ff zp(x,y, z) dV
s

= j;%j;lf:zrzdzdroﬂ = %

e = [[[yeixy, z) dv
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= L'g'j;lf:(rSenB) rrdzdrdd = %

i = ff xp{x,y,z)dv
g

= ];%Llf:(rCosﬁ)rrdzdraﬁ = %

for tanto:

1
foMx_ 20 | 6
M = 5w

24

L
o Mo 20 _ 6
M = 5w

24

—
j-My_30 _ 5
M 5

24

.3 EJERCICIOS

I. Hallar el centroide de la lamina limitada por:

1. x=y2' xz=—8y (R:/(%,“Tg'o'))
I

n n LS
3 . [ r - I3 — — -4 —y m—
y=2Sen3x x=0 X= (R /( ))

4 2_g 0 2 primer cuadrante {R'/’ll1 2 '
« X*-8y+4=0, x°=4y \.\4’5

2 .2
5 Lﬁ.i_:l

a? b?

a 2
6- 21- 2= L _z_g
XryT=4, 16t

7. tridnqulo de vértices (0,0), (b,a), (b,0).
8. y=/3x, y=0, x=3. p(r,0)=r?
Fll. Tomar p(x,y) =x+y en 1 y calcule el centro de masa y sus momentos

respecto a los ejes coordenados.
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ITI.

Iv.

l1atagreles sodies y triples, de lieee y da supartfictie Baraarde Aceveds.

Hallar el centroide de la regidn limitada por:

1. r=Sen26, primer cuadrante (k:/{1f¥ff' 1285))
\ 4UD 105
2. r—_l-—Cg'OE’ primer cuadrante (R;/(_g_’_%))
+
3. r-2Cosb
r=1-Cos9
5. r=2Send®

Tomar p(r,e) =kr y bhallar centro de masa y momentos para

ejercicios del numeral anterior (III).

V. Hallar el centroide del sé¢lido limitado por:

V1.

vII.

1. x2+z=4, x+z=2, y-=0, y=3
2. z=x, z=x2+_y'2

&

z=4-x2, z=3x%+y?
x2+y2+22=9, x?+y2+2z23=16

[ I -1

xz+yz+zz=9’ x3+y2=1 (Exterior a ésta)

x%+y?=a?, z=0, z=h
Hallar el centro de masa, momentos en el numeral anterior
plx,y,2) = x
Hallar el centroide del sdlido limitado por:
r=2Cos80, 2z=r?, 2z=0
2. z=0, z=a-r, r=acCosb
S. z=1, z-2, r=4

[

VIII. Hallar el centro de masa del sélido limitado por:

1. x2%2+y2%2+22=9 y x%+y2+z?%=16 op(r,0,¢)=r
2. x?+y?+z%=9 po(r,0,¢)=Send
Se z=/9-x2-y2, z=2, plr,0,z)=2z

(V)

los

sl
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4. INTEGRALES DE LINEA
a Nocion de integraciédn de una funcidn definida en un intervalo, en
Na region cerrada y acotada del plano o en un sotlido cerrado y acotado
el espacio se puede generalizar a la integraciédn de una funcion
gfinida a lo largo de una curva y es por ello que primero conoceremos
lgunos aspectos de las curvas vy luego daremos la definicidn de 1la
ntegral de linea.
1 DEFINICION
Ba asfa,bl] —-———— - R, tal que a(t)=((x(t) ,Xa(t),ese,Xxm(t)).
iAl conjunto {(¢,a(t)|tE[a,b]} se llamara la grdfica de a.

Eyemplo : .
a:{0,4] ———->R=
t ——>» a(t)=(t,t)

i 51 a es continua en [a,b], la imagen de a la llamaremos Curva vy a
(V=(x2(t) yX2(t),...,%x~(t)) 5 una ecuacitdn paramétrica de la curva.

Igrafica (el de la 1magen) la representamos por C. (Figura 154)

Fig.154

Y

& _. (4.9

Ejemplo

Sea y=x= entonces si x=t se tiene que vy=t= y asi a(t)=(t,t~) es
la ecuacion parametrica vy a la imagen de a se llamara curva, pues a

lcontanua (Figura 13595)
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-1 2
3. La curva se llama regular si existe a«t) para todo t€(a,b) y, @

es continua en {a,b].

4. l.a curva se llama regular (suave o lisa) a tr@zos, si se puede
expresar como unidn de un numero finito de curvas regulares
‘tsuaves 0o lizas).

5. a continua, la curva a es cerrada si a(a)=a(b).

asfa,bl] -———=> R™ continua, la curva es cerrada simple si a(a)=a(b)”
s1 para todo t.,tz €[la,b], tisgtz se tiene a(ti)+#a(tz).

7. S1 ¢ no es una curva cerrada el sentido positivo de c es la sentido

correspondiente a los valores crecientes de t.

Ejemplos
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Fig.156

y
! C’F_? ] 7 I/"%
P AN _Zi7Zéi__f>x > > X

d) e) 0

ke la Figura 156 se puede concluir que
i Es una curva cerrada, regular, regular a trozos, es cerrada simple,.
bl

. Es una curva, es regular a trozos, es cerrada, es cerrada simple.

Es una curva, no es reqgular, es regular a trozos, no es cerrada.

. Es una curva, es regular a trozos, no es cerrada.

. Es una curva, es regular, es reqular a trozos, es cerrada, no es

cerrada $ArOAW. Gym p|i

. Es una curva, es regular a trozos, es cerrada, es cerrada simple.
1.2 PARAMETRIZACION DE ALGUNAS CURVAS

i Un segmento de recta con punto i1nicial A€ER™ y con punto final BeR~

se puede parametrizar asi:
a(t)-A+t(B-A) 0<t<1l, es decar,

a:{0,1] -=-=> R~
t ——> a(t)=A+t(B-A).
Eijemplo 1

Hdallar una ecuacidn parameétrica para el segmento de recta que
tiene como punto i1nicial A=(1,2,1) vy como punto final B(2,4,6).

(Figqura 157)



