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Resumen

Comprensión del concepto de función haciendo uso de calculadoras

graficadoras

Uno de los conceptos fundamentales en el estudio y comprensi�on de las matem�aticas y otras

ramas de esta disciplina, es el de funci�on. La misma evoluci�on hist�orica del concepto ha re-

sultado compleja, pero m�as aun su comprensi�on dentro de las aulas de clase. Adicionalmente,

las din�amicas de aula y la did�actica usadas en la misma, no suelen favorecer el proceso de

aprendizaje del mencionado concepto, constituy�endose en uno de los aut�enticos retos del de-

sarrollo del pensamiento matem�atico que compromete tanto a docentes como a estudiantes.

El presente trabajo tiene por objeto aportar una propuesta did�actica, en la que por medio

del uso de un software de calculadora gr�a�ca, se brinde al estudiante la posibilidad de desa-

rrollar un aprendizaje signi�cativo que propicie una mayor comprensi�on frente al concepto

de funci�on, haciendo uso de diferentes sistemas de representaci�on, resoluci�on de problemas,

y modelaci�on de situaciones de la vida real.

Palabras clave: Funci�on, comprensi�on, representaci�on, modelaci�on, resoluci�on de pro-

blemas, calculadoras gr�a�ca, software.

Abstract

Comprehension of the concept of function using graphing calculators

One of the fundamental concepts in the study and understanding of mathematics and other

branches of this discipline is that of function. The same historical evolution of the concept

has been complex, but even more so its understanding within the classrooms. In addition,

the classroom dynamics and the didactics used in them do not usually favor the learning

process of the mentioned concept, becoming one of the real challenges in the development

of mathematical thinking that involves both, teachers and students. The present work aims

to provide a didactic proposal, in which, through the use of software graphic calculators,

the student is o�ered the possibility of developing a meaningful learning that encourages

a greater understanding of the concept of function, making use of di�erent representation

systems, problem solving, and modeling of real life situations.

Keywords: Function, understanding, representation, modeling, problem solving, graphic

calculators, software.
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Introducci�on

En el proceso de aprendizaje de las matem�aticas se evidencian algunas di�cultades y errores

en la apropiaci�on de conceptos, entre ellos el de funci�on. Ortiz (2002) a�rma que \ desarrollar

en los estudiantes un sentido de las funciones debe ser un objetivo importante del plan de

estudios secundario y colegiado", por lo que resulta de gran importancia su comprensi�on.

Sin embargo, diferentes investigaciones dan muestra de las di�cultades que representa para

los estudiantes la comprensi�on del concepto de funci�on, as�� como la conversi�on y tratamiento

entre el cambio de registros para lograr una aprehensi�on conceptual del objeto matem�atico,

entre otros. (Duval, 1988)

El presente proyecto pretende proponer una secuencia did�actica que fortalezca el concepto

de funci�on en estudiantes de grado octavo. Con esto se busca visualizar errores, di�cultades

y obst�aculos que se presentan al trabajar el concepto de funci�on con diferentes sistemas de

representaci�on, en la resoluci�on de problemas. Este proyecto surge a partir del inter�es propio

por trabajar con las l��neas de investigaci�on de TIC y otros recursos para la ense~nanza y el

aprendizaje de las ciencias.

Las nuevas corrientes pedag�ogicas hacen �enfasis en la necesidad de propiciar experiencias

de aprendizaje signi�cativas que incluyan el uso de tecnolog��as, de lo cual existen m�ultiples

investigaciones. Sin embargo, para lo deseado en este trabajo, se har�a �enfasis en aquellas

investigaciones en las que se establecen las relaciones entre la ense~nanza de las matem�aticas

y el trabajo en aula con calculadoras gra�cadoras. Roumieu (2014) plantea que el trabajo

con calculadoras gra�cadoras facilita el aprendizaje en los alumnos, motivando su atenci�on

y comprensi�on, adem�as de lograr romper las estructuras de la monoton��a del docente, ya que

las calculadoras son un dispositivo did�actico �util para la b�usqueda y construcci�on de pro-

cedimientos y estrategias e�caces en la soluci�on de problemas. Asimismo, conviene aclarar

que el presente trabajo no pretende fundamentar el hecho de la dependencia en torno a la

herramienta como �unica v��a para para la soluci�on de problemas, o como elemento tecnol�ogi-

co imprescindible que remplace al docente, por el contrario, es la idoneidad del mismo lo

que har�a posible la implementaci�on de este y muchos m�as recursos que posibiliten potenciar

habilidades de pensamiento matem�atico.

Metodol�ogicamente este trabajo se encuentra enmarcado bajo un enfoque de investigaci�on

cualitativa, dado que no se recurri�o a un an�alisis estad��stico de los resultados, sino que la
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informaci�on sujeta de an�alisis se obtuvo a partir de experiencias o actividades de aula. El

marco de la investigaci�on se llev�o a cabo en una instituci�on educativa de car�acter privado

y con 30 estudiantes de octavo grado aproximadamente por actividad, cuyas edades oscilan

entre los 14 y 15 a~nos, y que de acuerdo a su etapa formativa, poseen elementos necesarios

para la aplicaci�on de la estrategia did�actica propuesta. De acuerdo con lo anterior, para la

recolecci�on de informaci�on se aplic�o una secuencia did�actica que involucraba una prueba

diagn�ostica, y posteriormente tres actividades por medio de las cuales haciendo uso de la

calculadora gr�a�ca brindada por el software de GeoGebra, se evaluar�on elementos funda-

mentales en la comprensi�on del concepto de funci�on y su aplicaci�on en situaciones problema.

Para el an�alisis de la informaci�on obtenida se hizo uso del m�etodo inductivo, a trav�es del

cual, a partir de situaciones particulares se conduce a plantear generalizaciones que orienten

al docente en torno al abordaje y comprensi�on del concepto de funci�on, en estudiantes de

octavo grado.



Objetivos

Objetivo General

Fortalecer el concepto de funci�on en estudiantes de grado octavo mediante una secuencia de

actividades haciendo uso de calculadoras gra�cadoras.

Objetivos Espec���cos

Identi�car la evoluci�on hist�orica del concepto de funci�on, as�� como las di�cultades en

la aprehensi�on del mismo y las formas como estas fueron superadas.

Identi�car los niveles de modelaci�on y resoluci�on de problemas de los estudiantes me-

diante una prueba diagn�ostica sin el uso de calculadora gra�cadora.

Dise~nar actividades que impliquen diferentes tipos de representaci�on, modelaci�on y

soluci�on de situaciones problema usando calculadora gra�cadora.

Implementar la secuencia con estudiantes de grado octavo y analizar el impacto de la

propuesta en la comprensi�on del concepto de funci�on.



Parte I.

SOPORTE TE�ORICO



1. Marco Hist�orico - epistemol�ogico

En este cap��tulo se aborda la evoluci�on del concepto de funci�on en diferentes etapas de la

historia, comenzando desde las civilizaciones antiguas hasta la edad contempor�anea. Para el

desarrollo del mismo se tomar�an como referencia autores como Bell (2016), Boyer (1986) y

Ugalde (2013). Con esto se busca identi�car la evoluci�on hist�orica del concepto de funci�on,

as�� como las di�cultades en la aprehensi�on del mismo y las formas como estas fueron supe-

radas.

Las cuatro etapas de la historia en las cuales se basar�a el estudio de este cap��tulo son la

Edad Antigua, la Edad Media, la Edad Moderna y la Edad Contempor�anea. En la Edad An-

tigua (Edad de las civilizaciones) no hay una noci�on clara de funci�on, pero, se hacen grandes

aportes por los babilonios y griegos orientados a la predicci�on de fen�omenos naturales que

fueron registrados por medio de tablas. En la Edad Media (Siglo V a Siglo XV), es el per��odo

en el que aparecen las primeras nociones de funci�on de forma expl��cita, bien sea de manera

verbal o por medio de gr�a�cos, tratando de incluir cada vez m�as la relaci�on de dependencia

entre variables, sin que esto signi�que un avance hacia el concepto propiamente dicho de

funci�on. En la Edad Moderna (Siglo XV a Siglo XVIII), aparece el concepto de funci�on de

manera m�as amplia y general, gracias a los aportes de Vi�ete, Descartes, Fermat, Galileo,

Newton, Leibniz, entre otros, quienes introdujeron un lenguaje matem�atico formal, los siste-

mas coordenadas, el uso de f�ormulas y el uso de ecuaciones para representar ciertas curvas.

Finalmente, en la Edad contempor�anea el concepto de funci�on es rede�nido gracias a los

aportes de Cauchy, Lobachevsky y Dirichlet. Adicionalmente se desliga del uso de variables

num�ericas y permite el estudio de funciones de�nidas sobre estructuras altamente formales

y abstractas.

1.1. Edad Antigua

La Edad Antigua, es considerado el periodo inicial de la historia, cuyo punto de partida

esencial es la invenci�on de la escritura. Este periodo se caracteriz�o por el surgimiento y de-

sarrollo de las grandes civilizaciones, llamadas as�� por el gran desarrollo pol��tico, econ�omico,

social y cient���co de culturas antiguas como Mesopotamia, Grecia, Roma, Egipto, China e

India.
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Para el objeto de este trabajo, vale la pena mencionar que todas estas civilizaciones hicieron

innumerables aportes a las matem�aticas, sin embargo, en relaci�on con el tr�ansito hacia la

noci�on y concepto de funci�on, tan solo se considerar�an los aportes de los babilonios, los

egipcios y los griegos.

1.1.1. Babilonios y Egipcios

Los hallazgos hasta ahora revelados sobre la cultura babil�onica, dan evidencia que el es-

tudio de las matem�aticas estaba centrado en un predominio aritm�etico y una geometr��a

de car�acter emp��rico, dado que se enfocaban m�as en la resoluci�on de problemas pr�acticos

sin dar explicaci�on ni justi�caci�on alguna de los m�etodos implementados. Esta tendencia

aritm�etico-geom�etrica, ligada al inter�es por entender los fen�omenos de su entorno, dio paso

al estudio de la naturaleza, centr�andose primordialmente en la astronom��a y la astrolog��a;

�ambitos en los cuales los babilonios eran precursores, dado que intentaban predecir aconteci-

mientos por medio de observaciones sistem�aticas de fen�omenos y la recolecci�on de datos que

posteriormente plasmaban en tablas de c�omputo, en las cuales se evidenciaban las primeras

representaciones de las funciones de una manera tabular. Esto a su vez permiti�o el estudio

de problemas como la variaci�on de la luminosidad de la luna en intervalos iguales de tiempo,

o los periodos durante los cuales era posible visibilizar un planeta respecto a su posici�on

relativa con el sol.

En el caso de los egipcios, estos ten��an diferentes m�etodos para calcular el �area de un c��rculo

cuyo radio fuera 3 o 4 unidades. Sin embargo, a partir de los hallazgos y regularidades que

encuentran por medio de sus observaciones y c�alculos, es posible a�rmar que aunque ni

babilonios ni egipcios lograron abstraer el concepto general de funci�on, as�� como tampoco

logran de�nir de manera expl��cita el concepto de f�ormula general, posiblemente debido a

problemas como el manejo de una simbolog��a adecuada y lo intuitivo y emp��rico que resultan

sus matem�aticas, s�� lograron trabajar de manera impl��cita el concepto de dependencia entre

variables, el cual es un concepto que entienden al dar cuenta que la alteraci�on entre alguna

de las variables consideradas genera una variaci�on en el resultado. En el caso de los egipcios,

es la variaci�on en la longitud del radio lo que genera una variaci�on en el �area. Las evidencias

de los estudios de estas civilizaciones se encuentran presentes en las tablas de arcilla de los

babilonios y en los papiros de los egipcios.

1.1.2. Los griegos (600 a.C { 300 d.C)

Los grandes avances en las ciencias exactas y naturales durante este periodo de tiempo no

surgen de una manera espont�anea en Grecia, sino que por el contrario, estos avances aparecen

a partir de los primeros desarrollos matem�aticos alcanzados por los babilonios y egipcios.

Los aportes matem�aticos realizados en la Grecia cl�asica corresponden a una muestra �el
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de la necesidad de los griegos por adquirir conocimientos exactos y alimentar su capacidad

intelectual, raz�on por la cual realizaron viajes constantes a Egipto y Babilonia para adquirir

los conocimientos que estas culturas ten��an.

Durante el periodo indicado, los griegos tuvieron la opci�on de escoger el rumbo que guiar��a

sus avances en matem�aticas. Entre las dos opciones que ten��an se encontraban el �algebra

austera, herencia de los babilonios, y la �losof��a m��stica y universal, la cual en su momento

result�o m�as atractiva para los antiguos griegos, raz�on por lo cual decidieron seguir a los

plat�onicos y moldearon su pensamiento de una forma m�as abstracta. Sin embargo, no to-

dos siguieron esta l��nea, por ejemplo Arqu��medes decidi�o desarrollar unas matem�aticas m�as


uidas y din�amicas, buscando su aplicaci�on en la naturaleza -similitud con los babilonios-,

motivo por el cual es considerado como el segundo f��sico matem�atico de la historia despu�es

de Pit�agoras. Sus aportes a las matem�aticas se centraron principalmente en el rigor, la ima-

ginaci�on y la fuerza, lo que permiti�o que por primera vez en la historia fuera clara la noci�on

de dependencia entre cantidades, lo cual se evidencia en la primera ley de la hidrost�atica o

principio de Arqu��medes, donde estableci�o que \ Cualquier cuerpo s�olido que se encuentre

sumergido total o parcialmente en un 
uido ser�a empujado en direcci�on ascendente por una

fuerza igual al peso del volumen del l��quido desplazado por el cuerpo s�olido"(Ugalde, 2013,

p. 6).

En este principio se evidencia que hay una dependencia directamente proporcional entre la

presi�on con la densidad, la profundidad y la gravedad del sitio en el que se encuentre el


uido. Sin embargo, este no fue el �unico aporte de Arqu��medes a las matem�aticas, tambi�en

trabaj�o sobre la cuadratura de la par�abola haciendo uso de series geom�etricas, para lo cual

resulta necesario el trabajo con l��mites, aproxim�andose cada vez m�as al concepto de funci�on

por medio del m�etodo de exhausi�on o reducci�on al absurdo.

Es posible que durante esta �epoca Euclides tambi�en hubiera logrado aproximarse al concepto

de funci�on en su libro Porismas, sin embargo, debido a la p�erdida de sus escritos, no se tiene

mayor informaci�on sobre sus estudios. Seg�un Boyer (1986), algunos historiadores han de�ni-

do un porisma como una proposici�on en la que se determina una relaci�on entre cantidades

conocidas y variables o indeterminadas, lo cual pudo haber sido el enfoque m�as pr�oximo al

concepto de funci�on de este periodo.

Otro gran matem�atico de la �epoca fue Claudio Ptlomeo, astr�onomo, matem�atico y ge�ografo

griego miembro de la escuela de Alejandr��a. En su libro Almagesto estableci�o una tabla en

la que se relacionaba la longitud de las cuerdas con los arcos de circunferencia que los sub-

tienden, lo que equival��a a una tabla de senos.

Se debe asumir como una realidad que el hecho de que los griegos se hayan inclinado m�as por
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la argumentaci�on geom�etrica y el desarrollo del pensamiento desde esta rama, gener�o una

frustraci�on en el an�alisis matem�atico aun cuando este pudo haber prosperado y dedicar m�as

estudios al desarrollo de conceptos como variable y funci�on y no solo quedarse con ecuaciones

e inc�ognitas.

1.2. Edad Media

Es el periodo de la historia comprendido entre el siglo V y el siglo XV. La caracter��stica

esencial de este periodo es el predominio de la iglesia, factor que sin lugar a dudas marc�o el

derrotero, no solo de la vida cotidiana medieval, sino del desarrollo de las ciencias.

El pensamiento medieval teocentrista consideraba cualquier creaci�on cient���ca como una

herej��a, por esta raz�on, conviene decir que el desarrollo de las ciencias se estanc�o y por ende

el avance de las matem�aticas. Pese a lo anterior, no se pueden desconocer los trabajos hechos

por algunos matem�aticos �arabes como Al-Khwarizmi, Th�abit ibn Qurra, o europeos como

Fibonacci, Nemorario, Bradwardine y Oresme, en torno al concepto y noci�on de funci�on.

1.2.1. Pueblos orientales y sem��ticos (600 dC al Siglo XIV)

Durante esta �epoca las matem�aticas tuvieron un peque~no avance en ramas como la aritm�etica

y la trigonometr��a, ya que la expansi�on de los pueblos �arabes por Europa brind�o las primeras

evidencias de trabajos con tri�angulos rect�angulos y razones trigonom�etricas. Asimismo, la

aparici�on de tablas en las que evaluaban valores aproximados de senos, cosenos, tangentes,

secantes, cotangentes y cosecantes, basadas en la trigonom�etria hind�u, fueron de gran im-

portancia, aunque ya se hab��a realizado un trabajo similar en Grecia.

Otro de los aportes desarrollados durante esta �epoca fue el trabajo realizado en m�etodos

deductivos, por medio de los cuales se generaron f�ormulas que apoyaban la generalizaci�on de

ideas propuestas. Un ejemplo de esto es la f�ormula hallada por Thabit ibn Qurra para encon-

trar \ n�umeros amigos". Por otra parte, se encuentra el trabajo realizado por Al-Khwarizmi,

quien escribi�o un libro sobre aritm�etica y otro sobre �algebra titulado al-jabar, este �ultimo es

considerado como una aproximaci�on al �algebra moderna. Adem�as de estos aportes no hay

mayor evidencia de un avance signi�cativo para las matem�aticas por parte de estas culturas.

En cuanto a la evoluci�on del concepto de funci�on es posible evidenciar un acercamiento a

tipos de representaci�on de las funciones, como son la representaci�on tabular, la descripci�on

verbal y la f�ormula en el planteamiento y resoluci�on de situaciones problema.
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1.2.2. Europa Medieval

Durante este periodo se vivi�o una transici�on importante en el desarrollo de las matem�aticas,

cuando los europeos logran romper la barrera ling�u��stica establecida previamente por la cul-

tura �arabe y mucho antes por la griega. Como resultado de este cambio, en este periodo de

tiempo se logran contribuciones en la matem�atica por medio de la introducci�on de los n�ume-

ros hind�u-ar�abigos y la traducci�on de varios textos antiguos que pon��an sus conocimientos

al servicio de los matem�aticos de la �epoca.

Uno de los matem�aticos m�as reconocidos es Jordano Nemorario, fundador de la escuela

medieval de mec�anica, plante�o la primera formulaci�on de la ley del plano inclinado al decir:

La fuerza que actúa en la dirección de un camino inclinado es inversamente proporcional

a su inclinación, donde la inclinación viene medida por la razón de un segmento dado del

camino inclinado al segmento vertical que intercepta esa parte del camino, es decir, la

razón del ((trayecto recorrido)) a la ((subida realizada)). En el lenguaje de la trigonometŕıa

esto se traduce en la fórmula F
W = 1

csc � , que es equivalente a la formulación moderna

F =W sin �, dondeW es el peso, F es la fuerza y � el ángulo de inclinación (Boyer, 1986,

p. 331).

En el siglo XIII, conocido como el siglo de oro de la Edad Mediaval o del Medioevo, se

fundaron diversas universidades en Francia, Italia e Inglaterra tales como Par��s, Bolonia,

Cambridge y Oxford. Estas universidades hicieron un esfuerzo por difundir el conocimiento

y por dar a conocer los inventos que ocurr��an en diferentes partes del mundo, como la p�olvora

y la br�ujula provenientes de China, permitiendo de esta manera un renacer del conocimiento

en un intento por superar los rigores del oscurantismo.

Paralelo a esta situaci�on se dio el surgimiento de algunos matem�aticos que retomaron lo

divulgado por sus predecesores en la antigua Grecia y pretendieron hacer nuevos aportes a

partir de lo propuesto por Arist�oteles en cinem�atica y Arqu��medes en la est�atica, abriendo

nuevas puertas al estudio de la m�ecanica a trav�es de la formulaci�on de principios f��sicos y el

desarrollo de conceptos como la inercia. Uno de estos matem�aticos precursores es Thomas de

Bradwardine �l�osofo ingl�es del siglo y procurador de la Universidad de Oxford, quien realiz�o

estudios en los cuales logr�o establecer los principios de dependencia entre fuerza, resistencia y

velocidad de un cuerpo y para ello abord�o el concepto de \funci�on potencias"de una manera

cualitativa.

Otro matem�atico de este periodo es Nicol�as Oresme, principal representante de la escuela

francesa, quien continu�o y complement�o el trabajo de Thomas de Bradwardine al realizar

la gra�caci�on de las variaciones observadas en el movimiento y en otros fen�omenos como

las trayectorias de los astros. Oresme utiliz�o segmentos verticales de diferente longitud, por

medio de los cuales intent�o representar diferentes variaciones de un mismo objeto, haciendo
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uso de un segmento horizontal como base, con el �n de formar una �gura geom�etrica, tal

como se observa en la Figura 1.1.

Figura 1.1.: Representaciones utilizadas por Oresme (Ugalde, 2013).

En la Figura 1.1, tal como lo explica Ugalde (2013) se observa:

según las representaciones de Oresme, a la izquierda una velocidad constante; al centro

velocidades con aceleraciones constantes. La primera de ellas con velocidad inicial cero,

y la segunda con velocidad inicial dada. A la derecha, una velocidad con aceleración

variable. En estas gráficas, el segmento horizontal representa el tiempo, y los segmentos

v verticales representan diferentes velocidades ( p. 10).

Con base en el aporte anteriormente mencionado, se considera que Oresme fue quien intro-

dujo por primera vez la idea de funci�on. Sin embargo, no se centr�o en el estudio de la funci�on

como tal, sino en el estudio del �area bajo la curva. Adem�as de esto, es importante aclarar

que Oresme no ten��a ning�un sistema de referencia a escala o posiciones relativas.

1.3. Edad Moderna

Es el periodo de la historia comprendido entre el siglo XV y el siglo XVIII. Esta etapa

hist�orica abarc�o movimientos importantes para el desarrollo de las ciencias, ya que se asu-

mi�o un nuevo enfoque en el pensamiento humano. Tales movimientos fueron el humanismo

y el renacimiento de los siglos XV y XVI, y posteriormente la ilustraci�on en el siglo XVIII.

En la Edad Moderna se rompe con los dogmas religiosos y se plantean las ideas que dan �n

al oscurantismo que imped��a la b�usqueda y difusi�on del conocimiento por caminos diferentes

a la f�e. Por todo lo anterior, la Edad Moderna fue la edad de los grandes descubrimientos y

la formulaci�on de diferentes leyes y teor��as.

En el campo de las matem�aticas y con relaci�on al objeto de este trabajo, son signi�cati-

vamente importantes los aportes de Regiomanto, Vi�ete, Napier, B�urgi , Galileo, Descartes,

Fermat, Newton, Lebniz, Jean Bernoulli y Euler.
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1.3.1. Renacimiento - Ilustraci�on

El movimiento renacentista de los siglos XV y XVI se dio gracias al surgimiento de corrientes

como el antropocentrismo, que a su vez permiti�o el desarrollo del humanismo en toda Eu-

ropa. El crecimiento de este movimiento intelectual impuls�o el desarrollo de las ciencias ya

que todo dej�o de girar alrededor de Dios como suced��a durante la Edad Media, y a partir de

ese momento se pone al hombre en el centro, lo que permiti�o que se retomaran a los griegos

y romanos, y de esta manera se gener�o el resurgir o renacer de las ciencias. De all�� el nombre

de Renacimiento.

En cuanto a la ilustraci�on del siglo XVIII es preciso decir que se trat�o de un movimiento

en el cual fue importante el uso de la raz�on y el acceso a las libertades por parte del ser

humano. Dichos aspectos resultaron fundamentales porque dieron paso a los m�etodos de

experimentaci�on y justi�caci�on, que rompen de�nitivamente con el dogmatismo medieval.

Respecto al desarrollo de las matem�aticas, estas se empiezan a aplicar a otras ciencias o

disciplinas como mec�anica, arte, �optica y cartograf��a. Entre las mentes m�as brillantes de

esta �epoca se encuentran Johann M�uller Regiomanto (1436-1476), Fran�cois Vi�ete (1540-

1603), John Napier (1550-1617), Joost B�urgi (1552-1632), Galileo Galilei (1564-1642) y Ren�e

Descartes (1596-1650), quienes resultan fundamentales para el prop�osito de este trabajo como

mencionaremos a continuaci�on.

Regiomanto fue un matem�atico y astr�onomo brillante e in
uenciador para muchos. En su

libro, De Triangulis, hizo uso de ((f�ormulas)) para calcular �areas. Sin embargo, tales f�ormulas

estaban escritas en un lenguaje ordinario, lo cual representa un gran avance para el desa-

rrollo del concepto de funci�on, ya que se logra evidenciar una representaci�on semi�otica de lo

que pudiera llegar a ser una funci�on, por medio del lenguaje. Desafortunadamente, fue hasta

despu�es de la muerte de Regiomanto que apareci�o una nueva simbolog��a que reemplaz�o a

la italiana y que facilit�o el uso de operaciones aritm�eticas, cuando aparecieron los s��mbolos

+;�; =; < y >. De haber tenido dicha simbolog��a a la mano, le hubiese sido m�as f�acil trans-

ferir una representaci�on verbal a una f�ormula, lo que le hubiera permitido obtener una visi�on

m�as general de una funci�on.
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Figura 1.2.: P�agina del Whetstone of Witte, simbolog��a para 1557 (Boyer, 1986)

Despu�es de la muerte de Regiomanto continuaron los aportes al manejo de la simbolog��a por

parte de Vi�ete, quien fue promotor del uso de vocales para de�nir par�ametros y as�� poder

distinguirlas de las inc�ognitas en las ecuaciones. Por ejemplo, para representar x3 + 8x2 +

16x = 40 escribi�o:

C + 8Q + 16N aequ 40;

donde N representa la inc�ognita, y C y Q el cubo y el cuadrado respectivamente.

Otro gran aporte del Renacimiento fueron los descubrimientos de Napier y B�urgi, pues aun-

que cada uno realiz�o su investigaci�on de manera independiente, llegaron al mismo resultado,

donde por medio de la comparaci�on entre un movimiento uniforme y otro con una velocidad

uniforme respecto a un punto, descubren los logaritmos, y a partir de esto se logra establecer

una relaci�on entre n�umero y magnitud.

El momento c�elebre para las matem�aticas del Renacimiento surgi�o con Galileo y Descartes.

El primero de ellos es considerado el hombre que da inicio a la matem�atica moderna, al

estudiar el movimiento de manera cuantitativa por medio de la justi�caci�on experimental

respaldada en la rigurosidad de la �epoca. Esto marc�o la diferencia entre Oresme y Galileo,

quien con base en las teor��as cient���cas griegas, intent�o establecer relaciones funcionales im-

portantes para plantear leyes entre magnitudes, que se acercan al concepto de funci�on. Por

otra parte, Descartes, conocido como el padre de la geometr��a cartesiana, realiz�o un aporte

signi�cativo al concepto de funci�on al hacer, por medio del uso de ecuaciones, un estudio

sobre curvas y super�cies que le permiti�o plantear la dependencia entre variables. Su trabajo

se centr�o en el estudio de funciones algebraicas y mec�anicas; las primeras se describen de

una manera exacta y las segundas se describen de manera inexacta.

A inicios del siglo XVII, Descartes trabaj�o con Fermat y logran un aporte mucho m�as enri-

quecedor para las matem�aticas, ya que plantearon los principios del m�etodo de coordenadas
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cartesianas, por medio del cual a Descartes se le facilit�o identi�car variables dependientes e

independientes, as�� como la posibilidad de ubicar a un punto cualquiera en las coordenadas

(x; y) positivas del plano cartesiano.

Seg�un Azc�arate (1999), durante esta �epoca, y gracias a los aportes de Galileo, se desarrolla

un trabajo con series de potencias, el cual se convirti�o en el m�etodo clave para el estudio

de las funciones. Esto le posibilit�o a Issac Newton (1643-1727) realizar una interpretaci�on

geom�etrico-cinem�atica de los conceptos del an�alisis, considerando las variables como canti-

dades continuas con determinada velocidad de cambio, lo que hoy en d��a es la interpretaci�on

del cociente entre el cambio de una variable x y el tiempo t, que se aproxima al l��mite, y al

que Newton decide llamar \
uxi�on de x".

En su trabajo Method of 
uxions, expres�o funciones en t�erminos de series in�nitas y en el

cual, in
uenciado por Wallis (1616-1703), inici�o un estudio de �areas bajo las curvas, exponien-

do las 
uxiones e integraciones en t�erminos de movimiento. Por otra parte, en Enumeratio

linearum tertii ordinis plasma su estudio sobre curvas de grado superior y sus gr�a�cas, en el

cual usa coordenadas, sin hacer discriminaci�on entre positivas y negativas.

Simult�aneamente, Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), eterno rival de Newton, realiz�o el

mismo trabajo al estudiar series in�nitas, por medio de las cuales logra descubrir el c�alculo

diferencial e integral. La notaci�on usada por Leibniz es la que hasta hoy pervive al repre-

sentar las diferenciales como dx; dy; dt y para la integraci�on una s estilizada
R

. Aunque el

descubrimiento del c�alculo diferencial e integral es atribuido a Newton por estar m�as pr�oximo

a la fundamentaci�on moderna, la notaci�on propuesta por Leibniz es m�as e�caz, y la claridad

de su explicaci�on hace que a partir de ese momento se llame diferencial y no 
uxiones como lo

hab��a propuesto Newton. Adicionalmente, como se plantea en Boyer (1986), \Leibniz no fue

el introductor de la notaci�on funcional moderna, pero s�� se le debe el nombre de ((funci�on)),

con un sentido muy parecido al que usamos hoy"(p. 509).

Entre Newton y Leibniz siempre existi�o una rivalidad que hasta cierto punto releg�o a Leib-

niz, sin embargo, este �ultimo resulta ser un gran in
uenciador y docente matem�atico que

logr�o transmitir varios de sus conocimientos y concepciones a grandes personajes como Jean

Bernoulli (1667-1748), con quien manten��a continua correspondencia, y fue en medio de sus

cartas donde aparece por primera vez la de�nici�on de funci�on dada por Leibnz y citada por

Azc�arate (1999) \una funci�on arbitraria de x es una cantidad formada de manera cualquiera

a partir de x y de constantes, esta ((manera cualquiera)) se entiende como una expresi�on

algebraica o trascendente"(p. 50). Esta de�nici�on la contin�ua usando durante el resto de su

vida, pero de una manera m�as general y poco precisa re��endose siempre a cuestiones de

geometr��a diferencial. Otro de sus aportes es la reducci�on de ecuaciones cuadr�aticas al hacer

traslaciones de ejes, raz�on por la cual personajes, como Laplace, lo consideran el verdadero
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descubridor del c�alculo.

Para este momento de la historia es fundamental la aparici�on de Bernoulli, descendiente de

una familia de matem�aticos curiosos e innovadores y disc��pulo de Leibniz, quien continua

usando la de�nici�on proporcionada por su maestro al concepto de funci�on; sin embargo,

Bernoulli resulta ser altamente importante para este trabajo, por ser el maestro de Leonard

Euler (1667-1748), quien retoma la de�nici�on de Leibniz e introduce la notaci�on f(x) usada

hasta ahora. Euler fue conocido como el c��clope matem�atico y public�o m�as de 800 textos

entre art��culos y libros. En palabras de Ugalde (2013), en uno de los libros de Euler titulado

Introductio in analysis in�nitorum se encuentra lo siguiente:

una función de una cantidad variable como ((cualquier expresión anaĺıtica formada con la

cantidad variable y con números o cantidades constantes)) (Euler consideró a veces una

función, de una manera menos formal y más general, como una relación entre las dos

coordenadas de los puntos de una curva trazada ((a mano alzada)) en el plano) (p.558).

Sin embargo, hay di�cultades con la de�nici�on, ya que no explica qu�e es una expresi�on

anal��tica, al no especi�car que eran las funciones algebraicas y las funciones trascendenta-

les fundamentales. Un poco m�as adelante, Euler entr�o en controversia con Jean Le Rond

D’Albert (1717-1783) al tratar de resolver el problema de las vibraciones de una cuerda �ja,

lo que lo llev�o a plantear en su texto Institucines Calculi di�erentialis, una nueva de�nici�on

de funci�on, presentada en Azc�arate (1999): \si x es una variable, entonces toda cantidad que

dependa de x de cualquier manera o que este determinada por aqu�el se llama una funci�on de

dicha variable"(p.51). Con esta de�nici�on da la posibilidad de un tratamiento estrictamen-

te anal��tico de las funciones trigonom�etricas, adem�as de las algebraicas y trascendentales.

Adicionalmente explica por primera vez la correspondencia entre pares de elementos.

1.4. Edad Contempor�anea

Es el periodo de la historia comprendido entre la Revoluci�on Francesa y la actualidad. La

principal caracter��stica de esta etapa hist�orica es el gran crecimiento cient���co y tecnol�ogico,

como evidencia del desarrollo de todas las capacidades del ser humano en procura de ampliar

el horizonte de su conocimiento.

La posibilidad del libre desarrollo de la inteligencia humana hizo posible el avance signi�ca-

tivo en todos los campos de las ciencias, que a su vez redund�o en mejores ��ndices de calidad

de vida.

Durante esta �epoca, el concepto de funci�on tom�o un rumbo m�as anal��tico, raz�on por la cual

surgen diferentes concepciones y teor��as alrededor del mismo. Entre los matem�aticos que m�as
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aportaron a la de�nici�on de funci�on durante el siglo XIX, se encuentran Nicol�as Condorcet

(1743-1794), Joseph-Louis Lagrange (1736-1813), Joseph Fourier (1768-1830), Nikolai Loba-

chevsky (1792-1856), Peter Gustav Dirichlet (1805-1859), Bernhard Riemann (1826-1866),

Karl Weierstrass (1815-1897) y Augustin Cauchy (1789-1857).

A continuaci�on, y con relaci�on al prop�osito de esta secci�on del trabajo, se abordar�an cada

uno de los matem�aticos antes citados, resaltando sus aportes al concepto de funci�on.

Nicolas de Condorcet, matem�atico franc�es, fue el primero en retomar la de�nici�on dada por

Euler en 1755, y a partir de esta intenta dar una caracterizaci�on de la dependencia entre

ciertas cantidades. Condorcet, como se cito en Youschkevitch (1976) a�rmaba: \Asumo que

tengo un cierto n�umero de cantidades x, y, z . . . y para cada valor de�nido de x, y, z, F tie-

ne uno o m�as valores de�nidos correspondientes a ellos; yo digo que es una funci�on de x, y, z."

Por otra parte Lagrange, matem�atico italo-franc�es, es reconocido por ser el promotor de

las investigaciones en el campo de la Teor��a de funciones de una variable real. Gracias a

este trabajo, en su obra \Oeuvres de J . L. Lagrange," presenta los principios del c�alculo

diferencial, as�� como una de�nici�on de funci�on:

On appelle fonction d’une ou de plusieurs quantités, toute expression de calcul dans

laquelle ces quantités entrent d’une manière quelconque, mêlées ou non d’autres quantités

qu’on regarde comme ayant des valeurs données et invariables, tandis que les quantités

de la fonction peuvent recevoir toutes les valeurs possibles. Ainsi, dans les fonctions on

ne considère que les quantités qu’on suppose variables, sans aucun égard aux constantes

qui peuvent y être mêlées ( Lagrange (1881), p. 15 ).

Adicionalmente, a Lagrange le es atribuido el uso de la notaci�on para derivadas sucesivas tal

como se usa hoy en d��a.

Otro gran matem�atico de la �epoca fue el franc�es Joseph Fourier, quien por medio del estudio

de funciones trigonom�etricas, logr�o representar funciones arbitrarias a trav�es de funciones

anal��ticas. Dicho trabajo lo realiz�o con base en la segunda de�nici�on de funci�on propuesta

por Euler, a partir de lo cual plante�o lo siguiente en su libro \ The analytical theory of heat":

In general, the function f(x) represents a succession of values or ordinates each of which

is arbitrary. An infinity of values being given to the abscissa x, there are an equal number

of ordinates f(x). All have actual numerical values, either positive or negative or nul. We

do not suppose these ordinates to be subject to a common law; they succeed each other

in any manner whatever, and each of them is given as it were a single quantity (Fourier

(1878), p. 430).
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Hacia 1834, el matem�atico Ruso Nikol�ai Lobachevsky tambi�en hizo un importante aporte

frente al tema de estudio al plantear que:

General conception demands that a function of x be called a number which is given for

each x and which changes gradually together with x. The value of the function could

be given either by an analytical expression, or by a condition which offers a means for

testing all numbers and selecting one of them; or, lastly, the dependence may exist but

remain unknown (Lobachevsky, 1834, como se citó en Youschkevitch (1976) p.77).

De esta de�nici�on se puede evidenciar, seg�un Ugalde (2013), que Lobachevsky por primera

vez logra establecer la condici�on de que una funci�on debe asignar un valor a todo \n�umero",

lo que hoy en d��a hace alusi�on al dominio de una funci�on. Adem�as, aclara que no es necesario

conocer �unicamente de forma anal��tica el criterio de asignaci�on de valores.

A mediados del siglo XIX Dirichlet, disc��pulo de Fourier, en su texto \ �Uber die Darstellung

ganz willk�urlicher Funktionen durch Sinus- und Cosinusrei" plante�o la siguiente de�nici�on:

y = f(x) es una función de una variable, si dado el intervalo (a; b) y un valor x de tal

modo que a < x < b, es posible establecer que a cada x le corresponde un único valor y

de tal modo que la regla de correspondencia asignada no importa (Dirichlet, como se citó

en Youschkevitch (1976)).

Aunque esta de�nici�on es bastante general, m�as adelante permitir�a el desarrollo de conceptos

como dominio y rango.

Gracias a las posibilidades en investigaci�on propias de las libertades en este momento de la

�epoca contempor�anea, los trabajos en an�alisis avanzaban y con ellos poco a poco se producen

rede�niciones en los conceptos. Por ejemplo, con relaci�on al concepto de funci�on, Bernhard

Riemann, matem�atico alem�an, propone la primera distinci�on entre continuidad y diferen-

ciabilidad, y a partir de esto plantea una de�nici�on para funci�on continua, en la cual se

evidencia una concepci�on de correspondencia.

Por otra parte, el trabajo en el estudio de la \Teor��a de funciones�continu�o a cargo de Weiers-

trass. Sus estudios en este campo le permitieron construir la teor��a de funciones anal��ticas de

variables complejas. Dicha teor��a fue planteada con base en el desarrollo de series de potencia

de funciones anal��ticas.

A Weierstrass se atribuye la primera de�nici�on de funci�on en aspecto conjuntista, que fue

planteada en su obra: \Cap��tulos seleccionados de la teor��a de funciones", tal como lo men-

ciona Bacallao et al. (2011). Para Weirstrass:
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La idea de función como una relación aritmética entre dos variables, da la definición de

función como correspondencia entre los elementos y llega a la conclusión de que mientras

esta correspondencia es continua, esas dos nociones son las mismas (p.17).

As�� mismo Cauchy, matem�atico franc�es, en 1821 en su libro Cours d’analyse, plate�o de�ni-

ciones para conceptos como l��mite, continuidad y funci�on. En el caso de esta �ultima, elimin�o

toda alusi�on a expresiones formales a�rmando que:

When variable quantities are related to each other such that the value of one of the

variables being given one can find the values of all the other variables, we normally

consider these various quantities to be expressed by means of the one among them, which

therefore takes the name the independent variable. The other quantities expressed by

means of the independent variable are called functions of that variable (Cauchy (1821),

p. 17).

1.4.1. Siglo XX

Para inicios del siglo XX se continuaron con estos avances en el concepto de funci�on a cargo

de matem�aticos como Edouard Goursat (1858-1936), Giuseppe Peano (1858-1932) y el reco-

nocido grupo de Nicolas Bourbaki durante los a~nos de 1930.

Goursat en su texto Cours d’analyse math�ematique plantea la siguiente de�nici�on de fun-

ci�on: \On dit que y est foction de x lorsque �a une valeur de x correspond une valeur de y.

On indique cette d�ependance par l’�egalit�e y = f(x)" ( Goursat (1933), p.11). Aunque esta

de�nici�on es aceptada, se considera que en ella hace falta dar claridad a algunos conceptos

como \correspondencia" y \valor".

Aunque poco se mencionan los aportes de Peano en la teor��a de funciones, �el logr�o formular

la de�nici�on de funci�on como un subconjunto del producto cartesiano, siendo este un aporte

signi�cativo en la de�nici�on de funci�on.

M�as adelante, durante los a~nos 30 los Bourbaki introducen en su obra \Theorie Des Ensam-

bles" el concepto de \conjunto", a partir del cual es posible de�nir funci�on as��

Soient E et F deux ensembles, distincts ou non. Une relation entre une variable x de E

et une variable y de F est dite relation fonctionnelle en y, ou relation fonctionnelle de E

vers F , si, quelque soit x 2 E, il existe un é1ément y de F , et un seul, qui soit dans la

relation considérée avec x (Bourbaki (1970), p.308).

Finalmente, se puede concluir que al analizar el desarrollo hist�orico que ha presentado el

concepto de funci�on, es posible evidenciar que alrededor de los a~nos 60, se contaba aproxi-

madamente con tres tipos de de�nici�on de funci�on, una en t�erminos de variables, otra en
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t�erminos de conjuntos y �nalmente otra en t�erminos de una regla de correspondencia.



2. Marco disciplinar

En este cap��tulo se aborda el componente disciplinar acerca del concepto de funci�on, haciendo

�enfasis en algunas caracter��sticas, simbolismos y maneras en las que se pueden representar.

Sin embargo, es pertinente destacar que el contenido del mismo se encuentra alineado con las

tem�aticas propias del grado octavo, de tal manera que solamente se aborda lo concerniente

a la funci�on lineal.

Para el desarrollo del mismo se tomar�an como referencia los siguientes autores:

Azc�arate (1999), Duval (1988), Duval (1999) Hitt (1998), Posada (2006), Pi~neros (2016),

Bloch (2011), Porras (2011) y Esquinas (2009).

2.1. Concepto de funci�on

Los seres humanos en su cotidianidad, se encuentran con diversas situaciones que usualmente

resultan ser modelos de funciones matem�aticas. Generalmente se analizan, leen, interpretan

y resuelven sin conocer su de�nici�on o caracter��sticas propias desde el punto de vista ma-

tem�atico. Esto sucede porque no siempre las funciones aparecen descritas por una f�ormula

o n�umeros que las representen.

Un ejemplo de lo mencionado anteriormente, puede ser, al inicio de cada a~no escolar, el asig-

nar a cada estudiante de determinado grado, el curso A, B, C, o D al cual va a pertenecer,

en este caso, la funci�on no est�a representada por medio de una f�ormula. Otros ejemplos de

funci�on en la cotidianidad pueden ser: el consumo de gasolina al realizar un viaje que de-

pende de los kil�ometros recorridos, los gastos mensuales de una persona los cuales dependen

de sus ingresos, o la estatura de una persona dependiendo del tiempo o edad que tenga.

Partiendo de lo anterior, es posible considerar la funci�on como una \m�aquina" en la que al

ingresar un objeto en ella, este es procesado y se obtiene un nuevo objeto correspondiente a

dicho proceso, tal como se observa en la siguiente imagen.
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Figura 2.1.: Diagrama de la m�aquina de f , adaptada de Stewar et al. (2012)

La Tabla 2.1 es un ejemplo que permite evidenciar una relaci�on entre un valor x perteneciente

al conjunto N y un conjunto K.

N �2 �1 0 1 2

K �6 �3 0 3 6

Tabla 2.1.: Funci�on 3x

Al realizar una revisi�on m�as exhaustiva, se evidencia que este ejemplo es una funci�on que

transforma los elementos del conjunto N = f�2;�1; 0; 1; 2g en elementos de otro conjunto

de n�umeros K = f�6;�3; 0; 3; 6g, cuya relaci�on puede ser representada por la expresi�on 3x.

En este caso entraron a la m�aquina los elementos de N y al salir, a cada uno le corresponde

su triple, el cual es un elemento de K.

Ahora bien, la representaci�on de las funciones pueden ser de forma tabular, verbal, gr�a�ca

o algebraica, como se abordar�a en la secci�on 2.3.

A continuaci�on se presentan algunos ejemplos de relaciones que son funciones:

Ejemplo 2.1 Gaby esta comprando regalos en l��nea y el costo de env��o se basa en la can-

tidad de dinero de la orden. Para �ordenes menores o iguales a $20.000 el costo del env��o es

de $4.000, y para �ordenes mayores a $20.000 el costo del env��o es de $7.000.

Ejemplo 2.2 El volumen (V ) de un cubo depende de la longitud de las arista del mismo.

Dicho volumen se determina por la expresi�on V = x3, donde x representa la longitud de cada

arista. De esta forma, si el valor de x var��a, el volumen tambi�en lo har�a.1

En los ejemplos anteriores es posible observar la relaci�on existente entre el conjunto de en-

trada y el de salida. En el primer caso se est�a relacionando el conjunto de n�umeros reales

positivos, con dos n�umeros naturales. Para el segundo ejemplo, los conjuntos que se est�an

relacionando son los reales positivos.

Hasta el momento se ha abordado impl��citamente la funci�on como una transformaci�on que

se da entre dos conjuntos, dicha relaci�on puede ser escrita como una pareja ordenada. Por

1Problema tomado de Piñeros (2016)
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ejemplo, para caso de la Tabla 2.1, la transformaci�on entre el par de conjuntos puede ser

expresada de la siguiente forma f(�2;�6); (�1;�3); (0; 0); (1; 3); (2; 6)g. Partiendo de lo an-

terior se pueden plantear las siguientes de�niciones que resultan claves para la comprensi�on

del concepto de funci�on.

Definición 2.1 El conjunto ffxg; fx; ygg se designar�a por (x; y) y se llamar�a la pareja

ordenada con primera componente x y segunda componente y.

Definición 2.2 El conjunto producto cartesiano entre un conjunto A y un conjunto B,

es aquel que contiene todas las posibles parejas ordenadas que pueden formarse, en las que su

primera componente pertenece al conjunto A y la segunda componente pertenece al conjunto

B, es decir, para cualesquier par de conjuntos A; B se tiene que el producto cartesiano

representado por A�B es:

A�B = f(x; y) : x 2 A ^ y 2 Bg

Ejemplo 2.3 Sean los conjuntos A y B de�nidos como A = f1; 2; 3g y B = f4; 5g, el pro-

ducto cartesiano de A�B es el conjunto A�B = f(1; 4); (1; 5); (2; 4); (2; 5); (3; 4); (3; 5)g.

Definición 2.3 Si S es un subconjunto del producto cartesiano de A�B, entonces S es una

relaci�on de A en B, por lo tanto esta relaci�on se puede representar en el plano cartesiano.

A partir de la de�nici�on de relaci�on surge la necesidad de de�nir los conjuntos A y B.

Definición 2.4 Si S es una relaci�on de A en B, se tiene que:

El conjunto A recibe el nombre de dominio de la relaci�on S, y est�a conformado por las

primeras componentes de las parejas de S. Se nota DomS.

DomS = fx 2 A : 9y 2 B ^ (x; y) 2 Sg

El conjunto

ImS = fy 2 B : 9x 2 A ^ (x; y) 2 Sg

Recibe el nombre de imagen de la relaci�on S, y est�a conformado por las segundas

componentes de las parejas de S. Se nota ImS.

Ejemplo 2.4 La jefatura de �area de matem�aticas de un colegio se encuentra interesada

en saber si los estudiantes que dedican m�as tiempo a preparar la prueba bimestral obtienen

mejores cali�caciones en ese examen. Para ello ha recopilado datos de 10 estudiantes de una

clase de matem�aticas de octavo grado y ha obtenido los resultados que se muestran en la

Tabla 2.2.
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Estudiante 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

C=Cantidad de horas(x) 4.5 6.0 3.5 3.0 5.0 6.0 5.5 6.5 7.0 6.5

N=Nota 65 80 83 61 55 89 85 69 92 95

Tabla 2.2.: Puntaje de ex�amenes de matem�aticas para diez estudiantes de 8�.

En este ejemplo es posible veri�car que la situaci�on modela una relaci�on, dado que para

algunos valores de la variable independiente (x), es posible obtener m�as de 1 cali�caci�on.

Tal es el caso de los estudiantes 2 y 6, quienes dedicaron cada uno 6 horas de estudio

y sus cali�caciones son 80 y 89 respectivamente. De manera an�aloga sucede con los estu-

diantes 8 y 10, quienes dedicaron 6.5 horas de estudio pero sus cali�caciones son 69 y 95

respectivamente. Lo anterior deja en evidencia que esta relaci�on es un subconjunto de C�N .

Ahora teniendo como referencia lo planteado hasta este momento y las de�niciones 2.1, 2.2,

2.3 y 2.4 es posible dar la siguiente de�nici�on de funci�on.

Definición 2.5 Sean A y B conjuntos no vac��os, una funci�on f de A a B denotada como

f : A! B, es una relaci�on de dependencia en la que a cada a 2 A le corresponde uno y solo

un b 2 B, de tal forma que el par (a; b) es un elemento de la funci�on f .

Ejemplo 2.5 En una m�aquina dispensadora de alimentos, a cada tipo de los productos en

ella le corresponde un �unico c�odigo o regla de asignaci�on, por medio del cual, la persona que

desea adquirir un producto, debe ingresar su c�odigo en el teclado y de esta forma lo obtiene.

No es posible, que si una persona desea unas galletas cuyo c�odigo sea G4, al ingresar este

c�odigo obtenga una gaseosa que estaba asociada a otro c�odigo.

En la de�nici�on de funci�on el conjunto A recibe el nombre de Dominio y se nota Domf , y

el conjunto Imf es denominado imagen de la función y se nota Imf .

Figura 2.2.: Diagrama de dominio e imagen de f .Adaptada de Stewar et al. (2012)
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En la expresi�on f : A ! B se est�a indicando que Domf = A e Imf = B es el conjunto de

las im�agenes de f . Para el caso del Ejemplo 2.1 el dominio es el conjunto de las cantidades

de dinero que se invierten en las compras y el conjunto de im�agenes es el conjunto de los

costos de los env��os, y para el caso del Ejemplo 2.2 el dominio es el conjunto de las longitudes

de las aristas del cubo y el conjunto de las im�agenes es el conjunto de los vol�umenes del cubo.

El valor x del dominio recibe el nombre de variable independiente, ya que asume valores

distintos y puede cambiar entre ellos sin depender de la otra variable, y al valor y del con-

junto de las im�agenes correspondientes a x se le conoce como variable dependiente, ya que

sus cambios obedecen a los realizados en x.

Nota: Se usar�an las letras f , g y h para nombrar las funciones, y la notaci�on f(x), g(x) o

h(x) para indicar que y es la imagen de x en f .

Como se mencion�o anteriormente, para que una funci�on est�e de�nida correctamente, esta

debe constar de un dominio, un conjunto de im�agenes y un subconjunto que satisface cierta

condici�on entre el dominio y el conjunto de im�agenes. A partir de esto es posible de�nir

cuando dos funciones son iguales.

Definición 2.6 Sean f : A! B y g : C ! D se dice que f = g, si y solo si:

Domf = Domg

f(x) = g(x);8x 2 Domf

Ejemplo 2.6 Sean las funciones f(x) = x2�1 y g(x) = x2�1, x � 0. Se tiene que aunque

tienen la misma expresi�on algebraica y el mismo conjunto de im�agenes, sus dominios son

diferentes pues Domf = R mientras que Domg = [�1;1).

Partiendo de lo anterior, se presenta el siguiente ejemplo en el que se evidencia la correcta

de�nici�on del dominio en una situaci�on cotidiana, ya que cuando no se tiene clara su de�ni-

ci�on, por convenci�on se toma por dominio el conjunto m�as grande en el cual la funci�on est�e

bien de�nida o concuerde con el contexto en el que se enmarca.

Ejemplo 2.7 Las empresas de telefon��a en Colombia hace algunos a~nos manejaban dos ti-

pos de planes postpago, uno cerrado con minutos y mensajes limitados y otro plan abierto

que daba la posibilidad de que, si se acaban los minutos del plan, el usuario pudiera seguir ha-

ciendo uso de estos a una tarifa m�as baja de la establecida. Por ejemplo, en el a~no 2012 una

de las empresas de telecomunicaci�on del pais manejaba el plan abierto CPlusTD300Ilim10AB

que ten��a un costo de $24.917 sin impuestos, el valor del impuesto era de $4.983, el plan

inclu��a 300 minutos y 100 mensajes de texto. Adicionalmente, en caso de que el usuario
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necesitara minutos adicionales, el costo ser��a de $120 por minuto adicional, los cuales se

ver��an re
ejados en la factura.

a. Exprese el valor de la factura para un usuario cuyo consumo fue menor de 300 minutos.

b. Exprese una manera de calcular el valor de la factura para un usuario que gast�o m�as de

300 minutos.

c. Escriba una expresi�on que incluya las obtenidas en los ��tems anteriores.

Soluci�on:

a. Lo primero que se debe hacer es identi�car la variable dependiente y la independiente.

Para este caso tenemos que la variable independiente es la cantidad de minutos represen-

tados por m que consume un usuario, y como variable dependiente est�a el costo que debe

cancelar el usuario, representado por C. Sin embargo, para este primer caso, como no

hay minutos adicionales a los incluidos en el plan, se obtiene un valor constante mensual.

En esta situaci�on in
uyen los cargos �jos por el plan $24.917 y el impuesto de $4.983,

que se deben cancelar cada mes independientemente de si gast�o o no todos los minutos

y mensajes incluidos. Teniendo en cuenta esto, la ecuaci�on que representa esta situaci�on es:

Si m � 300; entonces :

C(m) = 24917 + 4983

C(0) = 29;900

b. Ahora, >qu�e sucede si el usuario consumi�o m�as de 300 minutos? En este caso, los primeros

300 minutos estaban incluidos dentro del costo del plan, mientras que los siguientes son

cobrados a $120 cada uno. Podemos expresar el el consumo de minutos adicionales como

m� 300 con lo que se tiene que el costo generado para esta cantidad es de 120(m� 300).

Por tanto, la tarifa total es la suma de los dos costos anteriores, m�as el consumo del

excedente, es decir:

Si m > 300; entonces :

C(m) = 24;917 + 4;983 + 120(m� 300)

C(m) = 29;900 + 120m� 36000

C(m) = 120m� 6100

c. El uso de una o de otra de las expresiones halladas en los literales anteriores, depende del

valor de m. Si 0 � m � 300 entonces usamos la expresi�on de la parte (a), pero si m > 300

usamos la hallada en la parte (b). Podemos escribir entonces que:
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C(m) =

�
29;900 si 0 � m � 300

120m� 6100 si m > 300

Para �nes de este trabajo es necesario de�nir funci�on creciente, decreciente y constante como

se hace a continuaci�on:

Definición 2.7 Diremos que si f es una funci�on de�nida en un intervalo I

f es creciente en I, si 8x; y 2 Domf , con x < y, entonces f(x) < f(y).

f es decreciente en I, si 8x; y 2 Domf , con x < y, entonces f(x) > f(y).

Definición 2.8 Un funci�on f es constante si 8x 2 Domf se tiene que f(x) = c; c 2 R.

2.2. Funci�on lineal

En esta secci�on se abordar�a propiamente la funci�on lineal, su de�nici�on, sus caracter��sticas

y la proporcionalidad como modelo de una funci�on. De igual forma, cada uno de estos ir�a

acompa~nado de ejemplos y situaciones en las que se pueda evidenciar su implementaci�on.

Para realizar un buen an�alisis de la funci�on lineal, es necesario apoyarse en algunas de�-

niciones, teoremas y colorarios de la geometr��a euclidiana, que dar�an sentido a conceptos

como el de pendiente. De esta manera se da inicio a esta secci�on partiendo de la de�nici�on

de pol��gonos semejantes.

Definición 2.9 Dos pol��gonos de igual n�umero de lados son semejantes, si y solo si, estos

son equiangulares y los lados correspondientes est�an en proporci�on.

En cuanto a la notaci�on para representar la semejanza, el s��mbolo � signi�ca \ es semejante

a". Por ejemplo, si se tiene que ABCD � A0B0C 0D0 se est�a garantizando que los dos pol��gonos

son semejantes, lo cual implica seg�un la de�nici�on que:

\A �= \A0; \B �= \B0; \C �= \C 0; \D �= \D0

y que
AB

A0B0
=

BC

B0C 0
=

CD

C 0D0
=

AD

A0D0
:

Para el caso espec���co de los tri�angulos, se tiene que no es necesario veri�car que se cumplan

las dos condiciones al tiempo, ya que el cumplimiento de una implica que la otra tambi�en lo

haga. Es decir, si los tri�angulos son equiangulares, entonces los lados correspondientes est�an
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en proporci�on y rec��procamente.

Para veri�car que dos tri�angulos son semejantes, es su�ciente revisar que se cumpla alguna

de las relaciones que se dan entre los tri�angulos semejantes como lo son el teorema �Angulo-
�Angulo-�Angulo (AAA), el teorema Lado-�Angulo-Lado (LAL) y el teorema Lado-Lado-Lado

(LLL). Para �nes de este trabajo, se considera �unicamente el teorema AAA.

Teorema 2.1 Dada una correspondencia entre 4ABC y 4DEF . Si \A �= \D; \B �=
\E; \C �= \F , entonces 4ABC � 4DEF .

De este teorema y teniendo en cuenta que la suma de las medidas de los �angulos internos de

un tri�angulo es igual a 180°, es posible plantear el siguiente colorario.

Colorario 2.1 Dada una correspondencia entre 4ABC y 4DEF , si dos pares de �angulos

correspondientes son congruentes, entonces los tri�angulos son semejantes.

A partir de lo anterior, se tiene en cuenta que para caracterizar los puntos de una recta en el

plano cartesiano, es necesario probar que la pendiente o inclinaci�on de una recta es un valor

constante. Para ello se considera entonces una funci�on f como se muestra en la �gura.

Figura 2.3.: Pendiente. Fuente: elaboraci�on propia

Sean A = (x1; y1) y C = (x2; y2); con x1 6= x2 dos puntos cualesquiera que pertenecen a la

recta f y un punto B que no pertenece a ella, de tal forma que 4ABC es rect�angulo. Si se

toman otros dos puntos arbitrarios de la recta, de tal modo que A0 = (x01; y01), C 0 = (x02; y02)
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y otro punto B0 tal que se obtenga que 4A0B0C 0 es rect�angulo.

De este modo, haciendo uso de la de�nici�on de �angulo recto, se tiene que, \B �= \B0 y

por �angulos entre paralelas se tiene que \A �= \A0. Por consiguiente, es posible a�rmar que

4ABC � 4A0B0C 0 y por ende sus lados correspondientes est�an en proporci�on

BC

AB
=

B0C 0

A0B0
:

De la proporci�on anterior es posible a�rmar que:

y2 � y1

x2 � x1

=
y02 � y01
x02 � x01

= m

Consecuencia de lo anterior se plantea la siguiente de�nici�on:

Definición 2.10 Sean A = (x1; y1) y C = (x2; y2); con x1 6= x2 dos puntos cualesquiera en

el plano cartesiano, la pendiente de la recta determinada por estos dos puntos es el n�umero

real m dado por:

m =
y2 � y1

x2 � x1

Este valor de m est�a representado por un n�umero real cualquiera, que ser�a el mismo para

cualquier par de puntos que se tomen de una recta y que solo variar�a si se toman de rectas

diferentes.

Adicionalmente, el valor de m es caracter��stico de la recta, ya que permite determinar su

direcci�on respecto a los ejes coordenados.

Para la pendiente obtenida en la Figura 2.3, se tiene que m es positiva, debido a que tanto

en el numerador como en el denominador se han obtenido valores con el mismo signo, por lo

que es v�alido decir que de izquierda a derecha la recta es creciente. Teniendo en cuenta esto,

es posible considerar los siguientes casos.
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m es positiva m es negativa

m es nula m es indefinida

Tabla 2.3.: Tipos de pendientes. Fuente: elaboraci�on propia

Seg�un la Tabla 2.3, en el caso en el que m < 0, en la gr�a�ca se puede observar que de

izquierda a derecha la recta es decreciente, mientas que cuando m = 0, su valor es constante

y la recta es paralela al eje x, esto solo sucede cuando y1 = y2, y �nalmente, si l es una recta

paralela al eje y es porque x1 = x2, en dicho caso la pendiente se dice inde�nida y la recta l

no representa a una funci�on.

Ejemplo 2.8 Pendiente dados dos puntos: Hallar la pendiente de
 !
AB, si A(�3;�8)

y B(12; 10).
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y2 � y1

x2 � x1

= m

10� (�8)

12� (�3)
= m

10 + 8

12 + 3
= m

18

15
= m

6

5
= m

Ejemplo 2.9 Hallar la pendiente de la recta dada la gr�a�ca: Dada la siguiente

gr�a�ca, hallar la pendiente de la recta que se muestra.

Figura 2.4.: Ejemplo 2.14. Fuente: elaboraci�on propia

En la Figura 2.4 se pueden identi�car algunos puntos, por ejemplo A(1; 4) y B(2; 1) que

pertenecen la recta dada, y a partir de ellos es posible, haciendo uso de la f�ormula, hallar la

pendiente as��:



2.2 Funci�on lineal 31

y2 � y1

x2 � x1

= m

1� 4

2� 1
= m

�3

1
= m

�3 = m

Ahora bien, dada la pendiente m de una recta y un punto de coordenadas (x1; y1) que

pertenece a su gr�a�ca, si se desea veri�car que otro punto de coordenadas (x; y), que tambi�en

pertenece a la recta, se debe cumplir que:

y � y1

x� x1

= m (2.1)

Y si ahora se multiplica a los dos lados de la ecuaci�on 2.1 por (x� x1), se tiene la expresi�on

y � y1 = m(x� x1) (2.2)

La expresi�on 2.2 es conocida como ecuaci�on ecuación punto-pendiente de la recta, de la

cual al despejar y se obtiene

y = mx�mx1 + y1 (2.3)

Al ser m, x1 y y1 valores constantes, la operaci�on �mx1 + y1 tambi�en lo ser�a, por lo cual se

de�ne este valor como b. Ahora es posible reescribir la ecuaci�on 2.3 as��:

y = mx + b (2.4)

Esta expresi�on 2.4 se conoce como ecuación pendiente-intercepto, recibe este nombre

debido a que el punto (0; b) corresponde al corte de la recta con el eje y.

A partir de lo enunciado anteriormente, es posible de�nir la ecuaci�on de una recta.

Definición 2.11 Dada la ecuaci�on y = mx + b se tiene que:

Si b 6= 0, entonces y = mx + b recibe el nombre de funci�on af��n.

Si b = 0, entonces y = mx + b recibe el nombre de funci�on lineal y se simboliza como

y = mx.

Nota: la caracter��stica principal de la funci�on lineal es que sus puntos de corte con los ejes

de las coordenadas est�an en el punto (0; 0):
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Ejemplo 2.10 Ecuaci�on de la recta dados dos puntos

Hallar la ecuaci�on de la recta que pasa por los puntos (�6; 2) y (4; 3).

y2 � y1

x2 � x1

= m

3� 2

4� (�6)
= m

1

10
= m

Haciendo uso de la ecuaci�on 2.2 y reemplazando se tiene que:

(y � y1) = m(x� x1)

y � 2 =
1

10
(x� (�6))

y =
1

10
(x + 6) + 2

y =
1

10
x +

�
1

10

�
(6) + 2

y =
1

10
x +

3

5
+ 2

y =
1

10
x +

13

5

Ejemplo 2.11 Ecuaci�on de la recta dado un punto y la pendiente

Hallar la ecuaci�on de la recta con intercepto en x de -3 y m = �3
2
.

Que el intercepto en x sea �3, indica el punto (�3; 0), ahora se hace uso de la ecuaci�on 2.2

y evaluando se tiene:

(y � y1) = m(x� x1)

y � 0 = �3

2
(x� (�3))

y = �3

2
(x + 3)

y = �3

2
x +

�
�3

2

�
(3)

y = �3

2
x� 9

2

Existen varios m�etodos para gra�car una funci�on lineal, por ejemplo, la gra�caci�on haciendo

uso de tablas, un punto y la pendiente, o los interceptos.
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Los interceptos de una funci�on son los puntos en donde la gr�a�ca toca los ejes de coordena-

das. Estos puntos, que son de la forma (a; 0) para los cortes con el eje x y (0,b) para el corte

con el eje y. Dependiendo de la situaci�on, los interceptos pueden ser hallados a partir de un

gr�a�co o de manera anal��tica al evaluar para el intercepto con el eje x a y en 0, y para el eje

y, se eval�ua a x en 0.

Ejemplo 2.12 Intercepto de una funci�on lineal dado el gr�a�co

Dada la siguiente gr�a�ca identi�que los interceptos del eje x e y de la recta dada.

Figura 2.5.: Ejemplo 2.17. Fuente: elaboraci�on propia

A partir de la Figura 2.5 es posible identi�car que la recta muestra un punto de corte con el

eje x que se denominar�a A y un punto de corte con el eje y que se denominar�a B. Tal como

se muestra en la Figura 2.6.

Figura 2.6.: Puntos de corte de la Figura 2.5. Fuente: elaboraci�on propia
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De la Figura 2.6 es posible identi�car que el punto A tiene coordenadas (�7; 0) y el punto

B tiene coordenadas (0; 4). Estos puntos corresponden a los puntos de corte o interceptos de

la gr�a�ca con los ejes x e y respectivamente.

El uso de las funciones no se limita solo al campo de las matem�aticas, pues son consideradas

el puente de conexi�on entre las matem�aticas y otras asignaturas como la f��sica, biolog��a o

qu��mica. Teniendo en cuenta esto, es posible encontrar diferentes situaciones en la cotidia-

nidad que pueden ser modelas a partir de una funci�on.

Ejemplo 2.13 Las funciones y el reciclaje

Para reducir la basura en los vertederos, muchas personas est�an comenzando a hacer abono

con base en desechos alimenticios, este proceso se llama compostaje y produce un suelo rico

que luego se puede usar en jardines o granjas. Como experimento cient���co, en el colegio

el �area de ciencias naturales ha decidido registrar la cantidad de desechos alimenticios en

contenedores especiales ubicados por todo el colegio y la cantidad de suelo que estos desechos

pueden generar para ser usados en la huerta escolar.

Los resultados obtenidos se muestran en la siguiente tabla:

Cantidad de contenedores 2 3 7 9

Masa del suelo producido (kg) 1.6 2.4 5.6 7.2

Tabla 2.4.: Producci�on de suelo a base de compostaje

a. Determinar si la raz�on de cambio entre la masa del suelo producida y la cantidad de

contenedores es constante.

b. Hallar la funci�on que modela la situaci�on.

c. Si se tienen 12 contenedores llenos de compostaje, >cu�al es la cantidad de suelo que puede

producirse?

d. Dibujar, con ayuda de la calculadora, la funci�on que modela la situaci�on.

Soluci�on:

a. Para dar soluci�on a este tipo de situaciones lo primero que se debe hacer es identi�car las

variables que est�an interviniendo y cu�al de ellas es la dependiente y cu�al la independiente.

En este caso, teniendo en cuenta que la cantidad de masa de suelo producido depende de

la cantidad de abono que se encuentra en los contenedores, se puede decir que la variable

independiente corresponde a la cantidad de contenedores y la variable dependiente ser�a
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la cantidad de masa de suelo producido.

Teniendo en cuenta lo anterior, de la Tabla 2.4 se puede evidenciar que por 2 contenedores

se generan 1.6kg de suelo y por 7 contenedores se generan 5.6kg de suelo, esta informaci�on

puede ser representada por medio de coordenadas cartesianas as�� (2, 1.6) y (7, 5.6), con

esto es posible hallar la raz�on y veri�car que si constante.

m =
1:6

2
=

2:4

3
=

5:6

7
=

7:2

9

m = 0:8

En este caso podemos observar que la raz�on es constante entre las dos variables, y se

puede veri�car al hacer uso de la f�ormula 2.1, en la que se obtiene el mismo resultado.

y2 � y1

x2 � x1

= m

7:2� 1:6

9� 2
= m

5:6

7
= m

0:8 = m

b. Haciendo uso de la ecuaci�on 2.2 y evaluando uno de los puntos dados se tiene que:

(y � y1) = m(x� x1)

y � 1:6 = 0:8(x� (2))

y = 0:8(x� 2) + 1:6

y = 0:8x + (0:8) (�2) + 1:6

m y = 0:8x� 1:6 + 1:6

y = 0:8x

En este caso se realiza una veri�caci�on del modelo a partir de los datos que se tienen, en

este caso se realiza con el punto (3; 2:4).

y = 0:8x

2:4 = (0:8) (3)

2:4 = 2:4

c. Partiendo del modelo hallado en el ��tem b, se puede encontrar la cantidad de suelo pro-

ducido por 12 contenedores:
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y = 0:8x

y = (0:8) (12)

y = 9;6

El resultado anterior nos dice que, con 12 contenedores llenos de compostaje se pueden

generar 9.6kg de suelo.

d. Para la realizaci�on del gr�a�co se pueden ubicar en el plano cartesiano las coordenadas

brindadas en la Tabla 2.4

Figura 2.7.: Gr�a�ca que modela el Ejemplo 2.18. Fuente: elaboraci�on propia

2.3. Tipos de representaciones

El estudio de la funci�on como concepto matem�atico ha llevado a varios autores a conside-

rar la importancia de ver la funci�on en sus diferentes sistemas de representaci�on, ya que

estos proporcionan informaci�on espec���ca y hacen que el concepto sea m�as comprensible.

Por sistemas de representaci�on se entiende, como dice Duval (1993), aquellos elementos

que aportan en la comunicaci�on, que favorecen representaciones mentales y facilitan la
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aprehensi�on de conceptos y funciones cognitivas. Estas representaciones resultan necesa-

rias ya que hacen que los objetos matem�aticos sean m�as accesibles.

Para �nes de este trabajo, se considera pertinente la divisi�on propuesta por Posada (2006),

para quien los sistemas de representaci�on se dividen en dos. Por un lado est�an los registros

auxiliares, en los que se encuentran la representaci�on num�erica o tabular y el gr�a�co, y

por el otro, los de representaci�on principal, como son el simb�olico y el lenguaje natural.

2.3.1. Registros de representaci�on auxiliar

Como se mencion�o anteriormente, en este tipo de registros de representaci�on se encuen-

tran el tabular y el gr�a�co, los cuales permiten el reconocimiento de las relaciones que se

pueden dar en cada situaci�on.

Las actividades que promueven los registros auxiliares:

Aportarán información adicional en la comprensión del concepto (función

lineal) a partir de su contenido, que en la presentación discursiva (registro

principal) no es posible dilucidar.

Ofrecerán posibilidades de tratamiento totalmente diferentes al del re-

gistro principal. En particular, permiten desarrollar secuencias de reglas

operatorias o de procedimiento. Es decir, tratamientos tipo algoŕıtmicos.

Suplirán un desconocimiento eventual del registro principal.

Separarán información pertinente o útil en relación con la tarea a realizar.

Permitirán la organización en orden de necesidad o importancia de los

diferentes registros elegidos para la tarea a realizar.

Mostrarán posibles ejemplos que afirmen o rechacen algunos rasgos o pro-

piedades del concepto en mención.

( Posada (2006), p 97)

Registro tabular

Este tipo de registro, como se vio en el cap��tulo anterior, fue la primera forma que utiliz�o

el hombre para representar funciones. El registro tabular da una visi�on cuantitativa de la
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funci�on, lo cual permite una interpretaci�on para cada par de valores asignados en la tabla.

Este tipo de representaci�on permite organizar la informaci�on para presentar la correspon-

dencia entre cantidades en dos �las o columnas; la primera corresponde al dominio y la

segunda al conjunto de llegada.

Ejemplo 2.14 La Tabla 2.5 muestra la cantidad de naranjas que puede comprar una

persona y el precio que debe pagar por ellas.

Cantidad de naranjas 1 2 5 7 9

Precio $200 $400 $1000 $1400 $1800

Tabla 2.5.: Relaci�on precio contra cantidad de naranjas

Ejemplo 2.15 La Tabla 2.6 muestra el n�umero aproximado de bacterias de una colonia

en crecimiento, calculado cada hora, a partir de la primera observaci�on.

t (tiempo en horas) 0 1 2 3 4 5

n (No de bacterias en millones) 3 6 12 24 48 96

Tabla 2.6.: Relaci�on n�umero de bacterias contra tiempo

Como podemos observar en el Ejemplo 2.14, cuando una variable aumenta la otra tambi�en

lo hace de manera constante. Teniendo en cuenta esto, es posible determinar otros pares

de valores y hallar una expresi�on general, mientras que para el Ejemplo 2.15 no es posible

determinar la relaci�on existente entre las dos variables a primera vista, ya que aunque el

tiempo aumenta de manera constante la poblaci�on de bacterias no.

Registro gr�a�co

Esta representaci�on se da por medio de un plano cartesiano que se forma al trazar dos

rectas num�ericas reales, una horizontal y otra vertical de tal forma que estas son perpen-

diculares. El punto donde se cruzan las dos rectas recibe el nombre de origen y se denota

con O. Usualmente, de este punto hacia la derecha y arriba se consideran las direcciones

positivas y abajo e izquierda son las direcciones negativas. En este plano, que hoy po-

demos utilizar gracias a Ren�e Descartes, el eje horizontal denominado de las abscisas se

conoce como eje x, y el eje vertical denominado de las ordenadas se conoce como eje y.
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Este tipo de registro est�a formado por un conjunto de puntos que pertenecen al plano

cartesiano, y resulta ser ideal para expresar la dependencia entre dos variables y de esta

forma establecer la relaci�on existente entre las magnitudes. Para la plena comprensi�on de

este sistema de representaci�on, resultan necesarios conceptos y habilidades matem�aticas,

los cuales permiten ver caracter��sticas de la funci�on, como crecimiento en intervalos, va-

riaci�on, m�aximos, m��nimos, etc. Pese a todo lo anterior, uno de sus impedimentos es que

algunas veces no permite observar la representaci�on de todo su dominio.

Ejemplo 2.16 Real Madrid ha disputado desde 1929 la Liga Espa~nola. La gr�a�ca mues-

tra el hist�orico de goles anotado por cada equipo durante los �ultimos 20 a~nos. Siendo el 0

la referencia para el a~no 2000 y el 19 para el a~no 2019.

Figura 2.8.: Gr�a�co de goles anotados por el Real Madrid vs. tiempo
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Figura 2.9 .: Gr�a�co de goles anotados por el Real Madrid vs. tiempo

A partir de la Figura 2.8 es posible determinar durante qu�e a~not se anotaron m�as goles.
De igual forma, tambi�en se pueden deducir los a~nos con mayor precisi�on o menor, para
anotar goles por parte de los jugadores. De igual forma se puede hacer un comparativo
con otro equipo y establecer cu�al ha anotado m�as goles durante ciertos periodos de tiempo

2.3.2. Registros de representaci�on principal

Corresponden a este tipo de representaci�on los registros del lenguaje natural y el registro
simb�olico. El lenguaje natural es punto de partida de toda comprensi�on, y es fundamental
para llegar a una representaci�on simb�olica. En el caso del registro simb�olico, este permite
referirse a los conceptos matem�aticos con mayor grado de generalidad.

Registro del lenguaje natural

Este es un sistema de representaci�on fundamental utilizado en matem�aticas, especialmen-
te en la formulaci�on de problemas, por ello, para esta clase de registro son esenciales la
coherencia y la cohesi�on textual, que por medio del uso de reglas gramaticales, le dan
sentido a los enunciados. Aunque es considerado un registro discursivo, la pertinencia del
lenguaje es la que da lugar a que no se presenten equivocaciones en la comprensi�on que se
debe dar al enunciado o al razonamiento que el estudiante da a una situaci�on problema,
facilitando as��, la conversi�on de la representaci�on de un enunciado de registro verbal, a
una representaci�on en un registro auxiliar.
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La conversi�on entre registros consiste en trasformar la informaci�on que se da en un enun-
ciado en el lenguaje cotidiano, a un registro que permita implementar un tratamiento
matem�atico. Para ello, la conversi�on se debe dar de manera transparente teniendo claro
a cu�al de los registros se desea realizar la conversi�on.

Una de las ventajas del lenguaje natural es que este tipo de registro permite desarrollar
habilidades de pensamiento como describir, inferir, razonar y calcular.

Ejemplo 2.17 Al acabar una reuni�on a la que asisten un cierto n�umero de personas,
todo el mundo se da la mano para despedirse. >Cu�antos apretones de mano se dieron si
hab��a 5 personas?>Y si hab��a 7, 8 y 9 personas?2

Este problema puede relacionarse con uno semejante de geometr��a plana; para ello se
puede plantear una representaci�on, en la que las personas que se encuentran en la reuni�on
sean representadas por puntos (no colineales), y cada apret�on de manos sea un segmento
que tiene por extremos dos de los puntos representados, tal como se ve en la Figura2.10.

Figura 2.10 .: Conversi�on de un registro de lenguaje natural a una representaci�on gr�a�ca.
Fuente: elaboraci�on propia

Con esta representaci�on es m�as sencillo identi�car que la cantidad de saludos al �nalizar
la reuni�on ser�a el total de diagonales del pol��gono, m�as el n�umero de lados.

2Enunciado tomado y adaptado de Azc�arate (1999)
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Registro simb�olico

En este registro se recogen todos los s��mbolos que resultan necesarios para comparar dos
registros, es decir, realizar una transformaci�on de un registro auxiliar a uno simb�olico.
Este nuevo registro permite recoger las generalidades de una funci�on a trav�es del uso de
s��mbolos, adem�as, facilita determinar con precisi�on los valores exactos para las variables
involucradas.

De acuerdo con lo anterior, el registro simb�olico, tal como lo expresa Esquinas (2009)
haciendo referencia a Arcavi, es la capacidad de manipular e interpretar expresiones
simb�olicas, tomando conciencia de los diferentes roles que los s��mbolos pueden ostentar
en distintos contextos y siendo capaces de evaluar la adecuaci�on de una representaci�on
para expresar una informaci�on.

Ejemplo 2.18 La Tabla 2.7 muestra la altura de un �arbol y la longitud de su sombra a
una hora y lugar determinado: A partir de lo anterior, >es posible hallar una expresi�on

x (altura del �arbol en m) 1 2 3 4 5 6
l (longitud de la sombra enm) 1,5 3 4,5 6 7,5 9

Tabla 2.7 .: Conversi�on desde registro tabular al simb�olico

algebraica, que permita determinar la longitud de la sombra dada, la altura del �arbol?

Como se puede evidenciar en la Tabla2.7, a medida quex aumental tambi�en lo hace, lo
que muestra que la situaci�on se puede modelar por medio de una funci�on creciente. Para
hallar un patr�on en la tabla es necesario calcular la diferencia de cada valor dex y l con
el que lo antecede en la tabla, tal como se muestra a continuaci�on.

Figura 2.11 .: Raz�on de cambio entre altura de un �arbol y su sombra
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De esta forma es f�acil identi�car que entre las diferencias dex y l hay una regularidad, ya
que estas son constantes, es decir, se observa que parax su diferencia siempre es 1 y para
l la diferencia es 1;5. Para poder realizar la conversi�on al lenguaje simb�olico, es necesario
conocer la raz�on de cambio o pendientem entre las variablesx y l.

m = 1;5
1 = 1;5

En el ejemplo planteado se puede determinar que la tabla representa los valores para una
funci�on lineal cuya expresi�on algebraica esf (x) = 1 ; 5x.



Parte II.

SOPORTE DID �ACTICO



3. Sustento Pedag�ogico - Did�actico

El presente cap��tulo aborda algunas consideraciones pedag�ogicas y did�acticas, que dan
sustento a la propuesta de una secuencia did�actica orientada a la comprensi�on del con-
cepto de funci�on.

Desde el punto de vista pedag�ogico, dicha propuesta se enmarca en el enfoque constructi-
vista, cuyo fundamento es la construcci�on del conocimiento a partir de interacciones con
la realidad, con base en experiencias signi�cativas en la cuales el estudiante confronta sus
saberes, se cuestiona, analiza, y valora sus aciertos y errores como punto de partida de
nuevos aprendizajes.

Dentro de esta perspectiva, el docente lejos de ser el �unico poseedor del conocimiento,
asume el rol de facilitador y mediador para propiciar experiencias innovadoras y desa-
�antes, capaces de motivar al estudiante al descubrimiento de nuevos saberes, con auto-
nom��a y responsabilidad. Evidentemente, en las din�amicas de aula no se establecen unas
relaciones de car�acter vertical, sino un acompa~namiento sistem�atico basado en \una in-
teracci�on dial�ectica entre los conocimientos del docente y los del estudiante, que entran
en discusi�on, oposici�on y di�alogo, para llevar a una s��ntesis productiva y signi�cativa: el
aprendizaje"(Ortiz (2015), p. 97).

Como es apenas l�ogico, y a diferencia de la escuela tradicional, en el constructivismo el
estudiante es un actor en el proceso, a trav�es de su participaci�on activa y responsable. Es
por ello que a partir de su motivaci�on intr��nseca est�a dispuesto a participar en las diversas
actividades que el docente le propone.

Ahora bien, a este tipo de enfoque pedag�ogico le corresponden una serie de m�etodos,
estrategias y acciones que faciliten la consecuci�on de los logros esperados, y es justamente
de esto que se encarga la did�actica.

En esta parte y en relaci�on con el objeto de este trabajo, se abordar�a la modelaci�on ma-
tem�atica como una estrategia de representaci�on de situaciones cercanas al entorno de los
estudiantes, que constituyen una experiencia signi�cativa que los acerca a la comprensi�on
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y aprehensi�on del concepto de funci�on. Por otra parte, se hablar�a de la resoluci�on de
problemas como estrategia did�actica que conlleva la puesta en juego de habilidades de
pensamiento matem�atico en la soluci�on de situaciones propuestas.

Desde luego y en concordancia con las tendencias pedag�ogicas del siglo XXI, es pertinente
hacer �enfasis en el uso de la TIC como herramienta fundamental en el proceso de ense~nan-
za - aprendizaje, y de manera fundamental en el tema central de este trabajo, relacionado
con la comprensi�on del concepto de funci�on, haciendo uso de las calculadoras gra�cadoras.

3.1. Modelaci�on matem�atica

La ciencia se encuentra fundamentada en diferentes teor��as que son creadas por el hom-
bre. Estas teor��as son las encargadas de explicar y predecir las diferentes situaciones que
se pueden dar entre los sistemas y los subsistemas que componen \el mundo real". Para
poder entender y realizar estas teor��as, resulta necesaria la construcci�on de modelos, que
vistos desde el punto de vista cient���co permiten comprender fen�omenos, a partir de la
puesta en juego de sus conocimientos y habilidades, por medio de los cuales el hombre
puede describir, comprender y representar los fen�omenos estudiados.

Un modelo es una representaci�on que articula dos sistemas, y act�ua entre ellos como
un puente entre la observaci�on del fen�omeno y la representaci�on que se le est�a dando
dentro del contexto. En matem�aticas, tal como lo menciona Posada (2006), \se llama
simplemente modelo matem�atico, a un conjunto de s��mbolos y relaciones matem�aticas
que representan de alguna forma un fen�omeno o situaci�on estudiada"(p. 74).

Es en este punto en el que resulta importante aclarar que el modelo es un producto de la
modelizaci�on o modelaci�on. Entendi�endose este, como un proceso que resulta de trans�-
gurar situaciones de la vida real en problemas matem�aticos, cuyas soluciones deben ser
dadas en un lenguaje natural y usual.

En la modelaci�on matem�atica, adem�as de los conocimientos propios de la asignatura,
resultan necesarios el conocimiento del contexto, adem�as de habilidades como observar,
experimentar, simular, controlar y predecir los efectos que pueden suceder en el fen�omeno.
Dicha modelaci�on suele ser un proceso lento, que requiere unir varios aspectos te�oricos y
cognitivos, que superan el uso de una f�ormula matem�atica en la resoluci�on de problemas,
ya que se centra en el estudio de patrones y regularidades que le permiten al estudiante
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desarrollar las habilidades mencionadas anteriormente.

Tal como lo menciona Berrio et al. (2008), la modelaci�on es una actividad cient���ca que
desde hace algunos a~nos se ha venido implementando como estrategia did�actica, que pro-
porciona a los estudiantes los elementos necesarios para tomar una posici�on m�as cr��tica,
dot�andolos de capacidades que les permiten una mejor comprensi�on de los conceptos ma-
tem�aticos.

Seg�un los lineamientos y curr��culo colombiano de matem�aticas, la modelaci�on hace parte
de uno de los cinco procesos generales que tienen que ver con el aprendizaje. Para el
MEN (2006), la modelaci�on en una situaci�on problema, permite decidir qu�e variables
y relaciones entre las mismas son importantes, lo que posibilita establecer modelos o
patrones que se repiten en diferentes contextos, a partir de las cuales se pueden hacer
diferentes an�alisis y predicciones respecto a las condiciones iniciales. Esto la convierte
en una herramienta potenciadora propia del pensamiento variacional, que de acuerdo al
Ministerio hace referencia a

: : : aspectos asociados a los n�umeros y la numeraci�on, su signi�cado y la estructura del

sistema de numeraci�on : : : la identi�caci�on de variables, la descripci�on de fen�omenos

de cambio y dependencia; conceptos y procedimientos asociados a la variaci�on directa,

a la proporcionalidad, a la variaci�on lineal en contextos aritm�eticos y geom�etricos el

lenguaje simb�olico (algebraico), a la variaci�on inversa y el concepto de funci�on ( MEN

(2016), p 37).

Por otra parte, para el Ministerio de Educaci�on la modelaci�on tambi�en hace referencia
a la habilidad para representar, transformar, generar, comunicar, re
ejar e interpretar
informaci�on, independientemente del sistema de representaci�on que se est�e usando.

En el �ambito de las matem�aticas, uno de los conceptos primordiales y que no es f�acilmente
asimilable es el de funci�on, debido a su car�acter integrador y modelizador. Sin embargo,
es posible que dicho concepto cobre sentido para el estudiante si se le proponen tareas
que van m�as all�a de la teorizaci�on y que involucren diferentes contextos. Esto reducir��a
aprendizajes mec�anicos, y lo llevar��a a mayores niveles comprensi�on e interpretaci�on. En
palabras de Rold�an (2013):

La modelaci�on se convierte entonces en una herramienta poderosa para motivar el

aprendizaje de las funciones lineales, dado que a partir de contextos matem�aticos,

an�alisis de situaciones cotidianas o pr�acticas experimentales surge la necesidad de

relacionar variables, analizar correspondencias de datos, realizar generalizaciones, pre-

decir comportamientos, relacionar e interpretar representaciones, entre otros procesos

que aportan a la comprensi�on del concepto de funci�on (p. 52).
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Seg�un Bassanezi (2002), la modelaci�on como proceso fundamental en las din�amicas de
aprendizaje se encuentra direccionado por 5 fases que apuntan a la construcci�on del mo-
delo. Las etapas que conforman el ciclo del proceso de modelaci�on son: experimentaci�on,
abstracci�on, resoluci�on, validaci�on y modi�caci�on, tal como se muestra en la Figura 3.1.

Figura 3.1 .: Diagrama que muestra las fases de construcci�on de un modelo Fuente: elabo-
raci�on propia

Seg�un Morales et al. (2018), cada una de las etapas de la Figura 3.1 tiene una caracteri-
zaci�on particular, tal como se describe en la Tabla3.1 que aparece a continuaci�on.

Fase Caracter��sticas

Fase 1. Experimentaci�on Actividad donde se obtienen los datos y se adoptan las
t�ecnicas y m�etodos estad��sticos. Es esencialmente acti-
vidad de laboratorio.

Sigue en la p�agina siguiente.



3.1 Modelaci�on matem�atica 49

Fase Caracter��sticas

Fase 2. Abstracci�on Procedimiento que debe llevar a la formulaci�on de mo-
delos matem�aticos. Se emplean algunas etapas:

a) Selecci�on de las variables (bien de�nidas). Identi�-
car las variables que describen y controlan la evo-
luci�on del sistema.

b) Problematizaci�on o formulaci�on a los problemas
te�oricos en un lenguaje propio del que se est�e tra-
bajando. Formulaci�on del problema con enuncia-
do bien expl��cito. El problema se vuelve pregunta
cient���ca cuando explica la relaci�on entre las varia-
bles.

c) Formulaci�on de hip�otesis. Direccionan la investi-
gaci�on. Se pueden dar de varios modos: observa-
ci�on de casos, observaci�on de hechos, comparaci�on
de otros estudios, deducciones l�ogicas, experiencias
personales y analog��a de sistemas (dos sistemas son
an�alogos cuando se pueden representar por el mis-
mo modelo matem�atico)

d) Simpli�caci�on. Se restringe el fen�omeno y se a��sla
solamente el campo de estudio (no se pueden con-
siderar todos los detalles).

Fase 3. Resoluci�on El lenguaje verbal es sustituido por lenguaje matem�atico
coherente (funciones/ ecuaciones). Esta fase depende de
la Fase 2. Abstracci�on.

Fase 4. Validaci�on Proceso de aceptaci�on o no del modelo que se ha pro-
puesto. Las hip�otesis y los datos son confrontados, com-
parando las soluciones obtenidas con los valores obteni-
dos en el sistema real. \Un buen modelo es aquel que
tiene capacidad de previsi�on de nuevos hechos o relacio-
nes insospechadas".Posada (2006)

Sigue en la p�agina siguiente.
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Fase Caracter��sticas

Fase 5. Modi�caci�on Algunos aspectos ligados al problema pueden generar
que el modelo sea aceptado o no. Las razones pueden
estar entre el uso de hip�otesis falsas, la obtenci�on de
datos errados, la insu�ciente informaci�on, la aparici�on de
m�as variables que las ya establecidas o el descubrimiento
de algo nuevo.

Tabla 3.1 .: Fases de construcci�on de un modelo propuestas por Bassanezi. Tomada de
Morales et al. (2018)

Con relaci�on a la propuesta de secuencia did�actica que se plantear�a en este trabajo, las ac-
tividades se encuentran encaminadas a la modelaci�on de situaciones cotidianas y de inter�es
para los j�ovenes, en las que se ponen a prueba las habilidades mencionadas anteriormente,
y que favorecen la conversi�on entre registros. As�� mismo, se abordar�an contenidos y con-
ceptos pertinentes, como: variable, raz�on, proporcionalidad, dependencia e independencia
de una variable respecto a la otra, haciendo uso de calculadoras de pantalla gr�a�ca, para
la construcci�on y comprensi�on del concepto de funci�on, espec���camente funci�on lineal.

3.2. Resoluci�on de problemas

La resoluci�on de problemas es una estrategia de ense~nanza-aprendizaje de las matem�aticas
que implica crear ambientes propicios para formar individuos matem�aticamente compe-
tentes. Una de las claves para el desarrollo del pensamiento matem�atico en sus tantas
formas, es preparar al estudiante para la formulaci�on, el tratamiento y la resoluci�on de
los problemas que surgen de una situaci�on, que al mismo tiempo lo lleva a desarrollar una
actitud mental perseverante e indagadora, que permite desplegar una serie de estrategias
para resolverlos, interpretar soluciones y modi�car procesos de ser necesario MEN (2016).
En concordancia con lo anterior, la gu��a para pruebas estandarizadas de grado noveno
plantea en cuanto a la resoluci�on de problemas, que el estudiante debe fortalecer una serie
de habilidades relacionadas con:

la capacidad para formular problemas a partir de situaciones dentro y fuera de la

matem�atica, traducir la realidad a una estructura matem�atica, desarrollar y aplicar

diferentes estrategias y justi�car la elecci�on de m�etodos e instrumentos para la soluci�on

de problemas, justi�car la pertinencia de un c�alculo exacto o aproximado en la soluci�on

de un problema y lo razonable o no de una respuesta obtenida. Veri�car e interpretar

resultados a la luz del problema original y generalizar soluciones y estrategias para dar

soluci�on a nuevas situaciones problema. (MEN (2016), p 36)
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Desde la literatura varios autores han abordado el concepto de problema. Para �nes de
este trabajo, se entender�a por problema una actividad que representa un grado de di�cul-
tad para el estudiante, para cuya soluci�on no hay un algoritmo o esquema previamente
establecido que lo gui�e a una soluci�on inmediata. El hecho de que el problema tenga un
grado de di�cultad, no signi�ca que el estudiante no reconozca el problema, ni los m�etodos
para solucionarlo. En palabras de Mu~noz (2015)

problema matem�atico ser�a todo aquel enunciado a trav�es del cual se plantea una

situaci�on matem�atica por resolver, que al ser comprendida evidencia una ausencia de

conocimiento y adem�as genera un deseo por conocer, y para la cual no existe un camino

inmediato, ni obvio, para lograr la soluci�on (p.28).

Desde el punto de vista did�actico, y como se mencion�o en la introducci�on de este capi-
tulo, la resoluci�on de problemas es una estrategia que busca fortalecer el pensamiento
matem�atico de los estudiantes, a trav�es del uso de habilidades que son indispensables pa-
ra la b�usqueda de soluciones. La implementaci�on de esta estrategia, tal como lo expresa
Mu~noz (2015) haciendo referencia a Arcavi, es fundamental \para desarrollar y contribuir
a la construcci�on de un pensamiento investigativo en el cual el conocimiento matem�atico
se conceptualiza en t�erminos de preguntas que demandan el uso y formas de pensar con-
sistentes con el quehacer de la disciplina"(p.34).

En cuanto a la mejor estrategia para la resoluci�on de problemas dentro del aula, diversas
investigaciones han profundizado sobre el tema. Sin embargo, para �nes de este trabajo, se
optar�a por la planteada por George P�olya en su libroC�omo plantear y resolver problemas,
en el que se consideran cuatro etapas fundamentales para la soluci�on de problemas:com-
prender el enunciado, concebir un plan, ejecutar el plan y examinar la respuesta obtenida.

La primera etapa referente a la comprensi�on del problema, busca que el estudiante deco-
di�que el enunciado identi�cando los datos proporcionados, las variables, las condiciones
establecidas, as�� como la pertinencia de la informaci�on dada. Un vez identi�cada y cla-
si�cada esta informaci�on, el estudiante puede proceder a la elaboraci�on de un plan que
le permita escoger una estrategia pertinente, siendo esta la segunda etapa del proceso.
La tercera etapa corresponde a la implementaci�on de la estrategia que se ha escogido. Es
posible que esta permita solucionar de manera directa el problema, as�� como tambi�en es
factible que esto no suceda, y entonces se deba volver a la etapa 2 y cambiar la estrate-
gia. El cambio de estrategia se espera que obedezca a un proceso re
exivo por parte del
estudiante. Finalmente, en la cuarta etapa se encuentra la veri�caci�on e interpretaci�on de
resultados, mediante la cual el estudiante puede analizar si su procedimiento es ajustable
y extensible a problemas similares.
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Lo interesante de la propuesta de P�olya radica en que la implementaci�on de esta estrategia
permite al estudiante dar una respuesta a un problema, no de manera mec�anica, sino que
por el contrario, su respuesta sea resultado de un proceso racionalizado y re
exivo que
puede garantizar mejores resultados.

3.3. Pensamiento variacional

El curr��culo de matem�aticas en Colombia se encuentra centrado en el desarrollo de compe-
tencias matem�aticas, las cuales se encuentran relacionadas, por una parte, con el desarrollo
de procesos generales como lo son la formulaci�on, modelaci�on, resoluci�on de problemas,
entre otros, y por otra parte, tambi�en se relaciona con el pensamiento l�ogico y el pensa-
miento matem�atico, que integrados, favorecen el desarrollo de habilidades que permiten
al estudiante abordar de manera pertinente una situaci�on problema, a trav�es, no solo de
la operacionalidad del n�umero, sino de la comprensi�on de conceptos y la relaci�on entre
los mismos.

Una de las subdivisiones realizadas por los lineamientos curriculares y los Est�andares B�asi-
cos de Competencias al pensamiento l�ogico y al pensamiento matem�atico, hace referencia
al pensamiento variacional, el cual es descrito por el MEN (2006) como:

este tipo de pensamiento tiene que ver con el reconocimiento, la percepci�on, la iden-

ti�caci�on y la caracterizaci�on de la variaci�on y el cambio en diferentes contextos, as��

como con su descripci�on, modelaci�on y representaci�on en distintos sistemas o registros

simb�olicos, ya sean verbales, ic�onicos, gr�a�cos o algebraicos. (p. 66).

De lo expuesto anteriormente, es importante tener en cuenta que el pensamiento varia-
cional no es memorizar f�ormulas, conceptos o gr�a�cas de funciones polinomiales. Seg�un
Vasco (2002), si se limita el pensamiento variacional a estos actos, se pueden llegar a con-
vertir en obst�aculos epistemol�ogicos y did�acticos que no favorecen el desarrollo del mismo.

Es fundamental desarrollar este tipo de pensamiento desde los primeros a~nos de vida esco-
lar, dado que facilita a los estudiantes la comprensi�on conceptual de la noci�on de cambio,
variaci�on, constante, patr�on, par�ametro, entre otras. Adicionalmente, permite interiori-
zar procedimientos que brindan al estudiante la habilidad de analizar a profundidad las
funciones, sus caracter��sticas y representaciones en diferentes contextos.

Dado que el desarrollo del pensamiento variacional suele ser un proceso que necesita ser
orientado y alimentado constantemente durante la �epoca escolar, es importante que desde
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el inicio se vincule con diferentes situaciones de aprendizaje, ya que de esta forma se da
al estudiante la oportunidad de plantear sus propias conjeturas, y asimismo, sustentarlas
a trav�es de la argumentaci�on y la generalizaci�on. Estos procesos se dan en �optimas con-
diciones cuando el estudiante es capaz de interpretar diferentes tipos de representaci�on
(tabular, gr�a�co, verbal, algebraico), y a partir de ellas puede desarrollar un estudio per-
tinente de situaciones y fen�omenos en los que se ve involucrado el cambio.

Por lo mencionado anteriormente, es posible decir que el pensamiento variacional da las
herramientas al estudiante para pensar de manera m�as din�amica, sin embargo, para al-
canzar estos niveles es necesario involucrar a los estudiantes en situaciones de aprendizaje
que involucran del cambio, a partir de las cuales ellos mismos dise~nan estrategias que
propician momentos de an�alisis y re
exi�on que permiten dar evidencia del mencionado
pensamiento.

3.4. Di�cultades

De�nir funci�on a trav�es de la historia no ha sido una cuesti�on f�acil, pero ha sido a�un m�as
dif��cil la comprensi�on de dicho concepto, el cual es fundamental en el desarrollo de buena
parte del pensamiento matem�atico. Al tratar de encontrar las razones que di�cultan dicha
comprensi�on, se suele creer que estas solo recaen en las capacidades de los estudiantes,
sin embargo, evidentemente tambi�en in
uyen en gran medida las pr�acticas pedag�ogicas y
did�acticas implementadas en el aula.

A continuaci�on, se presentan algunas di�cultades asociadas con la comprensi�on del con-
cepto de funci�on, tanto en el proceso de ense~nanza como en el de aprendizaje.

En cuanto al proceso de ense~nanza se encuentra que los docentes no tienen pleno conoci-
miento del desarrollo epistemol�ogico del concepto, por tal motivo esto les impide entender
la complejidad que requiere la ense~nanza del mismo.

De igual manera, las pr�acticas pedag�ogicas y las did�acticas implementadas para la en-
se~nanza del concepto, originan una brecha entre la concepci�on que tiene el docente de
funci�on y la comprensi�on que hace el estudiante de dicho concepto. En algunas ocasiones,
la priorizaci�on en lo procedimental y el uso de lenguaje algebraico, deja de lado el an�alisis
de situaciones en las que se puede hacer uso del concepto para relacionarlo con otras �areas
de conocimiento, y modelar situaciones de la vida real.
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La construcci�on y a�un m�as la comprensi�on del concepto de funci�on no se dan de manera
espont�anea, sino que requieren de objetos y herramientas que lo anteceden y que consti-
tuyen prerrequisitos claves para la aprehensi�on del mismo, tal como lo mencionan Farf�an
y Hitt, (1983) citado en (Boub�ee et al., 2006):

Existen elementos que permiten, e hist�oricamente hicieron posible, la construcci�on

de un concepto: todos estos son andamios de los que se vale el sujeto en su acci�on

sobre el objeto, para acceder al concepto en s��, andamiajes con vida ef��mera que,

circunstancialmente, son las herramientas con las que se captan los primeros elementos

del concepto y donde el "error" y la sensibilidad a la contradicci�on desempe~nan un

papel importante. (p. 22).

Por otra parte en cuanto al proceso de aprendizaje, hay que reconocer que el concepto de
funci�on en si mismo es complejo, ya que la falta de entendimiento en los estudiantes de
saberes previos asociados, desencadena di�cultades en la apropiaci�on y aprehensi�on del
mismo. Ejemplo de lo anterior, es la di�cultad para identi�car variables dependientes e
independientes, distinguir la letra como variable, la letra como inc�ognita y hallar la regla
de correspondencia que relaciona los elementos de los conjuntos estudiados.

Adicionalmente, la falta de familiarizaci�on por parte del estudiante con el lenguaje ma-
tem�atico, genera en �el un obst�aculo para apropiarse del conocimiento, por esto le resulta
necesario apoyarse en varias representaciones que a su vez le implican una di�cultad para
lograr articularlas entre ellas, por lo que no se le facilita identi�car la correspondencia
entre los elementos de los conjuntos.

3.5. SARS COV-2

La emergencia sanitaria que se present�o a nivel mundial afect�o notablemente la educaci�on.
Las instituciones educativas y los docentes durante este periodo se vieron enfrentados al
reto de garantizar el acceso a la educaci�on de ni~nos y adolescentes a trav�es del desarrollo
e implementaci�on de estrategias pedag�ogicas y herramientas did�acticas.

En el colegio Abraham Lincoln, entre los meses de marzo y junio del 2020, cuando reci�en
iniciaba la pandemia, la intensidad horaria de las asignaturas cambi�o. En el caso de ma-
tem�aticas pas�o de 6 horas a la semana a 4 horas, que se realizaban por videollamada en
la plataforma ZOOM.

Posteriormente, en el a~no acad�emico 2020-2021 se implement�o la secuencia did�actica. Du-
rante este periodo el colegio opt�o por trabajar con la plataforma TEAMS, tanto para la
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realizaci�on de las clases, como para la entrega de trabajos. La intensidad horaria cambi�o
nuevamente, semanalmente se estableci�o una intensidad horaria de 4 horas de matem�ati-
cas y 1 hora de geometr��a. A ra��z de este cambio, la malla curricular de la asignatura tuvo
que ser ajustada, algunos temas ya no se trabajaban con la profundidad acostumbrada.

Durante los tres primeros meses del a~no escolar se trabaj�o de manera remota.En octubre
del 2020 se inici�o el tr�ansito hacia la presencialidad, los primeros en volver al colegio
fueron los maestros siguiendo el protocolo de bioseguridad establecido por las entidades
estatales. En noviembre del mismo a~no, se realizaron los primeros intentos por implemen-
tar el modelo de alternancia. En este momento era normal tener 3 o 4 estudiantes por
curso de manera presencial y los otros 26 en videollamada. En enero de 2021 y hasta junio
del mismo a~no, se continu�o avanzando en la implementaci�on del modelo de alternancia,
donde cada 3 meses se abr��an inscripciones para que los estudiantes que desearan asistir
lo hicieran teniendo en cuenta el aforo de cada uno de los salones, por lo que se ten��a un
aproximado de 5 a 15 estudiantes por sal�on.

A medida que aumentaban los estudiantes que quer��an volver al colegio, tambi�en aumen-
taban los aislamientos preventivos y exist��a la posibilidad de que por un caso positivo
de covid todo un grado o los profesores fueran aislados por 21 d��as. Como docente de la
instituci�on viv�� esta situaci�on mientras estaba implementando la secuencia did�actica.

Teniendo en cuenta lo anterior, es evidente que las din�amicas de las clases cambiaron de
manera inesperada, la participaci�on de los estudiantes que trabajan de manera remota era
casi nula, no se manejaban h�abitos de toma de apuntes y se gener�o en los estudiantes una
dependencia por las herramientas tecnol�ogicas que a�un hoy, sigue generando bajos niveles
de atenci�on y concentraci�on. No obstante, el �area de matem�aticas afront�o el reto a trav�es
de la implementaci�on de herramientas digitales que permitieran desarrollar contenidos,
y al mismo tiempo, llevar a cabo las clases de forma exitosa y din�amica. Dentro de las
herramientas utilizadas se destacan las siguientes: Onenote, Google Forms, WebAssign,
Thatquiz, Nearpod y GeoGebra.

3.6. Las calculadoras gr�a�cas

Durante las �ultimas dos d�ecadas, en el campo de la did�actica de las matem�aticas se han
venido desarrollando m�ultiples investigaciones que giran en torno a la implementaci�on de
TIC's en el aula, espec���camente ordenadores (computadores y software especializado) y
calculadoras gr�a�cas (CG ).
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La implementaci�on de estas herramientas en el aula, permite que esta se convierta en
un laboratorio inform�atico donde los estudiantes pueden desarrollar y poner a prueba
habilidades investigativas, de una forma \m�as real". De igual forma, el uso de estas he-
rramientas brinda la posibilidad de generar en los estudiantes experiencias signi�cativas
en la construcci�on del conocimiento, convirti�endose en un recurso valioso en la din�amica
escolar del estudiante, en las clases de matem�aticas. Tal como lo plantea Roumieu (2014)
\El trabajar con tecnolog��a aumenta la motivaci�on de los alumnos, quienes la utilizan
naturalmente formando parte de su vida cotidiana"(p. 3).

Ahora, si bien es cierto que el uso de la tecnolog��a es m�as atractivo para las nuevas gene-
raciones, tambi�en lo debe ser para los docentes en sus experiencias de aula. Es por ello que
el uso de nuevas tecnolog��as se ha ido incorporando como un recurso al cual, cada vez m�as,
recurren los docentes en el dise~no de actividades que faciliten la comprensi�on y aplicaci�on
de conceptos matem�aticos. En palabras de Ortiz (2006), Dunham y Dick argumentan
que las nuevas tecnolog��as sustentan nuevos retos y exigen desarrollo de competencias no
solo para el estudiante sino tambi�en para el docente, quien debe tener en cuenta que la
calculadora gr�a�ca puede ser un catalizador y no un obst�aculo en el aprendizaje de las
matem�aticas, que por supuesto tiene ventajas y desventajas.

De igual forma, vale la pena resaltar que el correcto uso de las tecnolog��as, en este caso
las CG, potencian el conocimiento matem�atico que media la representaci�on y visualiza-
ci�on de conceptos y procedimientos, por lo que es posible considerarlas como recursos
que facilitan a los estudiantes, la exploraci�on y manipulaci�on de conceptos propios de las
matem�aticas con un sentido innovador y cr��tico en la resoluci�on de problemas. Dunham y
Dick (1994), citados por Ortiz (2002), sustentan que la resoluci�on de problemas se puede
mejorar haciendo uso de las calculadoras teniendo en cuenta que:

1) las calculadoras gr�a�cas dan m�as tiempo para la instrucci�on mediante la reduc-

ci�on de atenci�on a la manipulaci�on algebraica, 2) las calculadoras gr�a�cas suministran

m�as herramientas para la resoluci�on de problemas, especialmente para estudiantes con

poca fortaleza en habilidades algebraicas, y 3) los alumnos perciben la resoluci�on de

problemas de una manera distinta, concentr�andose en la comprensi�on del problema y

en el an�alisis de la soluci�on. (p. 77)

En cuanto al manejo adecuado de las CG en el aula, es importante resaltar tal como
lo plantea Gamboa (2007), que estas por s�� solas no mejoran el rendimiento y compren-
si�on del estudiante en conceptos, sino que apoyan el desarrollo de habilidades propias del
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quehacer matem�atico.

Es importante resaltar que para el desarrollo de la propuesta did�actica, objeto de este
trabajo se hace uso del software GeoGebra, que cuenta con la herramienta de calculadora
gr�a�ca. Este es considerado como un ordenador port�atil dise~nado para aprender, ense~nar
y hacer matem�aticas, dado que su interfaz posibilita y favorece visualizaciones, y hace
uso de representaciones m�ultiples como gr�a�ca, algebraica y hojas de calculo, las cuales
se encuentran vinculadas entre si, por lo que un cambio en una de ellas afecta a la otra.
Lo anterior favorece la interpretaci�on en cada sistema de representaci�on (Bedoya, 2002).
Adicionalmente, el hecho de ser un software de libre acceso, permite que cualquier orde-
nador con acceso a internet pueda descargar el programa y utilizarlo libremente.

A continuaci�on, se presenta un resumen de las m�ultiples ventajas que ofrece la herramienta
de calculadora gr�a�ca de GeoGebra para el trabajo en aula:

a) La creaci�on y manipulaci�on de objetos matem�aticos en una interfaz din�amica y de
f�acil acceso.

b) Favorece la interactividad en el aula y dinamiza la clase al promover motivaci�on y
la participaci�on del estudiante.

c) Su uso como herramienta did�actica da la posibilidad de estudiar diversas situaciones
en un mismo contexto, y de esta forma crear modi�caciones y variaciones de un
mismo objeto.

d) La riqueza en las herramientas de dise~no de gr�a�cos y tablas, facilita la comprensi�on
de lo que se quiere representar.

e) Da paso a un mejor aprovechamiento del tiempo de clase al crear representaciones
de manera r�apida y precisa.

f ) GeoGebra es un software libre y de f�acil acceso en dispositivos m�oviles y ordenadores.



4. Instrumentos de evaluaci�on y
secuencia did�actica

Este cap��tulo aborda la explicaci�on en torno al dise~no y estructura de las actividades
propuestas, los objetivos que se esperan alcanzar con cada una y su aplicaci�on en el aula.
Teniendo en cuenta la emergencia sanitaria debida al SARS COV-2, tanto el dise~no como
la aplicaci�on de actividades en el aula se vieron afectadas, raz�on por la cual el uso de di-
ferentes herramientas como GeoGebra Classroom y Google Forms, cobran una relevancia
fundamental en la propuesta y posterior desarrollo de la secuencia.

Esta secuencia did�actica se encuentra integrada por cinco actividades que apuntan a la
comprensi�on del concepto de funci�on, a partir de los diferentes tipos de representaci�on. La
actividad uno est�a orientada a la identi�caci�on de conceptos preliminares fundamentales
en la construcci�on del concepto, y al razonamiento cualitativo de situaciones problema
por medio de comparaciones.

Las actividades dos, tres, cuatro y cinco se encuentran alineadas con el dise~no de tareas
que implican diferentes tipos de representaci�on, modelaci�on y soluci�on de situaciones pro-
blema usando calculadora gra�cadora. Teniendo en cuenta lo anterior, se detalla cada una
de las actividades. La actividad dos se centra en la lectura e interpretaci�on de gr�a�cos
como procesos que permiten establecer la relaci�on existente entre dos magnitudes. La
actividad tres busca determinar algunas caracter��sticas de una funci�on lineal e identi�car
relaciones lineales en situaciones de la vida real. La actividad cuatro busca realizar un
acercamiento a la representaci�on de la funci�on lineal por medio de una situaci�on experi-
mental haciendo uso de un simulador sobre la ley de Hooke.

Finalmente, la actividad cinco se centra en la evaluaci�on de los temas abordados a lo largo
de las sesiones pr�acticas y te�oricas tratadas en las sesiones.

Para una efectiva aplicaci�on de esta secuencia se estiman 5 sesiones de clase, cada una de
90 minutos. Las actividades propuestas se encuentran en la secci�on de anexos al �nal del
documento.
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4.1. Dise~no y estructura de actividades

4.1.1. Actividad 1: Ya sabemos que ...

Como se mencion�o anteriormente, esta prueba diagn�ostica busca rastrear conocimientos
previos, conceptos que seg�un Castro (2014) son: \par ordenado, escala, letra evaluada y
letra como del contraste entre la tarea planteada variable, ya que a partir del adecuado
dominio de estos elementos y de las relaciones que se establecen entre ellos, se construye
el concepto de funci�on" (p.16).

Para la primera parte de la prueba se plantean 6 preguntas estandarizadas, tomadas de
MEN (2014). Estas permiten realizar un an�alisis cualitativo entre lo que se esperaba que
respondiera el estudiante y su respuesta, para determinar aciertos y errores frente a la
expectativa de la prueba.

Las preguntas 1 y 6 apuntan al concepto de par ordenado, y en estas se espera que el
estudiante resuelva situaciones en las que es necesario describir, localizar la posici�on y la
trayectoria de un objeto con referencia al plano cartesiano.

Para evaluar el concepto de letra evaluada y letra como variable, se plantea la pregunta 2,
con la que se espera que los estudiantes identi�quen y analicen propiedades de covariaci�on
entre variables, en contextos num�ericos y cotidianos. En la pregunta 5 solo se considera
la letra como variable. Con esta pregunta se espera que interpreten variaciones de depen-
dencia entre cantidades y al igual que en el punto 2, las representen por medio de tablas.

Por otra parte, las preguntas 3 y 4 est�an direccionadas al concepto de escala, enfocadas
a representar diferentes unidades de medida en una l��nea recta que es dividida en partes
iguales, y asignando a cada una de las divisiones un valor determinado.

En la segunda parte de la prueba diagn�ostico, se busca dar a los estudiantes la posibili-
dad de razonar sobre el signi�cado cualitativo de los puntos en el plano cartesiano. Este
razonamiento se da por medio de comparaciones que permiten establecer la relaci�on entre
las dos magnitudes representadas. Adicionalmente, se facilita un primer acercamiento a
la idea de correspondencia punto a punto.



60 4 Instrumentos de evaluaci�on y secuencia did�actica

El tiempo estimado para la resoluci�on de esta prueba es de 45 minutos y se establece como
condici�on el no uso de herramientas tecnol�ogicas. Debido a las circunstancias previamente
mencionadas relacionadas con la pandemia, se tiene en cuenta el modelo de alternancia
en el cual hay un n�umero de estudiantes presenciales a quienes se les entrega el material
en f��sico, mientras que otro grupo de estudiantes realizan la actividad de manera remota,
por medio de un formulario de Google.

4.1.2. Actividad 2: Lectura e interpretaci�on de gr�a�cas

Teniendo en cuenta que este trabajo se centra principalmente en identi�car los sistemas
de representaci�on, y los diferentes procesos de pensamiento necesarios para la lograr un
nivel adecuado de apropiaci�on conceptual de funci�on, con la actividad 2 se busca que, a
partir de situaciones problema cercanos a los estudiantes, se favorezca la contextualiza-
ci�on de dicho concepto por medio de la lectura e interpretaci�on de gr�a�cas.

Con base en lo anterior, el objetivo en esta actividad no se centra en la construcci�on de
modelos elementales, sino en la lectura e interpretaci�on de gr�a�cas. Para ello es impor-
tante entender que el mencionado proceso de lectura, que involucra, tal como lo re�ere
Azc�arate (1999), \identi�car las variables representadas en cada uno de los ejes, el signi�-
cado de la unidad, la graduaci�on de los ejes e identi�caci�on de puntos en la gr�a�ca, c�alculo
de im�agenes y antiimagenes". Por otro lado, la interpretaci�on de gr�a�cas es un proceso
que involucra una descripci�on de la representaci�on de manera global, dando �enfasis en su
caracterizaci�on y acercamiento a la noci�on de variaci�on.

Esta actividad se encuentra dividida en tres partes, cada una con un contexto diferente.
En la primera parte se aborda la cantidad de usuarios que se han conectado a la platafor-
ma de videojuegos STEAM durante dos d��as seguidos. La segunda parte se centra en el
contexto de la audiencia de dos series durante 20 episodios, y �nalmente la tercera parte
aborda un contexto deportivo de la liga espa~nola de f�utbol.

En la primera parte las preguntas 1, 5 y 6 est�an asociadas a la lectura de gr�a�cas, puesto
que se busca obtener informaci�on a partir de una representaci�on, identi�cando las varia-
bles representadas, las unidades, los m�aximos y m��nimos. Por otra parte, las preguntas 2,
3 y 4 apuntan a la interpretaci�on de la gr�a�ca en cuanto a que, es necesario considerar
intervalos en los que se mantiene o modi�ca una variaci�on de la funci�on. Finalmente en
la pregunta 7 tambi�en se considera la interpretaci�on, dado que realiza un acercamiento
de manera intuitiva sobre variaci�on de la funci�on.
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En la segunda parte de esta actividad, se presenta la superposici�on de dos curvas que
muestran la audiencia que han tenido dos series durante 20 episodios. Para esta parte se
plantean 10 preguntas, de las cuales las 6 primeras apuntan a la lectura de la informaci�on
brindada en la gr�a�ca mientras que las preguntas 7 a 10, buscaban robustecer la interpre-
taci�on de los dos gr�a�cos por medio de la comparaci�on, involucrando diversas estrategias
aritm�eticas.

Finalmente, la tercera parte de la actividad muestra la cantidad de goles que han anotado
dos equipos de f�utbol, durante los �ultimos 30 a~nos en la Liga Espa~nola. En esta actividad
se da m�as fuerza a la interpretaci�on de las gr�a�cas por comparaci�on, por ello solo las dos
primeras preguntas apuntan a la lectura de la informaci�on mostrada, mientras que las
otras 5 buscan describir la funci�on de una manera m�as global, atendiendo a las carac-
ter��sticas de la gr�a�ca y del contexto.

4.1.3. Actividad 3: Funci�on lineal

Con esta actividad se busca determinar algunas caracter��sticas de la funci�on lineal, e
identi�car relaciones lineales en una situaci�on de la vida real.

Esta actividad se desarrolla desde la observaci�on de un video en el que se realiza un
experimento. En la primera parte los estudiantes plantean supuestos, completan tablas,
e identi�can las variables que intervienen en el mismo, y en la segunda, se hace uso de
las herramientas ofrecidas por GeoGebra para realizar el gr�a�co y modelar la situaci�on
presentada. Con esta actividad se buscar realizar una articulaci�on entre los sistemas de
representaci�on auxiliares y principales, para modelar una situaci�on problema.

4.1.4. Actividad 4: Ley de Hooke

El objetivo de esta actividad es acercar a los estudiantes a la identi�caci�on de caracter��sti-
cas de la funci�on lineal haciendo uso de diferentes tipos de representaci�on por medio de
un simulador sobre la primera ley de Hooke. Esta actividad se centra en el uso de un
simulador en el que el estudiante debe medir la elongaci�on de un resorte a medida que el
peso sobre el va cambiando.

Inicialmente en el c�odigo QR el estudiante es direccionamiento hacia el simulador. A par-
tir de la exploraci�on realizada al varias los pesos y tomar medidas sobre la elongaci�on del
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resorte, se solicita identi�car las variables que intervienen en el experimento y describir
qu�e creen que se quiere mostrar con �el. A continuaci�on, el estudiante debe completar
una tabla que se encuentra en el siguiente c�odigo y representar su nube de puntos. Con
esto se realiza una lectura e interpretaci�on de la gr�a�ca del experimento a partir de la
informaci�on recolectada en la tabla.

Posteriormente, se solicita al estudiante hallar la pendiente de tres pares de puntos dis-
tintos y escribir una generalizaci�on de lo hallado y a partir de esto hallar la ecuaci�on de
la recta e interpretar su expresi�on dentro del contexto trabajado.

Finalmente, en la cuarta parte se hace uso de la informaci�on obtenida anteriormente para
interpolarla y extrapolarla dentro del contexto dado.

4.1.5. Actividad 5: Prueba de cierre

Esta actividad es una prueba que le permite al estudiante hacer uso del conocimiento
adquirido en las sesiones anteriores. Durante la prueba el estudiante encuentra diferentes
tipos de representaci�on y se solicita hacer cambios entre registros, es una actividad eva-
luativa en la que el estudiante debe hacer uso adecuado del tiempo pues cuenta con 50
minutos para resolverla. Adicionalmente, por pol��ticas de la instituci�on no est�a permitido
el uso del celular, por lo que no se hace uso de la calculadora gr�a�ca en la misma.



5. Resultados

El presente cap��tulo pretende plasmar los resultados del an�alisis sobre cada una de las
actividades aplicadas. Se aplicaron las siguientes actividades que componen la secuencia
did�actica: la actividad diagn�ostica, y dos actividades centrales de las cuales se recopil�o
evidencia f��sica y digital. Las actividades 4 y la de cierre, se dejan enunciadas, ya que
debido a alteraciones en la funcionalidad institucional por efectos del SARS COV-2, no
fue posible su aplicaci�on.

El an�alisis al que hace referencia este cap��tulo tiene un enfoque cualitativo, acorde con la
metodolog��a pertinente a este trabajo. La cantidad de estudiantes que presentan la acti-
vidad de manera presencial es diferente en cada sesi�on debido al modelo de alternancia
aplicado en el colegio.

5.1. Actividad 1: Ya sabemos que...

El objetivo principal de esta actividad se centra en la identi�caci�on de cuatro conceptos
previos: par ordenado, escalas, letra evaluada y letra como variable. Para esta prueba se
han analizado 6 actividades en f��sico y 20 por medio de la plataforma Google Forms1.
Por tal motivo, la primera parte de la actividad no permiti�o develar en los estudiantes
remotos errores asociados a un t�opico espec���co debido a que eran preguntas de opci�on
m�ultiple y ninguno present�o errores en sus respuestas, raz�on por la cual en la primera
parte se consideraron solo los resultados de estudiantes presenciales.

Respecto a la pregunta 1, no se evidenci�o ninguna di�cultad en los estudiantes para ubicar
en el plano cartesiano la posici�on de un objeto usando direcciones cardinales (norte, sur,
este y oeste), lo que demostr�o un uso adecuado del plano cartesiano al plantear y resolver
situaciones de localizaci�on.

1Formulario disponible en https://forms.gle/BKuFfxwaZg2KdgQWA
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En la pregunta n�umero 2 se ten��a inmersos los conceptos de letra evaluada y letra como
variable. En el contexto presentado,P era la letra evaluada yx la variable.

Figura 5.1 .: Respuesta de un estudiante a la segunda pregunta. Eval�ua bienP, sin embargo
resalta la no identi�caci�on de x como variable, lo que lo lleva a hacer aritm�etica

Llama la atenci�on que aunque da la respuesta correcta, en la Figura5.1 se evidencia que
hay un error al considerar los dos t�erminos como semejantes y efect�ua c�alculos num�ericos,
obviando de esta manera la letrax como variable.

En la pregunta 3, solo un estudiante respondi�o de manera equivocada la pregunta mientras
que cinco estudiantes la respondieron de manera acertada. Por ello se analiz�o un caso
acertado y uno err�oneo.

Figura 5.2 .: Respuesta de un estudiante a la tercera pregunta. Se resalta el uso de una
escala adecuada para asignar los valores de la �gura original.
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Figura 5.3 .: Respuesta de un estudiante a la tercera pregunta. Resalta el uso de la estima-
ci�on para asignar valores no indicados en la escala.

En la Figura 5.2 se evidencia que se hace un uso adecuado y pertinente de las escalas
dadas, analizando las divisiones en los dos ejes para representar e interpretar el plano
de la maqueta y hacer una adecuada trasposici�on de medidas al plano cartesiano. En la
Figura 5.3 es posible a�rmar que la estudiante hizo uso de estimaciones, esto dentro de
lo planteado en el ejercicio lleva a considerar que no analiz�o detalladamente las otras es-
calas proporcionadas para la elaboraci�on del plano dado, de acuerdo al formato o espacio
disponible.

Ahora bien, en la pregunta n�umero 4 solo uno de los estudiantes la respondi�o de manera
incorrecta. Al ser un punto en el que se esperaba que se interpretara la semejanza de dos
�guras por trasferencia de formas bidimensionales en el plano cartesiano, haciendo uso de
diferentes escalas, se considera que el error radica en no identi�car los tipos de graduaci�on
dados para seleccionar la que es pertinente, de acuerdo al formato o espacio disponible,
esto se da debido a que se asign�o un valor err�oneo a cada cuadro dado en el plano.

En la pregunta n�umero 5, cinco de los estudiantes proporcionan respuestas acertadas, y
uno solo present�o una respuesta err�onea, la cual se evidencia en la Figura5.4. En esta se
identi�c�o que aunque se realiza una lectura anal��tica del enunciado del problema, recono-
ciendo el signi�cado y valor de cada una de las variables involucradas, la determinaci�on
del valor deC genera di�cultad, pues se intenta hallar por medio de c�alculos aritm�eticos,
omitiendo de esta forma la variable.
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Figura 5.4 .: Respuesta de un estudiante a la quinta pregunta. Se resalta el uso de aritm�etica
para hallar el valor deS, obviando C.

En cuanto a resultados favorables, se evidencia en la Figura5.5 un uso correcto de la
notaci�on matem�atica para determinar la cantidad de dinero que debe pagar a cada em-
pleado, teniendo en cuenta las camisetas vendidas. De igual manera, permite evidenciar el
proceso de evaluaci�on que realiz�o para obtener el valor a cancelar para 1, 2 y 3 camisetas
vendidas. Finalmente, muestra como descarta cada una de las respuestas por comparaci�on
con los resultados obtenidos al costado derecho.

Figura 5.5 .: Respuesta de un estudiante a la quinta pregunta. Se resalta el correcto uso
del �algebra para hallar el valor deS, evaluandoC y el uso de la notaci�on
matem�aticas.

Finalmente, en la pregunta 6 solo dos de los estudiantes respondieron adecuadamente
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la pregunta. En cuanto a los cuatro restantes, al ser un punto que requiere localizar la
posici�on de un objeto con referencia al plano cartesiano haciendo uso de coordenadas que
involucran fracciones, esto gener�o en los estudiantes una di�cultad asociada directamente
a la naturaleza de las fracciones.

Ahora bien, en la parte 2 se buscaba dar a los alumnos la oportunidad de razonar sobre
el signi�cado cualitativo de los puntos en el plano cartesiano. Este razonamiento se dio
por medio comparaciones que permiten establecer la relaci�on entre las dos magnitudes
representadas en un contexto familiar para ellos, como son los ingresos y los gastos fami-
liares. Al ser preguntas abiertas y que dan al estudiante la oportunidad de argumentar,
se analizan las respuestas de los dos grupos de estudiantes.

Para las preguntas desde, la 7a hasta la 7d, se present�o el siguiente diagrama que muestra
los ingresos y los gastos de 5 familias.

Figura 5.6 .: Punto 7, actividad 1: Ingresos y Gastos de 5 familias

En la pregunta 7a, dos estudiantes que realizaron de manera remota la actividad respon-
dieron de forma err�onea, cuando se solicitaba identi�car la familia con mayores ingresos.
Esto se asocia a una lectura inadecuada de la informaci�on presentada en cada uno de los
ejes. Este error se repite en la pregunta 7b al indagar por la familia con mayores gastos.
Las respuestas proporcionadas por los estudiantes se muestran en la Figura5.7
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Figura 5.7 .: Respuestas de estudiantes virtuales a la pregunta 7a (izq) y 7b (der.). Se
resaltan las respuestas err�oneas.

En la pregunta 7c se preguntaba por la familia con menos gastos. En este punto se re
eja
que hay una adecuada lectura de los puntos presentados en el plano cartesiano por la
mayor��a de los estudiantes, no obstante, como se muestra en la Figura5.8, tres de los
estudiantes realizaron una lectura individual de los puntos sin llegar a hacer una compa-
raci�on entre ellos, raz�on por la cual no identi�caron que hay dos familias con los mismos
gastos, sino que solo reconocieron a una de ellas (resaltados en rojo). Por otra parte, un
estudiante del grupo persisti�o en la di�cultad de identi�car la informaci�on que se est�a
representando en cada uno de los ejes cartesianos (resaltado en azul).

Figura 5.8 .: Respuestas de estudiantes virtuales a la pregunta 7c. Se resaltan las respuestas
de una sola familia en rojo y respuestas err�oneas en azul.

Igualmente, en la pregunta 7d, tal como se muestra en la Figura5.9, se evidenci�o que
cuatro de los estudiantes presentaron nuevamente di�cultad en identi�car la informaci�on



5.1 Actividad 1: Ya sabemos que... 69

que muestra la gr�a�ca en cada uno de sus ejes, ya que leyeron los ingresos en el eje de la
ordenada y los gastos en el eje de la abscisa.

Figura 5.9 .: Respuestas de estudiantes virtuales a la pregunta 7d. Se resaltan las respuestas
err�oneas en rojo.

Por otra parte, en la preguntas 7e que requer��a de los estudiantes una toma de decisi�on
frente al contexto planteado, se observaron algunas respuestas interesantes.

Figura 5.10 .: Respuestas de estudiantes presenciales a la pregunta 7e. Se resalta la asig-
naci�on de escala y el an�alisis a ingresos y gastos de cada familia.

En la Figura 5.10, ante la ausencia de una escala de�nida para poder decidir a que familia
les gustar��a pertenecer, algunos estudiantes �jaron una escala en cada uno de los ejes y
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a partir de esto lograron identi�car que las familias dadas tienen los mismos ingresos y
gastos. De ah��, que en la mayor��a de respuestas se concluye que da lo mismo pertenecer
a cualquiera de las familias.

Figura 5.11 .: Respuestas de estudiantes virtuales a la pregunta 7e.

En otras respuestas, como las que se muestran en la Figura5.11, se expone el razona-
miento de algunos estudiantes al a�rmar que les gustar��a pertenecer a la familia Cort�es
o Silva, en cuanto a que algunos pre�eren que sus ingresos sean pocos y sus gastos tam-
bi�en lo sean, mientras que otros, pre�eren mayores ingresos para poder gastar m�as. En
sus respuestas se evidencia que saben que no habr�a ninguna ganancia o ahorro en estas
familias.

Finalmente para la pregunta 7f, las di�cultades mencionadas anteriormente vuelven a ser
evidentes en dos estudiantes del grupo. Tal como se muestra en la Figura5.12, realizaron
una mala interpretaci�on de las coordenadas dadas, considerando a los gastos en el eje de
la abscisa y los ingresos en el eje de la ordenada para decidir pertenecer a la familia Pe~na.

Figura 5.12 .: Respuestas de estudiantes virtuales a la pregunta 7f.

Ya culminado el an�alisis de la actividad diagn�ostico, se puede concluir que el grupo en
general hace un buen manejo de las escalas en el plano cartesiano, ubica la posici�on de un
objeto en �el y resuelve situaciones de localizaci�on. Por otra parte, hay un peque~no grupo
de estudiantes que tienen di�cultad para leer adecuadamente lo que representa un punto
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en una situaci�on problema y realizar comparaciones entre ellos. Adem�as, dos estudiantes
tienen di�cultad para reconocer la letra como variable.

En cuanto a las fases de modelizaci�on teniendo como referencia a Morales et al. (2018), se
observa en la segunda parte de la actividad, que los estudiantes en su mayor��a han logrado
identi�car las variables que intervienen en la situaci�on planteada, y entienden la forma
en la que se presenta la informaci�on, adem�as de realizar deducciones l�ogicas frente a lo
presentando y pueden extrapolar la situaci�on a una experiencia personal, raz�on por la cual
y teniendo en cuenta que esta es una actividad en la que no se requiere experimentaci�on
(recolectar datos), se considera que los estudiantes se encuentran en el segundo nivel del
proceso de modelaci�on, que corresponde a la abstracci�on. Es posible que los estudiantes
logren llegar a la tercera fase, sin embargo, debido a la naturaleza de las preguntas, no se
recolect�o informaci�on que de muestra del uso del lenguaje algebraico.

En la resoluci�on de problemas, adoptando la metodolog��a propuesta por P�olya, se pudo
evidenciar en algunos de los estudiantes que realizaron la actividad de manera presencial,
que adem�as de reconocer las variables que intervienen en la situaci�on, tambi�en lograron
realizar una lectura adecuada de la informaci�on brindada de manera gr�a�ca, y como se
mostr�o en la Figura 5.10, algunos recurren a manipular el diagrama de tal forma que les
permita comprender a�un m�as la informaci�on dada. Adicionalmente, hallan patrones en la
informaci�on presentada y partiendo de estos justi�can sus respuestas, lo cual los acerca
a la segunda fase para una adecuada resoluci�on de problemas, en la que el estudiante da
muestra de la comprensi�on que tiene respecto al problema planteado.

Finalmente y teniendo en cuenta lo anterior, se puede concluir que la actividad es exitosa
y la mayor��a de los estudiantes muestran un manejo adecuado y pertinente de los cono-
cimientos previos, por ello se considera que se encuentran listos para abordar el concepto
de funci�on. Sin embargo, para reducir el error asociado a lectura de un par ordenado en el
plano cartesiano, se realiz�o la retroalimentaci�on de la actividad a todo el grupo, y como
estrategia did�actica, para que los estudiantes no confundan las abscisas con las ordenadas,
se realiz�o un espacio l�udico de batalla naval con los estudiantes que asist��an de manera
presencial.
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5.2. Actividades

5.2.1. Actividad 2: Lectura e interpretaci�on de gr�a�cos

Esta actividad, tal como se mencion�o anteriormente, no se encuentra orientada hacia la
construcci�on de modelos elementales, sino a la lectura e interpretaci�on de gr�a�cas como
introducci�on al concepto de funci�on.

Para esta actividad se hizo uso de la calculadora de pantalla gr�a�ca de GeoGebra, dispo-
nible de manera gratuita para m�oviles y ordenadores. De acuerdo con lo anterior se dise~n�o
un libro en GeoGebra2. con toda la actividad disponible en un solo enlace. Para ingresar a
esta, cada estudiante remoto deb��a acceder al enlace compartido en clase y realizar desde
su cuenta la actividad. En el caso de los estudiantes presenciales, realizan la actividad
de manera escrita y escaneando con su celular los c�odigos QR que se encuentran en la
gu��a para acceder a las gr�a�cas. En esta ocasi�on 16 estudiantes realizaron la actividad
de manera remota y 15 presencial. Teniendo en cuenta la naturaleza de las preguntas, el
an�alisis se realiz�o considerando las respuesta de todos los estudiantes.

Parte 1:Plataforma STEAM

En esta primera secci�on se presenta una gr�a�ca que mostraba la cantidad de usuarios que
se conectaron por horas a la plataforma de videojuegos online STEAM durante el 11 y
12 de enero de 2020. Estos datos fueron recolectados directamente de la p�agina web de la
plataforma.

Para la pregunta n�umero 1, clasi�cada como una pregunta de lectura de la gr�a�ca en la
que se solicitaba realizar una decodi�caci�on literal de un punto dado en el gr�a�co dentro
del contexto, se observ�o que al menos 5 estudiantes presentan di�cultades, tal como se
muestra a continuaci�on.

Estudiante Respuesta

Estudiante 1

Estudiante 2

Tabla 5.1 .: Respuestas de dos estudiantes a la pregunta 1

2Libro de GeoGebra disponible en https://www.geogebra.org/m/sw5myg2x
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En los casos presentados en la Tabla5.1, se observ�o que los estudiantes no identi�caron el
contexto dado en el enunciado y por ende no entendieron el signi�cado de la informaci�on
mostrada en la gr�a�ca.

Figura 5.13 .: Respuestas de la estudiante 3 a la pregunta 1

Ahora, en la Figura5.13, se muestra que aunque el estudiante dio la coordenada correcta
del punto H, no identi�c�o el signi�cado del punto dentro del contexto dado.

Estudiante Respuesta

Estudiante 4

Estudiante 5

Tabla 5.2 .: Respuestas de los estudiantes restantes a la pregunta 1

Finalmente, en la Tabla5.2 los estudiantes 4 y 5 hicieron una lectura literal del punto,
sin embargo, omitieron las unidades dadas para la cantidad de usuarios, lo que tambi�en
se encuentra asociado a una mala lectura del enunciado.

Para el caso de las preguntas 2, 3 y 4, que apuntaban a la interpretaci�on de gr�a�cos
mediante la identi�caci�on de intervalos de crecimiento, decrecimiento o de no variaci�on
de la gr�a�ca, se tienen 2 estudiantes que presentaron di�cultades.

La Tabla 5.3 muestra la respuesta de los estudiantes 6 y 7 a la pregunta n�umero 2. En
las respuestas proporcionadas por ellos se observ�o un nivel bajo de interpretaci�on de la
gr�a�ca, teniendo en cuenta que aunque distinguieron algunas de las horas en las que hay
crecimiento de usuarios, no lo hacen de�niendo un tramo como tal, sino horas espec���cas,
mostrando as�� una di�cultad en el concepto de intervalo, abordado con anterioridad.
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Estudiante Respuesta

Estudiante 6

Estudiante 7

Tabla 5.3 .: Respuestas de estudiantes a la pregunta 2

Para la pregunta n�umero 3, tal como se muestra en la Figura5.14, un estudiante no logr�o
identi�car en la gr�a�ca las horas en las cuales se mantiene la cantidad de usuarios, sino
que identi�c�o un tramo en el que hay un crecimiento leve en la cantidad de usuarios. Pos-
teriormente, al analizar la respuesta del mismo estudiante en la pregunta n�umero 4, que
se muestra en la Figura5.15, al solicitarle los tramos de decrecimiento en la cantidad de
usuarios menciona dos, pero uno de ellos es un tramo de crecimiento (resaltado en rojo).
Debido a la naturaleza del error, este se puede asociar a una di�cultad para interpretar
el enunciado, lo cual pone en evidencia que no hay claridad para diferenciar conceptos
como crecimiento, decrecimiento o no variaci�on en una gr�a�ca. Adem�as, puede signi�car
un bajo nivel de interpretaci�on de gr�a�cas.

Figura 5.14 .: Respuestas del estudiante 7 a la pregunta 3

Figura 5.15 .: Respuestas del estudiante 7 a la pregunta 4

Ahora bien, para el an�alisis de las preguntas 5 y 6 consideradas como preguntas de lectura
de gr�a�cas, en las que se solicitaba identi�car la hora con la menor y mayor cantidad de
usuarios, se identi�caron dos estudiantes con di�cultades.



5.2 Actividades 75

Estudiante Respuesta

Estudiante 3

Estudiante 7

Tabla 5.4 .: Respuestas de dos estudiantes a la pregunta 5

En la Tabla 5.4 se muestran las respuestas de dos estudiantes a la pregunta n�umero 5. Se
observa que el estudiante 3 omiti�o las unidades en las que se da la cantidad de usuarios,
lo cual demuestra que no hay una lectura completa de la informaci�on suministrada. Por
su parte, el estudiante 7 no hizo un uso adecuado de la notaci�on para representar una
coordenada, tal como se se~nala en el recuadro rojo. Esto �ultimo evidencia di�cultad para
comprender que est�a representando ese punto en el contexto dado.

En la pregunta n�umero 6, en la que se solicitaba identi�car las horas con menor cantidad
de usuarios, tal como se se~nala en el rect�angulo rojo de la Figura5.16, el estudiante iden-
ti�c�o un tramo de crecimiento y 2 m��nimos, lo que evidencia un nivel bajo en la lectura
tanto del enunciado, como del gr�a�co.

Figura 5.16 .: Respuesta del estudiante 7 a la pregunta 6.

En el caso de la pregunta n�umero 7, los estudiantes deb��an determinar el promedio apro-
ximado de usuarios conectados durante los dos d��as y escribir una conclusi�on. En este
caso se solicit�o que describieran c�omo hab��an obtenido su respuesta.
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Estudiante Respuesta

Estudiante 8

Estudiante 9

Estudiante 10

Estudiante 11

Tabla 5.5 .: Respuestas de cuatro estudiantes a la pregunta 7

Los resultados obtenidos son interesantes y algunos de ellos se re
ejan en la Tabla5.5.
De este punto se destacan los diferentes m�etodos usados por los estudiantes, quienes en su
mayor��a dan cuenta de un buen manejo de conocimientos previos asociados a conceptos
matem�aticos para realizar conclusiones y generalizaciones.

Parte 2 GREY'S ANATOMY VS GAME OF THRONES

Para la segunda parte de esta actividad se escogi�o un contexto que muestra la audiencia,
en millones de personas, de dos series: Grey's Anatomy (G.A) y Game Of Thrones (GOT)
durante 20 episodios. En esta actividad se trabajaron 10 preguntas basadas en la lectura
e interpretaci�on de gr�a�cas por medio de la comparaci�on de las mismas.

Para la primera pregunta, asociada a la lectura del gr�a�co, se solicitaba al estudiante
indicar qu�e representaban espec���camente dos puntos y ubicarlos en las gr�a�cas dadas.
Para ello era necesario que el estudiante realizar�a una lectura individual del cada gr�a�ca e
identi�cara cada punto a cu�al de las dos series pertenece , y de esta forma contextualizar
su signi�cado.
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Estudiante Respuesta

Estudiante 12

Estudiante 1V

Tabla 5.6 .: Respuestas de estudiantes a la pregunta 1

En este caso, en la Tabla5.6, el estudiante 12 interpret�o el signi�cado de las coordenadas
dadas y las logr�o contextualizar, sin embargo, no identi�c�o a cu�al de las dos gr�a�cas per-
tenece cada uno. Para el caso del estudiante 1V (Virtual), se observ�o que interpret�o las
coordenadas como valores promedio entre dos cap��tulos consecutivos, es decir, no com-
prendi�o la informaci�on dada en el enunciado y por ende no comprendi�o la gr�a�ca.

En las preguntas 2 y 3, enmarcadas como preguntas orientadas a la lectura de gr�a�cas de
manera individual y a la comparaci�on de las mismas, no se observaron di�cultades en los
estudiantes.

Para la pregunta n�umero 4, clasi�cada como una pregunta de interpretaci�on, se observ�o
que algunos estudiantes dieron respuestas por separado a las preguntas planteadas, ob-
viando de esta manera el conector Y que se encontraba en el enunciado, tal como se
muestra en la Tabla5.7.

Estudiante Respuesta

Estudiante 13

Estudiante 10

Estudiante 3V

Estudiante 2V

Tabla 5.7 .: Respuestas de estudiantes a la pregunta 4
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Por otra parte, frente a la misma pregunta algunos estudiantes buscaron aquellos episo-
dios en los que se daba respuesta a los dos preguntas a la vez, tal como se muestra en la
Tabla 5.8. En este caso se evidenci�o en los dos estudiantes desconocimiento en el uso de
intervalos.

Estudiante Respuesta

Estudiante 4V

Estudiante 11

Tabla 5.8 .: Respuestas de estudiantes a la pregunta 4

Las preguntas 5 y 6 atend��an a caracter��sticas generales de las gr�a�cas a partir de la
comparaci�on y las variaciones que se pod��an presentar en ellas. La Tabla5.9 muestra que
en esas preguntas no se evidenci�o di�cultad por parte de los estudiantes para dar una
respuesta acertada, sin embargo, resalta nuevamente el desconocimiento en el uso de la
notaci�on por intervalos.

Estudiante Respuesta

Estudiante 11

Estudiante 13

Estudiante 4V P5: p6:

Tabla 5.9 .: Respuestas de estudiantes a las preguntas 5 y 6

Para la pregunta n�umero 7, clasi�cada como una pregunta de interpretaci�on, al indagar
por la m��nima diferencia entre las dos audiencias la mayor��a de los estudiantes lo resol-
vieron desde la lectura global de las gr�a�cas. En la Tabla5.10 se muestran las respuestas
de 2 estudiantes. La estudiante 10 no consider�o la m��nima diferencia entre las audiencias
de las dos series, sino que se limit�o a establecer un episodio donde las audiencias eran
cercanas. En el caso del estudiante 2V, solamente consider�o uno de los dos cap��tulos en
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los que las dos series ten��an la misma audiencia, evidenciando que no se ley�o la gr�a�ca en
su totalidad.

Estudiante Respuesta

Estudiante 10

Estudiante 2V

Tabla 5.10 .: Respuestas de estudiantes a la pregunta 7

La segunda parte de la pregunta indagaba por la mayor diferencia entre la audiencia de
las dos series. El estudiante 2V dej�o expresada la diferencia entre las audiencias en los
episodios 1 y 3, sin embargo, en su interpretaci�on cometi�o un error en una de las coorde-
nadas y esto no le permiti�o establecer que la mayor diferencia se da en el episodio 3 y no
en el 1, tal como se muestra en la Tabla5.11

Estudiante Respuesta

Estudiante 2V

Tabla 5.11 .: Respuestas de estudiantes a la pregunta 7

En la pregunta n�umero 8 se requer��a un an�alisis centrado en el contexto dado. En este
punto se observ�o que los estudiantes presentaron di�cultad al traducir frases a expresiones
matem�aticas, tal como se evidencia en la Figura5.12. Esto se fundamenta en que reali-
zaron la diferencia entre GOT y GA raz�on por la que el valor obtenido es positivo. Esto
desvela en los estudiantes 6V y 10 una di�cultad recurrente a nivel escolar, al considerar
que en situaciones cotidianas no es posible que de una diferencia les de un valor negativo.
No obstante, aunque se present�o esta di�cultad en la traducci�on la interpretaci�on dada a
la respuesta, es adecuada.
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Estudiante Respuesta

Estudiante 6V

Estudiante 10

Tabla 5.12 .: Respuestas de estudiantes a la pregunta 8

Ahora bien, la pregunta 9 buscaba un acercamiento al concepto intuitivo de variaci�on, al
preguntar por el cambio en la audiencia entre dos episodios de la serie GOT. Como se
observa en la Tabla5.13, los estudiantes no presentaron mayor di�cultad y reconocen el
cambio entre los episodios como la diferencia existente entre las audiencias.

Estudiante Respuesta

Estudiante 6V

Estudiante 10

Estudiante 11

Tabla 5.13 .: Respuestas de estudiantes a la pregunta 9

En la Tabla 5.14 resulta interesante ver como de manera intuitiva el estudiante relacion�o
la variaci�on en la audiencia con los cap��tulos transcurridos, es decir, realiz�o un acerca-
miento a la pendiente. Sin embargo, aunque el an�alisis realizado es v�alido, se evidencian
errores operacionales.

Tabla 5.14 .: Respuestas de estudiante 8V a la pregunta 9.
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Finalmente la pregunta n�umero 10 requer��a una lectura de la gr�a�ca, teniendo en cuenta
lo trabajado y explorado en puntos anteriores, para determinar cu�al de las dos series tuvo
mayor audiencia. Lo anterior deb��a permitir a los estudiantes dar respuestas justi�cadas,
tal como se muestra en la Tabla5.15.

Estudiante Respuesta

Estudiante 9V

Estudiante 10

Tabla 5.15 .: Respuestas de estudiantes a la pregunta 9

No obstante, algunos de los estudiantes consideraron que el hecho de tener la audiencia
m�as alta durante uno de los 20 episodios analizados, hace que se piense que esta sea la
serie con mayor audiencia, tal como se observa en la Tabla5.16.

Estudiante Respuesta

Estudiante 15

Estudiante 12V

Tabla 5.16 .: Respuestas de estudiantes a la pregunta 9

Parte 3: REAL MADRID vs. BARCELONA

En esta parte se abord�o un contexto deportivo. En la calculadora gr�a�ca los estudiantes
no solo observaron la ventana con las dos gr�a�cas que mostraban la cantidad de goles
anotados por cada equipo durante 30 temporadas de la liga espa~nola, sino que tambi�en
encontraban la hoja de c�alculo con la tabla que re
ejaba los datos correspondientes a la
cantidad de goles anotados. Esto con el �n de hacer uso de las herramientas de c�alculo
que brinda la calculadora y de esta forma favorecer el an�alisis de la actividad.

En la primera pregunta se solicitaba identi�car la m�axima y la m��nima cantidad de goles
anotados por cada equipo, raz�on por la cual no se evidenci�o mayor di�cultad en las res-
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puestas proporcionados por la mayor��a de estudiantes, excepto por 2 de ellos.

Estudiante Respuesta

Estudiante 1

Estudiante 3V

Tabla 5.17 .: Respuestas de estudiantes a la pregunta 1

En la Tabla 5.17 se muestra que los dos estudiantes solo indicaron las temporadas en
las que se anotaron la m�axima cantidad de goles por cada equipo, es decir, no hay una
lectura comprensiva de lo solicitado.

En la pregunta n�umero dos, en la que se deb��a determinar el equipo con m�as goles ano-
tados en una temporada, no se reporta novedad con las respuestas de los estudiantes.

La pregunta n�umero tres buscaba determinar cu�al de los dos equipos ha anotado m�as
goles en las �ultimas 30 temporadas. Se evidenci�o que los estudiantes hicieron uso de las
herramientas que ofrece GeoGebra, al usar la opci�on de suma y determinaron que el equi-
po del Barcelona fue el que m�as goles anot�o durante las �ultimas temporadas.

Ahora bien, para dar respuesta a la pregunta n�umero cuatro, era necesario que el estu-
diante conociera el contexto abordado, pues se estaba preguntando si a partir de la gr�a�ca
era posible determinar qui�en hab��a ganado m�as veces la liga.

Tal como se observa en la Tabla5.18, la estudiante 3, a pesar de manifestar en clase
no tener conocimiento del contexto trabajado, se remiti�o a la informaci�on brindada en la
gr�a�ca, identi�cando que a partir de esta, no era posible determinar qui�en hab��a ganado
m�as veces la liga, lo cual le permiti�o dar una respuesta acertada. Por otra parte, el estu-
diante 10 asumi�o que el hecho de anotar m�as goles hace a un equipo ganador de la liga,
y deja de lado la informaci�on brindada tanto en el enunciado, como en la tabla y la gr�a�ca.
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Estudiante Respuesta

Estudiante 3

Estudiante 10

Tabla 5.18 .: Respuestas de estudiantes a la pregunta 4

Para la pregunta n�umero cinco que requer��a m�as an�alisis que observaci�on, no se evidenci�o
di�cultad por parte de los estudiantes, raz�on por la que se resaltan diferentes respuestas
en las que se observaron diversos m�etodos para poder predecir la cantidad de goles ano-
tados por cada equipo.

En la Tabla 5.19 se presentan varias respuestas de los estudiantes, de las cuales algunas
fueron dadas a partir del contexto, otras de la gr�a�ca o a partir de m�etodos estad��sticos.

Contexto

Matem�atico

Gr�a�co

Tabla 5.19 .: Respuestas de estudiantes a la pregunta 5

La pregunta n�umero seis requer��a nuevamente del uso de herramientas de c�alculo, debido
a que estaba direccionada hacia la interpretaci�on y la generalizaci�on a partir de los datos
brindados.
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Es evidente que los estudiantes dominan adecuadamente las m�ultiples herramientas que
proporciona GeoGebra, dado que no se observaron di�cultades, incluso en aquellos es-
tudiantes que movieron alg�un punto. Sin embargo, persiste el error en la traducci�on de
enunciados al lenguaje algebraico, tal como se evidencia en la Tabla5.20.

Estudiante Respuesta

Estudiante 9

Estudiante 10V

Estudiante 8

Tabla 5.20 .: Respuestas de estudiantes a la pregunta 6

Finalmente, la pregunta n�umero siete permiti�o visualizar c�omo los estudiantes interpre-
taron la informaci�on del contexto trabajado. En la mayor��a de casos, tal como se muestra
en la Tabla 5.21, los estudiantes consideraron que el mejor desempe~no lo tuvo el equipo
con mejor promedio de goles en los �ultimas 30 temporadas, seg�un los resultados obtenidos
en preguntas anteriores.

Estudiante Respuesta

Estudiante 4

Estudiante 10V

Estudiante 9

Tabla 5.21 .: Respuestas de estudiantes a la pregunta 7

Finalizada esta actividad, es posible concluir que el hecho de trabajar con contextos fa-
miliares para los estudiantes los motiva en la realizaci�on de la misma, y en algunos casos
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los lleva a generar espacios de discusi�on entre ellos respecto a sus respuestas.

En cuanto a los aspectos a mejorar con los estudiantes, se encontr�o que es necesario tra-
bajar o a�anzar temas abordados con anterioridad como los intervalos y su respectiva
notaci�on, as�� como, la traducci�on del lenguaje natural al algebraico. De no hacerlo se
estar��a abriendo paso al uso inadecuado de las matem�aticas en situaciones cotidianas.

En cuanto al nivel conceptual, la mayor��a de los estudiantes evidencian tener habilidades
de lectura e interpretaci�on de gr�a�cos. Sin embargo, los pocos que no lograron demostrar
tales habilidades, presentaron di�cultades para interpretar e inferir la informaci�on que
se presenta en ellos. Lo anterior puede generar una incomprensi�on de la representaci�on
gr�a�ca, que en este caso actuaba como representaci�on auxiliar del lenguaje natural.

Al realizar el an�alisis de esta actividad a la luz de los niveles de modelaci�on y de resolu-
ci�on de problemas, se puede concluir que la mayor��a de los estudiantes lograron entender
las situaciones problema, identi�cando las variables que interven��an en cada caso. La
abstracci�on de la informaci�on presentada en cada gr�a�ca, les permiti�o plantear m�etodos
aritm�eticos que les brinda la posibilidad de describir de manera general las situaciones. As��
mismo, por medio de la comparaci�on de gr�a�cas realizaron deducciones l�ogicas a partir
de las cuales se obtuvieron respuestas coherentes y justi�cadas. Por lo anterior, se pue-
de ubicar a los estudiantes en el segundo nivel de modelaci�on y de resoluci�on de problemas.

5.2.2. Actividad 3: Funci�on lineal

La actividad propuesta consiste en realizar un acercamiento a la identi�caci�on de variables
en un contexto espec���co, y a partir de ellas trabajar en la construcci�on de un modelo
algebraico que describa lo mostrado en el experimento. Esta construcci�on vincula diferen-
tes tipos de representaci�on, con el �animo de permitir a los estudiantes un acercamiento a
la fase resoluci�on y validaci�on en el proceso de modelaci�on.

Para el desarrollo de esta actividad se cre�o un libro en GeoGebra Classroom3., al cual los
estudiantes remotos acced��an mediante un enlace, y los estudiantes que se encontraban
en el aula respond��an la actividad en papel, accediendo a los recursos mediante el escaneo
de un c�odigo QR. Para esta actividad se presentaron 6 estudiantes de manera presencial
y 24 de manera remota.

3Libro de GeoGebra disponible en https://www.geogebra.org/m/umh5nxna
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Las dos primeras preguntas se encontraban centradas en la descripci�on del experimen-
to y las posibles variables que interven��an en �el. Para la primera pregunta se hizo uso
de colorante, con el �animo de que los estudiante pudieran visualizar el agua en el vaso
precipitado, sin embargo, este termin�o siendo un distractor debido a que los estudiantes
centraron la atenci�on en el color del agua y no en la cantidad de la misma dentro del vaso,
tal como se evidencia en la Tabla5.22.

Estudiante Respuesta

Estudiante 1

Estudiante 4

Tabla 5.22 .: Respuestas de estudiantes a la pregunta 1

No obstante, un grupo de estudiantes explicaron de manera clara lo que se quer��a presentar
con el experimento, como se muestra en la Tabla5.23.

Estudiante Respuesta

Estudiante 2

Estudiante 1V

Tabla 5.23 .: Respuestas de estudiantes a la pregunta 1

En la segunda pregunta, las respuestas resultaron a�un m�as interesantes, pues es posible
observar que los estudiantes fueron un poco m�as all�a de lo esperado por la docente, e
identi�caron diversas variables que pod��an tener incidencia en el experimento, tal como
se puede evidenciar en la Tabla5.24.
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Estudiante Respuesta

Estudiante 2V

Estudiante 3

Estudiante 3V

Tabla 5.24 .: Respuestas de estudiantes a la pregunta 2

En la tercera pregunta se buscaba acercar a los estudiantes al estudio espec���co de dos
variables (tiempo y cantidad de agua en el vaso), y que intentaran explicar la relaci�on
que exist��a entre ellas.

En la Tabla 5.25 se observa que los estudiantes 1 y 2 consideraron que estas dos variables
se comportan de manera directamente proporcional, al identi�car que a medida que pasa
el tiempo el vaso se llena cada vez m�as, es decir, la cantidad de agua y el tiempo trans-
currido aumentan simult�aneamente. La estudiante 4V reconoci�o que para que se diera la
proporcionalidad directa, era importante mantener el 
ujo de agua constante, mientras
que el estudiante 1V, consider�o que se est�a presentando una relaci�on inversamente pro-
porcional. Esto se debe a que no tuvo en cuenta una variable que interviene como lo es
la potencia del agua, la cual puede alterar el efecto que causa la variable independiente
sobre la variable dependiente y que en este caso es de dif��cil medici�on.

Estudiante Respuesta

Estudiante 1

Estudiante 2

Estudiante 4V

Estudiante 1V

Tabla 5.25 .: Respuestas de estudiantes a la pregunta 3



88 5 Resultados

Para la cuarta pregunta, en la que se solicitaba completar una tabla, se observaron algu-
nas imprecisiones, las cuales se atribuyen a la velocidad y precisi�on con la que se paus�o
el video.

Ahora bien, en la pregunta 5a que ped��a a los estudiantes identi�car cu�al era la varia-
ble dependiente y cu�al la independiente, se observ�o que la mayor��a de los estudiantes
consideraron el tiempo como variable independiente y la cantidad de agua como variable
dependiente, como se evidencia en la Tabla5.26.

Estudiante Respuesta

Estudiante 4

Estudiante 4V

Estudiante 6V

Tabla 5.26 .: Respuestas de estudiantes a la pregunta 5a

Frente a esta misma pregunta, un peque~no grupo de estudiantes consideraron las variables
al contrario: tiempo como dependiente y cantidad de agua independiente, como se muestra
en la Tabla 5.27. En este punto no se cataloga ninguna de las respuestas como correctas
o incorrectas, ya que m�as adelante se de�ne c�omo se consideran las variables para hallar
un modelo espec���co.

Estudiante Respuesta

Estudiante 3V

Estudiante 2

Tabla 5.27 .: Respuestas de estudiantes a la pregunta 5a

La pregunta 5b puso en evidencia las habilidades de los estudiantes para identi�car pa-
trones en la tabla y la interpretaci�on que hacen de ellos.
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Estudiante Respuesta

Estudiante 4V

Estudiante 3

Tabla 5.28 .: Respuestas de estudiantes a la pregunta 5b

En la Tabla 5.28 se evidencia que los estudiantes identi�caron un patr�on, pero solo para
la variable tiempo. Mientras que los estudiantes de la Tabla5.29, identi�caron un patr�on
en el crecimiento de manera proporcional entre las dos variables, lo cual es un acerca-
miento a la raz�on de cambio.

Estudiante Respuesta

Estudiante 2

Estudiante 8V

Tabla 5.29 .: Respuestas de estudiantes a la pregunta 5b

En la parte 2 de la actividad se solicitaba a los estudiantes realizar la construcci�on de la
gr�a�ca que modela la situaci�on, teniendo como base la tabla construida en el punto 4.
A partir de este punto se aclara a los estudiantes que la variable independiente ser�a la
cantidad de agua en el recipiente, y el tiempo ser�a la variable dependiente.

En cuanto al manejo de la calculadora, solo un estudiante realiz�o la gr�a�ca sin elaborar la
tabla, como era la instrucci�on. En su lugar pre�ri�o ubicar cada punto en el plano gui�andose
por las coordenadas, lo cual gener�o imprecisiones considerables. La Figura5.17 muestra
dos gr�a�cas, una que fue elaborada haciendo uso de la tabla y la del estudiante que pre�ri�o
ubicar cada punto en el plano.
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Figura 5.17.: Gr�a�co de estudiante de Cantidad de agua v.s Tiempo

Por otra parte, los estudiantes fueron exitosos al tener claro a la hora de gra�car, cu�al

variable deb��a ir en las abscisas y cu�al en la ordenada. Sin embargo, omitieron la ins-

trucci�on de construir la gr�a�ca a partir de la tabla del punto 4, como se observa en la

Figura 5.18. Esto gener�o inexactitud en las respuestas de los puntos siguientes, e invalid�o

la informaci�on presentada y recolectada hasta el momento.

Figura 5.18.: Gr�a�co de estudiante de Cantidad de agua v.s Tiempo

Para estos casos en los que los estudiantes omitieron la instrucci�on, se observ�o que lograron

realizar una generalizaci�on de lo que sucede en el experimento y han construido una nue-

va tabla (recuadro en rojo), en comparaci�on con la hecha en el punto 4 (recuadro en azul).

Ahora bien, para la pregunta n�umero 1 ��tem a, respecto a la concepci�on de curva los

estudiantes han identi�cado la gr�a�ca como una curva, asoci�andola con la idea de con-
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tinuidad del trazo al poder ser dibujada sin levantar la mano, tal como se muestra en

la Tabla 5.30. Lo anterior es un buen acercamiento a la concepci�on de curva teniendo

en cuenta que es la primera vez que se aborda el concepto. Se resalta que en el ��tem b,

al indagar si la curva es una recta, los razonamientos de los estudiantes se direccionan

nuevamente hacia la continuidad del trazo.

Estudiante Respuesta

Estudiante 2

Estudiante 3

Tabla 5.30.: Respuestas de estudiantes a la pregunta 1-��tem a

La segunda pregunta se encuentra centrada en las formas en las que el estudiante calcula

la raz�on entre las variables.

La Tabla 5.31 muestra que los estudiantes confundieron la asignaci�on dada a cada varia-

ble, raz�on por la cual al calcular la raz�on de cambio su valor es 10.

Estudiante Respuesta

Estudiante 9V

Estudiante 4

Tabla 5.31.: Respuestas de estudiantes a la pregunta 2

Por otra parte, en la Tabla 5.32 los estudiantes hicieron una interpretaci�on adecuada de

la informaci�on brindada y de la f�ormula de la pendiente, que se record�o durante la acti-

vidad, por lo que teniendo en cuenta la asignaci�on de las variables su respuesta es correcta.
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Estudiante Respuesta

Estudiante 10V

Estudiante 11V

Estudiante 1

Estudiante 2V

Tabla 5.32.: Respuestas de estudiantes a la pregunta 2

Una respuesta que llam�o la atenci�on es la mostrada en la Figura 5.19, en la que el estu-

diante realiz�o una generalizaci�on para cada par ordenado, sin necesidad de hacer uso de

f�ormulas. El �unico error est�a al considerar mal la variable dependiente y la independiente.

Figura 5.19.: Respuestas de estudiante remoto a la pregunta 7e.

A partir de este punto, varios estudiantes no �nalizaron la actividad y el an�alisis se realiz�o

con un grupo reducido de estudiantes. Para el punto n�umero tres se solicit�o a los estu-

diantes hallar la expresi�on que modela la situaci�on, teniendo en cuenta dos cantidades de

agua dadas.

Se evidencia en este punto que los estudiantes tuvieron un manejo algebraico adecuado de

las f�ormulas punto-pendiente y pendiente intercepto, como puentes para hallar la expre-

si�on algebraica. Si bien el proceso es el adecuado, la expresi�on obtenida no es la correcta,

ya que no modela la situaci�on expuesta en el experimento, ni los datos presentados en la

tabla del punto 4, tal como se muestra en la Tabla 5.33.
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Estudiante Respuesta

Estudiante 10V

Estudiante 13V

Tabla 5.33.: Respuestas de estudiantes a la pregunta 3

Esta observaci�on no se realiz�o en todos los casos, pues como se puede observar en la Fi-

gura 5.20, algunos estudiantes realizaron de manera correcta el ejercicio.

Figura 5.20.: Respuestas de estudiante remoto a la pregunta 3.

Finalmente, en el punto n�umero cuatro, se solicit�o a partir del modelo hallado en el ��tem

anterior, ciertas cantidades de agua y tiempo teniendo en cuenta la informaci�on dada.

En la parte a, pese a que los estudiantes en su mayor��a obtuvieron un modelo en la parte

3, se evidencia que no dan una respuesta alineada al modelo, como se muestra en la Figura

5.21. Lo anterior muestra una vez m�as la di�cultad en los estudiantes al trabajar la letra

como variable y la letra evaluada.

Figura 5.21.: Respuestas de estudiante remoto a la pregunta 4a.
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En cierto modo, en un estudiante su error se debe a la regla que estableci�o para determi-

nar el tiempo de llenado seg�un la cantidad de agua que el vaso tenga, asumiendo que el

llenado se inicia desde los 0 ml como se muestra en la Figura 5.22.

Figura 5.22.: Respuestas de estudiante remoto a la pregunta 4a.

Adem�as de esto, se presentaron casos en los que los estudiantes evaluaron bien el valor

de x, sin embargo, dado que su modelo no era adecuado, la respuesta tampoco lo era, tal

como se muestra en la Figura 5.23.

Figura 5.23.: Respuestas de estudiante remoto a la pregunta 4a.

Al analizar la parte b de esta pregunta, se evidenci�o que los estudiantes han reincidido en

los errores encontrados en el ��tem a, excepto por un estudiante que mostr�o el paso a paso

de su proceso y de esta forma valid�o sus respuestas tanto con la tabla, como la gr�a�ca y

la ecuaci�on obtenida en el punto 3, tal como se muestra en la Tabla 5.34.
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Estudiante Respuesta

Estudiante 1

Tabla 5.34.: Respuestas de estudiantes a la pregunta 4

Finalizada la actividad, se puede concluir que resulta acertado trabajar las matem�aticas

desde la parte experimental, ya que esto permite al docente visualizar las diferentes for-

mas en las que el estudiante puede abordar una situaci�on problema. Es decir, no sesga al

estudiante a seguir un solo camino, sino que le permite analizar y justi�car sus respuestas

desde lo que �el visualiza.

Analizando el contexto matem�atico, se puede ver que al no estar acostumbrados los estu-

diantes a realizar esta clase de actividades en el aula, les resulta complicado mantenerse en

el contexto dado. Adem�as, los resultados dejan en evidencia que el cambio entre registros

es la gran di�cultad que se encuentra en los estudiantes, sobre todo cuando el cambio es

del registro gr�a�co al algebraico.

Al analizar los resultados de la actividad, se puede concluir que los estudiantes mantienen

las habilidades propias de las fases 1 y 2 del proceso de modelaci�on, y esta actividad ha

permitido acercar al estudiante a la fase 3 y 4 al involucrar el lenguaje algebraico y la

validaci�on de resultados. Dicho acercamiento se considera acertado en cuanto a la fase

3. Mas all�a de si el resultado fue correcto o no, los estudiantes mostraron un adecuado

uso de las f�ormulas y ecuaciones propias de la funci�on lineal, para obtener una expresi�on

algebraica, sin embargo, en la fase 4 este acercamiento ha sido en la mayor��a de los casos

fallido, ya que las respuestas proporcionados en las �ultimas dos preguntas no se encuentran

alineadas con la expresi�on hallada. Por lo anterior, se puede concluir que en el proceso

de resoluci�on de problemas se encuentran en la tercera fase y fallan al comprobar que sus

respuestas tienen sentido dentro del contexto dado, al no buscar otras alternativas como

la evaluaci�on de la funci�on.
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5.2.3. Actividades 4 y 5

Estas dos actividades no se lograron aplicar con los estudiantes, dado que por la emergen-

cia sanitaria SARS COV-2 en ese momento el colegio estaba implementando el modelo

de alternancia, por lo que eran constantes los aislamientos y las ausencias de estudiantes

y docentes por periodos de tiempo superiores a 15 d��as.

Desafortunadamente cuando estas situaciones se presentaban las clases eran asumidas por

otros docentes de la asignatura o en otros casos se cambiaba la hora de clase. En este

caso debido a mi aislamiento no fue posible dar continuidad a la secuencia y se aplicaron

otras actividades con los estudiantes.

Para la aplicaci�on de la actividad n�umero cuatro, se dise~n�o un libro en GeoGebra al cual

los estudiantes pueden acceder por medio de un enlace. La actividad cinco, se comparte

por medio de la plataforma TEAMS para que sea desarrollado de manera escrita y luego

compartir las respuestas por medio de la misma plataforma.
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6.1. Conclusiones

Las conclusiones que se presentan a continuaci�on responden estrictamente a cada uno de

los objetivos planteados al inicio del trabajo.

Frente al primer objetivo, se puede concluir que a partir del an�alisis de las caracter��sticas

de cada una de las 4 etapas bajo las cuales se consider�o la evoluci�on hist�orica del concepto

de funci�on, es claro que dicho concepto no ha sido f�acil de desarrollar y mucho menos de

comprender. Debido a lo anterior, tampoco resulta f�acil identi�car las di�cultades en la

aprehensi�on de este y las formas como estas fueron superadas.

Solo hasta la �epoca moderna, cuando se pudo formalizar el concepto de funci�on de manera

m�as amplia, se pudieron establecer con mayor claridad las di�cultades en los procesos de

ense~nanza y aprendizaje. Teniendo en cuenta lo anterior, hay que tener en cuenta que en

el proceso de ense~nanza-aprendizaje intervienen los docentes, los estudiantes y el sistema

educativo.

Adicionalmente se resalta que es necesario, por parte del docente, tener claridad frente a

la complejidad del concepto dado su desarrollo hist�orico, ya que este en s�� mismo requiere

de objetos y herramientas que lo anteceden y que constituyen prerrequisitos claves para

su aprehensi�on. En cuanto al proceso de aprendizaje, resulta necesario familiarizar al es-

tudiante con el lenguaje y las representaciones matem�aticas. La falta de entendimiento en

los estudiantes de saberes previos asociados, desencadena di�cultades en la apropiaci�on y

aprehensi�on del concepto.

Finalmente, en cuanto al sistema educativo, es necesario plantear un modelo de ense~nanza

en el que no se priorice lo procedimental y el uso de lenguaje algebraico, dado que deja de

lado el an�alisis de situaciones en las que se puede hacer uso del concepto para relacionarlo

con otras �areas de conocimiento y modelar situaciones de la vida real.
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En cuanto a los objetivos enfocados al dise~no y aplicaci�on de actividades que permiten

desvelar en los estudiantes habilidades, procesos y estrategias asociados a la resoluci�on de

problemas y modelaci�on de situaciones de la vida real, no se cont�o con todos los estudian-

tes de manera presencial debido al modelo de alternancia que estaba implementando en

ese momento el colegio, lo cual ocasion�o un cambio en las estrategias de dise~no y aplicaci�on

de las actividades. Lo anterior, no permiti�o detectar en los estudiantes que participaban

de manera virtual las habilidades y procesos esperados, ya que no era posible evidenciar

en sus respuestas algo m�as all�a de lo algebraico o en el caso de la prueba diagn�ostico en

la parte 1, solo era posible evaluar si las respuestas eran correctas o no.

De la aplicaci�on de la prueba diagn�ostica, sin el uso de calculadora gra�cadora, se puede

concluir que los estudiantes evidencian dominio en cuanto a los saberes previos tales como

par ordenado, letra como variable, letra evaluada y escalas. Adem�as, tienen habilidades

para identi�car las variables que intervienen en una situaci�on problema, realizan deduc-

ciones l�ogicas frente a la situaci�on presentada y la extrapolan a una experiencia personal,

as�� mismo manipulan las representaciones dadas para facilitar su comprensi�on y hallar

patrones que les permiten justi�car sus respuestas.

Frente al dise~no y aplicaci�on de las actividades, se puede concluir que el trabajar con

contextos cotidianos motiva a los estudiantes en la realizaci�on de estas, y genera espacios

de discusi�on que le brindan la posibilidad de analizar y justi�car sus respuestas desde

diferentes puntos de vista.

En cuanto al desempe~no de los estudiantes, se puede concluir que en su mayor��a poseen

habilidades en la lectura, interpretaci�on y abstracci�on de informaci�on presentada en gr�a�-

cos. Evidencian un uso adecuado de f�ormulas y ecuaciones propias de la funci�on lineal

para obtener su expresi�on algebraica, las cuales son tareas inherentes al grado en el que se

desarrolla la propuesta did�actica. Sin embargo, el cambio entre registros genera una gran

di�cultad para ellos, lo cual desencadena en una incomprensi�on de las representaciones,

adem�as de poca veri�caci�on de los modelos planteados.

En cuanto al uso de la calculadora gr�a�ca como herramienta en el aula, es posible con-

cluir que esta favorece procesos como la abstracci�on de informaci�on para la construcci�on

de modelos, el tratamiento matem�atico, y la posterior interpretaci�on de resultados bajo

contextos dados. De igual manera, el uso de esta herramienta permite al estudiante ser

m�as participativo en clase y aut�onomo de su aprendizaje, desarrollando habilidades de

pensamiento a trav�es de las cuales escribe conjeturas, experimenta, explica, predice y con-

trasta informaci�on entre los sistemas de representaci�on, desarrollando as�� un pensamiento

cr��tico y una mayor comprensi�on frente al concepto de funci�on.
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En cuanto al rol del docente, es importante destacar la importancia de seguir desarro-

llando actividades que involucren al estudiante y que se encuentren familiarizadas con

su entorno, ya que esto bene�cia el desarrollo intelectual y aut�onomo de los estudian-

tes. El desarrollo de tales actividades haciendo uso de CG, indiscutiblemente favorece

la comprensi�on de conceptos matem�aticos por medio de la integraci�on de las diferentes

representaciones y posibilidades que brinda la herramienta tecnol�ogica, y de esta forma

acercan m�as al estudiante a la modelaci�on y soluci�on de situaciones problema, sin generar

dependencia en torno a la herramienta como �unica v��a para para la soluci�on de problemas,

o como elemento tecnol�ogico imprescindible, que reemplace al docente. Por el contrario,

es la idoneidad del docente la que hace posible la implementaci�on de este y muchos m�as

recursos, que potencializan habilidades de pensamiento matem�atico en los estudiantes.

Finalmente, en cuanto a la implementaci�on de los c�odigos QR en las actividades, se puede

concluir que son una herramienta que facilita la forma en la que se presenta la informa-

ci�on al estudiante, y le permite realizar las actividades a su ritmo sin necesidad de que la

informaci�on solo sea proyectada por el docente. En el caso de los videos, los puede pausar,

repetir o adelantar seg�un lo necesite. En cuanto a las gr�a�cas, tablas y hojas de c�alculo

proporcionadas desde Geogebra le permite manipular las diferentes representaciones y

acceder a todas las herramientas de la aplicaci�on al ser direccionado al sitio web de la

herramienta. Para la elaboraci�on de estos c�odigos se recomienda la p�agina me-qr1,, la cual

genera el c�odigo teniendo en cuenta la informaci�on que se desee compartir.

6.2. Recomendaciones

En esta secci�on se realizan algunas re
exiones frente a aspectos que pueden mejorar la

din�amica de la propuesta did�actica. Algunas de estas se centran en las actividades plan-

teadas y las observaciones que se han tenido en cuenta durante su desarrollo, mientras que

otras giran en torno a la importancia de implementar este tipo de actividades en el aula,

y el uso de calculadoras de pantalla gr�a�ca para favorecer la comprensi�on de conceptos

matem�aticos.

En cuanto a las actividades planteadas, se sugiere incluir para la prueba diagn�ostica pre-

guntas que involucren el uso de intervalos, pues result�o relevante su implementaci�on en la

actividad de lectura e interpretaci�on de gr�a�cos. Frente a las actividades 2 y 3, es claro

que el uso de contextos familiares para los estudiantes favoreci�o el desarrollo de la clase,

1Visitar el enlace https://me-qr.com/es/
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sin embargo, es conveniente evaluar los tiempos asignados para la soluci�on completa de

las mismas, pues en los ejercicios de lectura e interpretaci�on de gr�a�cos, debido a su ex-

tensi�on, algunos estudiantes no lograron �nalizarla.

Por otra parte, dado que durante el desarrollo de la propuesta se observ�o que los estu-

diantes consideran las matem�aticas como una asignatura desligada del mundo real y que

dif��cilmente permite modelar situaciones cotidianas, se sugiere dise~nar e implementar ac-

tividades que permitan plantear hip�otesis y validar respuestas, haciendo uso de conceptos

matem�aticos por medio de la experimentaci�on, favoreciendo de esta manera habilidades de

pensamiento que conduzcan a ver las matem�aticas como una forma de modelar el entorno.

Finalmente, en cuanto a la calculadora de pantalla gr�a�ca como herramienta tecnol�ogica,

se sugiere seguir implementando actividades que involucren su uso, dado que esta favorece

procesos cognitivos que permiten al estudiante comprender mejor conceptos matem�aticos.
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7. Anexos

Anexo: A

Ya sabemos que...
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Actividad 1: Ya sabemos que ...

Asignatura: Matemáticas Curso 8 Fecha:

Docente: Ingrid Villanueva Nombre:

Las preguntas 1 a 6 de esta prueba han sido tomadas de:

Ejemplos de preguntas saber 9º Matem�aticas, 2014

Ejemplos de preguntas saber 9º Matem�aticas, 2015

Objetivo: Identi�car conocimientos previos relacionados con coordenadas cartesianas,

la letra evaluada y el manejo de escalas en el plano

PARTE 1

a) Dos personas, M y N, acordaron encontrarse en una o�cina. Para llegar a la o�cina,

la persona M debe caminar 5 cuadras al sur, y despu�es 2 al este. :La persona N, debe

caminar 5 cuadras al oeste y despu�es 3 al norte >En cu�al de los planos coordenados

se representa correctamente la posici�on de las personas y de la o�cina?

a b

c d

b) En un concesionario de autos se utiliza la expresi�on algebraica V = P � 10400;000x

para determinar, con base en el valor inicial P de un carro, su valor despu�es de x
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a~nos en el mercado. >Cu�al de las siguientes tablas muestra el valor de un carro con

valor inicial P = 200300;000 durante los primeros 3 a~nos en el mercado?

a b

c d

c) A continuaci�on, se presenta una �gura geom�etrica y las medidas de sus lados.

La �gura se represent�o en diferentes sistemas de coordenadas cartesianas.

>En cu�al de las siguientes representaciones, la escala permite leer todas las medidas

de los lados de la �gura?

a b

c d
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d) La �gura representa un trapecio dibujado sobre una cuadricula.

El plano cartesiano que permite obtener la informaci�on precisa referente a la posici�on

de los v�ertices y a las medidas de los lados del trapecio es:

a b

c d

e) Un fabricante de camisas les paga a sus empleados $500.000 de salario b�asico, m�as

una comisi�on de $3.000 por cada camisa que vendan. La expresi�on que permite

determinar la cantidad de dinero que el fabricante debe pagar a cada empleado es

S = 3;000C+500;000, donde S representa el pago y C el n�umero de camisas vendidas

>En cu�al de las siguientes tablas se representa correctamente la relaci�on entre el pago

que recibe un empleado y el n�umero de camisas vendidas?
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a b

c d

f ) Cinco puntos de un plano cartesiano tienen coordenadas

M(�10
3

; 10
3

); N(�2
3

; 10
3

); O(�2
3

;�2); P (�2; 4
3
) y O(�10

3
; 2)

La �gura correspondiente es

a b

c d




