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Introduccion

Wars come and go, my soldiers, stay eternal.

Tupac Amaru Shakur

A finales del siglo diecinueve Kurl Hensel (1861-1941) descubri6 los ntumeros p-adicos.
A pesar de haber pasado mas de cien afios de su nacimiento, estos nimeros aun hoy si-
guen envueltos en un aura de misterio dentro de la comunidad cientifica. Una de las
grandes motivaciones para estudiar dicho sistema numérico es su intrincada topologia,
en donde por ejemplo, las bolas son conjuntos abiertos y cerrados y cualquier punto en
ella puede ser su centro. Su riqueza algebraica también hace de los nimeros p-adicos
campo atractivo, por ejemplo la completacién algebraica de los nimeros p-adicos es una
extension algebraica de grado infinito, haciendo que no sea localmente compacto. Parte
de este trabajo trata de desenvolver sus propiedades analiticas, topologicas y algebraicas.
Las conexiones entre las extensiones algebraicas de los ntimeros p-adicos y los campos fi-
nitos de caracteristica prima p, hacen pensar que definiciones y resultados de la geometria
algebraica sobre campos finitos pueden tener anélogos en los campos p-adicos.

Es asi como en este trabajo estudiamos las series de Poincaré Multivariable P(a, b, t)
asociada a un anillo local O, de una curva algebraica singular X definida sobre un campo
finito IF,. Dicha serie se puede expresar como una integral usando la medida de Haar pi
sobre el anillo de fracciones de la completacion de (5, donde O es la clausura entera de
O, ya que dicho anillo de fracciones resulta ser localmente compacto

En esta tesis mostramos que dado un anillo local O de una curva algebraica singular X
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definida sobre el campo de los nimeros p-adicos, el anillo de fracciones de la completacion
de la clausura de O es un grupo topologico, el cual, no es un espacio topologico localmente
compacto, lo cual imposibilita obtener una medida de Haar en él, usando las tecnicas
desarrolladas en el Apéndice. Asi la definicion de la serie de Poincaré multivariable para
singularidades sobre Q, no es posible apartir de una representacion integral como en el
caso de campos finitos.

La organizacién de esta tesis es la siguiente.

En el Capitulo 1, se empieza definiendo los nimero p-adicos como la completacion de
Q con respecto a la norma p-adica || ||,. Mostramos algunas de sus rarezas topologicas y
analiticas siguiendo los libros [9] y [7]. Como uno de los resultados interesantes, probamos
que una serie converge, si y so6lo si, sus términos n-ésimos convergen a cero. Ademas,
vemos que @, es un espacio topolégico localmente compacto, lo que nos permite tener
una medida de Haar en Q,. Luego terminamos con el Lema de Hensel, el cual es un
método 1til a la hora de mostrar la existencia de raices de polinomios sobre Q). Después
de esto, la tarea sera construir una analogo p-adico de los ntimeros complejos, es decir; una
extension algebraica de @, la cual sea completa con respecto a la norma inducida por la
norma en QQ, y algebraicamente cerrada. Esto nos lleva a estudiar como extender la norma
p-adicas a extensiones finitas K|Qp,. Un primer intento para hallar dicho campo, es pensar
en la clausura algebraica de ), denotada por leg , pero este campo no es completo. El
paso siguiente es considerar la completacién de (@Zlg , de suerte que obtenemos nuestro
campo completo y algebraicamente cerrado, denotado por C,. Para finalizar el estudio
de los numeros p-adicos mostramos que @, y €, no son localmente compactos, lo que
muestra la complejidad del estudio del analisis p-adicos, seguimos para esto a [10].

En el Capitulo 2, estudiamos las series de Poincaré multivariable de singularidades
de curvas sobre un campo finito, tales series fueron definidad por Karl Otto Stéhr. Da-
mos una definicién puramente algebraica de lo que entenderemos por curva algebraica,
exploramos algunas propiedades de las series de Poincaré y por tultimo expresamos dicha
serie como una integral.

Finalmente, en el Capitulo 3, vemos que no es posible la definir las series de Poincaré
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sobre QQ, usando una representacion integral siguiendo el caso de F, y damos algunas
concluciones.

En el Apéndice estudiamos la medida de Haar, la cual muestra que la integracion
abstracta y la integracion sobre espacios localmente compactos es equivalente. En otras
palabras, la medida de Haar resuelve la pregunta:

;Cuales son las condiciones necesarias para poder tener una teoria de la
medida tan generales como la ideada Henri Léon Lebesgue (1875-1941)7

Para esto estudiamos algunas nociones topologicas siguiendo [3]. Luego mostramos la
existencia y unicidad de esta medida de Haar en grupos topolégicos localmente compactos
[11]. La prueba de la existencia sigue las ideas de André Weil |24] y la prueba de la
unicidad esté basada en un computo inteligente debido independientemente a Weil y a

Von Neumann [15].






Capitulo 1
Numeros p-adicos

RESUMEN: En este capitulo construiremos los nimeros p-adicos, exploraremos al-
gunas de sus propiedades anéliticas, topologicas y algebraicas. Ademés, construire-

mos el andlogo p-adico de los nimeros complejos.

1.1. Construccion

Consideremos p € Z un ntmero primo fijo. Entonces para cada a € Z, no nulo, por
el teorema fundamental de la aritmetica a = p"q, donde p fq, definimos ord,(a) = n, asi

esta es una valuacion discreta sobre Q, donde para cada % €Q,
ordy, (%) = ordp(a) —ordy(b), y ordy(0) = oc.
De la definiciéon se sigue que, para todo z,y € Q
1. ord,(—z) = ordy(x)
2. ordy(zy) = ordy(x) + ord,(y)

3. ordy(z +y) > min{ord,(z), ord,(y)}.
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Ahora, definimos la norma p-adica como: para cada z € Q,

p—ordp(az) si T ?é 0

lelly = ,
st =0

Veamos que || - ||, es una norma:
1. ||lz||, = 0 si, y solo si, = 0. Es claro de la definicion.
2. eyl = [lz[l[lyl, se sigue de ordy(zy) = ordy(x) + ordy(y)

3. [lztyl < méx{llzl, lyll} < [lzll+lyll, se sigue de ordy,(z+y) > min{ordy,(z), ordy(y)}-

Mostremos un lema muy tutil:
Lema 1.1.1. Sea a1,...,a, € Q, entonces:
(a) ord,(a; + - -+ an) > min{ord,(a1),...,ordy(an)}
(b) Simin{ordy(a1),...,ordy(an)} es alcanzado sélo una vez, entonces,

ordy(a; + - -+ + ap) = min{ord,(a1), ..., ordy(an)}.

(¢c) St ar + - -+ a, = 0, entonces min{ord,(a1),...,ordy(an)} es alcanzado por lo

menos dos veces.

Demostracion. (a) se sigue por induccion de ordy(z + y) > min{ord,(x), ordy(y)}.
Veamos (b). Supongamos que ord,(a1) < ord,(a;), para i = 2,3,...,n. Supongamos

por el absurdo que ordpy(a; + - -+ + ap) > ord,(a;1). Entonces

ordy(a1) = ordy(ay +az+---+an —ag —--- — ay)
> min{ordy(ar +az + -+ -+ ap),ordy(az), ..., ordy(an)}

> ordpy(ar).

Es decir, ordp(a1) > ordy(ar), lo cual es una contradiccion.
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Veamos (c). Supongamos por el contrario que el minimo se obtiene una tunica vez,

digamos, ord,(a1) < ordp(a;), para i = 2,3,...,n, entonces,
ordp(a1) = ordy(—ag —--- —ay)
> min{ordy(az),...,ordy(a,)}
> ordy(ay).
lo cual constituye un absurdo. O
Corolario 1.1.2. Sea ay,...,a, € Q. Entonces:
(a) llar + -+ + anllp < max{flarlp, .. ., lan[lp}
(b) St max{||ai|lp, ..., |lan|lp} es alcanzado solo una vez, entonces,
la1 + -+ + anllp = max{flaillp, ..., lanlp}
(c) Stai+---+ a, =0, entonces max{||ai|lp, ..., [|anllp} es alcanzado por lo menos
dos wveces.
Demostracion. Es inmediata del Lema anterior. O

Se definen los los racionales p-adicos, denotados por Q, como la completacion

topoldgica de Q con respecto a la norma || - ||, y definimos los enteros p-ddicos como

Lp = {x € Qp/ |xll, < 1}.

1.2. Propiedades Topologicas

Extendemos la norma p-ddica en Q a @, de la siguiente manera: definimos la norma
|||, de cada clase de equivalencia a como ||al|, = imy, o0 ||anlp, donde {a,} es cualquier

representante de a. Tal limite no depende del representante y siempre converge, pues
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1. Si a =0, entonces por definicién limy, o ||an|l, = 0.

2. Si a # 0, entonces para algiin ¢ > 0 y para todo N € N existe my > N, tal
que ||amy|lp > €. Tomado N suficientemente grande, tendremos que, para todo

n,m > N, ||ay, — an||p, < €, de donde:
lan — amyllp <€, paratodo n > N.

Dado que ||amN||p > €, se sigue que ||an||p = mzix{”an—amNHp, ||amN”p} = HamNHP7

Corolario 1.1.2. Luego, para todo n > N, ||a,||, tiene el valor constante |[am, ||p-

Una importante diferencia entre la completacion de (Q, |- |) con respecto a | -| su valor
absoluto usual, (R, |- |x), es que la norma extendida |- |, toma muchos mas valores que
los tomados por | - | en Q. Pero al pasar de Q a Q, la norma extendida sigue tomando
los mismo valores que la norma sobre Q, a saber, {p”},ecz U {0}.

Dadas dos clases de equivalencia a y b de sucesiones de Cauchy en Q,, tomamos

representantes {a,} € a y {b,} € b, definimos:
» a+b=1m, o(a, + by)
v a-b=1m,o0(anby)

Para definir la multiplicacién por inversos debemos de tener un poco de cuidado pues es
posible que aparezcan terminos nulos en la sucesion de Cauchy. Sin embargo, si a € Q,
entonces a tiene un representante sin ceros.

Asi Q, es un campo, el cual, es completo con respecto a la norma || - ||, es decir,
cualquier sucesiéon de Cauchy converge a un punto en Q.

En lo siguiente probaremos un teorema que hara mas simple la comprension de Q.

Lema 1.2.1. Siz € Q y ||z||, < 1, entonces para todo n existe un entero y € Z tal que

lly — z|l, < p~™. El entero y puede ser escogido del conjunto {0,1,2,...,p" —1}

.. a . . . .
Demostracion. Sea x = 7 donde a y b son primos relativos, es decir, a y b no tienen

factores primos comunes. Dado que ||z||, < 1, se sigue que p no divide a b, de donde,
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b y p” son también primos relativos. Luego existen [,m € 7Z tales que b+ mp" = 1,
a a a

multiplicando esta ecuaciones por 7 tenemos que, al— 7= —gmp”, de donde, definiendo

y = al, tenemos que:

[lmlpllp" 1

a
ly=alp = ||

< p"

Ademés, y = qp" +r,donde 0 <7 < p" y q € Z, asi;

I =2l ly — 2+ (=)l

IN

méx{|ly — |y, [lgp"|p}

IN

—n

p
Lo cual completa la prueba. ]

Teorema 1.2.2. Cada clase de equivalencia a € Qp, con ||all, < 1 tiene exactamente un

representante de la forma {a,} para el cual:
1. 0< ay < p"™ para cadan=1,2,...
2. Gn = any1 moéd p" para cadan =1,2,...

Demostracion. Veamos primero la unicidad. Sea {a},} otra sucesion que representa a a y
. . / !/ 4
satisface 1 y 2. Ademas, supongamos que a,, # a,,,. Dado que, tanto a,, como a,, estan

entre 0 y p™°, se sigue que a,, # a;m méd p"°. De donde, para todo n > ng, tenemos

3 ! 3
an méd P = an, # a,, = a;, mod p"
es decir; a,, # a,, mdd p™. Luego

lan = apllp > p™"°

para todo n > ng, de donde {a,} y {a},} no son sucesiones de Cauchy equivalentes, lo

cual es un absurdo.
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Veamos ahora la existencia. Sea {b;} una sucesion de Cauchy que representa a a.
Para cada m = 1,2,.... sea Ny, tal que ||b, — by, < p~Nm para todo n,n’ > Ny,
Ademas, tomamos la sucesion de los N,,s estrictamente creciente y N, > m. Asi, para

todo m,n’ > Nj tenemos que

N

1bally < max{[|bnlp, 1bn = bullp}

IN

méx{ [|bw ||, p ™'}

y dado que ||by|l, — |lall, < 1, cuando n’ — oo, se cumple, [|b,|l, < 1, para todo

n > Nj. Por el lema anterior, para cada by, existe un 0 < a, <p™", tal que
lan = b, llp <P
Veamos que {a,} es la sucesion pedida.

(i) an = ap+1 mod p", pues

lany1 — aan = |lant1 — bN,+1 + 0N,y — bN, — (an — an)Hp
S mé'X{Han“Fl - an+1 Hp’ Han+1 - an”ZN Ha’n - anHP}
< méx{p"Lp " p "}

—n

= D
(ii) {an} ~ {bn}, pues, dado cualquier m, para n > N, tenemos

Han - anp = Han — Gm + am — an - (bn - an)”p

IN

max{||la, — am”zh llam — an”p7 [bn — an”p}

IN

max{p ", p ", p "}

—n

p
De ahi que ||a,, — by||, = 0 cuando n — oo.

Lo cual prueba el teorema. O
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ordy(a)

Ahora bien, si a € Q, y ||al|, > 1, entonces tiene norma p-adica me-

= ap
lall
nor o igual a 1, y por el teorema anterior, existe un representante {a},} con las condiciones

ord, —ordp(a)

1.y 2. para ap P(“), asi, a tiene como representante a {a,} donde a,, = a),p

ordp(a)

Escribiendo todos los a), en la sucesion representante de ap en base p, la condicién

2, se traduce como, si

ap, =by+bip+---+ bn—1p™

donde los by s son ntumeros en {0, 1,...,p — 1}, entonces
anyy =bo+bip+ -+ bp1p" "+ bup”,

donde los digitos by hasta b,—1 son los mismo que para a),. De lo anterior, se sigue que

a

Tl = Do b b b
p

Por tanto, obtenemos una forma de escribir todo a € Q,, , llamada “la expansion p-adica

de a”

a:bOP_n+b1p_n+1+”'+bn—1p_1+bn+bn+1p+bn+2p2+"' (_'_)

donde n = ord,(a).

Por otro lado, sean {by, }7s__, una sucesion de entero p-adicos, ||by, ||, < 1. Consire-

—n

demos la suma parcial
SN =bonp " +boni1p T4 bo+ bip' 4 bap” + - + by

La sucesion de sumas parciales es claramente Cauchy, pues si M > N, entonces,

1S = Snllp = llon+ap™ - 4 bup™ |l
< mdx{ by, - oap™ [}
/7 N M
< max{[[p" - 1M (1)
1
< pW
De donde converge a un elemento de Q,, definimos el limite de {Sny'} como Y °_  b,,p™.

Similarmente, si {¢,, } es una sucesion cualquiera de elementos en Q,, tales que ||¢y, ||, — 0
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<y . N <.
cuando m — 00, entonces la sucesion de sumas parciales Sy = > Cm €S Una sucesion

m=1

convergente, ya que
1S — Snllp < méx{|lens1llps---sllemllpt = 0, cuando N — oo.
Obtenemos entonces la siguiente proposicion.

Proposicion 1.2.3. Una serie ) ¢ en Q, converge st, y solo si, la sucesion de términos

cm convergen a Q.

Retornando de nuevo a la expansion p-adica, nosotros vemos que la serie a la derecha
de la definicion () converge a a, y asi, la igualdad puede ser tomada en el sentido de
convergencia de series.

Importante: La unicidad en el Teorema 1.2.2 es algo que no se tiene en el caso de los
numeros reales, denotados por R. A saber, existen varias representaciones decimales para
un mismo ndmero, por ejemplo: 1,000--- = 0,999 --. Pero si dos expansiones p-adicas
convergen al mismo nimero en @), entonces ellas son iguales, es decir, todos sus digitos
son los mismos.

Recordemos que Z, = {a € Q, / |lall, < 1}, este es el conjunto de nimeros en
Qp cuya expansién p-adica no contiene potencias negativas de p, los cuales llamamos
“enteros p-adicos”. La suma y producto de elementos en Z, de elementos en Z, es
de nuevo un elemento en Z,, de donde, Z, es una subanillo del campo Q,. Definimos
el conjunto de unidades de Z, como Z; = {z € Z; / % € Zp} lo cual es equivalente a
{x € Zy/||x||, = 1}. Sea pZ, := Zy — Zy, es decir, pZy = {x € Zyp / ||z||, < 1}. Entonces
PZy, es el tnico ideal maximal de Z,, ya que si a € Zy, y b € pZy, ||labl|, = |la|lp||bll, <1

y si @,y € Zjy, entonces,

2+ yllp < max{[lz]lp, [yll,} <1.

La maximalidad es dada ya que el complemento de pZ, son las unidades de Z,. Ademas,
el Lema 1.2.1 dice que Z es denso en Z,.
Sean a,b € Qp, escribimos a = b mdd p" si ||a — b, < p~™, lo que equivale a decir

que, (a — b)p™" € Zy, i.e., el primer digito no nulo en la expansion p-adica de a — b no
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ocurre antes del lugar p™-ésimo. Si a y b estdn en Z, entonces la nociéon de igualdad a = b
méd p” coincide con la de igualdad modular en Z, es decir; a = b mdd c si, y solo si, ¢
divide a a — b. En esta forma podemos expresar Z, = {z € Q, / © # 0 mdd p}. De lo

anterior concluimos

Corolario 1.2.4. Q, = Zp[%], esto es, dado v € Qy, eviste n > 0 tal que p"x € Zy.
La multiplicacion por p es un homeomorfismo de Q, — Q. Los conjuntos de p"Z, con

n € Z forman un sistema de vecindades de 0 € Q,, que cubren a Q.
Corolario 1.2.5. Para cualquier n > 1 la secuencia
0 —p"Zy, — Zp — Z/p"Z — 0

es una secuencia exacta con morfismos continuos, donde la topologia en Z/p"Z es la

topologia discreta. En particular,
Zy[p"Lp = L/ p" L.

Demostracion. Definamos claramente los morfismos. El primer morfismo ¢ : p"Z, — Z,,
es tal que i(a) = a, es inyectivo y continuo. Una forma explicita para el segundo morfismo

puede darse usando la expansion p-adica. Para todo a € Z,
a=Dby+bip+-+bp 1" +bup" + -

donde los b s son nameros en {0,1,...,p — 1}, definimos 7 : Z, — Z/p"7Z como
m(a) =bo+bip+ -+ byo1p" "+ bup™.

La unicidad de la serie anterior hace que 7 este bien definida y la sobreyectividad es

clara. Ademés, para todo t € Z/p"Z, 7~ 1(t) = t + p"Z,, de donde, en particular
ker(m) = 77 1(0) = p"Z,.
[

Corolario 1.2.6. Z, es secuencialmente compacto, es decir, toda sucesion en Z, posee

una subsucesion convergente.
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Demostracion. Sea {an}32, una sucesion de enteros p-adicos, es decir, |la,||, < 1 para

todo n € N, asi, la expansion p-adica de cada a,, es de la forma

a1 = a+anp+app’*+ -

ag = ago + agp + agp® + - -

Un = Ao + Q1P + nap® + -
Dado que los a,os € {0,1,...,p — 1}, deben haber infinitos a, s cuyo primer digito
son iguales, es decir, existe un subconjunto S; C {a,} cuyo primer digito es igual. Sea
ny = min{n/ a, € Si}. Similarmente, existe un subconjunto infinito So C S; cuyo
segundo digito es igual, sea na = min{n/a, € S; — a,,}. De esta forma obtenemos

np<ng<---<ng<---,y donde

— £ k
Apy, = Ap;,, mMod p-.

La subsucesion {an, }7°, es una sucesion de Cauchy, ya que, si m < [, entonces,
—m
lan, — an,[lp <p™™.

Dado que Q, es completo, existe a € Q, talque ka an, = a. Por tanto, existe N € N,
—00

tal que, para todo k > N, |la — ap,||p < 1, de donde
lally < méx{{lan,[lp, @ = an,[lp} <1
es decir; a € Zjp, lo cual concluye la prueba. ]

Ahora definiremos los abiertos basicos de los niimeros p-adicos. En cualquier espacio
métrico las bolas definidas por B,(a) = {z / ||x — a|| < r} forman una base para la
topologia, pero en nuestro caso los tinicos posibles valores para la norma son

{p" }nez U {0}. Asi que definimos, para todo r € Z y para todo a € Q

Br(a) ={z € Qp /[l —all, <p™"}

como la bola con centro en a y radio p™" y

Sr(a) ={z € Qp / lz —allp =p™"}
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como la esfera con centro en a y radio p~".

Notemos que en la definicién la escogencia de “ <” o “ <” no es relevante, pues
eeQ,/le—al,<p}={zreQ/ e —al, <p~""} = Bri(a) C B,(a).
Proposicién 1.2.7. Sea a,b € Q, y r,s € Z, entonces:
1. Si b€ By(a), entonces B.(b) = By(a).

2. By(a) N Bs(b) # 0 si, y solo si, Bs(b) C By(a) o Bs(b) 2 By(a).

3. By(a) es abierto y cerrado en la topoldgia inducida por || - ||p.
4. Sr(a) es abierto y cerrado en la topoldgia inducida por || - ||p.
Demostracion.

1. “C7” Sea x € By(b), es decir; ||z —b||, < p~". Por tanto,
[l — all, <max{[lz—bll,, Ib —all,} <p™"

de donde, = € By(a)

“ D7 Se sigue de la anterior, ya que a € B, (b). Esto nos dice que cualquier punto

en una bola puede ser su centro.

2. “ =7 Supongamos que B,(a) N Bs(b) # 0. Entonces, existe ¢ € B,(a) N Bs(b),
asi B.(a) = B;(c) C Bs(c) = Bs(b), si r > s. De igual forma, si r < s, entonces
By(a) 2 Bs(b).

“ <7 Es claro, pues B;(a) N By(b), es igual B,(a) 6 Bs(b) dependiendo del caso.

3. By(a) es abierto ya que B,.(a) = {x € Q, / ||z —al|, < p~"'} el cual es abierto en
cualquier espacio métrico. Ahora, para ver que B, (a) es cerrado, mostremos que
B,(a) = B,(a) (donde para cualquier conjunto A, A es la clausura topologia, es
decir; si C es un cerrado tal que A C C, entonces, A C C). Sea = € m, entonces
para cualquier abierto U de Qp, con = € U, se satisface que B,(a) NU # 0, en
particular, tomando s > r, tenemos que B,.(a) N Bs(a) # 0, de donde por 2.,

tenemos, Bs(a) C B,(a), de ahi que, € B,(a).
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4. Esto es claro, ya que

Observacion: Es claro de la definiciéon de bola y de esfera que:
B.(a) =a+p"Z,
Sr(a) =a+p'Z,
Ahora veremos unos cuantos proposiciones las cuales son corolarios del Teorema 1.2.2.

Corolario 1.2.8. Z, es compacto y Q, es localmente compacto.

Demostracion. De la Proposicion 1.2.7 y la observaciéon anterior, vemos que para todo
a € Qp, a+7Z, es una vecindad de a, asi, basta probar que Zj, es compacto. En el Corolario
1.2.6 vimos que Zj, es secuencialmente compacto, y como @, es un espacio metrico, esto
equivale a que Z, es compacto (vea [13]). Otra forma de mostrar que Z, es compacto,
es darse cuenta que Z, es completo y totalmente acotado. Por la Proposicién 1.2.7, Z,
es completo, ya que es un subconjunto cerrado de un espacio completo Q,. Para mostrar
que es totalmente acotado, debemos mostrar que, dado € > 0, existe un cubrimiento de
Z,, por bolas de radio €, observemos que por la limitacion de los valores de nuestra norma

p-adica, basta tomar ¢ = p~ ", para n > 0. Ahora, dado que
Ly/p" Ly = L|p"L

es un conjunto finito y la proyecciéon 7, en el Corolario 1.2.5 es continua, se sigue que Z,

es totalmente acotado. O

Lema de Hensel

El siguiente teorema llamado Lema de Hensel da condiciones para que un polinomio
con coeficientes en Z, tenga raices en Z,. Este teorema sera esencial en la construccion

de la completacion algebraica de Q.

tdado un conjunto A, A° denota su complemento en el espacio ambiente.
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Teorema 1.2.9. Sea F(x) = co+cr1x+- -+ cpx™ un polinomio cuyos coeficientes estdn

en Zy, es decir, ||ci||, < 1 para todo i y definamos F'(z) = ¢; + 2coz + -+ + ne,z™ 1

como la derivada formal de F'. Sea ag € Zy, tal que
F(ag) =0 médp y F'(ag) #0 méd p.
Entonces existe un tnico a € Zy tal que
Fa)=0 y a=a9p mbd p.

Demostracion. Para mostrar la existencia de a, construiremos una sucesion de Cauchy
(sobre Qy), usando esencialmente el “método de Newton” para hallar raices de polinomios.

Deseamos construir una sucesion ag, a1, as, . . ., tal que

1. F(ay,) =0 méd p"tt

2. ap = apy1 mod pntl

3.0<a, <p—1.

La prueba de la existencia de dichos a, s se hara por inducciéon. Observe que la condicién
2. nos dice que la sucesion es en efecto una sucesion de Cauchy.

Paso Base: Por hipoétesis tenemos la existencia de ag y sin perdida de generalidad
podemos suponer que a9 € {0,1,2,...,p — 1} de otra forma reemplazamos ag por ag

méd p. Esto dltimo no afecta las hipotesis, pues si ag = aj, + ¢ con ||g||, > 1, entonces

F(ag) = F(ao—q)
= F(ao) + F'(ao)(—q) + -
= F(ap) méd p
= 0 méd p.

Similarmente F'(a() # 0 méd p. Ahora vamos a definir a;, de tal forma que cumpla las

propiedades deseadas. Para que a; cumpla 2. y 3. debe ser de la forma

a1 =ag+bip, donde 0<b; <p-—1.
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Evaluando F en a; y expandiendo en serie formal de Taylor, tenemos:
F(a1) = F(ao+bip)
= F(ag) + F'(ap)(b1p) + (términos en p"), n >2
= (F(ao)+ F'(ag)(b1p)) méd p*.
Dado que F(ag) = 0 méd p, podemos suponer que F(ag) = ap méd p?, para algin
a €{0,1,2,...,p—1}. Asi, para obtener 3., es decir; F(a;) =0 méd p? debemos tener:
(ap+ F'(ag)bip) = 0 méd p°

(a+ F'(ag)by) = 0 méd p

y dado que F'(ag) # 0 mdéd p, definimos

«
by =— 5d
1 F/(ao) mo p?

con lo cual también definimos a a;.

Ahora procedemos por induccién, supongamos que ya definimos ay, as, ..., ap—1. De-
finamos a ay,, por 2. y 3., necesitamos que sea de la forma

ap = Ap—1 + bpp", con b, €{0,1,...,p—1}.
Similarmente al paso base, evaluamos F' en a, y expandiendo en serie formal de Taylor,
para obtener:
F(ap,) = F(ap—1+bpp")
= (F(ap-1) + F'(ap-1)(byp™)) mod p"*.
Dado que F(a,—1) =0 mdéd p™, por hipdtesis inductiva, nosotros podemos suponer que
F(an_1) = o/p méd p"*!, paraalgtin o/ € {0,1,2,...,p—1}. Asi, F(a,) =0 méd p"H!
es:
(&P + F'(an_1)bpp™) = 0 méd p"*!

(a+ F'(ap—1)by) = 0 méd p.
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Ademaés, a,—1 = ag mdd p, se sigue que F'(a,—1) = F'(ag) # 0 mdd p, y por tanto

podemos definir

O[/

by = —————— méd p,
Fllag_y) 9P

Esto completa el paso inductivo.
Definimos a = ag+aip+agp®+- - - dado que para todo n, F(a) = F(a,) méd p"H =

n+1

0 méd p"*, concluimos que F(a) = 0. La unicidad de a se sigue de la unicidad de la

expansion p-adica.

1.3. Propiedades Algebraicas

Cuando completamos a Q con respecto a la norma valor absoluto obtenemos el campo
de los ntimero reales denotado por R, el cual no resulta ser algebraicamente cerrado, ya
que por ejemplo el polinomio 2 + a con a > 0 no tiene soluciones en R. Asi es como al
tratar de hallar las raices de este estilo de polinomios construimos el campo de los niimero
complejos C formado por los ntmeros de la forma a + bi donde a,b € Ry i? = —1, el

cual satisface:

(1) C es algebraicamente cerrado, es decir; todo polinomio con coeficientes complejos

tiene solucion en C.

(2) C es completo con respecto a la Gnica norma la cual extiende a la norma || ||o en
R, la cuél es dada por |la + bi| = va? + b. Es decir, cualquier sucesion de Cauchy

de nimeros complejos tiene limite en C.

El proceso finaliza en C, ya que este resulta ser lo suficientemente agradable, es decir,
es un campo algebraicamente cerrado y completo.

Este no es el caso con (Q,|| - ||p). Después de completar a QQ respecto a la norma
p-adica || ||p, obtenemos a Qy, el cual es completo, pero no es algebraicamente cerrado,
por ejemplo las ecuaciones 22 —2 = 0 0 224 1 = 0 no tiene solucion en Qp. Para obtener

la clausura algebraica de @, debemos formar una secuencia infinita de extensiones de
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campo obtenidas al adjuntar soluciones de polinomios de grados cada vez mas altos, lo
cual es diferente con respecto a C. Por desgracia, la clausura algebraica de @, no es un
campo completo respecto a la norma inducida por la norma p-adica en Q,. Asf es como
debemos completar dicha clausura algebraica para obtener al fin un campo el cual es
algebraica cerrado y completo respecto a la norma que extiende a || ||,. Tal campo sera
denotado por C,, el cual es el analogo p-adico de C y es el sistema numerico conveniente
en el cual estudiar el célculo y el anélisis p-adico, el cual es mucho menos comprendido
que C, por ejemplo, caracterizar los autoformismos de campo Qj-lineales de C,, atin sigue

siendo una preguntar por resolver.

1.4. Construcciéon de C,

Antes de mostrar el campo C,, veremos las propiedades de la clausura algebraica de
Qp, para lo cual necesitamos algunos resultados de campos finitos y teoria de extensiones

de campos.

Campos Finitos

En adelante el campo de p elementos (de caracteristica p) sera denotado por [y, es
decir;

F, = Z/pZ.
Para las prueba de las siguientes afirmaciones damos como referencia [9] y [16].

Teorema 1.4.1. Sea F un campo finito de q elementos tal que F,, C F y f = [F : F)]
i.e., la dimension de F' como un Fp-espacio vectorial es f. Sea K la clausura algebraica
de F), tal que F' C K. Entonces, ¢ = pl, F es el unico campo de q elementos contenido en
K y F es el conjunto de todos los elementos de K que satisfacen la ecuacion X?9—X = 0.

Inversamente, para cualquier potencia q¢ = pf, las raices de la ecuacion X9 — X =0

en K son un campo de q elementos.

Observacion 1.4.2. Dado que cualquier dos clausuras algebraicas de [F, son isomorfas, se
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sigue que cualquier dos campos de ¢ = pf elementos son isomorfos. Denotaremos por Fy,
el tnico campo (salvo isomorfismos) de ¢ elementos. Si F' es un campo, F'*, denota el

grupo multiplicativo de los elementos diferentes del cero en F'.

Definimos ¢(d) = #{l / [ es primo relativo a d, | < d}.
Lema 1.4.3. Zgo(d) =n.
d|n

Proposicion 1.4.4. F es un grupo ciclico de orden q — 1.
Por tltimo en esta seccién veamos una proposicién que usaremos mas tarde

Proposicién 1.4.5. Sea ¢ = p! y sea a un elemento generador del grupo IF;. Sea P(X)

el polinomio minimal de a sobre Fy,. Entonces deg(P) = f.

Extension de Normas

En esta seccion estudiaremos la forma de extender la norma no arquimedeana || |,
de @, a cualquier extension de campos finita.

Sabemos que sobre un espacio métrico y en particular sobre cualquier espacio nor-
mado, la definicién de compacidad y secuencialmente compacto son equivalentes ([13]
Teorema 7.4), recordemos que decimos que un conjunto X es secuencialmente com-
pacto si cada sucesion de elementos en X tiene una subsucesion convergente. En adelante
podremos trabajar con esta equivalencia de compacidad.

Durante esta seccion F' denotarda un campo con una norma no arquimedeana | | el
cual es localmente compacto. Es decir, para todo z,y € F, ||z + y|| < max{|z|, |y||} v

ademas para todo x € F' existe un compacto E C F' tal que z € int(E) C E.

Definicién 1.4.6. Sea V un espacio vectorial sobre F' de dimension finita (dimp V' < 00),

una norma sobre V es una funcién || ||y : V — R20 tal que paratodo z,y € Vya € F
(1) ||z|lv = 0siy solosi, z =0

2) llezllv = llal| {l=]lv
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®3) llz+yllv < llzllv + llyllv

Proposicion 1.4.7. Todo espacio vectorial normado (V.| - ||v) localmente compacto, es

completo.

Demostracion. Supongamos que {a,} es una sucesion de Cauchy de elementos en V,
entonces existe M > 0, tal que para todo n > N, |a,| < M, es decir, {an}p>n C

B(0, M) el cual es compacto. Asi, existe una subsucesion convergente, lo cual implica

que {ay} converge. O

Teorema 1.4.8. 5i V es un espacio vectorial finito dimensional sobre un campo local-

mente compacto F', entonces todas las normas sobre V' son equivalentes.

Demostracion. Por la proposicién anterior F' es completo, asi que el resultado se sigue

igual que en [10] Teorema 2.4-2. O

Sea L una extension de campos de k decimos que una norma || ||z en L extiende la

norma || || en k, si para todo a € k, |la||r, = ||allk)-

Corolario 1.4.9. Sea K una extension de campos finita de F'. Entonces existe a lo sumo

una unica norma || | sobre K que extiende a la norma || || sobre F.

Demostracion. Sean || ||1 y || ||2 normas sobre K que extienden a || ||. Por el teorema
anterior || ||1 ¥ || [|2 son normas equivalentes, asi, existen ¢i,c2 € R con ¢ >0y ¢y > 0
tales que

callzlli < [lzll2 < e2llz||i, para todo z € K.
Supongamos que existe € K tal que ||z||1 # ||z||2, sin perdida de generalidad, digamos

]2
(et

(L),
]

asi, ||z"|l2 > e2f|z™|1, lo cual es un absurdo. O

que 0 < [|z]l1 < ||z||2, entonces 1 < , de ahi que, para algtin n lo suficientemente

grande,
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Esto aun deja la pregunta: ;Dada una extension finita de campos K |F', existe alguna
norma sobre K que extienda la norma en F'?

Es momento entonces de recordar un concepto basico en extensiones de campos, la
“norma’” de un elemento. Este uso de la palabra norma no debe ser confundido con el uso
hasta aqui en el sentido métrico. La “Norma’ en el nuevo sentido siempre sera denotado
por N.

Sea F(«)|F una extension simple de un campo F' generado por un elemento « algebrai-
co sobre F', es decir, a satisface un polinomio ménico irreducible sobre F' llamado el

polinomio minimal de « sobre F'.
P(X)=X"+a, 1 X" ' +...4ap con q; € F.

Definicion 1.4.10. sea K una extension finita del campo F'. Las siguientes tres defini-

ciones de la “norma de o desde K a F” denotada por NK|F(a), son equivalentes:

(1) Si K = (z1,x2,...,Ty)F como un espacio vectorial sobre F' n-dimensional, entonces
la multiplicacién por «, es una transformacion lineal de K en K con matriz asociada
A,. Definimos:

Ny p(a) = det(Aq).

(2) Ngjp(a) = (=1)"ap donde ag es el coeficiente constante del polinomio minimal

de a.
n
(3) Ngp(a) = Hai donde los «a; son los conjugados de o« = a3 sobre F'. Es decir,
i=1
«; son las raices sobre alguna clausura algebraica de F' del polinomio minimal de

Q.

Veamos que en efecto tales definiciones son equivalentes:

(2) < (3) Se sigue claramente del hecho que
n
P(X) = X" +an71X’n—1 + ... +01X+a0 = H(X _ ai)
i
n
pues, asi P(0) = ag = H(_O‘i)'
=1

(1) < (2) Si usamos como base para K el conjunto {1,a, a?

,...,a" 1} Entonces, la
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matriz asociada a la transformacion lineal multiplicacién por «, es claramente (usando

a = —an_an_l — .. =X — a())
000 --- —ag
1 00 —ay
010 —as

0 —Qn-—2

1 —an

la cual, tiene determinante (—1)"ag, al calcular dicho determinante expandiendo usando

la primera fila.

Si g € K = F(a), podemos definir N g () como en (1) el determinante de la matriz

multiplicacién por S o, equivalentemente como

(N g () FE G,

Ambas definiciones son equivalentes ya que si escogemos una base {\1, ..., A} para F(53)
como espacio vectorial sobre F'y una base {71,...,vn} para K como espacio vectorial

sobre F'(f), entonces, una base para K como F' espacio vectorial es

{)\i’yj/izl,...,l,jzl,...,m}.

Usando esta base para K sobre F, vemos que si la matriz de multiplicacién por 8 en

F(B) es Ag, entonces la matriz de multiplicacién por 3, pero ahora en K, tiene la forma:

Az 0
0 Ag
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el determinante de la matriz anterior es precisamente (det(Ag))F ) es decir;

Ngr(8) = (NF(B)|F(6))[K:F(6)]'

Dado que N r() es definido para cualquier & € K como el determinante de la
matriz de multiplicacién por a en K, se sigue que N |p es una funciéon multiplicativa

desde K en F, es decir; para todo o, € K

Ngr(aB) = Ngjp(a)Ng p(5) (1)

Podemos ahora imaginar como extender la norma || ||, a cualquier « algebraico sobre
Qp. Supongamos que [Qp(a) : Qp] = n, es decir; el polinomio minimal de a sobre Q,
tiene grado n. Si K es cualquier extension finita de Galois de @, que contiene a «, por
ejemplo K puede ser el campo de descomposiciéon de «, obtenido al adjuntar « y todos
sus conjugados a Q. Supongamos que encontramos una norma || || la cual extiende a || ||,
a K. Por el Corolario 1.4.9 la norma || || es la tinica norma en el campo K extendiendo

a || ||p. Ahora, sea o’ cualquier conjugado de «, y sea o el automorfismo de K que envia

a en . Claramente, || || : K — RZ? definida por ||z||’ = ||o(z)|| es una norma en el
campo K la cual extiende a || ||, de ahi que, || || = || || vy asi,
lal = llell” = llo (@) ]| = [lo]]

Concluimos que la norma de « es igual a la norma de sus conjugados. Por tanto, se sigue

que

INg, @@, (@lr = [Ng,@ig, (@l

! ‘ o' conjugado de o

Luego tenemos que

lall = §/INg, @, @], (1.4.1)
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Por tanto, para hallar la norma p-adica de «, debemos mirar el polinomio minimal

de a sobre ), si este tiene grado n y término constante ag, entonces la norma p-adica

de a serda {/||aollp-

Notemos que la ecuacién anterior es equivalente a
1/[K:Q
ladl = (INKq, (@)llp) /% (1.4.2)

En esta forma las raices se mantienen fijas, donde K es cualquier campo que contiene a

a, esto ocurre ya que

K:
INk(g, (@), = (Ng, (@)g, (@)

(K : Qp] = [K : Qp()][Qp(e) : Qp] = [K : Qp(c)] - 1.

Lo siguiente sera probar que en realidad si tenemos una norma con las propiedades
requeridas. Para ello veamos un par de lemas.
n—1

Sea 7 un elemento algebraico sobre Q,, para cualquier a = ) [ aiy’ € Qp(v),

denotaremos por ||c[sup la norma del supremos en esta base, esto significa;
|la|lsup := méx{||a;|l, /i =10,1,...,n —1}.
Similarmente, si A = (a;j)nxn €s una matriz con entradas en Q,
| Allap := mic{llagsl /3.5 = 0,1,....n ~1}.

Lema 1.4.11. Sea || || sobre K definida como arriba (Ecuaciones 1.4.1). Para todo
v € K tal que ||v|| <1 se tiene que |1 +~| <1

Demostracion. Notemos que podemos definir ||v|| y ||1 4 || usando el campo

Qp(v) = Qp(1 + ) en lugar de K. Es decir,

1/[Qp():
W = (Ng, g, ()" /107!

1 :
I+7] = (N, (1 +7))" 107
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Sin perdida de generalidad podemos suponer que K = Q,(7), asi que {1,7,72,...,7" "1}
es una base para K como un espacio vectorial sobre Qp, donde n = [Qp(7) : Q).

Sea A, la matriz correspondiente a la transformacién Q,-lineal multiplicacién por 7.
En esta forma, la matriz Ag es la matriz correspondiente a la transformacion Q,-lineal
multiplicacién por 4* v la matriz I + A, es la matriz correspondiente a la transforma-
cién Qp-lineal multiplicaciéon por 1 + 4" (en general, la matriz P(A) corresponde a la
multiplicacién por P(vy) para cualquier polinomio P(X) € Q,[X]).

Afirmacion: La sucesion de nimeros reales {[| A’ ||sup}x es acotada.
Supongamos lo contrario, entonces podemos encontrar una subsucesion { || A% ||y}, tal
que

1A% |sup > k.

Sea b, = HAE{“ [|sup, €l cual es el maximo de las normas p-adicas de las n? entradas de A;’f

y sea B una entrada de A% con || ||, méximo, es decir;

HBkHP = HAQICHsup = bg.

Definimos

1 .
— A, entonces || Bgl|sup = 1.

Br 7’

Dado que en la norma del supremo la esfera unitaria es compacta, podemos encontrar

By =

una subsucesion { By, };, la cual converge a alguna matriz B.Como

1 )
det(By) = iR det(A%F), tenemos que
k

| det((A%)]|p

I det (Bl -
| (Ne,ee, (’Y))”“Hp
< —
_ Il
< Mo
< L
kn

Por la definicién de convergencia en la norma del supremo, cada entrada de B es el limite
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cuando j — oo de la correspondiente entrada de By; y de ahi que

det(B) = lim det(By,) = 0.

j—00

Por tanto, det(B) = 0, de donde existe un elemento X € K, considerado como un vector
escrito con respecto a la base {1,7,+2,...,7" "}, tal que BX = 0. El conjunto {ViX}?;ol
es una base para el Q,-espacio vectorial K. Mostraremos que para todo ¢ =0,...,n —1
se tiene que By'X = 0, lo cual implica que B = 0. En efecto la matriz multiplicacion

por +' viene dada por la matriz Ag, tenemos que

By'X = BAX
= AlBX

=0

donde la conmutatividad BAﬁ/ = AEYB es dada por el hecho de que B es el limite de las

1 .
matrices By = — Ak,

Br 7
Concluimos que B = 0, pero esto contradice el hecho que ||B||syp = 1.

Asi; hemos probado que existe una constante C' > 0 tal que para todo i
14 lsup < C.

Notemos que al expandir el det(A,) y usar las propiedades de la norma no arquimedeana

(ver 1.1.2), tenemos
[ det(Ay)[lp < (méx[laiz]lp)" = (|45 [lsup)™-

Sea N lo suficientemente grande y consideremos

(I+A)N =T+ <T>A+---+ (NN >AN1+AN.
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Tenemos que

I+ = [l det(T+ A)N||L"
< 1T+ AN fsup
N .
< max ‘<.>Az
0<i<N ) sup
o N
T (O T
< C

Por tanto, ||1 + 7| < VC, tomando N — oo tenemos el resultado requerido
T+l <1
O

Teorema 1.4.12. Sea K una extension finita de Q. Entonces existe una norma sobre

K la cual extiende la norma || ||, en Qp.

Demostracion. Sea n = [K : Qp]. Definimos para todo a € K, ||| como:

lall = (INkg, (@)],)""

Veamos que en efecto || || es una norma que extiende a || ||,:

(1) ||laf| =0, siy sélo si, a« = 0.
o]l = 0, es equivalente a decir que, [[Ng|g, ()|, =0y ya que [| [|, es una norma,
esto ocurre sii Ng g, (a) = 0, es decir; el polinomio minimal de o es mq (X)) = X -0,
de ahi que, o = 0.

(ii) Sean a,f € K, entonces

1/n

laBll = (INkg,(@B)l,)
—  (INgg, (@) Niig, (B)p)""
= (INkig,@llp)"" (INkia, (B)1,)

el 1131]-

1/n
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(iii) [lo + Bl < max{{l«l, [[5]]}-

Supongamos sin perdida de generalidad que |« < ||3]], usando el lema anterior
«

B

con v = —, tenemos ||v|| < 1, de donde ||1 + %H =[|[1+7] <1, es decir

lee+ Bl < 118]]-

(iv) Ahora, sea o € QQ, entonces el polinomio minimal de «, es my(X) = X — «, asi
que

K:Qp(a n.n

Nijg, (@) = (N, (g, ()" = (~1)an,

de donde [lal = (I(=1)"a"[,)"/" = ||all,.

Observacion: Sea K una extension finita de Qp. A la tnica norma || || sobre K, la

cual extiende la norma p-adica sobre @Q,, la seguiremos denotando por || [|,.

Proposicién 1.4.13. Sea K una extension finita de Q, de grado n, y sean

A={ze K /|zl, <1}

M={xzeK/|z|, <1}

Entonces A es un anillo, el cual es la clausura entera de Z,, en K. M es el inico ideal

mazimal de A y A/M es una extension finita de F), de grado a lo sumo n.

Demostracion. Que A es un anillo y M es un ideal es consecuencia de las propiedades
de la norma no arquimedeana || ||,.
Veamos que A es la clausura entera de Z, en K. Sea o € K un elemento entero sobre

Ly, es decir; existen ag, a1, ..., am-1 € Zy, tal que

a™ 4 apmo1a™ 4 g = 0.
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De la igualdad anterior se tiene que

el = [l
= || = (+am-1a™ " + -+ ao)lp
< méx{|la;’|, /i=0,...,m—1}
< méx{|a’ll, /i=0,...,m—1}

= ||a||;O para algin 0 <ip <m — 1.

es decir, HozHg‘_iO < 1. Por tanto, |laf[, <1, ya que m — iy > 0.
Ahora, sea a € A, entonces como todos los conjugados de o« = a; sobre Q, también

estan en A ya que si ; es un conjugado de «
m
leilly = TT leslly™ = llall, < 1.
j=1

Dado que los coeficientes en el polinomio minimal de « son sumas o diferencias de pro-
ductos de los «;’s se sigue que estos coeficientes tienen norma menor o igual a uno, asi,
ellos estan en Z,,.

M es el tnico ideal maximal de A, ya que si @« € Ay a & M, entonces, |||, =1, lo

cual implica que « es invertible en A, pues ||1/a||, = 1. Notemos que
MNZy=ply={z€Qp/ |lzl, <1}

Por tltimo veamos que A/M es una extension finita de F, = Z,,/pZ,. Consideremos

el homomorfismo
Y F, — A/M

a+pZ, — a+M
entonces ¢ es una inclusiéon, ya que si a+M = b+ M entonces a—b € M, como a,b € Zy,

asi que a —b € M NZ, = pZ,, de ahi que, a + pZ, = b+ pZ,. Veamos que
[A/M : Fp] < [K = Q.

Supongamos que [K : Q] = n, mostremos que cualquier conjunto de n + 1 elementos

{@1,a2,...,ap+1} en A/M es linealmente dependiente sobre IF,,. Dado que [K : Q] =n,
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{a1,a2,...,ap+1} son linealmente dependientes sobre Q), es decir; existen
bi,...,bny1 €Qp
no todos iguales a cero, tal que
aiby + agbs + ... + apy1bp11 = 0.

Multiplicando por p~! donde I = max{||b;||l, /i = 1,...,n+ 1} podemos suponer que los
b; € Zy, donde al menos un b; & pZ,. Asi,

6151 + 6252 + ...+ an—‘,—lgn—‘,—l =0

es una expresion en A/M que muestra que ai, @z, ..., ay+1 son linealmente dependientes

sobre IF,,. O

Nota: El campo A/M es llamado el campo residual de K sobre Q,. Es usual
llamar a A el “anillo de valuacién” de || ||, en K.
1.4.1. Estructura de campos p-adicos.

Sea K una extension finita de Q, de grado n, definimos
Ag ={z e K/ |z|, <1}

Mg ={xe K /|z|, <1}

En la secciéon anterior probamos que Ag es un anillo local con ideal maximal Mg y
ademas, que Ax /Mg es una extension finita de I, de grado a lo sumo n.
Sea a € K —Qy, entonces « es algebraico sobre Q, de grado m, con 2 < m < n, es decir;

a satisface una ecuacion polinomial sobre @, de la forma
amX™+---+ap=0

con am # 0, a; € Q, 1 =0,...,m. Esto implica que existe 0 < ¢ < j tal que

llaicat||, = |lajad]|, # 0, esto es el Corolario 1.1.2 para la norma extendida a K. De ahi
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que,

lolly ™ =

d/c

para algin d € Z, asi |||, = p*/¢, donde ¢ = j —i. De lo anterior, vemos que al extender

a K la definicién de orden de un elemento o € K como:

1
ordy(a) = —log, llall, =~ log, [Nyjq, (@)l (1.4.3)

Esta definicién concuerda con la dada para cuando o € Q,,, pues si o = p™3, donde

B € Z,;, entonces

ordy(a) = —log,([[p"Bllp) = —log,(p™™) = —(—m) = m.

Ademas, es claro que esta es una funciéon multiplicativa, es decir,
ordy(af) = ord,(a)+ord,(B), lo cual nos dice ord, es una valuacion sobre K. La imagen

1
de K* bajo la valuacion esta contenida en —Z = {x € Q / nx € Z}, igualdad 1.4.3.
n

. " . 1
Dado que esta imagen es un subgrupo aditivo de —Z, estd imagen debe ser —Z para
n e
algin entero positivo e que divide a n. Sea m € K un elemento de norma maximal menor
: 1 :
que 1, entonces se tiene que M = mA, asi, tenemos que — = ||p||, = (||7||,)¢, es decir;
p

Il = p=H/e.

Definicién 1.4.14. El Grado Residual de una extension finita K de Q,, es el entero
f=1Ak /Mg : Fp].

El indice de Ramificacion de K sobre Q, es el entero
e =[II1K"[lp : 1Q7lp]

donde [|[K*||, y ||Q*|l, denotan el grupo de valores de K* y Q* respectivamente.

De la definicién de e y la definicion de f, vemos que e < ny f < n, ahora, mostraremos

que tenemos més que esta relacion de desigualdad.
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Proposicién 1.4.15. Sea K una exstension finita de Q, de grado n, entonces n > e f,

donde f es el grado residual y e es el indice de ramificacion.

Demostracion. Sea {ai,...,ayr} elementos en Ax tal que la imagen en el cociente {a@y,...,as}

es una base para Ax /Mg como espacio vectorial sobre el campo F,,.

Afirmacién: El conjunto {a;w/ /i = 1,....f, j =0,...,e — 1} es linealmente
independiente sobre Q,,, donde 7 es un elemento de norma maximal en Mp, es dedir,
Il = p~ /¢

Consideremos una combinacion lineal no trivial
E cijam! = g xjml, con ¢ €Q,
donde z; = ) ¢;ja;. Entonces para cada j existe un indice [ = [}, tal que

leijllp = [leisllp para todo i

€5 Cij . N .. .

y asf, =L = > <”> a; = Y 7ia; es una combinacion lineal no trivial con coeficientes en
Cij Cij

Ax v v = 1. Consideremos esta relacion moéd Mg . Definamos %; = v; mdd p. Dado

que {@i,...,ar} es una base para el campo residual Ax /Mg tenemos que

0 75 27161 S AK/MK

simplemente porque 7; = 1. De ahi que

> iai & M

lo cual implica que

=1
p

HZ Yii

es decir; ||zl = [lcijllp € [|Q) || es una potencia entera de p. Si ) x;jm/ = 0 implicarfa que

_ 4 ) ) . , . ,
existen ||zjm ||, = |77 ||, de ahi que, ||zl 7(lp = [l |lpl|7l , es deciv; p™ = |7l 7,
esto contradice la maximalidad de la norma de m en M. Asi, todas las normas de los

elementos x;77 son diferentes, implicando que

ij’/'['j # 0, Corolario 1.1.2
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es decir, ) ¢;ja;m # 0. Esto prueba la afirmacion, ademas se concluye que

ef <[K:Qp] =n.

Teorema 1.4.16. Para cada extension finita K de Q,, tenemos
ef=[K:Qp] =n. (Igualdad fundamental)

Demostracion. Por la proposicién anterior es suficiente mostrar la existencia de un con-
junto generador de K sobre Q, que contenga e f elementos.

Afirmacién: El conjunto {a;7/ /i=1,...,f, 7=0,...,e— 1} es un conjunto genera-
dor para K como Q-espacio vectorial.

Sea x € Ai. Entonces = se puede escribir como

oo f e—1
T = chpl, donde ¢ = Z ch-jamj, cada ¢ € Zyp (1.4.4)
=0 i=1 j=0
es decir,
oo f e—1
_ oIl
T = cija;mp
1=0 i=1 j=0

observemos que [ es el unico indice con infinitos valores y ademas, p* — 0, asi podemos

cambiar el orden de la serie, entonces:

definiendo ¢;; = Elzo cl-jpl € Zyp, tenemos que x = Zij cl-jaﬁrj, como Ak es un anillo
de valuaciéon en K, esto prueba que {a;7/ /i=1,...,f, j=0,...,e—1} genera a K
como un espacio vectorial sobre Q, y se sigue que e f > n. Por la proposicién anterior

n>ef,asi,n=cef. O
Nota. Sea K una extension finita de @, decimos que:

» K es no ramificada cuando e = 1, i.e., cuando [K : Q,] = f.
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» K es totalmente ramificada cuando f =1, ie, [K: Q)] =e.
» K es docilmente ramificada si p fe.
s K es salvajemente ramificada si e es una potencia de p.

En otras palabra, una extension finita K de @, es no ramificada cuando p es un generador
del ideal maximal Mg C Ax y K es una extension totalmente ramificada cuando el

campo residual no crece.

En adelante la clausura algebraica de Q,, seré denotada por leg , su anillo de valua-

cion de leg , es denotado por Zglg , es decir,
! !
2y? =A{x € Qy7 / |lzflp < 1}

y su unico ideal maximal por

Py ={z € Q)7 / |lzll, < 1}

Una consecuencia de la Proposicién 1.4.13 nos dice que

739 [pZ3 = F3l9 = U F,;.

1.4.2. La completaciéon del campo leg, G,

El objetivo principal de esta secciéon es mostrar la existencia de un campo completo y

algebraicamente cerrado, el cual, contenga a Q,,, es decir, un campo analogo a los niimeros
. . . !

complejos C. Primero, veamos que la clausura algebraica Qp ¢, de Q, no es completa con

respecto a la norma inducida.

Lema 1.4.17. Sea o un elemento algebraico sobre Q, de grado n, esto es,

[Qp(e) : Qp] = n. Entonces existe un entero positivo N, tal que o no satisface ninguna

CONGruencia

am@™ + -+ aja+ay =0 méd pV

en la cual aj € Zy no todos divisibles por p.
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Demostracion. Sea P(X) = X"+ b1 X" 1 4+ ... 4 by el polinomio minimal de a sobre

Qp, multiplicando por p~* donde k = min{ord,(b;) /i =0,...,n — 1}, tenemos que

and™ + -+ aja+ay =0, cona,=p ",

asi, a, € Z, y no todos los ao, ..., a,—1 son divisibles por p. De la ecuaciéon anterior, se
sigue que

—a,a" = ap_10" — 1+ -+ ara + ag,

de ahi que, si para todo N, se tiene que, ap_10™ 14+ -+aja+ag = 0 méd p”. Se tendria

que, —a,a”™ =0 mdéd pV para todo N, de donde, a, = 0, lo cual es un absurdo. O
Teorema 1.4.18. La clausura algebraica leg no es un espacio métrico completo.

.. . . . l
Demostracion. Mostraremos la existencia de una sucesion de Cauchy {a, }nen en Q37 tal
: L / . : ;
que {an }nen no tiene limite en QY. Es decir, no existe a € Q,, tal que, lim,, . a, = a.

7

Sea b; una (in — 1)-raiz de la unidad en leg esto es, Bt = 1, tal que, b* # 1,

7
k

i . . 27— ; . .
para todo m < p?" — 1. Notemos que si k > i, entonces vy = 1, ya que 2¢2%, implica

que p2i - 1|p2i — 1. Por tanto, si k > i, b; es una potencia de b;. Definimos

n

. N;

an = Z bip™,
=0

donde 0 = Ny < N; < Ny < ---, es una sucesion de enteros no negativos, los cuales,
€SCogeremos indnuctivamente. Supongamos que ya tenemos Ny, para todo k < n, es decir,
tenemos a,, = Z bip™i. Sea K = Qp(by), en la seccion anterior mostramos que K es una
extension no r;:Igiﬁcada, de grado 2". Ademas, mostramos todos los conjugados de b,
estan en K, |9]. Asi, K es también una extension de Galois. De ahi que, K = Qy(ay,), de
lo contrario, se tendria Q, € Qp(an) € Qp(by), por tanto, existe un automorfismo o de
K el cual deja fijo a Qp(ay,), es decir, o(a,) = ap. Por otro lado, o(a,) tiene expansion
n
p-adica Z a(bi)pNi y dado que, o(by,) # by, se sigue que, o(a,) # an, puesto que tienen
eXpanSiOZIZIé)S p-éddicas distintas. Notemos que los b; con ¢ = 0,1,...,n son los digitos en
la expansion p-adica de a,, en la extension no ramificada Q,(by,), dado que b? - bi, y

asi {an} es una sucesion de Cauchy.
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Por el Lema anterior, existe N,+1 > N, tal que a, no satisface ninguna congruencia
Brag, + Be—ray ' 4+ frag + o =0 mod pM,

para todo k < 2" y B; € Zjp, no todos divisibles por p. Esto nos da la existencia de
nuestra sucesion {ay}. Por dltimo, basta ver que no tiene limite en leg . Supongamos

por el contrario que existe a € leg , tal que

lim a, = a.
n—o0

Dado que a es algebraico sobre @, a satisface una ecuacion polinomial de la forma
Bn@™ + Bn1a™ " -+ Bra+ o =0,

para algin m > 0, donde podemos suponer que todos los 3; € Z, y no todos son
divisibles por p, estas dos condiciones se logran al multiplicar por una potencia adecuada

de p. Ahora, sea n tal que 2" > m. Dado que a = a; méd p™V»+1, tenemos que
/Bm(an>m + 5m—1(an)m_l +--- 4+ /Blan + 50 =0 maod pNn+17
lo cual contradice la definicién de a,. ]

Proposicion 1.4.19. El conjunto de los posibles valores para la norma p-ddica sobre
glg son todas las potencias racionales de p, es decir, para todo o € leg existe r € Q

tal que ||all, = p". Esto lo denotaremos por ||(Qa9)% |, = p2.

- . ! .
Demostracion. Si a € Q,, esto es claro. Sea a € Qp? — Q,, entonces a es algebraico

sobre @, de grado 2 < n, es decir; « satisface una ecuacién polinomial sobre @Q, de la
forma

ana” +---+ap=0
con a, # 0, a; € Q, i =0,...,n. Esto implica que existe 0 < i < j tal que ||a;a’|, =

llajad ||, # 0 (esto es el corolario 1.1.2 para la norma extendida a Q4"). De ahf que,

e
a; p
para algin d € Z, se que concluye |al|, = p?¢ donde ¢ = j — 1. O
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Definicién 1.4.20. Definimos C,, como la completacion de leg con respecto a la norma
p-adica, || ||, esto es,

—

_ Ny
Cr=0Qp

Justo como extendimos la norma || ||, en Q a Q,, extendemos la norma || ||, en leg

a C,, al definir, para cada a € Cp, ||a||, = limy,—« ||an||p, donde {a,} es una sucesion de
Cauchy de elementos en leg que converge a a.

Al igual que al pasar de Q a Q,, es sencillo mostrar que para todo a € Cp, a # 0,
se tiene que, ||all, = |lan||, para n suficientemente grande. De ahi que, el conjunto de
valores de || ||, sobre C, es también pQ.

También, extendemos ord, a C, como
ordy(a) = —log, [|all, para todo a € C,.

El proximo teorema nos dice que C, es el campo p-adico andlogo de los ntmero

complejos C.

Teorema 1.4.21. El campo C,, es algebraicamente cerrado.

Demostracion. Sea f(X) = X" 4+ a,—1 X" ! + - + ap un polinomio en C,[X]. Basta
mostrar que f tiene una raiz en C,. Para cadai=0,1,...,n—1, sea {a,(f?} una sucesion

de leg que converge a a;, esto es, lim,, ag,? = a;. Definimos para todom =0,1,2,...
gm(X) =X"+ anfl,an_l + e al,mX + aom

Entonces g,, — f, ya que cada coeficiente lo hace. Ademas, para cada m, g,(X) €

Zlg [X], por tanto, g, tiene todas sus raices en leg, sean T'1m,2,m; - -+, nm € leg las
raices de g, (X).

Afirmacion. Existe una subsucesion {ry,, »} la cual es una sucesion de Cauchy para

algin 1 <k, < n.

Veamos esto por induccion. Supongamos que tenemos 1, ,, y deseamos hallar rg,, .| my1-

Sea Om = ||gm — gm+1llp = méx{”a%) —a,(fl)HHp /i=0,...,n}. Note que d,, — 0, cuando
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m — 00, ya que gm — f, cuando m — oo. Si Ay = méx{L,|[rimll; /i =0,...,n},

existe una constante A, tal que, para todo m A,, < A. Por consiguiente,

IT7kim = rimiale = lgmir kpan) I

= N gm+1(Tkpm) = I (Thp.m) llp

IN

méx{[|al) — &, lps | Phmmlls /i = 0,1}

< oA
De donde, existe al menos un ¢ tal que

17k = Timetlly < V/0mA. (1)

Sea 7, ,m+1 cualquiera de tales 7;,,41 que satisface (}). Por las propiedades de || ||, es
claro que {ry,, mn} es una sucesion de Cauchy. Ahora si definimos r = limy, 00 7%, m € Cyp,
r € C, y se sigue que

flr) = mlgnoof(rkm,m) = n%gnoo gm(rkm,m) =0.

Como se deseaba. O

Finalizamos este estudio de los ntimeros p-adicos mostrando que leg y C, no son
localmente compactos, lo que los separa radicalmente de C, por ejemplo, no podemos
usar el procedimiento expuesto en el Apendice A para definir una medida de Haar en

alg
p° oen Cp.

Teorema 1.4.22. Los campos leg y C, no son localmente compactos.

Demostracion. Topologicamente los campos leg y C, de @, son homeomorfos a H Qp,

N
y sabemos que el producto de espacios topologicos es localmente compacto, si y sélo si

excepto un namero finito de ellos son compactos [9]. O

Resumimos este capitulo en una tabla con los hechos méas importantes:
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CampoD A DM | Campo Residual | Valores | ||, | Propiedades
Qp 2 Zy 2 pZy, Fp p” Completo y locamente Compacto.
Q%9 > 74 > pzal Falo pY Algebraicamente Cerrado, No com-
pleto y No localmente compacto.
Cp, 2 ADM Falo pQ Algebraicamente Cerrado, Comple-

to y No localmente compacto.







Capitulo 2

Series de Poincaré de Singularidades

de curvas sobre IFq

RESUMEN: En este capitulo motivaremos la nocion de curva geométrica [21] y
daremos la definicién de series de Poincaré multi-variable de singularidades de curvas

definida por Karl Stohr.

2.1. Curvas Singulares

Sea k un campo algebraicamente cerrado y sea C' una curva algebraica afin sobre k. En
otras palabras, C' es una variedad algebraica cuyo anillo de coordenads k[C] (vea [3]| pag
661) es un dominio entero, tal que el campo de funciones racionales k(C') = Frac(k[C])
tiene grado de transcendencia 1 sobre k.

Decimos que un punto v € C es no singular, si m, ¢ /mac es k-espacio vectorial de
dimensiéon 1, donde m, ¢ es el tnico ideal maximal del anillo local O, ¢, de funciones
racionales sobre C' definidas en v, (vea [3] pag 722). Entonces sabemos que v es un punto
no singular de C sobre k si, y solo si, el anillo local O, ¢ es un anillo de valuacién discreta
(vea [3] Proposicion 12 pag 763). Ademés, sabemos que al hacer Blow up en cada punto

de C', obtenemos el modelo no singular de C, denotado por C. Cada punto v € C se

39
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proyecta en un tnico punto v € C' y cada punto singular de v € C, al hacer blow up
sobre él, se convierte a lo sumo en un nimero finito de puntos vy, ..., Uy, € C.

Lo anterior motiva a definir en términos més algebraicos que geométricos la nocion
de curva algebraica.

Sea K|k un cuerpo de funciones en una variable con campo de constantes k, donde
k no necesita ser algebraicamente cerrado. Diremos que X es una curva algebraica, geo-
métricamente irreducible y completa, si X es el conjunto de indices de {Op}pecx, donde
los Op son k-algebras locales propiamente contenidas en K y con campo de fracciones

K, con las siguientes dos propiedades:
(i) Para casi todo P € X, el anillo de local Op es un anillo de valuaciéon discreta.

(74) Para cada anillo de valuacion discreta R de K|k existe un tnico P € X tal que

Op CR.

Por la primera propiedad el ntimero de posibles singularidades de X es finito. Y por
la segunda propiedad, existe un morfismo 7 : X — X , donde X denota el conjunto
de indices de todas las valuaciones discretas de K|k, llamado el modelo no singular o
normalizacién de X sobre k. Para cada P € X los elementos de la fibra 7—!(P) son
llamados la ramas de X centradas en P. Por el teorema de existencia de valuaciones
(vea [0]), el morfismo 7 : X — X es sobreyectivo, es decir, para todo Op existe un
anillo de valuacién discreta R por encima de Op. Ademas, el nimero de ramas centradas

en P es finito, veamos esta tltima afirmacién en detalle.

Proposicion 2.1.1. Sea K|k un campo de funciones en una variable sobre k. Si O
una k-algebra local propiamente contenida en K, tal que Frac(O) = K, entonces existen

finitos anillos de valuacion discreta de K|k sobre O.

Demostracion. Sabemos que la clausura entera de O, denotada por (5, es la interseccion
de todos los anillos de valuacion que contienen a O (vea Corolario 5.22 [1]), asi, que
todo anillo de valuacién sobre @ es también un anillo de valuacién sobre O. Por tanto,

probar que existen finitos anillos de valuaciéon discreta sobre O, es equivalente a probar
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la existencia de finitos anillos de valuacién disreta sobre O. El Teorema 7 pag 755 y
el Corolario 8 pag 758 [3]|, nos dicen que si I es un ideal primo minimal de O con
respecto a la inclusién, entonces la localizacion de Oenl , (51 es un anillo de valuaciéon
discreta y dado que los anillos de valuacién discreta son anillos maximales, entonces
existe una correspondencia biyectiva entre los ideales primos minimales de O y los anillos
de valuaciéon discreta que contienen a O. Por tanto, basta probar que en un dominio
noetheriano existen finitos ideales primos minimales, lo cual es una consecuencia directa
del Teorema de Descomposicion Primaria en anillos noetherianos (vea Corolario 22 pag

685 []) O

Sea Q1,...,Qm € X las ramas centradas en P, esto es, 7 1(P) = {0¢,,...,00,,}
donde Og,,...,Oq,, son los correspondientes anillos locales a estos puntos. Dado que K
es el campo de funciones de X yvde Xy X es una curva no singular, los anillos locales
Og,,---,0¢

son precisamente los anillos de valuacion discreta de K|k sobre Op. La

m

clausura entera de Op, denotada por 51: es
(5P=OQIQ---QOQm

y por tanto, Op es un dominio de ideales principales semilocal, cuyos ideales maximales

P1,...,pm corresponden biyectivamente a las ramas Q1,...,Q. Es decir, para cada

pi=O0pNmg, ={z€Op /vi(z) >1}
donde v; = ordg, es la valuacion discreta correspondiente a Og, en el campo de funciones
K|k y mg, = {z € Og, / vi(z) > 1} es el tnico ideal maximal de Og,.

Ahora bien, la completacion del anillo local (Op, m;,) sera denotada por (5} y la com-
pletacién del anillo semi local Op con respecto a su ideal de Jacopson J = Np; es denota-
da por 5]3. Dado que Op tiene k-codimension finita en (51:, esto es, dp = dim(ép/(’)p)
(vea Capitulo 4 [20]), de ahi que, Op es un Op-moédulo finitamente generado. Tomando
la filtracion

OpD2JI2DTJ*2DT%D--

tal filtracion es mp-estable, ya que:



42 CAPITULO 2. Series de Poincaré de Singularidades de curvas sobre [Fy

(i) Para todo n > 1, mpJ" C J"*!, esto es equivalente a mostrar que mp C J.
Sea z € mp. Entonces 1 + z es un elemento invertible en Op C Og,, por tanto es

invertible en Og,, esto significa que z € mg,, de ahi que z € J.

(ii) Existe un n > 1 tal que mpJ" = J""!. Basta mostrar que existe un n > 1 tal que

mpOp D J". Tomando n; = min{v;(z) / z € mpép}, tenemos que
mpép = 61375?1 . 'tr,%m

donde t; es un parametro local de Og,, es decir, v;(t;) = 1 y es claro que

J = (5pt1 -« tm,. De ahi que tomando n = ny + - - - 4+ n,,, tenemos

J" = Opth---t"
= <6Pt?1 .. .t”mm) (t’f—”l .. .t”m—nm)
= mPéP (t'il_”l . t?;”M)

mPOp.

N

Por tanto por el Lema de Artin-Rees (Proposicion 10.9 [1]), la filtracion inducida
OpNOp20pNIT20pNT*20pNT3D -
es mp-estable, es decir, existe n tal que

mp(Opﬂjn) = OpﬂjnJrl

m;g"rl — OP N jTH’l‘
De lo anterior, tenemos la siguiente proposicién:

Proposicion 2.1.2. La topologia de Op es inducida por la topologia de (513 Yy ast (5; es

un subanillo cerrado de 613 de k-codimension dp

Ahora nos concentraremos en Op y en su completaciéon Op. Dado que dos ideales

maximales diferentes son comaximales, se tiene que p; y p; son comaximales si i # 7,
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de ahi que J = p1---pm = 6me1 ---mg,,, usando el Teorema Chino del Residuo,

tenemos:
Or _ Op
j OP N le N n mQ"L
6P (5p
— — X o .. X —
Op Nmg, OpNnmg,,

Analogamente, pi' y p7 son comaximales si i # j,

J" Op Nmp, Opnmg

Por tanto, tenemos que para todo n # 1

6PgOQ1X...X%

jn m’ggl mgm

Ahora, pasando al limite inverso (vea Capitulo 10 [1]) tenemos que:

= . Op

= O

Op = lfm—2Lx. Cm
= Mo, MQm

Op = lfm—2L x ... x lim —2m
< le < QO

Donde Og, es la completacion del anillo de valuacién discreta con respecto a su tnico
ideal maximal mg,. Ademas, si K,, es la completacion de K con respecto a la valuacion

v; correspondiente a Og,,, entonces

~
~ ~

Opgk\vle"'XK’U

m*

Ahora, sea B, ..., By, los primos minimales de @p v sea O pyp; la completacion de @p
con respecto a P, si ¢ : @p — @pq:;l X oo X 6pq37n denota el homomorfismo diagonal,

entonces dado que Op es un anillo reducido (vea Teorema 1 [15]) 4 es inyectiva. Lo cual
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implica que el siguiente diagrama conmuta:

Ly .
Op 4’Ops431><~~><(f)pq3m

Luego tenemos una correspondencia biyectiva entre los 6Qi y los 6Pq3i. Nosotros llama-
mos a los anillos @pmi las ramas centradas en 6]3. Por el Teorema Estructural de Cohen
para anillos locales regulares (vea Proposicion 10.16 |1]) cada 6621- es isomorfo a k;[|t;]],
donde k; = @Qi /Mg, es el campo residual de (/Q\Qi, es claro que k; = Og, /mo, = Op/pi.

Concluimos que

Op Z ki[ta]] x -+ X Ep[[tm]]-
Este isomorfismo es una herramienta esencial en nuestro estudio de las series de Poincaré

definidas a continuacion.

2.2. Series de Poincaré Multi-variables de Singularidades de

curvas algebraicas

En esta seccion definiremos las series de Poincaré multi-variable P(a,b,t). Usamos
como referencias [23], [22].

Sea O un anillo local de una curva algebraica geometricamente irreducible definida
sobre un campo finito k = [F, con campo de funciones racionales K, esto es, k C O C K
con Frac(O) = K. La clausura entera O de O es un dominio de ideales principales
semilocal, cuyos ideales maximales pi,..., P, se corresponden biyectivamente con las
ramas centradas en O de la singularidad de la curva. Sea vi = ordy,, ..., v, = ordy,, las
correspondientes valuaciones discretas del campo de funciones K |F,. Para cada O-ideal,

digamos

pti=pt-oppm con ni= (ng,...,ny) €Z"
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definimos su multiexponente como v(p™) := n. Y para cada funcién racional no nula
z € K*, sea

v(2) = v(20) = (v1(2), ..., vm(2)) € Z™.
Sea t el vector de longitud m cuyas entradas son las variables %1, ..., t,,. Abreviamos el

monomio de Laurent, por

th =t -ty para todo n = (ng,...,ny) € Z™.

Definicién 2.2.1. La Serie de Poincaré Multivariable asociada a un par de clases

de O-ideales [a] y [b] es definida por la serie de potencias multivariable
P(a,b,t) :=> na(a,b)t™ € Z[[ts, ..., tm]]
cuyos coeficientes son los cardinales
Na(a,b) = #{O-ideales 9 /02 a,0~b y 0-O=a-p "}
donde dos O-ideales 0 y b estan relacionados d ~ b, si existe z € K* tal que 20 = b.

En adelante probaremos que dichos cardinales son finitos y que el dominio de conver-
gencia de esta serie multivariable es el polidisco unidad. Esta serie s6lo depende de las
clases de equivalencia de los O-ideales [a] y [b], asi que la podemos expresar alternativa-
mente como:

P(a,b,t) = Y tv(#O)v@O) (2.2.1)
[Us]:!
o~b

Dado que cada O-ideales es equivalente a el (O-ideales o y que los O-ideales que
contiene a a son exactamente de la forma a - p™™, donde n := (n1,...,n,) € N,
entonces en el caso particular en el cual b es simultaneamente un O-ideal y un (5—ideal,
entonces

P(a,b,t) = P(a,0,t)

o0

- Z £ g

ny...nm=0

1
(1_t1)"'(1_tm)‘
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Notacion: Definimos
p = dim(O/mp) < 0o
como el grado del campo residual de O sobre el campo de constantes F, y por

ri :=dim(O/p;) < o0

el grado del campo residual de O en p; para i =1,...,m. Por el Teorema Chino del
Residuo
o _ _0
pl’l p717/1 .. p%m
9] O
— Tl e X Tm
p1 Pm
(2.2.2)

y asi,

dim(O/p") = Zfrmi =r-n.
i=1

El grado de un O-ideal 9, denotado por deg(?d), es definido por las siguientes pro-

piedades:

1. deg(O) =0
2. dim(?d/a) = deg(d) — deg(a), siempre que ? 2 a.
Sea & = deg(0) = dim(O/0) el grado de singularidad del anillo O. Entonces por

2.2.2
deg(p™) =0 —r-n.
Lema 2.2.2. Para cada funcidn racional no nula z € K* y para cada O-ideal a tenemos

m

que
deg(a) — deg(za) = Y _rivi(z) =r-v(2)

=1

y en particular, deg(z0) = —r - v(z).
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Demostracion. Sea b otro O-ideal y 0 = a N b. Dado que la multiplicacién por z define
un automorfismo de K como k-espacio vectorial, se tiene un isomorfismo de k espacios

vectoriales

a/d = za/z0 y b/o = zb/20.

Por consiguiente,

deg(a) — deg(d) = deg(za) — deg(20)

deg(b) —deg(d) = deg(zb) — deg(zd),

Restando ambas ecuaciones, tenemos deg(a) — deg(za) = deg(b) — deg(zb), lo cual nos
dice que el valor de deg(a) — deg(za) no depende del O-ideal a. Tomando a = 0, por la

Ecuacion 2.2.2

deg(a) — deg(za) = deg(O) — deg(z0)
= dim(0/z0)

= rvi(2) + -+ rmom(2).
]

Ahora daremos una forma alternativa de expresar los coeficientes de la serie de Poin-

caré P(a,b,t).
Definicion 2.2.3. Sea a y b O-ideales, definimos el cociente b : a, como el submoédulo
b:a={z€ K/ za Cb}.
Para cada O-ideal b consideremos el O-ideal
:0):b=0:0):(6-0)=(6:0)-(6.0)7"

el cual, es el cociente de (b : 6), el O-ideal mas grande contenido en b, por b-@, el O-ideal

mas pequeno que contiene a b. Este cociente solo depende de la clase [b]. Dado que O es

un dominio de ideales principales, podemos escoger b en su clase tal que b - 0 =0.



48 CAPITULO 2. Series de Poincaré de Singularidades de curvas sobre [Fy

Lema 2.2.4. Sea f= O O el O-ideal conductor, entonces
fC(b:0):(b-0)CO.
Demostracion. Dado que (b : (5) esta contenido en b y a su vez b esta contenido en b- 0,
se tiene que (b : (5) Cb-O y por tanto
(6:0):(6-0)C (b-0):(b-0)CO.

Ahora tomando b en su clase de equivalencia tal que b - 0= 5, contiene el O-ideal b - f,

asi mismo lo hace b : (5ypor tanto
6:0):(6-0)D(b-§):6-0)DF.
O

Sib-O = (5, entonces f C b C O. Dado que el anillo 6/f es finito, se sigue que el
semigrupo de clases de O es finito (vea [5]). También, deducimos que el indice (Ug : Up)
del subgrupo de unidades de b, Uy en Ug el subgrupo de unidades de O es finito. En
realidad, los finitos O-ideales 0 que satisfacen 0 - 0=0 y 0 ~ b son justamente de la
forma z~'b donde z € U & s tnicamente determinado médulo Uy, siempre que se tenga
b-O=0. Sea

b=(by,....bm) :=v((b:0):b) =v(b:0)—v(b)
el multiexponete de (b : (5) : b. Por el lema anterior tenemos que

0:=(0,...,0) <b < f:=v(f)

donde < es el orden parcial en el producto Z™. Si b- O = O, entonces (b : O) : b es el
O-ideal més grande contenido en b, y b es el vector més pequeiio en el orden parcial de

Z™ tal que pP C b. El vector b y el conjunto
S(b) :={v(z) —=v(b-O) / z € b,z # 0}
so6lo dependen de la clase del ideal b. Es claro que

b+N™ C S(b) C N™
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y S(O)+ S(b) C S(b). En particular, S(O) es un semigrupo intermedio entre f + N y
N™_ llamado el semigrupo asociado al anillo local O.

Para cada b y para cada n € Z™, definimos
bp:={z€b/v(z) =n}.

Teorema 2.2.5. La serie de Poincaré multivariable P(a,b,t) tiene coeficientes

#((b: a);/Uo)

in(, b) = (Us - Uo)

donde j=n —v(a-O)+v(b-0O). Ademds,
1. 1 (O,b) >0, si, y solo sin € S(b)
2. 0 <nu(a,b) < (Ug : Up) para todo n
3. b es el vector mds pequeno en el orden parcial de N™ con la propiedad:

Si n>b entonces nu(a,b) = (Ugz : Us).

Demostracion. Al reescribir la serie como
P(Cl, b, t) = Z tv(a'é)_v(["(a)-i-v(z)
2€(b:a)\0/Up

donde Uy, = {z € K* / zb = b} y (b : a)\ 0/U, denota el cociente de (b : a) \ 0 por la

accion del grupo Uy. Vemos que

Pla,b,t) = > #((b: a);/Up)t¥ @OV EO1H,

jezm

es decir, nn(a,b) = #((b : a);/Up) donde n = v(a- O) —v(b-O) +j. Dado que

#((b:a)j/Uo) = #((b : a);/Up)(Uy : Uo)

tenemos la expresion deseada para 7y,. Ahora bien, los coeficientes n,(a,b) > 0, sii,

b es no vacio, esto es, n € S(b). Para probar las dos afirmaciones restantes,

n+v(b-0)
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asumiremos sin perdida de generalidad que 1-:0=b-0=0 y por consiguiente, tenemos
que (b:6) C O, b:0=pPy

(0, 0) = #((b: a)n/Up) < #(On/Us) = (Ug : Us)

para cada n € N, La igualdad ocurre, sii, (b : a)y, = (5n, es decir, 611 C b : a. Luego
esto ocurre para todo n y para cualquier vector mas grande, sii, p™ C b : a, es decir,
a-b™ C b, lo que equivale a p™ C b ya que a - O = 5, lo que finalmente nos dice que

p“gb:@,esdecirnzb. [

En particular, este teorema nos dice que nuestra serie en realidad esta bien definida y
dado que desde cierto vector en adelante todos los coeficientes de la serie son constantes,
tenemos una serie geométrica lo que nos lleva a concluir que el dominio de convergencia

de la serie de Poincaré Multivariable es el polidisco unidad, esto es, [t1] < 1,..., |t;,]| < 1.

2.3. Representacion Integral

En seccién daremos una representacion integral de la Serie de Poincaré, para esto
debemos considerar un espacio en el cual podamos hallar una medida ttil (vea A.2.5).

Sea

m A~
R = HKW
i=1

el anillo de fracciones de la completacion de O del anillo local O. Sea U = I, IA(:;Z
su grupo de unidades. La asignaciéon que a cada O-ideal a le asigna el O-ideal @ := a- (5,
ar—a:=a- (5, define una correspondencia inyectiva y monotona la cual preserva el
grado entre los O-ideales y los O-ideales, el morfismo inverso esté dado por a — aN K.
Dos O-ideales a, b son equivalentes, si y solo si, los correspondientes O-ideales a, b son
equivalentes, esto es; a = zb para algin z € K*, sii, a = zb para algin z € Ug (vea []

seccion 3)

Lema 2.3.1. Sea a y b O-ideales, entonces
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Demostracion. Sea z € b : a, entonces por definicién za C b, de ahi que por continuidad
2a C b, esto nos dice que z € b : @, por tanto b : a C b : @, lo cual implica que b : a C b : 4.
Dado que b:anK =b: a, es sufienciente mostrar que (E :a)NK Cb:a.Seaze K

tal que za C E, entonces za = zaN K C 2bNK =b y por consiguiente z € b : a. O

El homomorfismo v : K* — Z™ se extiende naturalmente al homomorfismo de

grupos v : Ug — Z™ que envia cada elemento z = (z1,...,2y) de Ug al vector
v(z) := (V1(2),...,0m(z)), donde v; es la valuacion en I?Ui que extiende a v;.

Teorema 2.3.2. R es un grupo topologico localmente compacto.

Demostracion. Veamos en principio que en realidad R es el anillo de fraciones de O, es
decir,

m
Frac(0) H K.,
i=1

Es claro que Frac(O) = Frac(O), de donde se sigue que

~

Frac(O) = Frac(O)

= Frac(@Q1 X e X @Qm)
= Frac(@Ql) X e X Frac(@Qm)
= IA(UI X - X f(vm

Que R es un grupo topologico se sigue del hecho que su topologia esta dada por una
norma. Ahora dado que R es el producto finito de los IA(UL. cont=1,...,m, basta ver
que cada IA(W es localmente compacto. Por el teorema estructural de Cohen, tenemos que

cada 6@1‘ = ky[|t;|] donde k; = O/p;, de ahf que

~

K, = Frac(Og,)

1

Frac(k;[|t:]])
ki((t:))

1

donde k;((t;)) denotan las series de Laurent en la variable ¢; con campo de constantes k;.

Dado que k; es una extension finita de Fy, k; = Fgri, k; es compacto, ademaés, sabemos
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que si k es un campo localmente compacto, entonces un producto de espacio vectoriales
sobre k, es localmente compacto, si y solo si, casi todos son espacios compacto. Asi

Ei((t;)) = H k; es localmente compacto y por tanto IA(UZ. también lo es. O
zZ

Del teorema anterior R es un grupo topolégico aditivo, el cual es una F,-algebra
localmente compacta. Por el teorema de Haar (vea A.2.5) existe una tinica medida de Haar

i sobre R, normalizada tal que 11(O) = 1. Ahora bien, si a C b son O-ideales, entonces

el O-ideal b es una union disjunta de clases laterales de @, esto es, b= Uzeﬁ /3% +ay

dado que E/ﬁ es una [F -algebra de dimensién finita,
o) = Al =+9)
2€b/a
= #(0/a)A(@)
_ qdim(b/ﬁ)ﬁ(a\)
_ qdim(b/a)l/z(a).
Luego, dado que la normalizacién es ﬁ(@) = 1, tenemos que ﬁ(g) = ¢%8®)  para todo

~

O-ideal b. En particular, u(0) = ¢°. Ademas, dado que el grupo de unidades Ug del

anillo local O es el complemento del ideal maximal m de (5, concluimos que

iUg) = AO\)
= 1A

= 1—q".

Ademas, por el lema 2.2.2 se sigue que, para toda z € K*, ﬂ(z@) = ¢ ") y aun mas

para cada z € Ur. Ahora por la unicidad de la medida de Haar, tenemos que
A(zM) = ¢ V(M)

para todo z € Ur y para todo conjunto medible M.

Sea h : Z™ — C una funcién. Definimos

/[;reg = Bﬂ Ur
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dado que /b\reg es la union disjunta de los conjuntos by, = {z € b / v(z) =n}, y dado que
v(z) asume sobre by el valor constante n, tenemos que:

JECCIEE OIS / 2O di(2)

nEZm

= Y in n) € Cllts, ..., tm|]t"©

nezm

breg

en el dominio de convergencia absoluta de la serie de Laurent formal al lado derecho.
Atn si el dominio de convergencia es vacio, la serie de Laurent formal ain puede ser
interpretada como alguna clase de integral en el espiritu de la integracion motivica (vea

Dado que by es la union disjunta de clases zUg, donde z varfa sobre un sistema

completo de representantes del cociente En /U & Y dado que cada una de estas clases tiene

medida
i(zUg) = ¢ ™Y@ aUs) = ¢ V& (1 - ¢ ")
obtenemos
Abn) = #(bn/Uo)g "(1 =g 7*).
De ahi que

/h(V(Z))tV(Z) dii(z) = (1 —q ") Y #(bn/Uo)h(n)g "¢

5 nezm
reg
En el cado particular que h(n) = ¢"™ tenemos que

(1=q ") ) #(bn/Uo)t™ = /q”(z)t‘“z) dfi(z). (2.3.1)

nezm PN
breg

Teorema 2.3.3 (Rerensetacion Integral de la serie de Poincaré.).

q° v(a-0)—v(b-O) / rv(z)sv(z) g
P t) = t t .
(6)req

en el polidisco unidad |t1| < 1,...,|tm| < 1.



54 CAPITULO 2. Series de Poincaré de Singularidades de curvas sobre [Fy

Demostracion. Por el Teorema 2.2.5, los coeficientes de la serie de Poincaré multivariable,

son tales que
#((b : a);/Uo)

(0 0) = (Us : Uo)

donde j =n —v(a- O) +v(b-O). Reemplazando en la ecuacion 2.3 Ereg por (b/:\a)reg =

(b:3) reg, Obtenemos:

P(a,b,t) = > nala,b)t”

nezm
_ Z #(( [’ a /Uo)t
nezm )
tv(a(’))—v(b@
= T 2 HesauUot

neczZm
tv(a-O)fv(b-O) 1

_ r~v(z)tv(z) Az
Gt T ] alz)

(6:0)reg

_ q° v(a-0)—v(6-0) rv(2) 4 v(z) g
U Vo)l —1)" ¢ )




Capitulo 3

Conclusiones

3.1. Series de Poincaré sobre Q,

Como vimos en el Capitulo 2, la serie de Poincaré multivariable de singularidades
de curvas definidas sobre el campo de constantes FF,, puede ser representado como una

integral:

q° v(a-0)—v(b-O) / rv(2) ¢ v(z) g0
P t) = t t d .

(6:@) reg

m
donde i es la medida de Haar sobre R := H[?vz normalizada tal que 7i(O) = 1. El
principal propoésito de este trabajo era dar uZn:a1 definicién de serie de Poincaré multiva-
riable de singularidades de curvas definidas sobre el campo de los nimeros p-adicos, Qy,
a través de una posible representacion integral. Vimos en la Seccién 2.1, que dado un

campo de constantes cualquiera k y un cuerpo de funciones en una variable K sobre k,

para un anillo local O propiamente contenido en K tal que Frac(O) = K, tenemos que
O = Fy[[ta]] > -+ X K[|t ]]

donde k; = (5/ p; es el campo residual de @) respecto al ideal maximal p;. Al definir
m -~

R = Hkvw tenemos que R = Frac(O). En particular, que tomando k = F,, R es un
i=1

95
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grupo topologico localmente compacto lo cual nos permite usar el Teorema A.2.5 para
obtener una medida de Haar sobre R.

Al tratar de simular dichas ideas tomando k = @, encontramos que R no es local-
mente compacto ya que cada I?Ui es homeomorfo al producto infinito contable [ [ k; donde
k; = O /Ppi es una extension finita de Q. Lo cual implica que k; es localmente compacto,
pero el producto [[k; NO lo es. Lo anterior debido a que existe un ntimero infinito de
factores, los cuales no son compactos. Al no tener la propiedad de localmente compacto,
no podemos usar el Teorema A.2.5 para obtener una medida de Haar en R para anillos
locales definidos sobre Q.

Otra posible complicacién es: la completacion algebraica de @, denotada por QZZQ ,
no es localmente compacta, més ain, no es completo respecto a la topologia inducida
por Q.

Conclusiones y posibles desarrollos consecuentes

1. La definicién de serie de Poincaré multivariable de singularidades de curvas defini-
das sobre Q, no es posible a partir de una representacién integral como en el caso

de F,.

2. La clausura algebraica leg , de Qp, la completacion topologica C,, de Q;lg ,yoel

campo de fracciones R, de (5, son grupos topoldgicos, los cuales, no son localmente
compactos, lo cual imposibilita usar el Teorema A.2.5 para obtener una medida de

Haar sobre dichos espacios.
Preguntas abiertas y desafios que esta tesis deja son:

s ;Podemos hallar una medida de Haar sobre algunos de los campos le‘q , Gy
R? Atn més, la siguiente pregunta en el area de la teoria de la medida, ;Cuales
son las condiciones necesarias y suficientes sobre un grupo topolégico para poder
definir una medida de Haar sobre é17. Ambas preguntas son de gran importancia,
dado que el estudio de la estructura analitica y algebraica de @, y sus extensiones

tiene grandes aplicaciones fisicas y matemaéticas (vea 9], [10], [2], [L7]). Y dado el
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gran numero de espacios topolégicos que no son localmente compactos, definidos
en areas como geometria algebraica y diferencial. Hace falta una herramienta que

nos permita decidir la existencia o no de una medida “atil” sobre dichos espacios.

» Otra pregunta es, ;FExiste un anélogo de la Serie de Poincaré Multivariable de
singularidades de curvas P(a, b, t), definida por Karl Otto Stohr sobre el campo de

los ntimeros p-adicos?

Otra definiciones de series de Poincaré similares estan dadas por Zuiiga en [12],
[25]. En dénde integramos sobre Q, o sobre alguna extension finita de Q, y se
toman anillos locales O los cuales estan entre Q, y extensiones finitas K de Q,,

ademaés de tomar O-ideales triviales.

Veamos una de las posibles definiciones de serie de Poincaré multivariable dada en

[12], la cual se fundamenta en la teoria de la integracion motivica.

Integraciéon respecto a la caracteristica de Euler generalizada.

Sea k un campo de constantes. Empecemos denotando por Vary la categoria de las
variedades algebraicas sobre k y por Ky(Vary) el anillo de Grothendieck correspon-
diente a Varyg, esto es, el cociente del grupo abeliano libre por las clases de isomorfismo

[X] de una variedad algebraica sobre k, con las siguientes relaciones:
» [X]=[Y]si X esisomorfaaY, para X,Y € Vary
» [X]—[Z] =[X\ Z] si Z es un subconjunto cerrado Zariski en X
» [X x; Y] = [X][Y], para X,Y € Vary

donde X Xj Y denota el producto fibrado de X y Y. Denotemos por L = [Al] y
1 = [z] la clase de equivalencia de un punto. Definimos M, := Ko(Vary)[L~!] como

el anillo obtenido por la localizacion de Ky(Vary) con respecto al sistema multiplicativo

{1,LY, L2 1L3,...}.



58 CAPITULO 3. Conclusiones

Asociado al anillo local O (vea la seccion 2.2) se define el conjunto de n — jets como
n._ @ /tnt17) o plnt1]
J5=0/t""0=k ,

donde n := (ny,...,ny) e N 1:=(1,...,1), [n+1]|=(n+1)-1y
t := (t1,...,tm,) con los t;’s son uniformizantes locales de las valuaciones por encima de
0. La proyeccién candnica O—0 / t2+10 es denotada por my.

En estos términos, un subconjunto X de O se dice cilindrico si X = 7, (Y) pa-
ra algin subconjunto constructible Y de jé‘, i.e., Y es una unién finita disjunta de
subespacios localmente cerrados.

La caracteristica de Euler generalizada (o medida motivica) de un subconjunto

cilindrico X C O, X = m;}(Y), con Y C J3 constructible, es:
() = [VIL € A

la cual esta bien definida. Esta definiciéon la extendemos a cualquier subconjunto de
X C K, esto es, X es llamado cilindrico si existe un elemento z € O no divisor del cero
tal que el conjunto zX es un subconjunto de O y es cilindrico, por ejemplo, los O-ideales.

En este situacion, la caracteristica de Euler generalizada es

Yol X) =§Ei§§ (vea [11])

Ahora, la integral respecto a la caracteristica de Euler generalizada es difinida como:
Sea (G, +,0) un grupo abeliano, y sea X un subconjunto cilindrico de O. Una funcién
(I O — G es llamada cilindrica si ella tiene rango finito y para cada a € G, a # 0, el

conjunto my(1(a)) es cilindrico,

/w dxg == Z Xg(X NY(a)) ®a
X pi

si la suma tiene sentido en M ® G. En tal caso, la funcién ¢ se dice integrable sobre

X.
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Ahora bien, tomando a = O, en la representacion integral de P(a, b, t) (vea Teorema

2.3.3) y tomando en la clase [b] un represente tal que b - O = O, tenemos que:

P(O,b,t) = ¢ / VO dhi(z).
o (Us : Uo)(g? — 1)

breg
Ademsas, tomando k = I, en la definicion de caracteristica de Euler generalizada,
tenemos que la medida de Haar de un O-ideal y su caracteristica de Euler generalizada

coinciden, es decir
Xg(a) = fi(a) (vea 2.8[11])

Y asi, la serie de Poincaré multivariable de singularidades de una curva algebraica se
puede expresar como
Xg(UO) / rv(z)4v(z)
PO,b,t) = =—=——— [ L t dx
( ) (Us : Uo) !

hreg
Lo anterior nos motiva a definir en general, la Serie de Poincaré Multivariable de Singu-

laridades de una curva como

P(O.b.8) = xo(Uo) [ L) dy, (3.1.1)

breg

la cual en el caso finito £ = [F; es un multiplo entero de P(O, b, t), a saber,
(Up : Up)P(O, b, t).

Notemos que la ecuacién 3.1.1 tiene sentido en el caso k = Qp, es decir, esta es
una forma de definir P(O, b, t) en el caso p-adico, la pregunta es: ;Es esta definicion el
andlogo de la Serie de Poincaré Multivariable de una Singularidad definidad por Stohr
[23]? La complejidad de esta pregunta yace en el formalismo de dicha definiciéon y en la
poco informacion de las propiedades de la caracteristica de Euler generalizada en el caso

p-adico.






Apéndice A

Medida de Haar

RESUMEN: Mostraremos la existencia y unicidad de la medida de Haar en cada
grupo topologico localmente compacto. La medida de Haar se obtendra a partir
del teorema de representaciéon de Riezs, asi, que se mostraremos un funcional que

inducira nuestra forma de medir. Este tratamiento, esta basado en los libros [14] y

[5]-

A.1. Espacios Localmente Compactos

Definicion A.1.1. Espacio Completamente Regular: Sea X espacio topoldgico
Hausdorff, diremos que X es Completamente Regular si para todo zg € X y FF C X
cerrado, con zp ¢ F', existe una funciéon continua f : X — [0, 1] tal que f(x¢) = 1y para
todoy € F f(y) =0.

Espacio Localmente Compacto: Un espacio topologico X se dice localmente com-
pacto si para todo elemento x € X existe un abierto U, tal que x € U y la clausura de U
es compacta. Esto es claramente equivalente a que para todo z € X existe un compacto

C tal que z € int(C).

Definicién A.1.2. Un grupo topolégico (G,T"), es un grupo G con una topologia I,

61
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con la cual resulta ser un espacio topolégico Hausdorff, y tal que las funciones

GxG — @G G — G
(a, ) — af a — ot

son funciones continuas.

Proposicion A.1.3. Si A y B son subconjuntos compactos disjuntos de un espacio
topolégico Hausdorff X, entonces existen abiertos disjuntos U y V tal que A C U y
BCV.

Demostracion. Primero, supongamos que B = {b} y A es un conjunto compacto arbitra-
rio. Como el espacio ambiente es Hausdorff, para cada a € A existen abiertos disjuntos
Va v U, tales que b € V, y a € U,. La coleccion {U, / a € A} forma un cubrimien-
to abierto de A y dado que A es compacto, A C |J;-, Us, = U, ademaés es claro que
{b} C N Vo, =V y tanto U como V son abiertos disjuntos.

Ahora pasemos al caso general, donde A y B son compactos arbitrarios. Por el caso
anterior, para cada b € B, existen abiertos disjuntos U, v V; tales que A C Uy y b € V.
La coleccion {V; / b € B} forma un cubrimiento abierto de B y dado que B es compacto,

BQU;LVIM}’AQU:HZLUM [

Proposicion A.1.4. Sea X un espacio topoldgico localmente compacto y K C X un
conjunto compacto. Entonces existe un compacto V-.C X y un abierto U C V tal que

K CU en este caso decimos que V' es una vecindad compacta de K

Demostracion. Sea K C X un conjunto compacto. Como X es un espacio localmente
compacto, para cada x € K, existe un compacto C; C X tal que = € int(C,). Es
claro que K C U,ckint(C,). Dado que K es compacto, existen z1,...,z, € K tal
que K C U!' int(Cy,;). Tomando V = U Cy, vy U = U int(Cy, ), tenemos que V es

compacto, U es abierto contenido en V' y K C U como se pedia. ]

Proposicion A.1.5. Sea X un espacio topologico localmente compacto y K C X un
conjunto compacto. Entonces para toda vecindad W de K, existe una vecindad compacta

UcnKCUCW.
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Demostracion. Sea W una vecindad de K la cual, sin perdida de generalidad, podemos
suponer que W es abierta. Por la proposicién anterior existe una vecindad compacta C
de K, entonces Z = C NW C C es una vecindad de K, la cual es un abierto en C
(tomando la topologia inducida). Sea Y = Z¢N C entonces Y es un cerrado contenido
en C, por lo cual Y es compacto. Por la Proposicion A.1.3 aplicada a K y a Yexisten
abiertos disjuntos U’ y V’ (los cuales los podemos tomar abiertos en C') tales que K C U’
y Y C V. Como U C (V') entonces U’ C (V')¢, ademss, (V)¢ CY¢=Z=CnNW,
de ahi que, U’ C W. Tomando U = U’, tenemos que U es una vecindad compacta de K

pues U C (| la cual esta contenida en W. ]

Lema A.1.6. Todo espacio topoldgico X, el cual es Hausdorff y localmente compacto, es

completamente reqular.

Demostracion. Sabemos de topologia basica (ver [13] Corolario 8.4 pag 186) que todo
espacio Hausdorff locamente compacto es homeomorfo a un subespacio abierto de un
espacio Hausdorff compacto (por ejemplo, la compactificaciéon por un punto de X) y
como todo espacio Hausdorff compacto es completamente regular, X es homeomorfo a
un subespacio abierto de un espacio completamente regular, lo cual implica que X es

completamente regular. O

Proposicion A.1.7. Sea X un espacio localmente compacto. Si C' es un compacto y F
un cerrado en X tales que C N F = (), entonces existe una funcién continua f: X — R

con 0 < f <1 tal que f(x) =1 para todo x € C' y f(x) =0 para todo x € F.

Demostracion. Por el lema anterior para todo ¢ € C existe una funcién continua

fe: X —[0,1] tal que f.(c) =1y paratodo = € F, f.(x) = 0. La coleccién de conjuntos
1

Ac={x € X / fe(x) > 5}, con ¢ € C, es un cubrimiento abierto de C. Dado que C es

compacto existen cq,...,c, € C tales que

n
ccl]JA,
i=1
Definamos g := [[I; f,, entonces es claro que g es una funciéon continua y para todo

x € X,0<g(x) <1, ademas se sigue que:
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1
» para todo z € C, g(z) > on
» para todo z € F, g(z) = 0.

Ahora definamos f : X — [0, 1] como

1, =xzeC
g(z), ©¢C

Claramente, 0 < f(z) < 1, para todo x € X y por definicion, para todo z € C, f(z) =1

fz) =

y para todo x € F, f(x) = 0. Basta ver que f es continua. Esto se sigue si x € intC
osiz ¢ C, f es constante igual a cero o f(z) = g(x), respectivamente. Ahora, sea
r € CNCe = Front(C). Como C' es compacto, entonces C es cerrado, de donde x € C de
ahi que f(x) = 1. Para mostrar la continuidad de f en x basta tomar vecindades de la
forma (a, 1], con a > 0. Como cada f.,, coni = 1,...,n, es continua, existe una vecindad
B, de z tal que f.,(B;) C ({/a, 1]. Tomando B = N, B;, vemos que f,(B) C ({/a, 1],

de donde se sigue f(B) C («, 1], como se pedia. O

Otra forma de llegar a este resultado es introducir la compactificacién por un punto
de X, usar el hecho conocido de que todo espacio compacto Hausdorff es normal y aplicar

el Lema de Urysohn.

Definicion A.1.8. Sea f : G — R una funcién de valor real definida sobre un grupo

topolégico G:

= Decimos que f es uniformemente continua a izquierda, si para todo € > 0,
existe una vecindad V de la identidad e tal que para todo z,y € G con 2ty € V,

se satisface |f(z) — f(y)| < e.

= Decimos que f es uniformemente continua a derecha, si para todo ¢ > 0,
existe una vecindad V de la identidad e tal que para todo =,y € G con yz~* € V,

se satisface |f(x) — f(y)| < e.

= Decimos que f es uniformemente continua, si es tanto a izquierda como a de-

recha.
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Proposicion A.1.9. Sea G un grupo topoldgico localmente compacto. Toda funcion con-

tinua de valor real con soporte compacto, es uniformemente continua.

Demostracion. En la prueba mostraremos que f es uniformemente continua a izquierda.
La prueba de la continuidad uniforme a derecha es analoga y ya teniendo ambas podemos
concluir que f es uniformemente continua.

Sustituyendo =1y = s, vemos que la definiciéon de continuidad uniforme a izquierda
es equivalente a que para todo € > 0, existe una vecindad de la identidad tal que para
todo x € G y para todo s € V| se satisface |f(z) — f(zs)| < e. Probemos esta tultima
sentencia, sea € > 0y K = support(f) = W Dado que f es continua en G,
(en particular en K), para todo x € K existe un abierto U, de x y un abierto V, de la
identidad e tal que para todo y € U, y para todo s € V,, se tiene |f(y) — f(ys)| < e.
Claramente, la coleccion {U, / * € K} es un cubrimiento abierto para K. Al ser K
compacto existen z1,...,z, € K tal que K C U" ,U,,. Definiendo V' = NI, V,, donde
cada V,, es el abierto de la identidad correspondient a U,,. Tenemos que V' es un abierto
de la identidad, en donde para todo = € K y para todo s € V', se tiene | f(x)— f(zs)| < e.

Ahora, veamos que existe un abierto V" de la identidad tal que para todo = ¢ K y
para todo s € V" |f(x) — f(zs)| <€, es decir, |f(zs)| < e Sea J={x € G/ f(x) > €},
por la continuidad de f, J es cerrado, él cual estd contenido en K y por tanto J es
compacto. Para cada x € J, existe un abierto V,, de la identidad tal que xV,, C K. Sea W,
otro abierto de la identidad tal que W, W, C V,. Dado que J es compacto y {zWy}.es
es un cubrimiento abierto para J, existen z1,...,x, € J tales que J C U z;W,,.
Tomado W := NI, W,,, se sigue que para todo z € J y para todo w € W, existe un
x; tal que z € z;W,., de donde zw € ;W W, C x;V,, C K, es decir, JW C K.
Sea V" := W1 = {w™! / w € W}. Entonces, V" es un abierto de la identidad, pues
estamos en un grupo topologico y si x ¢ K y s € V, se sigue que, s ¢ J (pues si
rs=z¢€J,x=2s'€JW CK), por consiguiente |f(xs)| < e. Finalmente, definimos

V = V' V", y asi, obtenemos que para todo x € G y para todo s € V, se satisface
|f(z) = flas)| <e O
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Notacion: Definimos C.(X) como el conjunto de funciones continuas de valor real

con soporte compacto en X y por C.(X, K) = {f € C. / support(f) C K}.

Proposicion A.1.10. Sea X un espacio hausdorff localmente compacto, y sea A un
funcional lineal sobre C.(X). Entonces A es continua respecto a la norma uniforme en

cada subespacio vectorial Co(X, K) tal que K es un compacto en X.

Demostracion. Sea K un subconjunto compacto de X. Entonces por la Proposicion A.1.4,
existe una vecindad compacta V de K. Ademas, por la Proposicién A.1.7, existe una
funcion F' continua 0 < F(z) < 1 tal que F(z) = 1 para todo z € K y F(z) = 0
para toda x € (int(V))¢, lo cual implica que F(z) = 0 para toda x € V¢. Claramente
support(F) C V' y como V es compacto, se sigue que F € CI(X) = {f € C.(X) / f > 0}.
Desde el anélisis funcional sabemos que la continuidad de un funcional, es equivalente a
la continuidad del funcional en el origen, veamos esto ultimo para A. Sea f € C.(X, K).

Entonces, si z € K, F(x) =1y, por tanto,

—[lfll- Fz) < flz) < F(z) - [ £]

6, 5z € K°, entonces f(z) = 0y —|[f|l- F(z) < f(x) < F(x)- [If]l, pues |f > 0y
F(x) > 0. Asi, para todo z € X,

—[lfIF- F(z) < fz) < F() - [1f]l

Como A es un funcional positivo,

—IFIACE) < A(f) < ACE) - I £]

es decir;

IACH < AE) - [IF]-

Por tanto, es claro que, si ||f|| — 0, entonces A(f) — 0. O
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A.2. Medida de Haar

El proposito de esta seccidn es mostrar la existencia y unicidad de la medida de Haar
en cualquier grupo topolégico localmente compacto. Antes de continuar con la prueba

daremos unas cuantas definiciones para entrar en contexto.

Definiciéon A.2.1. Una coleccién 9 de subconjuntos de un conjunto X es llamada una

o-algebra en X, si 2N satisface las siguientes propiedades:
1. XeMm
2. Si A €9, entonces A¢ € M

3. Si Ay, As,..., Ay, ... es una sucoleccién contable de elemento en 9, entonces

U2, 4, € M.

Si 9 es una o-dlgebra en X, entonces X es llamado un espacio de medida, y los

conjuntos en M son llamados los conjuntos medibles en X.

Definicién A.2.2. Sea X un conjunto y 91 es una o-algebra en X, una funciéon p :

M — [0, 00 es llamada una Medida, si satisface las siguientes propiedades:
1. Pata todo A € M, u(A) > 0.
2. u(@) =o0.

3. Para cada coleccion contable {4, }nen de 9 disjunta par a par (A, N A, = 0 si

m # n), se tiene que
K (U An) = Z,UJ(An)'
n=1 n=1

Definicién A.2.3. Sea X un espacio topologico. El o-algebra de Borel, es la o-algebra
generada por los conjuntos compactos de X, es decir, es una o-algebra 901, la cual contiene
a todos los conjuntos compactos de X y si M’ es otra o-algebra que contiene a todos los

compactos, entonces M C N'.
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Notacion: C(G) denota las funciones continuas sobre G de valor real, es decir;
C(G)={f:G— R/ f es continua}.

Cc(G) denotaré las funciones continuas sobre G de valor real con soporte compacto.
Ademés, definimos para cada o € G las funciones L, Ry, J : C(G) — C(G) de la

siguiente manera para cada f € G,

L.f:G — G R.f: G — G
T +— Lof(z) = f(a ') r — Rof(z) = f(za)

Jf:G — G
v o Jf(x) = f@)

Teorema A.2.4. Teorema de Representacion de Riesz Sea X un espacio hausdorff local-
mente compacto y sea A un funcional lineal sobre C.(X). Entonces existe una o- dlgebra
M en X la cual contiene todos los conjuntos de Borel en X, y existe una dnica medida

positiva 1 en X la cual representa a A en el sentido que

A(f) = /deu

para toda f € Co(X), la cual, tiene las siguientes propiedades adicionales:
2. u(K) < oo, para todo conjunto compacto K C X.
El anterior es un resultado famoso el cual se encuentra en [19]
Teorema A.2.5. Sea G un grupo topoldgico localmente compacto, entonces

(1) Eziste un tnico funcional lineal positivo A : C.(G) — R, tal que A(Raf) = A(f),
para todo o € G y para toda f € C.(G). Ademds, para todo o € G y para toda
feC(G)

AMLaf) = A(Jf) = A(f)
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(2) Eziste una o-dlgebra X2, de subconjuntos de G que contiene a la o-dlgebra de borel de
G, la cual, es invariante bajo multiplicacion a izquierda, a derecha y bajo inversion,

i.e., para todo S € 3 y para todo v € G:

vS = {yx/xeS}elX.
Sy = {zy/xeS}teX.

St = {7l JrxeStex.
Y existe una medida p sobre 3 tal que

(i) Para todo S € 3, u(yS) = = u(S71) = u(S).

(ii) Para toda f € C.( / f(y) du(y

Una medida con las anteriores caracteristicas es llamada Medida de Haar sobre
G. Primero veamos la prueba de la existencia de dicha medida. Desde ahora G denotaré
un grupo topolégico localmente compacto. Dado que el Teorema de Representacion de
Riesz A.2.4 nos da una conexién entre funcionales y medidas, usaremos p para denotar
tanto funcionales como medidas. La prueba debida a André Weil usa algunos hechos

topoldgicos que serén vistos brevemente, para el resto daremos referencias.

Lema A.2.6. Sea G un grupo localmente compacto f,g € C.(G) con f >0y g > 0.
Entonces existen a1, g, ..., an € Gycr,ca,...,cn €R, conc; > 0 paratodoi=1,...,n;

tales que, para todo x € G, se satisface

1) < cilag(a)
=1

Demostracion. Sea K = support(f) y sea u € G tal que g(u) > 0. Sea t € G, si
a = tu~! entonces Lag(t) > 0, pues Lag(t) = g(a™'t) = g(u) > 0. Dado € > 0, como

L,g es continua, existe una vecindad V; de t tal que para todo = € Vi, Log(z) > €. Sea

a = max { Lf(gz) ] /€ Vt}, el cual, existe pues f € C.(G), Lqg es una funciéon continua
ag\T
¥ Lag(z) > € en Vi. Asi, para todo x € V;, f(x) < aLag(z). Claramente K C (J,c Vi, al

ser K compacto, existen ti,...,t, € G tales que K C [J;"; V4,. Por consiguiente, existen
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a; € Gy ¢ >0 tales que f(z) < ¢;La,g9(z), para todo = € V;,. De donde, para todo

x € K, se tiene

n
f@) <> ciLag(@) (+)
i=1
Dado que f = 0 para z fuera de K, se sigue que la relacion (x) se cumple en todo G. [

Por el lema anterior, si f, g € C.(G), con f >0y g > 0, entonces podemos tener

f(l‘) < Z CiLaig(m),
=1

donde aq,a9,...,a, € Gy c1,¢C2,...,¢5, € R con ¢; > 0 para todo ¢ = 1,...,n. Si
tenemos una medida de Haar invariante a izquierda p sobre G, podemos concluir de la

desigualdad (*) que
o > J 1
i=1 Jgdu

lo cual motiva la siguiente definicion.

Definiciéon A.2.7. Si f,g € C.(G), con f >0y g > 0, definimos (f : g) como el infimo
de las sumas Z ¢; tales que f < Z ¢iLq, g, es decir;

finita finita

(f:9):= fnf{z ¢; / existe n € N tal que f < ZCiLaig} .

i=1 =1

con «; y ¢; como en el Lema A.2.6.

Notemos que en la definiciéon A.2.7 el n varia, ademés, como los ¢; > 0, se sigue que
0 < (f:g) < oo. En adelante cuando escribimos el simbolo (f : g), se sobreentendera

que f,g € Co(G) con f >0y g>0.

Lema A.2.8. Con la notacion de la definicion anterior, se tiene:
1. Si f >0, entonces (f : g) > 0.
2. Para todo o € G, (Lof : g) = (f: g).

8 (fitfarg) <(fizg)+(f2:9).
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4. Para todo N € R, con A >0; (Af:g9) =X :9).
5. Si f1 < fo, entonces (f1:9) < (f2:9).
6. (f:h)<(f:9)(g:h).

Demostracion. 1. Sea a = supf y b = supg en G, entonces tanto a como b son
estrictamente mayores que 0. Ahora si f(z) < D" ¢;Lqa,g(z) para toda z € G,
entonces dado que g(a~!z) < b, se sigue que f(z) <b> " | ¢;, de donde

b
a < bZ?Zl c;, esto es 2?21 ¢; > — > 0, por tanto, tomando infimo, se sigue
a
b
(f:9)=->0.
a
2. Si f(x) <>, ¢iLla,g(z), para toda x € G, obtenemos en particular,

flaty) < 38 ¢ila,g(a™ty) para toda y € G, es decir, Lof < 3% ¢iLoa;9-

Asi, (Lo f 1 g) < (f : g). Utilizando esta ultima desigualdad vemos que

(f:g) = (Laa—lf:g)
= (Ly—1Lof:9)

< (Laf:9)

3. Sean f1 <371 aiLla,gy f2 <3771, bjLg;g. Entonces

m-+n

fl + f2 < ZaiLaig + Zb]LBJg = Z CkL’Ykga
k=1

i=1 j=1
donde, ¢px. = ar y v = apsik =1,....ny ¢ = bp_n vV V& = Br_n si k =
n+1,...,m-+n, por tanto,

m-+n

(fi+tfa:9) < ZCkZZaH—ij.
k=1 i—1 =

En consecuencia, (fi + f2: g) < (fi: g) + (2 : 9).

4. Si f <3, aiLa,g, entonces como A > 0, Af <> AajLa,g.
Asi, (Af:g) <MY, a;, lo cual implica, (Af : g) < A(f : g). Usando esta tltima
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desigualdad tenemos que

(f:9) = (N 'A\f:g)

es decir; A(f:g) < (Af:9).

5. Si fo < 3% a;La,g, entonces f1 < 3.0 a;La,g pues fi < fa, luego, (f1 : g)
>oiq ai, de donde, (fi:g) < (f2:9).

IN

6. Suponga que f <37 a;La,gy que g < >0, bjLg h. Entonces
m m
Lo, <> bjLa,Lph = bjLgah
j=1 j=1

de donde f <37 a; > 750, biLgia;h, uego (f :h) <370, a; >0, b;. Por tanto,
(f:h)<(f:9)(g:h)
]

Ahora fijaremos nuestra atencion en una funcion f* € C.(G), con f* > 0. Si F €

Cc(G), con F' > 0, definimos para cada f € C.(G) con f > 0 la integral aproximada
pr(f) por
(f: F)

NF(f):W

notemos que por el Lema A.2.8 tenemos que (f* : F') > 0. Cuando escribimos el simbolo
ur(f), se entiende que f,F € C.(G) con f > 0y F > 0. Es claro que de la definicién
que pp(f*) =1, lo cual nos dira luego que fG f* fu =1, esto es el andlogo a decir que
dado un subconjunto compacto E de G, podemos hallar una medida p tal que p(E) =1

Ahora daremos el analogo del Lema A.2.8, para up(f).
Lema A.2.9. Con la notacion anterior, se tiene:
1. Si f >0, entonces pp(f) > 0.

2. Para todo o € G, pp(Lof) = pr(f).
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8. pr(fi+ f2) < pr(fi) + pr(f2).

4. Para todo A € R, con A >0, up(\f) = Aurp(f).

5. Si fi < fa, entonces pp(fi) < pr(f2).

1
(f<: /)

6. Si f >0, entonces

<pr(f) < (f:f9).

Demostracion. Este lema es una consecuencia inmediata del Lema A.2.8, veamos so6lo 6.
Tenemos que (f : F) < (f: f)Nf*: F)y (f*: F) < (f*: f)(f : F), lo cual implica,
pr(f) < (f*: F)y < pr(f)- [

1
(f*: f)

El siguiente lema indica que la integral aproximada pur(f), la cual, es subaditiva por
el Lema A.2.8, tiende a ser aditiva cuando el soporte de F' tiende a la identidad de G.
Es decir,

wr(fi+ fo) — pr(fi) + pr(f2), sisupport(F) — e.

Lema A.2.10. Dadas f1, fa € Cc(G), con fi > 0,fy > 0, y dado € > 0, existe una
vecindad V' de la identidad de G, tal que

pr(fi+ f2) = ur(fi) + pr(fa) +e

siempre y cuando F € C.(G), con F > 0 y support(F) C V.

Demostracion. Sea K compacto en G tal que support(f;) U support(f2) € K. Como G
es localmente compacto, existe f' € C.(G), con f > 0, tal que f’}K = 1. Definamos
fi(z) fo(z)
- 5 ! d d 6 . h, = h, = 3
f fl + f2 + f7 onde > 0. Sean 1(I) f(.'E) 3 Q(I) f(.'E) S1 f(l‘) ;é 0 y

hi(xz) = ho(z) = 0 si f(z) = 0. Por definicién h; es continua en el abierto U = {x €

G / f(x) # 0}. Ademas, hi‘KC = 0, pues support(f;) C K. Asi h; es continua en el abierto

K¢ (es abierto dado que K es compacto). Como G = U U K¢, se sigue que h; es continua
sz, <1.
fitfatdf

Dado ¢ > 0, por la Proposicion A.1.9, h; es uniformemente continua. Por tanto existe

en todo G, es decir, h; € C.(G). Notemos que h; > 0y hy + ho =

1

una vecindad V de la identidad de G, tal que, para todo x,y € G con y~ x € V, se tiene
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|hi(z) — hi(y)| < € para i = 1,2. Ahora, supongamos que F € C.(G), con F' > 0y

support(F') C V. Sean cy,...,c, € Ry concada¢; >0y ay,...,a, € G tales que

F <Y eiloF, (%)

es decir, f(x) <3 ¢;F(a; 'z), esta desigualdad junto con la continuidad uniforme de h;,

implican

f(@)hj(x)

IN

> aF (o7 )y (@)
< Z ciF(a; ) (hy(si) +€)

pues, hj(z) < hj(a;) + € o F(a;'z) =0 de acuerdo a si ajz € V o si a}x ¢ V. Luego
fi=Thy <37 cilhy(si) + €) Lo, F,
de ahi que,
(fj : F) < cilhi(si) +€).
Sumando para j = 1,2, tenemos que

(fr:F)+(f2: F) <D ai(l+2€),

lo cual, implica que, para todo ) ¢; que satisfacen (x), se tiene

(fi:F)+(f2: F) §(1+26/)Zci.

Asi, tomando infimo

(fi: F)+ (f2: F) < (1+2€)(f : F),

dividiendo ambos lados por (f* : F'), tenemos

pr(fi) +pe(fe) < (1+2€¢)ur(f)

< (1 +2€)(ur(fr + f2) 4+ 0ur(f)).

Aplicando el Lema A.2.9(6), vemos que,

pr(f1) + pr(fo) < pe(fi 4 f2) + 26 (fi 4+ fa o f5) + 61 +26)(f: 7).
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Ahora debemos tomar d y € lo suficientemente “pequenos” para que

26 (fi+ foi f7) +H0(1+26)(f 1 f7) <e.

Por ejemplo, si (f' : f*) # 0, tomamos § = min {Q(f’Ef*)’ 1} y asi podemos tomar
€ < Nhth fi) ST ) de otra forma tomamos € < 2(f1+—6fgf*) Asi se
obtiene el resultado pedido
pr(fi+ f2) = pr(fi) + pr(fe) + €
0

A.2.1. Prueba de la existencia de la medida de Haar.

Demostracion. Sea D = {f € C.(G) / f > 0}. Para cada f € D definimos J(f) como
1

el intervalo compacto [(f*f)7 (f:f *)] C R. Por el teorema de Tychonoff el producto

cartesiano

J=1] 7

febD
es compacto. Para cada F' € D, fijo, los valores tomados por upr(f) cuando f € D, son
las coordenadas de un punto ap de J, es decir; ap = (ur(f))fep, pues por el Lema

A2.9(6) pr(f) € J(f). Para cada vecindad V' de la identidad, definimos
Ay ={ap € J | F € C.(G), F > 0,support(F) C V}.

Notemos que ningin Ay es vacio. Ademas, si Vi, Vs,V son vecindades de la identidad

tales que V' C Vj U Vs, entonces Ay C Ay, N Ay,. Dado que J es compacto, se tiene que

N4 #0

es decir, existe a = (u(f))fep € J tal que a € Ay, lo cual significa que dadas f1, f2, ..., fn €
D y e > 0y una vecindad V de la identidad, existe una funcion F' € C.(G) tal que F > 0,
support(F) C V' y |u(fi) — pr(fi)| < € paratodoi=1,2,...,n. Asi (2),(3),(4) y (6) del

Lema A.2.9 y Lema A.2.10 demuestran inmediatamente que
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L pw(Laf) = p(f)
2. p(Af) = Au(f)

3. u(fr+ f2) = u(fr) + u(f2)
1
(f*: f)
donde a € G, f, f1, fo € D y A > 0. Definiendo p(0) = 0, podemos extender p a C.(G) y

4. p(f) =2 >0

por el teorema de representacion de Riesz, obtenemos una medida Borel, la cual, resulta

ser una medida de Haar por las propiedades antes enumeradas. Note que p(f*) =1. O

A.2.2. Prueba de la unicidad de la medida de Haar.

Ahora pasamos a la prueba de la unicidad de la medida de Haar invariante a izquierda,
esta unicidad sera entendida como se explica en el Teorema A.2.5.
Si @ es una medida de Haar invariante a izquierda en G, la funcién representada por

f * g vy definida por

(f*g)(z /f gy~ tx)du(y), paratodo z€ G

es la convolucion de f y g con respecto a u, donde f,g € C.(G). Notemos que la

funcién de dos variables, definida por

(z,y) — f(W)g(y~ '),

pertenece a C.(G x G) y es claramente continua. Ademas, si Sy = support(f) y
Sy = support(g), entonces el soporte de la funcion de dos variables en cuestion estara
contenido en S¢Sy x Sy, pues, si (z,y) son tales que f(y)g(y~'x) # 0, entonces f(y) # 0
vy g(y~lz) #£0,asf, y € Sy y y~lx € S,. Por tanto, (z,y) = (y(y'x),y) € Sy Sy x Sy, de
donde la clausura de tales elementos esta contenida en S;S, x S;.

Vemos que f * g € Co(G) y que Speg € SfSy. La invarianza a izquierda de p nos

permite escribir como

(f*9)(x /f zy)g(y~ 1) du(y) para todo =€ G
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El concepto de convolucién, definido arriba para funciones continuas con soporte com-
pacto, se generaliza para funciones integrables y tiene propiedades importantes. Nosotros
debemos limitarnos a unas pocas ideas rudimentarias las cuales son suficientes para nues-
tro objetivo inmediato. Los dos lemas siguientes forman parte de un importante método

conocido como el proceso de regularizacion.

Lema A.2.11. Sea E un espacio localmente compacto, p una medida positiva en E, f
una funcion continua de valor real sobre E y a € E. Dado € > 0, existe una vecindad V

de a tal que, si g € C.(E) con g >0, support(g) CV y [ gdp = 1; entonces

<e.

’/fg dp — f(a)

Demostracion. Dado € > 0, existe una vecindad V de a tal que para todo y € V, se tiene
|f(y) — f(a)| <€, ya que f es continua. Ahora, Si g € C.(E), con g > 0, support(g) CV

y [ gdp =1, entonces, para todo y € E se satisface |f(y) — f(a)|g(y) < eg(y). De donde

‘/fgdu—f(a)

_ \ [0 - r@at) duty)
< / @) — (@) 9(y) duy)
/ eq(y) du(y)

€.

IN

IN

O]

Lema A.2.12. Sea G un grupo topoldgico localmente compacto, p una medida de Haar
invariante a izquierda en G y f € Cc(G). Dado ¢ > 0, existe una vecindad V de la

identidad tal que, si g € C.(G) con g >0, support(g) CV y [ gdu = 1; entonces
[(f xJg)(x) = f(x)] < e paratodo x €.

Demostracion. Dado € > 0, como f € C.(G) f es uniformemente continua, existe una

vecindad V' de la identidad de G, tal que para todo =z € G y y € V, se tiene |f(xy) —
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f(z)] <e Sea g € C.(G) con g > 0, support(g) C V'y [ gdu = 1, entonces

(f * Jg)(@) — f(z)] = / fay)Tg(uY) duly) — f()

— | [ fenaty / fa >’

IN

O

Ahora, finalmente probemos la parte del Teorema A.2.5, la cual trata de la unicidad.
Sean u,r dos medidas de Haar invariantes a izquierda en . Primero asumiremos que
existe f* € C.(G), con f* > 0 tal que [ f*du = [ f*dv = 1, en base a esta suposicion
probaremos que p = v. El caso general de dos medidas de Haar invariantes a izquierda,
es entonces inmediata.

Si f,g € C.(G), formamos la convolucion h = f x Jg € C.(G) relativa a p. Por la

primera expresioén para la convolucién tenemos que

W) = (f * Jg)(x /f (1) T9(y~'z) du(y)
[r@ i) = [[ 161590 0 duy)avta)
— / o) Tgly~2) dv()duly)
- / fy / Jo(y~\z) dv(z)du(y)

de donde,

/hdu—/f d,u/,]g dv (A.2.1)
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Ahora, dado € > 0, por el Lema A.2.12 existe una vecindad V de la identidad, la cual,
puede asumirse compacta y tal que para toda g € C.(G), con g > 0, support(g) C V' y

J gdp =1, se tiene

1= fl == sup{|h(z) — f(2)| / x € G} <€

Proposicion A.2.13. Sea p es una medida de Haar invariante a izquierda sobre un
grupo localmente compacto G. Si f € C.(G), con f > 0 no idénticamente igual a cero,

entonces [ f dp > 0.

Demostracion. Como p # 0, existe g € C.(G), con g > 0 no identicamente cero, tal que
fg dp > 0. Por el Lema A.2.6 existen a1,...,an € Gy a1,...,a, € R, con a; > 0, tales
que g <Y a;Lq, f. Por tanto,

/Qdﬂ<2az/fd,u lo cual implica /fd <f§:1aﬂ 0.

)

O

La proposicion anterior es independiente del Teorema A.2.5 y consecuentemente, por
esta proposicion para cada vecindad V de la identidad existe una funcion g € C.(G),
con g > 0, support(g) € V' y [gdu = 1. Dado que el soporte de h esta contenido en
el compacto SV ™1, es decir, S, C SV ™!, donde V71 := {v7!/v € V}, el cual, es

compacto, ya que V es compacto y la funcién z — !

es continua, se sigue desde la
continuidad de las medidas positivas, que [h dv puede ser llevada tan cerca de [ f dv
como se desee, siempre y cuando V sea una vecindad de la identidad lo suficientemente
pequefiay g € C.(G), con g > 0, support(g) C V'y [ gdu = 1. Cuando nosotros aplicamos

esta observacion a f = f* y tomamos en cuenta que

/f*dp:/f*dyzl
/hdu—/Jgdl/

la Ecuaciéon A.2.1 resulta ser
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y dado que [hdv — [ f* dv =1, se sigue que [Jg dv — 1. Cuando aplicamos esta

nueva observacion, la Ecuaciéon A.2.1, pasando al limite, produce que

/fdu:/fdu asi yu = v.

Finalmente, notamos que si g y v son medidas de Haar invariantes a izquierda,
seleccionamos una funcion f* € C.(G) con f* > 0 no idénticamente igual a cero, entonces
por la Proposicion A.2.13 tenemos que u = [ f du > 0y v = [ f dv > 0. Definimos
= % yv = % Asi, [ f*dy = [ f* dv' =1y por lo anterior, ' =1/, es decir, p = cv
donde ¢ = 2.

v

Indicaremos una segunda prueba de la unicidad de la medida de Haar, es decir, del
funcional que hemos definido, basada en un inteligente computo debido independiente-
mente a Weil y a Von Neumann.

Sea p una medida de Haar invariante a izquierda en G y [’ € C.(G), f/ > 0 no

identicamente igual a cero, tal que [ f’ dp = 1, definimos

:/f/(xs_l)d,u(x), para todo s € G.

Por la Proposicion A.2.13 A(s) > 0y A es un homomorfismo continuo. Consideremos

las dos expresiones para la convolucion (f' x f)(x) en z:

/f’(y) y~ ') du(y /f zy) f(y~") dp(y)

donde f € C.(G). Integrando con respecto a z, tenemos:
[ fwie s dwau) = [ [ £ duty) duta)

/ ') / ) duz) du(y) = / f) / £ (ey) dp(z) du(y)

/ ') / f(z) d() du(y) = / F YA du(y)
/ f(z) du(z) / ') duly) = / Fu AW duly)
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Reemplazamos en la anterior identidad f por Lgf, tenemos:

[ L@ due) = [ Lo A duta)
[ s ane) = [ s haE due)

Cambiando la variable x por la variable sz, por el Lema A.2.9, tenemos que pu(z) = pu(sz),

de donde du(z) = du(sz), obteniendo:

[t aue) = aw) [ 1t A dutss)
/ s du(z) = As) / Fa YA du(z)

De nuevo por (}), se sigue que

/ flas™) du(e) = Als) / £() dps(z)
AGs) / flas™) du(z) = / f(@) du(z) (§)

Observacion: En la deduccién de las ecuaciones anteriores se han usado las siguientes

propiedades:
(i) A(e) =1, donde e es la identidad de G.
(i) A(ab) = A(a)A(b).

(iii) A(s)A(s71) =1.
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La prueba de (i) es inmediata y (iii) es consecuencia de las dos anteriores, veamos (ii):

Ala)A(D) = / f'(za™") dp(x) / F'(yb™") dp(y)
_ / / Faa V) f (yb™Y) dp(z) duly)
- // F(@a™ ) f (o) du(z) du(y)
= // b ta™ ) f(yb™) du(yb™) du(y)
- /f’(yb_la_l) </f’(yb‘1)du(yb‘1)> du(y)
= /f’(yblal)dﬂ(y)
A(ab)

Las dos propiedades establecidas (1)(1) inducen la unicidad de la medida de Haar en la
siguiente forma. Consideremos dos medidas de Haar 1 y v y definamos A en términos de

. Entonces para toda f, g € C.(G)

/ f() du(x) / o) dvly) = / / F(@) du(z) () da(y)
— / / f(ey) du(@) Aly)g(y) dv(y)  por (1)
— / / S (@) g(w)Ay) du(y) du(z)

Es decir,

/fdu/gdv—/gdu/fdv,
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[gdv

Jgdu

tomando g € C.(G), con g > 0 no identicamente igual a cero, ¢ =

/fdz/:c/fdu

para toda f € C.(G), lo cual prueba la unicidad.

> 0, y asi,

Por ultimo, veremos una forma 1til de interpretar la medida de Haar. En la prueba
de la existencia consideramos el conjunto Ay y observamos que un punto a € NAy
corresponde a una medida de Haar invariante a izquierda p tal que [ fdu = 1. Sabemos

que u es Unica, de donde a también debe ser tnico.

Lema A.2.14. Sea E un espacio compacto y {X;} una familia de subconjuntos no vacios
de E con la propiedad que dados X; y X; existe un Xy, tal que Xp C X; N X,

N X; = {a} s, y solo si, cada vecindad de a contiene algin X;.

Demostracion. (<) Por la Proposicion ??, (| X; # (). Sean a,b € () X;, si ocurriera que
a # b, como E es Hausdorff, existen vecindades V, y V;, de a y b respectivamente, con
Vo, NV, = 0. Por hipotesis existe X; tal que a € X; C V,, asi, b ¢ X;, lo cual es un
absurdo. Por tanto, debe ser a = b.

(=) Supongamos por el contrario que existe una vecindad abierta V' de a, tal que
ningtin X; esta contenido en V. Sea F = V¢ y definamos Y; = X; N F # () y es claro que

dados Y; y Yj existe Y} tal que Y, C Y; NY;. Por la Proposicion 77 existe
be(\Yi=(\XinFc[\XinF,

de ahi que, b € NX; y b € F = V¢ por tanto b # a y X; consta al menos de dos

puntos. ]

Proposicién A.2.15. Para cada f € CH(G) existe un nimero p(f) tal que, dado € > 0,
existe una vecindad V' de la identidad, tal que para toda F € CIG con support(F) CV y

F no identicamente igual cero, se tiene

lur(f) — p(f)l <e

El miimero u(f) es tinico para cada f € CH(G).
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Demostracion. Si f es identicamente igual a cero, f = 0, entonces pup(f) = 0y definimos
entonces pu(f) = 0. Sea f # 0, como a € J es el tnico punto en la clausura de todos los
Ay, es decir; {a} = [ Ay, el lema anterior nos dice que toda vecindad de a contiene a
algin Ay. Sea € > 0, para la vecindad (a —€,a +€) = [[rcp(u(f) — € pu(f) + €), existe
una vecindad de la identidad, tal que Ay C (a —¢,a+¢€). Es decir, para toda F € CF(G)
con support(F) C V y F no identicamente igual cero, se tiene ar € (a —¢€,a+€), lo cual

es equivalente a

e (f) = p(f) <e

Veamos la unicidad. Supongamos que p/(f) también satisface que para todo € > 0, existe
una vecindad V' de la identidad, tal que para toda F € CIG con support(F) CV y F

no identicamente igual cero, se tiene

lwp(f) =1 (f)l <e

entonces, es claro que para todo € > 0

W' (f) = ()] <
de donde u(f) = (/' (f). O

La proposicién anterior nos dice que:

u(f) = lim pup(f), donde Sg = support(F).

Spﬁe

Es decir; si F € C(G) con F # 0, entonces a medida que support(F) tiende a la
identidad de G, la integral aproximada pp(f) tiende a u(f), para toda f € CI(G).
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—4 Qué te parece desto, Sancho? — Dijo Don Quijote —
Bien podrdn los encantadores quitarme la ventura,

pero el esfuerzo y el dnimo, serd imposible.

Sequnda parte del Ingenioso Caballero
Don Quijote de la Mancha

Miguel de Cervantes

~Buena estd — dijo Sancho —; firmela vuestra merced.
—No es menester firmarla — dijo Don Quijote—,

sino solamente poner mi ribrica.

Primera parte del Ingenioso Caballero
Don Quijote de la Mancha

Miguel de Cervantes
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