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RESUMEN

Indudablemente que uno de los temas de estudio fundamental y primordial en el proceso de ensefianza y
aprendizaje en el area de las matematicas, es el de las funciones, pues ellas constituyen una poderosa
herramienta, de gran utilidad en el trabajo y estudio de los sistemas matematicos.

Adquirir habilidad para formular, modelar y resolver problemas que involucren funciones, resulta de suma
importancia, por cuanto ello facilita la comprensidn de nuestra realidad y da sentido a la ensefianza en
diferentes contextos, no solo en las aplicaciones propias de las matematicas sino en areas del conocimiento
como las ciencias naturales, las ciencias sociales y muchas otras que establecen relacion inter disciplinaria
con las matematicas.

Por otro lado, el trabajo con situaciones problema, posibilita el desarrollo del pensamiento légico
matemadtico de los estudiantes y de sus competencias. Formular y resolver problemas que involucren
funciones, debera ir de la mano con la implementacion de otros procesos generales tales como: modelacién
de situaciones de la realidad; comunicar; razonar; comparar y ejercitar procedimientos y algoritmos. Esta
implementacion deberd hacerse de manera activa, constructiva, dindmica y creativa, en el propdsito de que
los estudiantes realicen aprendizajes verdaderamente significativos.

Palabras claves: Funcién, educacién, propuesta metodoldgica, monitores, monografia

ABSTRACT

Undoubtedly one of the topics of study fundamental and primary in the process of teaching and learning in
the field of mathematics, are the functions, as they are a powerful tool, useful in work and study of
mathematical systems.

Acquire ability to formulate, model and solve problems involving functions, is extremely important, because
it facilitates the understanding of our reality and gives meaning to teaching in different meaningful contexts,
not only in specific applications of mathematics but also in branches of knowledge like the natural sciences,
social sciences and many others that provide interdisciplinary relationship with math’s.

On the other hand, the work with "problematic situations”, facilitates the development of the mathematical
logical thinking of the students and of their skills. To formulate and solve problems that involve functions,
must be hand in hand with another general procedures like: modeling of real life events; to communicate; to
reason; to compare and to make procedures and algorithms. This implementation must be done with an
active way, constructive, dynamic and creative, with the purpose of the students make meaningful learning.

Keywords: Function, education, methodological proposal, monograph, instructor.
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1.INTRODUCCION

Se ha encontrado que los desempefios de los estudiantes de cdlculo diferencial de la universidad nacional de
Colombia sede Medellin, son muy bajos; es normal que solo el 30% de los estudiantes apruebe el curso. Una
de las caracteristicas en este grupo de estudiantes es la heterogeneidad en sus conocimientos matematicos
adquiridos en el bachillerato; que en muchos casos es deficiente y es evidenciada en los bajos resultados de
pruebas ices — saber, en los resultados de las pruebas de ingreso a la universidad y ahora corroborados en el
aula de clase; lo cual ha llevado a la repeticidn reiterada del curso por muchos estudiantes y a incrementar
los niveles de desercién en la universidad.

Una de las estrategias para enfrentar esta situacion por parte de la universidad es dictar cursos opcionales
de matematicas basicas, que si en algo han mejorado la situacion, al ser un curso que se reprueba pero no
se repite, los estudiantes no le han dado la seriedad como curso fundamental en su formacion. Las
matemadticas a nivel universitario exigen rigor, madurez y seriedad intelectual, sobre todo en este curso que
da los fundamentos para un buen desempefio en célculo.

Un gran numero de estos estudiantes presentan serias dificultades en la solucion de problemas que
involucran la formulacion, modelaciéon y construccion de funciones que establecen relacién entre los
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contenidos a desarrollar y la realidad objetiva, esto incluye las habilidades operativas de los estudiantes, que
aun deben ser mejoradas.

La principal dificultad consiste en el poco u nulo entrenamiento que traen los estudiantes frente a este tipo
de situaciones pues, por lo general su base fue solo operativa y carente de significacién en el desarrollo de
los contenidos matematicos.

Ahora, es innegable que esta dificultad estd estrechamente relacionada con el modelo educativo
tradicionalista que aun implementamos un buen nimero de los docentes de la institucidn y en particular los
del area de matematicas, en donde los alumnos son objetos pasivos de un proceso educativo, que tiene
como proposito la transmisién de una informaciéon que se esta adquiriendo en forma memorizada y
repetitiva.

Actualmente se han incorporado otros mediadores que dinamizan la apropiacidon conceptual del estudiante,
como las aplicaciones tecnoldgicas en calculadoras y herramientas computacionales, los cuales potencian las
posibilidades numéricas, graficas y simbdlicas de un problema, nos permiten encontrar distintas soluciones
al variar pardmetros; comparar, contrastar resultados e interpretarlos; los cuales son conocidos por los
docentes pero no son aplicados en la mayoria de los casos.

Lo anterior, y seguramente que otros aspectos de mucha importancia, han contribuido en el bajo

desempefiio de los estudiantes que enfrentan una evaluacidn de mucho analisis e interpretacién y un alto

componente aplicativo.

1.1. Formulacion del problema:

Un alto nimero de estudiantes del curso de calculo diferencial de la universidad nacional de Colombia, sede
de Medellin, no resuelven problemas que involucran aplicaciones de funciones, que impliquen la
formulacidon, modelacién y conclusiones que establecen relacién entre los contenidos a desarrollar y la
realidad objetiva.

¢Como lograr que los estudiantes hagan significativo el concepto de funcién a partir de las formas de
representacion; visualizacién y modelaciéon que lo lleven a establecer conclusiones légicas que permitan
superar esta dificultad?

1.2. JUSTIFICACION

El concepto de funcidn ocupa gran parte del curso de cdlculo, de hecho el curso gira en torno a él; esto
facilita la visualizacion y modelaciéon de situaciones que involucran problemas reales, lo que permite la
exposicion de conocimientos en forma agil, atractiva y con significado para los estudiantes.

A través de las funciones podemos modelar matematicamente un fendmeno de la vida real, que
representamos en forma simplificada a partir de elementos matematicos. “La modelacidon es un proceso
muy importante en el aprendizaje de las matemadticas que permite al estudiante observar, discutir,
reflexionar, explicar, predecir, revisar y de esta manera, construir conceptos matematicos en forma
significativa; en consecuencia, se considera que los estudiantes requieren experimentar procesos de mate
matizacién que conduzcan al descubrimiento, creacién y utilizacion de modelos en todos los niveles”. (MEN.
La modelacidn)

En consecuencia, hace necesario realizar un estudio serio y profundo del problema formulado, que dé
cuenta de sus antecedentes, del proceso de ensefianza y aprendizaje implementado, que permita identificar
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sus causas y por lo tanto, disefiar e implementar una propuesta pedagdgica, de cardcter diddctico, para la
superacién de la dificultad.

2.MARCO TEORICO

2.1. LaPropuesta:

Proponemos realizar una intervencion didactica en el aula de clase, con un grupo de 26 estudiantes, que
corresponden al grupo # 17 de célculo diferencial. Este grupo es muy heterogéneo con relacion a los
elementos matemadticos que tienen los estudiantes pues, entre ellos se encuentran algunos que ven por
primera vez el curso, mientras que una gran mayoria lo repiten y que hasta lo ven por tercera ocasién, lo que
naturalmente requiere una clase mas exigente para el docente que se enfrenta a estudiantes con menor
grado de ingenuidad frente al conocimiento.

Con base en los planteamientos que Marco Antonio Moreira nos hace en su trabajo sobre Las Unidades de
Ensefianza Potencialmente Significativas, UEPS, entendidas como “..secuencias de ensefianza
fundamentadas tedricamente, orientadas al aprendizaje significativo, no mecdnico, que pueden estimular la
investigacion aplicada en ensefianza, es decir la investigacion dedicada directamente a la prdctica de la
ensefianza en el dia a dia de las clases”. (Marco Antonio Moreira). Esto lo mediaremos con el modelo
educativo matemadtico, propuesto por van Hiele, en el que se entiende la modelacién como la forma de
describir la relacién entre el mundo real y las matematicas.

Esta propuesta de Unidad de Ensefianza Potencialmente Significativa que pretendemos implementar se
fundamenta en la teoria del aprendizaje significativo de David Ausubel, en las teorias sobre educacién de
Joseph D. Novak y de D. B. Gowin, en la teoria interaccionista social de Lev Vygotsky, en la teoria de los
campos conceptuales de Gérard Vergnaud, en la teoria de los modelos mentales de Philip Johnson-Laird , en
la teoria del aprendizaje significativo critico de Marco Antonio Moreira y en la teoria de modelo educativo
matemadtico, propuesta por van Hiele.

2.2. REFERENTE TEORICO

En el proceso de ensefianza y aprendizaje de las matematicas, las funciones y su modelacién constituyen una
poderosa herramienta, son de gran utilidad en el trabajo y estudio de los sistemas matematicos en general.

Adquirir habilidad para formular, modelar y resolver problemas que relacionen a las funciones de variable
real con problemas de aplicacion que den sentido y significacién a la ensefianza, resulta de suma
importancia, por cuanto ello facilita la solucién a multiples problemas que se presentan, no solo en las
aplicaciones propias de las matematicas sino en otras areas del conocimiento como las ciencias naturales, las
ciencias sociales y muchas otras.

Este trabajo debera posibilitar el desarrollo del pensamiento légico matematico de los alumnos y el
mejoramiento de sus competencias. En la medida en que los estudiantes van formulando y resolviendo
problemas, a partir de situaciones dentro y fuera de las matematicas, van ganando confianza en el uso de las
matematicas, van desarrollando una mente perseverante, van aumentando su capacidad de comunicarse
matemadticamente y su capacidad para utilizar procesos de pensamiento de mas alto nivel (Estandares
Basicos de Competencias en Matematicas — MEN 1998).
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Ademas, hacer matematicas es en buena medida formular y resolver problemas y este proceso debera ir de
la mano, en estrecha relacién, con la implementacién de otros procesos generales tales como: modelar
procesos y fendmenos de la realidad; comunicar; razonar; y formular, comparar y ejercitar procedimientos
y algoritmos (Lineamientos Curriculares de Matematicas - MEN 1998).

Los estudiantes vienen con poco o nulo entrenamiento frente a la resolucidon de problemas aplicativos, esta
dificultad esta relacionada con el modelo educativo tradicionalista que aun implementamos un buen
numero de los docentes y en particular los del drea de matematicas, para el cual los alumnos son objetos
pasivos de un proceso educativo, que tiene como propdsito la transmision de una informacién, hoy
contextualizada que debe ser memorizada y repetida por los alumnos.

La propuesta de UEPS se fundamenta en la Teoria del Aprendizaje Significativo. Este debe entenderse como
el proceso segln el cual un nuevo conocimiento interactia con la estructura cognitiva del que aprende de
forma no arbitraria y sustantiva (no literal). Esa interaccion con la estructura cognitiva se produce con
aspectos relevantes presentes en la misma, que reciben el nombre de subsumidores o ideas de anclaje. La
presencia de ideas, conceptos o proposiciones inclusivas, claras y disponibles en la mente del aprendiz es lo
gue dota de significado a ese nuevo contenido en interaccién con el mismo. En este proceso los nuevos
contenidos adquieren significado para el sujeto, produciéndose una transformacion de los
subsumidores de su estructura cognitiva, que resultan asi progresivamente mas diferenciados,
elaborados, estables y potentes, y que serviran de base para futuros aprendizajes. Ademas, el aprendizaje
significativo requiere de una predisposicién para aprender significativamente por parte del aprendizy de
un material potencialmente significativo que, a su vez, implica significatividad légica de dicho material
(Ausubel, 1976, 2002).

El aprendizaje significativo es subyacente a la integracién constructiva de pensar, hacer y sentir, lo que
constituye el eje fundamental del engrandecimiento humano (Novak,1981). Es una interaccién triadica
entre profesor, aprendiz y materiales educativos del curriculum en la que se delimitan las
responsabilidades correspondientes a cada uno de los protagonistas del evento educativo (Gowin,1981).

El aprendizaje significativo subyace a la internalizacidon Vygotskyana y a su modo de explicar el desarrollo
cognitivo en funcidn de la mediacién social; pero es igualmente vdlido afirmar que la interaccién social
Vygotskyana subyace al aprendizaje significativo y a la concepcién Ausubeliana del aprendizaje. Tanto para
Vygotsky como para Ausubel “la atribucién de significados y la interaccidn social son inseparables” (Moreira,
1997). En este contexto social y en este proceso de atribucién de significados, ejerce un papel crucial la
contrastacién entre iguales, o sea, la interaccion entre individuos o pares que conduce a la negociacién de
significados.

Los constructos de modelo mental y esquema de asimilacién permiten explicar el proceso de construccién
del aprendizaje significativo y, por tanto, la adquisicién, la asimilacion y la retencion del
conocimiento. La consideracion de la Teoria de los Modelos Mentales de Johnson-Laird y la Teoria de los
Campos Conceptuales de Vergnaud ofrecen una sdlida base psicoldgica cognitiva a la Teoria del Aprendizaje
Significativo, que amplia aun mas, si cabe, su poder predictivo y explicativo y su perdurabilidad,
facilitando asi la comprensién del proceso que conduce a la construccion de un aprendizaje significativo.

El aprendizaje significativo es, también, la forma de encarar la velocidad vertiginosa con la que se desarrolla
la sociedad de la informacion, posibilitando elementos y referentes claros que permitan el
cuestionamiento y latoma de decisiones necesarios para hacerle frente a la misma de una manera
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critica. Este enfoque implica activamente al sujeto no sélo en términos cognitivos, sino también
emocionales, y a su modo de percibir el mundo, a su manera de representarlo. Lo que se procura es dotar al
alumno de elementos y referentes que le permitan posicionarse en la estructura social y cultural de la que
forma parte de manera critica y analitica, de modo que pueda tomar posturas y llevar adelante sus
decisiones sin ser arrastrado por la misma (Moreira, 2000).

“En cuanto a la modelacién, la consideramos como un proceso muy importante en el aprendizaje de las
matematicas que permite a los estudiantes observar, reflexionar, discutir, explicar, predecir, revisar y de esta
manera, construir conceptos matematicos en forma significativa, se considera que todos los estudiantes
deben experimentar procesos de mate matizaciéon que conduzcan al descubrimiento, creacién y utilizacién
de modelos en todos los niveles”.(MEN- la modelacién. Op. Cit. P101). Para lograr que el estudiante adquiera
los conceptos significativamente a partir de la modelacidn

3.METODOLOGIA

La propuesta de intervencidn en el aula mediante la implementacion de una UEPS es un espacio de reflexion
gue pretende mejorar los procesos pedagdgicos institucionales que permitira superar el panorama descrito.
El tema que se abordara en la UEPS es la formulacion, modelacidn y establecimiento de conclusiones ldgicas
en las aplicaciones de funciones; Se propondrd una primera actividad bien disefiada que permita a los
alumnos exteriorizar su conocimiento previo relevante para el aprendizaje significativo de este tema. Luego
se proponen situaciones problema que permitan una introduccién del tema de aprendizaje, acordes a los
conocimientos previos de los alumnos o, en ausencia de subsumidores, que sirvan como organizadores
previos, y que serdn los que le daran sentido al nuevo conocimiento. Pero para esto, los alumnos deben
concebirlas como problemas y tener la capacidad de modelarlas. Esta modelacién de los alumnos sera
funcional para ellos y resultara de sus conceptos previos y percepciones.

Una vez trabajadas las situaciones iniciales, se presenta el nuevo conocimiento a ser aprendido, teniendo en
cuenta la diferenciacién progresiva, es decir, empezando con aspectos mas generales, inclusivos, dando una
vision inicial del todo, de lo que es mds importante en la unidad de ensefianza, pero después se ponen
ejemplos, abordando aspectos especificos. Los materiales y las estrategias de ensefianza deben ser
diversificados, se debe privilegiar el cuestionamiento y estimular el didlogo y la critica. También es
importante ubicar como tarea de aprendizaje a lo largo del desarrollo de la UEPS, que los alumnos
propongan situaciones problema relacionadas con el tema de trabajo. lgualmente, es importante combinar
las actividades colaborativas con las individuales, privilegiando las primeras, seguidas de una actividad de
presentacion o discusion en el grupo grande.

A continuacion se debe promover la reconciliacion integradora, destacando los aspectos que se pretenden
ensefiar, que deben ser los mds generales y estructurales del tema de la UEPS. Esta nueva presentacion
debe hacerse con un nivel de complejidad mas alto que el del primer abordaje hecho con anterioridad, a
través de nuevos ejemplos en los que se destaquen semejanzas y diferencias con relacion a los ejemplos y
situaciones ya trabajados. Posterior a esta presentacion, debera proponerse una actividad colaborativa que
posibilite la interaccidén social y la negociacién de significados entre los alumnos, con la mediacion del
docente. En este sentido, se sugiere la construccién de un mapa conceptual o de un diagrama V, pues entre
las diferentes estrategias, son las que mas garantizan la negociacion de significados y la mediacién docente.
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Luego se hara una tercera presentacion del tema de aprendizaje y sus significados, mediante una breve
exposicidn oral, una lectura de un texto, una presentacién audiovisual, etc. Lo importante aqui es establecer
unas conclusiones, dandole continuidad al proceso de diferenciacion progresiva, retomando las
caracteristicas mds relevantes del tema en cuestion, pero desde una perspectiva integradora, es decir,
buscando la reconciliacién integradora y la consolidaciéon. En este punto del desarrollo de la UEPS, se
deberdn proponer y trabajar nuevas situaciones problema, de un nivel de complejidad mas alto que el de las
situaciones anteriores, de una manera colaborativa para después ser presentadas y discutidas en el grupo
grande y con la mediacién del docente.

incorporaremos durante el proceso el uso de otros mediadores que dinamizan la apropiacién conceptual del
estudiante, como las aplicaciones tecnolégicas en calculadoras y herramientas computacionales (derive), los
cuales potencian las posibilidades numéricas, graficas y simbdlicas de un problema, nos permiten encontrar
distintas soluciones al variar pardmetros; comparar, contrastar , predecir resultados e interpretarlos .

La evaluaciéon del aprendizaje y del desempefio de los alumnos se realizara con base en las evidencias de
aprendizaje significativo que el docente debe registrar a lo largo del desarrollo de la UEPS (evaluacidn
formativa) y en el resultado de una evaluacidn sumativa que todos los alumnos presentaran de acuerdo con
los parametros que establece la universidad.

Es fundamental en el desarrollo de este trabajo el acompafiamiento a los estudiantes en los talleres que
ofrece la universidad, en asesorias personalizadas y colectivas, las cuales pretendemos ampliar en tiempo, ya
gue algunos estudiantes que trabajan se les dificultan aprovechar estos espacios por asuntos de horarios
laborales.

3.1. OBJETIVOS

Los objetivos de esta propuesta son los siguientes:
3.1.1. Objetivo General:

Disefiar e implementar una Unidad de Ensefianza Potencialmente Significativa, que permita lograr en esta
medida aprendizajes de funciones a través de las formas de representacidn visualizacién-modelacién en
estudiantes de calculo diferencial del grupo 17 01-12 de la universidad nacional de Colombia, sede Medellin.

3.1.2. Objetivos Especificos

Lograr en los estudiantes aprendizajes significativos a partir de la modelacidon expresada en la apropiacién
conceptual e interpretacion del comportamiento de distintos modelos funcionales.

Mejorar la asimilaciéon de contenidos del curso de calculo diferencial, principalmente en el tema de
funciones, a partir del uso de mediadores como calculadoras y software (derive).

Mejorar el rendimiento académico de los estudiantes del curso de cdlculo diferencial, grupo 17,
propiciandoles aprendizajes significativos.
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3.2. PLANEACION Y PROGRAMACION DE FUNCIONES

Clase Seccion Tema
Capitulo 1 - Funciones y Modelos.
Cuatro maneras de representar una funcion, definicion de
1 (1.1) funcion, dominio, rango, grafica de una funcién, prueba de la
recta vertical.
Funciones definidas a tramos, valor absoluto, simetria, funcion
2 82 par, impar, funciones crecientes, decrecientes. Catalogo de
funciones basicas: funcion lineal.
(1.2) Catalogo de funciones basicas: polinomios (grado, raices,
3 funcion cuadratica, funcidn cubica), funciones de potencia,
funciones racionales, funciones algebraicas y funciones
trigonométricas.
4 (1.3) Trapsformaciones de.funciones.: desplazamientos verticales |
horizontales, alargamientos verticales y horizontales.
5 (1.3) Algebra de funciones, composicion de funciones.
6 (1.5) Funciones exponenciales: gréficas, leyes de los exponentes,
modelacion con funciones exponenciales, el nimero e.
Funcion inversa: funcibn uno a uno, prueba de la recta
7 (1.6) horizontal, definiciébn de funcidn inversa, grafica de la funcion
inversa.
(1.6) Funciones logaritmicas: definicion, gréaficas, leyes de los
8 logaritmos, logaritmo natural, férmula para el cambio de base,
gréafica de la funcion logaritmo natural.
— Funciones trigonométricas inversas: funcidn seno inverso,
9 Apéndice C ., . ., .
funcion tangente inversa, funcion coseno inverso.

3.3. ESTRATEGIAS METODOLOGICAS Y EVALUACION

El curso de Calculo Diferencial tendra una intensidad de 4 horas tedricas semanales. Ademas, a partir de la
segunda semana los monitores dictaran talleres para reforzar lo aprendido en la semana inmediatamente
anterior. Aunque no es obligatoria la asistencia a los talleres, recomendamos a los estudiantes que resuelvan
el taller individualmente o en grupos, y asistan por lo menos a una de las sesiones con los monitores.

Es importante saber planear su tiempo de estudio. Cada semana se deben dedicar al menos 12 horas de
trabajo independiente para este curso, asi como acudir a las asesorias que brindan los profesores y
monitores de la materia. El horario de asesoria de profesores y monitores se publicara oportunamente en las
carteleras y en la pagina web de la escuela. Los estudiantes pueden solicitar la ayuda de cualquier profesor o
monitor de la asignatura dentro de los horarios fijados.

También recomendamos a los estudiantes leer el material de clase anticipadamente, con el fin de obtener
mayor provecho de cada clase, hacer, como minimo, los ejercicios propuestos, y consultar ejercicios de otros
textos.
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Recordamos que las Matemadticas se construyen como un edificio y que para comprender bien un tema, se
deben entender los temas anteriores o prerrequisitos. Asi, para presentar, por ejemplo, el segundo parcial
serad necesario saber todo el tema del primer parcial y por eso recomendamos repasar constantemente los
temas anteriores.

Recomendamos muy especialmente visitar la pagina web del texto guia: http://www.stewartcalculus.com

En esta pagina podrdn encontrar material muy valioso para el desarrollo del curso.

Este semestre el método de evaluacidn sera el siguiente:

Los examenes parciales tendran una duracién de una hora y cincuenta minutos. Cada examen parcial
consistird de preguntas similares a las propuestas en los talleres y en el texto guia en su listado de ejercicios,
incluyendo:

¢ Preguntas de revisidn de conceptos, de falso y verdadero, o seleccién multiple.

e Ejercicios operativos.

¢ Problemas en palabras sobre aplicaciones de los conceptos matematicos a situaciones de la vida
real.

Los temas correspondientes a cada examen se muestran a continuacién y estan sujetos a cambios:

EVALUACION TEMA FECHA

Primer parcial (25%) Clases1a9 Por definir
Quiz (15%) Clases 10, 11, 12,13 Por definir
Segundo parcial (30%) Clases 14 a 20 Por definir
Tercer parcial (30%) Clases 21 a 26 Por definir

3.4. PREPARACION DE CLASES
FUNCIONES.

PAR ORDENADO: Se llama par ordenado, que se denota (x, y), al conjunto formado por dos elementos que
pueden ser iguales; se dice que x es el primer elemento y que y es el segundo.

IGUALDAD DE PARES ORDENADOS:

Dos pares ordenados son iguales si y solo si sus componentes son iguales, asi: (x, y)=(a, b)&
X=a, Y, y=b.

PRODUCTO CARTESIANO

Se llama producto cartesiano del conjunto A por el conjunto B, al conjunto cuyos elementos son pares
ordenados de primera componente en A y segunda componente en B

AxB={(a,b)/a€eA y,beB}
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Ejemplo: A={2,3, 5} B={1,7}

AXB={(2,1),(2,7),(3,1),(3,7),(5,1),(57)}

AxB

B
o = N w2 o ® N @ @
T T T T T T

BXA={(1,2),(1,3),(1,5),(7,2),(7,3),(7,5)}

BxA

Relacién: sean A y B dos conjuntos no vacios, una relacion R de A en B es un subconjunto del producto
cartesiano AxB.

R es relacion siy solosi RS AxB
Ejemplo: A= {1,2,3} B={a,b,c}
R={(1,2),(1,b), (2,2), (3,b)}

AxB={(1,a),(1,b),(1,¢),(2,a),(2,b),(2,¢),(3,a),(3,b),(3,0)}

11
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Ejemplo: H= {(x,y): xreal,y real,y = 2x + 1}, es una relacién de Ren R
DEFINICION: Sea f una relacion de AenB
fes funcion de AenBsi (a,b) € fy (a,c) € fimplicaqueb = ¢

FUNCION: Se llama funcién de un conjunto A en un con conjunto B a toda relacién R de A en B que
cumple la siguiente condicion: para cada elemento X € A, existe un elemento

y € B y Solo uno tal que x Ry (x se relaciona con y)

12
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1 H\.I I...r'/ - a / ) ".ll
| \ - I|" | Ill' b
|i 2 ’dl"*-?_——'b Mo e funcidn || 2 i | II|I

3 ni thens
| | TngEUna imagen | 3 { I C |

| 3————=b

| ' |
Ll : ) ||l
I".‘I 4 'L/‘k" C j.f;
" !
\\\\_\_\_\_§_’__.—/J. \\\\_\_______.-"'.I

NOTA: El segundo diagrama tampoco es funcién ya que el 1 tiene dos imagenes.

J Es funcidn

DEFINICION: Sea F una relacién de Aen B fes funcién de Aen Bsi (a,b) € fy (a,c) € fimplica que

a=cC.
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) - "m\ \\
.'"Ir \ ) x\'
"Ilrl _ ____—I-f-"_'rb lll'l,
II a — :1-—_ B I II
. E— D |
II 1 ——— —Jl_ l' II
)Illl _— __.:I; i llll|
5 \ /ff \ \ / /f
f T T
—  ——— B
AT SN

NOTA: En el primer diagrama es funcién siempre que a sea diferente de 1. Para el de la derecha no se
satisface la definicién, excepto que a sea diferente de 1 y b sea igual a 2; si a = 1 no habria funcién.
Evidentemente el dltimo diagrama no corresponde a una funcién de A en B.

DEFINICION: Una funcién f de A en B es una regla que a cada x de un conjunto A asigna exactamente un
elemento de B, tal elemento por ser Unico se denota f(x) y, se denomina imagen por f de x.

El conjunto A se llama dominio de la funcién y el conjunto B se llama condominio de la funcién. Y al conjunto
de valores que efectivamente toma f, y que es subconjunto de B se llama rango o recorrido de la funcién f.

f

)
"f(b)
\j A

En Calculo Diferencial consideramos funciones en las que el dominio y recorrido son numeros reales,
Ilamadas funciones de variable real o funciones reales.

14



CUATRO MANERAS DE REPRESENTAR UNA FUNCION
Verbalmente— Descripcion en palabras.
Numéricamente — Tabla de valores.

Visualmente — Una gréfica.

Algebraicamente —Una férmula explicita.

Ejemplo:

Agustin Mosquera

El nimero de vibraciones (v) de un acuerda que vibra es directamente proporcional a la raiz cuadrada de la

tensidn T de la cuerda. Una cuerda particular vibra a 864 vibraciones por segundo, sometida a una tensién

de 24 kg. Representa esta funcién en todas sus formas posibles.

Solucion.

Ya que V es directamente proporcional a v/t entonces existe una constante positiva k, tal que v=k+/t. Ahora,

v= 864 cuando T= 24 y asi

864= k\/24, k=%_j, k=72/6

V=72V6\T =72/6T

Representacién grafica.

CALCULO DEL DOMINIO Y RANGO DE UNA FUNCION

Si f(x, y)= 0 es una ecuacion para los numeros reales x e y, para calcular el dominio de f(x, y)=0, se despejay

en términos de x, siempre que sea posible, y analizamos los posibles valores de x para los cuales y es un

numero real.

Para calcular el rango, despejamos x en funcion de vy, siempre que sea posible, y analizamos los posibles

valores de y para los cuales x es un nimero real.

15
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Definicion: Si f es una funcidon con dominio A, entonces su gréfica, que se denota graf(f), es el conjunto de
parejas ordenadas:{(x, f(x))lx € AI}

x €dom f
fx)ergf
dom f=[a. D]
rgf=le. d]

rango

|
|
|
a
——dominio —

PRUEBA DE LA RECTA VERTICAL.

Una curva en el plano XY es la grafica de una funcién de x si y solo si ninguna recta vertical se interseca con la
curva en mas de un punto.

Ejemplo: x? + y2 = 1 (en ésta caso 0 = f(x, y) = x? + y? — 1)

(@ x> +y° =1 (b y=V1-x? ©y= VI-x

() La circunferencia no es la grafica de una funcion; no satisface el criterio de i recta ver-
tical. {b) La semicircunferencia superior ¢s la grifica de la funcién jix) = %1 — &~ (¢} La semicircun-

ferenein inferior es o grafica de la funcidn g(x) = — V1 &

16
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EJEMPLO: 1
Determinar el dominio, rango y grafica de la siguiente funcién: f(x) = x? + 2x — 1
Solucion:

Calculemos las raices de la funcion empleando la férmula cuadratica.

x = 2% ‘2‘;1()4)(‘” = ‘Zizm, luego x; = —1 +vZ = 0.41,y, x, = —1 — 2= —2,4

Dominio de f=R

Rango :y=x*+2x—1, portanto, x’+ 2x—(y+1) =0, oseax = Zty bl “‘L;ré()lm, luego debe ser 4 + 4(y + 1)

20,esdeciry+2>0,yasiy > —2

Ejemplo: 2
hGo) = V4 —x?
Dy, ={x /y =Va-x2}={x/ 4—x%2 0}={x / x?< 4}={x / x|22}=[-2,2]
R

h ={y/y=Va—x2}={y/y?=4-x2yy=0}= {y/x*=4-y% y,y=0}={y/4—y*2 0,y,y=20}
={y/y*<4y=0}={y/-2<y<2yy=0}=[02]

Luego el rango de h es [0,2]

Ejemplo 3.

Graficar: i(x) = ﬁa partir de f(x)=1/ x

17
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.. X X+1 1 1 1
Solucién:i(x) = —= — ——=1—-— = —— +1
X+1 X+1 X+1 x+1 x+1

Como x # —1, el dominio es: R — {—1}

Como:y=){%=>xy+y=x=>y=x—xy=>y=x(1—y):»x=1yTy:1—y¢0zy¢1

Asique elrango es : R — {1}

NOTACION DE FUNCION

Sea f una funcién de variable real. A la variable independiente x, a veces se le llama argumento de la
funcion.

Ejemplo:
Para el caso de la funcién cubica f(x) = x3, f es la regla que nos indica elevar al cubo el argumento, asi

f2) = (2= 8 f2 + h) = (2 + h ) ; fix+h =(x+h ) =x+3xh +3 xh> + h?,

etc.

Gréfica de y = x3 y algunas curvas asociadas.
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(a) flx) = (b) flx) = —x°
(€) flxy=x"+1 (d) f(x) = (x — 3
() flx) = —x* +2 N fly=@+2°+1

(a)y = x° (b) ¥

i '

=Y

@y = (x - 3) (e)y=-x2 +2 Dy=@x+20+1
Ejercicio propuesto:
Para G definida por G(x) = 2x3 — 3x evalue:

G(x)-G(1)
x—-1

G(3); G(x) + G(3); —G(x); G(—x); G(x + 3);

Funcidén valor absoluto.
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Ny y
y=-x,x<I() y=x,x20 T

g X
’
’
/
a)y=1Uul o
’
’
’
’
’
Reflejar esta
parte de y = x
enel gje x

b)
FUNCIONES DEFINIDAS A TRAMOS.

Dada g calcular dominio y rango.

3x+2 six> 2

g(x) =4 V4 —x2si1<x<?2

x2+4x+5six| <1

Solucion:
El dominio de g es [- 1, o0) (por qué?)
El rango de g:

Comoy =3x + 2 es una recta y es valida para x > 2, entonces en esta parte de g su rango sera y = 3x+2 > 3(2)
+2=8 0seay>8

Comoy =vV4 — x2para 1 < x < 2, es decreciente,yenx=1,y=V4 —12=+/3,yenx =2,y=V4 — 22 =0,

en este tramo el rango es [0, V3]

Ycomoy=x?+4x+5 = (x +2)* + 1, que es una parabola con vértice en (-2, 1), por tanto es creciente a la
derecha de x = -2. Asi que para x tal que |x| < 1, o sea para -1 < x < 1, la y tomaria los valores entre 2 =
(D% +4(-1)+5y10=12+4(1)+5

Por lo tanto su rango es (8, +00) U [0,\/§] U ((2,10) =10, \/§] U (2, +)
FUNCION PAR.

Una funcidn se denomina par si satisface que:

f(x) = f(—x)para todo x en su dominio.
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¥y Yy
(=x. f(—=)) (. f(x))
T
| |
[ [
| |
I L . x 'TI T X
—X X T
(=x. f(—x)) (x. f(x))
f
a) fes par b) fes par
Ejemplo:
x? -1
— 2. — I+l — -
f0) = x%g(x) = |x;h() = T T 1
FUNCION IMPAR
Una funcidn f se denomina impar si satisface que:
f(—x) = —f(x) para todo x en sudominio.
y ¥y

: X T
: L___
_____ 4 (. () (—=x.f (=)

a) fes impar b) fes impar

Ejemplo:
f(x) =x3,8(x) =x° —x3 4+ x,1(x) = 2x — x7
SIMETRIA CON RESPECTO AL EJE Y.

Si al cambiar x por —x se obtiene una ecuacidn, equivalente, es decir f(x) = f(—x), lo cual se cumple para

toda funcidn par.
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SIMETRIA CON RESPECTO AL ORIGEN.

Agustin Mosquera

Si al cambiar x por —X,y,y por —y se obtiene una ecuacién equivalente 0 f(x) = —f(—x) que es la

definicién de funcién impar ejemplo:

Dada f(x) = =

1+]x|
Demostremos que f es par

Solucion:

Como |x| = |—x] se tiene que f(x) = f(—x) por tanto f par.

Dado el numero a, resuelva la ecuacién: f(x) = a.

Solucion:

Solo tiene sentido para a = 0 teniendo en cuenta que f es no negativa. Consideramos x = 0:

x|

1+xl

a

Luego la solucién es x = P

22
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Para el caso x < 0 se tiene:

Luego —x =a—ax, oseaax—x = a, de donde

a T
X= — valida paraa=0,cona* 1.Ycomox <0esa<1
De aca se puede concluir que el rango de fes [0, 1)

Definicion: sea f una funcién definida en un intervalo, y sean X; y X, dos nimeros

Cuales quiera en este intervalo. f es creciente en el intervalo si f(x,;) < f(x,)siempre que x; < X,

4+ ¥ Creciente +» Decreciente
T T
I f(xy) *"“(-"QI
I I I I
I I I I
I I I I
flx)) I I v I I fix))
X Xy - X Xy =
flx) = Ax,) 1Ty = x, flx) = Ax,) If x, =< x,

FUNCIONES POTENCIALES
Para un entero positivo n sea f la funcién definida por
f(x) = x™ para todo real x

Cuando n =1 es la funcidn identidad; para n=2 la grafica representa una parabola; para n=3 la gréfica es

una cubica.
¥ y=x ¥ \'=_13 ¥ \=11' X _\'=14 ¥ \:r'i
1+ 1+ 1+ 1+ 1=
| 1 | | | | | | | |
N [ O 0] 1 F ] B ) R 70 1 "
-1 AF 1 1F “1F
FIGURA Graficas de flx) = x",n = 1,2, 3, 4, 5 definidas para —0o << x <I 0o,
Ejemplo:

Grafique las funciones:
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f(x) = x™ paran = 2 04y en el rectdngulo de divisién [—2,2] por [—1,3]
Grafique las funciones:

f(x) = x™ para n = 1,3 0 5 en el rectangulo de divisién [—2,2] por [—2,2]

Sin es par la grafica de f(x) = x" es similar a la parabola y = x?
Sin esimpar la gréfica de f(x) = x™ es similar a la graficadey = x3

Cuando n crece, la grifica de f(x) = x™se vuelve mas plana cerca de cero y mas inclinada cuando x >
1; para 0 < x < 1 las potencias menores de X son las imagenes mas grandes, pero cuando x >
1 las potencias mayores son las dominantes.

VALOR MAXIMO O MINIMO DE LA FUNCION CUADRATICA

La forma estandar de una pardbola es f(x) = a(x —h)? +k, por tanto, el valor maximo o minimo ocurre
enx = h. Si a > 0 hay un minimo de f que es f(h) =k, y si a < 0 hay un maximo que también es f(h) = k.
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VA VA

Vértice (h, k)

;\. 1
e < /\
Vértice (h, k) |

] -
| » 0 h
.

|
0 h

-

3 7

flxy=alx —h)-+k a=0 fixy)=alx—h)\+k a<0

2 2 2 2
Comof(x)=ax2+bx+c=a(X2+EX)+c=a(X2+Ex+b—2)+c—a(b—2)=a(x+£) fco-2
a a 4a 4a 2a 4a

.. . b b2
y esta ecuacién es de la forma estandar con h = ~ % yk=c — L entonces para f(x) = ax? + bx +

c el vértice ocurreen h = P

. ‘s b b?
Si a < 0unmaximoy es f(——)= c——
2a 4a

. s b b?
Si a>0unminimoyes f(——)=c——
2a 4a

EJEMPLO:

Un fabricante elabora una lata de metal cilindrica que contiene 1 litro de aceite. Establezca un modelo que
determine el area de la superficie total de lata como una funcidn del radio r.

Solucion:

PN

| | —
| |
h | | h
| |
| |
| | I
! [ — r—l d
Area 2mr? Area 2xrh
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Como el volumen del cilindro es V = ir?h , y de acuerdo con los datos del problema el volumen es 1litro
= 1000cm?3, entonces :

1000
Tr2

11 = 1000cm? = mir?h, luego h = . El dibujo nos muestra que la superficie es:

1000
Tr2

s(r) = Area de la superficie total = 2nr? + 2nrh = 2nr? + 2nr

Por tanto s(r) = 2mr? + @. Valido para r# 0.

FUNCION POLINOMICA
Una funcidn polindmica p esta definida para todo nimero real x por una ecuacién de la forma.

P(x) = apx" +a,_1x" '+...a,x%> +ax +a,, donde n es un entero no negativo y los nudmeros
ap,a; a ... an son constantes llamadas coeficientes del polinomio.

Sia, # 0, entonces el grado del polinomio es n.

Son funciones poli némicas:

f(x) = k, k € R, funcién polinémica de grado cero, incluso cuando k es cero.
f(x) = ax + b, funcién polindémica de grado uno (Lineal)

f(x) = ax? + bx + ¢, funcién polinémica de grado dos (Cuadratica)

f(x) = ax3 + bx? + cx + d funcién polindmica de grado tres (Cdbica)

f(x) = ax* + bx® + cx? + dx + e funcién polinémica de grado cuatro

(Con (a # 0) en todos los casos)

y oy ¥ 2 ;o r=x Ay v ¥y
| | 1 j k _ 1
X X X X
| » | | | - | | » | | >
1 -1

- 1k 1+

¥ =

SUGERENCIAS PARA GRAFICAR UNA FUNCION POLINOMICA
Calcule f(—x) para determinar si la grafica tiene simetria respecto al eje Y.

Calcule los interceptos: en Y se resuelve f(0), y en X se hallan los x tales que y = 0, o sea factorizando (en
caso de ser posible) para determinar las raices, es decir, se resuelve f(x) = 0.

Trace una recta numérica y determine los signos algebraicos de todos los factores entre las raices para
determinar en dondef(x) > 0 y en donde f (x) < 0 Grafique la funcidn utilizando los resultados anteriores
y marcando puntos adicionales en donde sea necesario.
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Ejemplo:
Grafique f(x) = x3 — x? — 2x
Solucién:

f(—x) = (—x)3 = (—x)? — 2(—x) = —x3 — x% 4+ 2x (No es par ni impar, pues f(—x) # f(X)y f(—x) #
— f(x) ) .Luego no es simeétrica con respecto al eje Y ya que f(- x) # f(x)y comof(—x) # —f(x), tampoco es
simétrica con respecto al origen.

De f(x) =x3 —x%—2x se tiene que f(0) = (0)3 — (0)? — 2(0), es decir:
f(0) = 0,0 sea que (0,0)esta en la curva.

fx)=0 ©x3 —x*-2x=0ox(x*-x-2)=0ox(x—-2)x+1)=0x=0,x=2y x= —1,
son raices.

-1 0 2

— — — I — — — ] 44+ A+

X
——————— FH+++t A+

X+1
_——— e — — — 4 — — — — | ++4++

X-2

X3-x2-2x —l_

=
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TANGENTE ALEJEX

Si una funcidn polindmica contiene un factor (x — k)™, n > 1, la gréfica sera tangente al eje xenx =Kk.Sin
es par la gréfica estard completamente por encima o completamente por debajo del eje x en un intervalo
que contiene x = k, excepto en el punto de tangencia x = k, donde toca al eje x.Si la n es impar la gréfica
atraviesa el eje x.

Graficar: f(x) = x* — 4x? + 4
Solucioén:

f(—x) = (—x)* —4(—x)? + 4 = f(x)
La funcidn es par y por lo tanto su grafica es simétrica con respecto al eje y.

a) f(0) = 4,luego (0,4)esté en la curva.
by x*-4x?+4=0x*-2)?=0s (X+\/§)2(X—\/§)2 = 0.
Raices: x = —2; x = V2 , las cuales también representan los puntos de tangencia en el eje x.

Como f(x) = (x? — 2)? > 0 para todo x, no hay necesidad de diagrama de signos, pues la funcién est4 en la
parte no negativa del eje y.

= e i —- X
(-2, 0) (\/2, 0)

Otras Funciones Potenciales

¥ ¥
¥
y=Vx
— 32
3
1 B y=Vx
e e .
/ 1F_~ /
| - /
x x L/ ~—

0 1 PZE r/ P
Dominio: 0 = x < = . - Dominio: =0 < x < = o = ]' x o ]' x
Rango: U =y<= Rango: R

Dominio: 00 = x < = Dominio: o = x = =
Rango: 0 =y<= Rango: O=y< =
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FUNCION RACIONAL

_p®

= a®’ q(x) # 0, donde p y q son polinomios. El

Una funcién racional f es una razén de dos polinomios f(x)

dominio de f consta de todos los x tales que q(x) # 0.

Las siguientes graficas son ejemplos de funciones racionales:

Al

isn MO ESTA A ESCALA -6

N — ey |

(a) (b) (i

Iz
2

29



Agustin Mosquera

FUNCIONES RECIPROCAS

| -1: lli K
— o 1 1
\ Domindo: x -+~ O —""/ ! » i

REango. y + 1) 0 1
Movmanin: x == [
||| Kungo: v o= Q4
[a) LB
FIGURA Giraficas de las funciones de potencia flx) — x¥
para el inciso (a) ¢ — —1 v para 2l inciso (b)a — —2.

FUNCIONES ALGEBRAICAS

Son funciones que se construyen usando operaciones algebraicas (adicién, multiplicacion, sustraccidn,
divisidn y extraccion de raiz) a partir de polinomios.

4 _ 2
Ejemplo: f(x) = Vvx% +1; g(x) = % + x—-2)¥x+1

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

t=R
T _"l' & ¥
f = =
3 \\ C04% 8, 5 & H} - ——
e — //'f—-':.'-'-'- — ™
p e s, B4 Inn=t
¥ - V72 (R | IANNY
| 8, {1/ g\
| N o= 0 ff \
= i ¥, N v N
{ 0 b L0 X | 0 Il x
l'nl ! Y I'.\."._ ':‘.'
f".- .l‘- '.‘.\ f"." -Ir
4 < |1=27 '}\‘\ ~
- o ey
—— \t\‘;\_. _f':_,/
i T -
PICLUIRA Lat cosrdenadas = T e
die PUrk sam (cos 8, s2n 1)

DEFINICION
El valor de cada funcidn trigonométrica para un nimero real t se define de la siguiente manera:

Se considera la circunferencia de radio 1 en el plano cartesiano y se afiade la recta real tangente a la
circunferencia en punto (1, 0)

Parat = 0, sobre la recta real se enrolla el segmento de t unidades alrededor de la circunferencia unitaria en
sentido contrario a las manecillas del reloj. Sea Pt el punto terminal sobre la circunferencia luego del
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enrollamiento del segmento de t unidades. Sean(x,y) las coordenadas de Pt. Entonces se define sen (t) =y, y

, cos(t) =

Nétese que al dividir t por 27 se obtiene n en los naturales, 0, n=0,y unresiduo © tal que 0 <& <27

Entoncest= 2nm + © y asique sen (t) =y = sen(©) con & = 6.1, 0 sea que el angulo coincide con

X = cos (©) (De paso se observa que sen y cos son de

el arco residuo. Andlogamente cos (t)

periodo 21)
Para t < 0 se procede enrollando en sentido horario.
Las demas funciones trigonométricas se definen asi:
_y i _r 1 . _r 1 . _ X
tant="/¢x,x#0;csct =—=—,y#0; sect=-==-,x#0;cot ==,y # 0.
/x y vy X x vy

En particular las coordenadas de Pt son:

(x,y) = (cost,sint) y como Pt satisface x?+y? = 1, entonces—1 < x < 1;—1 <y < 1,05sea que
|cost| < 1;]sint] <1

PERIODICIDAD

Una funcién f no constante es periddica si hay un nimero positivo p tal quef(t) = f(t + p) para cada t en el
dominio de f. Al menor de esos p se llama periodo de la funcién.

PROPIEDADES: cos t = cos(t + 2nm), sent = sen(t + 2n) para n en N, conjunto de los nimeros naturales,

y como se dijo anteriormente, sen y cos resultan de periodo 2m

GRAFICAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

ek

¥ = tanx
¥ ¥ i |
.|. 4 I | I
N ¥ = COS§ X ) Y = Sen X
i ey Ve \ J J ;
/ e - [ S
/ ! x x 3k /e £ /[0 £ & 3=
¥ S 0 *” ¥ pw 2w T w ™ —\ 3— F 3/ z/ i 2
f 2N s 2 - T E \ iy f / f
L L \___/' I | |
A s s T 3T
Dyoami niios: Dominio: == = x Dominio: x #£25- | ==
BEango: Rango: 1l =w= Ranao: ‘1. T
. o0 e
Periodo: Periodo: 2w Perioda: -
(b} CIMMID: (c)
¥
V= CSC X
| 1
II | \
\ | \
LY ri 1
1 e
- 1 X 1 1 1 X | x
3 & o 0 T o« M B —
3y ANE 2 |2 z
[ | \ {
| | | 1 | |
Dominio: x 3= :% . e Dominio: x # 0, =, =27, . .. Do nioe:
Rango: v= 1wyv=1 Rango:
Rango: ot ~ - _—
- - Pericdo: 2 Pericdo:
Periodo:
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0=0° 0 1 0 = 1 =
;300 1 V3 V3 243

=== R B 3ol =T | 2
I_g5 V2 | V2 1 | V2 | V2
I _6e v3 | L V3 2v3
=l ) 2 V3% 2 3
%= 90° 1 0 o0 0 @® 1
= 180" 0 —1 oo -1 oo
X _270° 1 0 - 0 w | 1
21 = 360° 0 1 0 - 1 -

TRANSFORMACION DE FUNCIONES

Desplazamiento vertical de la grafica de y = fix)

Feuacion

y=flx)+ cconc =0

y=flx) —cconc=0

Efecto
en grifica

La grifica de fse desplaza
verticalmente hacia arriba
una distancia c.

La grifica de f se desplaza
verticalmente hacia abajo
una distancia c.

Interpretacion
orafica

¥
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DESPLAZAMIENTOS HORIZONTALES.

Desplazamiento horizontal de la graficade y = fix)

Ecuacion Efecto en grafica Interpretacion grifica
vy = glx) La grifica de f se desplaza Ay
= flx — ¢) | horizontalmente a la ’
conec >0 derecha una distancia c.
y = hix) La grifica de f se desplaza
= flx + ¢) | horizontalmente a la
conc >0 izquierda una distancia c. )
v=h(x)=flx+¢)
I
I
l shia—rc)
|
I
1
a— 1
I I
|—— = () ———]

Ejemplo propuesto:

Graficarf(x) = vx — 3 ;f(x) = ﬁ + 1; f(x) = cos (x + E) para0 < x < 2m

REFLEXION DE GRAFICAS

En el ejeX para graficar y = —f(x) se refleja la gréfica de y = f(x) al otro lado del eje X.

y = flx)

e
0
N

y = —flx)

-

y

Reflexion de grafica en el eje V.

33
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Para graficar y = f(—x), se refleja la grafica de y = f(x) al otro lado del eje Y.

Ejemplos graficos de reflexiones:

' v
y I
y = flx)

Y=x

Y=-x
0 ; > »-

y = fl—x)
¥
1.5
_ y=-sen(x)
y=sen(x)
1
0.5
——
n w 3. 2
2 2
Los X
-t
1.5
oy
-3 y=|sen(x)|
1
Fos
X
| L 1 1 1 | L | 1 1 I L
1 T 1 1 T 1 T 1 1 I 1 T
Fid n 3_” 2
3 2
Fos
-1
Fos
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(a)y = &

(b)y =

-x

ESTIRAMIENTOS Y ACORTAMIENTOS VERTICALES (AMPLITUD)

Para graficar y = cf(x) hay que multiplicar ¢ por las ordenadas de los puntos de y = f(x).

Agustin Mosquera

Si ¢ > 1,la grafica dey = f(x) se alarga por un factor ¢ unidades; si 0 < ¢ < 1 la grafica se acorta o se
comprime verticalmente por un factor de c unidades.

Elongacidn o compresién vertical de la grafica de y = fix)

Ecuacion v = ¢flx)cone = 1 y=cflx)con < ¢ < |
Efecto en La grifica de fse La grifica de f se
la grifica alarga verticalmente comprime verticalmente
en un factor c. en un factor 1/c.
Interpretacion \ A
grafica 1 1
¥y = cfix) -+ v = cf(x)
con ¢ > 1 T  con0<c<]l
(a.b) +
|
—+— T =
1 . X 1 — X
1 {a. ch)
/I 1 [ ]
¥ = fix) v = flx)
Ejemplo:
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X y
3 9
2 4
1 1
0 0
-1 1
-2 4
3 9
x ¥
3 18
2 g
1 2
0 0
1 2
2 )
3 18

y=x
] I | |
| I | !
-3 -1 2 3
X
=05
-1
=+=-1.5
¥
=18 &
- y =2x"
=41
-+0.5
x
1 1 1 ('l il
T L] - I I I
-3 -1 i 1 ¥
==-0.5 s .
La grafica se alarga verticalmente
estrechandose, porgue ¥ crece
= |
tas rapido que enel caso
. anteror,
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inm r
\‘\._ - / i,
\ [ y=;%
\ rd =
. /
N, J
\ / x v
*, == i’ 3 E'Jrz
. s
\ e 72
g e
l 1 ] o l I 1 1 1/2
T 1 T . T 1 T r
3 2 -t : 0 0
X
. -1 1z
| P La grafica se acorta 3 "oos
[comprime] verticalmente, 3 /2
porgue y crece mas lento

gue en el caso anterior,

Ejemplo:

A partir de f(x) = x 2, obtener mediante transformaciones la siguiente funcién:

g(x) =—-2(x—-2)?%+1

u(x) = (x — 2)? : Desplazamiento horizontal de 2 unidades a la derecha de f(x).

v(x) = —(x — 2)%: Reflexién de u(x) = (x — 2)?sobre el eje x.

w(x) = —2(x — 2)? : Alargamiento vertical de v(x) = —(x — 2)? en dos unidades.

g(x) = —2(x — 2)? + 1 : Desplazamiento de w(x) = —2(x — 2)?en unidad hacia arriba.
ALARGAMIENTO Y ESTIRAMIENTO HORIZONTAL

L a gréfica de y = f(cx) con ¢ > 1, se obtiene comprimiendo la de y = f(x) horizontalmente en un factor de c
unidades.

L a grafica de y = f(cx) con 0< c < 1, se obtiene alargando la grafica de y = f(x) horizontalmente en un factor
de c unidades.
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Compresidn o elongacion horizontales de la grafica de y = fix)

con 0 < ¢ =1

Ecuacion Efecto en grifica Interpretacion grifica
v = flex) La grifica de f se v
conc = | comprime
horizontalmente .
en un factor c. y =Jicx)
con ¢ = 1
y = flex) La grifica de f y

se elonga
horizontalmente
en un factor 1/c.

T, ¥ =flcy)

VARIACIONES EN LAS GRAFICAS DE SENO Y COSENO

Graficar secuencialmente g(x) = 2 — 5 cos (3X + ‘%ﬂ), a partir de f(x) = cos x

Solucién:(Un método)

u(x) = —cosx, se obtiene al reflejar y = cos x con respecto al eje X.

v(x) = —5 cos x, se obtiene al alargar verticalmante u(x) = — cos x por el factor de amplitud 5.

w(x) = —5 cos(3x), se obtiene al acortar horizontalmentela grafica de v(x) = -5 cosx por un factor de §
t(x) = —5cos (3X + 3%T),se obtiene al trasladar horizontalmente la grafica de w(x) = —5 cos(3x) en“/4

unidades a la izquierda, ya quew(x + “/4) =—5 cos (3(x +g)) = —5cos (3x + %n)

Y finalmente se llega a la grafica de g, al desplazar en 2 unidades hacia arriba la de t(x), esto es, g(x) =

t(x) +2=2—-5cos (3X + 3%) =g(x).

(Otro método)

u(x) = cos (x + %), se obtiene al desplazar horizontalmente la grafica y = cos(x) en 3“/4 , unidades a la

izquierda.
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v(x) = cos (3x + 2%T),se obtiene al acortar horizontalmentela grafica de u(x),por un factor de §
w(x) =5 cos (3x + %), se obtiene al alargar verticalmente v(x) = cos (3x + 3%), por el factor de amplitud 5.

t(x) = =5 cos (3x + ?%T) , se obtiene al reflejar w(x) = 5 cos (3x + 2%T),con respecto al eje X.
Y finalmente se llega a la gréfica de g, al desplazar en 2 unidades hacia arriba la de t(x), esto es, g(x) =

t(x) +2=2—>5cos (3X + 3%) =g(x)

TN SN wix) = -5cos(2x) 0

+ . wix) = —Scos(3x) §(x) = —scos(sx+37)+2

t(x) = —Scos(3x + 3;‘)

EJERCICIO:

¢Qué funciones de las que se dan a continuacién son periddicas?

y = sen’x,y = senx?,y = XCoSX,y = sen(l/x), y=14+tanx,y =5,y = [[x],y = x— |[x]|
Solucioén:

y = sen?x

Teniendo en cuenta que una funcion f es periddica si existe un nimero T # 0 tal que:

Si x € Dom fentonces (x+ T) € Dom f, o sea f(x + T) = f(x) Vx € Dom f, entonces:
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Si f(x) = sen?x; f(x + T) = sen?(x + T) = (senx cost + sent cosx)?

Luego sen’x = sen?(x+ T) cuando cosT = 1 y senT = 0, estoes T = 2m, luego la funcidn sen?, tiene
periodo 2 .

Sea f(x) = senx?;si f(x) = f(x + T) entonces senx? = sen(x + T)?

La igualdad se cumple solo si T= 0, pero de acuerdo con la definicién T# 0y por lo tanto f(x) = senx? no es
periddica.

Sea f(x) = xcosx.Entonces f(x+ T) = (x + T) cos(x + T)
Sif(x) = f(x + T) entonces x cosx = (x + T)(cosxcos T — senxsenT)

La igualdad se cumple si T = 0.Luego no es periddica.

Sea f(x) = seni; f(x+ T) = sen (X%T).Si f(x) = f(x + T)entonces sen G) = sen (X%T) y la igualdad se

cumple en T= 0, lo cual contradice la definicion de periodicidad puesT # 0y f(x) = sin(1/x) no es
periddica.

Seaf(x) =1+ tanx,entonces f(x+ T) = 1 + tan(x + T)

Sif(x) =f(x+T),1+tanx=1+tan(x+T) =1+ fanx+tan T

l1-tanxtanT
Y como f(x) = f(x+ T),tan T = 0,0 sea t = my la funcién es periddica y de periodo .

Sea f(x) = 5; entonces f(x+ T) =5.Como f(x) = f(x+ T) paratodot > 0,la funciénno es periddica,
pues el minimo de los t con t > 0 no existe.

Seaf(x) = ||x||, entonces ||x + T|| = ||x||, para cualquier x en R e infinitos valores de T positivos. Por tanto f
no puede ser periddica.

Sea f(x) = x — [x],entonces f(x + 1) = x+1 — [[x + 1].

Ahora bien, para x en R existe un Unico nenZtalquen<x<n+1

Portanton+1<x+1<n+2; dedondef(x)=x—n,y, f(x+1) =x+1—(n+ 1) = x—n =f(x)
Luego f (x + 1) = f(x)para todo X, o sea que f es periddica y de periodo 1

Ejemplo:

La funcién f cuya grifica se anexa estd dada por la formula f(x) =V3x—x2 . Aplique a f las
transformaciones necesarias de tal forma que se obtenga una férmula para la funcién g ilustrada en la
misma figura.
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Solucién:
g(x) = Af(px + q) + B,donde A, B p y q son las constantes a encontrar,con A # 0y p # 0.
Notese que Dr = [0, 3], R¢=[0,1.5], D, = [2,5]yRy= [0, 3]

Entoncespx+q €Dy, estoes,0 <px+q<3,~—-q<px<3-—q,~ —

T |

<x<Zd

p
YcomoxEDg,2=_?q, 5=3%, ~ 2p=—qy, 5p=3—-q,~5p-2p=3—-q—(—q),~3p=3,~p=
1,yasi, 2(1) = —q,~ q=-2.
Como: 0 < g(x) < 3, entonces 0 < Af(px+q)+B<3,. -B<Af(px+q) <3 -8B,

—E <f(px+q) < ?, y como el Rf=[0, 1.5] =[0, 3/2], entonces 0 = —— y 3;78 = %, asi B =0 y% =,

> | w

dedondeB=0y6=3A,0seaB=0yA =2.
Se concluye que g(x) = 2f(x — 2)
Otro método seria obtener la gréfica de f a partir de la de g y reversar los pasos de la siguiente manera:

Se corre la gréfica de g dos unidades a la izquierda, esto es u(x) = g(x + 2), y luego se toma la mitad del rango

de u, es decir f(x) = % u(x) = % g(x + 2).

Luego f(x) = % g(x + 2), de donde 2f(x) = g(x +2). Por tanto 2f(x —2) = g ((x - 2) + 2) = g(x)

ALGEBRA DE FUNCIONES

Dadas las funciones fy g, se definen:
D (f£g)x) =) £ f(x)

i) (f. ) (%) = f(x). g(x)

(Cuyos dominios vienen dados por Df N Dg)
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iii) (é) x) = ;((—)) ;g(x) # 0,donde el dom é = (Df N Dg) — {xlg(x) = 0[}
Ejemplo:

Dadas las funciones f y g definidas por:

f(x) =vVx+1 yg(x) = Vx— 4, determinar:

a)(f+ g)(x);b) (f.gx) ) (é) (x) junto con sus dominios.

Solucién.

f+®=Vx+1+Vx—4

fex) =vx+1Vx—4

RIGEE=

Df = [-1,+), Dg = [4, +»), Df N Dg = [4, +0)

Por tanto para a) y b) el dominio de la funcién resultante es [4, +0).
En la parte c) el denominador es cero para x = 4, por lo cual lo excluimos del dominio y de acuerdo con

esto el dominio para (é) (x) es (4, )

Notese que (f.g)(x) = Vx + 1Vx — 4, es diferente de /(x + 1)(x — 4), ya que esta Ultima funcidn tiene

dominio el {x/(x + 1)(x —4) = 0}, que es (-00, — 1] U [4, + ), el cual es mayor que el anterior.
Analogamente ocurre con el cociente.
Ejemplo:

Calcular f + g; f. g;é donde: f = {(1,2),(3,4),(2,5), 4, D}yg ={(3,-1),(2,1),(1,0),(0,2)}

Solucion:

Df = {1,2,3,4},Dg = {0,1,2,3},Df N Dg = {1,2,3}
f4g:

(F+g)(1)= f (1)+g (1)=2+0=2

(f+8)(2)=1(2) + g (2) =5+1=6

(f+8)(3)=f (3) + g (3) =4-1=3

Luego f + g={(1,2), (2,6), (3,3)}
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f-g:
(f-g)(1)=f(1)-g (1)=2-0=2
(f-g)(2)=f (2)-g (2) =5-1=4
(-g)(3)=f (3)-g (3) =4+1=5
Luego f-g={(1,2), (2,4), (3,5)}
f.g:

(f.g)(1)=f (1).g (1) =2.0=0
(f.g)(2)=f (2).g (2) =5.1=5
(f.8)(3)=f (3).8 (3) =4. (-1)=-4

Luego f.g={(1,0), (2,5), (3, —4)}

f.
ot
- (1) = % %, no definido
_ @ _5 _
(2) g2 1

3 _ 4 _
(3)_g(3) =4

Luegoé ={(25), (3, —4)}

FUNCIONES COMPUESTAS

Consideremos dos aplicaciones, f:A - Byg: B = C

Figura : Composicion de funciones gof.

Agustin Mosquera

Lo anterior nos permite definir una nueva aplicacién cuyo dominio sea A y tenga por codominio al conjunto

C, de tal manera que dicha aplicacién asigne a cada elemento x € A el elemento g(f(x)) e C.

DEFINICION

Sea A, B, C conjuntos.
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Sif: A > Byg:B — Cfunciones, se denomina composicion de g con f a la funcion (gof):
A — C definida por (gof)(x) = g[f(x)], para todo x € A.

OBSERVACION: Vemos que la definicion de composicion de las aplicaciones gy f tiene sentido solo cuando x
esta en el dominio de fy f(x) en el dominio de g.

Ejemplo:

] 3————n |
| T L | 4/7/ |
| 5 |

p |
J
/ /
“ \ "
/ 5 / \ J
/ \ / J/

\ .\/r : A \‘\‘/1 \ \/ \ \/’

Sean f: A>By g: B>C definidas por los siguientes diagramas:

D(gof) = A, codominio de (g of) = C, Im(gof) = {m, n}
Aqui: (gof)(a) = g[f(a)] = g(1) =m, (gof)(b) =g[f(b)] =g(2) =m

(gof(c) = g[f(c)] = g(2) = m(goH)(d) = g[f(d)] =g(4) =n
Ejemplo:
Sean fy g funciones tales que f={(1,2),(2,3), 3.4}y g = {(2,a), (3,b), (4,0)}
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Entonces  gof = {(1,a),(2,b),(3,0)}, pues:(gof(1) = g[f(D] =g(2) =a; (goN(2) = g[f(2)] =
g(3) =b;(goNHB) =glfR)] =g =c

Ejemplo:
1) Sean T(x) =Vx — 1,P(x) = x2 — 2
Hallar:a)(To P) b)(Po T)
Solucién:
a) (T o P) (x) = T(P(x)) = T(x? — 2) = Vx2 — 2, valido para x tal que x2 — 2> 0, o seax2> 2, es decir, |x|=V2
Por tanto Dom(T o P)=(- 00, —/2]U[V2, + ).
b)(Po T) (x) = P(T(x)) = P (vx— 1) (valido para,x>1)=(vVx—1)’-2=x -1-2=x-3
Luego (Po T) (x) = x—3, valido para x> 1
1

2)Sif(x) = — Y g(x) = Vx — 2 hacer lo mismo que en el caso anterior.

a) (fo g) (x) = f(g(x)) = f(vx — 2)((vélido para,x > 2) =ﬁ, donde vx—2—-1+#0, o sea

Vx—2#1,x—2# 1,esdecirx # 3. Luego Dom (fo g ) = [2, o) - {3}

1 . 1 1-2x+2 3-2 3-2
(go f)(x) = g[fx)] = g(;) (vélido para,x #1) = [——2 =J x_x: = \/x—1x’ donderlx >0

3 — 2 -+ = = ] — — — =
x — 1 + + 4+ + |+ + + +
3 —2x - — — 4+ = = | — — —
x — 1
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3-2x

20<—>x€[1,3/2]per0 conx # 1

Xx—1
Luego el Dom (f o g) = (1, 3/2]

Se deja caer una piedra en un lago, que crea una ola circular que viaja de adentro hacia afuera a una
velocidad de 60cm/seg.

Exprese el radio r de este circulo como funcién del tiempo t (en segundos)Si A es el area de este circulo
como funcion del radio, encuentra A or, e interprétela.

SOLUCION

Distancia= velocidad por tiempo. El radio r es la distancia que recorrera la ola hacia afuera.
r=60cm/seg, y r(t)=60t

Como A=mr?, Aor(t) =A(r(t)) = n(r(t))2=3600nt2

Que representa el area del circulo en funcion de t.

Ejercicios adicionales:

_ _(x+2, x<1 _[(x% x<0
Hallar f o g si f(X)_{x—l, x>1 Y g(x)_{l—x, x>0
Solucioén:

() =x+2, x<1 _{gl(x)=x2, x<0
Sean f(X)_{fZ(x)zx—l, > 1 y gk = g, =1-x,x=0

Df, 0 g, = {X/x € Dg; y 8:1(x) € Dy,}
Luegox € (—0,0) y x> < 1,0seaXx € (—,0) y |x| <1,esdecir x€ (—0,0) y —1<x<1
Entonces x € [—1,0).

Luego: (f; 0 g1)(x) = f; (g, (%)) = f;(x?) = x? + 2,x € [-1,0)

Di, 0g, = {X/X €D, y g,(0) €D} = {X/X € [0,0)y1-X <1} = {X/X € [0,0) y X = 0}=[0,00).
(f0g,)(®) =f(g,(®) =f;(1 —-x) =1—x+2=3—xx € [0,0)

D(r,0 g,) = {X/X € Dg,y 81(x) € Dg,} = {x/x € (—0,0) y x? > 1} = {x/x € (=o0,0) y [x| > 1}
Asi x € (—=0,0) yx € ((—00,-1) U (1, %)) = (=00, -1).

Entonces : (f, 0g,)(x) = f,(g;(x)) = f,(x?) =x%- 1, si X €(—00,-1).
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D(f, o g,) ={X/X € Dg,y 8, (%) € sz} ={x/x€[0,00)y1—x > 1}=@, puesseriax =0 yx<0
x?—1 six< —1

Finalmente (fog)(x) = {x? + 2 six € [—1,0)
3—xsix € [0,)

Ejemplo:

Una varilla de cierto metal compuesto tiene una densidad lineal de 13 kg/m hasta el segundo metro, y

de 10 kg/m entre el segundo y el cuarto metro. El precio del material se da por peso: $3000 por kilo hasta

los primeros 20kg, y si se compran mas de 20 kilos, el kilo adicional cuesta $2500
i) Exprese el peso de la varilla como funcién la longitud.
ii) Exprese el costo del material como funcion del peso a comprar.

iii) Use composicion de funciones para hallar el costo de la varilla como funcién de su longitud.

Solucién
S = ——
f ——
Y =
2 4
—_— = k - ].Ok —
p=13%8/ p g/
peso de 26 kg peso de 20 kg

i) Supongamos que m denota metros, k denota kilogramos, P el peso de la varilla en kilogramos y C el costo
de la misma.

13m si0<m<?2 {13msi 0<m<?2

Entonces: k = P(m) = {13(2) +10(m-2)siz<m<4 ~ UOm+6si2<m<4

i) C(k)—{ 3000k si0 <k<20 _ { 3000K si0<k<20
" ~(3000(20) + 2500(k — 20) si 20 < k <46 = 12500k + 10000 si 20 < k < 46

iii) Sustituyendo k = P(m) en C se obtiene C(k) = C (P (m))=C o P (m)

Sean:

C1(k) = 3000k, 0<k<20
C,(k) = 2500k + 10000, 20 <k < 46

P(m) =13m, 0<m<2

P(m)z{ P,(m)=10m+6,2<m <4

C(k) = {
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Entonces

1) Dcop, ={m/m €Dp, y P(m)€Dc,}={m/me[02]y0<13m<20}={m/me
[02]y0<m=<2[0,2
Entonces C; (P,(m)) = C;(13m) = 3000(13m) = 39000m, para 0 < m < %
2) Dcop, ={m/m €Dp, y Py(m)€EDc}={m/me(2,4]y 0<10m+6<20}=

{fm/me (2,4ly —6<10m < 14}={m/m € (2,4]y —3/5<m < 7/5}= @ (conjunto vacio).
3) Dcyop, = {m/m € Dp yPi(m) € Dcz} ={m/m € [0,2] y 20 < 13m < 46} =

20 46) _ (20
{m/me [O,Z]yE<mSB}=[1—3,2]

Asi, C,(Py(m)) = C,(13m) = 2500(13m) + 10000 = 32500m + 10000, para % <m<2
4) D¢,op, = {m/m € Dp,y P,(m) € Dcz} = {m/me (2,4] y 20 < 10m + 6 < 46}=
{m/m e (24] y 14 < 10m < 40} ={m/m e (24] y Z<m < 4}=(24]
Luego C;(P,(m)) = C;(10m + 6) = 2500(10m + 6) + 10000 = 25000m + 25000, para2 < m < 4

39000m si 0<m sg

Es decir (c 0 p)(m) =) 32500m + 10000 si 2 < m < 2
25000m + 25000 5i 2 < m < 4

FUNCION EXPONENCIALES

DEFINICION :Sia > 0 ya # 1, lafuncion exponencial con base a es f(x) = a*

GRAFICAS DE LA FUNCION EXPONENCIAL.

Ejemplo: graficarlas funciones exponencialesf(x) = 2¥ y f(x) = 27%
y=27F
y=2 y=2"
x ¥ x ¥
10 1024 10 | 0,00098
3 8 3 1/8
2 4 2 1/4
1 2 1 1/2
0 1 0 1
| - -1 Y 1 2
4 3 -II 1 3 4 -2 Y 2 4
X -3 1/8 3 8
-10 [ 1,00098 10 1024

En general, para f(x) = a*; sia > 1, el dominio es (—o, ©), y el rango es (0, )
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Intersecciones con el eje x: ninguna; intersecciones con el eje y, y= 1; asintota horizontal: eje x, cuando
x— —oo; f es una funcidn creciente, es uno a unoy pasa por (0,1) y (1, a).
Si f(x) = a*,0<a<1, el dominioes (—, ) y el rango es (0, o).

Intersecciones con el eje x: ninguna; intersecciones con el eje y, y= 1; asintota horizontal: eje x, cuando
x— oo; f es una funcidn decreciente, es uno a unoy pasa por (0,1) y (1, a).

GRAFICAS DE FUNCIONES EXPONENCIALES

o
Il
6!

ma X

b
I
<)
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Las técnicas de corrimiento, comprension, alargamiento y reflexion sirven también para hacer la grafica de
muchas funciones que en esencia, son funciones exponenciales.

Ejemplo:

Graficar f(x) = 27%-3 a partir de g(x) = 2*

Solucién:

u(x) = 27%, se obtiene al reflejar la grafica de g(x) = 2* respecto al eje Y.

f(x) = 27* — 3 se obtiene al traladar verticalmente la grafica de u(x) = 27* tres unidades hacia abajo.

Flx)=27%3

Ejemplo:
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Graficar v(x) = —(2%73) a partir de g(x) = 2*.
Solucioén:
u(x) = 273 se obtiene al correr horizontalmente g(x) = 2X en tres unidades a la derecha .

v(x) = —(2%73) se obtiene al reflejar la grafica de u(x) = 2*~3 con respecto al eje X

LEYES DE LOS EXPONENTES
Siay b son numeros reales positivos cualquiera, entonces:

1.a%ty = a¥ay

3.(@%)Y =a%

4. (ab)* = a*b*
S.a¥*=av e x=y
El nimero e

Muchos problemas que surgen en la naturaleza necesitan de una funcién exponencial cuya base es un
numero irracional simbolizado por la letrae, denominado nimero de Euler. Tal funcién es f(x) = e*, donde el

. . . 1\ .
numero e se define como e = lim (1 + ;) , nhen los naturales, cuyo valor aproximado es 2,7182818.

n—-oo

51



Agustin Mosquera

GRAFICAS DE FUNCIONES EXPONENCIALES.

Ejemplo:

Obtener mediante transformaciones f(x) = 2 + 5(1 — e7*), a partir de u(x) = e*
Solucién.

v(x) = e *se obtiene al reflejar u(x) = e*con respecto al eje Y.

w(x) = —e™* se obtiene al reflejar v(x) = e”*con respecto al eje X.

t(x) = 1 — e * se obtiene al transladar en una unidad verticalmente hacia arriba v(x) = — e™*

X

r(x) = 5(1 — e *)obtiene alalargar por un factor de 5 en forma vertical at(x) =1—e~

f(x) = 2 + 5(1 — e7X) Se obtiene al transladar en 2 unidades hacia arriba ar(x) = 5(1 — e™¥).
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T flx)=2+5(1—e™™)

MODELACION CON FUNCIONES EXPONENCIALES
Ejemplo: 1

Consideramos una poblacién de bacterias en un medio nutritivo homogéneo. Suponga que haciendo un
muestreo de la poblacidn a ciertos intervalos, se determina que esa poblacién se duplica cada hora. Si en el
instante t, la cantidad de bacterias es p (t), donde t se mide en horas, écudl es el tamafio de la poblacidn
después de t horas si la poblacién inicial es de 1000 bacterias?

SOLUCION:

P(0) = 1000, P(1) =2P(0) = 2(1000), P(2) =2P(1) =2(2(1000)) = 22(1000), P(3) = 2P(2) =
2(22)(1000) = 23(1000),de donde P(t) = 2Y(1000). Asi finalmente P(t) = (1000)2*

Ejemplo: 2

En condiciones ideales, se sabe que cierta poblacidon de bacterias se duplica cada 3 horas. Suponga que
originalmente hay 100 bacterias. Cual es el tamafio de la poblacién después de t horas? Cual es el tamafio
de la poblacién después de 20 horas? Estime el tiempo para el cual la poblacién llegue hasta 6553600.

Solucion.

P(0) = 100; P(3) = 2P(0) = 2(100), luego
P(1(3)) = 21(100); P(6) = P(2(3)) = 2P(3) = 2(21(100)) = 22(100), luego P(2(3)) =22(100); P(9) =
P(3(3)) = 2(22(100)) = 23(100), luego P(3(3)) = 23(100) ; en general P(3(n)) = 2"(100). Si t = 3n, es
P(t) = P(3(n)) = 2"(100), que es igual a 2%/3(100), ya que n = t/3. Asi que P(t) = 2%/3(100) =(100)2%/3

Por tanto P(20) = (100)2%/3 = (100)22°/3 = 10,159

Estimemos el tiempo para que la poblacién llegue hasta 6553600: 6553600= 100(256)% = 100(16)* =
100(2)6 = 6553600 = (100)2' ; comop(t) = (100)216,luego (100)216 = (100)2/3.

De donde 2%/3 = 216 ¢ sea é = 16, es decir, t = 48horas.
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Ejemplo: 3

Un isotopo de na,, tiene una vida media de 15 horas, e inicialmente una muestra de este isotopo tiene 2
gramos de masa .Encuentre la cantidad remanente cuando han transcurrido 60 horas. Halle la cantidad
remanente al transcurrir t horas. Estime la cantidad restante una vez transcurrido 4 dias.

SOLUCION

La vida media para na,, significa que la mitad de cualquier cantidad dada de na,, se desintegrara en 15
horas.

m(0) = 2, porque en un inicio la masa es 2gramos . Como se desintegra la mitad en 15 horas, m(15) =

%(2) =2 G), y entonces m(30) = %[1; (2)] = 212(2) =2 G)z,
m@s) =1 [ @] = 2@ =2(2)  m(60) =[] = L@ = 2(2)" = Lgramos.

n\n 1 t/15
Como m(15n) =2 (E) , sit=15n, entonces n = t/15; luego m(t) = 2 (E) .Y asi para t = 4dias que es igual
1196/15
a 4(24)=96 horas tenemos quem(96) = 2 (E) = 0,024
Ejemplo: 4

Una bola de nieve de radio originalmente igual a un metro, se empieza a derretir de manera que cada hora
su radio se reduce en un 10%.Escriba una férmula para el volumen de la bola de nieve.

Solucién:
Hallemos R(t) para cada t en horas:

R(0) = 1; R(1) = 1 - [10/100]1 =R(0) — 0.1R(0) = R(0)(1 — 0.1), luego R(1) = R(0)(1 — 0.1); R(2) =

R(0)(1 — 0.1) - [10/100] [R(0)(1 — 0.1)] = R(0)(1 — 0.1)[1-0.1] = R(0)(1 — 0.1)%; R(3) debe ser igual a
R(0)(1 — 0.1)3; en general R(t) =R(0)(1 — 0.1)* =1(0.9)* = (0.9)".

Por tanto el volumen de la bola de nieve sera:v(t) = TR*(t) == (0.9)*.

El trabajo con funciones exponenciales se hace conjuntamente  con su funcidn inversa, la funcidn
logaritmica, que involucraremos brevemente para resolver algunas aplicaciones de funciones exponenciales.

FUNCIONES INVERSAS
Definicidn:
Seaf:A — B una funcion.

Diremos que fes sobre si f(A) = B.En otras palabras: Una funcién es sobre cuando todo elemento del
conjunto final de la funcién es imagen de al menos un elemento de su dominio; es decir, que su rango y su
codominio coincidan.
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Diremos que fesuno auno sicuando x; # X, se tiene que f(x;) # f(x,). También lo expresamos asi:
X, # X, = f(x,) # f(x,), o sea que si f(x;) =1f(x,) = x;-X;, (pues p =q ©~g = ~p). En otras

palabras, f es una funcién uno a uno si no existen dos elementos del dominio con la misma imagen.

En el grafico anterior tenemos una funcidn que no es uno a uno ni es sobre.

En el grafico anterior tenemos una funcidn que es uno a unoy es sobre

PRUEBA DE LA RECTA HORIZONTAL
Sea f una funcién uno a uno, y considere su grafico, o sea el{(x,y )|y = f(x), x en el dominio de f}

Puesto que a cada valor de y le corresponde a lo mds un valor de X, la horizontal interseca la grafica de
y = f(x) en alo mds un puntoy al contrario, si cada recta horizontal interseca la grafica de una funcién en
maximo un punto entonces la funcién es uno a uno.

Ejemplo:
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VA

A g x)=x 4 Nno s uno a uno
Esta funcién no es uno a uno porque fix)=x" ¢s uno a uno.

Jix) = flx;).
DEFINICION:
Sea f: A — B una funcidn. fes biyectiva si y solo si, f es inyectiva y sobre.
Ejemplo:
f(x) = x3,paratodox € R
1) Veamos que efectivamente f es infectiva
Solucién:
Sean X4,X, € R, tales que f(x;) = f(x,)y veamos que x; = X,
N=xex-x=0 X —x)X? +xXX,,X3)=0S%; =%, 6 x4 +x1X,+%x5 =0

Como 0=x7 + XX+ X2 = (X1 +X,/2)*+(3/4)(X,)? entonces X; = — X, /2 con X, = 0. En cualquiera de los
dos casos es x; = Xj.

2) Veamos que f es sobreyectiva.

Seay € R.Entonces existe x = 3/y € Ry ademés es f(x) = f(3}/y) = (W)g =y.
Definicion:

Sea f: A — B una funcion biyectiva. Entonces a cada x de A se le puede asociar un Unico y de B, que se
denota y = f(x) por ser f una funcidon. Ademas a cada y de B le corresponde un x en A, por ser sobre; y tal x es
Unico por ser uno a uno. Se puede pues considerar aquella funcién que a cada y de B le corresponda ese
dnico x de A, tal que y = f(x). Esta nueva funcién se denomina la funcién inversa de fy se denota f ~*, y se
dice que f es invertible o que f tiene inversa.

Asi: f~': B — A, es aquella funcién tal que f "'(y) =xdonde y=f(x). Estoes, x = f~1(y) & f(x) =y
Noétese que =1 # %

Observaciones:

1)y = f(x) = f(f"*(y)), o sea que y = f(f~*(y)) , para todo y en B.
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x=f"1(y) = f‘l(f(x)), oseaquex= f‘l(f(x)), para todo x en A.
Ejemplo:

Halle la inversa de la funcién fdonde f(x) = 5x— 7

Solucion:

Puesto que la grafica de y =5x — 7 es una recta no horizontal, se deduce por la prueba de la recta
horizontal que f es uno a uno.

y+7
5

Dey = 5x — 7, se obtienex = &57, y como x = f~1(y), entonces f~1(y) =

_0*7 =X*7

, asi que en el plano cartesiano siy = f “*(x), entonces f “*(x) -

Entonces f "*(.)

2) Por tanto, para hallar la funcidn inversa de f en el mismo plano cartesiano, se despeja x en términos dey,
y luego se intercambian las variables.

Ejemplo:

2

Halle lainversa de la funcion f donde f(x) =

x3+1
Solucién:
y=o six# - 1ox3+1 =§, siy # 0=x3 =§— 1 =2%,vélidoparay¢0.
Asix = i/?@f‘l(y) = 3\/2_% entonces f1(x) = 3\/7%
Ejemplo:

Hallar la inversa de la funcién f donde f(x) = % + ’1—2 - 1.

Solucion:

Calculemos el dominio de f

%—120 ox2—4>0 o (x+2)(x—2) =0, asi D(f) = (=0, —2] U [2, ).

2 2 2 2
Six€[2, o), y=>+ /’;—2—1=>y—§= /’;_2—1@(y—§) =T ley -xy+i="-1loxy=

y? + 1. Entoncesx =y +§ y f1x) =x+ i, vélido para x > 2.

Ejemplo:
2x—1six< -1
Dada f(x) ={4x? si—1 < x < OHallar f~! siexiste.
x+4 six>0

Solucion:
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Como Y=2x-1 six < —1, entonces x = &21 Luego % <-1=y< -3y fy) =% si y< —3.

Entonces f~1(x) =X;r—1 si x < —3.

o

Como Y =4x? si -1< x < 0, entonces Xx= - .

~ &

luego -1 — = <0=0<y<4 yfi(y)= g , para0

<y < 4Asif7(x) = ? si0<x<4.

Como Y =x+4 six> 0, entonces, x=y—4. Luego y-4>0= y>4, entoncesf 1(y) =y—4si y>
4luego f~1(x) = x—4si x> 4y asi concluimos que:

X+1 .
- si x < -3.

-1 —
£7200 = —§5103xs4

Xx—4 six>4

3) Como (x, y) € graf(f) © (y, x) € graf(f 1), y puesto que (x,y)y (y, X) son simétricos respecto de la diagonal
{(x,y)/y = x} entonces la gréfica de f ™! es una reflexion de la de f alrededor de la recta y = x.

} y = = (] I = !
Vi / YA bl (a,B) e f (ba)e f

) - —

~ B ¥

FUNCIONES LOGARIMICAS

Sia>0ya# 1,la funcién exponencial f(x)=a*esta creciendo o decreciendo y por lo tanto tiene inversa,
pues, es uno a uno .Esta inversa se llama funcién logaritmica en la base a y se define asi:

f~1(x) =y e f(y) = x, entonceslog, x = y & a¥ = x. Lo que indica que si x > 0,log, x es el exponente al
gue debe elevarse la base a para obtener x.

Como y=f(f1(y), vy, x = f(f(x), sif(x)=a*y f1(x) =log,x entonces f~(f(x))=
loga(f(x)) = log, a* = x = log, a* = x paratodax € R.

f(f~1(x)) = f(log, x) = a'°8aX = x = al°8a* = x para toda x € R™.
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Si f(x) = log, x entoncesDf = R* y R¢=R

El intercepto en X para la gréfica de f es 1; la gréafica de f no tiene intercepto en Y; el eje Y es una asintota

vertical de la grafica de f; la funcién f es creciente en el intervalo (0,00 ) si a > 1 y decreciente si 0 <a< 1; la

funcién f es uno a uno.

LOGARITMOS COMUN Y NATURALES

El logaritmo con base 10 se llama el logaritmo comun y se denota por: log x, esto es log x = log;( X

El logaritmo con base e se llama “logaritmo natural” y se denota por Inx, es decir, Inx = log, x.

Como Inx = log. xentoncesInx =y ©eY =x, y, In(e*) =x,x €R, elMX = xsix>0 .

En particular,Ine = 1 puese! = e
LEYES DE LOS LOGARITMOS

six,y € R* entonces

loga(xy) =log,x + logay

log, (3) = log, x — log, y

log,(x)" =rlog, x,endonde r € R

_ logpx
log,x = o
log,a=1
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(Donde ay b positivos y diferentes de uno)
Ejemplo:

Hallar log 1000

Solucioén:

log 1000 = log 103 = 3log 10 = 3(1) = 3

Ejemplo:

Resolver la ecuacién logg[log,(log, x)] = 0

Solucion:

logg[log,(log, x)] = 08° = log, (log, x)<=log, (log, x) = 1log, x = 4, luegox = 2* = 16
EJEMPLO:

Resolver la ecuacion log,(x — 1) —log,x =1

Solucion:

log,x _ _
m =12 lng(X 1)

(x-1)2
—=

log,(x —1) —logyx =1 =log,(x— 1) — ig:—zz = 1olog,(x— 1) —
2

(x—-1)?
X

4x & x> —6x+1=0.

log, x = 2log, [ ] = 2, donde x>0yx-1>0, oseax>1; entonces 22, yasix?2 —2x+1=

Por aplicacion de la ecuacién cuadratica concluimos que x = 3+2+v/2. Como x > 1, la solucidn es x = 3 + 24/2
EJEMPLO:

Resolver la ecuacién 3172% = 4X

Solucioén:

Tomando logaritmos a ambos lados, log 31 72X = log4X & (1 — 2x)log 3 = xlog4 &

log3 = xlog4 + 2xlog3 © log 3 = x(log4 + 2log3) © x = log:+3l)og3'

EJEMPLO:

Resolver la ecuacidn log,¢ x + logy x + log, x = 7

Solucién:

Aplicando cambio de base nos queda I:gTZfs + izz—zz +log,x=7 ©log, x G + % + 1) =7

(:)%logz)(: 7 & log, x = 4yasix = 16.
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EJEMPLO
Resolver X’ = 10

Solucién:

Ine" =In10 ©x2=In10 © x = +VIn 10 ~ +1.5174.
PROBLEMA:

Si cada dia se duplica la poblacién de personas con una cepa muy potente de dntrax y si no se traen
medicinas (por falta de antibiéticos adecuados para la cepa) ¢cuantas personas se encuentran infectadas al
cabo de 20 dias, sabiendo que el dia cero se detectan 5 personas infectadas? Si A es el nimero de personas
inafectadas el dia x, hallar la funcién inversa de A e interpretarla.

.Solucion:

A(0)= 5, A(1) = 2(5), A(2) = 2A(1) =2 [2(5)]=2%(5), A(3) = 2 A(2)= 2[22(5)] = 23(5), en general
A(x) = 2%(5), en donde A(20) = 229(5) = 5242880.

Encontremos ahora la funcidn inversa de A e interpretémosla.

Seay = A(x) = 2*(5)=2% = § © log, 2% = logz(y/5)<=>log2 2% = logz(y/s) =log, y — log, 5=
x = log, y — log, 5. Como x =f"1(y), entonces f~1(y) =log,y — log, 5.

Asi y = A"1(x) = log, x — log, 5 ,y nos indica el tiempo y requerido para que la poblacion sea x.
Verificacion: A71(5242880) = log, 5242880 — log, 5 = 20.

EJERCICIOS DIVERSOS

1).Expresar el area de un tridngulo equilatero como funcién del lado Ly de la altura h del tridngulo.
Solucién:

Sea L la longitud del triangulo rectangulo.

Calculemos la altura del triangulo: Por aplicacion del Teorema de Pitagoras.

61



Agustin Mosquera

L? 4L?-L1%2 3L , V3
= =—,asth = —L.
4 4 4 2

Calculemos ahora el drea del triangulo como funcién del lado L dada por la férmula:

A= A=k By B2
2 2 2 4

Expresemos el drea A como funcién de h.

2

Sabemos que L = i

. , h
h, entonces, A como funcion de hserd A(h) = b;. Luego

A(h) = 1ih.h=h—z Bp2,

2 V3 VB3
2)Se va a construir una caja rectangular abierta con una base cuadrada de longitud x, y un
volumen de 16.000 cm cuibicos . Expresar el area A de la caja como una funcién de x.

Solucion:

El  volumen de la caja estard dado por (drea de Ia base x  altura).

A_(r/.,

—  —

16000
x2

Asi, de acuerdo con la grafica v = Ap.h = x?h = 16000, de donde h =

Sean Al:Area lateral de la caja, entonces Al = 4xh y Ab:Area de la base de la caja = x?; entonces el
area total sera la suma del drea de la base y del area lateral, asi:

+x% con x>0

At = 4xh + x?, luego A(x) = 4x (16000) 4 y2 — 64000

XZ
3. Considerar un rectangulo inscrito en un circulo de radio a cm. Expresar tanto el darea A
Como el perimetro P de dicho rectangulo en funcién de la longitud de su base x.

Solucion:
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¥

De acuerdo con la figura y por aplicacién del Teorema de Pitagoras tenemos que:

4a% = x? + y? de donde x = /4aZ — y?2
Sea P el perimetro del rectangulo inscrito, luego P = 2x + 2y, en donde y = V4a? — x?

Finalmente P(x) = 2x + 2V4a? —x2, para0 < x < 2a (pues debe ser :4a’?—x?>0o4a® > x’s
x? <4a’s |x| < 2a, yasi0 < x < 2a)

Determinemos ahora el drea del rectangulo inscrito: A = xy, asi A(x) = xV4a? — x?

4. Un envase cerrado de hojalata cuyo volumen es de 60 cm cubicos tiene la forma de un cilindro circular
recto.

a. Expresar el area A de la superficie total del envase como funcién del radio r de la base.
b. Expresar el drea A de la superficie total del envase en funcién de la altura h del cilindro.
Solucioén:

El volumen del envase serd V= mr’h Y como V = 60cm?, entonces 60 = mr?h
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De donde:h = =eor? = Dop = (2
Tr mh Th
De acuerdo con el dibujo, el area total del envase es
A = 2mr? + 2mrha) El 4rea como funcién del radio: A(r) = 2nr? + 2nr (n%) = 2nr? + 13—0 , definido
parar > 0.
, ., _ 60 ’ﬂ _ 120 15h2m2 ,
b) El 4rea como funcién de la altura A(h) = 27 (ﬂh) +2m - h = —+ 2(2) —— yasi

A(h) = 1}21—0 + 4v/15hm, definidapara h >0

5. Para el envase del ejercicio anterior, si el precio del material que se usa para la base y la tapa es de $4
porcm?, mientras que el costo del material para la parte curva es de $2 porcm?, expresar el costo total C del
material del envase como funcidn del radio r de la base.

Solucion:

. . , 120
El costo total C del material del envase estad dado asi: Como A(r) = 2nr? + — entoncesc(r) = 4(2mr?) +
120 240
2(—) = 8nr? +—.
r r

6. Un fabricante de envases de cartén desea construir cajas, sin la tapa superior, usando laminas cuadradas
de cartén de 120 cm de lado, recortando cuadrados iguales de las cuatro esquinas y doblando los lados hacia
arriba. Si x cm es la longitud del lado del cuadrado que debe recortarse, expresar en centimetros cubicos el
volumen de la caja a fabricar, como funcién de x. éCudl es el domino de la funcién resultante?

Solucion:

o I —

| |
| |
| |
| |
| |
| |
120 - 2x| | :
| |
! |
| |
| |

El volumen de la caja estd dado por el producto del area de la base por la altura, siendo el area de la base:
Ap = (120 —2x)?, y la altura h=x. Asi V= Ay.h, que al expresarlo como funcién de x nos queda
v(x) = x(120 — 2x)? = x(14400 — 480x + 4x?) = 4x3 — 480x? + 14400x, definido para 0 < x < 60 vya

que 120-2x = 0.
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7. Un granjero que tiene 750 pies de cerca, desea encerrar un lote rectangular y dividirlo en cuatro corrales,
colocando cercas paralelas a uno de los lados del rectangulo. Expresar el drea total A del lote en términos de
la longitud x del lado del lote paralelo a las cercas interiores. Indicar el dominio de la funcién.

Solucion:

En este dibujo estamos considerando que las secciones paralelas estan a igual distancia, pero da lo mismo si
se consideran las paralelas a diferente distancia.
Sea P el perimetro del lote por cercar, luego P = 750, y por el grafico P = 5x + 2y.

750—5x
> "

Sea A él area por cercar, entonces A =Xy, ycomo 5x + 2y = 750 entonces y =

Asi A(x) = X(750_5X)

= SX(150 —x), definidaen 0 < x < 150 yaque A(x) > 0y x> 0.

8. Se bombea agua en un tanque cdnico invertido, cuya altura es de 1.2 m y cuyo radio es de 40 cm.
Expresar, en metros cubicos, el volumen del agua dentro del tanque como una funcién del radio r de la
superficie del agua.

Solucion:
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Haciendo la conversion de metros a centimetros de40cm nos queda que: 40cm = 0.4m.
. . s P . h 1.2 h
Por semejanza de los triangulos siguiendo la figura obtenemos T 0 dedonder = 3
, T T s
Como el volumen de un cono esta dado por v = ;rzh = v(r) = §r2(3r) = mir3, valido parar > 0.

9. Se debe construir una pista de atletismo con dos segmentos rectos y dos semicirculares, como se muestra
en la siguiente figura. El radio de cada segmento semicircular es r. La longitud de la pista debe ser de 1 km.
Expresar el drea limitada por la pista como funcién del radio r.

Solucion:

D —

i i
+ +

|« |
| X

Sea P el perimetro de la pista dado por P= 1km. Entonces: P= 2Tr + 2x =

1-2mr . . . L
2Znr+2x=1=x= — El drea A de la pista serd A = mir? + 2rx, que expresada como funcién de r

1-2mr

queda A(r) = mr? + Zr( ) =mr? +r—2nr? =r(1 — mr), vdlidopara 0 < x < %

10. Expresar la distancia del punto (0, 0) a un punto (x, y) sobre la recta y = 2 x — 3, en términos de x
solamente. Indicar el dominio de la funcidn.

Solucion:

1
o

S NN CETEIEE T
-2t/
—3

454
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Aplicando la férmula para la distancia entre dos puntos en el plano d = /(x; —x;)? + (y,—y1)?%a los
puntos de nuestro problema nos queda:

d=,/(x—0)2 +(y—0)2 =/x2+y? y como P satisface la ecuacién de la rectay = 2x — 3, entonces
d=x2+(2x—3)2 = Vx2 + 4x2 — 12x + 9 = V5x2 — 12x + 9 , valido para 5x® — 12x + 9 > 0= x? —

2
12x | 9 12 36\ , 9 36 6 9 .
T+52Oﬁ(xz—?x+g)+g—520@(x—g) +520,osea que es valido para todo x en R.

Luego D¢_R.

11. En el proyecto de una Heladeria se calcula que si se instalan sillas para ubicar entre 40 y80 personas, la
ganancia diaria serd de $8.000 por silla, pero si la capacidad de sillas sobre pasa las 80, entonces la ganancia
diaria por cada silla disminuye $40 por el nimero de sillas excedentes. Si x es el nimero de sillas y G la
ganancia diaria, se pide expresar a G como funcién de x y hallar su dominio.

Solucién:
Sean: x el numero de sillas y G la ganancia, entonces:
A) G(x) = 8000xsi40 <x <80

B) Construyamos la funcién para x> 80.

Numero de sillas Precios x sillas Ganancia

80+1 8000-40(1) G=(80 + 1)[8000 — 40(1)]
80+2 8000-40(2) G = (80 + 2)[8000 — 40(2)]
80+n 8000-40n G = (80 +n)[8000 — 40n]

Seax=80+4+n,asi n=x—80
Sustituyendo en G nos queda G(x) = x[8000 — 40(x — 80)] = x[8000 — 40x + 3200] y entonces

G(x) = x(11200 — 40x) = 11200x — 40x?.Finalmente:

G(x) = { 8000x si40 <x<80
11200x — 40x% si 80 < x < 280

La ultima restriccion se deduce de que x (11200 —40x) = O con x = 0.

12. Suponga que una farola se encuentra en el extremo superior de un poste de 15 pies de altura, situado en
una calle horizontal y recta. Si un hombre de 6 pies de estatura camina por dicha calle, alejandose del poste,
expresar la longitud de su sombra s (en cualquier instante t) en términos de la distancia x del hombre al
poste.

Solucion:
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A=
Y
151t
6 ft
v
| X >l § ——»

Por semejanza de triangulos:
X+s S X+s S 2 JaT]
T g@T = E<:>2x+25 =5se=3s=2x<s =§X,Va11doparax> 0.

13. En un pequefio poblado con 5.000 habitantes, la tasa de propagacién de una epidemia (indice de
variacion del nimero de personas infectadas) es conjuntamente proporcional al nimero de personas
infectadas y al nUmero de personas que todavia no se han contagiado.

Si la epidemia se difunde con una tasa de 9 personas por dia cuando hay 100 personas contagiadas, exprese
la rapidez de propagacion de la epidemia como funcidn del nimero de personas enfermas.

¢Con qué rapidez se difunde la epidemia cuando 200 personas ya se han contagiado?
Solucioén:
Sean T: la tasa de propagacion de la epidemia

Sea x el nimero de personas infectadas. Entonces, existe k >o tal queT = kx(5000 — x)

5000
5000-x

Como la epidemia se difunde con una tasa de 9 personas por dia cuando hay 100 personas contagiadas,

2

entonces 9 =k100(5000 — 100) = k= (%) .107% con lo que:
3\ 2

TR = (2).107*x(5000 — %)

b) T(200) = (;)2 1074(2..102)(5000 — 200) = —.107%(48(10)?) =

9.48
49

Asi que T(200) = 8.81 personas/dia, es decir aproximadamente 9 personas por dia.
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14. Cierta cantidad de agua fluye a una tasa de 2 m /min 3 hacia el interior de un depédsitocuya forma es la
de un cono invertido de 16 m de altura y 4 m de radio. Expresar el volumen V de agua en el depésito, en un
instante cualquiera como funcién de la profundidad h del agua.

Solucion:

.-l

. . h 16 1
Por semejanza de triangulos tenemos = de donder = Zh'

. . i
Siheslaalturay r el radio del cono en un momento dado, entonces el volumen del cono es V = ;rzh,

m (h? mh3
por tantov(h) = 3 (E) h= Ty

15. Una ventana rectangular esta rematada por un semicirculo. El perimetro de la ventana es200 cm vy la
cantidad de luz que ingresa por ella es directamente proporcional al drea de la ventana. Si x cm. es el radio
del semicirculo: A) expresar la cantidad de luz que ingresa por la ventana como funcién de x B) éCuadl es el

dominio de la funcidn resultante?

Sean P el perimetro de la ventana y A su area. Como P = 200cm. y el perimetro total de la figura estd dado
por P = 2x + 2y + mx(ya que es la suma del semiperimetro de una circunferencia de radio x con el
200—(2+m)x

perimetro del rectdngulo inferior), entonces2x + 2y + nix = 200, y asity = 5
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TU

2 —
: , luego A(x) = 2x [zoo(zﬂ] +gx2 = 200x — (2 4+ m)x? +gx2, definida para

Ahora: A = 2xy +

OSXS%,yaqueyZO.

16. Una isla esta ubicada en el punto A, 4 km mar adentro del punto mas cercano B de una playa recta. Una
mujer, en la isla, desea ir al punto C, a 6 km de B playa abajo. La mujer puede dirigirse hacia el punto P, entre
B y C en un bote de remos a 5 km/h y después caminar en forma recta de P a C a 8 km/h. Si x denota la
distancia, en km, del punto P a B, expresar el tiempo total t gastado por la mujer para ir de la isla al punto C,
en funcién de x. Indicar el dominio de la funcién.

Solucién:

Como espacioees,en este caso, velocidad por tiempo, es decire = v.t,entonces t = e/v.

Si denotamos por Vpp la velocidad que la mujer desarrolla para ir desde el punto A hasta el punto P,

. . . Vx?+16 .
entoncesV,p = 5 km / h. El tiempo de este recorrido serda  tup == ,al aplicar el Teorema de

Pitdgoras en el triangulo mostrado en la figura. Andlogamente Vpc = 8km / h serd la velocidad que la

mujer desarrolla para ir desde el punto P hasta el punto C, y entonces el tiempo de recorridoes tpc = GS;X.

El tiempo total de recorrido t sera el tiempo empleado para ir desde A hasta P, mas el tiempo empleado para

Vx2+16
5

ir desde P hasta C, denotado por t = tpp + tpc, y de acuerdo con la grafica t =

0<x<6b.

6-X ..
+ = valido para

17. Un avién de una compaiiia tiene cupo para 100 pasajeros. La compafia cobra, para una excursion,
$800.000 a cada pasajero mas $10.000 por cada puesto que vaya vacio. Si viajan x pasajeros: A) expresar
cuanto dinero pagara cada uno B) expresar, mediante una funcién de x, el ingreso que recibe la compafiia
por todos los pasajeros.

Solucion:
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100
100-x

Sea x es el nimero de pasajeros presentes en la excursion.
a) precio por pasajero P = 800000 + 10000(100 — x)

Elingreso | esta dado por [ = Px, en donde P es el precio por pasajero, luego:

[ = [8000000 + 1000(100 — x)]x, vélido para 0 < x < 100.

18. Los naranjos que crecen en la Pintada producen 600 naranjas por afio si no se plantan mas de 20 arboles
por hectdrea. Por cada naranjo adicional por hectarea el rendimiento por cada arbol de la plantacion
decrece en 15 naranjas. Expresar el nimero de naranjas N producidas en cada hectarea por afio como una
funcién del nimero de naranjos x plantados por hectarea.

Solucioén:

Sean:

N el nimero de naranjas producidas en cada hectdrea por afio.
X el nUmero de naranjos plantados por hectdrea.

Si 0 <x<20, N(x) =600x.

Como por cada naranjo adicional a 20, sembrado por hectérea, el rendimiento por arbol decrece en 15
naranjas, al adicionar sucesivamente a partir de 20, 20 + 1, 20 +2 ... 20 + n, y teniendo en cuenta el
decrecimiento por arbol, obtendremos las naranjas producidas asi:

Para x =20 +1, cada arbol produce 600 — 15 naranjas y por tanto el total de naranjas sera:
N = (20 + 1)[600 — 15(1)]

Para x =20 +2, cada arbol produce 600 — 15(2) naranjas y por tanto el total sera:

N = (20 + 2)[600 — 15(2)]

Para x =20 +3, cada arbol produce 600 — 15(3) naranjas y por tanto el total sera:

N = (20 + 3)[600 — 15(3)]

En general para x = 20 + n naranjos, cada arbol produce 600 — 15(n), y por tanto el nimero total de naranjas
producidas seran:

N = (20 4+ n)[600 — 15n], es decir N(n) = (20 + n)[600 — 15n]

Sea x =20+ n= n=x— 20, de donde:
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N(x) = x[600 — 15(x — 20)] = x(600 — 15x + 300) = x(900 — 15x) = 900x — 15x>.

. _ 600x si0 <x<20
Finalmente, N(x) = {900x —15x% si20 < x < 60
La restriccidn x < 60 obedece a que debe ser N(x) = 0 con x>0, y entonces 900 — 15x > 0.

19. Los vértices de un rectangulo estan uno sobre el eje x, otro sobre la grafica de y = 4 - x2, otro sobre el
ejey, y el otro es el origen. Expresar el area A del rectdngulo en funcién de uno de sus lados.

Solucion:

.\I /
4

P; (O.y)

7
/ {} P:{Irﬂ} \ X

El 4rea A del rectangulo es A = xy. Como (x, y) estd en la curva y = -x? + 4 entonces sus coordenadas
satisfacen su ecuacién, luego A(x) = x(4 — x?) = 4x — x3, valido para 0 < x < 2.

20. Un trozo de alambre de 10 pies de longitud se corta en dos partes. Con una parte se hace una
circunferencia y la otra se dobla en forma de cuadrado. Si x es la longitud del trozo de alambre usado para
construir la circunferencia, expresar el area A de las dos figuras como una funcién de x. Indicar el dominio de
la funcion.

Solucion:
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H- x i 10-x —n

L Area: P

\_/

<

2

iy
- 4

Circunferencia: 2nr

Perimetro: 4L

R,

finm ”N

4 pies

. . . X
Perimetro circuferencia: x = 2nir,de donder = P

10 -x

Perimetro del cuadrado 10 — x = 4L, es decir que L =

El drea total de |a figura serd la suma de las dreas de la circunferencia y del cuadrado, es decir: A = mir? + L2
nX? | (10-X)2 X2

, de donde al sustituir los valores obtenidos anteriormente en A, obtenemos A(x) = por P pom

(10-X)?
16

X2 = (10-X)2

—+ , valida para 0 < x < 10.
4 16

Asi finalmente, A(x) =

Taller 1 - Calculo Diferencial - Clases 1-2.

INSTRUCCIONES: Antes de intentar resolver los ejercicios del taller, repase un poco la teoria y ejemplos
vistos en clase. Realice este taller individualmente o en grupos. Si tiene alguna pregunta, asista a las
asesorias con monitores o profesores.

1. Explique en sus propias palabras los siguientes conceptos:

a) La variable y es funcion de la variable x.

b) F es una funcién lineal de r con pendiente m.

c) f es una funcion creciente en el intervalo [a, b].

2. Responda si el enunciado es verdadero o falso. Si es verdadero, explique por qué, y si es falso escriba el
enunciado correcto o muestre un ejemplo donde el enunciado dado no se cumpla.

a) La ecuacion x = 7 representa una funcidén de x.

b) Toda tabla de nimeros compuesta de dos columnas con igual nimero de entradas se puede usar como la
definicién de una funcion.

c) La grafica de una funcidn puede ser simétrica con respecto al eje horizontal.

d) Para algunos nimeros, se cumple que |x| = x.
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e) Siy es proporcional a x, entonces y es funcién de x.

f) Si f es una funcién impar entonces f (0) = 0.

g) Si g es una funcidn par, entonces su dominio es R.

h) Si f es una funcién impar, entonces su rango es R.

i) Para cada par de puntos en el plano, existe una funcidn lineal que pasa por ellos.

j) Si las graficas de dos funciones lineales se interceptan, entonces tienen pendientes diferentes.

3. Para cada una de las siguientes situaciones o enunciados identifique la variable independiente, la variable
dependiente, haga una grafica aproximada de la funcidn que las relaciona, halle una férmula, e indique su
dominio y rango.

a) La poblacion colombiana es actualmente de 46 millones de personas, y se espera que siga aumentando a
una tasa de 800 mil personas por afo.

b) Cuando un paciente con taquicardia, digamos con 140 pulsaciones por minuto, toma una dosis de la

droga, su ritmo cardiaco baja precipitosamente, hasta casi cero palpitaciones por minuto en menos de 3
minutos. Después de media hora aproximadamente el ritmo cardiaco alcanza su nivel normal de 100
palpitaciones por minuto.

c) En un taxi, el banderazo cuesta 2400 pesos, la carrera minima 4000, y por cada 100 metros recorridos,
el taximetro aumenta 80 pesos.

d) Hay promocién de azucar. El kilo vale 1000 pesos, pero por la compra de de mas de 20 kilos, le hacen

un descuento del 10% en el precio por kilo. Si compra mas de 30 de kilos a usted le toca pagar 5000 pesos
extra para que le ayuden a cargar ese montdn de azlcar.

e) Los fondos que el estado distribuye a las Universidades de Colombia, son proporcionales al nimero de
estudiantes matriculados. Por ejemplo, en el 2011 la Universidad Nacional tuvo (en todas sus sedes) 45367
estudiantes matriculados, y recibié 650 mil millones de pesos.

f) La temperatura del aire en la atmdsfera depende de la altura. Para empezar, en la troposfera, que se
extiende por los primeros 10 km de altura, y que es donde todo el clima se desarrolla, la temperatura del
aire disminuye a una tase de 6.5 °C por cada kildmetro. Luego hay una zona llamada la tropopausa, de unos
10km de espesor, en donde el maximo nivel de ozono se alcanza, y por tanto la temperatura del aire es
aproximadamente constante. La siguiente capa es la estratosfera, la cual se extiende por 50 km, y en la cual
ocurre lo que se llama una zona de inversién, es decir la temperatura de hecho incrementa con la altura, de
manera tal que en la parte superior de esta capa la temperatura es aproximadamente 5 °C.

4. En la figura se proporcionan las graficas de dos funciones fy g. Se sabe ademas que la funcion g es par.

a) Dé los valores de f (-1) y g (1).
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b) ¢ Para cudles valores (aproximados) de x se tiene f (x) = g (x)?
c) Estime la solucién de la ecuacion f (x) = 2.

d) Estime la solucion de la ecuacién g (x) = 2.

e) éEn cudles intervalos es f decreciente?

f) Dé el dominio y el rango de f.

g) Dé el dominioy el rango de g.

5. Halle el dominio y rango de las siguientes funciones. Determine si la funcidn es par o impar. Use un

computador o calculadora para graficarlas y verificar su respuesta. Segun la gréafica, describa en palabras el
comportamiento de cada funcién.

3
A £ I + T
flz) = 2 + 1, glx) = m: hizr) = 12
3 2
oz o 3 _El+z
r(z) = —|1’ L s(x) =x"|z|, tz)= pp—
—zl 2, —2<2 <0
u(z) = . ' .
t — 2z, 0=Le<?

6. Se mide la distancia de un mensajero, que se desplaza en bicicleta, desde su lugar de trabajo y se
representa en una de las graficas siguientes. Conociendo que el mensajero hace un Unico mandado en cada
viaje, que cuando se detiene por un semaforo lo hace maximo por dos minutos y que al regreso de uno de
sus viajes sufrid un accidente que lo detuvo unos quince minutos y lo hizo ir de alli directamente al hospital,

m

1500

1500

1200

m

180D

1500

1200

500

GO0

300

1

7. Cuando Usain Bolt rompié el récord de los cien metros

(a)

Ol 10 20 30 4 50 & min

L

I3 1 30 40 50 60

(b)

T

i

1800

1500 = e emrens

1200
i
0
00

1]

b

0 M 30 40 S 60 man

()

cronometrados a lo largo de la carrera fueron los siguientes:

Tiempo 1.84 | 2.86
[seg]

Distancia 10 20
[m]

m

localizado bastante lejos de su lugar de trabajo, escoja la gréfica que mejor describa dicha situacién.

0 M M 4 S0 60 min

(d)

planos en Berlin, los primeros tiempos

Suponiendo que la distancia recorrida x es una funcion lineal del tiempo t, équé puede decir del tiempo de
reaccion de Bolt? Es decir, écuanto tiempo tardd Bolt en comenzar a correr? Si hubiera seguido a la misma
velocidad, ¢cuanto habria sido su tiempo total de carrera?

8. La figura muestra la parte de la grafica, a la derecha del eje vertical, de una funcidn impar f. Complete la
grafica, y halle una férmula por tramos para f. Halle una formula por tramos para

g(x) = [fx)].

75



Agustin Mosquera

[ k]

L)
b3

=5

9. Un trozo de alambre de 20 metros de largo se corta en dos pedazos. Uno de ellos de tamafio x se dobla en
forma de triangulo rectdngulo con angulos agudos de 45° y el resto se dobla en forma de un cuadrado.

a) Haga un dibujo que exprese lo mejor posible la situacién descrita.

b) Encuentre una formula que exprese el cateto del tridangulo en términos de x:

c) Encuentre una férmula para la suma A de las areas encerradas por el tridngulo y por el cuadrado en
funcion de x. Halle el dominio de la funcién A.

10. Considere el silo que se muestra en la figura. La parte superior es una semiesfera y las dimensiones estan

dadas en metros. Halle el volumen de liquido que ocupa el silo como funcién de la altura hasta la cual se
llena.

™

ﬁ

11. La figura muestra un pista de atletismo. La distancia de una vuelta por el carril interno es de 400 m.
Suponga que se quiere organizar una carrera desde la salida hasta la meta marcadas, y claro, tal que todos
los carriles recorran la misma distancia. Halle la funcién para marcar la linea punteada de salida.

*

%

100 m

VL3N
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Taller 2 - Calculo Diferencial - Clases 3-4

INSTRUCCIONES: Antes de intentar resolver los ejercicios del taller, repase un poco la teoria y ejemplos
vistos en clase. Realice este taller individualmente o en grupos. Si tiene alguna pregunta, asista a las
asesorias con monitores o profesores.

1. Para cada uno de los siguientes tipos de funciones, escriba su forma general (si la hay), un ejemplo
particular, y una aplicacidn a la vida real:

a) Funciodn lineal.

b) Funcién potencia.

c) Polinomio.

d) Funcion racional.

e) Funcion trigonométrica.

2. Responda si el enunciado es verdadero o falso. Si es verdadero, explique por qué, y si es falso escriba el
enunciado correcto o muestre un ejemplo donde el enunciado dado no se cumpla.

a) Todas las funciones potencia pasan por (1,1).

b) Toda funcidén potencia es un polinomio.

c) Toda funcién lineal es un polinomio.

d) Todo polinomio es una funcidn racional.

e) Si un polinomio tiene al menos una raiz real, entonces se puede factorizar.

f) El rango de todo polinomio es igual a R.

g) Dados cualquier tres puntos en el plano, existe al menos un polinomio que pasa por ellos.
h) Todo polinomio de grado impar tiene al menos una raiz.

i) El periodo de la funcion f (t) = sen (4tt) es 1/2.

j) La funcidn g(x) = cos(x) + sen (2x) es periddica.

k) sen |x| = |sen x| para - 2t < x < 2.

I) La funcién sen(x2) es periddica con periodo 2.

3. Halle férmulas para funciones que satisfagan las siguientes condiciones:

a) Una funcidn que sea par e impar a la vez.

b) Una parabola que se abra hacia abajo y tenga su vértice en (2,5).

¢) Un polinomio de grado cuatro que intercepte al eje horizontal en m, -1y 5.
d) Una funcién con rango [3, 5] y periodo igual a 4.

e) Una funcién potencia que pase por (2, 0.025).

4. Para cada una de las siguientes funciones, dibuje en el mismo plano las gréficas correspondientes a los
valoresn=-3,-2,-1,0,1, 2, 3.

P o f 1
flz)=nz, g(z)=z", h(z)=z'"

5. Las graficas de las funciones f, g, h, j, k, | se muestran en la figura. Determine cuales de los siguientes
enunciados son verdaderos:

glx) = f(2z), h(z)= flr-2), jx)=3f(z)
k(x)=3f(2z), I(z)=f(3z).

g
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6. La funcion f, cuya gréfica se muestra en la figura, tiene formula f(x) = /4 — (x — 2)2.
Halle una férmula para la funcién h mostrada.

Tt 1+ 1> «
2 4 & 8

7. Dibuje a mano la grafica de la funcion f mediante transformaciones elementales de la funcién g. En cada
paso, trace la grafica correspondiente e indique la férmula de la funcidn que esta graficando.

a) f(z) =2cos(z — %} glr) = cosx.

b) f(z)=2—+3z+1, g(z) =/z.
c) f(z) =tan(Z(z — 1)), g(x) = tanz.

d) f(z)=|2z — z* 2.

Lglz) ==

e) flz) =2z - 1P +1, g(z) = =™

8. Suponga que una carretera tiene la forma mostrada en la figura: y = m(x) donde y es la altura en metros, y
x la distancia horizontal en Km. Suponga que un auto viaja a una velocidad horizontal constante de 40 Km/h
y comienza a subir la montafia a las 3 AM. Exprese la altura a la que se encuentra el auto como funcion del
tiempo t en horas a partir de la media noche. Use transformaciones elementales sobre la figura dada para
hallar la grafica de dicha funcién.
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9. Las mareas son fendmenos con periodo 24 horas y se pueden modelar mediante funciones seno o coseno.
Sea h = f(t) la altura en metros de la superficie del agua sobre un punto de referencia dado, en funcion del
tiempo t en horas, con t = 0 a la media noche.

a) Halle una férmula para f (t) si se sabe que la marea mas alta, de 1.2 m, ocurre a las 2 AM, y la mas baja
es de 80 cm por debajo del punto de referencia.

b) Sea ahora h altura en metros de la superficie del agua sobre un punto de referencia 20 cm por encima del
punto de referencia de la parte (a) y s el tiempo en horas, con s = 0 al medio dia. Use transformaciones
elementales para hallar h en funcién de s.

10. El resultado de un proceso de calentamiento enfriamiento es la funcién F(t) que muestra en la figura.

T denota la temperatura en grados centigrados, y t el tiempo en minutos. Suponga que queremos cambiarle
las unidades a las variables y graficar ahora la temperatura T en grados Fahrenheit como funcién del tiempo
t en segundos. Dibuje la nueva gréfica. Si T=G (), écdmo se puede obtener G a partir de transformaciones
elementales de F?

*T

120 T

30—

0.5 1

Taller 3 - Calculo Diferencial - Clases 5-6.

INSTRUCCIONES: Antes de intentar resolver los ejercicios del taller, repase un poco la teoria y ejemplos
vistos en clase. Realice este taller individualmente o en grupos. Si tiene alguna pregunta, asista a las
asesorias con monitores o profesores.

1. Repase las definiciones y explique en sus propias palabras el significado de los siguientes conceptos
matematicos:
a) Compuesta de funciones. Qué es f o g y cudl es su dominio.
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b) Una funcién exponencial.

c) El nimero e.

d) Vida media de un isétopo.

2. Responda si el enunciado es verdadero o falso. Si es verdadero, explique por qué, vy si es falso escriba el
enunciado correcto o muestre un ejemplo donde el enunciado dado no se cumpla. Suponga que f y g son
funciones:

a)fog=gof

b) Dom(f + g) = Dom(f) N Dom(g).
c)Dom (f /g) = Dom(f) N (g).

d) Dom(g o f) = Dom(g) N Ran(f).

e) Toda funcién exponencial es creciente.

f) Si una poblacidon de bacterias se duplica cada hora, entonces el nimero de bacterias es una funcién
exponencial del tiempo.

g) Si una poblacién de bacterias aumenta a una tasa de dos bacterias por hora, entonces el nimero de
bacterias es una funcién exponencial del tiempo.

h) Si una poblacién de bacterias se multiplica por si misma cada hora, entonces el nimero de bacterias es
una funcion exponencial del tiempo.

i) Si una poblacién de bacterias se reduce a la mitad cada hora, entonces el nimero de bacterias es una
funcién exponencial del tiempo.
j) Toda funcién exponencial g(x) = a* se puede expresar como g(x) = ceX* para algunas constantes c, k.

k) Si f y g son funciones exponenciales, entonces f o g también lo es.

3. Considere las siguientes funciones f, g, h:

_ t |-1]0|1]3
h(z)=1-=, f[2[1]0]-=2
qa

x
) = 0 >

Para cada uno de las siguientes funciones calcule su dominio, dibuje la grafica, y calcule el rango.

(hog), (gof), (fog), (gog), (fof),(fogoh).

4. Para las funciones f o g en la figura:
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a) Halle el dominiode g of.
b) Halle una férmula parago f.
c) Dibuje la graficadegof.

Wi

5. Un globo esférico estd siendo inflado y su radio estd aumentando a razén de 2 cm/s.
a) Exprese el radio del globo en funcion del tiempo' t.
b) Si V (x) es el volumen de una esfera de radio x, encuentre (V o r)y describa el significado de esta funcidn.

6. Una varilla de cierto metal compuesto tiene una densidad lineal de 13 Kg/m hasta el segundo metro, y de
10 Kg/m entre el segundo y el cuarto metro. El precio del material se da por peso: 3000S por kilo hasta los
primeros 20 Kg, y si compra mas de 20 Kg, el kilo adicional cuesta 250085.

a) Exprese el peso de la varilla como funcién de la longitud.
b) Exprese el costo del material como funcién del peso a comprar.
c) Use composicion de funciones para hallar el costo de la varilla como funcién de su longitud.

7. Un cultivo de bacterias inicia con 100 bacterias y se duplica cada 5 horas.

a) Encuentre el nimero de bacterias en el cultivo después de 10 horas.

b) Indique la poblacién P (t) de bacterias que hay después de t horas.

c) éA cuanto asciende el nimero de bacterias cuando han transcurrido 10 dias?

8. Un isétopo de sodio, 24Na, tiene una vida media de 15 horas, e inicialmente una muestra de este isétopo
tiene 2 gramos de masa.

a) Encuentre la cantidad de masa restante cuando han transcurrido 60 horas.

b) Halle la cantidad remanente al transcurrir t horas.

c) Estime la cantidad restante una vez transcurridos 4 dias.

9. La presion atmosférica es una funcién de la altura, y decrece en un 0.4% cada 100 metros. Al nivel del mar
la presién es p, = 101.3K p,.
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a) Halle una férmula para la presion atmosférica en funcion de la altura.

b) ¢éEn qué porcentaje se reduce la presion atmosférica cuando se sube del nivel del mar a Medellin
(1500msnm)?

c) Si un avién sube de la costa a la altura de Medellin a una velocidad constante de 100m/min, halle la
expresion para la presion atmosférica fuera del avion como funcién del tiempo.

10. Suponga que en un ano el numero de casos de cierta enfermedad se reduce en un 20 %. Si el dia de hoy
existen 10.000 casos, cuantos afios tendran que transcurrir para que:

A) Se reduzca el nimero de casos a 1.000

B) Para eliminar la enfermedad (es decir que el nimero de casos sea menor que 1)

11. En 1900 la habia 1.5 millones de Colombianos, y en el afio 2000 el Censo arrojé un total de 41 millones
de habitantes. Sea t el tiempo en afios y considere los siguientes tres modelos matematicos:

* Crecimiento lineal: Py =mt+b

» Crecimiento exponencial: Pe(t) = ¢ ekt

* Crecimiento potencial: Py =r t*
a) Use los datos dados para hallar las férmulas en cada modelo. Es decir, halle el valor de los parametros m,
b,ck,r.

b) Llene los espacios vacios en la siguiente tabla con los resultados, en millones de habitantes, de cada uno
de los modelos.
Ano | Lineal | Exponencial | Potencial
1800
1900 | 115 115 11.5
1950
2000 41 41 41
2012
2100

c) éQué modelo predice mejor la poblacién actual de 46.3 millones de Colombianos?

d) é¢Cuadl cree usted que es el mejor modelo matematico para esta situacién y por qué?

Taller 4 - Calculo Diferencial - Clases 7- 8.

INSTRUCCIONES: Antes de intentar resolver los ejercicios del taller, repase un poco la teoria y ejemplos
vistos en clase. Realice este taller individualmente o en grupos. Si tiene alguna pregunta, asista a las
asesorias con monitores o profesores.

1. Repase las definiciones y explique en sus propias palabras el significado de los siguientes conceptos
matematicos:

a) Funcién uno a uno.

b) Funcién inversa. Cudl es la definicion de f~1 y cudl es su dominio.

c) Funcién logaritmo en base b.
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2. Responda si el enunciado es verdadero o falso. Si es verdadero, explique por qué, y si es falso escriba el
enunciado correcto o muestre un ejemplo donde el enunciado dado no se cumpla. Suponga que fy g son
funciones:

a)a.al08ad= 1,

b) Si f es una funcidn invertible, entonces Ran (f~1) = Dom (f).

¢) Una funcidn periddica puede ser uno a uno.

d) Una funcién par puede ser uno a uno.

e) Si f es impar entonces es invertible.

f) Si f es impar e invertible, entonces f~! también es impar.

g) Si f es invertible y creciente, entonces f~! también es creciente.

h) Si f y g son funciones uno a uno, entonces f o g también lo es.

i) Toda funcién exponencial es invertible.

j) Dada una funcién logaritmica f(x) = log, x y cualquier a > 0, podemos encontrar un niumero c tal que f se
puede escribir como f(x) =clog, x .

k) Existe una funcién invertible f con Dom (f) =R, y tal que =1 (x) = (f(x))~1.

3. Cudl de las siguientes funciones son invertibles y por qué.

a) P(x) es el precio de x gaseosas en la cafeteria central.

b) T(r) es el precio que marca un taximetro cuando el taxi ha recorrido r Km sin detenerse.

c) f(s) es la cantidad de galones de gasolina en el tanque de un carro como funcién del tiempo desde la
ultima tanqueada.

d) E (t) es el numero de estudiantes al interior de la biblioteca en el instante t.

e) y(x) es la altura de la calzada de la calle que sube al cerro El Volador como funcién de la distancia x desde
la entrada.

f) f(n) es el nimero estudiantes en su clase de calculo que cumplen afios en el enésimo dia del afo.

4. En una excavacion submarina, se define a f (t) como la profundidad por debajo del fondo del mar, a la
cual se encuentran rocas de edad t millones de afios. La funcidn f tiene la grafica mostrada en la figura.

Tiemipo (millenes de affos)
0 10 20 30 40
| [ [

a) éEs finvertible?
b) é Cuanto vale y qué significa f~1 (40)?
c) Trace la graficade 1.
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5. Producir q camisetas cuesta C (q) = 6000 + 22000g. Halle una férmula para la inversa de C y explique su
Significado.

6. Una poblacién de bacterias tiene inicialmente 20 individuos, y tres horas después ha aumentado a 50
individuos.

a) Asumiendo un modelo de crecimiento exponencial, exprese el nimero de bacterias B como funcion del
tiempo t.

b) Si B =f (t), calcule f~! y exprese su significado.

7. Halle la inversa de las siguientes funciones:

a) flu) =+/2— bu,

-3 —dr

24 3r

C} fl'yjl — QI][]F:.

d) f(v) =In(v) —In(v —|l}.

e) f(z) =log.(2)

b) f(r) =

2543, s« -1
f) fls)=4e =t _1<s<0
2 4+2, 0<s.

8. Cuanto tarda en duplicarse una cantidad de dinero que crece a una tasa de interés anual del 6 %.

9. Halle la vida media de una sustancia radioactiva que tarda 20 horas en reducirse en un 30 %.

10. Un lago tiene un area superficial de 1 hectédrea, y se observé, cerca a una orilla, que 2cm? de su
superficie estaban cubiertos por una planta extremadamente peligrosa y que crece de manera exponencial.
Tres dias después, la plantica habfa incrementado su tamafio a 10 cm?, éCudnto tardara la planta en invadir
el lago entero?

Todavia mas interesante es: équé porcentaje del lago estard invadido, un dia antes de que se complete la
invasion?

11. La poblacién humana es una funcion del tiempo P = f (t) y la concentracion de gases invernadero en la
atmoésfera (en ppm) es una funcién de la poblacion G = g (P). Como resultado, la temperatura media del aire
estd cambiando con el tiempo segun, T = h(t). Sabemos que infortunadamente f; g y h son funciones
crecientes, y por tanto invertibles. ¢Qué significado tienen las siguientes funciones?, ¢Cudles son sus
correspondientes variables independientes y dependientes?

12. Considere las siguientes funciones f, g, h:
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(N 1 o t |-1]o|1]3
hiz)=1-—r=, f::!‘]|2|1||:||—2
aa
/.1
rv"ff X
by -h 0 1

Q=1

Para cada uno de las siguientes funciones calcule su dominio, dibuje la grafica, y calcule el rango.
f=4 g7 g7 (hog) ™%, (goN) ™Y (fogoh) "

13. La gréfica de la ecuacidon y = v2x — 4. Se desplaza hacia la izquierda 4 unidades, luego se encoje
horizontalmente a la mitad, después se desplaza verticalmente de manera que pase por el origen y por
ultimo se refleja respecto a la recta y = x. Halle la ecuacién de la gréfica resultante.

14. La tasa de inflacién mide el incremento de los precios en una economia. Generalmente se toma como
referencia la canasta familiar, y se mide cuanto incrementd el costo de la casta familiar de un afio a otro.
Por tanto, la tasa de inflacion es también una medida de la devaluacion de cierta moneda. La inflacion
resulta generalmente en que los paises deben imprimir billetes de denominaciones cada vez mas grandes.

a) Que un pais tenga una tasa de inflacidn | anual, significa que cada afio el precio promedio de los bienes se
incrementa en | %. Escriba una formula para el precio P(t) de los bienes como funcién del tiempo t en afios.

b) El pasaje del bus en Medellin en 1980 valia 40 pesos, y ahora vale 1500 pesos. ¢Cual ha sido la tasa de
interés en Medellin durante este periodo? , {Cudnto tiempo pasard para que lo que vale hoy cien pesos,
valga mil pesos?

RESULTADOS

Informe final del curso dirigido al asesor de practica docente de la Universidad Nacional.

Grupo 16

Profesor: Agustin Mosquera Palacios

Prueba Ganan | Pierden Total | Sin presentar Cancelaciones
Quiz: 15% 12 16 28 0 0
0
Parcial 1: 25% | 7 21 28 0
. 0
Parcial 2: 30% | 9 19 28 0
0
Parcial 3: 30% 14 14 28 0
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SEGUIMIENTO

Se hizo 1 quiz cada uno con un valor del 15%.

3 parciales cada uno con una valor del 25%, 30% y 30% respectivamente.

Algunos estudiantes mejoraron la nota del curso al mostrar su mejoria reflejada en los examenes debido a

su dedicacién y a la asistencia constante a las asesorias.

Iniciaron 28 estudiantes, finalizaron el curso 28.

ESTRATEGIAS DE MEJORAMIENTO

Asistencia continua a las asesorias e incremento de las horas de asesoria en las fechas limites de los
parciales.

VENTAJAS DE LAS ESTRATEGIAS DE MEJORAMIENTO

Algunas ventajas de las estrategias de mejoramiento que se presentaron:
¢ Se detecta superacion de dificultades a medida que avanza el curso, disminuye la pérdida.

e Hay buena participacidn y disposicidn de los estudiantes para resolver correctamente los ejercicios de los
talleres propuestos, saliendo al tablero.
¢ Al finalizar el curso los estudiantes que aprobaron fueron 11, que correspondieron al 39.2% mejorando los

estandares que normalmente son del 30%.
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