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Resumen

Propuesta metodolégica para imputar valores no influyentes en modelos de regresion
lineal multiple con informacion incompleta. Tesis 1999. José Alfredo Jiménez M. Facultad
de Ciencias. Departamentos de Mateméticas y Estadistica. Universidad Nacional de
Colombia.

En esta tesis se presenta un método para imputar datos faltantes en un modelo de regre-
sion lineal multiple; estos datos se estableceran de tal manera que no sean influyentes,
es decir, que el impacto (cambio) ejercido sobre la suma de los cuadrados residuales del
modelo sea pequeno. La estimacién de los parametros del modelo de regresion lineal
multiple se calcula mediante el método de minimos cuadrados ordinarios.

Una generalizacién de la estadistica DFBeta se establece en el Teorema para cuanti-
ficar el impacto de las observaciones imputadas en la estimacion de minimos cuadrados
del modelo de regresién lineal multiple. Ademaés, el Teorema presenta una nueva
expresion para la estadistica @Qi, con la cual se cuantifica el impacto que ejercen las
observaciones imputadas en el modelo sobre la suma de cuadrados de los residuos.
Palabras clave: modelos lineales, minimos cuadrados, formas cuadraticas, observaciones

influyentes, estadistica DFBeta, estadistica Q).
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Abstract

Methodological proposal to impute non-influential values in multiple linear regression
models with incomplete information. Thesis 1999. José Alfredo Jiménez M. Faculty of
Sciences. Departments of Mathematics and Statistics. Universidad Nacional de Colom-
bia.

This thesis presents a method to impute missing data in a multiple linear regression
model; these data are established in such a way that they are non-influential, that is,
that the impact (change) exerted on the sum of the residual squares of the model is small.
The estimation of the parameters of the multiple linear regression model is compute by
the ordinary least squares method.

A generalization of the DFBeta statistic is establishes in Theorem to quantify the
impact of the imputed observations on the least squares estimation of the multiple linear
regression model. In addition, Theorem [4.5 presents a new expression for the Q) statistic,
which quantifies the impact of the imputed observations in the model exert on the sum
of squares of the residuals.

Key words: Linear models, Least squares, Quadratic forms, influential observations, DF-

Beta statistics, () Statistics.



Introduccion

En este trabajo se plantea una alternativa para imputar valores no influyentes en mo-
delos de regresion lineal multiple Y =X E + € con pérdida de informacion en la variable
respuesta, es decir, se propone una metodologia que permita completar la informacién
faltante y luego estimar el modelo, usando algiin método de estimacién, por ejemplo
Minimos Cuadrados Ordinarios (MCO), Minimos Cuadrados Ponderados (MCP), Es-
timaciéon Méxima Verosimilitud (EMV), etc. La propuesta se basa en el andlisis de la
influencia e impacto de la informacién imputada en el ajuste del modelo, utilizando es-
tadisticas disenadas para detectar observaciones atipicas o influyentes y el método de
estimacién via minimos cuadrados ordinarios (MCO).

Entre los métodos descritos en la literatura estadistica para estimar modelos de regresion
lineal con informacion incompleta, asignando valores en la informacion faltante, no se
conoce uno en el cual se investigue de manera directa la influencia e impacto que pueda
generar la informacién imputada en la estimacion de los parametros y en la suma de
cuadrados de residuales. Resulta asi una propuesta novedosa, en la cual, el criterio para
rellenar la informacion faltante sea el andlisis de la influencia de los valores imputados.

Los resultados tedricos obtenidos en el desarrollo de este trabajo aparecen resumidos en

los Teoremas 4.1}, |4.3|y [4.5]

VI



1 Objetivos

1.1. Objetivo General

Disenar una propuesta metodolégica para imputar valores no influyentes en modelos
de regresion lineal multiple Y =X E + € con informacién incompleta, cuando los datos
faltantes se presentan en la variable respuesta, usando como método de estimacién los
minimos cuadrados ordinarios, y bajo el supuesto de que se conozca la distribucion de
los residuales. La propuesta se desarrolla completamente para el supuesto de que los
residuales siguen una distribucién normal estandar con media cero y varianza constante,

es decir, ¢; ~ N(0,0?).

1.2. Objetivos Especificos

Considerando el modelo de regresiéon muiltiple particionado

Y, 7 x| = |¢
_'1 + Zl _ 1 ﬂ + 'il
Y, Vo Xo €2

donde el bloque Yi representa la informacién incompleta. Se pretende

1.2.1. Establecer las relaciones g, go que satisfagan

DFBeta(?l) = q1(X,7) y Qr = g2(€1,71, X1, X)



T
Vo
tadistica DF Beta(i) presentada en [Belsley et al.[(1980) y Q. es la estadistica presentada

donde 7 = es un vector de constantes, DF Beta(f}l) es la generalizacion de la es-
en Draper and John| (1981)).

1.2.2. Bajo el supuesto ¢; ~ N(0,0?) determinar la distribucién de probabilidad de las

estadisticas DFBeta(?l) y Q.

1.2.3. Utilizar la distribucion de probabilidad de la estadistica (), para establecer el

criterio de influencia de las k-observaciones imputadas.



2 Planteamiento

En el desarrollo del trabajo se considera el bloque Y: del modelo

Y, X, |- |e
_'1 _ 1 5 + €1
Y, Xo €

como informacién incompleta en la variable Y. Conociendo la distribucion de los resi-
duales interesa imputar valores en este bloque y que cumplan la relacién Y7 = g(X1, 5, 7)
para un vector v seleccionado en una regién tal que dado un nivel de significancia «,

para las observaciones en Y se satisfaga
PIQi <m)=1-a (2.1)

y ademads, se busca con esta metodologia que la informacién imputada no sea influyente
en la estimacion del modelo, lo cual se verifica utilizando la estadistica @)y, que mide el
cambio en la suma de cuadrados de los residuales.

Los resultados en la estimacion del modelo después de usar la metodologia de imputacién
propuesta, se comparan con los obtenidos con el anélisis de caso completo (CC), con los
obtenidos al imputar la media de los Y,. Con el método propuesto se llega a los resultados
obtenidos en |Bartlett| (1937)), si el vector 7 es el vector de ajustes definido en |Draper
and John| (1981)), es decir, cuando los nuevos residuales en la informacién imputada son
cero, o a los resultados obtenidos mediante el algoritmo de estimacion E.M. desarrollado

por [Dempster et al.| (1977)), si se establece como criterio de convergencia la condicién

dada en ([2.1)).



3 Marco Teédrico

3.1. Estadisticas para detectar puntos influyentes y
outliers
Dado el modelo de regresion lineal multiple
Y =X3+¢ (3.1)

donde,

Y es el vector de respuestas n x 1.

X es la matriz de constantes de dimension n x r, con r = p+ 1, el rango de la matriz X.
B = (Bo, P15, ---Bp)" es el vector de parametros de dimensién 7 x 1.

€ vector n x 1 de variables aleatorias normales independientes con esperanzas E(€) = 0
y matriz de varianza-covarianza Var(€) = o21,,.

La literatura estadistica cuando emplea la técnica de modelos de regresién para un anéli-
sis estadistico, realiza un estudio de los residuales para detectar las observaciones que
mas influyen en la suma de cuadrados de los residuales. La base tedrica de la propuesta se
centra en el estudio de las estadisticas disenadas para analizar y detectar observaciones

atipicas o influyentes, particularmente la aplicacién de las estadisticas Qy y DF Beta(i)

presentadas a continuacion.



3.1.1. Estadistica @,

Para el modelo de Regresion (3.1)), Draper and John| (1981) desarrollaron una meto-
dologia para detectar un grupo de k observaciones influyentes o atipicas, equivalente a
la propuesta por Bartlett| (1937)), citada en [Little and Rubin| (1986)), para estimar los
parametros del modelo de regresién lineal cuando existen observaciones faltantes en la
variable respuesta.

En la propuesta de Draper and John| (1981)) se analiza el modelo (3.1]) particionado

I R e (3.2)
Y5 Xy Of (7 €

donde Y es el bloque conformado por las observaciones consideradas atipicas. Las esti-

maciones 5 y 7 del modelo (3.2]) estan definidas por:
b= (X3X2) 7 XY y y=(I—Hu)4 (3.3)
donde H;; = X;(X'X)™' X/, es submatriz de la matriz H = X (X'X)~' X' la cual se co-

X
noce como “Matriz Hat”, [Tukey| (1977); X = "1 v el cambio en la suma de cuadrados

de residuales esta dado por la estadistica
Qk - éll([ — H11)71€1. (34)

En resumen, el método descrito permite detectar el grupo de observaciones atipicas
en base al cambio en la suma de cuadrados de residuales, lo cual se cuantifica con la
estadistica (Ji. Sin embargo, el método no mide la influencia de estas observaciones en

la estimacién de los parametros.

3.1.2. Estadistica DFBeta(i)

Entre las metodologias aplicadas en la estimacién minimos cuadrados ordinarios para

detectar especificamente la influencia que un grupo de observaciones seleccionadas ejer-



ce en la estimacién de los parametros, la estadistica mas reconocida al respecto es la
estadistica DF Beta(i) la cual se presenta en Belsley et al.| (1980) como una medida de
diagnostico en regresion. Esta estadistica mide la influencia que ejerce la i-ésima ob-
servacion sobre el estimador de minimos cuadrados del vector ,5 asociado al modelo de
regresion lineal (3.1). Para la i-ésima observacién esta estadistica se obtiene a partir de

la expresion:

DF Beta(i) = Ci, 1<7<n (3.5)

con ¢; la i-ésima linea de la matriz C' = (X'X) 71X, ¢; = Y,—Y; y hy; el i-ésimo elemento
en la diagonal de la matriz H = X (X'X)'X".

Esta estadistica es generalizable y permite detectar la influencia que un grupo de ob-
servaciones ejerce en la estimacion de los pardametros en un modelo de regresiéon lineal

simple [Rincon and Lépez| (1997).

3.1.3. Distribucién de probabilidad de la estadistica ~;

En Espinosa| (1998)) para modelos de regresion lineal simple, se expresa la estadistica #;

CcOomo

1< <n

y bajo el supuesto de que los residuales siguen una distribucion normal estandar con

media cero y varianza constante, es decir, ¢; ~ N(0,0?), se obtiene que

concluyendo finalmente que

. o’
Vi~ N (0, T h”) (3.6)



SSE

y puesto que S? = 222 es el estimador insesgado de o? se obtiene que

la cual se distribuye ¢-student con (n — 2) grados de libertad.

3.1.4. Distribucién de probabilidad de las componentes de la

estadistica DFBeta(i)

En |Espinosa (1998)) para modelos de regresion lineal simple se expresan las componentes

de la estadistica DF Beta(i) como

Boli) — Bi(i) = 4, (1 - ) v Buli) — BL(0) = A

n

donde v; = nx—’j_g y utilizando (3.6)), la distribucién de 4;, concluye que

i:l(zi_gc
. . 2 1 2
Bo(i) — By(i) ~ N (Oa 1j—hn‘ {ﬁ - IEVi] )

. . 22
Buli) - 556 ~ v (02

puesto que S? es el estimador insesgado de o2 se obtiene que

Boli) = B(i)  _ Bole) - By(d)

=1z 3.8
JE v v [ vl (35)
Bi(i) — 1 (i) :Bl(i) — Bi(0) o -

52 2 Sy

En dicho trabajo se llega a la conclusion final de que las estadisticas 77, 75,73 son

estadisticas equivalentes; es decir, 77 = T, = T3 con la misma distribucion ¢-students

con n — 2 grados de libertad.



4 Desarrollo de la propuesta

4.1. Generalizacion de la Estadistica DFBeta

Para el modelo de regresion lineal multiple

— —

Y=XG+¢e

definido en (3.1), usando el método de estimacién minimos cuadrados se obtiene el
estimador § de los parametros, los valores estimados de Y, los errores estimados de € y

la suma de cuadrados de los residuales (SSFE) segun las siguientes expresiones

V=Xf=XX'X)'XY=HY con H=XXX)'X

Cuando se plantea el modelo

YV = X3 +é& (4.1)

siendo Y* = Y + 4, para 7 un vector de constantes conocido, interesa establecer las
expresiones de los nuevos estimadores, en funcién de 7, Y y de los estimadores descritos

para el modelo (3.1)).



El estimador del vector 8* por el método de minimos cuadrados ordinarios corresponde

a la expresion

reemplazando Y* se tiene

de donde se concluye que

De la misma forma, el nuevo vector de predicciones Y* se obtiene segtin

/@* — (X/X)—IX/Y*

B =(X'X)IX'(Y +7)
=(X'X)7IX'Y 4+ (X'X) X

=0+ (X'X)"'X'7,

b = —(XX) X7

=X (+ (XX)X'9)

=Y + X(X'X)"1X'y

=Y + HY

(4.3)

Con la misma metodologia se obtiene el vector de errores estimado para el modelo (4.1))

segin

—e+(I—H)7

(4.4)

Conociendo los nuevos errores es posible calcular la nueva suma de cuadrados de los

residuales (SSE*), segin



SSE* = (Y*)(I — H)Y*
= (

—Y'(I-HY +Y'(I-H7+7(—-HY +7( —H)

=

+ 3/ (I = H)(Y +7)

CcOo1mo

Y'(I - H)y=7(1-H)Y.
Se tiene que
SSE* = SSE+27(I — H)Y +7 (I — H)Y

— SSE +7'(I — H)[2Y + 7] (4.5)

Sin pérdida de generalidad, los resultados anteriores se pueden particularizar para el

modelo (3.1]) particionado

Sl I Y I L A (4.6)
Ys 0 X &
con }71 de dimensién k x 1,k < n y en tal caso
B =p+(X'X)"'X'7
=B+ (X'x)! {X{ Xg] o
0
B— B =—(X'X)"' X% (4.7)

Bajo esta particién la ecuacién (4.4) se expresa como

con H,Lj = Xl(X,X)_lXJ/

10



De tal manera que el vector v; que hace €] = 0 estd dado por
A1 =—(I - Hy) ' (4.8)

expresion que reemplazada en la ecuacién (4.7) proporciona la generalizacién de la es-

tadistica DF Beta(Y;) segtin
DF Beta(Y;) = (X'X) ' X!I(I — Hyiy) 'e (4.9)

Nétese que DF Beta(Y7) es un vector de dimensién r x 1 y como expresién mide el
efecto que tienen los k registros del bloque Yi, en la estimacion via minimos cuadrados
ordinarios en cada una de las componentes del vector de parametros (3.

El anterior resultado se puede resumir en el siguiente teorema.

Teorema 4.1. En un modelo de regresion lineal Y = Xﬁ—l— €, particionado como:

Y, X, = |¢
H1 _ 1 5 + €1
Y, Xo €2

donde Y7 es de dimension k x 1, si los registros que conforman dicho bloque se eliminan,

entonces el cambio en los parametros estimados se calcula por:
DF Beta(Y,) = (X'X) ' X{(I — Hyiy) ',

donde Hyy = X,(X'X)LX!. El vector DF Beta(Y,) es de dimensidn r x 1.

4.1.1. Distribucién de probabilidad de la estadistica DFBeta(Y;)

Para establecer la distribucion de la estadistica DF Beta generalizada se debe conocer
la distribucion de la estadistica 7.
En su construccion Rincon, (1999) utiliza el siguiente teorema que se enuncia sin demos-

tracion

11



Teorema 4.2. Si E(X) = p, Var(X) = X entonces para Y = TX se cumple que
EY)=TpyVar(Y)=TXT".

Para el modelo particionado (4.6)) y bajo el supuesto de normalidad de los residuales
¢~ N(0,0%(I — Hyy))

se muestra que “; definido en ({4.8]) satisface

41 ~ N(0,0%(I — Hyy) ™) (4.10)
es decir que cada una de las componentes ~;, ¢ = 1,...., k de 4 se distribuye segtin
i ~ N(0,0°H;) (4.11)

donde H; es el i-ésimo elemento de la diagonal de la matriz (I — Hy;)~'. Para obtener

finalmente con 62 = 22E que las estadisticas T; definidas en ([{.12)) se distribuyen ¢-

Student con (n — r) grados de libertad.

~

Vi

SVH,

Conocida la distribucién de 4; obtenida en (4.10|) y reescribiendo la estadistica DF' B eta(f}l)

Ty ~ Tinry (4.12)

como

DF Beta(Y,) = —(X'X) ' X4,

la aplicacién del Teorema [4.2] proporciona

E(DFBeta(V:)) = —(X'X) " X{E(3) = 0

Var(DF Beta(Y,)) = (X'X) "' X/ Var(5)[(X'X) ' X!]'

= 0'20(_[ — H11>_10/

12



con C' = (X'X)~'X| para establecer que
DFBeta(Y;) ~ N(0,02C(I — Hy1)~'C"). (4.13)

En particular denotando por M; el j-ésimo elemento de la diagonal de C'(I — Hyp)~'C’

para cada j = 1, ..., la dimension de la DFBeta(ﬁ), resulta que

DF Beta;(Y;) ~ N(0,02M;). (4.14)

~2 _ SSE

Y usando el estimador insesgado de o2, & 22~ obtener que para cada j =1,2,...,r

DF Beta;(Y))

S\/M,

Para el caso particular del modelo de regresion lineal simple, cuando Y, consta de una

=T} ~ Tn. (4.15)

unica observacion, las estadisticas definidas en junto con sus distribuciones, coin-
ciden con los resultados de Espinosa (1998), expuestos en las secciones 3.2.3 y 3.2.4.
Es conveniente mencionar que los valores de las estadisticas 7; definidos en difieren
para cada j en el modelo de regresion lineal multiple, cuando Y, tiene mds de una
observacion, lo cual indica que el bloque 571 puede ser influyente sobre alguno o algunos
de los r parametros y no influyente para los demads, concluyendo que la influencia de
una observacion sobre los parametros estimados es diferente cuando la observacién se
considera aislada a cuando se considera como componente del bloque Y, y la influencia
se asigna al bloque.

El anterior resultado se puede resumir en el siguiente teorema.

Teorema 4.3. La estadistica DF Beta(Y,) tiene distribucién Normal
DF Beta(Y;) ~ N(0,02C(I — Hy;)~'C")

donde Hy1 = Xl(X,X)_lX{ Y C= (X/X)_IX{

13



4.2. Estadistica ();,

La expresion (4.5) que mide la variacién en la suma de cuadrados de los residuales, en

el modelo particionado (4.6 corresponde a

SSE* = SSE + 7,(I — Hy)[2Y) + 7] (4.16)
dado que é = (I — HH)?} v A1 = —(I — Hyy)7'é; de la expresién anterior se obtiene que

Qk - SSE - SSE* - gll(I - Hll)ilél

expresion ((3.4]) presentada en Draper and John (1981), es decir, Q) expresada en funcién

de los residuales estimados en el bloque Y1, o se obtiene la expresion equivalente
Qk == SSE - SSE* = ’A}/l/([ - Hll)’A}/l, (417)

nueva expresion de @y en funciéon de 47 que para los objetivos de este trabajo es mas
atractiva, ya que su distribucién sera utilizada para establecer el criterio que evalie la

influencia del bloque imputado Y.

4.2.1. Distribucién de probabilidad de la estadistica Qy

Para establecer la distribucion de la estadistica ()r se enuncian sin demostracion el

teorema 4.4. y su corolario citados en |Searle| (1971)).

Teorema 4.4. Si X es un vector aleatorio de dimension n x 1 distribuido N(u,V),
entonces X'AX ~ X%;j)\), con v = rango(A) y pardmetro de no centralidad A = %,u’A,u,

sty solo si AV es idempotente.

Corolario 4.4.1. Si X ~ N(0,V) entonces X'AX ~ x2 con v = rango(A) si y solo si

AV es idempotente.

14



Dado que @), se puede expresar como la siguiente forma cuadratica
Qr = 4/(I — Hn)n

con
A~ N(0,0%(I — Hyy)™)
por la aplicacion del corolario 4.4.1. se concluye que
— ~ X, con v=rango(l — Hyj1) =k
ya que (1_0#02([ — Hy;)™! es idempotente.

El anterior resultado se puede resumir en el teorema que se anuncia a continuacion

Teorema 4.5. En un modelo de regresion lineal Y = XB—F €, particionado como:

Y, x| = |e
_‘1 _ 1 5 + €1
Y, Xo €2

donde Y, es de dimension k x 1, si los registros que conforman dicho bloque se eliminan,
entonces el cambio en la suma de los residuales se distribuye Chi-cuadrado con k grados

de libertad, es decir

Qr  AMUI—Hin
02 o2 ~ X(k)

donde ’:)/1 = —(I — Hll)_lgl.
Por otra parte, si se reescribe la expresién (4.17)), se tiene que

SSE = SSE* + Qy
SSE SSE*

n—r (n - _T)n—k;—r

+ Qr (4.18)

(n—r)

2

Puesto que el estimador insesgado de 02 es 6% = S? = ‘Z‘%f y el estimador insesgado de

(0%)* es (6%)* = (S&l))2 = S5 6] cual denota la estimacién usual de o2 sin el bloque

15



Y1 de observaciones; si se reemplaza en (4.18]) se obtiene que

(n—r)S*=(mn—k— r)(SE}l))Q + Qk (4.19)
2 ( k% )’ k
(0= 1) = (= k=) 4

S? 2 Qr 2
(n— 7”); ~X(n—r) P X (k)
(S*? )2
(n =k =)= Xk (4.20)

Luego, si se dividen las dos primeras expresiones y cada una por sus correspondientes

grados de libertad se tiene que

i _
ST k57 Figenr) (4.21)

Esta expresion no sirve para medir la influencia del bloque Y; imputado, debido a que
como se divide por el nimero de registros imputados hace que esta expresién sea muy

pequena y por lo tanto, enmascara algunos registros influyentes de dicho bloque.

Si se reescribe la ecuacién (4.19)) se tiene que

M= Hy)sy  (n=r)8 = —r—k)(Sg )
52 52 '

(4.22)

Si en esta ecuacion se toma k = 1, es decir, se considera que se quita una tnica obser-

vacion, se obtiene que

21— hy) n—r)S*—(n—r— 1)(52‘1.))2
I = 52 (4.23)

donde (1 — hy;) es el i-ésimo elemento de la diagonal de la matriz (I — Hyp) y (S(*i))2

denota la estimacion usual de o2 sin la i-ésima observacion.
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Por la ecuacién (4.18)) se tiene que

~

Vi
SV H,;

donde H; es el i-ésimo elemento de la diagonal de la matriz (I — Hy;)™!, elevando esta

= E ~ T(nfr)

expresion al cuadrado se obtiene

22
Vi g2
52 ; CZ—; ~ T(ni,r)

Esta tltima expresion es equivalente a la ecuacion (4.23]), por lo tanto, se tiene que

(n—r)S*—(n—r— 1)(36))2

2 2
T; - 52 ~ T(n—r) (424)

Dado que la estadistica @y se puede calcular como
k k
Qc =Y _A2(1—hi) =2 AAihi
i=1 i<j
donde h;; es el elemento de la i-ésima fila y j-ésima columna de la matriz Hy; =

X1 (X'X)71X], si se divide esta expresién por S? y, ademds, se utilizan las relacio-

nes (4.23) y (4.24]), se obtiene

Z % _9 %73 hi; Z T2 _9 %% hwv

1<J 1<J

es decir, que la estadistica (), para un bloque se puede obtener como la suma de las
estadisticas Q. (i) de las observaciones que conforman el bloque. Por consiguiente, se

tiene que , ,
Qv (n—r)S —(n—r—k)(S(?l)) T
Sz S2 (n—r)

Luego, si se toma raiz cuadrada a esta expresién se obtiene

V@
S

. (4.25)

Esta expresién (4.25) serd ttil para establecer el criterio que permita evaluar la in-
fluencia del bloque imputado 171, en la variacion porcentual de la suma de cuadrados

residual, criterio que se presenta en la siguiente seccion.
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4.3. Definicién de influencia y criterio para evaluarla

En este trabajo, la influencia de una o varias observaciones en la estimacién del modelo
solo se considera, analizando el impacto que ella o ellas generan en la suma de
cuadrados de los residuales (SSFE). Por consiguiente, para alcanzar los objetivos de este
trabajo, en la secciéon 4.3.1. se establece la definicién de influencia, en la seccion 4.3.2. se
presenta el criterio para establecer cuando un bloque es influyente y en la seccion 4.3.3.
se presentan algunos ejemplos con diferente niimero de variables regresoras para ilustrar

la aplicacion del criterio expuesto en 4.3.2.

4.3.1. Definicién de influencia

En la estimacién del modelo particionado, un bloque Y, es influyente, si genera un
cambio estadisticamente significativo en la SSFE, cuando es eliminado.

La definicién anterior requiere de un criterio que permita clasificar un bloque como in-
fluyente, analizando su aporte en la suma de cuadrados de los residuales. Una estadistica

que sirve a este propdsito es la obtenida en (4.25)) segun la cual

V@
S

~ T(n—'r)-

4.3.2. Criterio para evaluar la influencia

Para el modelo (3.1]) particionado

Y, x| 5 |e
_‘1 _ 1 5 + €1
Y, Xo €2

Interesa probar la hipdtesis

Hy : El bloque Y; no es influyente

H, : Algin registro del bloque Y, es influyente

18



El estadistico de prueba propuesto en este trabajo para la prueba de la hipdtesis a un

nivel de significancia de «, estd dado por la expresion

e

P="3

Donde Q) = SSE — SSE* es el cambio en la suma de cuadrados de los residuales en el

modelo (3.1) y S = fﬁf es la raiz cuadrada del cuadrado medio de los residuales del
modelo (3.1]) en el cual se quiere observar si el bloque Y, es influyente. Esta estadistica
P se distribuye t(,_r,/2) ¥ con este estadistico de prueba, la hipétesis nula Hy se rechaza

a un nivel de significancia o % si
P> t(n,na/g) (4.26)

para t(n—rqa/2) tal que P (77 < tn—ra /2)) = 1 — «. Este criterio es equivalente a, calcular
la probabilidad minima para la cual el valor observado del estadistico de prueba es

significativo, es decir, calcular el p valor de la prueba, a través de la expresion
p=P(t>P) (4.27)

y considerar que el bloque Y; es influyente si p < «. Para el caso particular del modelo
de regresion lineal multiple, cuando Y] consta de una tnica observacién el criterio de

influencia definido en esta seccion coincide con el criterio de influencia propuesto en

Rincon| (1999).

4.3.3. Ejemplos

En las siguientes secciones se relacionan tres ejemplos con diferente niimero de variables

regresoras para ilustrar la aplicacion del criterio expuesto anteriormente.
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4.3.3.1. Modelo de regresion simple

Para la ilustracion y aplicacion del criterio de influencia definido en 4.3.2. se utilizan los
datos dados en Mickey et al. (1967) citados en Draper and John| (1981)). Los datos se
presentan en la tabla[4.1] junto con las estadisticas Q, la variacién porcentual que cada
observacién genera en la suma de cuadrados residual (SSE), cuando es eliminada, la
estadistica P de cada observacion y el p-valor del criterio definido 4.3.2. De este anélisis
individual sobre la influencia de cada observacion, se concluye que es la 8a. observacion

la unica clasificada como influyente segin el criterio definido anteriormente.

Tabla 4.1: Datos de Mickey et al.| (1967) con el andlisis individual de influencia

OBS X Y Qk Variacién P valor de p
1 42 57  88.10526 3.81642 0.85154  0.40508
2 10 83 259.80303 11.25377 1.46226  0.16001
3 10 83 259.80303 11.25377 1.46226  0.16001
4 11 84 192.53973 8.34016 1.25882  0.22334
5 11 86 139.63370 6.04845 1.07201  0.29714
6 7 113 133.44259 5.78027 1.04798  0.30780
7 26 71 108.37029 4.69423 0.94441  0.35682
8 17 121 968.56197 41.95477 2.82337  0.01086
9 15 102  85.66407 3.71067 0.83966  0.41154
10 9 91  82.01509 3.55261 0.82158  0.42151
11 12 105 78.93614 3.41924 0.80601 0.43021
12 20 94 47.91421 2.07548 0.62797  0.53750
13 11 102 21.68686 0.93940 0.42248  0.67742
14 9 96  14.97643 0.64873 0.35108  0.72939
15 18 93  12.35811 0.53531 0.31892  0.75327
16 8 104 10.72944 0.46476 0.29716  0.76957
17 11 100 6.74813 0.29231 0.23567  0.81621
18 15 95 4.33256 0.18767 0.18883  0.85223
19 10 100 2.07958 0.09008 0.13083  0.89729
20 10 100 2.07958 0.09008 0.13083  0.89729
21 20 87 0.12034 0.00521 0.03147  0.97522
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En la tabla 4.2 se presenta la estadistica P calculada para ﬁ, }72, }73, 174, 175 diferentes
bloques que incluyen o excluyen el registro 8, unico clasificado como influyente, en el
analisis individual de influencia y que genera una variaciéon porcentual de la suma de
cuadrados de los residuales del 41.95 %. Para conformar los citados bloques se incluyé
de manera forzosa el registro 8 en los bloques }71,372 y 374 seleccionando de manera
aleatoria las 3 restantes componentes del bloque. En los bloques 37}, y }75 se seleccionaron

aleatoriamente las cuatro componentes que los conforman, resultando segin lo anterior:

El bloque Y, conformado por los registros 8, 11, 21, 3.

El bloque Y, conformado por los registros 8, 7, 2, 19.

El bloque }73 conformado por los registros 3, 11, 15, 21.

El bloque }74 conformado por los registros 8, 9, 13, 17.

El bloque Ys conformado por los registros 1, 7, 15, 13.

Tabla 4.2: Compendio de p-valores para los bloques conformados en la prueba de la

hipotesis nula Hy : El bloque Y: no es influyente

Bloque P Valor de p Decision

Y 3.280285 0.003936 Influyente
Y, | 3.319434 | 0.003604 Influyente
}7}, 1.700168 | 0.105411 No es influyente
574 2.985039 0.007610 Influyente

Ys 1.377395 | 0.184401 | No es influyente

Se concluye de los p-valores calculados segiin la estadistica P y presentados en la tabla

4.2 que ella bien sirve a nuestros propdsitos ya que detecta a un nivel de significancia
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del 1%, los tres bloques influyentes }71, Yy y Y, en los cuales se incluyé el unico registro

influyente.

4.3.3.2. Modelo de regresion miiltiple con dos variables

Como ilustracién y aplicacion del criterio de influencia definido en 4.3.2. se usan los
datos muestrales citados en |Eld et al. (1954)) en los cuales sobre una investigacién en
suelos calcareos se deseaba conocer el efecto de las fuentes de donde el cultivo de maiz
tomaba el fosforo, para lo cual se midieron las siguientes variables

X; : concentracién de fésforo inorganico mediante el método de Bray y Kurtz para
estimar el “fésforo aprovechable por la planta” (ppm) (PINORGBK)

X5 : concentracion de fésforo organico soluble en K>C'O5 e hidrolizado mediante hipo-
bromito (PORGKH)

Y : fésforo disponible por la planta sembrada en un suelo con temperaturas de 20°C
(ppm). Esta variable se trata como una variable dependiente de las variables indepen-
dientes X; y Xo.

En la tabla 4.3 se presentan los datos referidos en este ejemplo junto con la estadistica
Q) de cada observacién, la respectiva variacién porcentual que esta genera en la suma
de cuadrados residual (SSF) cuando es eliminada, la estadistica P de cada observacién
y su p-valor correspondiente. En el analisis individual de influencia resulta ser el registro

nimero 17 el tnico influyente segun el criterio definido en 4.3.2.
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Tabla 4.3: Datos de [Eld et al.| (1954) con el anélisis individual de influencia

OBS X, X, Y Qr Variacion P valor de p
1 0.4 53 64 8.0782 0.1259 0.1374 0.8925
2 04 23 60 1.3343 0.0208 0.0559 0.9562
3 31 19 71 73.6730 1.1486 0.4151 0.6840
4 0.6 34 61 0.6105 0.0095 0.0378 0.9704
5 4.7 24 54 193.3561 3.0146 0.6725 0.5115
6 1.7 65 77  269.7407 4.2055 0.7942 0.4394
7 9.4 44 381 18.0710 0.2817 0.2056 0.8399
8 10.1 31 93  283.1688 4.4149 0.8138 0.4285
9 11.6 29 93  206.9421 3.2264 0.6957 0.4973
10  12.6 58 51 1271.3244 19.8213 1.7243 0.1052
11 109 37 76 9.3981 0.1465 0.1483 0.8841
12 23.1 46 96 35.8066 0.5583 0.2894 0.7763
13 23.1 50 77  711.7091 11.09630 1.2901 0.2165
14 216 44 93 37.0250 0.5773  0.2943 0.7726
15 231 56 95 64.9544 1.0127 0.3898 0.7022
16 1.9 36 54 86.7416 1.3524 0.4504 0.6589
17  26.8 58 168 4312.6515 67.2387 3.1758 0.0063
18 299 51 99  303.9667 4.7392 0.8431 0.4124

En la tabla 4.4 se presenta la estadistica P calculada para }7'1, }72, }73, 17'4, 175 diferentes
bloques que incluyen o excluyen el registro 17, unico clasificado como influyente en el
analisis individual de influencia, con una variacién porcentual de la suma de cuadrados
de los residuales del 67.24 %. Los bloques se conformaron siguiendo la misma metodo-

logia del ejemplo 4.3.3.1, incluyendo forzosamente el registro influyente en los bloques

Yi, oy Y,

El bloque Y, esta conformado por los registros 10, 2, 13, 17.

El bloque Y, esta conformado por los registros 8, 7, 3, 17.

El bloque Y, esta conformado por los registros 5, 11, 18, 13.

El bloque Y, esta conformado por los registros 3, 14, 17, 18.
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= El bloque 17}, esta conformado por los registros 8, 6, 15, 12.

Tabla 4.4: Compendio de p-valores para los bloques conformados en la prueba de la

hipétesis nula Hy : El bloque }7; no es influyente

Bloque P Valor de p Decision

Y) 3.8375 0.00161 Influyente
Yy 3.3110 | 0.00475 Influyente
173 1.6880 0.11208 No es influyente
Y, 3.3250 | 0.00462 Influyente

Ys 1.2364 0.23532 No es influyente

Se concluye de los p-valores calculados segiin la estadistica P y presentados en la tabla
4.4 que ella bien sirve a nuestros propodsitos ya que detecta a un nivel de significancia
del 1%, los tres bloques influyentes }71, Yy y Y, en los cuales se incluy6 el tnico registro

influyente.

4.3.3.3. Modelo de regresion miiltiple con tres variables

Como ilustracion y aplicacion del criterio de influencia definido en 4.3.2. se usan los datos
citados en Weisberg (1980) presentados en (Cook and Weisbergl (1982) en los cuales se
buscaba estudiar la cantidad de droga retenida en el higado de un ratén, para lo cual se
midieron las siguientes variables

X1 : Peso del raton en gramos.

X5 : Peso del higado del ratén en gramos.

X3 : Dosis relativa.

Y : Cantidad de droga retenida en el higado del ratén. Esta variable se trata como una

variable dependiente de las variables independientes X, X, y X3.
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En la tabla 4.5 se presentan los datos referidos en este ejemplo junto con la estadistica
Q. de cada observacidn, la respectiva variacion porcentual que estd genera en la suma de
cuadrados residual (SSFE) cuando es eliminada, la estadistica P de cada observacién y su
p-valor correspondiente. En el andlisis individual de influencia resultan ser los registros

1 y 19 los tinicos influyentes segun el criterio dado en 4.3.2.

Tabla 4.5: Datos de Weisberg (1980) con el andlisis individual de influencia

OBS X; X, X3 Y Qk Variacién P valor de p
1 176 6.5 0.88 0.42 0.0186 20.7928 1.7660 0.0977
2 176 9.5 0.88 0.25 0.0097 10.8042 1.2730 0.2224
3 190 9.0 1.00 0.56 0.0039 4.3433 0.8072 0.4322
4 176 89 0.88 0.23 0.0113 12.6451 1.3772 0.1886
5 200 7.2 1.00 0.23 0.0075 8.4090 1.1231 0.2791
6 167 89 0.83 0.32 0.0001 0.0677 0.1007 0.9211
7 188 8.0 0.94 0.37 0.0037 4.1391 0.7880 0.4430
8 195 10.0 0.98 0.41 0.0033 3.6762 0.7426 0.4692
9 176 8.0 0.88 0.33 0.0002 0.1813 0.1649 0.8712
10 165 7.9 0.84 0.38 0.0000 0.0103 0.0392 0.9692
11 158 6.9 0.80 0.27 0.0073 8.1412 1.1051 0.2865
12 148 7.3 0.74 0.36 0.0022 2.4193 0.6024 0.5559
13 149 52 0.75 0.21 0.0141 15.7217 1.5357 0.1454
14 163 84 0.81 0.28 0.0008 0.9465 0.3768 0.7116
15 170 7.2 0.85 0.34 0.0011 1.2074 0.4256 0.6765
16 186 6.8 0.94 0.28 0.0044 4.9176 0.8589 0.4039
17 146 7.3 0.73 0.30 0.0004 0.4671 0.2647 0.7948
18 181 9.0 0.90 0.37 0.0043 4.8273 0.8509 0.4082
19 149 6.4 0.75 046 0.0221 24.6283 1.9220 0.0738

En la tabla 4.6 se presenta la estadistica P calculada para }71, }72, }73, 17'4, 175 diferentes
bloques que incluyen o excluyen los registros 1 y 19 que son los tnicos clasificados como
influyentes en el andlisis individual de influencia, con una variaciéon porcentual de la
suma de cuadrados de los residuales del 20.79 % y 24.63 %. Se conforman los bloques
siguiendo la misma metodologia de los ejemplos anteriores incluyendo forzosamente uno

de los registros influyentes en los bloques 172, Ys y Ys
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El bloque Y, esta conformado por los registros 8, 9, 11, 4.

El bloque Y, esta conformado por los registros 7, 19, 15, 16.

El bloque 173 esta conformado por los registros 8, 19, 3, 11.

El bloque Y, esta conformado por los registros 4, 17, 13, 9.

El bloque }7'5 esta conformado por los registros 3, 11, 19, 17.

Tabla 4.6: Compendio de p-valores para los bloques conformados en la prueba de la

hipotesis nula Hy : El bloque Y: no es influyente

Bloque P Valor de p | Decisién

Yi 1.9226 0.07372 Influyente
Y, 2.2878 0.03709 Influyente
Y; 2.4735 0.02582 Influyente
Y, 2.0862 0.05445 Influyente
Ys 2.3742 0.03136 Influyente

Se concluye de los p-valores calculados segiin la estadistica P y presentados en la tabla
4.6 que ella bien sirve a nuestros propodsitos ya que detecta a un nivel de significancia
del 10 %, los tres bloques influyentes y aunque en los otros bloques no se introdujo una

de las observaciones influyentes dichos bloques también resultaron ser influyentes.
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5 Metodologia de imputacion en la

variable respuesta

En este capitulo se presenta la metodologia para imputar un bloque no influyente en
un modelo de regresion lineal multiple con informacion faltante en la variable respuesta,
principal objetivo de este trabajo. La metodologia propuesta ofrece dos caracteristicas

importantes que la hacen novedosa:
1. Los valores imputados son invariantes, es decir, resultan ser siempre los mismos

sin importar los valores iniciales usados en el método de imputacion.

2. El bloque de observaciones imputado no es influyente segin la definicién dada en

4.3.2. y el criterio expuesto en 4.3.3.

5.1. Metodologia de imputacién

Para el modelo Y = X B + € con algunas observaciones faltantes en la variable respuesta

Y, la metodologia de imputacion propuesta en este trabajo sigue los siguientes pasos:

1. Organice los datos de tal manera que Y, sea el bloque conformado por las obser-

vaciones consideradas faltantes, particionando el modelo segun:

Y, X |- |e
_’1 _ 1 5 + €1
Y, Xo 3
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. Calcule la estadistica Q) de cada observacion para el modelo
}72 = XQB:: + € con Bc = (XéXQ)ilXé}_}Z

. Ordene en forma descendente el bloque [}72, Xg] tomando como criterio la es-
tadistica i, es decir ubique las r-observaciones menos influyentes al final del

bloque.

. Use el ordenamiento hecho en el paso 3. y organice nuevamente los datos en el

modelo
Y, X, = |¢
41 _ 1 ﬁ + €1
Y, Xy 3

. Introduzca un conjunto A arbitrario de valores iniciales en el bloque }71,

- A Xi| = ¢
R i 1 54‘ €1
Y, Xo €2

y con el modelo completado 37; =X E + €, calcule los residuales €.

. Con las observaciones que incluyen los valores iniciales que componen el bloque Y;
y las observaciones completas de mayor influencia, conforme un vector Y3 tal que
la variacion porcentual que genera el bloque [Yg, Xg] sea superior al 95%. Y con

este bloque calcule el vector 4 segin
4 =—(I— Hs) e

con € los residuales correspondientes al bloque [}73, Xg} calculados en el paso 5., y

Hj el bloque de la matriz H correspondiente al bloque [}73, Xg].

. Calcule el bloque Y; a imputar ajustando los valores iniciales del conjunto A, con
los valores 7, correspondientes al bloque Y; obtenidos del vector 4 calculado en el

paso 6., es decir

Vi=A+4 (5.1)
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5.2. Ejemplos

Como ilustracion y aplicacion de la metodologia de imputacién propuesta en las si-
guientes secciones se relacionan tres ejemplos que poseen un numero de observaciones
especifico, y diferente nimero de variables regresoras. Del nimero de observaciones to-
madas se seleccionaron observaciones que conformaran el bloque Y, de observaciones
faltantes correspondientes al 5 %, 10 % y 20 % de n el niimero de registros simulados en
cada caso y se realizé la imputacion propuesta utilizando para ello el paquete estadistico
SAS en su procedimiento IML.

En cada uno de los ejemplos del nimero de registros que poseen se seleccionaron las
primeras observaciones como las componentes de los bloques a utilizar de informacién
faltante en tres escenarios cuando el porcentaje de informacién faltante es del 5%, 10 %

y 20 %, es decir

» Escenario 1. Correspondiente al 5% del total de registros que se tomaron.
» Escenario 2. Correspondiente al 10 % del total de registros que se tienen.

s Escenario 3. Correspondiente al 20 % del total de registros que se tomaron.

En cada uno de los escenarios se presenta la desviacion estandar en los parametros
estimados la cual se calcula como la raiz cuadrada de los elementos de la diagonal de la

matriz de covarianza, ésta matriz se define como
Var(f) = (X'X)"'6?

donde 62 es la estimacién de la varianza determinada para cada uno de los modelos

COImo
, SSE
o =

n—r

— CME (5.2)

Cada una de las situaciones propuestas se plantean para los modelos que se definen a

continuacion:
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= Basico: El modelo sin ajustar, es decir, con sus datos originales.

= Completo: El modelo ajustado eliminando el registro o registros en los cuales se

presenta informacion faltante.

= Valor inicial: El modelo ajustado cuando la informacién faltante se completa
con el promedio de }72, el bloque completo, como valor inicial para realizar la

imputacion.

= Propuesto: El modelo ajustado cuando la imputacion se realiza con el método
propuesto en este trabajo, es decir, se calcularon los vectores 7 definidos en el punto
3 del método de imputacion propuesto y con ellos se obtuvo el valor o valores a

imputar.

5.2.1. Modelo de regresion simple

Se usan los datos de lluvias y filtraciones asociadas al rio Monocacy en Puente Jug,
Maryland citados en Behar and Yepes (1996) en los cuales se midieron las siguientes

variables
X: Filtracion en pulg.
Y: Precipitacién en pulg.

Los datos se presentan en la tabla [5.1] junto con las estadisticas Q, la variacién por-
centual que cada observacion genera en la suma de cuadrados residual (SSE), cuando

es eliminada, la estadistica P de cada observacion y el p-valor del criterio definido 4.3.2.
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Tabla 5.1: Datos de lluvias y filtraciones, con el andlisis individual de influencia

OBS X Y Qr Variacién P valor de p
1 0.52 1.11 0.28477 3.83800 0.93954  0.35722
2 0.40 1.17 0.05958 0.80304 0.42977  0.67136
3 0.97 1.79 0.48123 6.48576 1.22136  0.23432
4 2.92 5.62 0.52721 7.10552 1.27839  0.21386
5 0.17 1.13 0.02516 0.33905 0.27925  0.78255
6 0.19 1.54 0.30001 4.04334 0.96435  0.34490
7 0.76 3.19 1.28981 17.38345 1.99955  0.05750
8 0.66 1.73 0.02710 0.36527 0.28985  0.77453
9 1.24 2.75 0.05230 0.70482 0.40263  0.69094
10 0.39 1.20 0.03766 0.50762 0.34169  0.73569
11 0.30 1.01 0.04763 0.64196 0.38425  0.70432
12 1.74 5.11 1.69925 22.90175 2.29508  0.03118
13 0.56 1.52 0.03584 0.48307 0.33333  0.74191
14 1.12 293 0.03496 0.47119 0.32920  0.74498
15 0.64 1.16 0.50309 6.78039 1.24880  0.22430
16 0.70 1.64 0.11058 1.49033 0.58547  0.56393
17 0.77 1.57 0.28823 3.88470 0.94524  0.35436
18  0.59 1.54 0.05102 0.68768 0.39770  0.69452
19 095 2.09 0.12164 1.63945 0.61406  0.54520
20 045 257 1.21090 16.32001 1.93742  0.06507
21 1.02 3.54 1.00281 13.51540 1.76311 0.09117
22 039 1.17 0.05063 0.68237 0.39616  0.69564
23 0.23 1.15 0.00388 0.05234 0.10972  0.91358
24 159 3.57 0.00321 0.04324 0.09973  0.92142
25 0.78 2.09 0.00063 0.00851 0.04424  0.96509

En las tablas [5.2] y se presentan las estimaciones del R?, de los pardmetros del
modelo, el CME definido en (5.2) y la desviacién estdandar de los estimadores de los

parametros para los modelos Completo, Valor inicial, Propuesto.
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Tabla 5.2: Resultados de las estimaciones del escenario 1 para los

datos de lluvias y

filtraciones.
Modelo Valor a | Parametros estimados R? CME Desviacion
imputar Bo Bl Bo B1
Basico 0.6618 1.8627 0.8008 | 0.3226 | 0.1924 | 0.1937
Completo 1.6573 0.6980 1.8447 0.8024 | 0.3243 | 0.1968 | 0.1952
Valor inicial 2.1992 0.7340 1.8269 0.7947 | 0.3224 | 0.1924 | 0.1936
Propuesto 1.6149 0.6952 1.8461 0.8042 | 0.3103 | 0.1887 | 0.1900

Como se observa en la tabla el modelo propuesto es el que presenta el CME mas
pequeno a pesar de que el modelo completo tiene un menor nimero de observaciones,
por lo anterior la desviacién de los estimadores de los parametros tambien resulta ser

mas pequena en el modelo propuesto.

Tabla 5.3: Resultados de las estimaciones del escenario 2 para los datos de lluvias y

filtraciones.
Modelo Valor a | Parametros estimados R? CME Desviacion
imputar Bo Bl Bo /31
Basico 0.6618 1.8627 0.8008 | 0.3226 | 0.1924 | 0.1937
Completo %ggg}l 0.7211 1.8309 0.7983 | 0.3362 | 0.2062 | 0.2008
. 2.2439
Valor inicial 29439 0.8202 1.7753 0.7741 | 0.3439 | 0.1987 | 0.2000
1.6149
Propuesto 1.3957 0.7127 1.8355 0.8039 | 0.3072 | 0.1878 | 0.1890

Un resultado importante del método propuesto es que el valor imputado en el escenario
1, cuando se asume faltante el 5% vy el valor imputado cuando se asume faltante el

10 %, es el mismo, es decir que dicho valor permanece invariante y no depende del valor
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inicial, mientras que en el modelo con valor inicial estos valores son diferentes, ademas
nuevamente el CMFE en el modelo propuesto es menor que en los otros modelos vy,
por consiguiente, la desviacién de los estimadores de los parametros en este modelo es

también la mas pequena.

Tabla 5.4: Resultados de las estimaciones del escenario 3 para los datos de lluvias y

filtraciones.

Modelo Valor a | Parametros estimados R? CME Desviaciéon

imputar /Bo Bl /Bo /31
Bésico 0.6618 1.8627 0.8008 | 0.3226 | 0.1924 | 0.1937

1.6449
1.3835
Completo 2.6251 0.5123 2.1781 0.7325 | 0.3269 | 0.2664 | 0.3102
6.8724
0.8826

21535
2.1535
Valor inicial %%ggg 1.4634 0.8605 | 0.2894 | 0.6797 | 0.2793 | 0.2812
2.1535

1.6149
1.3957
Propuesto gégg% 0.6533 1.9532 | 0.8407 | 0.2703 | 0.1762 | 0.1773
0.9754

Nuevamente se observa que en el modelo propuesto el valor imputado en el escenario 1,
cuando se asume faltante el 5 %; el valor imputado en el escenario 2, cuando se asume
faltante el 10 %, y el valor que imputa cuando se considera faltante el 20 % es el mismo,
es decir, que dicho valor permanece invariante y no depende del valor inicial, mientras
que en el modelo con valor inicial estos valores son diferentes, ademas nuevamente el
CME en el modelo propuesto es menor que en los otros modelos y, por consiguiente,
la desviacion de los estimadores de los pardametros en este modelo es también la mas

pequena.
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5.2.2. Modelo de regresion con dos regresores

Se usan los datos sobre la Gravedad especifica, contenidos de nitrégeno y fésforo de
20 muestras de papa tomados de |Little and Hills (1972) en los cuales se midieron las

siguientes variables

X7 : Contenido de nitrégeno. X5 : Contenido de fésforo.

Y : Gravedad especifica de la papa.

Los datos se presentan en la tabla [5.5 junto con las estadisticas Q, la variacién por-
centual que cada observacion genera en la suma de cuadrados residual (SSE), cuando

es eliminada, la estadistica P de cada observacion y el p-valor del criterio definido 4.3.2.

Tabla 5.5: Datos de |[Little and Hills| (1972)) con el anédlisis individual de influencia

OBS X; X, Y Qr Variacion P valor de p
1 82 36 14  229.00014 5.65036 0.98008 0.34079
2 88 42 15 62.89612 1.55190 0.51364 0.61411
3 100 28 16 125.59109 3.09884 0.72581 0.47783
4 114 26 27  159.97137 3.94714 0.81915 0.42404
5 14 10 179  377.19729 9.30698 1.25785 0.22545
6 94 26 54  297.76924 7.34717 1.11759 0.27929
7 74 15 58  836.80630 20.64738 1.87351 0.07829
8 36 35 68  215.47509 5.31664 0.95070 0.35508
9 121 30 15  330.04351 8.14350 1.17660 0.25557
10 36 25 82 518.30232 12.78861 1.47447 0.15863
11 58 26 91 199.48282 4.92204 0.91474 0.37312
12 31 25 97 167.04423 4.12165 0.83707 0.41417
13 38 24 98 36.36191 0.89719 0.39054 0.70099
14 56 11 101  190.06983 4.68979 0.89290 0.38438
15 24 22 128 20.95036 0.51693 0.29644 0.77049
16 37 11 140 38.64986 0.95365 0.40264 0.69223
17 10 24 163 1010.64736 24.93674  2.05894 0.05516
18 73 15 83 8.49458 0.20960 0.18876 0.85252
19 96 40 2 3.67918 0.09078 0.12423 0.90259
20 71 33 48 0.90960 0.02244 0.06177 0.95147
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En las tablas [5.6] y se presentan las estimaciones del R?, de los parametros del
modelo, el CME definido en (5.2)) y la desviacién estandar de los estimadores de los

parametros para los modelos Completo, Valor inicial, Propuesto.

Tabla 5.6: Resultados de las estimaciones del escenario 1 para los datos de lluvias y

filtraciones.
Modelo Valor a Parametros estimados R? CME Desviacion
imputar Bo 51 52 50 31 Bg
Basico 199.9667 | -1.0998 | -2.2663 | 0.9208 | 238.4026 | 10.5159 | 0.1176 | 0.4204

Completo 30.1363 | 198.0765 | -1.0974 | -2.1653 | 0.9193 | 238.9903 | 10.7045 | 0.1178 | 0.4334
Valor inicial | 77.1053 | 192.5746 | -1.0904 | -1.8712 | 0.8784 | 339.0629 | 12.5410 | 0.1403 | 0.5014
Propuesto 27.9267 | 198.3354 | -1.0978 | -2.1791 | 0.9230 | 225.1846 | 10.2203 | 0.1143 | 0.4086

Como se observa en la tabla [5.6] el modelo propuesto es el que presenta el C'ME mas
pequeno a pesar de que el modelo completo tiene un menor niimero de observaciones,
por lo anterior la desviacién de los estimadores de los parametros tambien resulta ser

mas pequena en el modelo propuesto.

Tabla 5.7: Resultados de las estimaciones del escenario 2 para los datos de lluvias y

filtraciones.
Modelo Valor a | Pardmetros estimados R? CME Desviacién
imputar Bo Bl 32 Bo Bl Bz
Bésico 199.9667 | -1.0998 | -2.2663 | 0.9208 | 238.4026 | 10.5159 | 0.1176 | 0.4204
Completo 299009628 199.4040 | -1.0973 | -2.2321 | 0.9123 | 253.1741 | 11.7641 | 0.1213 | 0.4920
e 80.556
Valor inicial | g)'ssq | 178.8289 | 10928 | -1.1829 | 0.7935 | 526.1202 | 15.6220 | 0.1748 | 0.6246
27.927
Propuesto 7 884 199.7837 | -1.0975 | -2.2515 | 0.9249 | 223.4976 | 10.1819 | 0.1139 | 0.4071
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Un resultado importante del método propuesto es que el valor imputado en el escenario
1, cuando se asume faltante el 5% y el valor imputado cuando se asume faltante el
10 %, es el mismo, es decir que dicho valor permanece invariante y no depende del valor
inicial, mientras que en el modelo con valor inicial estos valores son diferentes, ademas
nuevamente el CMFE en el modelo propuesto es menor que en los otros modelos vy,
por consiguiente, la desviacién de los estimadores de los parametros en este modelo es

también la mas pequena.

Tabla 5.8: Resultados de las estimaciones del escenario 3 para los datos de lluvias y

filtraciones.

Modelo Valor a Parametros estimados R? CME Desviacion

imputar Bo 51 52 Bo Bl B2
Bésico 199.9667 | -1.0998 | -2.2663 | 0.9208 | 238.4026 | 10.5159 | 0.1176 | 0.4204

29.2105

Completo 296?)8713092 199.2705 | -1.1096 | -2.1965 | 0.8996 | 273.4846 | 12.3743 | 0.1446 | 0.5136

15.6691

87.9375

Valor inicial | §roa0e | 1719120 | 0.7769 | -14008 | 0.6131 | 805.9182 | 19.3347 | 0.2163 | 0.7730

87.9375

27.927

884
Propuesto | o onpg | 2001214 | -11396 | 21848 | 0.9307 | 212.0353 | 9.9174 | 01110 | 0.3965

8.5603

Un resultado importante del método propuesto es que el valor imputado en el escenario
1, cuando se asume faltante el 5% y el valor imputado cuando se asume faltante el
10 %, es el mismo, es decir que dicho valor permanece invariante y no depende del valor
inicial, mientras que en el modelo con valor inicial estos valores son diferentes, ademaés
nuevamente el CME en el modelo propuesto es menor que en los otros modelos y por
consiguiente la desviacion de los estimadores de los parametros en este modelo es también

la mas pequena.
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5.2.3. Modelo de regresiéon simple con tres regresores

Se usan los datos sobre 21 diferentes dias, las mediciones corresponden a la corriente
de aire (X;), la temperatura del agua fria (X5), la concentracién de acido (X3) y la
cantidad de amoniaco que se escapa cuando se oxida (Y') tomadas de Brownlee (1965]).
Los datos se presentan en la tabla|5.9] junto con los estadisticos @), la variacion porcentual
que cada observacion genera en la suma de cuadrados residual SSE, cuando es eliminada,

la estadistica P de cada observacion y el p-valor del criterio definido 4.3.2.

Tabla 5.9: Datos de Brownlee| (1965) con el analisis individual de influencia

OBS X; Xy, X3 Y Qr Variacion P valor de p
1 58 17 83 13 9.86863 2.75926 0.68489  0.50265
2 62 24 87 28 37.25166 10.41554  1.33065 0.20088
3 80 27 89 42 14.98026 4.18847 0.84382 0.41049
4 62 22 87 18 3.09118 0.86429 0.38331 0.70624
5 75 25 90 37 25.14327 7.03004 1.09321 0.28955
6 62 23 87 18 9.80115 2.74039 0.68254  0.50409
7 80 27 83 37 5.38987 1.50700 0.50615 0.61925
8 58 18 89 14  8.22525 2.29977 0.62527  0.54010
9 62 24 93 19 7.31293 2.04469 0.58957  0.56323
10 62 24 93 20 2.47282 0.69140 0.34284 0.73592
11 70 20 91 15 73.21724 20.47148 1.86552 0.07946
12 58 23 87 15 11.49911 3.21514 0.73931 0.46981
13 56 20 82 15  2.16800 0.60617 0.32101 0.75212
14 58 18 82 11 242239 0.67730 0.33932 0.73852
15 50 19 72 8  3.92982 1.09877 0.43219  0.67104
16 50 18 89 8  6.88827 1.92595 0.57220  0.57468
17 58 18 80 14 2.00734 0.56125 0.30889 0.76116
18 50 18 86 7  0.94268 0.26357 0.21168  0.83487
19 50 20 80 9  0.43359 0.12123 0.14356  0.88754
200 50 19 79 8  0.24673 0.06899 0.10829  0.91503
21 58 19 93 12 0.00321 0.00090 0.01235 0.99029

En las tablas [5.10, [5.11] y [5.12] se presentan las estimaciones del R?, de los pardmetros

del modelo, el CM E y la desviacion estandar de los estimadores de los parametros para

los modelos Completo, Valor inicial, Propuesto.
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Tabla 5.10: Resultados estimaciones del escenario 1 para los datos de Brownlee| (1965).

Modelo Valor a Parametros estimados y desviacién R? | CME
imputar Bo 51 62 Bg

I RCI PP e

Completo 9.45 (5195%) <8:§5§3) (5;38; (811575) 0.917 | 10.560

Valor inicial | 17.75 (f??ggll) (8112% ((1):9&“;’) (8_'%725) 0.891 | 13.112

Propuesto 10.00 (’5’358%5) (83%% éé?% ((?11563) 0.920 | 9.953

Como se observa en la tabla el modelo propuesto es el que presenta el CME mas
pequeno a pesar de que el modelo completo tiene un menor nimero de observaciones,
por lo anterior la desviacién de los estimadores de los parametros tambien resulta ser

mas pequena en el modelo propuesto.

Tabla 5.11: Resultados estimaciones del escenario 2 para los datos de |Brownlee (1965)).

Modelo Valor a Parametros estimados y desviacion R? | CME
imputar Bo Bl B2 B&

I I e PR P

oo | 30 | | O | O | B oo | som

vioriia | 3| e | @ | @3 | i oo | m

o | B0 | 0 | o | Gl | o oo | san

Un resultado importante del método propuesto es que el valor imputado en el escenario

1, cuando se asume faltante el 5% y el valor imputado cuando se asume faltante el
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10 %, es el mismo, es decir que dicho valor permanece invariante y no depende del valor
inicial, mientras que en el modelo con valor inicial estos valores son diferentes, ademas
nuevamente el CMFE en el modelo propuesto es menor que en los otros modelos y por
consiguiente la desviacion de los estimadores de los parametros en este modelo es también

la mas pequena.

Tabla 5.12: Resultados estimaciones del escenario 3 para los datos de |Brownlee (1965)).

Modelo Valor a Parametros estimados y desviacién R? | CME
imputar Bo 51 Bz 33
- ~39.920 | 0.761 1.295 | -0.152
Basico (11.896) | (0.135) | (0.368) | (0.156) | 0-914]10.519
10.20
2122 | -37.371 | 0.683 1.166 | -0.135
Completo 36.74 | (10.914) | (0.135) | (0.388) | (0.146) | 0-911 | 8.760
18.89
15.71
.y 1571 | -3L670 | 0.536 0.555 0.038
Valor inicial | 1571 | (18.724) | (0.212) | (0.579) | (0.246) | 0-655 | 26.061
15.71
10.00
19.00 | -35.524 | 0.634 1.045 | -0.098
Propuesto 31.00 | (10.546) | (0.120) | (0.326) | (0.139) |0-909 | 8.268
17.00

Nuevamente se observa que en el modelo propuesto el valor imputado en el escenario 1,
cuando se asume faltante el 5 %; el valor imputado en el escenario 2, cuando se asume
faltante el 10 %, y el valor que imputa cuando se considera faltante el 20 % es el mismo,
es decir que dicho valor permanece invariante y no depende del valor inicial, mientras
que en el modelo con valor inicial estos valores son diferentes, ademas nuevamente el
CME en el modelo propuesto es menor que en los otros modelos y por consiguiente
la desviacion de los estimadores de los parametros en este modelo es también la mas

pequena.
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6 Conclusiones

Para finalizar este trabajo se presenta en este capitulo algunos de los resultados mas

notables en el desarrollo de esta propuesta

1) La generalizacién de la estadistica DF Beta(Y;) es verdaderamente ttil cuando se
quiere controlar la estimacién de los parametros previamente conocidos, por ejemplo en
control de calidad, pero no resulta muy til para medir influencia desde el punto de vista
de ajuste del modelo, en los ejemplos desarrollados se observaron bloques no influyentes

en la estimacion de los parametros pero si influyentes en el ajuste del modelo.

2) El estadistico @ calculado para un conjunto de k observaciones, resulta ser més eficaz
al determinar si un registro o grupo de registros, son influyentes, cuando en el ajuste
interesa unicamente la influencia de dicho registro o grupo de registros en la estimacién

del modelo.

3) En el ejemplo 4.3.3.3., es interesante observar que un grupo de registros puede re-
sultar influyente como bloque y, sin embargo, las componentes que lo conforman no ser

influyentes en el andlisis individual.

4) Un aspecto importante a considerar de la metodologia de imputacién propuesta en
este trabajo es que se garantiza que los valores imputados son tnicos, es decir, no

dependen del valor inicial base de los calculos.

5) Como era de esperarse después del andlisis individual de las componentes del grupo

imputado se cumple que son no influyentes.
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7 Recomendaciones hacia el futuro

En este capitulo, se presenta una alternativa para realizar imputacion en las variables
explicativas X la cual se desarrolla en las secciones 7.1. el marco tedrico y en la 7.2. la
metodologia; ademéas una alternativa para realizar imputacion en ambas variables tanto
en la respuesta Y como en las explicativas X procedimiento que se desarrolla en las
secciones 7.3. el marco tedrico correspondiente y en la 7.4. la metodologia a seguir y en

la seccion 7.5. se plantean las conclusiones pertinentes

7.1. Imputacién de valores en las variables explicativas

Para el modelo de regresion lineal multiple
Y=X3+¢
definido en , se plantea el modelo
Y = X*F +¢& (7.1)

siendo X* = X 4 Z, para Z una matriz de tamano n X r, en la cual la primera columna
esta compuesta de ceros; interesa establecer las expresiones de los nuevos estimadores,
en funcién de Z, X y de los estimadores descritos para el modelo ({3.1)).

Si se reemplaza X* en el modelo (|7.1]), se tiene

Y=(X+2)5+é&
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de donde

— -

Y —(X+2)5

—
€

=Y - XB - 25"

para obtener la estimacion del vector 5* por el método de minimos cuadrados ordinarios,

se considera
ae)(e) 9 = o) et e 2
- = —YY -Xp"—-Z Y - Xp"—-Z
o5 oV X =28 - X5 - 2)

de la cual se obtiene las ecuaciones normales

XY =X'XB*+ X' 73— Z'Y + Z'XB*+ 7' Z3*
=X'XB + X'Z3 = Z'[Y — X" — Zf"]
=X'XB + X' 23— Z'¢*
si se multiplica por (X'X)™! se llega a
B=p"+CZp — (X'X) 17 (7.2)
siendo C' = (X'X)~1 X', si se despeja 3* se tiene
B =(I+C2) B+ (X'X) ' 7'¢
si se multiplica por —X, se obtiene
—XB=—-XB*—HZB +C'Z'¢.
El vector de errores estimado del modelo , se obtiene sumando a ambos lados de la
expresion anterior Y
Y - XB=Y - XB*—HZB +C'Z'¢

(Y = X3 — ZB* )+ Z3* — HZB* + C'Z'¢*

€

~

=&+ C'Z'e + I — H|Zp"

N

—(I+C'Z)e + (I — H)ZB". (7.3)
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Si se reescribe esta ltima expresion se llega a

N

(I+C'Z2NYe=¢é— (I —H)ZS*
&=I+C'Z) 1 e—(I—H)ZB
La expresion ([7.3]) nos permite calcular la suma de cuadrados de los residuales del mo-
delo como
@@ =[I+C2)e + I -HZB I +C'Z)e + (I - H)ZB]

=[(e*)(I + 2C) + (B Z'(I — H)|[(I +C'Z")e* + (I — H)Z ]

~

=(&Y(I+ ZC)(I + C'Z"er + (B Z'(I — HY(I + C'Z)é*

+ (&I +2zC)I - H)Z3* + (6*)Z'(I — H)Z5* (7.4)
pero como

(I-H)(I+CZ)=1-H+C'Z —HC'Z
—]-H+CZ - [X(X'X)'X'X(X'X)" Y27

=1—-H
de manera analoga se tiene que
(I+ZC)I—-H)=I1I—-H
y puesto que
(B Z'(I—H)I+C'Z)ée = (&) (I + ZC)(I — H)Z5*
estas expresiones reemplazadas en proporcionan la siguiente
de= (I +2C)I +C'Ze +28*)Z'(I — H)ée* + () Z'(I — HYZB*  (7.5)
por otra parte

(VI +ZC)I+C'ZNe = (e9)e + (69)ZCe + (e)C'Z'e + (&) zCC' Z'e
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pero

Ce =(X'X)'X'(Y — XB* — Z5%)
—(X'X)7'X'Y — (X' X)) XX — (X' X)X Zp
=3 - - Czp
por lo tanto, se tiene que
(&) (I 4 Z2C)I + C'Z"e =(e")'e + () Z[B — B — CZB* | + B — B*
—CZFZ'e + (&) zCC' Z'e
si se reemplaza ([7.2) se obtiene

(Y (I + ZC)I +C'Z"e =(&)e + (&) Z[CZp" — (X'X) 1 Z'e — CZp]
+((CZB) —[(X'X)" Z'e) — (B7) Z'C 2
+ (&Y Z[(X'X) XX (X' X) Y 7'
=& + (&) Z|—(X'X) 1 Z'e )+
[—(&)YZ2(X'X) N Z'e + (&) Z2(X'X) ' 7'¢

=(&)e — (Y Z(X'X) 1 ze
la cual al ser reemplazada en proporciona la siguiente
de= (&) — (&Y Z(X'X) ' Z'e + 2B Z2'(I — H)e* + (3*)Z'(I — H)Zp*
pero como

(I-H)e =(I-H)(Y -Xp"—2Z5)
(I —-H)Y —(I-HXp3 -1 —-H)Z3

~

—=é— (I — H)Zp"
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por lo tanto, se tiene que

de=e"e" — & Z(X'X)\Z'e + 267 Z' e — (I — H)ZB )+ 3* 2/ (I — H)Zp3*

Esta expresién se puede reescribir como
SSE — SSE* =2(5")Z'e — (3*)Z'(I — H)ZB* — (¢*) Z(X'X) ' Z'¢*

Sin pérdida de generalidad, los resultados anteriores se pueden particularizar para el

modelo (3.1]) particionado

Y, Xi| 2 |4 2 e
S B o el A (7.6)
Ys Xs 0 €5
con Z; de dimensién k x r,k < n y en tal caso
B :B* + (X/X)—lX/ZB* . (X/X)—]_Z/€*
Ak / -1 Zl o ! -1 61‘
=6"+(X'X)" | Xx; X} . pr=(XX)7 |z o |
2
=3+ (X' X)X 203 — (X'X) 1258 (7.7)
Bajo esta particién la ecuacion ([7.3) se expresa como
al _|E]| X, (X' X)! [Z{ 0} ST I —Hy  —Hyp Z g
€2 é X5 é —Hyy I — Ho 0
_|1+ciz of &, [I-Hu —Hu | |25
chzy I\ |é —Hyy I — Hy 0
con Oz = (X,X)_lXZ/ y Hij = XZ(X/X)_lX]/
De tal manera que el vector Z; B* que hace €] = 0 esta dado por
Z3* = (I — Hiy) ' (7.8)
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para despejar la matriz Z; se multiplica a ambos lados de ([7.8) por (B*)’ , es decir

~

ZyB°(B7) = (I — Hy) e (37
y luego se multiplica por [5*(5*)’]*1, la cual puede ser una inversa generalizada, para

finalmente obtener que

7.2. Metodologia de imputacion en las variables
explicativas

Para el modelo Y = X E + € con algunas observaciones faltantes en las variables expli-
cativas X, la metodologia de imputacién que se recomienda en este trabajo sigue los

siguientes pasos:

1. Organice los datos de tal manera que X; sea la matriz conformada por las obser-

vaciones consideradas faltantes, particionando el modelo segun:

Y, x| 5 |e
_‘1 _ 1 5 + €1
Y, Xo €2

2. Calcule la estadistica )y de cada observacion para el modelo
Yo = Xof. + ¢ con B, = (X5 X5) ' X1 Ys.

3. Ordene en forma descendente el bloque [}72, Xg] tomando como criterio la es-
tadistica g, es decir, ubique las r-observaciones menos influyentes al final del

bloque.

4. Use el ordenamiento hecho en 3. y organice nuevamente los datos en el modelo

™

il | X

i g+ |7
Vs X, &
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5. Introduzca un conjunto B arbitrario de valores iniciales en la matriz X7,

Y, Bl s |é&
=108+
Ys Xo €
- >, B . .
con el modelo completo Y = X.5 + €, donde X, = , calcule los residuales €.
Xo

6. Con las observaciones que incluyen los valores iniciales que componen la matriz
X, y las observaciones completas de mayor influencia, conforme una matriz X3 tal
que la variacién porcentual que genera el bloque [Yfg, Xg} sea superior al 95%. Y

con este bloque calcule el vector Z B* seguin
Zp = (I —Hs)'e (7.9)

donde € son los residuales correspondientes al bloque [373, Xg] calculados en el
paso 5., v Hj el bloque de la matriz H correspondiente al bloque [}73, Xg]; para

despejar la matriz Z se multiplica a ambos lados de (7.9) por (8*), es decir
ZB*(B*)/ — (_[ o H3)_1€(B*>/

y luego se multiplica por [B*(B*)’]_l, la cual puede ser una inversa generalizada,

para finalmente obtener que
Z = (I - Hy)~'e(5")[B°(5")T

7. Calcule la matriz X; a imputar ajustando los valores iniciales del conjunto B, con
los valores Z; correspondientes a la matriz X; obtenidos de la matriz Z calculado

en el paso 6., es decir

X, =B+ 2. (7.10)
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7.3. Imputando valores simultaneamente en ambas
variables

Para el modelo de regresion lineal multiple
Y=XB+¢
definido en , se plantea el modelo
Vi = XG4 (7.11)
siendo Y* = Y + vy X* =X + Z, para 4 un vector de constantes conocido y Z una
matriz de tamano n x r, interesa establecer las expresiones de los nuevos estimadores,

en funcién de Y, 5, Z, X y de los estimadores descritos para el modelo (3.1).

si se reemplaza Y* y X* en el modelo (7.11)), se tiene

Y+3=(X+2)5+e&

de donde

para obtener la estimacién del vector 5* por el método de minimos cuadrados ordinarios,

se considera

OEV(E) _ 0 3 o A VTV ar— XG5
= S (VT XF 28V - XF -7
o5 66*( T = XB = ZB) (Y +9 = X5 = Z57)

de la cual se llega a las ecuaciones normales
XY =X'XB+X'Z3 —Z'Y + ZXB+ 7223 — X'5 — Z'7
=X'XB 4+ X'Z3 = X' Z'Y +7— XB — Zp"]

=X'XB + X' 23— X'7— 7'¢
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si se multiplica por (X'X)™! se llega a
B=p"+CZ3 —Cy— (X'X) ' Z¢e (7.12)
al multiplicar esta expresion por X, se obtiene
XB=Xp*+HZB — Hy - C'Z'¢
Y = [XB*+ ZB%| — ZB" + HZpB* — HY — C'Z'¢*
Y =Y*—(I—H)Zp3*— HY - C'Z'¢". (7.13)
Luego, el nuevo vector de predicciones V* estd dado por
Y =Y +(I—H)ZB + Hj+C'Z'¢"

Para calcular el vector de errores estimado del modelo ([7.11)), se multiplica la expre-
sién (7.13)) por (-1) y se suma a ambos lados Y
Y —Y =Y -Y*+ (I —H)Z3 + Hy+C'Z'¢
e=(Y4+7-Y*")—9+HYy+ (I - H)Z5 +C'z'¢

=+ C'Z'¢—(I—-H)y+ (I —-H)ZpB*
—(I+C'ZYé + (I - H)[Z5 7). (7.14)
Si se reescribe esta tltima expresion se llega a
(I+C'Ze =¢—(I—H)Z6* 7]
& =(I+CZ) e (I - H)(ZB - 7)]
La expresion ([7.14) nos permite calcular la suma de cuadrados de los residuales del
modelo como
(&)(&) =[(I +C'2)e + (I = H)(Z25" = F)[(I + C'Z)e + (I = H)(ZB" = 7))
=[e"(I +2C)+ B2/ (I — H)— (I — H[(I +C'Z"é + (I — H)Zp"

- = H)
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~

@@ =EYI+za\I+C'Zhe + (p)Z'I-H)I+C'ZYée+7'(I — H)y—
& (I+2C)I—H)j+ e (I+2ZC)I —H)Zp* + 32 (I — H)ZjB*
— (B3 2'(I = H)7 = (I = H)(I + C'Z)& = (I - H) Z ' (7.15)
pero como
(I-H({I+CZ)=1I-H+C'Z —HC'Z
=] -H+C'7 - [ X(X'X)"'XXX'X) "7
=1—-H
de manera analoga se tiene que
(I+ZC)(I-H)=1—-H
y puesto que
(B*YZ'(I—H)(I +C'Z)ée = (¢)(I + ZC)(I — H)Z5*
estas expresiones reemplazadas en proporcionan la siguiente
de =) (I +20)I+C'Ze +2B)2' (I - H)e + (321 — H)ZB*
— (@)U = HY = (32 (I - H)Y =71 - H)&@ =7 (I - H)Zj"
+ 7~ H)7
ademas

(€)' —H)7=75(—-H)e

I
=

~

(I - H)Zp"

=

(87 Z'(I = H)

=1
=

por lo tanto

de=() I+ ZCO)I +C'ZNe + 28 2'(I — HYe* + (B Z'(I — H)Zj3*

—2y'(I — HY)e* —29'(I — H)ZB* + (I — H) (7.16)

20



por otra parte
EY(I+ZC)I+C'Z"e = (e)e + (69)ZCe* + (¢7)C'Z'e + (") ZzCC' Z'¢*
pero
Ce =(X'X)IX'(Y +9 — Xp3* — Zp3%)
=(X'X)7'XY + (X'X)'X'F— (X'X) XX — (X' X)X 25
=B -+ C7-CZp"
por consiguiente
&)+ ZC)I+C'Z)e =(e)e + (&) Z]B - B+ CT— CZB ]+ [B — B+
CF—CZBZ'e + (¢") 2CC' Z'¢
si se reemplaza ((7.12)) se obtiene

(Y(I+2C)I + C'Z"e =(&)& + (¢) Z[CZF* — CF — (X' X) 1 Z'e" + O —
CZB+[(CZ267) — (C7) = [(X'X) ' Z'e) +7'C’
— (B ZCNZE + (&) Z[(X'X) XX (X' X) Yzl
—(E)E + (@Y Z-(X0X) 2
[~ (&Y Z(X'X) 2 + (Y Z2(X'X) " z'e

:(€*>/€* - (6*)/Z(X/X)flzlé*

y como
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Estas expresiones reemplazadas en ([7.16|) proporcionan la siguiente
fe=(&)e — (&)Y Z(X'X) ' Z'e +23*) Z' e + (I — H)Y — (I — H)ZB* ]+
(B Z'(I = H)Zp" = 27[é+ (I = H)7 — (I = H)ZB"| = 27(I = H)Z5"+
T —H)y
SSE =SSE* — (&) Z(X'X) ' Z'e +2(3*)Z'e — (") Z'(I — H)Zp3*—

A

2y'é+2y'(I — H)ZB* —~'(I — H)Y
Esta expresion se puede reescribir como
SSE — SSE* =2(Z3* — ) e — (Z* —7)(I — H)(ZB3* —7) — () Z(X'X) "' Z'¢"

Sin pérdida de generalidad, los resultados anteriores se pueden particularizar para el

modelo (3.1 particionado

Yy M Xy 0 €1
Yo + 0| = |Xo| B+ | 2| B+ |& (7.17)
;| [0]  |Xs 0 &
con 371 de dimensién k; X 1y Xy de dimensién kg X 7,k + ko < n y en tal caso
B=F"+ (X'X)'X'ZF — (X'X)'X'F — (X'X) 1z
0 Y1
=0+ (X'X)™ [X{ X} X{J Zy| 0= (X'X)7 [X; X} Xg} 0
0 0
3
(X'X)™ [0 Z o} &
G
=B+ (X' X)X} 2,07 — (X' X)X — (X X) 1248, (7.18)
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Bajo esta particién la ecuacion ([7.14]) se expresa como

al el [x &
&l =l + | x| X'Xx)™! {0 Z 0} el +
&) |8 X3 €3
I—Hy —Hyp —Hig 0 i
—Hy I —Hy —Hoys Ly B =10
| —Hx —Hszy I — Hs3 0 0
1 oz ol el |(1-H, —H, —Hs 0
=|0 1+C2, o |&| +| —Hu I—Hy —Hy | |Zp*| —
o oz 1] (& “Hy  —Hp I—Hy| | 0
I-Hy —Hy —Hi ol
—Hy I —Hy —Hy 0
| —H31 —Hs [ —Hs| |0

con Cl = (X,X)_lXZ/ y Hij = Xz(X/X)_lXJI

De tal manera que el vector 7; que hace € = 0 esta dado por

A= —(I — Hyy) e (7.19)
y el vector ZQB* que hace €5 = 0 esta dado por

Zoff* = (I — Hayy) " 'éy (7.20)

para despejar la matriz Z» se multiplica a ambos lados de ([7.20]) por (B*)’ , es decir

~

ZoB*(B) = (I — Haz) 'és(B")

y luego se multiplica por [5*(5*)’]*1, la cual puede ser una inversa generalizada, para

finalmente obtener que
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7.4. Metodologia de imputacion en ambas variables

Para el modelo Y = X 5 + € con observaciones faltantes en la variable respuesta Y y
en las variables explicativas X, la metodologia de imputacién que se recomienda en este

trabajo sigue los siguientes pasos:

1. Organice los datos de tal manera que }71, X, sean respectivamente el bloque y la
matriz conformados por las observaciones consideradas faltantes, particionando el

modelo segun:

Y: Xy €1
572 = | X2 5+ €
Y; X3 &

2. Calcule la estadistica () de cada observacion para el modelo

Y= X3B.+¢€ con B. = (XL X3) ' X4Ys.

3. Ordene en forma descendente el bloque [}73, Xg] tomando como criterio la es-
tadistica @)y, es decir ubique las r-observaciones menos influyentes al final del

bloque.

4. Use el ordenamiento hecho en 3. y organice nuevamente los datos en el modelo

Y: Xy €1
5_}2 = | Xs 5+ €2
Y; X; &

5. Introduzca un conjunto A arbitrario de valores iniciales en el bloque Vi y un

conjunto B arbitrario de valores iniciales en la matriz X5,

A X1 €1
_’3 XS g?)
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X4

con el modelo completo 1_/; = Xcﬁ + €, donde X. = | B |, calcule los residuales €.
X3

. Con las observaciones que incluyen los valores iniciales que componen el bloque 17'1,

en la matriz X, y las observaciones completas de mayor influencia, conforme un

vector Y, y matriz X, tal que la variacién porcentual que genera el bloque [l_/;l, X4]

sea superior al 95%. Y con este bloque calcule el vector Z B* — 7 segun
25" =5 = (I - Hy) e

con € los residuales correspondientes al bloque [374, X4} calculados en el paso 5., y

H, el bloque de la matriz H correspondiente al bloque [l_/;l, X4}.

. Calcule el bloque Y, a imputar ajustando los valores iniciales del conjunto A, con
los valores 47 correspondientes al bloque Y, obtenidos del vector Z B — 4 calculado
en el paso 6., es decir

Vi=A+% (7.21)

y la matriz X, a imputar ajustando los valores iniciales del conjunto B, con los
valores Z5 correspondientes a la matriz Xs obtenidos del vector Z B* — 4 calculado
en el paso 6., es decir

Xo =B+ 7. (7.22)
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