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“[Mathematics] is security. Certainty. Truth. Beauty. Insight.
Structure. Architecture. I see mathematics, the part of human
knowledge that I call mathematics, as one thing—one great,
glorious thing. Whether it is differential topology, or functio-
nal analysis, or homological algebra, it is all one thing. ... They
are intimately interconnected, they are all facets of the same
thing. That interconnection, that architecture, is secure truth and
is beauty. That’s what mathematics is to me.”

PAUL R. HALMOS
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Resumen

En el primer capitulo de este trabajo se demuestra que dado un grupo discreto G las defini-
ciones geométrica y algebraica de la cohomologia de G son equivalentes, es decir, se prueba
que Ext}(Z,Z) = H"(BG;Z) paran > 0.

En el segundo capitulo se definen los conceptos basicos de sucesion espectral y se construye
la sucesion espectral de Lyndon-Hochshild—Serre para extensiones de grupos.

En el tercer capitulo se introduce el concepto de accidén compatible y se calcula la cohomo-
logia del grupo I = Z" x Z/p para p un nimero primo.

Palabras clave: cohomologia de grupo, producto semidirecto, sucesion espectral, accion compa-
tible.
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Introduccion

La teoria de cohomologia de grupos tiene sus comienzos entre los afios 1936 y 1942. Witold
Hurewicz en el afio 1936 demostré que la clase de homotopia de los espacios topoldgicos
“inesféricos”, aquellos que tienen grupos de homotopia triviales para grados superiores, esta
completamente determinada por su grupo fundamental, pero no se demostré la forma en
que lo hacia. Luego Heinz Hopf en el afio 1942 publicé su articulo “Fundamentalgruppe
und zweite Bettische Gruppe”, este articulo contenia un resultado de caricter algebraico que
proporcioné la manera en la que el grupo fundamental de un espacio topoldgico inesférico
determinaba su tipo de homotopia.

Estos resultados dieron lugar a un hecho muy importante para su época: lograron expresar la
dependencia de un invariante topoldgico sobre uno de tipo algebraico, el grupo fundamental.
Asi se conviertieron en la fuente no solo de la homologia y la cohomologia de grupos sino
de las definiciones de funtor, dualidad, sucesion espectral, espacios topolégicos Eilenberg—
MacLane, funtores derivados y dlgebra homolégicaE]

Este trabajo de grado se concentra en el computo de cohomologia de grupos para un caso par-
ticular de grupos que se construyen mediante el producto semidirecto. En general, si G es un
grupo discreto, los grupos de cohomologia H"(G,Z) para n > 0 son invariantes algebraicos
que capturan informacion intrinseca del grupo G. Estos grupos de cohomologia pueden defi-
nirse de dos maneras distintas pero equivalentes. Desde el punto de vista geométrico, dado un
grupo discreto G podemos encontrar un espacio llamado el espacio clasificante de G que se
denota por BG. Este espacio clasificante es un espacio conexo que estd determinado por las
siguientes condiciones: el grupo fundamental de BG es G y los grupos de homotopia altos de
BG son triviales. En otras palabras, BG es un espacio de Eileberg-Maclane de tipo K(G, 1).
La definicion geométrica de los grupos de cohomologia de G estd dada por los grupos de
cohomologia del espacio BG. Mds precisamente, se tiene

H"(G;Z) := H"(BG;Z), paran > 0.

Desde el punto de vista algebraico podemos definir los grupos de cohomologia H"(G,Z)
de la siguiente manera. Consideremos el anillo de grupo ZG asociado a G. Como grupo
abeliano ZG es un grupo libre abeliano con generados los elementos de G. Utilizando este

Estd breve historia fue tomada del texto de S. MacLane [8]] en el cual puede encontrarse una versiéon mas
detallada de la misma.
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Xii Capitulo 0. Introduccion

anillo podemos podemos definir H"(G,Z) de manera algebraica como
H"(G;Z) = Exty;(Z,Z), paran > 0.

Es interesante recalcar que las dos definiciones dadas anteriormente son equivalentes y por
tanto podemos utilizar herramientas geométricas, topoldgicas y algebraicas para el cdlculo de
los grupos de cohomologia.

A continuacién describiremos brevemente el objetivo principal de este trabajo de grado. Sea
p un nimero primo y consideremos un homomorfismo de grupos ¢ : Z/p — GL,(Z). Uti-
lizando el homomorfismo ¢ podemos construir el producto semidirecto I' := Z" % Z/ p. El
propésito principal de este proyecto de tesis es realizar el calculo de la cohomologia de los
grupos I' = 7" x Z/ p. Notemos que el homomorfismo ¢ : Z/p — GL,(7Z) define una repre-
sentacion integral del grupo Z/p. Cuando esta representacion es fiel entonces el grupo I se
puede pensar como un grupo cristalografico, los cuales forman una clase importante de gru-
pos por sus aplicaciones en geometria, dlgebra y topologia. En particular, el cdlculo de estos
grupos de cohomologia determina el célculo de la cohomologia de orbidades toroidales de
dimensioén 6 los cuales juegan un papel importante en la teoria de cuerdas.

Para calcular la cohomologia de los grupos de la forma I' = Z" x ¢ Z/p se puede utilizar la
sucesion espectral de Lyndon—Hochschild—Serre asociada a la sucesion exacta corta

0—-2"—-T—7Z/p—D0.

En [[1], Adem, Ge, Pan y Petrosyan demostraron que esta sucesion espectral colapsa en el
término E>. Ademads no hay problemas de extension, por lo tanto se obtiene un isomorfismo

HNTZ)= P H'(Z/p,H!(Z";Z)).
i+j=k

De esta manera se pueden producir célculos explicitos de estos grupos de cohomologia. En
este trabajo de grado se van a estudiar las técnicas y los resultados fundamentales desarrolla-
dos en [1]].

Este trabajo de tesis estd organizado de la siguiente manera: En el capitulo 1 se estudian las
definiciones de cohomologia de grupos, en el capitulo 2 se introducen las nociones basicas de
sucesiones espectrales y se construye la sucesion espectral de Lyndon—Hoschshild—Serre aso-
ciada a una extension de grupos. En el capitulo 3 se dan las definiciones de accién compatible
y accidn especial y se calcula la cohomologia del producto semidirecto de un ZG—reticulo
finitamente generado con G, donde G es el grupo ciclico finitamente generado de orden p,
con p un ndmero primo. Finalmente, en el apéndice se estudian los conceptos de conjuntos
simpliciales como conceptos preliminares para construir el espacio clasificante de un grupo
discreto.



Capitulo

Cohomologia de grupos

Este capitulo toma como referencia principal el libro de K. S. Brown [4] y la seccién de
G—CW complejos es tomada del texto de T. Dieck [[15]]. El propdsito de este capitulo es
demostrar que si G es un grupo discreto entonces las definiciones algebraica y geométrica de
la cohomologia de G son equivalentes. Para ello se introducen los conceptos de G—mddulo,
G—CW complejo, cohomologia de grupo desde el punto de vista algebraico y topoldgico, se
describen algunas resoluciones libres importantes de Z como ZG—modulo y se presentan los
resultados que permiten demostrar la equivalencia mencionada.

También se incluyen las definiciones y algunas propiedades de la cohomologia de grupos con
coeficientes y de médulos inducidos y coinducidos, ya que serdan de utilidad en el segundo
capitulo de este trabajo.

En este capitulo adoptaremos las siguientes convenciones: G siempre denotard un grupo dis-
creto escrito multiplicativamente. A menos que de manera explicita se diga lo contrario,
los médulos se entenderan como mddulos a izquierda, las acciones de grupo serdn accio-
nes a izquierda y el conjunto de los enteros serd un G—modulo trivial. Los grupos abelianos
Homy(—,—) y — ®z — se denotardn por Hom(—,—) y — ® —.

1.1. G—modulos

En general, si G es un grupo (no necesariamente finito) y R es un anillo puede construirse un
R—moédulo que tenga los elementos de G como base. Utilizando las operaciones de G y de R,
este modulo puede dotarse de estructura de anillo.

Para esto, denotemos por RG o por R[G] al conjunto de sumas formales Y ,c;7¢g, donde
g€ G, rg €Ryry =0, paratodo g € G, excepto para un nimero finito. Este conjunto tiene

1



2 Capitulo 1. Cohomologia de grupos

estructura de anillo con las siguientes operaciones:

Z re8 + Z S8 = Z(rg+sg)g7

geiG geG geG

(Z rgg> <Z shh> = Z respgh.
¢€G heG ¢.heG

RG también tiene estructura de R—mddulo con la operacién

s<z rgg) ~ Y e

geG geiG
De hecho, si R es conmutativo entonces RG es un dlgebra sobre R.

Este anillo recibe el nombre de anillo de grupo de G sobre R y en el caso de que R sea
conmutativo, recibe el nombre de algebra de grupo de G sobre R.

Las estructuras bdsicas que aparecen en cohomologia de grupos son los anillos de grupo sobre
el anillo de los enteros y los mdédulos sobre estos anillos.

Si G es un grupo, el anillo ZG (o Z[G]) se llamard simplemente anillo de grupo (o anillo
integral del grupo G).
Ejemplos. (Anillos de grupo)

1. Si G es el grupo trivial entonces claramente Z [1| ={x-1 |x € Z} = Z.

2. Supongamos que G es un grupo ciclico finito de orden n con generador ¢, entonces los
elementos de G son de la forma Z;’:_Ol a;t' con a; € Z.

Por ejemplo, para n = 2 tenemos que G = {1,7} con > = 1, es decir, G = Z /2. Entonces
el anillo del grupo Z/2 es

Z(Z)2) = {x-1+y-t|xy€E L}

3. Sea G el grupo ciclico infinito generado por ¢ donde el orden de ¢ es infinito. Entonces
Z[G] = Z[t,t~"], es decir, el anillo del grupo G es el anillo de los polinomios de Laurent
Y cza(n)t" cona(n) € Zy a(n) =0, para todo n € Z, excepto para un nimero finito.

Definicion 1.1. Sea G un grupo. Un grupo abeliano A se dice G—médulo si G actia lineal-
mente sobre A, es decir, existe una accién de G en A tal que g(a; +a) = ga| + gas, para todo
g € Gyparatodoaj, ap € A.

Resulta claro que un grupo abeliano es un G—mddulo si y solo si es un ZG—mddulo, ya
que si A es un G—mddulo entonces A puede dotarse de estructura de médulo sobre ZG de la
siguiente manera,

(o) Lo

geG geG
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conag € Z'y a € A. De aqui, si definimos la categoria G —Mod como aquella que tiene por
objetos los G—mddulos y por morfismos a las funciones G—equivariantes y, denotamos por
7z Mod a la categoria de los mddulos sobre el anillo ZG, tenemos que estas dos categorias
G —Mod y 76 Mod pueden identificarse.

Si Ay B son G—mddulos denotaremos a los grupos abelianos Homy(A,B) y A ®zg B por
Homg (A, B) y A ®¢ B respectivamente. Observemos que por ser A un G—mddulo a izquierda
tiene sentido considerar el producto tensorial sobre ZG entre A y B porque A puede dotarse
de estructura de G—mddulo a derecha mediante la siguiente accién lineal a derecha:

ag =g la, paratodo g€ Gya€A.
Ejemplos. (G—mddulos)

1. Todo grupo abeliano A es un G—mddulo con la accion trivial, esto es, ga = a para todo
g € Gy paratodo a € A. En este caso diremos que A es un G—modulo trivial.

2. Supongamos que G = {1, 7} con 72 =1y sea A = Z. Definimos la accién de 7 por el

cambio de signo, Ta = —a para todo a € A. Claramente esta accion es lineal, entonces
Z es un Z/2—mddulo, es decir, un médulo sobre Z [Z /2] donde el producto estd dado
por

(x+yT)a=(x—y)a.
para todo x,y,a € Z.
3. Sea G un grupo y H un subgrupo de G. Veamos que Z [G/H] es un G—médulo.

Se tiene que el grupo G actda en el conjunto G/H por traslacién a izquierda. Esta
accion puede extenderse a una accion lineal de G en Z[G/H| de la siguiente manera:
sea A el conjunto de representantes de las clases distintas de G/H entonces

g (Z naﬁ) =Y n.ga,

acA acA
paratodon, € Zy g € G.

4. Sea R un anillo arbitrario. Recordemos que si A y B son R—md&dulos a izquierda enton-
ces Hom(A, B) no tiene necesariamente estructura de R—mdédulo. De manera similar,
si A es un R—moddulo a derecha y B es un R—mddulo a izquierda, entonces A ® B solo
tiene estructura de grupo abeliano. Pero cuando el anillo es ZG si se tienen estructuras
de G—modulos para estos grupos abelianos.

Sea G un grupo y consideremos los G—méddulos A y B. Definimos la accién diagonal
en Hom(A, B) como sigue,

(89)(a) = g9(s™'a),
paratodo g € G, ¢ :A — By a € A. Y definimos la accién diagonal en A ® B por,

gla®b) = ga®gb,
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paratodog€ G,acAybecB.
Las acciones asi definidas son lineales, con lo que Hom(A, B) y A® B son G—mddulos.

Existen dos G—modulos triviales importantes que permiten definir el funtor de los invariantes
(también llamado funtor del punto fijo) y el funtor de los coinvariantes, los cuales son funtores
que van de la categoria 7 Mod en ella misma.

Definicion 1.2. Sea G un grupo y A un G—médulo.

1. Se define el subgrupo de los invariantes de A como

AS={acA: ga=a paratodo g € G}.

2. Se define el cociente de los coinvariantes de A como

Ag = A/submédulo generado por {(ga—a): g€ G, acA}.

Por definicién es claro que tanto A9 como Ag son G—médulos triviales. Ademds A% es el
submddulo trivial maximal de A y Ag es el médulo cociente més grande de A que es trivial.

Dadas las definiciones anteriores, resultan naturales las definiciones de los funtores. El funtor
de los invariantes, denotado por —¢, asigna a cada G—médulo el submédulo de sus inva-
riantes y a cada morfismo ¢ : A — B entre G—mddulos le asigna el morfismo restriccion
0| AG - AY — BS . La definicién del funtor de los coinvariantes, —G, €s completamente analo-

ga.
Nota 1. El grupo abeliano Homg (A, B) se obtiene de Hom(A, B) agregando la relacién

¢(ga) =gop(a)

para todo ¢ : A — B homomorfismo de grupos abelianos, g € Gy a € A o equivalentemente
(g0)(a) = @(a), es decir, Homg (A, B) = Hom(A, B)C.

Similarmente el grupo abeliano A ®¢ B se obtiene de A ® B agregando la relacion
ag®@b=a®gb

para todo g € G,a € Ay b € B lo que equivale a agregar la relacién ga ® gb = a® b, con lo
que A®cgB = (A®B)g.

La siguiente proposicidon permite determinar las propiedades que poseen los funtores de los
invariantes y coinvariantes, al ser comparados con funtores conocidos.
Proposicion 1.1. Sea A un G—mdbdulo arbitrario y consideremos a Z como un G—modulo
trivial. Entonces

AS >~ Homg(Z,A) y Ag=Z®GA.

Demostracion. Para ver que A® = Homg(Z,A) consideremos el mapeo Homg(Z,A) — AS
definido por @ — @(1) con ¢ : Z — A. Este mapeo es biyectivo y ZG—homomorfismo.
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Ahora para ver que Ag = Z ®g A consideremos el mapeo Ag — Z ®gA dado pora — 1 ®
a donde a € A. Utilizando la propiedad universal del producto tensorial podemos definir
un mapeo Z ®gA — Ag dado por x ® a — xa. Estos mapeos son inversos entre si y son

Z.G—homomorfismos. ]
La proposicion nos permite establecer las siguientes propiedades de los funtores —© y
—G
Proposicion 1.2. Sea G un grupo.
1. Exactitud a izquierda: Sea 0 - A — B — C una sucesién exacta de G—modulos,
entonces la sucesién inducida 0 — A® — BY — CY es exacta.
2. Si F es un ZG—mddulo libre con base {e;}cs, entoces F G esun grupo abeliano libre.
3. Exactitud a derecha: Sea A — B — C — 0 una sucesion exacta de G—modulos, en-
tonces la sucesion inducida Ag — Bg — Cg — 0 es exacta.
4. Si F es un ZG—mddulo libre con base {e; }ics, entoces Fg es un grupo abeliano libre

con base {¢;}ics.

Proposiciéon 1.3. Sea G un grupo y M un G—moédulo. Si H es un subgrupo normal de G
entonces,

(i) La accién de G en M induce una accién de G/H en Hompy (Z,M).

(ii) Existe un isomorfismo Homg(Z,M) = Homg  (Z,Hompy (Z,M)).

Demostracion.

(1) Seage Gy a:Z — M un homomorfimo de ZH —moddulos. Se define la acciéon de

G/H en Homy (Z,M) por (got)(x) := ga(x) para todo x € Z.
Veamos que g : Z — M es un homomorfismo sobre ZH.

Que go sea homomorfismo de grupos es consecuencia de que & es un homomorfismo
de grupos y del hecho de que G actide linealmente en M. Basta verificar que (ga)(x) =
h(ga)(x) paratodo h € H y para todo x € Z. Sea h € H entonces

h(ga)(x) = h(ga(x)) = g((g ' hg) a(x)) = ga(x) = (g&) (x).
€H
Asi ga es homomorfismo de ZH —mddulos.

Ahora veamos que en efecto esto define una accién lineal de G/H en Homy (Z,M).
Sean g, [ € G y supongamos que existe & € H tal que g = [h entonces para todo x € Z,

(go) (x) = gar(x) = (Ih)a(x) = lar(x) = (lor) (%),

es decir, la accidn estd bien definida. Es facil verificar las propiedades de accion y la de
linealidad.
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(ii) Definamos @ : Homg(Z,M) — Homg y (Z,Homy (Z,M)) como sigue: sea o : Z — M
un homomorfismo de ZG—modulos entonces

by :=P() : Z — Homy (Z,M)
l— a.

Notemos que @ € Homg,y(Z,Hompy (Z,M)), pues para todo x,y,z € Zy g € G,
Py (x+)(z) = (x+y)a(z) = xa(z) +yo(z) = (Pa(x) + Pa(y))(2),
(8Pa(x))(z) = g(xa(z)) = ga(xz) = otfxz) = x0t(z) = P (x)(2) = P (8%)(2)-

Por otro lado, es claro que @ es homomorfismo de grupos abelianos inyectivo. Basta
ver que P es sobreyectivo.

Sea ¢ : Z — Hompg (Z,M) un homomorfismo de Z[G/H| —mddulos, es decir, ¢(x) =
g (x) para todo x € Z y para todo g € G.

Consideremos o := @(1) € Homg(Z,M) y veamos que o« € Homg(Z,M). Sea g € G
y X € Z entonces

ga(x) = g¢(1)(x) = (20(1))(x) = @(1)(x) = a(x).
Asi @ € Homg(Z, M) es tal que ©y = .
O

Proposicion 1.4. Sea M un G—moddulo y sea My su estructura de grupo abeliano. Entonces
Hom(ZG, M) (con la accién diagonal) es isomorfo a Hom(ZG, My).

Demostracion. Recordemos que la accién de G en Hom(ZG, M) esta dada por
(g0)(a) = ga(g™a),

paratodo g,a € Gy o € Hom(ZG,M).

Y la accién de G en Hom(ZG, M) estd dada por
(ga)(a) = a(g™"a),

para todo g,a € Gy o € Hom(ZG,M).

Definamos A : Hom(ZG,My) — Hom(ZG,M) por Ay : ZG — M, g — ga(g), para todo
o € Hom(ZG,My) y g € G.

= A estd bien definida y es homomorfismo de grupos abelianos,es decir, Ay pertenece a
Hom(ZG,M).

= Veamos que A es homorfismo de grupos abelianos.

Sean a, B € Hom(ZG,M,) entonces

Agip(g) = gla+PB)(g) =ga(g) +gB(8) = Aalg) +Ap(g)-
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= Veamos que A es homorfismo de grupos G—mddulos.

Sean g,h € Gy a € Hom(ZG, M) entonces
Aga(h) = h(gar)(h) = ha(g™'h) = g(g~ ' ha(g™"h)) = gha(g™'h) = gha(h).

Ademés Y : Hom(ZG,M) — Hom(ZG, My) definida por Y¢ : ZG — My, g+— g~ 'a(g),
para todo @ € Hom(ZG,M) y g € G; es tal que,

Ava(g) = gYalg) =g(g 'a(g)) = alg),

para todo @ € Hom(ZG,M) y g € G.
Similarmente Yo A = Id.
Por tanto Hom(ZG, M) = Hom(ZG,M).
O

Proposicion 1.5. Sea G un grupo y M un G—moddulo. Si H es un subgrupo normal de G
entonces,

(i) La accién de G en M induce una accién de G/H en Z ® M.

(ii) Existe un isomorfismo Z ®cM = Z®¢g/p (Z®gM).
Proposicion 1.6. Sea M un G—modulo y sea My su estructura de grupo abeliano. Entonces
Z.G @M (con la accién diagonal) es isomorfo a ZG ® M.

El ejemplo nimero 3| de G—moddulos muestra, de manera particular, cémo a partir de un
conjunto con una accion de G se puede construir G—modulos. Este razonamiento puede
generalizarse y da lugar a la definicién de médulo de permutaciones.

Definicién 1.3. Sea X un conjunto con una accién de G. Se denomina por médulo de per-
mutaciones de X al G—médulo Z [X]. La accién de G en Z [X] estd dada por la extension de
la accion de G en X de la siguiente manera,

g (Z axx> =) ac(gx),

xeX xeX

conge€ Gyay€<€Z.

Notemos que si {X;}ic; es una coleccién de conjuntos tal que G actia en cada X;, entonces
para X = | |;c; Xi,
ZX) =Pz
icl
Proposicién 1.7. Sea X un conjunto arbitrario con una accion libre de G. Entonces Z [X] es

un ZG—modulo libre cuya base es el conjunto de representantes de las G—drbitas distintas
de X.
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Demostracion. Sea A el conjunto de representantes de las G—orbitas distintas de X. Sea
Oy,={gx:g€G}laG—o6rbitade x € X y G, = {g € G : gx = x} el estabilizador de x € X.

Como la accién de G en X es libre entonces Gy es trivial para todo x € X, por tanto,

ZX|=7 ~Pzo)=PZ[G/G]=PZG].

XEA XEA XEA

Lo

xXeA

]

Definicion 1.4. Sea G un grupo y consideremos a Z como un G—mdodulo trivial. La funcién
€:ZG — Z, dada por (Y ,c;ag8) = Y g dg> S€ denomina el mapeo aumentacion y el
kernel de &, denotado por I o /G, es llamado el ideal aumentacion.

Proposicion 1.8. El mapeo aumentacion es sobreyectivo y como grupo aditivo el ideal au-
mentacién es un grupo abeliano libre conbase {g—1: g€ Gy g# 1}.

Demostracion. Claramente para todo a € Z, al € ZG pertenece a la preimagen de a mediante
E.

Seax =} ,ccag8 € ZG y supongamos que x € /G entonces } ,cgdg = 0, esto es

x=x-— (Zag>1: Y a,(g—1).

8eG §#l1

De donde tenemos que aditivamente /G es generado por {g—1:g € Gy g # 1}, ahora
veamos que este conjunto es linealmente independiente. Si Y.,.jag(g — 1) = O entonces
(—Zg?élag) 1+3,21a,8 =0, pero ZG es un grupo libre abeliano con base G por tanto
ag = 0 para todo g # 1.

AsiIG=(g—1:g€Gyg+#1). N

1.2. Cohomologia de grupos desde el punto de vista alge-
braico

Definicién 1.5. Sea G un grupo. Se define la cohomologia de G como
H"(G) =Exty;(Z,7), (1.1)

donde Z es considerado como un G—modulo trivial.

Dado que la definiéon de cohomologia de grupos se hace a través del funtor Extyg(Z,—)
entonces a continuacién vamos a definir algunas resoluciones proyectivas de Z sobre ZG.
Vale la pena mencionar que pese a lo sencillo que es definir las resoluciones estdndar y bar,
realizar cdlculos con ellas puede ser complicado.
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1.2.1. Resolucion estandar
Sea G un grupo. Para n > 0 definamos F, el grupo libre abeliano generado por las (n +
1)—tuplas (go,&1,---,8n) donde g; € G para todo i.

Definimos una accién de G en G**! dada por

g (80,81,---,8n) = (880,881, --,88n)-

Para todo n > 0 notemos que F, es igual al médulo de permutaciones de G"t1, es decir,
Z [Gn“] . Ademas la accion definida arriba claramente es libre. Luego por la proposicién
se tiene que F, es un ZG—mddulo libre cuya base es el conjunto de representantes de las
G—érbitas distintas de G*!, es decir, podemos escoger como elementos basicos a aquellos
que tienen la forma (1,g,...,g,), con g; € G para todo i,

F,=((1,81,82,---,8n)|gi € Gparatodoi=1,...,n).

También definimos para todo n > 0 el mapeo d,, : F,, — F;,,_1 dado por

n

dn(g07g17"' ;gl’l) = Z<_1)l(g0ﬂ '7§i;"'7gn>7
i=0

donde (go,...,8i,---,8n) denota el elemento (go, ..., &i—1,8i+1s---,&n)-

Estos mapeos son homomorfismos de ZG—mddulos y son tales que d,,—; od,, = 0, para todo
n>0.

Luego (F.,d.),
--~—>Fnd%"Fn_1 — - =k ﬂ>F0ﬁ0
es un complejo de cadenas de ZG—modulos, donde cada uno de los F;, es libre.
Veamos que al aumentar este complejo de cadenas, es decir, agregar el mapeo aumentacién

en el grado cero del complejo de cadenas,

d d €
o Fy B = RS RS 70,

este es exacto.
Proposicion 1.9. El complejo de cadenas de G—mddulos

d d £
F: o ESF == S5 RS7Z—0
€s exacto.

Demostracion. Para probar la exactitud, veamos que este complejo de cadenas es homot6pi-
camente equivalente al complejo trivial. Para esto basta ver que existe una homotopia entre
los homomorfismos identidad y trivial, id,0 : % — 7.
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Definimos {/, },c7 como sigue

hn<g0a7gn> - (17g07g17"')gn)
paratodon >0y h_;(1)=1.

> F, > F_1 > > Fp > Fo > 7. > 0
hn ho.‘_.-" h,l_‘s":
o e =
> F, > F_1 > F| > Fo > 7. > 0
Es facil ver que h. es una homotopia entre id # y 0. [

De lo anterior tenemos entonces que

---—>Fn£"+Fn,1—>---—>Fli%FogZ—m

es una resolucion libre de Z sobre ZG, esta resolucion recibe el nombre de resolucion estan-
dar.

1.2.2. Resolucion bar

Sea G un grupo y consideremos la notacion

81182l 1gn] = (1,81,8182:---,8182" " &n),
con g; € G para todo i. Esta notacion recibe el nombre de notaciéon bar.

Observemos que para n = 0 solo hay un elemento base, el cual se denotard por [ |. En este
caso es claro que Fj se identifica con ZG, conloque [ | = 1.

En la notaci6n bar la base del ZG—m6dulo F, se escribe de la forma {[g1]---[g.] : g € G}y
los ZG—homorfismos d, : F,, — F,_; son tales que d, =Y., (—1)'6; donde

g1lg2|- - gnl; sii=0
Oilgt] -+ |gn] = < [81]- - 18i-1|8igi+1|8i+2| - |gn], siO<i<n
g1l 1gn-1], sii=n.

La resolucidn estandar escrita en estos términos recibe el nombre de resolucion bar.

En los primeros grados esta resolucion tiene la forma,
d d €
F35F 572657 —0,

donde d>([g|h]) = g[h] — [gh] +[g] y di([g]) =g — 1.
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1.2.3. Resolucion libre de Z sobre ZG con G un grupo ciclico finito de
orden n

Definicion 1.6. Sea G un grupo finito. El elemento norma N del anillo ZG se define como
lasuma N =} ,c58.
Proposicion 1.10. Si G es un grupo ciclico finito de orden n generado por ¢ entonces el
complejo de cadenas

o726 N 76 =S 16 N 16 = 16 57— 0

es una resolucion libre de Z sobre ZG, donde t — 1 y N son los mapeos multiplicacion.

Demostracion. En este caso el elemento norma de ZG tiene la forma N = 1+ +1%+--- +
L

Dado que G es conmutativo entonces el anillo de grupo de G es conmutativo, por tanto los
mapeos t — 1 y N son homomorfismos de ZG—mddulos.

Ahora, notemos que (f —1)oN=No(t—1)=1"—1=0y six € ZG entonces
e((t—1)x)=¢g(t—1)e(x) =0.

Asi tenemos un complejo de cadenas. Basta probar la exactitud.
Por la proposicién[1.8]se tiene que Im &€ = Z 'y que Ker € C Im(t — 1).
Veamos que Ker(t — 1) C Im N. Supongamos que x = Z?;OI a;it' € Ker(t — 1) entonces
n—1
0=@—Dx=0t—-1)Y ait' = (ap_1 —ao)+ (ao—ay)t -+ (an_2 — ap_ )",

i=0

conloqueay=a; =---=a,_1,€s decir,x:ao(l—|—t-|-t2-|----—|—t"’1) elmN.

Finalmente Ker N C Im(t — 1), en efecto si x = Z?:_OI a;it' € Ker N entonces 0 = £(Nx) =
e(N)e(x) = ne(x), es decir, (X1~} ait’) = ¥~ a; = 0, de aqui podemos reescribir

x=—(t—1)(ap+ (ag+a)t+--+(ag+--+a,_1)t" ") € Im(t —1).

Asi
5265726 55726 %26 =5 26 57— 0

es una resolucién libre de Z sobre ZG. L]

Ejemplos. (Cohomologia de grupos)
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1. Sea G el grupo trivial, como ZG = Z entonces una resolucion libre de Z sobre Z es

0747 0.
Asi,
Z, sin=0

H"(G) =Ext},(Z,7) =
(G) =Ex;(Z.Z) {0, sin>0.

2. Consideremos G = {1, 7} con 72> = 1. Como ya vimos

7—1 7—1

» 7.6 5% 7.6

7G5 7 -0,

es una resolucién libre de Z sobre ZG. Para calcular Ext};(Z,Z) debemos computar
la cohomologia del siguiente complejo de cocadenas,

0 = Homg(ZG,Z) Y55 Homg(26,2) "L Homg(2G,Z) — - .

Notemos que el complejo de cocadenas anterior es isomorfo al siguiente

0z hz %7 ...

Pero dado que la accion de G sobre Z es trivial, entonces para todo x € Z tenemos que
(t—1)(x)=(tx) —x=x—x=0
(1+7)(x) =x+(1x) = x+x =2x.

Por tanto el complejo de cocadenas toma la forma

0-z%2%7...,

y obtenemos,

7, sin=0
H"(G)=<7/2, sinesparyn>0
0, si n es impar.

3. De manera mas general, consideremos G un grupo ciclico finito de orden n generado

por ¢. Entonces una resolucion libre de Z sobre ZG es

o2tz 6 Y 26 = 6 S 7 0.

Razonando como en el ejemplo anterior resulta que se debe calcular la cohomologia
del siguiente complejo de cocadenas,

0-z2%z2%7 ...,
de donde,
Z, sin=20
H"(G)={Z/n, sinesparyn>0

0, sl n es impar.
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4. Sea G un grupo ciclico infinito generado por ¢. Veamos que una resolucion libre de Z
sobre ZG es la siguiente

0726572657 0.

Claramente ¢ — 1 es un homomorfismo de ZG—mddulos. Ademas, notemos que para
todo p(t) =YV __ya(n)t" € ZG se tiene que

N N
(t—1)p(t) = Z a(n)t"+1 — Z a(n)t"
n=—N n=—N
—a(N)V ! — Ny Z a(n—1) —a(n))1".

n=—N-+1

Entonces, si p(t) € ZG es tal que (t — 1) p(t) = 0, debe tenerse a; = 0, para todo entero
—N <i <N, de donde se sigue que (# — 1) es inyectiva.

También es claro que €((t — 1)p(z)) = 0. Falta probar que Ker € C Im (t —1). Sea
p(t) € Ker €. Entonces para todo entero —N < i < N definamos ¢(t) = Y~ b(i)t!,

con b(i) :=Y!__ya(n),y b(i) = 0 en otro caso. Notemos que como YV Na(n) 0

se tiene que

(t—1)(—q(t)) = —=b(N)" T +b(~N)t ™ + ivl (b(i) —b(i— 1))t
j=—N+1
N
=b(-N) N+ Y (b(i)—b(i—1))f' = p(r).
j=—N+1

El complejo de cocadenas

0 — Homg(ZG,7Z) N Homg(ZG,Z) — 0

es tal que el homomorfismo (# — 1)* se vuelve cero, ya que Z es un ZG—mddulo trivial.
De aqui la cohomologia de G = 7Z estd dada por H(G) = H'(G) = Z y H*(G) =0
para todo n > 1.

De manera andloga puede definirse la homologia de un grupo G haciendo uso del funtor
Tor”%(Z,—), como sigue:
Definicién 1.7. Sea G un grupo. Se define 1a homologia de G como

H,(G) =Tor2%(z,7.), (1.2)

donde Z es considerado como un G—modulo trivial.
Ejemplos. (Homologia de grupos)

1. Si G es el grupo trivial entonces H,(G) = H"(G), para todo n > 0.
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2. Si G es el grupo ciclico de orden n generado por ¢ entonces la homologia de G es la
homologia del complejo de cadenas

LNAN/AN AN}

Con lo que,
Z, sin=20
H,(G) =1 Z/n, sinesimpar
0, sinesparyn>0.

3. Si G es un grupo ciclico infinito entonces H,(G) = H"(G), para todo n > 0.

1.3. Cohomologia y homologia de grupos con coeficientes

Definiciéon 1.8. Sea G un grupo y A un G—mddulo. Para todo entero n > 0 definimos la
cohomologia de G con coeficientes en A como

H"(G,A) =Exty;(Z,A), (1.3)
y la homologia de G con coeficientes en A como
H,(G,A) = Tor2%(Z,A), (1.4)

donde Z es considerado como un G—modulo trivial.

En general podemos calcular Hy(G,A) y H(G,A) para un grupo G y un G—mddulo A arbi-
trarios.
Proposicion 1.11. Sea G un grupo y A un G—modulo entonces

H°(G,A) =A% y Hy(G,A) = Ag.
Demostracion. Consideremos la resolucioén libre Fj a—') F £, Z — 0 de Z sobre ZG. Entonces

e* e
0 —Homg(Z,A) — Homg(Fy,A) — Homg(F,A),

FiogA 22 FoocA £29 7,064 — 0,

son exactas, luego

HY(G,A) = Ker(d}) = Im(&*) = Homg(Z,A),

Fy®cA Fy®cA
Ho(G,A) = = >~ 7RG A.
0(G,4) im0 @id) _ Ker(ewid) 20

Por tanto, H(G,A) = A° y Hy(G,A) = A por la proposicién O
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Ejemplos. (Cohomologia y homologia de grupos con coeficientes)
1. Si G es el grupo trivial entonces para todo G—moddulo A se tiene que

HY(G,A) = Hy(G,A) = Ay H"(G,A) = H,(G,A) = 0, para todo n > 0.

2. Sea G = {1,7}, con 2 = 1 y consideremos el G—mddulo trivial Z/2. Para calcular la
cohomologia y homologia de G con coeficientes en Z/2 debemos computar la coho-
mologia y homologia del complejo

0 - Homg(ZG,Z/2) ““2 Home(26,2,/2) "5 Home(2.G,7,/2) — ---

141)®id
Dy

---—>ZG®GZ/2( (e=l)eid,

2G0G7)2 ZG&GZ)2 — 0

respectivamente. Estos complejos de cocadenas y cadenas son isomorfos a
0-522%z2252/2— vy 572252/2%72/250
respectivamente. De aqui H"(G,Z/2) = H,(G,Z/2) = 7 /2, para todo entero n > 0.

3. Sea G un grupo ciclico finito de orden n generado por ¢ y sea A un G—modulo arbitrario.
Razonando como en ejemplos anteriores nuestro cdlculo se reduce a realizar el computo
de la cohomologia y homologia de los siguientes complejos

0sAba%as... y o sataZha o
Sin > 1 es impar entonces

Ker(t—1 AC
Hy(G,A) = H™ (G, 4) = Kert=1) _

ImN  ImN’
Sin > 2 es par entonces
Ker N
H,(G,A)=H""Y(G,A) = ————.

Pero podemos darle una mejor caracterizacion a esas cohomologias y homologias. No-
temos que paratodoa € Ayt € Geon0<i< (n—1)

N(t'a) = (1+t+1*+---+1"" ) (t'a) = N(a),
(N(@)=t'(1+1+2 441" (a) =N(a),
esto es Im(N) C AC.

Definamos N : Ag — AY por N(@) = N(a) para todo @ € Ag. N asi definido es un
ZG—homomorfismo y se le denomina el mapeo norma, asi en términos del mapeo
norma

AC Ker N

— —Coker(N "
N~ CokerN) oy LT

m = Ker(N).
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1.3.1.

En resumen, sin > 1 es impar,
H,(G,A) = H""(G,A) = Coker(N)

y sin > 2 es par,
H,(G,A) = H" '(G,A) = Ker(N).

. Si G es un grupo ciclico finito de orden n generado por ¢ y consideramos al G—mddulo

trivial Z /n, entonces (Z/n)° = (Z/n)g = Z/n 'y para todo X € Z/n

n—1 n—1 n—1

N(F) = (Zr") x) =Y rx=) x=nx=0.

i=0 i=0 i=0

Asi, por el ejemplo anterior, si m > 1 es impar entonces
H,(G,A) = H""Y(G,A) = Coker(N) = Z/n
y sim > 2 es par entonces
Hy,(G,A) =H" (G,A) = Ker(N) = Z/n.

Es decir, H"(G,Z/n) = Hy(G,Z/n) = 7 /n para todo entero m > 0.

. Sea G un grupo ciclico de orden infinito generado por ¢ y sea A un G—mddulo arbi-

trario, entonces H'(G,A) = Ag, H1(G,A) = A® y H"(G,A) = H,(G,A) = 0, para todo
n>1.

H* y H, como funtores de una variable

Dado un grupo fijo G las nociones de cohomologia y homologia de G con coeficientes estan

dadas en términos de los funtores Ext},;(Z, —) y Tor?%(Z, —). Esto significa que estos objetos

pueden verse como funtores en la variable de los coeficientes. Es decir, podemos definir
funtores H*(G,—) y H.(G,—) que van de la categoria G — Mod a la categoria de los grupos

abelianos Ab.

El funtor H*(G, —) se define como sigue (de manera andloga se define el funtor H, (G, —)),

G—Mod %7, Ap

A H*(G,A)



1.3. Cohomologia y homologia de grupos con coeficientes 17

donde ¢* definido asi: sea --- — F;, % FEy1—-—FK £y Z — 0 una resolucién proyectiva
de Z sobre ZG. Suprimimos Z, cambiamos a € por el mapeo trivial y luego aplicamos los
funtores Homg(—,A) y Homg(—, B), con lo cual se obtiene

0 — Homg(Fy,A) — --- — Homg(F,,A) — Homg(F,41,A) — -+

270 :Tn HOE|
~ ~ ~

00— Homg(Fo,B) _— s — Homg(Fn,B) — HomG(Fn+l,B) s .

Luego definimos un homomorfismo de complejos de cocadenas
7 : Homg(F,A) — Homg(F,B)

dado por 7,(f) = @ o f, para todo f € Homg(F,,A) y para todo entero n > 0. El homomor-
fismo inducido en cohomologia por 7 es el homomorfismo buscado

¢*:H*(G,A) — H"(G,B).
Estos funtores, ademds de ser funtores covariantes, tienen las siguientes propiedades:
Teorema 1.12. Sea G un grupo. Entonces:
1. Existe un isomorfismo natural H’(G,A) = AC.
2. Existe un isomorfismo natural Hy(G,A) = Ag.

3. Para toda sucesién exacta corta 0 -+ A — B — C — 0 de G—mddulos y cada entero
n existe un homomorfismo de grupos natural 8" : H*(G,C) — H"1(G,A) tal que la
siguiente sucesion

1 2
0— A% = B — % %5 H'(G,A) — H'(G,B) — H'(G,C) 25 H*(G,A) — ---

es exacta larga.
4. Para toda sucesion exacta corta como en 3. y cada entero n existe un homomorfismo de

grupos natural A" : H,(G,C) — H,_1(G,A) tal que la siguiente sucesion

S Hy(G,C) 25 Hi(G,A) — H(G,B) — Hi(G,C) 25 Ag — Bg — Cg — 0

es exacta larga.
5. Si Q es un G—mddulo inyectivo entonces H"(G,Q) = 0sin > 0.

6. Si P es un G—médulo proyectivo entonces H,(G,P) =0sin > 0.

Demostracion. Probaremos las propiedades impares ya que las pruebas de las pares son si-
milares.
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1. En la proposicién vimos que H(G,A) = A%, entonces basta probar que este iso-
morfismo es natural. Para ello debemos ver que el isomorfismo definido en la pro-
posicién entre Homg(Z,A) y A® es natural. Es decir, debemos demostrar que si
¢ : A — B es un homomorfismo de G—mddulos, entonces el siguiente diagrama

Homg(Z,A) —— AC

e

Homg(Z,B) —— BC
conmuta, pero esto es claro.

On - .
3.Sea---—F, —F,_1—~--—>K £, Z — 0 una resolucién proyectiva de Z de ZG.
Dade que los F; son proyectivos, por tanto planos, tenemos que la siguiente sucesion

0 — Homg(F,A) — Homg(F,B) — Homg(F,C) — 0.

es una sucesion exacta corta de complejos de cadenas. Luego por el lema de la serpiente
tenemos lo deseado.

. O .. .
5.8:-—F,—F_|—--—F £ 7 — 0 es una resolucién proyectiva de Z de ZG y
Q es inyectivo entonces

0 — Homg(Fp, Q) — Homg(F,Q) — -+ — Homg(F,,Q) — -+

es exacta de grado 1 en adelante.

]

De manera informal podemos decir que las propiedades 3. y 4. miden qué tan lejos estan los
funtores —C y —¢ de ser exactos.

1.3.2. H*y H, como funtores de dos variables

En el caso en el que no se fije un grupo (asi como se hizo para definir el funtor anterior)
las definiciones de cohomologia y homologia de grupos con coeficientes pueden verse co-
mo funtores de dos variables, tanto en la variable de los grupos como el la variable de los
coeficientes, estos funtores los denotaremos por H* y H..

Sea <7 la siguiente categoria: Los objetos son parejas (G,A), donde G es un grupo y A es un
G—md6dulo; los morfismos son parejas (@, f) : (G,A) — (G',B), donde ¢ : G — G’ es un
homomorfismo de grupos y f : B —> A es un homomorfismo de G—moddulos, considerando
a B como G—mddulo por restriccion de escalares via ¢. Esto quiere decir que la propiedad
de G—equivarianza se escribe de la forma

f(o(g)b) =gf(b) paratodog€e GybeEB.
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El funtor H* va de la categoria </ a la categoria Ab y es tal que,

o — P . Ap
(G,A) H*(G,A)
<<p,f>l — T(q»,f)*
(G',B) H*(G',B),

donde (¢, f)*: H*(G',B) — H*(G,A) se construye asi: sean F -7 -0y F' —7Z — 0
resoluciones proyectivas de Z sobre ZG y ZG' respectivamente y tomemos un levantamiento
de la identidad 7 : F — F' tal que 7, sea homomorfismo de G—mddulos para todo entero
n>0:

0 — Homg(Fy,A) — .-+ — Homg(F,,A) — Homg(F,+1,A) — ---

Hom(r,f)o Hom(r,f)n Hom(r"f)nJrl

0 — Homg (Fy,B) — --- — Homg/(F,,B) — Homg/(F,, ,B) — -

Entonces tenemos un homomorfismo de complejos de cocadenas
Hom(t, f) : Homg (F', B) — Homg(F,A)

dado por Hom(7, f),(a) = f o ot 0 7,, para todo o € Homg (F,,, B) y todo entero n > 0.

El homomorfismo de grupos abelianos
(p,f)*:H*(G',B) — H*(G,A),

es el homomorfismo inducido en cohomologia por Hom(z, f).

De manera similar definimos la categoria % cuyos objetos son los mismos de la catego-
ria &/ y cuyos morfismos son parejas (@, f) : (G,A) — (G',B), donde ¢ : G — G’ es
un homomorfismo de grupos y f : A — B es un homomorfismo de G—mddulos, es decir,
f(ga)=(g)f(a) paratodo g € Gy a € A.
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En este caso el funtor H, va de la categoria # a la categoria Ab y es tal que,
B Ab
(G,A) H.(G,A)
(tp,f)l N l(fp,f)*
(GlaB) H*(G/7B)7

donde (@, f)« : H.(G,A) — H.(G',B) es el homomorfismo de grupos inducido por el ho-
momorfismo de cadenas
TRf:FRgA — F' ®¢ B,

y donde F, F’ y 7 estdn definidos como se hizo anteriormente.

- —— F,RGA y F1 QA —— FpQ®cgA —— 0
(@@ (zeh) (@@
- —— F/®g B y o » F{®g B —— Fj®eaB —— 0

Y ademds (7® f),(x®a) = 1(x) ® f(a) paratodo x € F,a € A 'y entero n > 0.
Proposicion 1.13. Sea G un grupo, sea H un subgrupo normal de G y sea A un G—médulo,
entonces existe una acciéon de G/H en H*(H,A) y H.(H,A).

Demostracion. La prueba se hard para H*(H,A) dado que la prueba para H,(H,A) es similar.

Sea g € G fijo y consideremos el homomorfismo (¢, f) : (H,A) — (H,A) en la categoria ./
dado por ¢(h) = g~ 'hg paratodo h € Hy f(a) = ga para todo a € A.

Notemos que @ es el homomorfismo conjugacién y f es tal que

f(@(h)a) = f((§~'hg)a) = h(ga) = hf(a)
paratodo h € Hy a € A, por tanto, f es un homomorfismo de H —mddulos.

dn c .
Ahorasea ---—F, —F, 1 — - -—> K %5 7 — 0 una resolucién libre de Z sobre 7[G],
observemos que esta resolucion también es una resolucién libre de Z sobre ZH. Y tomaremos
el levantamiento de la identidad 7 : F — F dado por 1,(x) = g~ 'x para todo x € F, y notemos

que 7(hx) = g~ (hx) = g 'hg(g7'x) = o(h)T(x).

Entonces el homorfismo de cocadenas Hom(7, f) : Homgy (F,A) — Homg (F,A) estd dado

por Hom(7, f),(a) = gat(g~'x), para todo € Homg (F,,A), con lo que el homomorfismo
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inducido en las cohomologias es
(@,f)" :H"(H,A) — H"(H,A)
o] = [oxe],
donde o (x) = gar(g~'x), para todo x € Ker(d}:, ).

Para todo n > 0 se define la accion de G/H en H"(H,A) por gla] := [a,] paratodo g € G y
] € H"(H,A).

Para la buena definicién, sean g,/ € G tales que existe 7 € H con g = [h entonces,
oy (x) = ga(g~ %) = tha(h 17 %) = la(17 %) = oy (x),
es decir, g[o] = I[a].

Las condiciones de accidn se verifican facilmente. ]

1.4. G—CW complejos

Sea n > 0 un entero. Sea G un grupo y sean X y A espacios topolégicos. Supongamos
que A tiene una accién de G y sea {H,} jes una familia de subgrupos de G con funciones
G—equivariantes @; : G/H; x STI — A para todo j € J.

Se dice que el espacio X se obtiene de A adjuntando la familia de n—celdas equivariantes
{G/H; xD%}icy de tipo {G/H;} je; si X es el pushout,

LljejG/HjXS?_l L) A

I |

donde S"~! y D" tienen la accién trivial de Gy,

o=le; v o=|]®jn
jeJ jeJ

con®;,:G/H; x ]D);? — X igual a la compuesta
G/H;x I} S RN <|_|j€]G/Hj ><]D>?> UA —X - X.

Laimagen de G/H; x D’} mediante ®; , recibe el nombre de n—celda cerrada y la imagen de
G/H; x int(D}) mediante ®; , recibe el nombre de n—celda abierta, donde int(D’}) denota
el interior de ID.
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Las funciones ¢; : G/H; x S?‘l — Ay ®j,: G/Hjx D} — X son llamadas funcién de
adjuncion y funcion caracteristica respectivamente.

Definicién 1.9. Sea G un grupo y sea X un espacio topoldgico. X se dice G—CW complejo
si X tiene una accién de G y una filtraciéon de espacios G—invariantes

xX'cx'c...cx"c...cx
que satisfacen las siguientes propiedades,
1. X - UnENXn

2. XY esun conjunto discreto con la accion de G, es decir, los puntos de X 0 e reunen en
las G—6rbitas disjuntas, X© = Ljes G/Hj, para algunos subgrupos H; C Gy j € Jy

3. Para cada n > 0, el espacio X" se obtiene de X”~! adjuntando la familia de n—celdas
equivariantes {G/H; x D'} je;, de tipo {G/H,} jey,, es decir, para cada j € J, existen
funciones continuas y G—equivariantes ¢; : G/H; X S?il — X"y

X" = <<|_| G/H; ><]D>;%> X”—1> / ~
iel,

donde x ~ ¢;(x) paratodox € G/H; x S;?_l. En otras palabras, como dijimos antes, X"
es el pushout del siguiente diagrama

I—leJn G/H] X S?il # Xn_l

[ l

El subespacio X" es llamado el n—esqueleto de X.

4. X tiene la topologia del colimite con respecto a la filtracion {X"},cn, es decir, U C X
es abierto si y solo si para todo entero n > 0, U N X" es abierto en X".

Es natural preguntarse si existe una relacion entre CW complejos y G—CW complejos. La
respuesta a esta pregunta es si. Cuando el grupo G es discreto (que es el caso en este trabajo)
y actda celularmente en el CW complejo entonces estos dos conceptos son equivalentes como
veremos a continuacién. Por tal razén usaremos ambas definiciones dependiendo de cudl sea
en cada momento la mas conveniente.

Definicion 1.10. Sea G un grupo y sea X un CW complejo con una accién de G. Se dice que
G actia celularmente en X si se verifica lo siguiente:

1. Para cada g € G y para cada n—celda abierta ¢ de X, la traslacion a izquierda go es de
nuevo una n—celda abierta de X.
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2. Siuna celda es invariante por algin g € G, entonces este elemento actiia como la iden-
tidad en esta celda, es decir, si go = o, entonces gx = x para todo x € ©.

Proposicion 1.14. Sea G un grupo y X un espacio topoldgico. X es un CW complejo con una
accion celular de G si y solo si X es un G—CW complejo con n—esqueleto X".

Demostracion. Supongamos que X es un CW complejo con una accién celular de G.

Notemos que como la accion de G en X es celular entonces para cada entero n > 0 se tiene
que G actia en X", es decir, X" es un subespacio de X que a su vez tiene la accién de G, de
aqui X tiene la topologia del colimite con respecto a X". Basta ver que X" se obtiene de X"~
adjuntado n—celdas equivariantes.

Dado que X es un CW complejo entonces para todo n > 0 tenemos el siguiente diagrama
pushout,

- S?_l Uier Vi xn-1
J: oy J«
Lies D7 HerBio  xn,

Dado que | |;; S?il >~ J x S"~! entonces equivalentemente tenemos el siguiente diagrama
pushout,

Ixst 2 xn!

Lo,

I x D" LX",

donde ¢(i,s) = y;(s) y ®(i,x) = ¥;(x) paratodo i € I, s € S" 1 y x € D"

Como G actda celularmente en X entonces G actda en el conjunto indexante I: Siiely
g € G se define gi = j donde j € I es tal que g¥;,(int(D?)) =¥, ,(int(D})). Esta accion
permite descomponer a I en G—06rbitas disjuntas {Iy } ¢ca- Dado que G es discreto, para cada
o € A tenemos el homeomorfismo Iy = G/Hy, para Hy = {g € G : giq = ig } el estabilizador
deiy € 1y.

Para todo o € A definamos la funcién @, : G/Hy x D, — X" por @), (gHy,x) = gP(ig,x).
La buena definicién de @' es consecuencia de que para todo o € A los elementos de H,
dejan fijas a las celdas abiertas, luego por la condicién 2. de la definicion de accidn celular,
para h € Hy, iq € Iy y x € int(D") se tiene que hP(ig,x) = P(ig,x). Observemos que lo
que resulta de la definicién de esta funcién no es més que un reordenamiento de las celdas,
aprovechando que la accién de G las permuta. Luego la continuidad de la funcién @/, es
resultado de la continuidad de ¥;.
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Las funciones @/, restringen a las funciones de adjuncién @}, : G/Hy x S, ! — X"~ !, Faltarfa
probar que el siguiente diagrama

Uges G/Ho x Si1 — 2 xn-1

I |

Ugea G/Ho x D, —>q)/ X",

es pushout donde sus funciones son G—equivariantes. Pero esto se tiene dado que el primer
diagrama de esta prueba lo es. ]

Definicion 1.11. Un G—CW complejo X se dice libre si la accién de G en X es libre. También
se dice que G permuta las celdas de X libremente.
Ejemplos. (G—CW complejos)

1. Sea G el grupo ciclico finito de orden n con generador . Si consideramos a S' con la
estructura de CW complejo que se muestra en la ﬁgura entonces G actia en S' por
rotaciones de 27 /n radianes. Esta accién es celular, de hecho es libre, por tanto, S! es
un Z/n—CW complejo libre.

Figura 1.1: Estructura de Z/n—CW complejo para S'

2. Sea G = Z el grupo de los enteros escrito multiplicativamente {t"* : m € Z} el grupo
ciclico infinito generado por ¢ y consideremos X = R. Veamos que R es un Z—CW
complejo.

Figura 1.2: Estructura de CW complejo para R

Como podemos ver en la figura [I.2] X tiene estructura de CW complejo con una
0—celda €2 por cada n € Z y una 1 —celda ¢! por cada n € Z, donde para todo n € Z los
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mapeos adjuncién estdn dados por

@, : S0 — x°
0
n

0
n+1

—1—e

1l—e

Entonces definimos la accién de Z en R como la traslacién, ¢ - x = x+ 1 para todo x € R.
Notemos que esta accion es celular y es libre, de donde, R es un Z—CW complejo libre.

3. Consideramos a G como el grupo libre generado por un conjunto arbitrario S, es decir,
G = F(S). Definamos el espacio X como el complejo simplicial de dimensién 1 cuyos
vértices son los elementos de G y los 1 —simplejos son pares {g,gs} cong e Gy s € S.

La accion de traslacion a izquierda de G en si mismo induce una accion simplicial de
G en X. Es decir, este espacio X asi definido es un F(S)—CW complejo.

En el caso en el que S tenga un elemento entonces estamos en el ejemplo anterior.
Cuando S = {s,}, entonces el espacio X luce como el siguiente arbol:

e

Lt
Is_2 s~ 1 s Is2
I !

| ]

1

Figura 1.3: F(S)—CW complejo para S = {s,7}

1.5. Espacio Clasificante

Definicion 1.12. Sea G un grupo. El espacio clasificante de G, denotado por BG, es un CW
complejo Y que verifica las siguientes condiciones:

1. Y es conexo.

2. El grupo fundamental de Y es isomorfo al grupo G, m;(Y) = G.
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3. La cubierta universal de Y es contractil.

El espacio Y también es llamado K(G, 1)—complejo o espacio de Eilenberg-MacLane de
tipo K(G, 1). Esto se debe a que la condicion 3. es equivalente a que los grupos de homotopia

de Y son triviales para grado mayor o igual que 2.
G, sii=1
0, sii>1.

m(K(G,1)) = {

Ejemplos. (Espacios clasificantes)

1. Sea G = Z, notemos que S' es un CW complejo conexo, 7 (S') = Z y ademds su
cubierta universal es p : R — St es decir, ni(Sl) = 0 si i > 2. Esto demuestra que
BZ =S

2. Sea G =7 /27 y consideremos el espacio RP”. Este espacio es un CW complejo cone-
x0, 1 (RP*) = Z/27. También sabemos que p : S — RP* es la cubierta universal
y como 7;(S*) = 0 para todo i, se sigue que 7;(S*) = 0 para todo i > 1.

Por tanto RP* es el espacio clasificante de Z /27Z.

3. Sea G = F(S) el grupo libre generado por un conjunto arbitrario S y consideremos
aY = V,csS!. Y es un CW complejo con una O—celda y con tantas 1—celdas como
elementos en S.

Figura 1.4: Estructura de CW complejo para ¥ = \/,¢S!

Veamos que Y es el espacio clasificante de G, es decir, veamos que el grupo fundamen-
tal de Y es el grupo libre generado por S y que el espacio recubridor universal de Y es
contractil.

Por teorema de Seifert-Van Kampen el grupo fundamental de Y es el grupo libre gene-
rado por S, es decir, m; (Y) = F(S).

Dado que Y es un CW complejo de dimensién 1, por la proposicion [I.21] que veremos
mads adelante, su espacio recubridor universal X tiene estructura de CW complejo de
dimension 1, es decir, su complejo de cadenas celular tiene la forma

0= C1(X) %5 Co(X) =0,
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de donde H;(X) = 0 para i > 1. Adicionalmente, X es el espacio recubridor universal
de Y, por tanto H; (X) = 0. Por el teorema de Whitehead tenemos que X es homotdpi-
camente equivalente a un punto, es decir, X es contréctil.

Para el caso de S = {s,}, el espacio Y es el conocido espacio de “la figura ocho”, es
decir, ¥ = S' vS! y tenemos que su espacio clasificante es el espacio mostrado en la
figura[I.3]del ejemplo [3]de G—CW complejos.

A continuacién se mostrard una manera de construir el espacio clasificante de un grupo G
utilizando las técnicas de conjuntos simpliciales del apéndice.

1.5.1. Existencia del espacio clasificante

Proposicion 1.15. Sea G es un grupo y denotemos por EG a la realizacién geométrica del
conjunto simplicial EG, (ver ejemplo [] de espacios simpliciales del apéndice). Entonces
existe una accion de G en EG libre y propiamente discontinua.

Demostracion. Sea g € Gy [(go,---,8n),t] € EGcon g; € Gyt € A, definimos

g[(g07~~7gn)vt] = [(gg07glv~~agn)7t)]a

esta accion estd bien definida y ademas es libre. En efecto, sea @ € EG y sea g € G, por la pro-
posicién[A.2]tenemos que @ es igual a un tnico elemento con representante no—degenerado,
esto quiere decir que, dada la definicion de ser no—degenerado y de los mapeos degeneracion,

® = [(g0,---,8n),t] donde g1,...,8, # 1 y t € int(Ay).

Supongamos que g[(go. ..81).1] = [(50....-g).] entonces
[(gg()a"'agn)?t]:[(g07'-'7gn)7t] = ((gg07'-'7gn)at>N((g07--'7gn)7t)

pero estos elementos son no—degenerados entonces debe tenerse

((gg()’"'vgn)Jt) = (<g07"'7gn)7t)7

de donde ggo = go, es decir, g = 1.

La prueba de que esta accién es propiamente discontinua es consecuencia del teorema 8.2,
capitulo 8 de [10]. O

Corolario 1.16. Sea BG la realizaciéon geométrica del conjunto simplicial BG,. Entonces
existe un homeomorfismo EG/G = BG.

Demostracion. Recordemos que EG/G es el conjunto

EG/G= {ﬁ[(l,gl,...,gn),t] :81,---,8n€GytE An},
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donde las G—orbitas son O((j ¢, . e} = {[(g,gl,...,gn),t] ‘g€ G}.

Definamos v : EG — BG por ¥([(80,81,---,8n):1]) = [(81,---,8n),1]. W es continua y es
tal que

W(gKgO?gl?' .. 7gn)7t]) = W([(g()agla <o 7gn)7l])'
Luego por la propiedad universal del cociente existe una funcién continua ¥ : EG/G — BG
definida por T(ﬁ[(l,gl,...,gn),t}) =[(g1,---,8&n),t]. Ademds ¥ es un homeomorfismo. O

Proposicion 1.17. Sea f, : EGe —> EG, definido por f,(go,--.,gn) = (1,...,1), para todo
n > 0. Existe una homotopia simplicial s, entre f, y la funcién simplicial identidad.

Demostracion. Definamos paratodon >0y paratodo0 <i<n

hi: EGy — EGpy

hi(g07"'7gn) = ( 17 71 y 80 &ir&i+1,- 7gn)
———
(i+1)-veces

Probaremos algunas de las condiciones de la definicién de homotopia simplicial, dado que
las otras son similares:

aO(hO(gO7"'7gn)) = a()(lag()a"'?gn) = (g()?' 7gfl)

an+1(hn(g07"'7gn)):an+1( 17"'71 7g0gn):< 17"'71 )
—— ——
(n+1)-veces (n41)-veces

Sea i < j entonces, veamos que 0;(;(go,---,&n)) = hj—1(9i(g0,---,8n))-

ai(hj(g07"'7gll)) = al( 1,"'71 agO"'gjagj+1a"'?gn) = (17"'717g0"'gj7gj+17"'agn)~
SN—— SN——

(j+1)-veces J-veces

Por otro lado

(g0g17g27"'7gn) i=0
hj-1(9i(80,---,8n)) =hj—1 | { (80,---,8i&i+15--,8js---,8n)  0<i<j—1
(g07"'7gj—1gj7"'7gn) l:]_l

4

(17"'717g0g1"'gj7gj+17"'?gﬂ) i=0
j-veces
(1,...,1,80" - 8igit1" " &j»&j+15---,8n) 0<i<j—1
~—
Jj-veces
(1,...,1,80" - 8j-18j,8j+15--+,&n) i=j—1

Jj-veces

\
=(1,...,1,80- - &j,&j+1,---,8n)-
——

j-veces
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Veamos que aj+1<hj+l(g07 cee 7gi’l>) - aj+1<hj(g07 s 7gn))

aj+1(hj+1(g07"'7gn>):aj+1< 17"'71 7g0"'gj+17gj+27---;gn)
———
(j+2)-veces
:( 17"'51 7g0"'gj+17gj+27"'7gn)
———
(j+1)-veces

aj+1( 17"’71 7g0"'gj7gj+17"’7gi’l>
~——
(j+1)-veces

:( 17"'71 780'"gjgj+]7gj+27-~-7gn)~
(j+1)-veces

S
t
—~
=
~.
—~~
oQ
o
%o
S
~—
~—
I

Sii < j, verifiquemos que s;(h;(go,---,8n)) = hj+1(5i(80s---,&n))-

si(hj(g()7"'7gn)):si( 17"'71 agO"'gj7gj+l7"'7gn)
~—
(j+1)-veces
:( 17"'71 7lagO”'gj+17gj+27"'7gn)
——
(j+1)-veces

y
hj+1(si<g07"'7gi’l>):hj+1(g07'"7gj717gj+17"'7gn)
:( 17"',1 7g0"'gj17gj+17"'7gn)'
———
(j+2)-veces
Asi fo y la identidad son homotdpicas. 0

Proposicion 1.18. El espacio EG es contractil.

Demostracion. Sea X, el espacio simplicial definido por X,, = {xo} con xy un punto fijo y
con mapeos cara y degeneracion triviales. Observemos que la realizacion geométrica de X,
€S un punto.

Definamos las funciones simpliciales ¢te : EGe — Xo Y Po : Xe —> EG,, como la funcién
simplicial trivial y ,(xo) = (1,...,1) para todo n > 0, respectivamente. Entonces tenemos
que |tte| : EG — {x} y | Be| : {x*} — EG son las funciones triviales.

Es claro que |0t | 0 | Be| = id,, falta ver que |Be| o |Qe| & idE . Pero recordemos lo siguiente, la
proposicién[1.17]nos dice que hay una homotopia simplicial entre f, o te y la funcién simpli-
cial identidad, entonces por el corolario nos queda que | Be| o | e | ¥ idEG son homotGpicas
en el sentido topoldgico.

Asi hemos probado que el espacio EG es homotdpicamente equivalente a un punto, es decir,
EG es contréctil. [
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En resumen tenemos que la funcién cociente 7 : EG — EG /G define es un espacio recubridor
cuyo grupo de transformaciones de Deck es isomorfo al grupo G y cuyo espacio total EG es
contrictil. Esto demuestra que EG/G = BG es el espacio clasificante de G, ya que

= BG es conexo.
m T (BG) =G.

m [a cubierta universal de BG es contractil.

1.6. Cohomologia de grupos desde el punto de vista topolo-
gico
Definicion 1.13. Sea G un grupo. Definimos la cohomologia de G como
H"(G) =H"(BG;Z), (1.5)
donde H"(BG;Z) es la cohomologia singular (o celular) del espacio topolégico BG.

Ejemplos. (Cohomologia de grupos)

1. Sea G el grupo trivial, entonces el espacio clasificante de G es el espacio topoldgico de
un punto, asi H"(G) es Z en grado cero y trivial en otro caso.

2. Sea G = Z el grupo ciclico infinito. El espacio clasificante de Z es S!, entonces

HY(Z) =

Z, sin=0on=1
0, sin>1.

3. Sea G = F(S) con S un conjunto arbitrario de orden k, el espacio clasificante de G es
BF(S) = \/%_; S!, el complejo de cadenas celular de BF (S) es

k
0—>€BZei1 % 70 0.

i=1

Entonces
7, sin=0
H'(F(S)) =4 @i Z, sin=1
0, sin>1

Similamente tenemos la definicion de homologia de grupo desde el punto de vista topoldgico.
Definicion 1.14. Definimos la homologia de G como

H,(G) = H,(BG;Z). (1.6)
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1.7. Equivalencia entre las definiciones algebraica y topolo-
gica de cohomologia de grupos

Proposiciéon 1.19. Si X es un G—CW complejo entonces el complejo de cadenas celular
C«(X) es un complejo de cadenas sobre ZG.

Demostracion. Dado que X es un G—CW complejo, entonces X es un CW complejo con una
accion celular de G. Sea

s G B O (X) = s (X)L Co(X) = 0

el complejo de cadenas celular de X, donde Cy(X) es el grupo abeliano libre generado por las
n—celdas no equivariantes de X, es decir, C¢(X) = D¢y, Zek, donde ek = f; 1 (int(D¥)) con
fik : DF — X*¥ 1a funcién caracteristica.

Consideremos I'y, = {eif 11 € I } el conjunto de las k—celdas de X. Como G actia celularmente
en X entonces podemos definir una accién de G en I'y, de donde tenemos que el modulo
de permutaciones de I'y es un G—mddulo, pero Z[I'y| = Ci(X). Por lo tanto Ci(X) es un
ZG—modulo, donde la accién esta dada por

g <Z n,~ef> = Z nielgi,

i€l i€l

paratodo g € Gy Y, nief-‘ € Cr(X).

Veamos que dj es un ZG—homomorfismo. Recordemos que para todo generador ef € G (X)

se define d(ef) = ¥ ey, , i, je’]‘._l donde d; ; es el grado de la compuesta de la funcién ad-
juncién ¢@; : SS=1 — X*=1 con la proyeccién p; : X*~1 — XK=/ (x*=1 - int(e’]‘._l)).

Seage Gy ef una k—celda entonces

K(ged) = () = Y dysek ",

lel,

go(e) =g Y dijdi ' =Y dije;".

JEL_ JEI—1
Probemos que d; j = dg; o j. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo,

sk P, xk-1 Pi XK1 /(X51 —ine (K1)

P -

k—1 Pgi k—1 Pgj k—1 k=1 k—1
Sgi — X — XX —mt(egj ).
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El diagrama inducido en homologia es tal que todas las columnas son isomorfismos

_ i) % _ ( )* _
H (S5 — 22 0ty 2 (541

_ (@gi)+ _ (Pgj)« _
He o (Sy') ——— Hi (X5 < Hi 1 (S5,

Luego el grado de p; o ¢; es 1gual al grado de pg; o @g;, es decir, d; j = dg; ¢j. Lo cual prueba
que 0k (gef) = gak(ef)- n

1.7.1. Resoluciones libres de Z sobre ZG via G—CW complejos y espa-
cios recubridores

Proposicion 1.20. Sea X un G—CW complejo libre y contréctil. Entonces el complejo de
cadenas celular de X aumentado es una resolucion libre de Z sobre ZG.

Demostracion. Por la proposicién [I.19] tenemos que el complejo de cadenas celular de X
aumentado

S Ci(X) I G (X) = (X)) D (X)) S Z 0.

es un complejo de cadenas de G—mddulos, entonces debemos ver que es exacto y que cada
Cr(X) es libre.

Dado que X es contréctil, entonces X es homotépicamente equivalente a un punto, es decir,
Hy(X;Z) =7y Hy,(X;Z) es trivial para todo n > 0, lo cual prueba la exactitud.

Vimos que Ci(X) es el médulo de permutaciones del conjunto de n—celdas de X. Por hi-
potesis, la accidon de G en este conjunto de celdas es libre, entonces por la proposicion
tenemos que Ci(X) es un G—mddulo libre cuya base es el conjunto de representantes de
las G—orbitas (de celdas) distintas. En otras palabras, si ®;; : G x int(Df) —» X¥ es una
funcidn caracteristica de X como G—CW complejo entonces las k—celdas equivariantes de
X tienen la forma ®; (G x int(D¥)) con i € I; y la base para Cx(X) como G—médulo es
{®; 1 ({1} x int(D¥)) };es,. Entonces nos queda que

S X)) B G (X) == (X)) B coX) Sz 0.

es una resolucién libre de Z sobre ZG. O]

Ejemplo 1. Consideremos el grupo de los enteros Z y el espacio topolégico R, en el ejemplo
de G—CW complejos vimos que R es un Z—CW complejo libre y ademds ya es conocido
que es contractil.
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Dada la estructura de R como CW complejo, tenemos que su complejo de cadenas celular es

0— @ ze: 2 Pzl — 0,

nez nez

donde d;(ey) =€), | —eb.

La accién de Z en el conjunto de celdas estd dada por ¢ - ej, = e{l 41 con j=0,1. Es esta accién

la que le da al complejo de cadenas celular anterior la estructura de resolucion libre de Z
sobre Z[Z].

En cuanto a la estructura de Cj(R) = @,z Zej, como Z[Z] —médulos, con j = 0,1. No-
temos que {e; : n € Z} = Ze}, es decir, solo hay un elemento en la base de C;(R) como
Z|Z] —médulo, con lo que, Cj(R) = Z[Z] e} y la resolucién libre toma la forma,

0 Z[Z)e) =5 2(2]8 5 7 — 0.

Proposicion 1.21. Sea p : X — Y un espacio recubridor. Si Y es un CW complejo entonces
X es un CW complejo.

Demostracion. Una prueba de este resultado puede encontrarse en [3]], Teorema 8.10, capi-
tulo 4. L]

Lema 1.22. Sea Y un CW complejo y un espacio de Eilenberg-MacLane de tipo K(G,1) y
sea p: X — Y el espacio recubridor universal de Y. Entonces el complejo de cadenas celular
aumentado de X es una resolucién libre de Z sobre ZG.

Demostracion. Como p : X — Y es el espacio recubridor universal de Y entonces tenemos
lo siguiente: X es contrictil, el grupo de transformaciones de Deck de p es isomorfo al grupo
fundamental del espacio base y la accién de 71 () en las fibras es libre y transitiva.

Pero de un lado, el espacio base es un espacio de Eilenberg-MacLane de tipo K(G, 1), con lo
que 7 (Y) = G. Y por otro lado, dado que Y es un CW complejo entonces por la proposicién
[I.21] tenemos que X hereda la estrutura de CW complejo, donde las celdas de X son las
componentes conexas de p~! (o) para todo o una celdade Y.

De lo anterior, X es un CW complejo contrictil con una accion celular de G, de aqui, por la
proposicion [1.20] el complejo de cadenas celular aumentado de X es una resolucién libre de
Z sobre ZG. L

Ejemplo 2. Sea G = F(S) el grupo libre generado por un conjunto arbitrario S, vimos que el
espacio clasificante de Ges Y = \/ ¢ S!'y que el complejo de cadenas celular X, del espacio

recubridor universal de Y, es 0 — C;(X) LN Co(X) — O,entonces la resolucién libre de Z
sobre ZG inducida por X es

0= (X)L Co(X) & Z 0.



34 Capitulo 1. Cohomologia de grupos

Vimos que Ci(X) es un ZG—mdbdulo libre cuya base es el conjunto de representantes de las
G—orbitas distintas de X, pero cada G—drbita de k—celdas de X corresponde a una k—celda
del espacio base Y, por la manera en que se le dio la estructura de CW complejo a X y porque
G actia libre y transitivamente sobre las fibras.

= Cy(X) es generado como ZG—mddulo por un representante de la G—6rbita que corres-
ponde a la tnica cero celda de Y, esto es, Co(X) = ZGxp.

= Para C;(X) como ZG—médulo hay un elemento base por cada 1—celda e! para todo
s € S, como podemos escoger cualquier representante de la G—drbita que vive sobre e!
entonces podemos tomar una Icelda con punto inicial xy y punto final sxg. Asi C; (X) =

@SES ZGfsl :
= Finalmente 0 (f)) = sxo —xo = (s — 1)xo para toda 1—celda f! y £(g) = 1 para todo
geaq.

De donde, la resolucién libre de Z sobre ZG se ve asi 0 — @5 ZG f! A ZGxo < 7 — 0.

Utilicemos esta resolucion libre para calcular la cohomologia de F(S) desde el punto de vista
algebraico. Quitando el término en grado -1 y aplicando el funtor Homg(—,Z) el complejo
de cadenas toma la forma

a*
0 — Homg(ZGxo,Z) — Homg <@Z [G] fQ,Z) — 0.

seS

Después de algunos procedimientos algebraicos nos queda,

0—>Z£>@Z—>O,
SES
de donde
7, sin=0
Hy(F(S)) =  @yesZ, sin=1
0, sin>1.

Ejemplo 3. Si en ejemplo anterior S tiene un tnico elemento s, es decir, G = (s). Entonces
la resolucion libre de Z sobre ZG toma la forma

0— ZGf! =5 7Gxy & Z — 0.

Notemos que en este caso X = R donde s actia por traslacion x — x + 1:

X0 SX0 S2 X0

S*Zxo S lxo

Figura 1.5: Accion de traslacion del grupo G = (s) en R

Como podemos observar, hemos llegado a la estructura de G—CW complejo de R con G un
grupo ciclico infinito asi como en el ejemplo [2]de G—CW complejos.
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Lema 1.23. Sea G un grupo y sea X un G—CW complejo libre entonces
Hom(C.(X/G),Z) = Homg(C.(X),Z) y C.(X/G)=C.(X)®6Z

donde X /G es el espacio cociente inducido por la accién de G.

Demostracion. En primer lugar notemos que X /G es un CW complejo. En efecto, sea
x'cxlc...cxkc...cx

la filtracion G—invariante de X. Como X es un G—CW complejo libre, entonces el espa-
cio X* se obtiene de X*~! adjuntado la familia de celdas equivariantes {G x D¥};c,. Sean
Q.G X Sf.‘_l — Xty D;,:Gx Df — X* las funciones adjuncién y caracteristica, res-
pectivamente.

Para X /G consideremos la filtracién
x0)ccxl/Gc...cxk/GC .- CX/G,

y para cada k > 0 definamos las funciones y; : Sf.‘_l —x1Gy Y ]D)f.‘ — X*/G por
Vi(s) = [@i(1,5)] y Wix(d) = [®;x(1,d)], para todo i € I . Estas funciones son continuas y se
prueba sin dificultad que X* /G es el pushout del siguiente diagrama

_ v _
Lies, Si71 ——— x¥1/G

| J

¥
Llie[k ]:D)iC _— Xk/G

Ahora probemos que C.(X/G) = C(X) ®¢ Z. Consideremos homomorfismo de grupos abe-
lianos

(7 Ck(X) KRGl — Ck(X/G)
k@1 [N
inducido por la proyeccién 7 : Ci(X) — Ci(X/G), ek — [e].
Como Ci(X) ®7zg) Z es un Z—mddulo libre con base {e¥®@1}ies,, Cr(X/G) es un Z—médulo
libre con base {[e]}ic, y Tk es un homomorfismo de Z—médulos libres que envia base

en base, entonces ¢ es un isomorfismo. Luego, definimos el homomorfismo de complejos
cadenas T, = {7 }x>0 y obtenemos que Cy(X/G) = C(X) ®¢ Z.

De manera similar se prueba que Hom(C,(X /G),Z) = Homg(C«(X),Z). O

Teorema 1.24 (Equivalencia de las definiciones de cohomologia de grupos). Sea Y un CW
complejo y un espacio de Eilenberg-MacLane de tipo K(G, 1) entonces

Ext(Z,2) 2 H*(Y;Z) y Tory%(Z,Z) = H.(Y;Z)
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Demostracion. Sea p : X — Y el espacio recubridor universal de Y. Como Y es un CW
complejo y un espacio de Eilenberg-MacLane de tipo K(G, 1) entonces por la proposicién
[1.20|tenemos que el complejo de cadenas celular aumentado de X es una resolucién libre de
Z sobre ZG. Ademads, tenemos que p induce un homeomorfismo entre el espacio cociente
X /Gy el espacio Y.

Por lo anterior y por el lema[I.23|tenemos que
Hom(C«(Y),Z) = Homg(C«(X),Z) y Ci(Y)=ZCi(X)RcZ
de donde claramente
H*(Y;7) 2 Exty(Z,Z) 'y H.(Y;Z)=Tor’%(Z,7).
O

El Teorema [I.24] demuestra que las definiciones algebraica y topoldgica de cohomologia y
homologia de grupo coinciden.



Capitulo 2

Sucesion Espectral de
Lyndon-Hochschild-Serre

En este capitulo se toman como referencia los libros J. Rotman [[14] y C. A. Weibel [16].
Esta seccién incluye la definicion de sucesion espectral en cohomologia, la definicion de
convergencia de una sucesion espectral, la construcciéon de una sucesion espectral a través
de parejas exactas y cdmo calcular la cohomologia del complejo total asociado a un com-
plejo doble. Todo lo anterior como nociones preliminares para definir la cohomologia de un
grupo con coeficientes en un complejo de cadenas y entender la construccion de la sucesion
espectral de Lyndon—Hochschild—Serre.

2.1. Sucesiones espectrales

Definicién 2.1. Sea {(E,,d;)},>1 una sucesién de R—mddulos bigraduados diferenciales,
es decir, cada E, es una coleccion (Ef ’q) p.gez. de R—modulos y cada d, : E, — E, es un
R—homomorfismo tal que d,od, = 0.

{(Ey,d;)}r>1 se dice sucesion espectral en cohomologia (o simplemente sucesion espectral)
si se verifica lo siguiente:

1. Paratodo r > 1 el bigradode d, : E, — E, es (r,1 —r).
2. Paratodo p, gy r > 1 existe un isomorfismo

Ker(d?)

Im(df ")

Effl = Hpﬂ(Era dr) =

El término E, recibe el nombre de r—pagina de {(E,,d,)},>.

37



38 Capitulo 2. Sucesion Espectral de Lyndon-Hochschild-Serre

Una sucesion espectral se dice acotada si existe r > 1 tal que para todo n € Z existe solamente
un ndmero finito de médulos no triviales E* tales que p + g = n.

(Ev,dv) (E2,d) (E3,d3)

|

!

SR

Figura 2.1: Pdginas de una sucesion espectral en cohomologia

Nota 2. Sea {(E,,d,)},>1 una sucesion espectral.

Z
Por definicién se tiene que E, = H(E,d;) = B_2 donde Z, y B; son los R—mddulos bigra-
2

duados
209 = Ker(d?) 'y By :=Im(al” ") 2.1)

paratodo p, g€ Zy By C Z,.

Z(E
Similarmente E3 = H(E»,dy) = (E2 con
B(E»)
Z(Ey)P? := Ker(d?) 'y B(Ey)P?:=Im(a}>). (2.2)

Z Z
Dado que Z(E,) y B(E>) son R—submédulos bigraduados de E; = B—2 se tiene que Z(E;) & B—3
2 2
B
y B(Ey) = B—3 donde Z3 y B3 son R—submddulos bigraduados de Z, que contienen a B, y
2
B3 C Z;.

Z Z
De lo anterior se tiene que E = B—2 y Ez = B—3 conB, CB3; CZ3 C 7, CEj.
2 3

Iterando el procedimiento anterior se obtiene una cadena de R—submoddulos bigraduados de
Ey,

ByCB3C---CB,C---CZ C---CZ3C 2 CEy, (2.3)

tal que E,41 =
r+1
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Definicion 2.2. Sea {(E,,d,)},>1 una sucesion espectral. Se definen los R—mddulos bigra-
duados

Zo=()Z y Bw=|JB-

r>1 r>1

(o]

Se tiene que B, C Z., entonces se define el término limite por E., = B
Proposicion 2.1. Sea {(E,,d,)},> una sucesion espectral en cohomologfa.
1. E,y1=E,siysblosiZ.1 =2,y B,11 =B,.

2. SiE,;| = E, paratodo r > s entonces E; = E...
Definicion 2.3. Se dice que una sucesion espectral {(E,,d,)},>1 acotada converge a un
R—médulo graduado H (o converge a H) y se denota por

EVT = HPY
si existe una filtracion decreciente {F”H } ,c7 de H tal que
1. Para todo n € Z existen enteros s = s(n) y t = t(n) tales que
{0}=F'H"C-.-CFPH"CFP-'H"C...C F°’H" = H",
es decir, {F”H} ,c7 es una filtracién acotada.
2. Paratodo p, ¢
FPHP*4

P o —- P
ELT = P GriiH.

Donde el médulo bigraduado Gr H = (GrPH) recibe el nombre de médulo graduado aso-
ciado a H. Un elemento de Gr”9H se dice que tiene grado de filtracion p, grado comple-
mentario ¢ y grado total p + g.

La convergencia de una sucesién espectral en cohomologia esquematizarse como en la si-
guiente figura:

E. GrH
q q
n n
E‘Z“nip GrP"—PH
n—p n—p
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Figura 2.2: Convergencia de una sucesion espectral en cohomologia {(E,,d,)},>1 a un mé-
dulo graduado H.

Notemos que cuando se dice que “una sucesion espectral en cohomologia converge a H”
quiere decir que el término limite de la sucesion espectral es isomorfo al médulo graduado
asociado a H. Esto significa que en general no se conoce el R—mddulo graduado H, de hecho,
s6lo se conocen los cocientes F*H"/F**1 H" de la filtracién de H = (H"),,c7 y notemos que
estos cocientes los podemos organizar en las siguientes sucesiones exactas:

H"
+1 c \ A\ AN
0 —> FY H}’l 7 H}’l 7 FS+1H” 7 0,
1
0 Fs+2Hn FS-HHn N FS+ H" s ()
—> —> 7 FS“FZHn 7 5
-3
0 s Ft—ZHn < | Fl—3Hn N F'°H" s 0
w Fl’—an 7 9
-2
0 Ft—lHn P FZ—ZHn N Ft H" s 0
w Ft—lHn 7 .

De donde tenemos que H,, esta determinado por F s+ pm y el cociente H" /F st es decir,
H,, est4 determinado de manera tnica salvo por una extensién de H" /FS*'H" por FS*1H". A
su vez F¥H" est determinado de manera tinica salvo por una extensién de F*H" / F**1H" por
F*1H" para todo entero s < k < t. En otras palabras, para calcular a H, deben solucionarse
estos sucesivos problemas de extension de grupos.

Definicién 2.4. Sean {(E,,d,)},>1 y {(E-,d,)}>1 sucesiones espectrales. Un homomor-
fismo de sucesiones espectrales ¢ : {(E,,d,)},>1 — {(E,d;)},>1 es una coleccién de
funciones {¢, : E, — E,},> tales que d,o f, = frod, y cada f” " es el mapeo inducido en
cohomologia por f7.

Proposicién 2.2. Sea ¢ : E — E un homomorfismo de sucesiones espectrales. Suponga-
mos que existe un 7 > 1 tal que para todo p,q € Z se tiene que @, : E/'Y — E?'? es un
isomorfismo. Entonces para todo k > r y para todo p,q € Z se tiene que ¢y : E,f a4 Fﬁ 4
es un isomorfismo. Mds aun, si E, y E, son acotadas., entonces P : ED? — Eopo’q es un
isomorfismo.
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2.2. Existencia de sucesiones espectrales

Definicion 2.5. Sean D y E mddulos bigraduados sobre un anillo R con homomorfismos
bigraduados @, 3 y ¥ como en el siguiente diagrama,

Decimos que ¥ = (D,E,«,3,y) es una pareja exacta si este diagrama es exacto en cada
vértice, es decir, si Im oo = Ker B, Im B = Ker yy Im y = Ker «.

Proposicién 2.3. Sea C un complejo de cocadenas y sea {FPC} 7 una filtracién decrecien-
te (i.e. FPT1C C FPC). Entonces existe una pareja exacta € = (D,E, ., B,y) asociada a la
filtracidn, tal que los bigrados de o, By yson (—1,1), (0,0) y (1,0) respectivamente.
Demostracion. Para abreviar denotemos por F?” a FPC.

Para cada p € Z fijo tenemos una sucesion exacta corta,

:p+1 D
0— FPtt Ly pp Xy pryprtl g,
donde jP*! es la inclusién y 7”7 es la proyeccién.
Por el lema de la serpiente tenemos una sucesion exacta larga en cohomologia,
coo— H'(FPHY) 28 gr(FP) LR H'(FP/FPH1) By
Hn+1(Fp+1) Oyt 1 Hn+](Fp) ﬁn+l Hn-|—](Fp/Fp+1) Ya+1 . (2.4)

1 ..
donde o, := ]5 + , Br = .74 y %, es el homomorfismo conexion.

Podemos escribir a (2.4) como,

coo = HPTA(FPEYY & grta(pp) ﬂHerq(Fp/FpH) X
grratt(peely & grvatlpey Py greartprprely 2 0 5)
y definir
D = (DP*?), donde DP*1 := HPT9(FP), (2.6)
E = (EP), donde EP9 := HPT4(FP /FPT1), (2.7)

Entonces para g € Z fijo, (2.5) toma la forma,

-1 o o
... 5 pPtLa-1 & ppg ﬂ gpa Yy pptla % pratl ﬂ gratl Yoo (2.8)

Por tanto ¢ = (D, E, o, B,7) es una pareja exacta y claramente los bigrados de o, 8 y ¥ son
(—1,1), (0,0) y (1,0) respectivamente. O
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Proposicion 2.4. Sea 4 = (D,E, «,3,7) una pareja exacta.
(i) Si se define d por 3 oy se tiene que (E,d) es un médulo bigraduado diferencial.

(ii) Existe una pareja exacta 6, = (D;,E>, o, B2,72) con E; = H(E,d). Esta pareja exacta
recibe el nombre de pareja derivada.

Demostracion. En el libro [14] se encuentra la prueba de esta proposicion: ver proposicion
10.9, capitulo 10. 0

Definicion 2.6. Sea ¢ = (D,E, o, ,7) una pareja exacta.

Se denota por 6, = (D, E,, Qy, Br,7;) a la r—ésima pareja derivada de &, definida de ma-
nera inductiva, como la pareja derivada de la (r — 1) —ésima pareja derivada %,_;.
Corolario 2.5. Sea C un complejo de cocadenas con filtracion decreciente {F”C} cz. Sea
¢ = (D,E,a,3,7) la pareja exacta asociada a la filtracién. Entonces la r—ésima pareja deri-
vada de ¥ verifica lo siguiente:

1. Los bigrados de a,, B,y ¥ son (—1,1), (r—1,1—r) y (1,0) respectivamente.

2. El R—mddulo bigraduado diferencial (E,,d,) es tal que el bigrado de d, es (r,1 —r) y
existe un isomorfismo E, | = Ker(d,)/Im(d,).

3. DY = Im(0pi1,g-1)(Gpr2,-2) -~ (Cpr—1 g-r+1), €5 decir,
DP9 = [ (jPH1 P2ty gt (FPYY o HY(FP)

en términos de la pareja exacta de la proposicion
Corolario 2.6. Para todo complejo de cocadenas con un filtracién decreciente existe una
sucesion espectral en cohomologia.
Definicion 2.7. Sea C un complejo de cocadenas con filtracién decreciente {F7C} ,cz y sea
i? . FPC — C el homomorfismo inclusion, se define

®PH"(C) := Im(il),

donde i : H"(FPC) — H"(C) es el homomorfismo de grupos inducido por i?. Estos gru-
pos forman una filtracion decreciente {®”H"(C)} )<z, la cual recibe el nombre de filtracién
inducida de H"(C).

Nota 3. Si {FPC} ,cz es una filtracién decreciente acotada de un complejo de cocadenas C,
entonces la filtracion inducida de la cohomologia de C también es acotada y con las mismas
cotas.

En efecto, si existen enteros s y ¢ tales que F'C = {0} y F°C = C, entonces Im(i’,) =0y
Im(i) = C, por lo tanto @' H"(C) =0y ®*H"(C) = H"(C). De esta manera, para todo n € Z
existen sy ¢ enteros tales que

{0} = ®'H"(C) C --- C OPH"(C) C ®P'H"(C) C --- C ®H"(C) = H"(C).

Teorema 2.7. Sea C un complejo de cocadenas con {FPC},cz una filtracién decreciente
acotada, entonces la sucesion espectral en cohomologia asociada a esta filtracion es tal que,
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1. Para todo p, g existe r € N suficientemente grande tal que E&? = EF*.

2. EPY = HPH(C).

Demostracion.

1. Sean sy ¢ enteros tales F' = {0} y F* =C.

Si p < sentonces F¥ = FPt!,y FP /FPT1 = (. Por definicién, EI*! = HPT4(FP JFPT1),
entonces EV? = 0.

Ker(d)

Im(aP—[THa7

Im(dp:rﬂ’q*z”) C Ker(d%) C EP entonces EF? = 0 para todo r.

Notemos que EX*? es un subcociente de EV?, es decir, EF? =

con

Similarmente si p > entonces F? =0y Ef"? = 0 para todo r.
Recordemos que el bigrado de d, es (1,1 —r).

Ei)+r7q+ 1—r

Entonces para todo p, g fijos d,(E'?) C , luego si r es lo suficientemente

grande como para que p—r < sy p+r >t entonces EX "1 =0y EPTHITT — 0,

Asi Im(d? """ =0y Ker(d??) = EP. De donde EP% =EP, asi por proposicién
2.1. E, = E.

2. Consideremos la sucesion exacta obtenida de la r—ésima pareja derivada:
—r+2,% O —r+1, Br Yr +1,
DETrTer I phTrt Ly L pPA Sy DR,
Del corolario 2.4.
Df’q _ Im(jp+1jp+2 .. .ijrrfl)>|< : Hn(Fanrfl) N Hn<Fp).
Entonces

DY = Im(j7 T2 jP), CHM(FP ),

DY = I(jPR P, C HY(FPTYR),

Supongamos que r es lo suficientemente grande tal que p —r+ 1 < s entonces se tiene
que FP~"+1 = F$ = C de donde jP~"+2... j» = iP : FP — C, con lo que

for+1,* — q)pHn(C)

De la misma manera DY~ "">* = ®P+1H"(C) para r suficientemente grande.

Ahora, DYTH = [m(jpt2... jptT), « HMNFPTT) — H'(FPT!) pero si r es suficiente-
mente grande entonces p +r > ¢ de donde FP*" =0y asi DT = 0.
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En resumen la sucesion exacta corta toma la forma,
®P 1 H"(C) — ®PH"(C) — EP1 — 0,

con lo que ®”H"(C) /PP H"(C) = EF! = EL, para r suficientemente grande.

Asi tenemos que {(E,,d,)} converge a la cohomologia de C.
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2.3. Sucesion espectral asociada a un complejo doble

Definicién 2.8. Un complejo doble (M,d’,d"”) consiste de un R—mddulo bigraduado M y
dos R—homomorfismos d’,d” : M — M tales que

1. Los bigrados de d’ y d” son (1,0) y (0,1) respectivamente. Ademds d'od’ =0y d" o
d" =0.

2. d'od"+d"od =0.

p
Figura 2.3: Complejo doble (M,d’,d")

La condicién 1. de la definicion anterior significa que las filas y las columnas de la figura[2.3|
son complejos de cocadenas. Y la condicion 2. quiere decir que cada cuadrado de la figura
anticonmuta.

Definicion 2.9. Un complejo doble (M,d’,d") se dice complejos doble en el primer cua-
drante si MP9 = {0} si p o ¢ es negativo.

Definicién 2.10. Si (M,d’,d”) es un complejo doble. El complejo total asociado a M, de-
notado por TM, es el complejo de cocadenas cuyo término de grado n se define por

(TM)" = § M1
ptq=n

y los diferenciales 0" : (TM)" — (TM)™*! dados por

/ /!
J" = ; (dp,q+dp,q>‘
pt+q=n
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q M

n+l=p+gq

n=p-+q

—_—
T(M)" T (M)t

4

Figura 2.4: Complejo total TM

Observemos que el término n—ésimo del complejo total es la suma de los médulos que estan
sobre la antidiagonal n de la figura2.4] y el diferencial 9" es la suma de los homomorfismos
que salen de los puntos de la antidiagonal 7.

Las condiciones d' od’ =0,d" od”" =0y d' od” +d" od' = 0 implican que d 0 d = 0.
Ejemplo 4. Sean (A, ) y (B, 3) complejos no-negativos de cadenas y cocadenas de médulos
sobre un anillo R respectivamente.

Definamos el complejo doble (Homg(A, B),d’,d"”) como sigue:

Homg(A,B)”? := Homg (A4, B?), paratodo p, g > 0.

! . P " _ P P
dpg=Beg Yy dpg=(=1)"0
donde la notacién B, y o, significan lo siguiente:

Sea B” : B — BP*1 un homomorfismo en el complejo de cocadenas, ﬁfq denota el homo-
morfismo que resulta de aplicar el funtor Homg (A4, —) a B, asf

B, : Homg(A,, B?) — Homg(A,, BP ™)
[ Bly(f)=BPof.

Anélogamente, sea o, : A7 — B?~! un homomorfismo en el complejo de cadenas, oc;p denota
el homomorfismo que resulta de aplicar el funtor Homg(—,B”) a ¢, asf

o, ” : Homg(Ay—1,B") — Homg (A, B?)

o oP(f) = foay.
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Hompg(Agy1,B7) —%— Homg(Agy1,B7+))

d//)I\ d//]\

Homg(A,,BP) — < Homg(A,, BPT)

Una pregunta natural después de definir el complejo total asociado a un complejo doble
(M,d',d") es ;{cémo calcular la cohomologia de T (M)?. La respuesta a esta pregunta es:
puede construirse sucesiones espectrales que converjan a la cohomologia de TM, de manera
mas precisa, vamos a encontrar dos filtraciones decrecientes de este complejo de cocadenas
y analizaremos las sucesiones espectrales asociadas a dichas filtraciones. Esto para finalmen-
te conocer no precisamente la cohomologia de T M, sino los médulos graduados asociados a
H*(TM) provenientes de las dos filtraciones mencionadas. De donde tendremos que el célcu-
lo de H*(TM) queda sujeto a la solucién de los problemas de extension de grupos de los que
ya habiamos hablado.

Definicion 2.11. Sea (M,d’,d"”) un complejo doble.

1. La filtracién vertical de TM es la filtracion decreciente {"FFTM} .z, tal que el tér-
mino de grado n del subcomplejo YFPTM esta dado por,

VEP(TM)" = @Mt}n—i = MPAgMmPTIal g ...

izp

2. La filtracion horizontal de TM es la filtracion decreciente {hF ITM }q

término de grado n del subcomplejo "F4TM esta dado por,

oz tal que el

hF‘I(TM)" = GBM"*]',J' — MP4 @Mpfl,q+1 ®---
Jjzq

Estd definicidn puede esquematizarse de la siguiente manera:

p n=p+q

Figura 2.5: Filtracién Vertical
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n=p+q

Figura 2.6: Filtracién Horizontal

El término de YFPTM de grado n es la suma directa de los M;,_; que se encuentran a la
derecha de la linea vertical en p, ver Y el término de "FITM de grado n es la suma
directa de los M,,_; ; que se encuentran arriba de la linea horizontal en ¢, Ver@

Tenemos el complejo de cocadenas TM = ((TM)",9") con dos filtraciones decrecientes
{"FPTM} vez Y {hF 1TM }q 7~ Entonces por cada filtracion existen una sucesion espectral

en cohomologfa, denotadas por {(*E,,d,)}r>1y {("E,,d,)},>1.
Proposicién 2.8. Sea (M,d’,d") un complejo doble en el primer cuadrante y sean YE, y "E,
las sucesiones espectrales asociadas a la fitracion vertical y horizontal respectivamente.

1. Las filtraciones vertical y horizontal son acotadas.

2. Para todo p, g existe r € N suficientemente grande tal que

vEDq —V FPsq hppg _h ppq
EDY =V El y "ERT="EPA

3. VED! = HPTI(TM) y "EDY = HPT4(TM).

Demostracion. Para la filtracion vertical. Sea n > 0.

Notemos que "FO(TM)" = (TM)" entonces "FP(TM)" = (TM)" para todo p < 0. Tam-
bién VF" 1 (TM)" = {0} asi "FP(TM)" = {0} para todo p > (n+1). Por tanto las cotas
sons(n) =0yt(n)=n+1.

Similarmente para la filtracién horizontal las cotas son s(n) =0y t(n) =n+ 1.
Entonces 2. y 3. se siguen del Teorema [2.7]
[

Nota 4. La proposicion nos dice que las sucesiones espectrales "E, y "E, convergen al
mismo médulo graduado H(TM). Eso no significa que "E.. 2" E.., ya que las filtraciones
inducidas {"®”H(TM)} y {"®"H(TM)} no necesariamente son iguales.

Nota 5. Sea (M,d',d"”) un complejo doble en el primer cuadrante y sea YE, la sucesion es-
pectral asociada a la filtracion decreciente {"FPTM} pez- Calculemos el término "E; de esta
sucesion espectral.



2.3. Sucesion espectral asociada a un complejo doble 49

Para hacer més sencilla la notacién suprimiremos el superindice v y denotaremos por F” a
VFPTM.

Recordemos que por construccién Ef = H"(FP/F p+1) conn:=p-+gq.
Veamos cémo es el complejo de cocadenas F?/F p+l,
Sabemos que (F?/FPT1)" = (FP)* /(FPT1)" donde
(FP)" = MPm=p @ MPHI=P=1 g ppt2n—p=2 gy .. gy g0
(Fp+1)n _ Mp+1,n—p—1 @Mp+27n—p—2 ®--- @Mn,o’

es decir, (FP /FP+1yn = pqpn=p,

El diferencial 9% : (FP /FPH1)" — (FP /FP+1Yn+] estd definido por [z] — [0”(z)]. Si tomamos
2] € (FP/FP*1)" con representante z € MP"~P entonces

0"([2]) = [(d}pnp +dp,p) @) =d) (2],

donde la dltima igualdad se da porque Im(d), , ,) C (FP*1)"*1,

De lo anterior se tiene que el complejo de cocadenas F” /FP*! es isomorfo al complejo de
cocadenas (M?*,d") que correponde al complejo ubicado en la columna p—ésima de M. Asi

EPY = gPTI(FP JFPTYY =2 HI(MP).

Denotemos por H"(M) al médulo bigraduado definido por H(M)?4 = H1(MP*). H"(M) tie-
ne estructura de médulo bigraduado diferencial si se define d’ de bigrado (1,0) de la siguiente
manera: para ¢ fijo,
d', HY(MP*) — HI(MP )
[2] = [d) 4(2)]-

Se puede probar que el homomorfismo d’, : HY(MP+*) — H9(MP"1*) coincide con el homo-
morfismo d"? : EV'? — Ef+1’q, ver proposicién 10.17, capitulo 10, [14]. Con lo que

Ker(d}?) Ker(d',)
Im(dffl’q) Im(dp-1)

EVI>=HPAE dy) = =HP(H"(M)™9).

Al médulo bigraduado H? (H"(M)*) 1o denotamos por H"H"(M).

En resumen, la sucesién espectral 'E, asociada a la filtracion decreciente {"FPTM} pez, ©s tal
que
VE{M{ o HV(M)IMI — HCI(MIL*)‘

VEDT = H'"HY (M) = HP (H" (M)*9).
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Lo anterior se puede resumir en el siguiente teorema.
Teorema 2.9. Sea (M,d’,d"”) un complejo doble en el primer cuadrante, entonces

YEPT = HY(M)P? = HI(MP™).

VEV9 = HP(H"(M)™9) = HPT(TM).
Nota 6. De manera analoga podemos calcular el término "E» de la sucesién espectral E,..

En este caso, el complejo de cocadenas F”/FP*! es isomorfo al complejo de cocadenas
(M*P d") que correponde al complejo ubicado en la fila p—ésima de M. Asi

EPY = gPYI(FP JFPTYY 2 HI(M*P).

Se denota por H" (M) al médulo bigraduado definido por H" (M )P4 = HY(M*?). H" (M) tiene
estructura de médulo bigraduado diferencial si para ¢ fijo se define d” de bigrado (0, 1) por,

d", Hi(M*P) — HI(M*PTT)
[2] = [d) 4 (2)].

Este homomorfismo d”, : HY(M*?) — HY(M*P?*+1) coincide con d? : EPY — EP*14_Con
lo que
Ker(di) ~ Ker(d" )

_ h Sk
Im(d{)—l,q) - Im(mp,l) —HP(H (M)q )

EVY>=HPI(E d)) =

Al médulo bigraduado H? (H" (M)%*) lo denotamos por H"H"(M).

Asi la sucesién espectral "E, asociada a la filtracién decreciente {hF PTM }p 7, ©s tal que

hEP = gh(M)P4 = HI(M*P).

"EDD = gYHM(M)P = HP (H"(M)7).
Teorema 2.10. Sea (M,d’,d"”) un complejo doble en el primer cuadrante, entonces

hgPd = gh(M)P4 = HI(M*P).

hED9 = gP(H"(M)®*) = HPY(TM).
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2.4. Cohomologia de grupos con coeficientes en un comple-
jo de cocadenas

Definiciéon 2.12. Sea G un grupo y sea C un complejo de cocadenas de G—modulos no-
negativo. Se define la cohomologia de G con coeficientes en C por

H*(G;C) := H* (T Homg(F,C)), (2.9)
donde T Homg(F,G) denota el complejo total asociado al complejo doble Homg (F,C) defi-

nido por {Homg(F,;,C?)}, 4>0 con --- — F, LN F, | — - — Fy = 7 — 0 una resolucién
proyectiva de Z sobre ZG.

Proposicion 2.11. Sea C un complejo de cocadenas no-negativo de G—mddulos tal que
HY9(G,CP) =0, para todo ¢ > 0 y para todo p > 0. Entonces existe una sucesién espectral en
cohomologia tal que

EVY = HP(G;H?(C)) = H"*1(Homg(Z,C)). (2.10)

Demostracion. Sea --- — F, d—"> FLi1— =K £, 7 — 0 una resolucién proyectiva de Z
sobre ZG y consideremos el complejo doble Homg(F,C) = {Homg(F,C?)}, 4>0. Asociado
a este complejo doble tenemos un complejo total 7 Homg(F,C).

Primero calculemos la sucesion espectral asociada a la filtracion vertical:
"EV? = HY(Homg(F,C),«) = HY(Homg(F,CP)) = HY(G,CP)
_{o, siq%Og{O, sig#0
HY(G,CP) sig=0 Homg(Z,CP) sig=0.
gpa {o, sig#0
H?(Homg(Z,C)) sig=0.
Como la 2-pdgina estd concentrada en la fila ¢ = 0 se tiene que "E.. = "E> y que

Ahora calculemos la sucesion espectral asociada a la filtracién horizontal:
"EP9 = H1(Homg(F,C). ) = H!(Homg(Fy,C)) = Homg(F,, H(C)).
"EP4 = HP (Homg (F,HY(C))) = H?(G,H(C)).

De aqui,

"EPY = HP(G,HY(C)) = HP9(T Homg(F,C)) (2.12)

De lo anterior podemos concluir que

EY?=HP(G;H?(C)) = H""(Homg(Z,C)). (2.13)
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2.5. Sucesion espectral de Lyndon-Hochschild-Serre

Teorema 2.12 (Sucesion espectral de Lyndon-Hochschild-Serre en cohomologia). Sea
l-H—-G—=0—1,

una extension de grupos y sea M un G—mddulo, entonces existe una sucesion espectral en
cohomologia de la forma

EL = HP(Q;HY(H,M)) = H"9(G,M).

Demostracion. Sea --- — F, d—”> Fbi1—— kK £, 7 — 0 una resolucién libre de Z sobre
ZG 'y consideremos C := Homp (F, M) el complejo de cocadenas no-negativo de Q—mdodulos.

Notemos que por la proposicién(I.3]
Homg(F,M) = Homg(Z,Hom(F,M))
= Homg(Z,Homy (Z,Hom(F,M))) = Homy(Z,C),
entonces H*(G,M) = H*(Homy(Z,C)).

También tenemos que la accion de Q en H*(H,M) dada en la proposicién es la misma
que hereda H*(H,M) de la accién de Q en C.

Si se prueba que H4(Q,C?) = 0 para todo ¢ > 0 y para todo p > 0, entonces nos encon-
trarfamos en las hipétesis de la proposicion [2.11] por tanto existe una sucesion espectral en
cohomologia tal que

ES* = HP(Q;H(C)) = HP"(Homg(Z,C)),
es decir,
EV?=HP(Q;HY(H,M)) = H"™(G,M).
Veamos que HY(Q,Homy (F,,M)) = 0 para todo ¢ > 0 y para todo p > 0. Dado que F),

es un ZG—médulo libre se tiene que HY(Q,Homy (F,,M)) = @;; H1(Q,Homy (ZG,M)),
entonces basta ver que H4(Q,Homy (ZG,M)) = 0 para todo g > 0.

Observemos que por la proposicion [[.4]
Homg (Z,Hom(ZG,M)) = Homy (Z,Hom(ZG,M,))

>~ Hom(Z ®y ZG, My) = Hom(Ind$, Z, My)
= Hom(ZQ ® Z,My) = Hom(ZQ,My).

De donde,

HY(Q,Homy (ZG,M)) = HY(Q,Hom(ZQ,My))

= Hq(Q,Coind{Ql}Mo) >~ H9({1},My) =0

para g > 0. [
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La sucesion espectral del teorema [2.12] recibe el nombre de sucesién espectral de Lyndon—
Hochschild—Serre en cohomologia, también hay un version en homologia cuya construccion
se hace de manera similar.

Proposicion 2.13. Sean 1 -+ H -G —+Q —1y1— H — G — Q' — 1 extensiones de
grupos y sea (@, B,7) un homomorfismo entre estas extensiones de grupos,

0 » H >y G > O > 0
O
Gl

0 > H' ; o > 0.

N2

Entonces la sucesion espectral de Lyndon—Hochschild—Serre es funtorial respecto a este ho-
momorfismo, es decir, existe ¢ : {E,},>; — {E,},>1 un homomorfismo de sucesiones es-
pectrales donde {E,},>1 y {E,},>1 son las sucesiones espectrales de Lyndon—Hochschild—
Serre asociadas a la primera y segunda extension de grupos respectivamente.

Demostracion. Utilizando el hecho de que la cohomologia de grupos es un funtor en dos va-
riables puede verse que existe un homomorfismo del complejo doble asociado a la extension
dos al complejo doble asociado a la extension uno. Este homomorfismo induce un homomor-
fismo en los complejos totales y por tanto en sus filtraciones. Asi existe el homomorfismo
entre las sucesiones espectrales. [



Capitulo

Cohomologia de Productos Semidirectos

Los resultados de este capitulo son tomados del articulo [[1] de los autores A. Adem, J. Ge,
J. Pan y N. Petrosyan y del articulo [2]] de A. Adem y J. Pan. La finalidad de este capitulo
es calcular la cohomologia del producto semidirecto de Z" con Z/p con p un nimero primo,
I'=7" xZ/p. La idea es construir una resolucién libre sobre el anillo de grupo de I" tal que
la sucesion espectral de Lyndon—Hochschild—Serre asociada a la extension de Z/ p por Z" co-
lapse en el término E;. Esto requiere la introduccién del concepto de accion G—compatible.

3.1. Resoluciones libres sobre un producto semidirecto

Sean H, K grupos y ¢ : K — Aut(H) un homomorfismo de grupos. Recordemos que el
producto cartesiano H x K bajo la operacién

(h,k)- (W k') = (h (k)(h'),kK')

para todo h,h' € H y k,k' € K, es el grupo llamado producto semidirecto de H con K
relativo a ¢, el cual se denota por H Xy K o simplemente H < K.

Definicién 3.1. Sea G un grupo. Decimos que un G—médulo M se llama ZG—reticulo si M
es un Z—moadulo libre .

Ejemplos. (ZG—reticulos)

1. Claramente Z" considerado como G—moddulo trivial es un ZG—reticulo finitamente
generada.

2. Sea S, el grupo de permutaciones de r elementos y sea M el grupo abeliano libre gene-
rado por my,my, ..., m,.

M es un ZG—reticulo de rango r donde la accion lineal de S, en Z" estd dada por,

ar

& - (g o m®) = m

.. mG(r)’

54
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cono € S,yay,ay,...,ar € 2.

Sea M un ZG—reticulo y sea I' = M x G, donde G actia en M via el homomorfismo de
grupos ¢ : G — Aut(M). Para todo g € Gy m € M escribiremos gm en lugar de ¢(g)(m)
para denotar la acciéon de G en M. Esta accién puede extenderse linealmente a una accién
de G en el dlgebra de grupo RM, donde R es un anillo conmutativo y unitario. De aqui en
adelante R denotara Z el anillo de los enteros o Z,) el anillo de los enteros localizado en el
ideal primo generado por el entero p.

Definicion 3.2. Sea G un grupo y M un ZG—reticulo. Sea € : F — R una resolucion libre
de R sobre RM, se dice que F admite una accion de G compatible con ¢ o que existe una
accion compatible de G en F si para todo g € G existe un homomorfismo de cadenas que
preserva aumentacion 7(g) : F — F tal que

y F, —M > Fi sy Fy —— 7 > 0
(e OO
vy - -

s F, N s F y Fy —— 7 s 0

1. 2(g)lu- f] = (gu)-[(g)(f)] para todou € RM y f € F.

2. 7(gg’) =1(g)o1(¢) paratodo g,¢’ € G.
3. T(l) =1f.

Si tal accidén existe podemos dotar a F' de estructura de complejo de cadenas de '—mddulos
como sigue. Si (m,g) € 'y f € F, se define

(m,8)-f =m-t(g)(f).

Que esta asignacion verifique los axiomas de accion es una consecuencia de las condiciones
1.,2.y 3. deladefinicién[3.2] La I'—equivarianza de los homomorfismos se prueba utilizando
el hecho de que 7(g) es un homomorfismo de cadenas que preserva aumentacion para todo
g € G. Lo anterior puede resumirse en la siguiente proposicion.

Proposicion 3.1. Sea G un grupo y M un ZG—reticulo. Si € : F — R es una resolucion libre
de R sobre RM que admite una accién de G compatible, entonces € : F — R es un complejo
de cadenas de I'—=mddulos.

Notemos también que para todo G—mddulo P, la accién de G en P puede extenderse a una
accion de I' en P via la proyeccion canénica 7 : I' — G. Este hecho sumado a la proposicion
dan lugar a la construccion de una resolucion libre de R sobre el anillo de grupo del
producto semidirecto M x G.

Proposicion 3.2. Sea G un grupo y M un ZG—reticulo, si € : F — R es una resolucion libre
de R sobre RM que admite una accién de G compatible y €' : P — R es una resolucion libre
de R sobre RG, entonces €’ ® € : P® F — R es una resolucién libre de R sobre RT.
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Demostracion. Dado que para todoi> 0y j > 0los médulos F; y Fj son I'-=mddulos, pode-
mos dotar a P; ® F;j con la estructura de I'=modulo utilizando la accién diagonal,

(m,8)(p@ f) = (gp)® (m-T(g)(f)),
donde (m,g) €T, pe By f € F;.

Para probar que P; ® F; es libre observemos que P, = RG™ y F; = RM"/ con m;,n; € N, de
donde

P, ®F; = (RG®RM)™" = (R[[/M] @ RM)""i = (RT @y RM)™"i = RT"™"

Por dltimo, utilizando el teorema de Kiinneth tenemos que £ ® € : P®Q F — R es un complejo
de cadenas exacto.

Esto demuestra que € ® €’ : P® F — I es una resolucién libre de Z sobre RI. U

Definicion 3.3. Sea M un grupo y sea € : E — R una resolucion libre de R sobre RM. Se dice
que E es una resolucion especial si los homomorfismos frontera del complejo de cocadenas
Homy, (E, R) son triviales. En el caso de R = Z si H'(M) = Homy,(E;,Z) para todo i > 0.
Ejemplos. (Resoluciones especiales)

1. Consideremos el grupo de los enteros. En el ejemplo {4 de cohomologia de grupos
vimos que

0-z(z) =5 72(7) 57— o0,
es una resolucién especial de Z sobre Z [Z].

2. Sea L =7y denotemos a la resolucién especial del ejemplo anterior por E. Conside-
remos el complejo de cadenas F = E ® --- ® E y notemos que al aplicar la proposicién
~—_——
n—veces
de manera inductiva a la accién trivial de Z en Z"~! obtenemos que F es una reso-
lucién libre de Z sobre Z [Z"].

Dada la forma en la que estd definida la resolucién E se tiene que
Homy.(F,7Z) = Homy.(E,Z) ® --- @ Homyn (E, 7).

Como Homgy:(E,Z) tiene diferenciales triviales entonces Homy:(F,Z) tiene diferen-

ciales triviales, probando que E ® - -- ® E es una resolucion especial de Z sobre 7Z [Z"].
Teorema 3.3. Sea € : F — R una resolucién especial de R sobre R[Z"] y supongamos que
existe una accion compatible de G en F. Entonces para todo entero k > 0 tenemos que

HYZ"x G;R) = P H'(G,H/(Z";R)).
i+j=k
Demostracion. Sea €' : P — 7 es una resolucién libre de Z sobre ZG, por la proposicién[3.2]

tenemos que £’ ® € : PQ F — 7Z es una resolucion libre de Z sobre ZI'. Entonces la cohomo-
logia de Z" x G se calcula como la cohomologia del complejo de cocadenas Homp(P® F, 7).
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Notemos que

Homp((P® F)i,Z) = €P Homp(P,®F;,Z) = €D Homg(P,,Homy(F},Z)).
i+j=k i+j=k

El dltimo isomorfismo estd dado por,
Q : Homg(P;,Homy (Fj,Z)) — Homr (P, ® F},Z)

Q(@)(p® f) =@(p)(f), con ¢ € Homg(P;,Homz-(F;,Z)), p € By f € Fj. Claramente Q
es un isomorfismo de grupos abelianos, basta ver que es I'—equivariante.

Sea (m,g) €T, ¢ € Homg(P;,Homz:(F;,Z)), p € Py f € Fj, y denotemos por Qg := Q(¢)
y ¢, := @(p) entonces

Qp((m,g)(p®f))

Qy((gp) @ (mt(8);(f))) = @gp
p(T(8);(f)) = g0p(t(g);(f))
p(T(87)T(8)(f) = @p(f) = Qo (P& f).

o
s 8

Por lo tanto podemos calcular la cohomologia de I'" calculando la cohomologia del complejo
total asociado al doble complejo Homg (P, Homyx(F,Z)).

Dado que F es una resolucién especial, H/(Z") = Homyu (F;,Z), con lo que el doble com-
plejo Homg(P,Homzx (F,7Z)) tiene la forma,

0 — Homg(Py, H(Z")) -% Homg(Py,H'(Z")) % Homg(Py, HX(Z")) — ---

AN AN AN

0 — Homg(Py,H(Z")) % Homg(Py,HY(Z")) -% Homg(P,H*(Z")) — -

AN AN AN

0 — Homg(PRy, H(Z")) % Homg(Py,HY(Z")) -% Homg(Py, H*(Z")) — -

AN AN AN

0 0 0

Como los homomorfismo frontera horizontales son triviales y la cohomologia de las verticales
es H*(G,H"(Z")) entonces

HY(T') = H* (T Homg(P,Homyz: (F,Z))) = P H'(G,H/(Z")).
i+j=k



58 Capitulo 3. Cohomologia de Productos Semidirectos

El Teorema [3.3]es un resultado clave en el cdlculo de la cohomologia de productos semidirec-
tos ya que este afirma que a partir de una resolucién especial de M que admita una accién de
G compatible, la sucesion espectral de Lyndon—Hochschild—Serre en cohomologia asociada
a la extension de G por M colapsa en el término E, y colapsa sin problemas de extension.

3.2. Construccion de acciones compatibles

Lema 3.4. Sea ¢ : F; — R una resolucién proyectiva de R sobre R[M;] para i = 1,2 entonces
€1 ®& : F| ® F, — R es una resolucién proyectiva de R sobre R[M| x M]. Ademis, si G
actia compatiblemente en F; por 7; para i = 1,2, entonces existe una accién compatible de G

en Fi ® F> dada por 7(g)(fi ® f2) = 11(g) (1) @ 2(8)(f2).

Demostracion. Por el teorema de Kiinneth tenemos que & ® & es un complejo de cadenas
exacto. Consideremos Fj ; @ F, j para i, j > 0, por la definicion de proyectividad tenemos que
Fi;y F> j son sumandos directos de médulos libres sobre R[M] y R[M,] respectivamente, es
decir,
@R[Ml] =F,;®01,; Yy @R[Mz] =Fi®0,;
o B

Asi (F1i®F2j) ©Q0 = @gpRIM | @R[M] con Q= (F1;®@F;)®(01,® (F,;©02;)) y
como R[M;] ® R[M>] = RIM; x M), tenemos que F| ; ® F> ; es proyectivo sobre R[M x M5].

Es facil probar que se satisfacen las propiedades de accion compatible. 0

Lema 3.5. Sea G = G| X Gy, sea M un RG;—mddulo parai= 1,2 y sea € : F — R una
resolucion proyectiva de R sobre RM. Si existe 7; una accidén compatible de G; en F tal que
71(g1) o 72 (g2) = 12(g2) o T1(g1), entonces existe una accién compatible de G en M dada por
7((81,82)) = Ti(81) © 2(82) (f)-

Lema 3.6. Sean M un ZGj—reticulo finitamente generado, 7 : G, — G| un homomorfis-
mo de grupos y € : F — R una resolucién proyectiva de Z sobre RM. Si G actia com-
patiblemente en F por T’ entonces existe una acciéon compatible de G, en F definida por

(8)(f) =7 (x() (/).

3.2.1. Acciones compatibles de Z/p en la resolucion libre de Koszul

Un ejemplo de resolucion especial de suma importancia para nuestro propoésito esta dado por
el complejo de Koszul cuando se toma el anillo RL con L un grupo abeliano libre finitamente
generado.

Sea L un grupo abeliano libre con base {xi,...,x,}. La sucesion (x; — 1,...,x, — 1) de ele-
mentos de RL es una sucesion regular en RL, esto implica que el complejo de Koszul asociado
alasucesion regular (x; —1,...,x,— 1) esunaresolucién librede RL/(x; —1,--- ,x,—1) =R.
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Recordemos que en este caso el complejo de Koszul tiene la forma
KO —Lyeooda— 1) 0Ky Ky DKy s Ky D5 Ky 0,
donde K, es el RL—modulo libre de rango (;’7) con base
By ={aiy N+ Nag |1 <iyp < - <ip<n}

y los diferenciales estdn dados por

dp(ai N+ Naj,) = ) i, — Dagy A= Nag A+ Naj,.

J

H Mu

Es decir, K(x; — 1,...,x, — 1) tiene la forma

n
0— RLay A---Aay 25 . — PDRLa; 25 RL - 0.
i=1

Abreviaremos K (x; —1,...,x, — 1) por K. Veamos que € : K — R es una resolucién especial
de R sobre RL, en otras palabras veamos que el complejo de cocadenas

d n d:
0 — Homg, (RL,R) — Homg, [ @O RLa;,R | — -+ = Homgy (RLay A -+ Aay,R) — 0
i=1

tiene homomorfismos triviales. Sea f : K, | — R un RL—homorfismo entonces

=Y (=07 f((, = Daiy Ao+ Aag, A+ Naj)

Teorema 3.7. Sea G un grupo, sea L = (xy,...,x,) un ZG—reticulo finitamente generado y
sea K la resolucion especial de R sobre RL dada por el complejo de Koszul asociado a la
sucesion regular (x; —1,...,x, — 1) donde con base {xi,...,x,}. Supongamos que hay un
homomorfismo de grupos 7 : G — Aut(K)) tal que dj o 7(g)(a) = gd;(a) paratodo g € G y
a€ Ky cond; : Ky — RL, d(a;) = x; — 1. Entonces 7 puede extenderse a todo K, con lo que
existe un accién de G compatible con K(x; —1,...,x, — 1).

Demostracion. Paratodo g € G queremos definir 7(g) : K — K un homomorfismo de cade-
nas que preserva aumentacion y que cumpla las propiedades de accién compatible. Primero
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notemos que 7(g) actia en Ky = RL via la accién original de G, es decir, 7(g)(u) = gu para
todo u € Kpy. Luego definamos 7(g) en la base de K como RL—mdédulo graduado de la si-
guiente manera, 7(g)(a; A---Aa;,) = 7(g)(ai) N---ANT(g)(ai,) paraa; A---Na;, € Ky y si
u € RLy x € K), se define 7(g)(ux) = (gu)7(g)(x).

dy d
0 —— RLaj A---Aay > @ RLa; —— RL —5— R > 0
(@) (e (8o
\3r dy n M dl > €
0O —— RLajN---Nay > @,—1RLa; > RL > R > 0

Es facil ver que 7(g) preserva aumentacion. La conmutatividad del segundo cuadrado en el
diagrama de arriba estd dada por la hipdtesis, por tanto, debemos ver la conmutatividad para
2<p<n.Seanu€RLyaN--- Aaj, € Kpun elemento generador, entonces

VR

p .
uZ(—l)Jﬁl(x,-j —1)a;, A~--/\E;/\---Aaip>
j=1

T(g)(dp(u-aiy N---Na;,)) = t(g)

I
o
E
D7~

(=1)/"'7(g) ((xi, = Dai, A---Nag, A+ Aaj,)

.
Il
_

I
o
E
g

(_l)jilg(-xl'_,‘ - I)T(g> (ai1 ASEE /\a;/\ T /\aip)

~.
Il
_

I
&
E
g

(=) gl = D)e(g) (@) A=+ AT(g) (@) A+ A(g)(ai,)

~.
Il
—

—

(=1~ 2(g) (xi, — 1)) (an) A+~ A(g)(ai) A+~ Ae(g) (ai,)

|
&
E
g

1

(z(g)(an) A+ At(g)(ai,))
gu)T(g)(ai ) N+ N1(g)(ai,))

)

Dado que los homomorfismos frontera son derivaciones y que d o t(g)(a) = gd, (a) para todo
g € Gy a € K] entonces puede probarse por induccion la igualdad (*). Ahora, las propiedades
de accién compatible en grado cero se verifican con facilidad y en grado uno se cumplen por
hipétesis. Para grados superiores notemos que 7(g) por definicién para todo entero 0 < p <n
satisface que 7(g)(ux) = (gu)7(g)(xu) para todo u € RL y para todo x € K.

Que 7(g182) = 7(g1)7(g2) es consecuencia de que esta propiedad se cumpla en grado uno,
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puessiu € RLy aj, \--- Aa;, € Kp un generador, entonces

T(g182)(u- (ai A+ Nai,)) = (g182u)T(g182) (ai A+ Nai,)
= (8182u)(T(8182)(ai) N+~ A T(g182)(ai,))
182u) (T(g1)T(g2) (@) A+~ A T(g1)7(82)(ai,))
1)((g2u) - (T(g2) (@i, ) A+~ AT(g2)(ai,)))
1)7(g2) (- (aiy A+ Naj,)).

= (g
(g
(g

De manera similar se prueba que 7(1g) = 1. Esto demuestra que 7 : G — Aut(K)) puede
extenderse a todo K, dando como resultado una accién de G compatible en K. [

Es importante resaltar que la prueba del Teorema utiliza como hecho principal que el
complejo de Koszul sea un édlgebra diferencial graduada, ya que es de esta manera como se
puede extender el homomorfismo 7.

Teorema 3.8. Sea ¢ : G — S, un homomorfismo de grupos, donde S, es el grupo de per-
mutaciones de n elementos. Supongamos que L es un ZG—reticulo de rango n via este ho-
momorfismo, es decir, L es un médulo de permutacion. Entonces el complejo de Koszul K
admite una accién G compatible.

Demostracion. Por el lema[3.6|basta probar que K admite una accién S, compatible. Supon-
gamos que la base de L es {xj,...,x,} entonces la accién de G en L estd dada por

I'n I'n

g(x'lrl ...xn ) :x;l(l) .”'x(y(n)7

donde c =¢(g)yg€G.

Definamos la funcién 7 : S,, — Aut(K;) como sigue, sea a; € K| un generador, si ¢ € S, y
u € RL se define 7(0)(ai) = ag(;) y T(0)(ua;) = (ou)t(o)(a;).

7 estd bien definida dado que 7(o) es un automorfismo con inversa 7(c~!) para todo ¢ € S,,.
Ademads, para todo o,y € S,

t(07)(uai) = ((o)u)as(y) = (0 (yu)) (o) (ayi)) = 7(0)((Yu)ayy)) = ©(0)T(0) (uai).

Finalmente, d|(7(0)(ua;)) = o(d;(ua;)). En efecto

di(t(0)(ua;)) = di((ou)as(;)) = (ou)d(ag(;y) = (ou)(xg() — 1)
= (ou)o(xi—1)=0c(u(x;—1)) = o(ud,(a;)) = o(d (ua;)).

Esto demuestra que 7 verifica las hipétesis del Teorema [3.7] en consecuencia existe una ac-
cioén de S,, compatible en K. [
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Teorema 3.9. Sea G el grupo ciclico finito de orden n, G = (t : " = 1) y consideremos L un
ZG—reticulo de rango n — 1, donde la accién de G estd dada por { : G — GL,_1(Z)

[0 1 0 -~ 0 0
o o 1 -~ 0 O
Co)=A=|: =+ & i
o o o --- 0 1
-1 -1 -1 - -1 —1I]
Sea xi,...,x,—1 la base candnica de L en la cual la accién de arriba es representada por la
matriz A. Entonces el complejo de Koszul asociado a (x; — 1,...,x,_; — 1) admite una accién

de G compatible con §.

Demostracion. La accién de G en L estd dada por fx; = x;} LY X = xk_lx;j | para todo
1 <k < (n—1).Definamos 7 : G — Aut(K;) por

(@) = x5 yanr, T0)(@) = —x, (@ — @)y o) (wa) = (0)7(0)(a),
conl <k<(n—1),uc€RLya¢c K.Y sedefine t(t/) = t(t)/ para1 < j < (n—1).
7(¢) es un automorfismo con inversa dada por

w(0) @) =a7 (a2 —ar), o) (a) = x7 (a1 —ar),

y 7(t) " (ua) = (" 'u)7(t)"'(a) conu € RL,a € Ky y para 1 < k < (n—1). Por definicién t
es homomorfismo de grupos, veamos que ()" = idy y que dy(t(t)(a;)) = tdy (a;).

Abreviemos 7 en lugar de 7(¢) y para todo i ¢ {1,2,...,(n— 1)} adoptemos la convencion
x; = 1y a; = 0. Para probar que 7(¢)" = idy utilizaremos que tx,:1 = (tx;) !y las siguientes
igualdades, las cuales pueden demostrarse por induccion:

-1

X =0, X Y T (1) = x;_lr(an_(r_l) —ay_y)paratodo 1 <r<(n—1).

= Seal <k < (n—1)entoncest”-x, =x;_x, ',y T (a;) = x, ', (ar_, — a,_,) para todo
1 <r<k.
Notemos que 7" (ua) = (t"u)t"(a) = ut(a) y que
(@) =1(¢"Har)) = o(x (az—al))—(fxfl)(f(az)—f(al))
= ()7 =x ! (aner —an) +x ano) = an,
T”(ak):*c"_k(v:k(ak)): —t" R L an 1) = — (" )T (@)
= —(x )_lxkl( ax) = a,
asi 7(t)" = idy. Adicionalmente para 1 <k < (n—1),
di(t(t)(a1)) = di(—x,_ 1an 1) = 11(9@1 1= =xt —1=1(x—1) =tdi(ar),
dy(v(1)(ax)) = di (—x, (a1 — ax—1)) = =5, (a1 — T = x4 1)
= x 1%, — 1 =1t(q — 1) = 1d (a).
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Por el Teorema [3.7] se demuestra el resultado. ]

Proposicion 3.10. Sea G el grupo ciclico finito de orden n y sea L un ZG—reticulo tal que
L= M®IG, donde M es un médulo de permutacién. Entonces la resolucion de Koszul
admite una accién G compatible.

Demostracion. Este resultado se sigue de primero aplicar los Teoremas [3.8]y [3.9) a los m6-
dulos M e IG respectivamente y luego utilizar el lema[3.4] O

Proposicion 3.11. Sea G el grupo ciclico finito de orden p con p primo. Entonces,

1. Consideremos el anillo R = Z( p)- Para R solo existen tres clases de isomorfismo distin-
tas de RG—reticulos indescomponibles, a saber, el modulo trivial R, el ideal aumenta-
cién IG y el anillo de grupo RG.

2. Si L un ZG—reticulo finitamente generado entonces existe un ZG—homomorfismo f :
L' — L tal que

» [/ es una representacién de tipo (r,s,7), es decir, L’ es un ZG—reticulo isomorfo
aZ'®IG° ®LG.

» f®id:L' ® R — L®R es un isomorfismo.
Demostracion. Para esta prueba ver [S] y [6]]. O

El siguiente teorema es el punto central de esta tesis. Este resultado fue descubierto y publi-
cado por A. Adem, J. Ge, J. Pan y N. Petrosyan en el articulo []1].

Teorema 3.12 (Cdlculo de la cohomologia de un producto semidirecto). Sea G = Z/p, con p
primo, sea L un ZG—reticulo finitamente generado y sea I' = L x G el producto semidirecto
asociado, entonces para cada k > 0

HYT,Z)= @ H(G,N (L") (3.1)
i+j=k

donde A\’(L*) denota la j—ésima potencia exterior del médulo dual L* = Hom(L,Z).

Demostracion. Paso 1: Veamos que el resultado es cierto para la cohomologia con coeficien-
tes en el anillo R = Z( p)s €8 decir, veamos que

HYT,R)=~ P H'(G,N(L*®R)).
i+j=k

Si L es de la forma R” ® RG* & IG' entonces por la proposicién la resolucion de Koszul
admite una accion compatible de G. Luego por el Teorema [3.3|se tiene el resultado.

Si L no se descompone de esa manera entonces por la proposicién [3.11] existe un homomor-
fismo de ZG—modulos f: L' — Ltal que L' es de tipo (r,s,7) y f es un isomorfismo después
de tensorizar con R.
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Sea I" = L’ x G. El homomorfismo f induce un homomorfismo de grupos f:I'—T de-
finido por f(I',g) = (f('),g) paratodo I’ € L' y g € G. Ademds, los homomorfismos f, f y
idg definen un homomorfismo de extensiones de grupos

0 s L/ y TV y G y 0
oo
0 > L s T s G > 0

Por la funtorialidad de la sucesion espectral Lyndon—Hochschild—Serre, proposicion [2.13]
tenemos que existe un homomorfismo de sucesiones espectrales ¢, : E, — E, para todo r > 0,
donde E, y E, representan las sucesiones espectrales de Lyndon—Hochschild—Serre asociadas
a 'y I respectivamente.

Notemos que H/(L,R) = H/(L',R). En efecto, por el resultado principal del capitulo 1 te-
nemos que H'(L,Z) = H'(BL;Z) donde BL es el espacio clasificante de L, es decir, BL &
(SN donde 7 es el rango de L. De aqui H'(L,Z) = L = Hom(L,Z). Por otro lado como
f®id:L'®R — L®R es un isomorfismo entonces existe un isomorfismo entre H' (L) ® R
y H'(L') ® R. Pero por el teorema de coeficientes universales y el hecho de que R es plano
como grupo abeliano tenemos que H' (L,R) =2 H' (L) ® R (similarmente para H' (L', R)). Esto
es H'(L,R) = H'(L',R).

Ahora observemos que H/(L,7Z) = H/((S1)", ) = NVH ((S")";Z) =2 AVH'(L,Z). Entonces
H/(L,R) = NH' (L)® R=NH'(L')®R = H/(L',R) como se queria.

Lo anterior implica que Ey = H(G,H/(L,R)) = H'(G,H/(L',R)) = E5, entonces por el
teorema de comparacién de sucesiones espectrales, proposicion [2.2] tenemos que todas las

paginas E, y E, son isomorfas para r > 2 y que sus términos limite también son isormofos,
es decir,

@ H'(G,H/(L,R) = P H(G,H/(L,R))
i+j=k i+ j=k

equivalentemente
P H'(G.ANL* @R = P H'(G,NL*®R).
i+j=k i+j=k
Esto demuestra el resultado para la cohomologia de I" con coeficientes en R = Z ).
Paso 2: Ahora veamos que el resultado es cierto para coeficientes en Z.

De manera similar al paso 1, si L es de tipo (r,s,?) entonces se sigue el resultado. Ademas,
dado que H*(G, M) para k > 0 no tiene g—torsién para g un niimero primo distinto de p y M
un G—mddulo arbitrario (ver teorema 10.3, capitulo III del libro [4]), tenemos que tampoco
HK(T',7Z) tiene g—torsién para k > 0. En otras palabras,

HYT,Z) 2 Z% @ (Z/p)* & (Z/p*) 2 @ - @ (2 p")Po.
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Si L no es de tipo (r,s,¢) entonces por el paso 1, tenemos que H*(T',R) = H*(T",R).

Por el teorema de coeficientes universales H*(I",R) = H*(I",Z) ® R, entonces
Hk(F,R) o~ Hk(F/,Z) QR (Za" D (Z/p)bk,l D (Z/pz)bk"z DD (Z/pr)b’”) QR.
Puede demostrarse que (Z/p" )% @ R = (Z/p")Pr, con lo que

HY(CR) = R (2 p)"1 © (2 p?)"2 @+ (2

Ahora, como H¥(T',Z) es un grupo abeliano finitamente generado tenemos que

HNT,2) = 2% & (Z/p)P @ (Z/p" )P @@ (Z/p P o @ Z/q",

q#p
q primo

entonces H*(I,Z) @ R = R% & (Z/p)P1 @ (Z/p*)P2 @ ... @ (Z/ p")Per. Pero recordemos
que H*(T',Z) ® R~ H*(T',R), esto es ay = Qi y by j = i j paratodo 1 < j < r.

Veamos que H*(I",Z) no tiene g—torsion para g # p primo. Como |G| = p es invertible en
Zg) y por tanto invertible en H’ (L, Z(q)) entonces por el corolario (10.2), capitulo III de [4],

0, sii>0

EY =H'(G.H'(L,Z(;))) = {HJ(L Zy)¢ sii=0
9 q !

es decir, H*(T", Z) no tiene g—torsién, esto implica que
HY(T,Z) = 2% @ (Z/p)"™ ® (Z/p*)** ®--- ® (Z/p")* = HY (T, Z).
Lo cual completa la demostracion. 0

Ejemplo 5. Sea G = {1,g} con g = 1 y sea L = (¢). L un ZG—reticulo con la accién del
signo. Por el teorema anterior,

HYZx1/2)= @ H(Z/2,H(2)),
i+j=k
donde 7Z/2 actda trivialmente en H°(Z) = Z y por multiplicacién por —1 en H'(Z) = Z.
Luego
Z, sii=0
H (Z)2,H(Z))={7Z/2, siiespar,i>0, H(Z/2,H(Z)) {

0, si i es impar

0, siies par

Z]2, siiesimpar
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0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

7Z/2 0 Z)2 0 72
0 Z/2 0 Z/2 0

N o o o

E, =F.
De donde,

7, sik=0
HYNZx7/2) = )26 7Z/)2, sikespar,k>0.

0, si k es impar



Apéndice

Conjuntos Simpliciales

Este apéndice tiene por objetivo estudiar los conceptos basicos de conjuntos simpliciales con
el propdsito mostrar una manera de construir el espacio clasificante de un grupo discreto.
Esta seccion del trabajo fue tomada de los libros [10] y [[11] del autor J. P. May.

A.1. Definiciones

Definicion A.1. Un conjunto simplicial es una coleccién de espacios {X, },>¢ tal que para
cada n > 0 existen funciones

0i: X, —X,_1, 0<i<n
5j: X — Xout, 0<j<n

que verifican las siguientes identidades,

8,-8]-:8j_1(9,~ sii<j

SiSj = Sjy18i sii<j
Sj_lai, Sii<j

aiSj: id, sii=joi=j+1
Sjal;l, sii>j+1

Un conjunto simplicial se denota por X,, las funciones d; y s; se denominan mapeos cara y
mapeos degeneracion respectivamente y las identidades reciben el nombre de identidades
simpliciales. Los elementos de X, se llaman n—simplejos.

Ejemplos. (Conjuntos Simpliciales)

1. Sean X,, Y, conjuntos simpliciales se define el producto cartesiano de conjuntos simpli-
ciales por X, X Yo = {X,, X ¥, } ,ev con mapeos cara y degeneracion definidos de manera
clara.

67



68

Apéndice A. Conjuntos Simpliciales

2. Sea X un conjunto arbitrario. Definimos el conjunto simplicial £X, de la siguiente

manera, EX, = X", 9, : EX, — EX,_; es tal que

ai(xh'" 7xl’l+1) = (x17' "7)/C\l'7"'7xn+1)

y si: EX, — EX,,11 se define por

Si(X1y e Xnt1) = (X1, o X0, Xy X 1y -5 Xng 1)

. Sea G un grupo discreto. Definimos el conjunto simplicial BG, de la siguiente manera,

BG, =G",
8,' :BG, — BG,_; y ;- BG, — BGn+1

definidos asi

(82,---,8n), sii=0
8,-(g1,...,gn): (807---:gigi+17~--agn)7 si0<i<n
(go,...,gn_l), sii=n

Si(gla"'agn) = (g17"'7gi7lvgi-l-la"'?gﬂ)‘

. Sea G un grupo discreto. Definimos el conjunto simplicial EG, de la siguiente manera,

EG, = G"! y paratodo 0 < i < n sean,
8,~ EG, — EG,_ y ;- EG, — EG,H_l

los mapeos cara y degeneracién definidos por,

(g(),...,gn_l), sii=n

Si(g07-'~;gn) = (80,--->gi,1>gi+1>---,gn)

0s--38i8i+1s-- - ; si0<i<n-—1
az<g07;gn):{<g 8i8i+ gn)

. Sea A la categoria cuyos objetos son conjuntos de la forma [m] := {0,1,...,m} con

m € Ny los morfismos son funciones crecientes.

Para cada r > 0 consideremos el funtor contravariante Hom(—, [r]) : A — Ser tal que
Hom(—,[r]) (f : [n] — [m]) = f* : Hom([m], [r]) — Hom([n], [r]) donde f* se define
por f*(ot) = oo f.

Sean ;: [n— 1] — [n] y 0; : [n+ 1] — [n] con 0 < i < n definidas por
. J sij<i ) j si j<i
%i(J) = 1", o oi(J) =1, L
j+1 sij>i j—1 stj>i
Esto define entonces el conjunto simplicial A[r] para r > 0, con Alr], := Hom([n],[r])
y para todo 0 <i < n los mapeos cara y degeneracion son

0;:= 8 : Alr]ly — Alr]u—1 s; = O;

i - A[V]n — A[r]n—H-
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Definicion A.2. Un n—simplejo x se denomina degenerado si existe un (n — 1)—simplejo y
y existe s; tales que x = 5;(y). En otro caso x se dice no—degenerado.
Proposicion A.1. Todo punto x, € X, puede escribirse de manera tinica como
Xn = 8], S (Xn—p),
donde x,_, € X;,, es no—degeneradoy 0 < j; <--- < j, <n.
Demostracion. Supongamos que x, € X, es un n—simplejo degenerado entonces se tiene
que x, = s;j(x,—1) para algiin mapeo degeneracion s; y algin x,_; € X,_1. Si x,—1 es no—
degenerado terminamos, pero si x,_; es degenerado entonces por induccion tendremos que
Xy = 8,85, ()

para algun x,,_, € X,,_, no—degenerado. Notemos que este procedimiento se detiene porque
no existen simplejos de dimensidén menor que cero.

En cuanto a la unicidad, supongamos que x y y son simplejos no—degenerados (no necesaria-
mente de la misma dimensién) y supongamos que para composiciones de mapeos degenera-
cionAyB

Ax = By.

Supongamos que A = s, ---s;, y D = dj, ---d;, entonces utilizando las identidades simpli-
ciales tenemos que DA = id luego x = DBy. Usando las identidades simpliciales para mover
los mapeos degeneracion a la izquierda nos queda x = B’D’y donde D’ es una composicién
de mapeos cara 'y B’ es una composicién de mapeos degeneracion.

Por hipétesis x es no—degenerado luego x = D'y con lo que x es una cara de y. De manera
andloga se ve que y es una cara de x. Por tanto x debe ser igual a y. [

A.2. Realizacion Geométrica

Recordemos que el n—simplejo estandar es el espacio

n
A= (t,...otn): 0< 1< 1, Y ;=17 CR""
i=0

y para todo 0 < i < n tenemos los mapeos
0Ny, — A1 Yy OiiA— A,
definidos por

5i(t(),...,tn) = (t(),...,ti_l,o,ti,...,tn)
Oi(to, .- stn) = (to, - s tittig1, .. ty).

llamados mapeo cocara y codegeneracion, respectivamente.
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Definicion A.3. Sea X, un conjunto simplicial. Consideremos a X,, con la topologia discreta
y a A, con la topologia de subespacio de R"*!, para todo n € N. Se define la realizacién

geométrica de X, como
X,| := <|_|Xn><A,,) /N
neN

(9i(x),1) ~ (x,6i(t)), x€ Xy, t €A1,

donde

y
(si(x),1) ~ (x,0i(t)), x€Xp, t € Apy1.

Denotamos a [(x,)] por [x,?] para todo x € X,, y para todo t € A,,.

El conjunto |X,| puede dotarse de una topologia. Definamos

k
Fi|X| :Im{ | | X0 x Ay — |X.y}.

n=0
Entonces
FolXe| C Fi|Xe| C -+ C Fy|Xo| C -+ C | X,

definen una filtracion para |X,|.
Se define 7 C |X,| abierto si y solo si % N Fy|X.| es abierto para todo .
Lema A.2. Todo punto [x,,1,] € |X.| es igual a un tinico punto no—degenerado.
Demostracion. Recordemos que un punto (fo,t,...,t,) de A" se dice interior si n =0 o si
0 <t; < 1 paratodo i.
Observemos que todo punto u, € A, puede escribirse de manera inica como
Up = 6iq T 51'1 (un—q>7
donde u,, 4 € A4 es un punto interiory 0 < iy <--- <iyz <n.

Sea [x,,1,] € | X,|. Por la observacion anterior y por las relaciones de la realizaciéon geométrica
tenemos que

s ta] = [y, - 8, (tng)] = [0+~ Oy (%) Fg),
donde #,_, € int(A,—4). Por otro lado, por la proposicién Oy 0, () = Xp—g € Xpg
puede escribirse de la forma x, 4 =, 5 (Xn—g—p) cON Xy p € Xy p Nno—degenerado.

Entonces
Pnstn] = g5 tn—q] = [8), - 8y (Gn—g—p)stn—g] = Pn—q-p> Gy - G, (ta—g)]-
Notemos que x, 4, € X;,—4—p €s no—degenerado y como 1, 4 € int(An,q) entonces
O+ 0j,(tn—q) € int(Ay—g—p),

de donde [x,,?,] es igual a un punto no—degenerado. La unicidad se sigue de la proposicién
[A.T]y de la observacién inicial. O
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Teorema A.3. Sea X, un conjunto simplicial entonces |X,| es un CW—complejo con una
n—celda por cada elemento no—degenerado en X,.

Demostracion. Recordemos que Fy|Xe| C F1|Xe| C -+ C F¢|Xo| C --- C |X,| s una filtracion
para |X,| donde

k
Fi | X, | :Im{ | | Xnx Ay = |X.|}.

n=0
para todo k > 0.

Calculemos A := F,|Xe| — F,—1|Xs| C X, x A;. Sea a € A entonces a = [x4,t,| con x, € X, y
1 € Ay, esto yaque Fy|Xe| = (LU7_o Xy x A) / ~.

Notemos lo siguiente, si x, = sj(x,—1) para algin s; : X, — X, y algtn x,_1 € X,
entonces [x,,7,] = [x4—1,0;(ty)]. Es decir, si x, es degenerado entonces [x,,#,] proviene de
un elemento del “paso anterior de la filtracion” F,_|X,|. Por tanto [x,,?,] debe ser tal que
xg € Xy —5j(X4—1) paratodo 0 < j < (g —1).

De manera similar si t, = §;(t,—1) para algin &; : A, — A, y algin#,_| € A,_; entonces
[xg,t4] = [9i(x4),24—1]. Es decir, si t,_; no es un punto interior entonces [x,,?,] proviene de
una clase del “paso anterior de la filtracién” F,_;|X,|. Por tanto [x,,#,] debe ser tal que #, €
A, —Fr(Ay) con Fr(A,) la frontera de A,.

Esto demuestra que

A= {[xq,tq] D xg€X,—5j(Xy—1)paratodo0< j<(g—1)yt, € Aq—Fr(Aq)}.

Ahora definamos el conjunto de las g—celdas. Por cada elemento en X, —s;(X,—1) con
0 < j<(g—1) tendremos una g—celda. Identificamos a D7 con A, y definimos el mapeo
caracterfstico Wy, : {x;} x Fr(A,) — F;_1|Xe|, como la compuesta,

{5} x Ay —1= X, x Ay —"— F|X,|.

Y definimos y;,, el mapeo adjuncién, como la restriccién del mapeo Wy, a {x,} X Fr(Ap).
Estos mapeos claramente son continuos y como ya sabemos a qué es igual Fy|X,| — F|X,|
entonces el mapeo ¥y, es inyectivo en el interior de A,.

Es sencillo verificar que el siguiente diagrama es pushout,

LIy
Leex,—s;(x, ) {x} X Fr(8g) —— Fg—1|Xa|

0<j<(g—1)
I |

LWy
I_l)CEXq*Sj(Xq_]){x} X Aq E— Fq|X0|

0<j<(¢—1)
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Definicion A.4. Sean X,, Y. conjuntos simpiciales. Una funcién simplicial f, : Xo — Y, es
una coleccion de funciones {f, : X;, — Y, },>0 tales que conmutan con los mapeos cara y
degeneracion, es decir,

fn—laizgifn y fn+1sj:sjfn-

al‘ j
X, — Xn-1 X, L) Xn+1
fnl lfnfl fnl lfnJrl
Yn L) Ynfl Yn L) Yn+l

Definiciéon A.5. Sean f,, g. : Xoe — Y, funciones simpiciales. Se dice que f, es homotopica
a ge si existen funciones h; : X, — Y, si para todo 0 < j < g tales que

doho = fo» aq%—lhngtl
hj—10; sii<j

dihj=1< dihj_y sii=j>0
hidi—y sii>j+1

h hjpisi sii<j
sihi =
T hysio sii>

he se llama una homotopia de f, a g, y se denota por f, >~ g,.

Ygi1 Y1
7 "(
J ao aq+l j so| - 5q
A .
X, L Y, X, Y,
_—
q a3 q q L
d 9y h] S0 Sg—1 h,

X, 1 X, 1

Proposicion A.4. Sean f,, g, : Xo¢ — Y, funciones simpliciales. Entonces f, >~ go si y solo
si existe una funcién simplicial F, : Xe X A[1] — Y, tal que para todo n > 0,

Fo(x,Co) = gn(x) 'y Fu(x,C1) = fu(x).

Donde Cy y C; en A[l], representan los homomorfismos Cy : [n] — [1] constante en 0 y
C) : [n] — [1] constante en 1, respectivamente.
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Demostracion. Supongamos que f, =~ g, y sean > 0. Dado que A[1], tiene (n+2) elementos
y a excepcion de Cy y C; los otros n pueden escribirse como

Sp—1---Sit18i—1---s0(id), con 0<i<(n—1),
donde id : [1] — [1] es la identidad en A[1];. Entonces para todo x € X,, definamos
Fy: Xy x A[l], — Y,
por
Fa(x,Co) = gn(x)

Fn(X,Cl) an(x)
Fn(x7sn—1 e Si1Si—1 ‘50<id)> = a'-i-lhi(x)ﬂ

para 0 <i < (n—1). Puede verse que F, conmuta con los mapeos cara y degeneracion.
Reciprocamente sean > 0y sea 0 <i < n se define h; : X, — Y41 por

hi(x) = Fy1(si(x),Sn—1 - Sit18i—1 -~ so(id)).
Puede verse que h, verifica las identidades de homotopia simplicial. 0

Proposicion A.5. Sea f, : Xo — Y, una funcion simplicial, entonces f, induce una funcién
continua | fo| : | Xe| — |Ye| definida por |fe|[x,?] = [fn(x),?] paratodo x € X, y para todo € A,,.
Teorema A.6. Sean X,, Y, conjuntos simpliciales entonces existe una biyeccion entre

|Xe X Yeo| 'y |Xe| X |Yel.

Demostracion. Sean Ty : Xo X Yo — Xo y My : Xo X Yo — Y, la primera y segunda proyeccion
respectivamente, entonces tenemos las funciones

71| 2 [ Xe X Yo| = | Xo (2] @ [Xe X Yo| = |Ya|
[(e,3), ] = [, 1] [(e, ), 2] = [:1].
Consideremos
N :=|m| X |m]| : [Xe X Yo| = [Xe| X | Vs
[Ge,y), 1] = (b ], [y, 1)
y
M 2 |Xe| X |Yo| = |Xo X Y|

definida como sigue. Sean [x,,up] € |Xe| y [y, V4] € |Ys| no—degenerados con u, = (to, . ..,1,)

y vg = (ty; - - ;). Definamos

um:iti y V= Zt;
i=0 j
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con0<m<py0<n<gq.

Si tomamos los elementos diferentes en {#"} U{v"} podemos ordenarlos de manera creciente
para obtener una sucesion 0 < ag < --- < a, = 1 y definir un elemento del interior de A, de
la siguiente manera.

Haciendo t{’ =a;—a;_1,con 0 <i<rytomandoa_j :=0. Es claro que 0 < t{’ < 1 para todo
iy Y ot/ =a, =1.De donde tenemos que el elemento w, := (1;,...,1/') € int(A;).

Ahora escojamos los indices i tales que a; ¢ {u"} digamos i,...,i,_, y similarmente esco-
jamos los indices j tales que a; ¢ {v"} digamos ji,...,i,—,. Entonces el conjunto de los {iy }
y de los {jg} son disjuntos y

I/tp = Gil .”Gl'rfp(wr> y vq = Gjl '”Girfq(wr)'
Definimos entonces
N ([xXp,upl, g, vql) = [(Sil‘fp T Siy (xp>7sjr7q S ()’q)) vWV}
Veamos que 7] es inversa de n:

1 ([(siy o5 () 8y 57, (vg)) s wi])
([Sirfp T Si (xp)7wr]v [sjr—q S (YQ)vwr])
(Ixp: 63, -+~ 63, (1)), Ivg, 0y - 0, (Wi)])
(

[xp,upl, [Vg:vl)-

n(ﬁ([xpvupL [yquq]»

= Sea [(x,y),t] € |Xe X Y,| entonces este es igual a un elemento cuyo representante es
no-degenerado, es decir, [(x,y),t] = [(xn,yn),wn| con x,,y, no—degenerados y w, €
int(A,), entonces

(M ([, yn)swnl)) = 1 ([Xns Wal,s [Yns Wa]) = [(Xn, Y0 ) s Wa)-

Asi existe una biyeccion entre |Xo X Y| y |Xo| X |Ye]- O

Ahora bien, queremos que 1 : |Xe X Yo| — |Xe| X |Yo| sea un homeomorfismo.

Es claro que 1 : |Xo X Yo| — |Xo| X |Ys| es continua. Ademds, tenemos que 7] es continua en
cada celda del producto de los CW complejos | X,| x |Ys|. Por la proposicién A.1 del apéndice
de [7], tenemos que 7] es continua en todo subespacio compacto de |Xo| X |Ys|. Y, se puede
demostrar que todo CW complejo es un espacio topolégico compactamente generado y
utilizar el lema 46.4, capitulo 46 de [12] para concluir que 7 : |Xe| X |Yo| = |Xo X Yo €5
continua en |Xo| X |Ys|.

Asi 1 es biyectiva continua con inversa continua, de donde tenemos que |Xe X Yo| y [Xo| X |Ya|
son homeomorfos.

Corolario A.7. Una homotopia simplicial H, : X X A[1] — Y, induce una homotopia topo-
l16gica |He| 01 @ | Xe| X [0,1] —> |Ys|.
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[ista de Simbolos

(M,d’,d") complejo doble

[g1]g2|--|gn] elemento base de F,, en la resolucién bar
Z[X] modulo de permutaciones

Homg(A,B) conjunto de ZG—homomorfismos de A a B

¢ = (D,E,o, 3,7Y) pareja exacta

¢, = (Dy,E;, 4, Br,7y,) r—ésima pareja derivada de ¢

€ : ZG — Z mapeo aumentacion

ZG o Z|G] anillo del grupo G

{(Er,d;)}r>1 sucesion espectral en cohomologia

zcMod categoria de los ZG—modulos a izquierda

A ®gB producto tensorial sobre ZGde Ay B

A% invariantes del G—médulo A

Ag coinvariantes del G—modulo A

BG  espacio clasificante del grupo G

E.  término limite de una sucesion espectral

E, r—pégina de una sucesion espectral en cohomologia
G —Mod categoria de los G—moddulos a izquierda

H x K producto semidirecto de H con K

H*(G,—) cohomologia de grupo como funtor en los coeficientes

H.(G,—) homologia de grupo como funtor en los coeficientes
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I 0 IG ideal aumentacién

K(G,1) espacio de Eilenberg-MacLane
N elemento norma

RG o R[G] anillo de grupo G sobre R

TM complejo total asociado al complejo doble M
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