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“[Mathematics] is security. Certainty. Truth. Beauty. Insight.
Structure. Architecture. I see mathematics, the part of human
knowledge that I call mathematics, as one thing—one great,
glorious thing. Whether it is differential topology, or functio-
nal analysis, or homological algebra, it is all one thing. ... They
are intimately interconnected, they are all facets of the same
thing. That interconnection, that architecture, is secure truth and
is beauty. That’s what mathematics is to me.”

PAUL R. HALMOS
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Resumen

En el primer capítulo de este trabajo se demuestra que dado un grupo discreto G las defini-
ciones geométrica y algebraica de la cohomología de G son equivalentes, es decir, se prueba
que ExtnZG(Z,Z)∼= Hn(BG;Z) para n≥ 0.

En el segundo capítulo se definen los conceptos básicos de sucesión espectral y se construye
la sucesión espectral de Lyndon-Hochshild–Serre para extensiones de grupos.

En el tercer capítulo se introduce el concepto de acción compatible y se calcula la cohomo-
logía del grupo Γ = Zn oZ/p para p un número primo.

Palabras clave: cohomología de grupo, producto semidirecto, sucesión espectral, acción compa-
tible.
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Introducción

La teoría de cohomología de grupos tiene sus comienzos entre los años 1936 y 1942. Witold
Hurewicz en el año 1936 demostró que la clase de homotopía de los espacios topológicos
“inesféricos”, aquellos que tienen grupos de homotopía triviales para grados superiores, está
completamente determinada por su grupo fundamental, pero no se demostró la forma en
que lo hacía. Luego Heinz Hopf en el año 1942 publicó su artículo “Fundamentalgruppe
und zweite Bettische Gruppe”, este artículo contenía un resultado de carácter algebraico que
proporcionó la manera en la que el grupo fundamental de un espacio topológico inesférico
determinaba su tipo de homotopía.

Estos resultados dieron lugar a un hecho muy importante para su época: lograron expresar la
dependencia de un invariante topológico sobre uno de tipo algebraico, el grupo fundamental.
Así se conviertieron en la fuente no solo de la homología y la cohomología de grupos sino
de las definiciones de funtor, dualidad, sucesión espectral, espacios topológicos Eilenberg–
MacLane, funtores derivados y álgebra homológica.1

Este trabajo de grado se concentra en el cómputo de cohomología de grupos para un caso par-
ticular de grupos que se construyen mediante el producto semidirecto. En general, si G es un
grupo discreto, los grupos de cohomología Hn(G,Z) para n ≥ 0 son invariantes algebraicos
que capturan información intrínseca del grupo G. Estos grupos de cohomología pueden defi-
nirse de dos maneras distintas pero equivalentes. Desde el punto de vista geométrico, dado un
grupo discreto G podemos encontrar un espacio llamado el espacio clasificante de G que se
denota por BG. Este espacio clasificante es un espacio conexo que está determinado por las
siguientes condiciones: el grupo fundamental de BG es G y los grupos de homotopía altos de
BG son triviales. En otras palabras, BG es un espacio de Eileberg-Maclane de tipo K(G,1).
La definición geométrica de los grupos de cohomología de G está dada por los grupos de
cohomología del espacio BG. Más precisamente, se tiene

Hn(G;Z) := Hn(BG;Z), para n≥ 0.

Desde el punto de vista algebraico podemos definir los grupos de cohomología Hn(G,Z)
de la siguiente manera. Consideremos el anillo de grupo ZG asociado a G. Como grupo
abeliano ZG es un grupo libre abeliano con generados los elementos de G. Utilizando este

1Está breve historia fue tomada del texto de S. MacLane [8] en el cual puede encontrarse una versión más
detallada de la misma.
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xii Capítulo 0. Introducción

anillo podemos podemos definir Hn(G,Z) de manera algebraica como

Hn(G;Z) = Ext∗ZG(Z,Z), para n≥ 0.

Es interesante recalcar que las dos definiciones dadas anteriormente son equivalentes y por
tanto podemos utilizar herramientas geométricas, topológicas y algebraicas para el cálculo de
los grupos de cohomología.

A continuación describiremos brevemente el objetivo principal de este trabajo de grado. Sea
p un número primo y consideremos un homomorfismo de grupos ϕ : Z/p→ GLn(Z). Uti-
lizando el homomorfismo ϕ podemos construir el producto semidirecto Γ := Zn oϕ Z/p. El
propósito principal de este proyecto de tesis es realizar el cálculo de la cohomología de los
grupos Γ = Zn oZ/p. Notemos que el homomorfismo ϕ : Z/p→ GLn(Z) define una repre-
sentación integral del grupo Z/p. Cuando esta representación es fiel entonces el grupo Γ se
puede pensar como un grupo cristalográfico, los cuales forman una clase importante de gru-
pos por sus aplicaciones en geometría, álgebra y topología. En particular, el cálculo de estos
grupos de cohomología determina el cálculo de la cohomología de orbidades toroidales de
dimensión 6 los cuales juegan un papel importante en la teoría de cuerdas.

Para calcular la cohomología de los grupos de la forma Γ = Zn oϕ Z/p se puede utilizar la
sucesión espectral de Lyndon–Hochschild–Serre asociada a la sucesión exacta corta

0→ Zn→ Γ→ Z/p→ 0.

En [1], Adem, Ge, Pan y Petrosyan demostraron que esta sucesión espectral colapsa en el
término E2. Además no hay problemas de extensión, por lo tanto se obtiene un isomorfismo

Hk(Γ;Z) =
⊕

i+ j=k

H i(Z/p,H j(Zn;Z)).

De esta manera se pueden producir cálculos explícitos de estos grupos de cohomología. En
este trabajo de grado se van a estudiar las técnicas y los resultados fundamentales desarrolla-
dos en [1].

Este trabajo de tesis está organizado de la siguiente manera: En el capítulo 1 se estudian las
definiciones de cohomología de grupos, en el capítulo 2 se introducen las nociones básicas de
sucesiones espectrales y se construye la sucesión espectral de Lyndon–Hoschshild–Serre aso-
ciada a una extensión de grupos. En el capítulo 3 se dan las definiciones de acción compatible
y acción especial y se calcula la cohomología del producto semidirecto de un ZG−retículo
finitamente generado con G, donde G es el grupo cíclico finitamente generado de orden p,
con p un número primo. Finalmente, en el apéndice se estudian los conceptos de conjuntos
simpliciales como conceptos preliminares para construir el espacio clasificante de un grupo
discreto.



Capı́tulo 1
Cohomología de grupos

Este capítulo toma como referencia principal el libro de K. S. Brown [4] y la sección de
G−CW complejos es tomada del texto de T. Dieck [15]. El propósito de este capítulo es
demostrar que si G es un grupo discreto entonces las definiciones algebraica y geométrica de
la cohomología de G son equivalentes. Para ello se introducen los conceptos de G−módulo,
G−CW complejo, cohomología de grupo desde el punto de vista algebraico y topológico, se
describen algunas resoluciones libres importantes de Z como ZG−módulo y se presentan los
resultados que permiten demostrar la equivalencia mencionada.

También se incluyen las definiciones y algunas propiedades de la cohomología de grupos con
coeficientes y de módulos inducidos y coinducidos, ya que serán de utilidad en el segundo
capítulo de este trabajo.

En este capítulo adoptaremos las siguientes convenciones: G siempre denotará un grupo dis-
creto escrito multiplicativamente. A menos que de manera explicita se diga lo contrario,
los módulos se entenderán como módulos a izquierda, las acciones de grupo serán accio-
nes a izquierda y el conjunto de los enteros será un G−módulo trivial. Los grupos abelianos
HomZ(−,−) y −⊗Z− se denotarán por Hom(−,−) y −⊗−.

1.1. G−módulos

En general, si G es un grupo (no necesariamente finito) y R es un anillo puede construirse un
R−módulo que tenga los elementos de G como base. Utilizando las operaciones de G y de R,
este módulo puede dotarse de estructura de anillo.

Para esto, denotemos por RG o por R[G] al conjunto de sumas formales ∑g∈G rgg, donde
g ∈ G, rg ∈ R y rg = 0, para todo g ∈ G, excepto para un número finito. Este conjunto tiene

1



2 Capítulo 1. Cohomología de grupos

estructura de anillo con las siguientes operaciones:

∑
g∈G

rgg+ ∑
g∈G

sgg = ∑
g∈G

(rg + sg)g,(
∑

g∈G
rgg

)(
∑

h∈G
shh

)
= ∑

g,h∈G
rgshgh.

RG también tiene estructura de R−módulo con la operación

s

(
∑

g∈G
rgg

)
= ∑

g∈G
(srg)g.

De hecho, si R es conmutativo entonces RG es un álgebra sobre R.

Este anillo recibe el nombre de anillo de grupo de G sobre R y en el caso de que R sea
conmutativo, recibe el nombre de álgebra de grupo de G sobre R.

Las estructuras básicas que aparecen en cohomología de grupos son los anillos de grupo sobre
el anillo de los enteros y los módulos sobre estos anillos.

Si G es un grupo, el anillo ZG (o Z [G]) se llamará simplemente anillo de grupo (o anillo
integral del grupo G).
Ejemplos. (Anillos de grupo)

1. Si G es el grupo trivial entonces claramente Z [1] = {x ·1 | x ∈ Z} ∼= Z.

2. Supongamos que G es un grupo cíclico finito de orden n con generador t, entonces los
elementos de G son de la forma ∑

n−1
i=0 ait i con ai ∈ Z.

Por ejemplo, para n= 2 tenemos que G= {1, t} con t2 = 1, es decir, G∼=Z/2. Entonces
el anillo del grupo Z/2 es

Z [Z/2] = {x ·1+ y · t | x,y ∈ Z}.

3. Sea G el grupo cíclico infinito generado por t donde el orden de t es infinito. Entonces
Z [G]∼=Z[t, t−1], es decir, el anillo del grupo G es el anillo de los polinomios de Laurent
∑n∈Z a(n)tn con a(n) ∈ Z y a(n) = 0, para todo n ∈ Z, excepto para un número finito.

Definición 1.1. Sea G un grupo. Un grupo abeliano A se dice G−módulo si G actúa lineal-
mente sobre A, es decir, existe una acción de G en A tal que g(a1+a2) = ga1+ga2, para todo
g ∈ G y para todo a1, a2 ∈ A.

Resulta claro que un grupo abeliano es un G−módulo si y solo si es un ZG−módulo, ya
que si A es un G−módulo entonces A puede dotarse de estructura de módulo sobre ZG de la
siguiente manera, (

∑
g∈G

agg

)
a = ∑

g∈G
ag(ga),
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con ag ∈ Z y a ∈ A. De aquí, si definimos la categoría G−Mod como aquella que tiene por
objetos los G−módulos y por morfismos a las funciones G−equivariantes y, denotamos por
ZG Mod a la categoría de los módulos sobre el anillo ZG, tenemos que estas dos categorías
G−Mod y ZG Mod pueden identificarse.

Si A y B son G−módulos denotaremos a los grupos abelianos HomZG(A,B) y A⊗ZG B por
HomG(A,B) y A⊗G B respectivamente. Observemos que por ser A un G−módulo a izquierda
tiene sentido considerar el producto tensorial sobre ZG entre A y B porque A puede dotarse
de estructura de G−módulo a derecha mediante la siguiente acción lineal a derecha:

ag = g−1a, para todo g ∈ G y a ∈ A.

Ejemplos. (G−módulos)

1. Todo grupo abeliano A es un G−módulo con la acción trivial, esto es, ga = a para todo
g ∈ G y para todo a ∈ A. En este caso diremos que A es un G−módulo trivial.

2. Supongamos que G = {1,τ} con τ2 = 1 y sea A = Z. Definimos la acción de τ por el
cambio de signo, τa =−a para todo a ∈ A. Claramente esta acción es lineal, entonces
Z es un Z/2−módulo, es decir, un módulo sobre Z [Z/2] donde el producto está dado
por

(x+ yτ)a = (x− y)a.

para todo x,y,a ∈ Z.

3. Sea G un grupo y H un subgrupo de G. Veamos que Z [G/H] es un G−módulo.

Se tiene que el grupo G actúa en el conjunto G/H por traslación a izquierda. Esta
acción puede extenderse a una acción lineal de G en Z [G/H] de la siguiente manera:
sea A el conjunto de representantes de las clases distintas de G/H entonces

g

(
∑
a∈A

naa

)
= ∑

a∈A
naga,

para todo na ∈ Z y g ∈ G.

4. Sea R un anillo arbitrario. Recordemos que si A y B son R−módulos a izquierda enton-
ces Hom(A,B) no tiene necesariamente estructura de R−módulo. De manera similar,
si A es un R−módulo a derecha y B es un R−módulo a izquierda, entonces A⊗B solo
tiene estructura de grupo abeliano. Pero cuando el anillo es ZG si se tienen estructuras
de G−módulos para estos grupos abelianos.

Sea G un grupo y consideremos los G−módulos A y B. Definimos la acción diagonal
en Hom(A,B) como sigue,

(gϕ)(a) = gϕ(g−1a),

para todo g ∈ G, ϕ : A−→ B y a ∈ A. Y definimos la acción diagonal en A⊗B por,

g(a⊗b) = ga⊗gb,
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para todo g ∈ G, a ∈ A y b ∈ B.

Las acciones así definidas son lineales, con lo que Hom(A,B) y A⊗B son G−módulos.

Existen dos G−módulos triviales importantes que permiten definir el funtor de los invariantes
(también llamado funtor del punto fijo) y el funtor de los coinvariantes, los cuales son funtores
que van de la categoría ZG Mod en ella misma.
Definición 1.2. Sea G un grupo y A un G−módulo.

1. Se define el subgrupo de los invariantes de A como

AG = {a ∈ A : ga = a para todo g ∈ G} .

2. Se define el cociente de los coinvariantes de A como

AG = A/submódulo generado por {(ga−a) : g ∈ G, a ∈ A} .

Por definición es claro que tanto AG como AG son G−módulos triviales. Además AG es el
submódulo trivial maximal de A y AG es el módulo cociente más grande de A que es trivial.

Dadas las definiciones anteriores, resultan naturales las definiciones de los funtores. El funtor
de los invariantes, denotado por −G, asigna a cada G−módulo el submódulo de sus inva-
riantes y a cada morfismo ϕ : A −→ B entre G−módulos le asigna el morfismo restricción
ϕ|AG : AG−→ BG. La definición del funtor de los coinvariantes,−G, es completamente análo-
ga.
Nota 1. El grupo abeliano HomG(A,B) se obtiene de Hom(A,B) agregando la relación

ϕ(ga) = gϕ(a)

para todo ϕ : A−→ B homomorfismo de grupos abelianos, g ∈G y a ∈ A o equivalentemente
(gϕ)(a) = ϕ(a), es decir, HomG(A,B) = Hom(A,B)G.

Similarmente el grupo abeliano A⊗G B se obtiene de A⊗B agregando la relación

ag⊗b = a⊗gb

para todo g ∈ G, a ∈ A y b ∈ B lo que equivale a agregar la relación ga⊗gb = a⊗b, con lo
que A⊗G B = (A⊗B)G.

La siguiente proposición permite determinar las propiedades que poseen los funtores de los
invariantes y coinvariantes, al ser comparados con funtores conocidos.
Proposición 1.1. Sea A un G−módulo arbitrario y consideremos a Z como un G−módulo
trivial. Entonces

AG ∼= HomG(Z,A) y AG ∼= Z⊗G A.

Demostración. Para ver que AG ∼= HomG(Z,A) consideremos el mapeo HomG(Z,A)→ AG

definido por ϕ 7→ ϕ(1) con ϕ : Z−→ A. Este mapeo es biyectivo y ZG−homomorfismo.
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Ahora para ver que AG ∼= Z⊗G A consideremos el mapeo AG→ Z⊗G A dado por ā 7→ 1⊗
a donde a ∈ A. Utilizando la propiedad universal del producto tensorial podemos definir
un mapeo Z⊗G A→ AG dado por x⊗ a 7→ xā. Estos mapeos son inversos entre si y son
ZG−homomorfismos.

La proposición 1.1 nos permite establecer las siguientes propiedades de los funtores −G y
−G.
Proposición 1.2. Sea G un grupo.

1. Exactitud a izquierda: Sea 0→ A→ B→ C una sucesión exacta de G−módulos,
entonces la sucesión inducida 0→ AG→ BG→CG es exacta.

2. Si F es un ZG−módulo libre con base {ei}i∈I , entoces FG es un grupo abeliano libre.

3. Exactitud a derecha: Sea A→ B→C→ 0 una sucesión exacta de G−módulos, en-
tonces la sucesión inducida AG→ BG→CG→ 0 es exacta.

4. Si F es un ZG−módulo libre con base {ei}i∈I , entoces FG es un grupo abeliano libre
con base {ei}i∈I .

Proposición 1.3. Sea G un grupo y M un G−módulo. Si H es un subgrupo normal de G
entonces,

(i) La acción de G en M induce una acción de G/H en HomH(Z,M).

(ii) Existe un isomorfismo HomG(Z,M)∼= HomG/H(Z,HomH(Z,M)).

Demostración.

(i) Sea g ∈ G y α : Z→ M un homomorfimo de ZH−módulos. Se define la acción de
G/H en HomH(Z,M) por (gα)(x) := gα(x) para todo x ∈ Z.

Veamos que gα : Z→M es un homomorfismo sobre ZH.

Que gα sea homomorfismo de grupos es consecuencia de que α es un homomorfismo
de grupos y del hecho de que G actúe linealmente en M. Basta verificar que (gα)(x) =
h(gα)(x) para todo h ∈ H y para todo x ∈ Z. Sea h ∈ H entonces

h(gα)(x) = h(gα(x)) = g((g−1hg)︸ ︷︷ ︸
∈H

α(x)) = gα(x) = (gα)(x).

Así gα es homomorfismo de ZH−módulos.

Ahora veamos que en efecto esto define una acción lineal de G/H en HomH(Z,M).
Sean g, l ∈ G y supongamos que existe h ∈ H tal que g = lh entonces para todo x ∈ Z,

(gα)(x) = gα(x) = (lh)α(x) = lα(x) = (lα)(x),

es decir, la acción está bien definida. Es fácil verificar las propiedades de acción y la de
linealidad.
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(ii) Definamos Φ : HomG(Z,M)→HomG/H(Z,HomH(Z,M)) como sigue: sea α : Z→M
un homomorfismo de ZG−módulos entonces

Φα := Φ(α) : Z→ HomH(Z,M)

1 7→ α.

Notemos que Φα ∈ HomG/H(Z,HomH(Z,M)), pues para todo x,y,z ∈ Z y g ∈ G,

Φα(x+ y)(z) = (x+ y)α(z) = xα(z)+ yα(z) = (Φα(x)+Φα(y))(z),

(gΦα(x))(z) = g(xα(z)) = gα(xz) = α(xz) = xα(z) = Φα(x)(z) = Φα(gx)(z).

Por otro lado, es claro que Φ es homomorfismo de grupos abelianos inyectivo. Basta
ver que Φ es sobreyectivo.

Sea ϕ : Z→ HomH(Z,M) un homomorfismo de Z [G/H]−módulos, es decir, ϕ(x) =
gϕ(x) para todo x ∈ Z y para todo g ∈ G.

Consideremos α := ϕ(1) ∈ HomH(Z,M) y veamos que α ∈ HomG(Z,M). Sea g ∈ G
y x ∈ Z entonces

gα(x) = gφ(1)(x) = (gϕ(1))(x) = ϕ(1)(x) = α(x).

Así α ∈ HomG(Z,M) es tal que Φα = ϕ .

Proposición 1.4. Sea M un G−módulo y sea M0 su estructura de grupo abeliano. Entonces
Hom(ZG,M) (con la acción diagonal) es isomorfo a Hom(ZG,M0).

Demostración. Recordemos que la acción de G en Hom(ZG,M) está dada por

(gα)(a) = gα(g−1a),

para todo g,a ∈ G y α ∈ Hom(ZG,M).

Y la acción de G en Hom(ZG,M0) está dada por

(gα)(a) = α(g−1a),

para todo g,a ∈ G y α ∈ Hom(ZG,M).

Definamos Λ : Hom(ZG,M0)→ Hom(ZG,M) por Λα : ZG→ M, g 7→ gα(g), para todo
α ∈ Hom(ZG,M0) y g ∈ G.

Λα está bien definida y es homomorfismo de grupos abelianos,es decir, Λα pertenece a
Hom(ZG,M).

Veamos que Λ es homorfismo de grupos abelianos.

Sean α, β ∈ Hom(ZG,M0) entonces

Λα+β (g) = g(α +β )(g) = gα(g)+gβ (g) = Λα(g)+Λβ (g).



1.1. G−módulos 7

Veamos que Λ es homorfismo de grupos G−módulos.

Sean g,h ∈ G y α ∈ Hom(ZG,M0) entonces

Λgα(h) = h(gα)(h) = hα(g−1h) = g(g−1hα(g−1h)) = gΛα(g−1h) = gΛα(h).

Además ϒ : Hom(ZG,M)→Hom(ZG,M0) definida por ϒα : ZG→M0, g 7→ g−1α(g),
para todo α ∈ Hom(ZG,M) y g ∈ G; es tal que,

Λϒα(g) = gϒα(g) = g(g−1
α(g)) = α(g),

para todo α ∈ Hom(ZG,M) y g ∈ G.

Similarmente ϒ◦Λ = Id.

Por tanto Hom(ZG,M0)∼= Hom(ZG,M).

Proposición 1.5. Sea G un grupo y M un G−módulo. Si H es un subgrupo normal de G
entonces,

(i) La acción de G en M induce una acción de G/H en Z⊗M.

(ii) Existe un isomorfismo Z⊗G M ∼= Z⊗G/H (Z⊗H M).
Proposición 1.6. Sea M un G−módulo y sea M0 su estructura de grupo abeliano. Entonces
ZG⊗M (con la acción diagonal) es isomorfo a ZG⊗M0.

El ejemplo número 3 de G−módulos muestra, de manera particular, cómo a partir de un
conjunto con una acción de G se puede construir G−módulos. Este razonamiento puede
generalizarse y da lugar a la definición de módulo de permutaciones.
Definición 1.3. Sea X un conjunto con una acción de G. Se denomina por módulo de per-
mutaciones de X al G−módulo Z [X ]. La acción de G en Z [X ] está dada por la extensión de
la acción de G en X de la siguiente manera,

g

(
∑
x∈X

axx

)
= ∑

x∈X
ax(gx),

con g ∈ G y ax ∈ Z.

Notemos que si {Xi}i∈I es una colección de conjuntos tal que G actúa en cada Xi, entonces
para X =

⊔
i∈I Xi,

Z [X ]∼=
⊕
i∈I

Z [Xi] .

Proposición 1.7. Sea X un conjunto arbitrario con una acción libre de G. Entonces Z [X ] es
un ZG−módulo libre cuya base es el conjunto de representantes de las G−órbitas distintas
de X .
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Demostración. Sea Λ el conjunto de representantes de las G−órbitas distintas de X . Sea
Ox = {gx : g ∈ G} la G−órbita de x ∈ X y Gx = {g ∈ G : gx = x} el estabilizador de x ∈ X .

Como la acción de G en X es libre entonces Gx es trivial para todo x ∈ X , por tanto,

Z [X ] = Z

[⊔
x∈Λ

Ox

]
∼=
⊕
x∈Λ

Z [Ox]∼=
⊕
x∈Λ

Z [G/Gx]∼=
⊕
x∈Λ

Z [G] .

Definición 1.4. Sea G un grupo y consideremos a Z como un G−módulo trivial. La función
ε : ZG −→ Z, dada por ε(∑g∈G agg) = ∑g∈G ag, se denomina el mapeo aumentación y el
kernel de ε , denotado por I o IG, es llamado el ideal aumentación.
Proposición 1.8. El mapeo aumentación es sobreyectivo y como grupo aditivo el ideal au-
mentación es un grupo abeliano libre con base {g−1 : g ∈ G y g 6= 1}.

Demostración. Claramente para todo a∈Z, a1∈ZG pertenece a la preimagen de a mediante
ε .

Sea x = ∑g∈G agg ∈ ZG y supongamos que x ∈ IG entonces ∑g∈G ag = 0, esto es

x = x−

(
∑

g∈G
ag

)
1 = ∑

g6=1
ag(g−1).

De donde tenemos que aditivamente IG es generado por {g− 1 : g ∈ G y g 6= 1}, ahora
veamos que este conjunto es linealmente independiente. Si ∑g6=1 ag(g− 1) = 0 entonces(
−∑g6=1 ag

)
1 + ∑g6=1 agg = 0, pero ZG es un grupo libre abeliano con base G por tanto

ag = 0 para todo g 6= 1.

Así IG = 〈g−1 : g ∈ G y g 6= 1〉.

1.2. Cohomología de grupos desde el punto de vista alge-
braico

Definición 1.5. Sea G un grupo. Se define la cohomología de G como

Hn(G) = ExtnZG(Z,Z), (1.1)

donde Z es considerado como un G−módulo trivial.

Dado que la definión de cohomología de grupos se hace a través del funtor ExtZG(Z,−)
entonces a continuación vamos a definir algunas resoluciones proyectivas de Z sobre ZG.
Vale la pena mencionar que pese a lo sencillo que es definir las resoluciones estándar y bar,
realizar cálculos con ellas puede ser complicado.
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1.2.1. Resolución estándar

Sea G un grupo. Para n ≥ 0 definamos Fn el grupo libre abeliano generado por las (n +
1)−tuplas (g0,g1, . . . ,gn) donde gi ∈ G para todo i.

Definimos una acción de G en Gn+1 dada por

g · (g0,g1, . . . ,gn) = (gg0,gg1, . . . ,ggn).

Para todo n ≥ 0 notemos que Fn es igual al módulo de permutaciones de Gn+1, es decir,
Z
[
Gn+1]. Además la acción definida arriba claramente es libre. Luego por la proposición 1.7

se tiene que Fn es un ZG−módulo libre cuya base es el conjunto de representantes de las
G−órbitas distintas de Gn+1, es decir, podemos escoger como elementos básicos a aquellos
que tienen la forma (1,g1, . . . ,gn), con gi ∈ G para todo i,

Fn = 〈(1,g1,g2, . . . ,gn)|gi ∈ G para todo i = 1, . . . ,n〉 .

También definimos para todo n > 0 el mapeo dn : Fn −→ Fn−1 dado por

dn(g0,g1, . . . ,gn) =
n

∑
i=0

(−1)i(g0, . . . , ĝi, . . . ,gn),

donde (g0, . . . , ĝi, . . . ,gn) denota el elemento (g0, . . . ,gi−1,gi+1, . . . ,gn).

Estos mapeos son homomorfismos de ZG−módulos y son tales que dn−1 ◦dn = 0, para todo
n > 0.

Luego (F∗,d∗),

· · · → Fn
dn−→ Fn−1→ ·· · → F1

d1−→ F0→ 0

es un complejo de cadenas de ZG−módulos, donde cada uno de los Fn es libre.

Veamos que al aumentar este complejo de cadenas, es decir, agregar el mapeo aumentación
en el grado cero del complejo de cadenas,

· · · → Fn
dn−→ Fn−1→ ··· → F1

d1−→ F0
ε−→ Z→ 0,

este es exacto.
Proposición 1.9. El complejo de cadenas de G−módulos

F : · · · → Fn
dn−→ Fn−1→ ··· → F1

d1−→ F0
ε−→ Z→ 0

es exacto.

Demostración. Para probar la exactitud, veamos que este complejo de cadenas es homotópi-
camente equivalente al complejo trivial. Para esto basta ver que existe una homotopía entre
los homomorfismos identidad y trivial, id,0 : F →F .
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Definimos {hn}n∈Z como sigue

hn(g0, . . . ,gn) = (1,g0,g1, . . . ,gn)

para todo n > 0 y h−1(1) = 1.

· · · Fn Fn−1 · · · F1 F0 Z 0

· · · Fn Fn−1 · · · F1 F0 Z 0.

hn h0 h−1

Es fácil ver que h∗ es una homotopía entre idF y 0.

De lo anterior tenemos entonces que

· · · → Fn
dn−→ Fn−1→ ·· · → F1

d1−→ F0
ε−→ Z→ 0

es una resolución libre de Z sobre ZG, esta resolución recibe el nombre de resolución están-
dar.

1.2.2. Resolución bar

Sea G un grupo y consideremos la notación

[g1|g2| · · · |gn] = (1,g1,g1g2, . . . ,g1g2 · · ·gn),

con gi ∈ G para todo i. Esta notación recibe el nombre de notación bar.

Observemos que para n = 0 solo hay un elemento base, el cual se denotará por [ ]. En este
caso es claro que F0 se identifica con ZG, con lo que [ ] = 1.

En la notación bar la base del ZG−módulo Fn se escribe de la forma {[g1| · · · |gn] : gi ∈ G} y
los ZG−homorfismos dn : Fn −→ Fn−1 son tales que dn = ∑

n
i=1(−1)iδi donde

δi[g1| · · · |gn] =


g1[g2| · · · |gn], si i = 0
[g1| · · · |gi−1|gigi+1|gi+2| · · · |gn], si 0 < i < n
[g1| · · · |gn−1], si i = n.

La resolución estándar escrita en estos términos recibe el nombre de resolución bar.

En los primeros grados esta resolución tiene la forma,

F2
d2−→ F1

d1−→ ZG ε−→ Z→ 0,

donde d2([g|h]) = g[h]− [gh]+ [g] y d1([g]) = g−1.
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1.2.3. Resolución libre de Z sobre ZG con G un grupo cíclico finito de
orden n

Definición 1.6. Sea G un grupo finito. El elemento norma N del anillo ZG se define como
la suma N = ∑g∈G g.
Proposición 1.10. Si G es un grupo cíclico finito de orden n generado por t entonces el
complejo de cadenas

· · · → ZG N−→ ZG t−1−−→ ZG N−→ ZG t−1−−→ ZG ε−→ Z→ 0

es una resolución libre de Z sobre ZG, donde t−1 y N son los mapeos multiplicación.

Demostración. En este caso el elemento norma de ZG tiene la forma N = 1+ t + t2 + · · ·+
tn−1.

Dado que G es conmutativo entonces el anillo de grupo de G es conmutativo, por tanto los
mapeos t−1 y N son homomorfismos de ZG−módulos.

Ahora, notemos que (t−1)◦N = N ◦ (t−1) = tn−1 = 0 y si x ∈ ZG entonces

ε((t−1)x) = ε(t−1)ε(x) = 0.

Así tenemos un complejo de cadenas. Basta probar la exactitud.

Por la proposición 1.8 se tiene que Im ε = Z y que Ker ε ⊆ Im(t−1).

Veamos que Ker(t−1)⊆ Im N. Supongamos que x = ∑
n−1
i=0 ait i ∈ Ker(t−1) entonces

0 = (t−1)x = (t−1)
n−1

∑
i=0

ait i = (an−1−a0)+(a0−a1)t · · ·+(an−2−an−1)tn−1,

con lo que a0 = a1 = · · ·= an−1, es decir, x = a0(1+ t + t2 + · · ·+ tn−1) ∈ Im N.

Finalmente Ker N ⊆ Im(t − 1), en efecto si x = ∑
n−1
i=0 ait i ∈ Ker N entonces 0 = ε(Nx) =

ε(N)ε(x) = nε(x), es decir, ε(∑n−1
i=0 ait i) = ∑

n−1
i=0 ai = 0, de aquí podemos reescribir

x =−(t−1)
(
a0 +(a0 +a1)t + · · ·+(a0 + · · ·+an−1)tn−1) ∈ Im(t−1).

Así
· · · → ZG N−→ ZG t−1−−→ ZG N−→ ZG t−1−−→ ZG ε−→ Z→ 0

es una resolución libre de Z sobre ZG.

Ejemplos. (Cohomología de grupos)
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1. Sea G el grupo trivial, como ZG∼= Z entonces una resolución libre de Z sobre Z es

0→ Z id−→ Z→ 0.

Así,

Hn(G) = ExtnZ(Z,Z) =

{
Z, si n = 0
0, si n > 0.

2. Consideremos G = {1,τ} con τ2 = 1. Como ya vimos

· · · τ−1−−→ ZG 1+τ−−→ ZG τ−1−−→ ZG ε−→ Z→ 0,

es una resolución libre de Z sobre ZG. Para calcular ExtnZG(Z,Z) debemos computar
la cohomología del siguiente complejo de cocadenas,

0→ HomG(ZG,Z) (τ−1)∗−−−−→ HomG(ZG,Z) (1+τ)∗−−−−→ HomG(ZG,Z)→ ·· · .

Notemos que el complejo de cocadenas anterior es isomorfo al siguiente

0→ Z τ−1−−→ Z 1+τ−−→ Z→ ··· .

Pero dado que la acción de G sobre Z es trivial, entonces para todo x ∈ Z tenemos que

(τ−1)(x) = (τx)− x = x− x = 0
(1+ τ)(x) = x+(τx) = x+ x = 2x.

Por tanto el complejo de cocadenas toma la forma

0→ Z 0−→ Z 2−→ Z→ ··· ,

y obtenemos,

Hn(G) =


Z, si n = 0
Z/2, si n es par y n > 0
0, si n es impar.

3. De manera más general, consideremos G un grupo cíclico finito de orden n generado
por t. Entonces una resolución libre de Z sobre ZG es

· · · → ZG N−→ ZG t−1−−→ ZG N−→ ZG t−1−−→ ZG ε−→ Z→ 0.

Razonando como en el ejemplo anterior resulta que se debe calcular la cohomología
del siguiente complejo de cocadenas,

0→ Z 0−→ Z n−→ Z→ ·· · ,

de donde,

Hn(G) =


Z, si n = 0
Z/n, si n es par y n > 0
0, si n es impar.
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4. Sea G un grupo cíclico infinito generado por t. Veamos que una resolución libre de Z
sobre ZG es la siguiente

0→ ZG t−1−−→ ZG ε−→ Z→ 0.

Claramente t− 1 es un homomorfismo de ZG−módulos. Además, notemos que para
todo p(t) = ∑

N
n=−N a(n)tn ∈ ZG se tiene que

(t−1)p(t) =
N

∑
n=−N

a(n)tn+1−
N

∑
n=−N

a(n)tn

= a(N)tN+1−a(−N)t−N +
N

∑
n=−N+1

(
a(n−1)−a(n)

)
tn.

Entonces, si p(t) ∈ ZG es tal que (t−1)p(t) = 0, debe tenerse ai = 0, para todo entero
−N ≤ i≤ N, de donde se sigue que (t−1) es inyectiva.

También es claro que ε((t − 1)p(t)) = 0. Falta probar que Ker ε ⊆ Im (t − 1). Sea
p(t) ∈ Ker ε . Entonces para todo entero −N ≤ i ≤ N definamos q(t) = ∑

N
i=−N b(i)t i,

con b(i) := ∑
i
n=−N a(n), y b(i) = 0 en otro caso. Notemos que como ∑

N
n=−N a(n) = 0

se tiene que

(t−1)
(
−q(t)

)
=−b(N)tN+1 +b(−N)t−N +

N

∑
i=−N+1

(
b(i)−b(i−1)

)
t i

= b(−N)t−N +
N

∑
i=−N+1

(
b(i)−b(i−1)

)
t i = p(t).

El complejo de cocadenas

0→ HomG(ZG,Z) (t−1)∗−−−−→ HomG(ZG,Z)→ 0

es tal que el homomorfismo (t−1)∗ se vuelve cero, ya que Z es un ZG−módulo trivial.
De aquí la cohomología de G ∼= Z está dada por H0(G) = H1(G) = Z y Hn(G) = 0
para todo n > 1.

De manera análoga puede definirse la homología de un grupo G haciendo uso del funtor
TorZG(Z,−), como sigue:
Definición 1.7. Sea G un grupo. Se define la homología de G como

Hn(G) = TorZG
n (Z,Z), (1.2)

donde Z es considerado como un G−módulo trivial.
Ejemplos. (Homología de grupos)

1. Si G es el grupo trivial entonces Hn(G) = Hn(G), para todo n≥ 0.
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2. Si G es el grupo cíclico de orden n generado por t entonces la homología de G es la
homología del complejo de cadenas

· · · 0−→ Z n−→ Z 0−→ Z→ 0.

Con lo que,

Hn(G) =


Z, si n = 0
Z/n, si n es impar
0, si n es par y n > 0.

3. Si G es un grupo cíclico infinito entonces Hn(G) = Hn(G), para todo n≥ 0.

1.3. Cohomología y homología de grupos con coeficientes

Definición 1.8. Sea G un grupo y A un G−módulo. Para todo entero n ≥ 0 definimos la
cohomología de G con coeficientes en A como

Hn(G,A) = ExtnZG(Z,A), (1.3)

y la homología de G con coeficientes en A como

Hn(G,A) = TorZG
n (Z,A), (1.4)

donde Z es considerado como un G−módulo trivial.

En general podemos calcular H0(G,A) y H0(G,A) para un grupo G y un G−módulo A arbi-
trarios.
Proposición 1.11. Sea G un grupo y A un G−módulo entonces

H0(G,A) = AG y H0(G,A) = AG.

Demostración. Consideremos la resolución libre F1
∂1−→F0

ε−→Z→ 0 de Z sobre ZG. Entonces

0→HomG(Z,A)
ε∗−→ HomG(F0,A)

∂ ∗1−→ HomG(F1,A),

F1⊗G A
∂1⊗id−−−→ F0⊗G A ε⊗id−−−→ Z⊗G A→ 0,

son exactas, luego

H0(G,A) = Ker(∂ ∗1 ) = Im(ε∗)∼= HomG(Z,A),

H0(G,A) =
F0⊗G A

Im(∂1⊗ id)
=

F0⊗G A
Ker(ε⊗ id)

∼= Z⊗G A.

Por tanto, H0(G,A) = AG y H0(G,A) = AG por la proposición 1.1.
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Ejemplos. (Cohomología y homología de grupos con coeficientes)

1. Si G es el grupo trivial entonces para todo G−módulo A se tiene que

H0(G,A) = H0(G,A) = A y Hn(G,A) = Hn(G,A) = 0, para todo n > 0.

2. Sea G = {1,τ}, con τ2 = 1 y consideremos el G−módulo trivial Z/2. Para calcular la
cohomología y homología de G con coeficientes en Z/2 debemos computar la coho-
mología y homología del complejo

0→ HomG(ZG,Z/2)
(τ−1)∗−−−−→ HomG(ZG,Z/2)

(1+τ)∗−−−−→ HomG(ZG,Z/2)→ ···

· · · → ZG⊗G Z/2
(1+τ)⊗id−−−−−→ ZG⊗G Z/2

(τ−1)⊗id−−−−−→ ZG⊗G Z/2→ 0

respectivamente. Estos complejos de cocadenas y cadenas son isomorfos a

0→ Z/2 0−→ Z/2 2−→ Z/2→ ·· · y · · · → Z/2 2−→ Z/2 0−→ Z/2→ 0

respectivamente. De aquí Hn(G,Z/2) = Hn(G,Z/2) = Z/2, para todo entero n≥ 0.

3. Sea G un grupo cíclico finito de orden n generado por t y sea A un G−módulo arbitrario.
Razonando como en ejemplos anteriores nuestro cálculo se reduce a realizar el cómputo
de la cohomología y homología de los siguientes complejos

0→ A t−1−−→ A N−→ A→ ··· y · · · → A N−→ A t−1−−→ A→ 0.

Si n≥ 1 es impar entonces

Hn(G,A) = Hn+1(G,A) =
Ker(t−1)

Im N
=

AG

Im N
.

Si n≥ 2 es par entonces

Hn(G,A) = Hn−1(G,A) =
Ker N

Im(t−1)
.

Pero podemos darle una mejor caracterización a esas cohomologías y homologías. No-
temos que para todo a ∈ A y t i ∈ G con 0≤ i≤ (n−1)

N(t ia) = (1+ t + t2 + · · ·+ tn−1)(t ia) = N(a),

t iN(a) = t i(1+ t + t2 + · · ·+ tn−1)(a) = N(a),

esto es Im(N)⊆ AG.

Definamos N : AG → AG por N(a) = N(a) para todo a ∈ AG. N así definido es un
ZG−homomorfismo y se le denomina el mapeo norma, así en términos del mapeo
norma

AG

Im N
=Coker(N) y

Ker N
Im(t−1)

= Ker(N).
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En resumen, si n≥ 1 es impar,

Hn(G,A) = Hn+1(G,A) =Coker(N)

y si n≥ 2 es par,
Hn(G,A) = Hn−1(G,A) = Ker(N).

4. Si G es un grupo cíclico finito de orden n generado por t y consideramos al G−módulo
trivial Z/n, entonces (Z/n)G = (Z/n)G = Z/n y para todo x ∈ Z/n

N(x) =

(
n−1

∑
i=0

t i

)
(x) =

n−1

∑
i=0

t ix =
n−1

∑
i=0

x = nx = 0.

Así, por el ejemplo anterior, si m≥ 1 es impar entonces

Hm(G,A) = Hm+1(G,A) =Coker(N) = Z/n

y si m≥ 2 es par entonces

Hm(G,A) = Hm−1(G,A) = Ker(N) = Z/n.

Es decir, Hm(G,Z/n) = Hm(G,Z/n) = Z/n para todo entero m≥ 0.

5. Sea G un grupo cíclico de orden infinito generado por t y sea A un G−módulo arbi-
trario, entonces H1(G,A) = AG, H1(G,A) = AG y Hn(G,A) = Hn(G,A) = 0, para todo
n > 1.

1.3.1. H∗ y H∗ como funtores de una variable

Dado un grupo fijo G las nociones de cohomología y homología de G con coeficientes están
dadas en términos de los funtores Ext∗ZG(Z,−) y TorZG

∗ (Z,−). Esto significa que estos objetos
pueden verse como funtores en la variable de los coeficientes. Es decir, podemos definir
funtores H∗(G,−) y H∗(G,−) que van de la categoría G−Mod a la categoría de los grupos
abelianos Ab.

El funtor H∗(G,−) se define como sigue (de manera análoga se define el funtor H∗(G,−)),

G−Mod Ab

A H∗(G,A)

B H∗(G,B),

H∗(G,−)

ϕ ϕ∗
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donde ϕ∗ definido así: sea · · · → Fn
∂n−→ Fn−1→ ··· → F0

ε−→ Z→ 0 una resolución proyectiva
de Z sobre ZG. Suprimimos Z, cambiamos a ε por el mapeo trivial y luego aplicamos los
funtores HomG(−,A) y HomG(−,B), con lo cual se obtiene

0 HomG(F0,A) · · · HomG(Fn,A) HomG(Fn+1,A) · · ·

0 HomG(F0,B) · · · HomG(Fn,B) HomG(Fn+1,B) · · · .

τ0 τn τn+1

Luego definimos un homomorfismo de complejos de cocadenas

τ : HomG(F,A)−→ HomG(F,B)

dado por τn( f ) = ϕ ◦ f , para todo f ∈ HomG(Fn,A) y para todo entero n ≥ 0. El homomor-
fismo inducido en cohomología por τ es el homomorfismo buscado

ϕ
∗ : H∗(G,A)−→ H∗(G,B).

Estos funtores, además de ser funtores covariantes, tienen las siguientes propiedades:
Teorema 1.12. Sea G un grupo. Entonces:

1. Existe un isomorfismo natural H0(G,A)∼= AG.

2. Existe un isomorfismo natural H0(G,A)∼= AG.

3. Para toda sucesión exacta corta 0→ A→ B→ C→ 0 de G−módulos y cada entero
n existe un homomorfismo de grupos natural δ n : Hn(G,C) −→ Hn+1(G,A) tal que la
siguiente sucesión

0→ AG→ BG→CG δ 1
−→ H1(G,A)→ H1(G,B)→ H1(G,C)

δ 2
−→ H2(G,A)→ ···

es exacta larga.

4. Para toda sucesión exacta corta como en 3. y cada entero n existe un homomorfismo de
grupos natural ∆n : Hn(G,C)−→ Hn−1(G,A) tal que la siguiente sucesión

· · · → H2(G,C)
∆2−→ H1(G,A)→ H1(G,B)→ H1(G,C)

∆1−→ AG→ BG→CG→ 0

es exacta larga.

5. Si Q es un G−módulo inyectivo entonces Hn(G,Q) = 0 si n > 0.

6. Si P es un G−módulo proyectivo entonces Hn(G,P) = 0 si n > 0.

Demostración. Probaremos las propiedades impares ya que las pruebas de las pares son si-
milares.
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1. En la proposición 1.11 vimos que H0(G,A) ∼= AG, entonces basta probar que este iso-
morfismo es natural. Para ello debemos ver que el isomorfismo definido en la pro-
posición 1.1 entre HomG(Z,A) y AG es natural. Es decir, debemos demostrar que si
ϕ : A−→ B es un homomorfismo de G−módulos, entonces el siguiente diagrama

HomG(Z,A) AG

HomG(Z,B) BG

∼=

ϕ∗ ϕG

∼=

conmuta, pero esto es claro.

3. Sea · · · → Fn
∂n−→ Fn−1 → ··· → F0

ε−→ Z→ 0 una resolución proyectiva de Z de ZG.
Dade que los Fi son proyectivos, por tanto planos, tenemos que la siguiente sucesión

0→ HomG(F,A)→ HomG(F,B)→ HomG(F,C)→ 0.

es una sucesión exacta corta de complejos de cadenas. Luego por el lema de la serpiente
tenemos lo deseado.

5. Si · · · → Fn
∂n−→ Fn−1→ ··· → F0

ε−→ Z→ 0 es una resolución proyectiva de Z de ZG y
Q es inyectivo entonces

0→ HomG(F0,Q)→ HomG(F1,Q)→ ··· → HomG(Fn,Q)→ ·· ·

es exacta de grado 1 en adelante.

De manera informal podemos decir que las propiedades 3. y 4. miden qué tan lejos están los
funtores −G y −G de ser exactos.

1.3.2. H∗ y H∗ como funtores de dos variables

En el caso en el que no se fije un grupo (así como se hizo para definir el funtor anterior)
las definiciones de cohomología y homología de grupos con coeficientes pueden verse co-
mo funtores de dos variables, tanto en la variable de los grupos como el la variable de los
coeficientes, estos funtores los denotaremos por H∗ y H∗.

Sea A la siguiente categoría: Los objetos son parejas (G,A), donde G es un grupo y A es un
G−módulo; los morfismos son parejas (ϕ, f ) : (G,A)−→ (G′,B), donde ϕ : G−→ G′ es un
homomorfismo de grupos y f : B−→ A es un homomorfismo de G−módulos, considerando
a B como G−módulo por restricción de escalares vía ϕ . Esto quiere decir que la propiedad
de G−equivarianza se escribe de la forma

f (ϕ(g)b) = g f (b) para todo g ∈ G y b ∈ B.
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El funtor H∗ va de la categoría A a la categoría Ab y es tal que,

A Ab

(G,A) H∗(G,A)

(G′,B) H∗(G′,B),

H∗

(ϕ, f ) (ϕ, f )∗

donde (ϕ, f )∗ : H∗(G′,B) −→ H∗(G,A) se construye así: sean F → Z→ 0 y F ′ → Z→ 0
resoluciones proyectivas de Z sobre ZG y ZG′ respectivamente y tomemos un levantamiento
de la identidad τ : F −→ F ′ tal que τn sea homomorfismo de G−módulos para todo entero
n≥ 0:

0 HomG(F0,A) · · · HomG(Fn,A) HomG(Fn+1,A) · · ·

0 HomG′(F ′0,B) · · · HomG′(F ′n,B) HomG′(F ′n+1,B) · · · .

Hom(τ, f )0 Hom(τ, f )n Hom(τ, f )n+1

Entonces tenemos un homomorfismo de complejos de cocadenas

Hom(τ, f ) : HomG′(F
′,B)→ HomG(F,A)

dado por Hom(τ, f )n(α) = f ◦α ◦ τn, para todo α ∈ HomG′(F ′n,B) y todo entero n≥ 0.

El homomorfismo de grupos abelianos

(ϕ, f )∗ : H∗(G′,B)−→ H∗(G,A),

es el homomorfismo inducido en cohomología por Hom(τ, f ).

De manera similar definimos la categoría B cuyos objetos son los mismos de la catego-
ría A y cuyos morfismos son parejas (ϕ, f ) : (G,A) −→ (G′,B), donde ϕ : G −→ G′ es
un homomorfismo de grupos y f : A −→ B es un homomorfismo de G−módulos, es decir,
f (ga) = ϕ(g) f (a) para todo g ∈ G y a ∈ A.
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En este caso el funtor H∗ va de la categoría B a la categoría Ab y es tal que,

B Ab

(G,A) H∗(G,A)

(G′,B) H∗(G′,B),

H∗

(ϕ, f ) (ϕ, f )∗

donde (ϕ, f )∗ : H∗(G,A) −→ H∗(G′,B) es el homomorfismo de grupos inducido por el ho-
momorfismo de cadenas

τ⊗ f : F⊗G A→ F ′⊗G′ B,

y donde F , F ′ y τ están definidos como se hizo anteriormente.

· · · Fn⊗G A · · · F1⊗G A F0⊗G A 0

· · · F ′n⊗G′ B · · · F ′1⊗G′ B F ′0⊗G′ B 0

(τ⊗ f )n (τ⊗ f )1 (τ⊗ f )0

Y además (τ⊗ f )n(x⊗a) = τ(x)⊗ f (a) para todo x ∈ F , a ∈ A y entero n≥ 0.
Proposición 1.13. Sea G un grupo, sea H un subgrupo normal de G y sea A un G−módulo,
entonces existe una acción de G/H en H∗(H,A) y H∗(H,A).

Demostración. La prueba se hará para H∗(H,A) dado que la prueba para H∗(H,A) es similar.

Sea g∈G fijo y consideremos el homomorfismo (ϕ, f ) : (H,A)−→ (H,A) en la categoría A
dado por ϕ(h) = g−1hg para todo h ∈ H y f (a) = ga para todo a ∈ A.

Notemos que ϕ es el homomorfismo conjugación y f es tal que

f (ϕ(h)a) = f ((g−1hg)a) = h(ga) = h f (a)

para todo h ∈ H y a ∈ A, por tanto, f es un homomorfismo de H−módulos.

Ahora sea · · · → Fn
dn−→ Fn−1 → ··· → F0

ε−→ Z→ 0 una resolución libre de Z sobre Z [G],
observemos que esta resolución también es una resolución libre de Z sobre ZH. Y tomaremos
el levantamiento de la identidad τ : F→ F dado por τn(x) = g−1x para todo x ∈ Fn y notemos
que τ(hx) = g−1(hx) = g−1hg(g−1x) = ϕ(h)τ(x).

Entonces el homorfismo de cocadenas Hom(τ, f ) : HomH(F,A)→ HomH(F,A) está dado
por Hom(τ, f )n(α) = gα(g−1x), para todo α ∈ HomH(Fn,A), con lo que el homomorfismo
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inducido en las cohomologías es

(ϕ, f )∗ : Hn(H,A)→ Hn(H,A)
[α] 7→ [αg],

donde αg(x) = gα(g−1x), para todo x ∈ Ker(d∗n+1).

Para todo n≥ 0 se define la acción de G/H en Hn(H,A) por g[α] := [αg] para todo g ∈ G y
[α] ∈ Hn(H,A).

Para la buena definición, sean g, l ∈ G tales que existe h ∈ H con g = lh entonces,

αg(x) = gα(g−1x) = lhα(h−1l−1x) = lα(l−1x) = αl(x),

es decir, g[α] = l[α].

Las condiciones de acción se verifican fácilmente.

1.4. G−CW complejos

Sea n ≥ 0 un entero. Sea G un grupo y sean X y A espacios topológicos. Supongamos
que A tiene una acción de G y sea {H j} j∈J una familia de subgrupos de G con funciones
G−equivariantes ϕ j : G/H j×Sn−1

j −→ A para todo j ∈ J.

Se dice que el espacio X se obtiene de A adjuntando la familia de n−celdas equivariantes
{G/H j×Dn

j}i∈J de tipo {G/H j} j∈J si X es el pushout,

⊔
j∈J G/H j×Sn−1

j A

⊔
j∈J G/H j×Dn

j X ,

ϕ

Φ

donde Sn−1 y Dn tienen la acción trivial de G y,

ϕ =
⊔
j∈J

ϕ j y Φ =
⊔
j∈J

Φ j,n

con Φ j,n : G/H j×Dn
j → X igual a la compuesta

G/H j×Dn
j

(⊔
j∈J G/H j×Dn

j

)
tA X .

i π

La imagen de G/H j×Dn
j mediante Φ j,n recibe el nombre de n−celda cerrada y la imagen de

G/H j× int(Dn
j) mediante Φ j,n recibe el nombre de n−celda abierta, donde int(Dn

j) denota
el interior de Dn

j .
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Las funciones ϕ j : G/H j×Sn−1
j −→ A y Φ j,n : G/H j×Dn

j −→ X son llamadas función de
adjunción y función característica respectivamente.

Definición 1.9. Sea G un grupo y sea X un espacio topológico. X se dice G−CW complejo
si X tiene una acción de G y una filtración de espacios G−invariantes

X0 ⊆ X1 ⊆ ·· · ⊆ Xn ⊆ ·· · ⊆ X

que satisfacen las siguientes propiedades,

1. X =
⋃

n∈NXn

2. X0 es un conjunto discreto con la acción de G, es decir, los puntos de X0 se reunen en
las G−órbitas disjuntas, X0 =

⊔
j∈J0

G/H j, para algunos subgrupos H j ⊆ G y j ∈ J0

3. Para cada n > 0, el espacio Xn se obtiene de Xn−1 adjuntando la familia de n−celdas
equivariantes {G/H j×Dn

j} j∈Jn de tipo {G/H j} j∈Jn , es decir, para cada j ∈ Jn existen
funciones continuas y G−equivariantes ϕ j : G/H j×Sn−1

j −→ Xn−1 y

Xn =

((⊔
i∈Jn

G/H j×Dn
j

)
Xn−1

)
/∼

donde x∼ ϕ j(x) para todo x ∈G/H j×Sn−1
j . En otras palabras, como dijimos antes, Xn

es el pushout del siguiente diagrama⊔
j∈Jn

G/H j×Sn−1
j Xn−1

⊔
j∈Jn

G/H j×Dn
j Xn.

ϕ

Φ

El subespacio Xn es llamado el n−esqueleto de X .

4. X tiene la topología del colímite con respecto a la filtración {Xn}n∈N, es decir, U ⊆ X
es abierto si y solo si para todo entero n≥ 0, U ∩Xn es abierto en Xn.

Es natural preguntarse si existe una relación entre CW complejos y G−CW complejos. La
respuesta a esta pregunta es sí. Cuando el grupo G es discreto (que es el caso en este trabajo)
y actúa celularmente en el CW complejo entonces estos dos conceptos son equivalentes como
veremos a continuación. Por tal razón usaremos ambas definiciones dependiendo de cuál sea
en cada momento la más conveniente.

Definición 1.10. Sea G un grupo y sea X un CW complejo con una acción de G. Se dice que
G actúa celularmente en X si se verifica lo siguiente:

1. Para cada g ∈G y para cada n−celda abierta σ de X , la traslación a izquierda gσ es de
nuevo una n−celda abierta de X .
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2. Si una celda es invariante por algún g ∈G, entonces este elemento actúa como la iden-
tidad en esta celda, es decir, si gσ = σ , entonces gx = x para todo x ∈ σ .

Proposición 1.14. Sea G un grupo y X un espacio topológico. X es un CW complejo con una
acción celular de G si y solo si X es un G−CW complejo con n−esqueleto Xn.

Demostración. Supongamos que X es un CW complejo con una acción celular de G.

Notemos que como la acción de G en X es celular entonces para cada entero n ≥ 0 se tiene
que G actúa en Xn, es decir, Xn es un subespacio de X que a su vez tiene la acción de G, de
aquí X tiene la topología del colímite con respecto a Xn. Basta ver que Xn se obtiene de Xn−1

adjuntado n−celdas equivariantes.

Dado que X es un CW complejo entonces para todo n > 0 tenemos el siguiente diagrama
pushout, ⊔

i∈I Sn−1
i Xn−1

⊔
i∈I Dn

i Xn.

⊔
i∈I ψi

⊔
i∈I Ψi,n

Dado que
⊔

i∈I Sn−1
i
∼= I× Sn−1 entonces equivalentemente tenemos el siguiente diagrama

pushout,

I×Sn−1 Xn−1

I×Dn Xn,

ϕ

Φ

donde ϕ(i,s) = ψi(s) y Φ(i,x) = Ψi(x) para todo i ∈ I, s ∈ Sn−1 y x ∈ Dn.

Como G actúa celularmente en X entonces G actúa en el conjunto indexante I: Si i ∈ I y
g ∈ G se define gi = j donde j ∈ I es tal que gΨi,n(int(Dn

i )) = Ψ j,n(int(Dn
i )). Esta acción

permite descomponer a I en G−órbitas disjuntas {Iα}α∈A. Dado que G es discreto, para cada
α ∈ A tenemos el homeomorfismo Iα

∼= G/Hα para Hα = {g ∈G : giα = iα} el estabilizador
de iα ∈ Iα .

Para todo α ∈ A definamos la función Φ′α : G/Hα ×Dn
α → Xn por Φ′α(gHα ,x) = gΦ(iα ,x).

La buena definición de Φ′ es consecuencia de que para todo α ∈ A los elementos de Hα

dejan fijas a las celdas abiertas, luego por la condición 2. de la definición de acción celular,
para h ∈ Hα , iα ∈ Iα y x ∈ int(Dn) se tiene que hΦ(iα ,x) = Φ(iα ,x). Observemos que lo
que resulta de la definición de esta función no es más que un reordenamiento de las celdas,
aprovechando que la acción de G las permuta. Luego la continuidad de la función Φ′α es
resultado de la continuidad de Ψi.
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Las funciones Φ′α restringen a las funciones de adjunción ϕ ′α : G/Hα×Sn−1
α →Xn−1. Faltaría

probar que el siguiente diagrama

⊔
α∈A G/Hα ×Sn−1

α Xn−1

⊔
α∈A G/Hα ×Dn

α Xn,

ϕ ′

Φ′

es pushout donde sus funciones son G−equivariantes. Pero esto se tiene dado que el primer
diagrama de esta prueba lo es.

Definición 1.11. Un G−CW complejo X se dice libre si la acción de G en X es libre. También
se dice que G permuta las celdas de X libremente.
Ejemplos. (G−CW complejos)

1. Sea G el grupo cíclico finito de orden n con generador t. Si consideramos a S1 con la
estructura de CW complejo que se muestra en la figura 1.1, entonces G actúa en S1 por
rotaciones de 2π/n radianes. Esta acción es celular, de hecho es libre, por tanto, S1 es
un Z/n−CW complejo libre.

e0

t · e0

tn−1 · e0

e1

t · e1

tn−1 · e1

Figura 1.1: Estructura de Z/n−CW complejo para S1

2. Sea G = Z el grupo de los enteros escrito multiplicativamente {tm : m ∈ Z} el grupo
cíclico infinito generado por t y consideremos X = R. Veamos que R es un Z−CW
complejo.

R
e1

0e1
−1

e0
0 e0

1e0
−1

Figura 1.2: Estructura de CW complejo para R

Como podemos ver en la figura 1.2, X tiene estructura de CW complejo con una
0−celda e0

n por cada n ∈ Z y una 1−celda e0
n por cada n ∈ Z, donde para todo n ∈ Z los



1.5. Espacio Clasificante 25

mapeos adjunción están dados por

ϕn : S0
n→ X0

−1 7→ e0
n

1 7→ e0
n+1

Entonces definimos la acción de Z en R como la traslación, t ·x = x+1 para todo x∈R.
Notemos que esta acción es celular y es libre, de donde, R es un Z−CW complejo libre.

3. Consideramos a G como el grupo libre generado por un conjunto arbitrario S, es decir,
G = F(S). Definamos el espacio X como el complejo simplicial de dimensión 1 cuyos
vértices son los elementos de G y los 1−simplejos son pares {g,gs} con g ∈G y s ∈ S.

La acción de traslación a izquierda de G en sí mismo induce una acción simplicial de
G en X . Es decir, este espacio X así definido es un F(S)−CW complejo.

En el caso en el que S tenga un elemento entonces estamos en el ejemplo anterior.
Cuando S = {s, t}, entonces el espacio X luce como el siguiente árbol:

1

t

t−1

ss−1

t2

t−2

s2s−2

sts−1ts

Figura 1.3: F(S)−CW complejo para S = {s, t}

1.5. Espacio Clasificante

Definición 1.12. Sea G un grupo. El espacio clasificante de G, denotado por BG, es un CW
complejo Y que verifica las siguientes condiciones:

1. Y es conexo.

2. El grupo fundamental de Y es isomorfo al grupo G, π1(Y )∼= G.
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3. La cubierta universal de Y es contráctil.

El espacio Y también es llamado K(G,1)−complejo o espacio de Eilenberg-MacLane de
tipo K(G,1). Esto se debe a que la condición 3. es equivalente a que los grupos de homotopía
de Y son triviales para grado mayor o igual que 2.

πi(K(G,1)) =

{
G, si i = 1
0, si i > 1.

Ejemplos. (Espacios clasificantes)

1. Sea G = Z, notemos que S1 es un CW complejo conexo, π1(S1) = Z y además su
cubierta universal es p : R −→ S1, es decir, πi(S1) = 0 si i ≥ 2. Esto demuestra que
BZ= S1.

2. Sea G =Z/2Z y consideremos el espacio RP∞. Este espacio es un CW complejo cone-
xo, π1(RP∞) = Z/2Z. También sabemos que p : S∞ −→ RP∞ es la cubierta universal
y como πi(S∞) = 0 para todo i, se sigue que πi(S∞) = 0 para todo i > 1.

Por tanto RP∞ es el espacio clasificante de Z/2Z.

3. Sea G = F(S) el grupo libre generado por un conjunto arbitrario S y consideremos
a Y =

∨
s∈SS1

s . Y es un CW complejo con una 0−celda y con tantas 1−celdas como
elementos en S.

e1
s

e0
1

Figura 1.4: Estructura de CW complejo para Y =
∨

s∈SS1
s

Veamos que Y es el espacio clasificante de G, es decir, veamos que el grupo fundamen-
tal de Y es el grupo libre generado por S y que el espacio recubridor universal de Y es
contráctil.

Por teorema de Seifert-Van Kampen el grupo fundamental de Y es el grupo libre gene-
rado por S, es decir, π1(Y ) = F(S).

Dado que Y es un CW complejo de dimensión 1, por la proposición 1.21, que veremos
más adelante, su espacio recubridor universal X tiene estructura de CW complejo de
dimensión 1, es decir, su complejo de cadenas celular tiene la forma

0→C1(X)
∂1−→C0(X)→ 0,
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de donde Hi(X) = 0 para i > 1. Adicionalmente, X es el espacio recubridor universal
de Y , por tanto H1(X) = 0. Por el teorema de Whitehead tenemos que X es homotópi-
camente equivalente a un punto, es decir, X es contráctil.

Para el caso de S = {s, t}, el espacio Y es el conocido espacio de “la figura ocho”, es
decir, Y = S1∨S1 y tenemos que su espacio clasificante es el espacio mostrado en la
figura 1.3 del ejemplo 3 de G−CW complejos.

A continuación se mostrará una manera de construir el espacio clasificante de un grupo G
utilizando las técnicas de conjuntos simpliciales del apéndice.

1.5.1. Existencia del espacio clasificante

Proposición 1.15. Sea G es un grupo y denotemos por EG a la realización geométrica del
conjunto simplicial EG• (ver ejemplo 4 de espacios simpliciales del apéndice). Entonces
existe una acción de G en EG libre y propiamente discontinua.

Demostración. Sea g ∈ G y [(g0, . . . ,gn), t] ∈ EG con gi ∈ G y t ∈ ∆n definimos

g[(g0, . . . ,gn), t] := [(gg0,g1, . . . ,gn), t)],

esta acción está bien definida y además es libre. En efecto, sea ω ∈EG y sea g∈G, por la pro-
posición A.2 tenemos que ω es igual a un único elemento con representante no–degenerado,
esto quiere decir que, dada la definición de ser no–degenerado y de los mapeos degeneración,
ω = [(g0, . . . ,gn), t] donde g1, . . . ,gn 6= 1 y t ∈ int(∆n).

Supongamos que g[(g0, . . . ,gn), t] = [(g0, . . . ,gn), t] entonces

[(gg0, . . . ,gn), t] = [(g0, . . . ,gn), t] ⇒ ((gg0, . . . ,gn), t)∼ ((g0, . . . ,gn), t)

pero estos elementos son no–degenerados entonces debe tenerse

((gg0, . . . ,gn), t) = ((g0, . . . ,gn), t),

de donde gg0 = g0, es decir, g = 1.

La prueba de que esta acción es propiamente discontinua es consecuencia del teorema 8.2,
capítulo 8 de [10].

Corolario 1.16. Sea BG la realización geométrica del conjunto simplicial BG•. Entonces
existe un homeomorfismo EG/G∼= BG.

Demostración. Recordemos que EG/G es el conjunto

EG/G =
{

O[(1,g1,...,gn),t] : g1, . . . ,gn ∈ G y t ∈ ∆n

}
,
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donde las G−órbitas son O[(1,g1,...,gn),t] =
{
[(g,g1, . . . ,gn), t] : g ∈ G

}
.

Definamos ψ : EG −→ BG por ψ
(
[(g0,g1, . . . ,gn), t]

)
= [(g1, . . . ,gn), t]. ψ es continua y es

tal que
ψ
(
g[(g0,g1, . . . ,gn), t]

)
= ψ

(
[(g0,g1, . . . ,gn), t]

)
.

Luego por la propiedad universal del cociente existe una función continua Ψ : EG/G−→ BG
definida por Ψ

(
O[(1,g1,...,gn),t]

)
= [(g1, . . . ,gn), t]. Además Ψ es un homeomorfismo.

Proposición 1.17. Sea f• : EG• −→ EG• definido por fn(g0, . . . ,gn) = (1, . . . ,1), para todo
n≥ 0. Existe una homotopía simplicial h• entre f• y la función simplicial identidad.

Demostración. Definamos para todo n≥ 0 y para todo 0≤ i≤ n

hi : EGn −→ EGn+1

hi(g0, . . . ,gn) = ( 1, . . . ,1︸ ︷︷ ︸
(i+1)-veces

,g0 · · ·gi,gi+1, . . . ,gn).

Probaremos algunas de las condiciones de la definición de homotopía simplicial, dado que
las otras son similares:

∂0(h0(g0, . . . ,gn)) = ∂0(1,g0, . . . ,gn) = (g0, . . . ,gn).

∂n+1(hn(g0, . . . ,gn)) = ∂n+1( 1, . . . ,1︸ ︷︷ ︸
(n+1)-veces

,g0 · · ·gn) = ( 1, . . . ,1︸ ︷︷ ︸
(n+1)-veces

).

Sea i < j entonces, veamos que ∂i(h j(g0, . . . ,gn)) = h j−1(∂i(g0, . . . ,gn)).

∂i(h j(g0, . . . ,gn)) = ∂i( 1, . . . ,1︸ ︷︷ ︸
( j+1)-veces

,g0 · · ·g j,g j+1, . . . ,gn) = (1, . . . ,1︸ ︷︷ ︸
j-veces

,g0 · · ·g j,g j+1, . . . ,gn).

Por otro lado

h j−1(∂i(g0, . . . ,gn)) = h j−1



(g0g1,g2, . . . ,gn) i = 0
(g0, . . . ,gigi+1, . . . ,g j, . . . ,gn) 0 < i < j−1
(g0, . . . ,g j−1g j, . . . ,gn) i = j−1



=



(1, . . . ,1︸ ︷︷ ︸
j-veces

,g0g1 · · ·g j,g j+1, . . . ,gn) i = 0

(1, . . . ,1︸ ︷︷ ︸
j-veces

,g0 · · ·gigi+1 · · ·g j,g j+1, . . . ,gn) 0 < i < j−1

(1, . . . ,1︸ ︷︷ ︸
j-veces

,g0 · · ·g j−1g j,g j+1, . . . ,gn) i = j−1

= (1, . . . ,1︸ ︷︷ ︸
j-veces

,g0 · · ·g j,g j+1, . . . ,gn).
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Veamos que ∂ j+1(h j+1(g0, . . . ,gn)) = ∂ j+1(h j(g0, . . . ,gn)).

∂ j+1(h j+1(g0, . . . ,gn)) = ∂ j+1( 1, . . . ,1︸ ︷︷ ︸
( j+2)-veces

,g0 · · ·g j+1,g j+2, . . . ,gn)

= ( 1, . . . ,1︸ ︷︷ ︸
( j+1)-veces

,g0 · · ·g j+1,g j+2, . . . ,gn)

∂ j+1(h j(g0, . . . ,gn)) = ∂ j+1( 1, . . . ,1︸ ︷︷ ︸
( j+1)-veces

,g0 · · ·g j,g j+1, . . . ,gn)

= ( 1, . . . ,1︸ ︷︷ ︸
( j+1)-veces

,g0 · · ·g jg j+1,g j+2, . . . ,gn).

Si i≤ j, verifiquemos que si(h j(g0, . . . ,gn)) = h j+1(si(g0, . . . ,gn)).

si(h j(g0, . . . ,gn)) = si( 1, . . . ,1︸ ︷︷ ︸
( j+1)-veces

,g0 · · ·g j,g j+1, . . . ,gn)

= ( 1, . . . ,1︸ ︷︷ ︸
( j+1)-veces

,1,g0 · · ·g j+1,g j+2, . . . ,gn)

y

h j+1(si(g0, . . . ,gn)) = h j+1(g0, . . . ,g j,1,g j+1, . . . ,gn)

= ( 1, . . . ,1︸ ︷︷ ︸
( j+2)-veces

,g0 · · ·g j1,g j+1, . . . ,gn).

Así f• y la identidad son homotópicas.

Proposición 1.18. El espacio EG es contráctil.

Demostración. Sea X• el espacio simplicial definido por Xn = {x0} con x0 un punto fijo y
con mapeos cara y degeneración triviales. Observemos que la realización geométrica de X•
es un punto.

Definamos las funciones simpliciales α• : EG• −→ X• y β• : X• −→ EG•, como la función
simplicial trivial y βn(x0) = (1, . . . ,1) para todo n ≥ 0, respectivamente. Entonces tenemos
que |α•| : EG−→ {?} y |β•| : {?} −→ EG son las funciones triviales.

Es claro que |α•|◦ |β•|= id?, falta ver que |β•|◦ |α•| ≈ idEG. Pero recordemos lo siguiente, la
proposición 1.17 nos dice que hay una homotopía simplicial entre β• ◦α• y la función simpli-
cial identidad, entonces por el corolario A.7 nos queda que |β•|◦ |α•| y idEG son homotópicas
en el sentido topológico.

Así hemos probado que el espacio EG es homotópicamente equivalente a un punto, es decir,
EG es contráctil.
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En resumen tenemos que la función cociente π : EG→EG/G define es un espacio recubridor
cuyo grupo de transformaciones de Deck es isomorfo al grupo G y cuyo espacio total EG es
contráctil. Esto demuestra que EG/G∼= BG es el espacio clasificante de G, ya que

BG es conexo.

π1(BG)∼= G.

La cubierta universal de BG es contráctil.

1.6. Cohomología de grupos desde el punto de vista topoló-
gico

Definición 1.13. Sea G un grupo. Definimos la cohomología de G como

Hn(G) = Hn(BG;Z), (1.5)

donde Hn(BG;Z) es la cohomología singular (o celular) del espacio topológico BG.
Ejemplos. (Cohomología de grupos)

1. Sea G el grupo trivial, entonces el espacio clasificante de G es el espacio topológico de
un punto, así Hn(G) es Z en grado cero y trivial en otro caso.

2. Sea G = Z el grupo cíclico infinito. El espacio clasificante de Z es S1, entonces

Hn(Z) =

{
Z, si n = 0 o n = 1
0, si n > 1.

3. Sea G = F(S) con S un conjunto arbitrario de orden k, el espacio clasificante de G es
BF(S) =

∨k
i=1S1, el complejo de cadenas celular de BF(S) es

0→
k⊕

i=1

Ze1
i

0−→ Ze0→ 0.

Entonces

Hn(F(S)) =


Z, si n = 0⊕k

i=1Z, si n = 1
0, si n > 1

Similamente tenemos la definición de homología de grupo desde el punto de vista topológico.
Definición 1.14. Definimos la homología de G como

Hn(G) = Hn(BG;Z). (1.6)
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1.7. Equivalencia entre las definiciones algebraica y topoló-
gica de cohomología de grupos

Proposición 1.19. Si X es un G−CW complejo entonces el complejo de cadenas celular
C∗(X) es un complejo de cadenas sobre ZG.

Demostración. Dado que X es un G−CW complejo, entonces X es un CW complejo con una
acción celular de G. Sea

· · · →Ck(X)
∂k−→Ck−1(X)→ ··· →C1(X)

∂1−→C0(X)→ 0

el complejo de cadenas celular de X , donde Ck(X) es el grupo abeliano libre generado por las
n−celdas no equivariantes de X , es decir, Ck(X) =

⊕
i∈Ik

Zek
i , donde ek

i = fi,k(int(Dk
i )) con

fi,k : Dk
i −→ Xk la función característica.

Consideremos Γk = {ek
i : i∈ Ik} el conjunto de las k−celdas de X. Como G actúa celularmente

en X entonces podemos definir una acción de G en Γk, de donde tenemos que el módulo
de permutaciones de Γk es un G−módulo, pero Z [Γk] = Ck(X). Por lo tanto Ck(X) es un
ZG−módulo, donde la acción está dada por

g

(
∑
i∈Ik

niek
i

)
= ∑

i∈Ik

niek
gi,

para todo g ∈ G y ∑i∈Ik
niek

i ∈Ck(X).

Veamos que ∂k es un ZG−homomorfismo. Recordemos que para todo generador ek
i ∈Ck(X)

se define ∂k(ek
i ) = ∑ j∈Ik−1

di, jek−1
j donde di, j es el grado de la compuesta de la función ad-

junción ϕi : Sk−1
i −→ Xk−1 con la proyección p j : Xk−1 −→ Xk−1/(Xk−1− int(ek−1

j )).

Sea g ∈ G y ek
i una k−celda entonces

∂k(gek
i ) = ∂k(ek

gi) = ∑
l∈Ik−1

dgi,lek−1
l ,

g∂k(ek
i ) = g ∑

j∈Ik−1

di, jek−1
j = ∑

j∈Ik−1

di, jek−1
g j .

Probemos que di, j = dgi,g j. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo,

Sk−1
i Xk−1 Xk−1/(Xk−1− int(ek−1

j ))

Sk−1
gi Xk−1 Xk−1/(Xk−1− int(ek−1

g j )).

ϕi

g

p j

g g

ϕgi pg j
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El diagrama inducido en homología es tal que todas las columnas son isomorfismos

Hk−1(Sk−1
i ) Hk−1(Xk−1) Hk−1(Sk−1

j )

Hk−1(Sk−1
gi ) Hk−1(Xk−1) Hk−1(Sk−1

g j ).

(ϕi)∗

g∗

(p j)∗

g∗ g∗

(ϕgi)∗ (pg j)∗

Luego el grado de p j ◦ϕi es igual al grado de pg j ◦ϕgi, es decir, di, j = dgi,g j. Lo cual prueba
que ∂k(gek

i ) = g∂k(ek
i ).

1.7.1. Resoluciones libres de Z sobre ZG vía G−CW complejos y espa-
cios recubridores

Proposición 1.20. Sea X un G−CW complejo libre y contráctil. Entonces el complejo de
cadenas celular de X aumentado es una resolución libre de Z sobre ZG.

Demostración. Por la proposición 1.19 tenemos que el complejo de cadenas celular de X
aumentado

· · · →Cn(X)
∂n−→Cn−1(X)→ ··· →C1(X)

∂1−→C0(X)
ε−→ Z→ 0.

es un complejo de cadenas de G−módulos, entonces debemos ver que es exacto y que cada
Ck(X) es libre.

Dado que X es contráctil, entonces X es homotópicamente equivalente a un punto, es decir,
H0(X ;Z) = Z y Hn(X ;Z) es trivial para todo n > 0, lo cual prueba la exactitud.

Vimos que Ck(X) es el módulo de permutaciones del conjunto de n−celdas de X . Por hi-
pótesis, la acción de G en este conjunto de celdas es libre, entonces por la proposición 1.7
tenemos que Ck(X) es un G−módulo libre cuya base es el conjunto de representantes de
las G−órbitas (de celdas) distintas. En otras palabras, si Φi,k : G× int(Dk

i ) −→ Xk es una
función característica de X como G−CW complejo entonces las k−celdas equivariantes de
X tienen la forma Φi,k(G× int(Dk

i )) con i ∈ Ik y la base para Ck(X) como G−módulo es
{Φi,k({1}× int(Dk

i ))}i∈Ik . Entonces nos queda que

· · · →Cn(X)
∂n−→Cn−1(X)→ ··· →C1(X)

∂1−→C0(X)
ε−→ Z→ 0.

es una resolución libre de Z sobre ZG.

Ejemplo 1. Consideremos el grupo de los enteros Z y el espacio topológico R, en el ejemplo
2 de G−CW complejos vimos que R es un Z−CW complejo libre y además ya es conocido
que es contráctil.
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Dada la estructura de R como CW complejo, tenemos que su complejo de cadenas celular es

0→
⊕
n∈Z

Ze1
n

∂1−→
⊕
n∈Z

Ze0
n→ 0,

donde ∂1(e1
n) = e0

n+1− e0
n.

La acción de Z en el conjunto de celdas está dada por t ·e j
n = e j

n+1 con j = 0,1. Es esta acción
la que le da al complejo de cadenas celular anterior la estructura de resolución libre de Z
sobre Z [Z].

En cuanto a la estructura de C j(R) =
⊕

n∈ZZe j
n como Z [Z]−módulos, con j = 0,1. No-

temos que {e j
n : n ∈ Z} = Ze j

0, es decir, solo hay un elemento en la base de C j(R) como
Z [Z]−módulo, con lo que, C j(R) = Z [Z]e j

0 y la resolución libre toma la forma,

0→ Z [Z]e1
0

t−1−−→ Z [Z]e0
0

ε−→ Z→ 0.

Proposición 1.21. Sea p : X −→Y un espacio recubridor. Si Y es un CW complejo entonces
X es un CW complejo.

Demostración. Una prueba de este resultado puede encontrarse en [3], Teorema 8.10, capí-
tulo 4.

Lema 1.22. Sea Y un CW complejo y un espacio de Eilenberg-MacLane de tipo K(G,1) y
sea p : X −→Y el espacio recubridor universal de Y . Entonces el complejo de cadenas celular
aumentado de X es una resolución libre de Z sobre ZG.

Demostración. Como p : X −→ Y es el espacio recubridor universal de Y entonces tenemos
lo siguiente: X es contráctil, el grupo de transformaciones de Deck de p es isomorfo al grupo
fundamental del espacio base y la acción de π1(Y ) en las fibras es libre y transitiva.

Pero de un lado, el espacio base es un espacio de Eilenberg-MacLane de tipo K(G,1), con lo
que π1(Y )∼= G. Y por otro lado, dado que Y es un CW complejo entonces por la proposición
1.21 tenemos que X hereda la estrutura de CW complejo, donde las celdas de X son las
componentes conexas de p−1(σ) para todo σ una celda de Y .

De lo anterior, X es un CW complejo contráctil con una acción celular de G, de aquí, por la
proposición 1.20, el complejo de cadenas celular aumentado de X es una resolución libre de
Z sobre ZG.

Ejemplo 2. Sea G = F(S) el grupo libre generado por un conjunto arbitrario S, vimos que el
espacio clasificante de G es Y =

∨
s∈SS1

s y que el complejo de cadenas celular X , del espacio

recubridor universal de Y , es 0→ C1(X)
∂1−→ C0(X)→ 0,entonces la resolución libre de Z

sobre ZG inducida por X es

0→C1(X)
∂1−→C0(X)

ε−→ Z→ 0.
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Vimos que Ck(X) es un ZG−módulo libre cuya base es el conjunto de representantes de las
G−órbitas distintas de X , pero cada G−órbita de k−celdas de X corresponde a una k−celda
del espacio base Y , por la manera en que se le dio la estructura de CW complejo a X y porque
G actúa libre y transitivamente sobre las fibras.

C0(X) es generado como ZG−módulo por un representante de la G−órbita que corres-
ponde a la única cero celda de Y , esto es, C0(X) = ZGx0.

Para C1(X) como ZG−módulo hay un elemento base por cada 1−celda e1
s para todo

s ∈ S, como podemos escoger cualquier representante de la G−órbita que vive sobre e1
s

entonces podemos tomar una 1celda con punto inicial x0 y punto final sx0. Así C1(X) =⊕
s∈SZG f 1

s .

Finalmente ∂1( f 1
s ) = sx0− x0 = (s− 1)x0 para toda 1−celda f 1

s y ε(g) = 1 para todo
g ∈ G.

De donde, la resolución libre de Z sobre ZG se ve así 0→
⊕

s∈SZG f 1
s

∂1−→ ZGx0
ε−→ Z→ 0.

Utilicemos esta resolución libre para calcular la cohomología de F(S) desde el punto de vista
algebraico. Quitando el término en grado -1 y aplicando el funtor HomG(−,Z) el complejo
de cadenas toma la forma

0→ HomG(ZGx0,Z)
∂ ∗1−→ HomG

(⊕
s∈S

Z [G] f 1
s ,Z

)
→ 0.

Después de algunos procedimientos algebraicos nos queda,

0→ Z 0−→
⊕
s∈S

Z→ 0,

de donde

Hn(F(S)) =


Z, si n = 0⊕

s∈SZ, si n = 1
0, si n > 1.

Ejemplo 3. Si en ejemplo anterior S tiene un único elemento s, es decir, G = 〈s〉. Entonces
la resolución libre de Z sobre ZG toma la forma

0→ ZG f 1
s

s−1−−→ ZGx0
ε−→ Z→ 0.

Notemos que en este caso X = R donde s actúa por traslación x 7→ x+1:

x0 sx0 s2x0s−1x0s−2x0

Figura 1.5: Acción de traslación del grupo G = 〈s〉 en R

Como podemos observar, hemos llegado a la estructura de G−CW complejo de R con G un
grupo cíclico infinito así como en el ejemplo 2 de G−CW complejos.
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Lema 1.23. Sea G un grupo y sea X un G−CW complejo libre entonces

Hom(C∗(X/G),Z)∼= HomG(C∗(X),Z) y C∗(X/G)∼=C∗(X)⊗G Z

donde X/G es el espacio cociente inducido por la acción de G.

Demostración. En primer lugar notemos que X/G es un CW complejo. En efecto, sea

X0 ⊆ X1 ⊆ ·· · ⊆ Xk ⊆ ·· · ⊆ X

la filtración G−invariante de X . Como X es un G−CW complejo libre, entonces el espa-
cio Xk se obtiene de Xk−1 adjuntado la familia de celdas equivariantes {G×Dk

i }i∈Ik . Sean
ϕi : G×Sk−1

i −→ Xk−1 y Φi,n : G×Dk
i −→ Xk las funciones adjunción y característica, res-

pectivamente.

Para X/G consideremos la filtración

X0/G⊆ X1/G⊆ ·· · ⊆ Xk/G⊆ ·· · ⊆ X/G,

y para cada k > 0 definamos las funciones ψi : Sk−1
i −→ Xk−1/G y Ψi,k : Dk

i −→ Xk/G por
ψi(s) = [ϕi(1,s)] y Ψi,k(d) = [Φi,k(1,d)], para todo i ∈ Ik. Estas funciones son continuas y se
prueba sin dificultad que Xk/G es el pushout del siguiente diagrama⊔

i∈Ik
Sk−1

i Xk−1/G

⊔
i∈Ik

Dk
i Xk/G.

ψ

Ψ

Ahora probemos que C∗(X/G)∼=C∗(X)⊗GZ. Consideremos homomorfismo de grupos abe-
lianos

τk : Ck(X)⊗G Z→Ck(X/G)

ek
i ⊗1 7→ [ek

i ]

inducido por la proyección π : Ck(X)−→Ck(X/G), ek
i 7→ [ek

i ].

Como Ck(X)⊗Z[G]Z es un Z−módulo libre con base {ek
i ⊗1}i∈Ik , Ck(X/G) es un Z−módulo

libre con base {[ek
i ]}i∈Ik y τk es un homomorfismo de Z−módulos libres que envía base

en base, entonces ϕk es un isomorfismo. Luego, definimos el homomorfismo de complejos
cadenas τ∗ = {τk}k≥0 y obtenemos que C∗(X/G)∼=C∗(X)⊗G Z.

De manera similar se prueba que Hom(C∗(X/G),Z)∼= HomG(C∗(X),Z).

Teorema 1.24 (Equivalencia de las definiciones de cohomología de grupos). Sea Y un CW
complejo y un espacio de Eilenberg-MacLane de tipo K(G,1) entonces

Ext∗ZG(Z,Z)∼= H∗(Y ;Z) y TorZG
∗ (Z,Z)∼= H∗(Y ;Z)
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Demostración. Sea p : X −→ Y el espacio recubridor universal de Y . Como Y es un CW
complejo y un espacio de Eilenberg-MacLane de tipo K(G,1) entonces por la proposición
1.20 tenemos que el complejo de cadenas celular aumentado de X es una resolución libre de
Z sobre ZG. Además, tenemos que p induce un homeomorfismo entre el espacio cociente
X/G y el espacio Y .

Por lo anterior y por el lema 1.23 tenemos que

Hom(C∗(Y ),Z)∼= HomG(C∗(X),Z) y C∗(Y )∼=C∗(X)⊗G Z

de donde claramente

H∗(Y ;Z)∼= Ext∗ZG(Z,Z) y H∗(Y ;Z)∼= TorZG
∗ (Z,Z).

El Teorema 1.24 demuestra que las definiciones algebraica y topológica de cohomología y
homología de grupo coinciden.



Capı́tulo 2
Sucesión Espectral de
Lyndon-Hochschild-Serre

En este capítulo se toman como referencia los libros J. Rotman [14] y C. A. Weibel [16].
Esta sección incluye la definición de sucesión espectral en cohomología, la definición de
convergencia de una sucesión espectral, la construcción de una sucesión espectral a través
de parejas exactas y cómo calcular la cohomología del complejo total asociado a un com-
plejo doble. Todo lo anterior como nociones preliminares para definir la cohomología de un
grupo con coeficientes en un complejo de cadenas y entender la construcción de la sucesión
espectral de Lyndon–Hochschild–Serre.

2.1. Sucesiones espectrales

Definición 2.1. Sea {(Er,dr)}r≥1 una sucesión de R−módulos bigraduados diferenciales,
es decir, cada Er es una colección (E p,q

r )p,q∈Z de R−módulos y cada dr : Er → Er es un
R−homomorfismo tal que dr ◦dr = 0.

{(Er,dr)}r≥1 se dice sucesión espectral en cohomología (o simplemente sucesión espectral)
si se verifica lo siguiente:

1. Para todo r ≥ 1 el bigrado de dr : Er→ Er es (r,1− r).

2. Para todo p, q y r ≥ 1 existe un isomorfismo

E p,q
r+1
∼= H p,q(Er,dr) =

Ker(dp,q
r )

Im(dp−r,q−1+r
r )

.

El término Er recibe el nombre de r−página de {(Er,dr)}r≥1.

37
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Una sucesión espectral se dice acotada si existe r≥ 1 tal que para todo n∈Z existe solamente
un número finito de módulos no triviales E p,q

r tales que p+q = n.

(E1,d1)

p

q
(E2,d2)

p

q
(E3,d3)

p

q

Figura 2.1: Páginas de una sucesión espectral en cohomología

Nota 2. Sea {(Er,dr)}r≥1 una sucesión espectral.

Por definición se tiene que E2 = H(E1,d1) =
Z2

B2
donde Z2 y B2 son los R−módulos bigra-

duados

Zp,q
2 := Ker(dp,q

1 ) y Bp,q
2 := Im(dp−1,q

1 ) (2.1)

para todo p, q ∈ Z y B2 ⊆ Z2.

Similarmente E3 = H(E2,d2) =
Z(E2)

B(E2)
con

Z(E2)
p,q := Ker(dp,q

2 ) y B(E2)
p,q := Im(dp−2,q+1

2 ). (2.2)

Dado que Z(E2) y B(E2) son R–submódulos bigraduados de E2 =
Z2

B2
se tiene que Z(E2)∼=

Z3

B2

y B(E2) ∼=
B3

B2
donde Z3 y B3 son R–submódulos bigraduados de Z2 que contienen a B2 y

B3 ⊆ Z3.

De lo anterior se tiene que E2 ∼=
Z2

B2
y E3 ∼=

Z3

B3
con B2 ⊆ B3 ⊆ Z3 ⊆ Z2 ⊆ E1.

Iterando el procedimiento anterior se obtiene una cadena de R–submódulos bigraduados de
E1,

B2 ⊆ B3 ⊆ ·· · ⊆ Br ⊆ ·· · ⊆ Zr ⊆ ·· · ⊆ Z3 ⊆ Z2 ⊆ E1, (2.3)

tal que Er+1 ∼=
Zr+1

Br+1
.
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Definición 2.2. Sea {(Er,dr)}r≥1 una sucesión espectral. Se definen los R–módulos bigra-
duados

Z∞ =
⋂
r≥1

Zr y B∞ =
⋃
r≥1

Br.

Se tiene que B∞ ⊆ Z∞ entonces se define el término límite por E∞ =
Z∞

B∞

.

Proposición 2.1. Sea {(Er,dr)}r≥1 una sucesión espectral en cohomología.

1. Er+1 = Er si y sólo si Zr+1 = Zr y Br+1 = Br.

2. Si Er+1 = Er para todo r ≥ s entonces Es = E∞.
Definición 2.3. Se dice que una sucesión espectral {(Er,dr)}r≥1 acotada converge a un
R−módulo graduado H (o converge a H) y se denota por

E p,q
2 ⇒ H p+q,

si existe una filtración decreciente {F pH}p∈Z de H tal que

1. Para todo n ∈ Z existen enteros s = s(n) y t = t(n) tales que

{0}= F tHn ⊆ ·· · ⊆ F pHn ⊆ F p−1Hn ⊆ ·· · ⊆ FsHn = Hn,

es decir, {F pH}p∈Z es una filtración acotada.

2. Para todo p, q

E p,q
∞
∼=

F pH p+q

F p+1H p+q =: Grp,qH.

Donde el módulo bigraduado Gr H = (Grp,qH) recibe el nombre de módulo graduado aso-
ciado a H. Un elemento de Grp,qH se dice que tiene grado de filtración p, grado comple-
mentario q y grado total p+q.

La convergencia de una sucesión espectral en cohomología esquematizarse como en la si-
guiente figura:

E∞

p

q

n

n

p

n− p
E p,n−p

∞

Gr H

p

q

n

n

p

n− p Grp,n−pH



40 Capítulo 2. Sucesión Espectral de Lyndon-Hochschild-Serre

Figura 2.2: Convergencia de una sucesión espectral en cohomología {(Er,dr)}r≥1 a un mó-
dulo graduado H.

Notemos que cuando se dice que “una sucesión espectral en cohomología converge a H”
quiere decir que el término límite de la sucesión espectral es isomorfo al módulo graduado
asociado a H. Esto significa que en general no se conoce el R−módulo graduado H, de hecho,
sólo se conocen los cocientes F∗Hn/F∗+1Hn de la filtración de H = (Hn)n∈Z y notemos que
estos cocientes los podemos organizar en las siguientes sucesiones exactas:

0 Fs+1Hn Hn Hn

Fs+1Hn 0,

0 Fs+2Hn Fs+1Hn Fs+1Hn

Fs+2Hn 0,

...

0 F t−2Hn F t−3Hn F t−3Hn

F t−2Hn 0,

0 F t−1Hn F t−2Hn F t−2Hn

F t−1Hn 0.

De donde tenemos que Hn está determinado por Fs+1Hn y el cociente Hn/Fs+1Hn, es decir,
Hn está determinado de manera única salvo por una extensión de Hn/Fs+1Hn por Fs+1Hn. A
su vez FkHn está determinado de manera única salvo por una extensión de FkHn/Fk+1Hn por
Fk+1Hn para todo entero s < k < t. En otras palabras, para calcular a Hn deben solucionarse
estos sucesivos problemas de extensión de grupos.
Definición 2.4. Sean {(Er,dr)}r≥1 y {(Er,dr)}r≥1 sucesiones espectrales. Un homomor-
fismo de sucesiones espectrales ϕ : {(Er,dr)}r≥1 −→ {(Er,dr)}r≥1 es una colección de
funciones {ϕr : Er −→ Er}r≥1 tales que dr ◦ fr = fr ◦dr y cada f p,q

r+1 es el mapeo inducido en
cohomología por f p,q

r .
Proposición 2.2. Sea ϕ : E −→ E un homomorfismo de sucesiones espectrales. Suponga-
mos que existe un r ≥ 1 tal que para todo p,q ∈ Z se tiene que ϕr : E p,q

r −→ E p,q
r es un

isomorfismo. Entonces para todo k ≥ r y para todo p,q ∈ Z se tiene que ϕk : E p,q
k −→ E p,q

k
es un isomorfismo. Más aún, si Er y Er son acotadas., entonces ϕ∞ : E p,q

∞ −→ E p,q
∞ es un

isomorfismo.
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2.2. Existencia de sucesiones espectrales

Definición 2.5. Sean D y E módulos bigraduados sobre un anillo R con homomorfismos
bigraduados α, β y γ como en el siguiente diagrama,

D D

E

α

βγ

Decimos que C = (D,E,α,β ,γ) es una pareja exacta si este diagrama es exacto en cada
vértice, es decir, si Im α = Ker β , Im β = Ker γ y Im γ = Ker α .
Proposición 2.3. Sea C un complejo de cocadenas y sea {F pC}p∈Z una filtración decrecien-
te (i.e. F p+1C ⊆ F pC). Entonces existe una pareja exacta C = (D,E,α,β ,γ) asociada a la
filtración, tal que los bigrados de α, β y γ son (−1,1), (0,0) y (1,0) respectivamente.

Demostración. Para abreviar denotemos por F p a F pC.

Para cada p ∈ Z fijo tenemos una sucesión exacta corta,

0→ F p+1 jp+1

−−→ F p π p
−→ F p/F p+1→ 0,

donde jp+1 es la inclusión y π p es la proyección.

Por el lema de la serpiente tenemos una sucesión exacta larga en cohomología,

· · · → Hn(F p+1)
αn−→ Hn(F p)

βn−→ Hn(F p/F p+1)
γn−→

Hn+1(F p+1)
αn+1−−−→ Hn+1(F p)

βn+1−−→ Hn+1(F p/F p+1)
γn+1−−→ ·· · , (2.4)

donde αn := jp+1
n , βn := π

p
n y γn es el homomorfismo conexión.

Podemos escribir a (2.4) como,

· · · → H p+q(F p+1)
α−→ H p+q(F p)

β−→ H p+q(F p/F p+1)
γ−→

H p+q+1(F p+1)
α−→ H p+q+1(F p)

β−→ H p+q+1(F p/F p+1)
γ−→ ·· · , (2.5)

y definir

D = (Dp,q), donde Dp,q := H p+q(F p), (2.6)

E = (E p,q), donde E p,q := H p+q(F p/F p+1). (2.7)

Entonces para q ∈ Z fijo, (2.5) toma la forma,

· · · → Dp+1,q−1 α−→ Dp,q β−→ E p,q γ−→ Dp+1,q α−→ Dp,q+1 β−→ E p,q+1 γ−→ ·· · . (2.8)

Por tanto C = (D,E,α,β ,γ) es una pareja exacta y claramente los bigrados de α, β y γ son
(−1,1), (0,0) y (1,0) respectivamente.
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Proposición 2.4. Sea C = (D,E,α,β ,γ) una pareja exacta.

(i) Si se define d por β ◦ γ se tiene que (E,d) es un módulo bigraduado diferencial.

(ii) Existe una pareja exacta C2 = (D2,E2,α2,β2,γ2) con E2 = H(E,d). Esta pareja exacta
recibe el nombre de pareja derivada.

Demostración. En el libro [14] se encuentra la prueba de esta proposición: ver proposición
10.9, capítulo 10.

Definición 2.6. Sea C = (D,E,α,β ,γ) una pareja exacta.

Se denota por Cr = (Dr,Er,αr,βr,γr) a la r−ésima pareja derivada de C , definida de ma-
nera inductiva, como la pareja derivada de la (r−1)−ésima pareja derivada Cr−1.
Corolario 2.5. Sea C un complejo de cocadenas con filtración decreciente {F pC}p∈Z. Sea
C = (D,E,α,β ,γ) la pareja exacta asociada a la filtración. Entonces la r−ésima pareja deri-
vada de C verifica lo siguiente:

1. Los bigrados de αr, βr y γr son (−1,1), (r−1,1− r) y (1,0) respectivamente.

2. El R−módulo bigraduado diferencial (Er,dr) es tal que el bigrado de dr es (r,1− r) y
existe un isomorfismo Er+1 ∼= Ker(dr)/Im(dr).

3. Dp,q
r = Im(αp+1,q−1)(αp+2,q−2) · · ·(αp+r−1,q−r+1), es decir,

Dp,q
r = Im( jp+1 jp+2 · · · jp+r−1)∗ : Hn(F p+r−1)→ Hn(F p)

en términos de la pareja exacta de la proposición 2.3.
Corolario 2.6. Para todo complejo de cocadenas con un filtración decreciente existe una
sucesión espectral en cohomología.
Definición 2.7. Sea C un complejo de cocadenas con filtración decreciente {F pC}p∈Z y sea
ip : F pC→C el homomorfismo inclusión, se define

Φ
pHn(C) := Im(ip

∗),

donde ip
∗ : Hn(F pC)→ Hn(C) es el homomorfismo de grupos inducido por ip. Estos gru-

pos forman una filtración decreciente {ΦpHn(C)}p∈Z, la cual recibe el nombre de filtración
inducida de Hn(C).
Nota 3. Si {F pC}p∈Z es una filtración decreciente acotada de un complejo de cocadenas C,
entonces la filtración inducida de la cohomología de C también es acotada y con las mismas
cotas.

En efecto, si existen enteros s y t tales que F tC = {0} y FsC = C, entonces Im(it∗) = 0 y
Im(is∗) =C, por lo tanto ΦtHn(C) = 0 y ΦsHn(C) = Hn(C). De esta manera, para todo n ∈ Z
existen s y t enteros tales que

{0}= Φ
tHn(C)⊆ ·· · ⊆Φ

pHn(C)⊆Φ
p−1Hn(C)⊆ ·· · ⊆Φ

sHn(C) = Hn(C).

Teorema 2.7. Sea C un complejo de cocadenas con {F pC}p∈Z una filtración decreciente
acotada, entonces la sucesión espectral en cohomología asociada a esta filtración es tal que,
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1. Para todo p, q existe r ∈ N suficientemente grande tal que E p,q
∞ = E p,q

r .

2. E p,q
2 ⇒ H p+q(C).

Demostración.

1. Sean s y t enteros tales F t = {0} y Fs =C.

Si p< s entonces F p =F p+1, y F p/F p+1 = 0. Por definición, E p,q
1 =H p+q(F p/F p+1),

entonces E p,q
1 = 0.

Notemos que E p,q
r es un subcociente de E p,q

1 , es decir, E p,q
r =

Ker(dp,q
r−1)

Im(dp−r+1,q−2+r
r−1 )

con

Im(dp−r+1,q−2+r
r−1 )⊆ Ker(dp,q

r−1)⊆ E p,q
1 entonces E p,q

r = 0 para todo r.

Similarmente si p > t entonces F p = 0 y E p,q
r = 0 para todo r.

Recordemos que el bigrado de dr es (r,1− r).

Entonces para todo p, q fijos dr(E
p,q
r ) ⊆ E p+r,q+1−r

r , luego si r es lo suficientemente
grande como para que p− r < s y p+ r > t entonces E p−r,q−1+r

r = 0 y E p+r,q+1−r
r = 0.

Así Im(dp−r,q−1+r
r ) = 0 y Ker(dp,q

r ) = E p,q
r . De donde E p,q

r+1 = E p,q
r , así por proposición

2.1. Er = E∞.

2. Consideremos la sucesión exacta obtenida de la r−ésima pareja derivada:

Dp−r+2,∗
r

αr−→ Dp−r+1,∗
r

βr−→ E p,q
r

γr−→ Dp+1,q
r .

Del corolario 2.4.

Dp,q
r = Im( jp+1 jp+2 · · · jp+r−1)∗ : Hn(F p+r−1)→ Hn(F p).

Entonces
Dp−r+1,∗

r = Im( jp−r+2 · · · jp)∗ ⊆ Hn(F p−r+1),

y
Dp−r+2,∗

r = Im( jp−r+3 · · · jp+1)∗ ⊆ Hn(F p−r+2).

Supongamos que r es lo suficientemente grande tal que p− r+1 < s entonces se tiene
que F p−r+1 = Fs =C de donde jp−r+2 · · · jp = ip : F p→C, con lo que

Dp−r+1,∗
r = Φ

pHn(C).

De la misma manera Dp−r+2,∗
r = Φp+1Hn(C) para r suficientemente grande.

Ahora, Dp+1,q
r = Im( jp+2 · · · jp+r)∗ : Hn(F p+r)→ Hn(F p+1) pero si r es suficiente-

mente grande entonces p+ r > t de donde F p+r = 0 y así Dp+1,q
r = 0.
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En resumen la sucesión exacta corta toma la forma,

Φ
p+1Hn(C)→Φ

pHn(C)→ E p,q
r → 0,

con lo que ΦpHn(C)/Φp+1Hn(C)∼= E p,q
r = E p,q

∞ , para r suficientemente grande.

Así tenemos que {(Er,dr)} converge a la cohomología de C.
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2.3. Sucesión espectral asociada a un complejo doble

Definición 2.8. Un complejo doble (M,d′,d′′) consiste de un R−módulo bigraduado M y
dos R−homomorfismos d′,d′′ : M→M tales que

1. Los bigrados de d′ y d′′ son (1,0) y (0,1) respectivamente. Además d′ ◦d′ = 0 y d′′ ◦
d′′ = 0.

2. d′ ◦d′′+d′′ ◦d′ = 0.

M

p

q

d′

d′′
d′

d′′
d′

d′′

Figura 2.3: Complejo doble (M,d′,d′′)

La condición 1. de la definición anterior significa que las filas y las columnas de la figura 2.3
son complejos de cocadenas. Y la condición 2. quiere decir que cada cuadrado de la figura
2.3 anticonmuta.
Definición 2.9. Un complejo doble (M,d′,d′′) se dice complejos doble en el primer cua-
drante si Mp,q = {0} si p o q es negativo.
Definición 2.10. Si (M,d′,d′′) es un complejo doble. El complejo total asociado a M, de-
notado por T M, es el complejo de cocadenas cuyo término de grado n se define por

(T M)n =
⊕

p+q=n
Mp,q

y los diferenciales ∂ n : (T M)n→ (T M)n+1 dados por

∂
n = ∑

p+q=n
(d′p,q +d′′p,q).



46 Capítulo 2. Sucesión Espectral de Lyndon-Hochschild-Serre

M

p

q

n = p+q

n+1 = p+q

T (M)n T (M)n+1

Figura 2.4: Complejo total T M

Observemos que el término n−ésimo del complejo total es la suma de los módulos que están
sobre la antidiagonal n de la figura 2.4, y el diferencial ∂ n es la suma de los homomorfismos
que salen de los puntos de la antidiagonal n.

Las condiciones d′ ◦d′ = 0, d′′ ◦d′′ = 0 y d′ ◦d′′+d′′ ◦d′ = 0 implican que ∂ ◦∂ = 0.
Ejemplo 4. Sean (A,α) y (B,β ) complejos no-negativos de cadenas y cocadenas de módulos
sobre un anillo R respectivamente.

Definamos el complejo doble (HomR(A,B),d′,d′′) como sigue:

HomR(A,B)p,q := HomR(Aq,Bp), para todo p, q≥ 0.

y
d′p,q = β

p
∗q y d′′p,q = (−1)p

α
∗p
q

donde la notación β
p
∗q y α

∗p
q significan lo siguiente:

Sea β p : Bp → Bp+1 un homomorfismo en el complejo de cocadenas, β
p
∗q denota el homo-

morfismo que resulta de aplicar el funtor HomR(Aq,−) a β p, así

β
p
∗q : HomR(Aq,Bp)→ HomR(Aq,Bp+1)

f 7→ β
p
∗q( f ) = β

p ◦ f .

Análogamente, sea αq : Aq→ Bq−1 un homomorfismo en el complejo de cadenas, α
∗p
q denota

el homomorfismo que resulta de aplicar el funtor HomR(−,Bp) a αq, así

α
∗p
q : HomR(Aq−1,Bp)→ HomR(Aq,Bp)

f 7→ α
∗p
q ( f ) = f ◦αq.
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HomR(Aq+1,Bp) HomR(Aq+1,Bp+1)

HomR(Aq,Bp) HomR(Aq,Bp+1)

d′

d′

d′′ d′′

Una pregunta natural después de definir el complejo total asociado a un complejo doble
(M,d′,d′′) es ¿cómo calcular la cohomología de T (M)?. La respuesta a esta pregunta es:
puede construirse sucesiones espectrales que converjan a la cohomología de T M, de manera
más precisa, vamos a encontrar dos filtraciones decrecientes de este complejo de cocadenas
y analizaremos las sucesiones espectrales asociadas a dichas filtraciones. Esto para finalmen-
te conocer no precisamente la cohomología de T M, sino los módulos graduados asociados a
H∗(T M) provenientes de las dos filtraciones mencionadas. De donde tendremos que el cálcu-
lo de H∗(T M) queda sujeto a la solución de los problemas de extensión de grupos de los que
ya habíamos hablado.
Definición 2.11. Sea (M,d′,d′′) un complejo doble.

1. La filtración vertical de T M es la filtración decreciente {vF pT M}p∈Z, tal que el tér-
mino de grado n del subcomplejo vF pT M está dado por,

vF p(T M)n =
⊕
i≥p

Mi,n−i = Mp,q⊕Mp+1,q−1⊕·· · .

2. La filtración horizontal de T M es la filtración decreciente
{hFqT M

}
q∈Z, tal que el

término de grado n del subcomplejo hFqT M está dado por,

hFq(T M)n =
⊕
j≥q

Mn− j, j = Mp,q⊕Mp−1,q+1⊕·· · .

Está definición puede esquematizarse de la siguiente manera:

p n = p+q

Figura 2.5: Filtración Vertical



48 Capítulo 2. Sucesión Espectral de Lyndon-Hochschild-Serre

q

n = p+q

Figura 2.6: Filtración Horizontal

El término de vF pT M de grado n es la suma directa de los Mi,n−i que se encuentran a la
derecha de la línea vertical en p, ver 2.5. Y el término de hFqT M de grado n es la suma
directa de los Mn− j, j que se encuentran arriba de la línea horizontal en q, ver 2.6.

Tenemos el complejo de cocadenas T M = ((T M)n,∂ n) con dos filtraciones decrecientes
{vF pT M}p∈Z y

{hFqT M
}

q∈Z. Entonces por cada filtración existen una sucesión espectral

en cohomología, denotadas por {(vEr,dr)}r≥1 y {(hEr,dr)}r≥1.
Proposición 2.8. Sea (M,d′,d′′) un complejo doble en el primer cuadrante y sean vEr y hEr
las sucesiones espectrales asociadas a la fitración vertical y horizontal respectivamente.

1. Las filtraciones vertical y horizontal son acotadas.

2. Para todo p, q existe r ∈ N suficientemente grande tal que

vE p,q
∞ =v E p,q

r y hE p,q
∞ =h E p,q

r .

3. vE p,q
2 ⇒ H p+q(T M) y hE p,q

2 ⇒ H p+q(T M).

Demostración. Para la filtración vertical. Sea n≥ 0.

Notemos que vF0(T M)n = (T M)n entonces vF p(T M)n = (T M)n para todo p≤ 0. Tam-
bién vFn+1(T M)n = {0} así vF p(T M)n = {0} para todo p≥ (n+1). Por tanto las cotas
son s(n) = 0 y t(n) = n+1.

Similarmente para la filtración horizontal las cotas son s(n) = 0 y t(n) = n+1.

Entonces 2. y 3. se siguen del Teorema 2.7.

Nota 4. La proposición 2.8 nos dice que las sucesiones espectrales vEr y hEr convergen al
mismo módulo graduado H(T M). Eso no significa que vE∞

∼=h E∞, ya que las filtraciones
inducidas {vΦpH(T M)} y

{hΦpH(T M)
}

no necesariamente son iguales.
Nota 5. Sea (M,d′,d′′) un complejo doble en el primer cuadrante y sea vEr la sucesión es-
pectral asociada a la filtración decreciente {vF pT M}p∈Z. Calculemos el término vE2 de esta
sucesión espectral.



2.3. Sucesión espectral asociada a un complejo doble 49

Para hacer más sencilla la notación suprimiremos el superíndice v y denotaremos por F p a
vF pT M.

Recordemos que por construcción E p,q
1 = Hn(F p/F p+1) con n := p+q.

Veamos cómo es el complejo de cocadenas F p/F p+1.

Sabemos que (F p/F p+1)n = (F p)n/(F p+1)n donde

(F p)n = Mp,n−p⊕Mp+1,n−p−1⊕Mp+2,n−p−2⊕·· ·⊕Mn,0

(F p+1)n = Mp+1,n−p−1⊕Mp+2,n−p−2⊕·· ·⊕Mn,0,

es decir, (F p/F p+1)n ∼= Mp,n−p.

El diferencial ∂ n : (F p/F p+1)n→ (F p/F p+1)n+1 está definido por [z] 7→ [∂ n(z)]. Si tomamos
[z] ∈ (F p/F p+1)n con representante z ∈Mp,n−p entonces

∂ n([z]) = [(d′p,n−p +d′′p,n−p)(z)] = [d′′p,n−p(z)],

donde la última igualdad se da porque Im(d′p,n−p)⊆ (F p+1)n+1.

De lo anterior se tiene que el complejo de cocadenas F p/F p+1 es isomorfo al complejo de
cocadenas (Mp,∗,d′′) que correponde al complejo ubicado en la columna p−ésima de M. Así

E p,q
1 = H p+q(F p/F p+1)∼= Hq(Mp,∗).

Denotemos por Hv(M) al módulo bigraduado definido por Hv(M)p,q =Hq(Mp,∗). Hv(M) tie-
ne estructura de módulo bigraduado diferencial si se define d′ de bigrado (1,0) de la siguiente
manera: para q fijo,

d′p : Hq(Mp,∗)→ Hq(Mp+1,∗)

[z] 7→ [d′p,q(z)].

Se puede probar que el homomorfismo d′p : Hq(Mp,∗)→Hq(Mp+1,∗) coincide con el homo-
morfismo dp,q

1 : E p,q
1 → E p+1,q

1 , ver proposición 10.17, capítulo 10, [14]. Con lo que

E p,q
2
∼= H p,q(E1,d1) =

Ker(dp,q
1 )

Im(dp−1,q
1 )

∼=
Ker(d′p)

Im(d′p−1)
= H p(Hv(M)∗,q).

Al módulo bigraduado H p(Hv(M)∗,q) lo denotamos por HhHv(M).

En resumen, la sucesión espectral vEr asociada a la filtración decreciente {vF pT M}p∈Z es tal
que

vE p,q
1
∼= Hv(M)p,q = Hq(Mp,∗).

y
vE p,q

2
∼= HhHv(M)p,q = H p(Hv(M)∗,q).
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Lo anterior se puede resumir en el siguiente teorema.
Teorema 2.9. Sea (M,d′,d′′) un complejo doble en el primer cuadrante, entonces

vE p,q
1
∼= Hv(M)p,q = Hq(Mp,∗).

y
vE p,q

2
∼= H p(Hv(M)∗,q)⇒ H p+q(T M).

Nota 6. De manera análoga podemos calcular el término hE2 de la sucesión espectral hEr.

En este caso, el complejo de cocadenas F p/F p+1 es isomorfo al complejo de cocadenas
(M∗,p,d′) que correponde al complejo ubicado en la fila p−ésima de M. Así

E p,q
1 = H p+q(F p/F p+1)∼= Hq(M∗,p).

Se denota por Hh(M) al módulo bigraduado definido por Hh(M)p,q =Hq(M∗,p). Hh(M) tiene
estructura de módulo bigraduado diferencial si para q fijo se define d′′ de bigrado (0,1) por,

d′′p : Hq(M∗,p)→ Hq(M∗,p+1)

[z] 7→ [d′′p,q(z)].

Este homomorfismo d′′p : Hq(M∗,p)→ Hq(M∗,p+1) coincide con dp,q
1 : E p,q

1 → E p+1,q
1 . Con

lo que

E p,q
2
∼= H p,q(E1,d1) =

Ker(dp,q
1 )

Im(dp−1,q
1 )

∼=
Ker(d′′p)

Im(d′′p−1)
= H p(Hh(M)q,∗).

Al módulo bigraduado H p(Hh(M)q,∗) lo denotamos por HvHh(M).

Así la sucesión espectral hEr asociada a la filtración decreciente
{hF pT M

}
p∈Z es tal que

hE p,q
1
∼= Hh(M)p,q = Hq(M∗,p).

y
hE p,q

2
∼= HvHh(M)p,q = H p(Hh(M)q,∗).

Teorema 2.10. Sea (M,d′,d′′) un complejo doble en el primer cuadrante, entonces

hE p,q
1
∼= Hh(M)p,q = Hq(M∗,p).

y
hE p,q

2
∼= H p(Hh(M)q,∗)⇒ H p+q(T M).
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2.4. Cohomología de grupos con coeficientes en un comple-
jo de cocadenas

Definición 2.12. Sea G un grupo y sea C un complejo de cocadenas de G−módulos no-
negativo. Se define la cohomología de G con coeficientes en C por

H∗(G;C) := H∗(T HomG(F,C)), (2.9)

donde T HomG(F,G) denota el complejo total asociado al complejo doble HomG(F,C) defi-

nido por {HomG(Fq,Cp)}p,q≥0 con · · · → Fn
dn−→ Fn−1→ ··· → F0

ε−→ Z→ 0 una resolución
proyectiva de Z sobre ZG.
Proposición 2.11. Sea C un complejo de cocadenas no-negativo de G−módulos tal que
Hq(G,Cp) = 0, para todo q > 0 y para todo p≥ 0. Entonces existe una sucesión espectral en
cohomología tal que

E p,q
2 = H p(G;Hq(C))⇒ H p+q(HomG(Z,C)). (2.10)

Demostración. Sea · · · → Fn
dn−→ Fn−1→ ··· → F0

ε−→ Z→ 0 una resolución proyectiva de Z
sobre ZG y consideremos el complejo doble HomG(F,C) = {HomG(Fq,Cp)}p,q≥0. Asociado
a este complejo doble tenemos un complejo total T HomG(F,C).

Primero calculemos la sucesión espectral asociada a la filtración vertical:
vE p,q

1 = Hq(HomG(F,C)p,∗) = Hq(HomG(F,Cp)) = Hq(G,Cp)

=

{
0, si q 6= 0
Hq(G,Cp) si q = 0

∼=

{
0, si q 6= 0
HomG(Z,Cp) si q = 0.

vE p,q
2 =

{
0, si q 6= 0
H p(HomG(Z,C)) si q = 0.

Como la 2-página está concentrada en la fila q = 0 se tiene que vE∞ = vE2 y que
vE p,q

2 ⇒ H p+q(T HomG(F,C)) = H p+q(HomG(Z,C)). (2.11)

Ahora calculemos la sucesión espectral asociada a la filtración horizontal:
hE p,q

1 = Hq(HomG(F,C)∗,p) = Hq(HomG(Fp,C))∼= HomG(Fp,Hq(C)).
hE p,q

2 = H p(HomG(F,Hq(C))) = H p(G,Hq(C)).

De aquí,
hE p,q

2 = H p(G,Hq(C))⇒ H p+q(T HomG(F,C)) (2.12)

De lo anterior podemos concluir que

E p,q
2 = H p(G;Hq(C))⇒ H p+q(HomG(Z,C)). (2.13)
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2.5. Sucesión espectral de Lyndon-Hochschild-Serre

Teorema 2.12 (Sucesión espectral de Lyndon-Hochschild-Serre en cohomología). Sea

1→ H→ G→ Q→ 1,

una extensión de grupos y sea M un G−módulo, entonces existe una sucesión espectral en
cohomología de la forma

E p,q
2 = H p(Q;Hq(H,M))⇒ H p+q(G,M).

Demostración. Sea · · · → Fn
dn−→ Fn−1→ ··· → F0

ε−→ Z→ 0 una resolución libre de Z sobre
ZG y consideremos C :=HomH(F,M) el complejo de cocadenas no-negativo de Q−módulos.

Notemos que por la proposición 1.3,

HomG(F,M)∼= HomG(Z,Hom(F,M))
∼= HomQ(Z,HomH(Z,Hom(F,M)))∼= HomQ(Z,C),

entonces H∗(G,M)∼= H∗(HomQ(Z,C)).

También tenemos que la acción de Q en H∗(H,M) dada en la proposición 1.13 es la misma
que hereda H∗(H,M) de la acción de Q en C.

Si se prueba que Hq(Q,Cp) = 0 para todo q > 0 y para todo p ≥ 0, entonces nos encon-
traríamos en las hipótesis de la proposición 2.11, por tanto existe una sucesión espectral en
cohomología tal que

E p,q
2 = H p(Q;Hq(C))⇒ H p+q(HomQ(Z,C)),

es decir,

E p,q
2 = H p(Q;Hq(H,M))⇒ H p+q(G,M).

Veamos que Hq(Q,HomH(Fp,M)) = 0 para todo q > 0 y para todo p ≥ 0. Dado que Fp
es un ZG−módulo libre se tiene que Hq(Q,HomH(Fp,M)) ∼=

⊕
i∈I Hq(Q,HomH(ZG,M)),

entonces basta ver que Hq(Q,HomH(ZG,M)) = 0 para todo q > 0.

Observemos que por la proposición 1.4,

HomH(Z,Hom(ZG,M))∼= HomH(Z,Hom(ZG,M0))

∼= Hom(Z⊗H ZG,M0)∼= Hom(IndG
H Z,M0)

∼= Hom(ZQ⊗Z,M0)∼= Hom(ZQ,M0).

De donde,

Hq(Q,HomH(ZG,M))∼= Hq(Q,Hom(ZQ,M0))

= Hq(Q,CoindQ
{1}M0)∼= Hq({1},M0) = 0

para q > 0.
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La sucesión espectral del teorema 2.12 recibe el nombre de sucesión espectral de Lyndon–
Hochschild–Serre en cohomología, también hay un versión en homología cuya construcción
se hace de manera similar.
Proposición 2.13. Sean 1→ H → G→ Q→ 1 y 1→ H ′ → G′ → Q′ → 1 extensiones de
grupos y sea (α,β ,γ) un homomorfismo entre estas extensiones de grupos,

0 H G Q 0

0 H ′ G′ Q′ 0.

α β γ

Entonces la sucesión espectral de Lyndon–Hochschild–Serre es funtorial respecto a este ho-
momorfismo, es decir, existe ϕ : {Er}r≥1 −→ {Er}r≥1 un homomorfismo de sucesiones es-
pectrales donde {Er}r≥1 y {Er}r≥1 son las sucesiones espectrales de Lyndon–Hochschild–
Serre asociadas a la primera y segunda extensión de grupos respectivamente.

Demostración. Utilizando el hecho de que la cohomología de grupos es un funtor en dos va-
riables puede verse que existe un homomorfismo del complejo doble asociado a la extensión
dos al complejo doble asociado a la extensión uno. Este homomorfismo induce un homomor-
fismo en los complejos totales y por tanto en sus filtraciones. Así existe el homomorfismo
entre las sucesiones espectrales.



Capı́tulo 3
Cohomología de Productos Semidirectos

Los resultados de este capítulo son tomados del artículo [1] de los autores A. Adem, J. Ge,
J. Pan y N. Petrosyan y del artículo [2] de A. Adem y J. Pan. La finalidad de este capítulo
es calcular la cohomología del producto semidirecto de Zn con Z/p con p un número primo,
Γ = Zn oZ/p. La idea es construir una resolución libre sobre el anillo de grupo de Γ tal que
la sucesión espectral de Lyndon–Hochschild–Serre asociada a la extensión de Z/p por Zn co-
lapse en el término E2. Esto requiere la introducción del concepto de acción G−compatible.

3.1. Resoluciones libres sobre un producto semidirecto

Sean H, K grupos y φ : K −→ Aut(H) un homomorfismo de grupos. Recordemos que el
producto cartesiano H×K bajo la operación

(h,k) · (h′,k′) =
(
hφ(k)(h′),kk′

)
para todo h,h′ ∈ H y k,k′ ∈ K, es el grupo llamado producto semidirecto de H con K
relativo a φ , el cual se denota por H oφ K o simplemente H oK.
Definición 3.1. Sea G un grupo. Decimos que un G−módulo M se llama ZG−retículo si M
es un Z−módulo libre .
Ejemplos. (ZG−retículos)

1. Claramente Zn considerado como G−módulo trivial es un ZG−retículo finitamente
generada.

2. Sea Sr el grupo de permutaciones de r elementos y sea M el grupo abeliano libre gene-
rado por m1,m2, . . . ,mr.

M es un ZG−retículo de rango r donde la acción lineal de Sr en Zr está dada por,

σ · (ma1
1 ma2

2 · · ·m
ar
r ) = ma1

σ(1)m
a2
σ(2) · · ·m

ar
σ(r),

54
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con σ ∈ Sr y a1,a2, . . . ,ar ∈ Z.

Sea M un ZG−retículo y sea Γ = M oG, donde G actúa en M vía el homomorfismo de
grupos φ : G −→ Aut(M). Para todo g ∈ G y m ∈ M escribiremos gm en lugar de φ(g)(m)
para denotar la acción de G en M. Esta acción puede extenderse linealmente a una acción
de G en el álgebra de grupo RM, donde R es un anillo conmutativo y unitario. De aquí en
adelante R denotará Z el anillo de los enteros o Z(p) el anillo de los enteros localizado en el
ideal primo generado por el entero p.
Definición 3.2. Sea G un grupo y M un ZG−retículo. Sea ε : F −→ R una resolución libre
de R sobre RM, se dice que F admite una acción de G compatible con φ o que existe una
acción compatible de G en F si para todo g ∈ G existe un homomorfismo de cadenas que
preserva aumentación τ(g) : F −→ F tal que

· · · Fn · · · F1 F0 Z 0

· · · Fn · · · F1 F0 Z 0

dn

τ(g)n τ(g)1

ε

τ(g)0

dn ε

1. τ(g)[u · f ] = (gu) · [τ(g)( f )] para todo u ∈ RM y f ∈ F .

2. τ(gg′) = τ(g)◦ τ(g′) para todo g,g′ ∈ G.

3. τ(1) = 1F .

Si tal acción existe podemos dotar a F de estructura de complejo de cadenas de Γ−módulos
como sigue. Si (m,g) ∈ Γ y f ∈ Fn se define

(m,g) · f = m · τ(g)( f ).

Que esta asignación verifique los axiomas de acción es una consecuencia de las condiciones
1., 2. y 3. de la definición 3.2. La Γ−equivarianza de los homomorfismos se prueba utilizando
el hecho de que τ(g) es un homomorfismo de cadenas que preserva aumentación para todo
g ∈ G. Lo anterior puede resumirse en la siguiente proposición.
Proposición 3.1. Sea G un grupo y M un ZG−retículo. Si ε : F −→ R es una resolución libre
de R sobre RM que admite una acción de G compatible, entonces ε : F −→ R es un complejo
de cadenas de Γ−módulos.

Notemos también que para todo G−módulo P, la acción de G en P puede extenderse a una
acción de Γ en P vía la proyección canónica π : Γ−→G. Este hecho sumado a la proposición
3.1 dan lugar a la construcción de una resolución libre de R sobre el anillo de grupo del
producto semidirecto MoG.
Proposición 3.2. Sea G un grupo y M un ZG−retículo, si ε : F −→ R es una resolución libre
de R sobre RM que admite una acción de G compatible y ε ′ : P−→ R es una resolución libre
de R sobre RG, entonces ε ′⊗ ε : P⊗F −→ R es una resolución libre de R sobre RΓ.
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Demostración. Dado que para todo i≥ 0 y j ≥ 0 los módulos Pi y Fj son Γ−módulos, pode-
mos dotar a Pi⊗Fj con la estructura de Γ−módulo utilizando la acción diagonal,

(m,g)(p⊗ f ) = (gp)⊗
(
m · τ(g)( f )

)
,

donde (m,g) ∈ Γ, p ∈ Pi y f ∈ Fj.

Para probar que Pi⊗Fj es libre observemos que Pi ∼= RGmi y Fj ∼= RMn j con mi,n j ∈ N, de
donde

Pi⊗Fj ∼= (RG⊗RM)min j ∼= (R[Γ/M]⊗RM)min j ∼= (RΓ⊗M RM)min j ∼= RΓ
min j .

Por último, utilizando el teorema de Künneth tenemos que ε ′⊗ε : P⊗F −→R es un complejo
de cadenas exacto.

Esto demuestra que ε⊗ ε ′ : P⊗F −→ Γ es una resolución libre de Z sobre RΓ.

Definición 3.3. Sea M un grupo y sea ε : E −→ R una resolución libre de R sobre RM. Se dice
que E es una resolución especial si los homomorfismos frontera del complejo de cocadenas
HomM(E,R) son triviales. En el caso de R = Z si H i(M)∼= HomM(Ei,Z) para todo i≥ 0.
Ejemplos. (Resoluciones especiales)

1. Consideremos el grupo de los enteros. En el ejemplo 4 de cohomología de grupos
vimos que

0→ Z [Z] t−1−−→ Z [Z] ε−→ Z→ 0,

es una resolución especial de Z sobre Z [Z].

2. Sea L = Zn y denotemos a la resolución especial del ejemplo anterior por E. Conside-
remos el complejo de cadenas F = E⊗·· ·⊗E︸ ︷︷ ︸

n−veces

y notemos que al aplicar la proposición

3.2 de manera inductiva a la acción trivial de Z en Zn−1 obtenemos que F es una reso-
lución libre de Z sobre Z [Zn].

Dada la forma en la que está definida la resolución E se tiene que

HomZn(F,Z)∼= HomZn(E,Z)⊗·· ·⊗HomZn(E,Z).

Como HomZn(E,Z) tiene diferenciales triviales entonces HomZn(F,Z) tiene diferen-
ciales triviales, probando que E⊗·· ·⊗E es una resolución especial de Z sobre Z [Zn].

Teorema 3.3. Sea ε : F −→ R una resolución especial de R sobre R[Zn] y supongamos que
existe una acción compatible de G en F . Entonces para todo entero k ≥ 0 tenemos que

Hk(Zn oG;R) =
⊕

i+ j=k

H i(G,H j(Zn;R)).

Demostración. Sea ε ′ : P−→Z es una resolución libre de Z sobre ZG, por la proposición 3.2
tenemos que ε ′⊗ε : P⊗F −→Z es una resolución libre de Z sobre ZΓ. Entonces la cohomo-
logía de ZnoG se calcula como la cohomología del complejo de cocadenas HomΓ(P⊗F,Z).
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Notemos que

HomΓ((P⊗F)k,Z)∼=
⊕

i+ j=k

HomΓ(Pi⊗Fj,Z)∼=
⊕

i+ j=k

HomG(Pi,HomZn(Fj,Z)).

El último isomorfismo está dado por,

Ω : HomG(Pi,HomZn(Fj,Z))−→ HomΓ(Pi⊗Fj,Z)

Ω(ϕ)(p⊗ f ) = ϕ(p)( f ), con ϕ ∈ HomG(Pi,HomZn(Fj,Z)), p ∈ Pi y f ∈ Fj. Claramente Ω

es un isomorfismo de grupos abelianos, basta ver que es Γ−equivariante.

Sea (m,g) ∈ Γ, ϕ ∈HomG(Pi,HomZn(Fj,Z)), p ∈ Pi y f ∈ Fj, y denotemos por Ωϕ := Ω(ϕ)
y ϕp := ϕ(p) entonces

Ωϕ((m,g)(p⊗ f )) = Ωϕ((gp)⊗
(
mτ(g) j( f )

)
) = ϕgp(mτ(g) j( f ))

= ϕgp(τ(g) j( f )) = gϕp(τ(g) j( f ))

= ϕp(τ(g−1)τ(g) j( f )) = ϕp( f ) = Ωϕ(p⊗ f ).

Por lo tanto podemos calcular la cohomología de Γ calculando la cohomología del complejo
total asociado al doble complejo HomG(P,HomZn(F,Z)).

Dado que F es una resolución especial, H j(Zn) = HomZn(Fj,Z), con lo que el doble com-
plejo HomG(P,HomZn(F,Z)) tiene la forma,

...
...

...

0 HomG(P2,H0(Zn)) HomG(P2,H1(Zn)) HomG(P2,H2(Zn)) · · ·

0 HomG(P1,H0(Zn)) HomG(P1,H1(Zn)) HomG(P1,H2(Zn)) · · ·

0 HomG(P0,H0(Zn)) HomG(P0,H1(Zn)) HomG(P0,H2(Zn)) · · ·

0 0 0 .

0 0

0 0

0 0

Como los homomorfismo frontera horizontales son triviales y la cohomología de las verticales
es H∗(G,H#(Zn)) entonces

Hk(Γ) = Hk (T HomG(P,HomZn(F,Z))) =
⊕

i+ j=k

H i(G,H j(Zn)).
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El Teorema 3.3 es un resultado clave en el cálculo de la cohomología de productos semidirec-
tos ya que este afirma que a partir de una resolución especial de M que admita una acción de
G compatible, la sucesión espectral de Lyndon–Hochschild–Serre en cohomología asociada
a la extensión de G por M colapsa en el término E2 y colapsa sin problemas de extensión.

3.2. Construcción de acciones compatibles

Lema 3.4. Sea εi : Fi −→ R una resolución proyectiva de R sobre R[Mi] para i = 1,2 entonces
ε1⊗ ε2 : F1⊗F2 −→ R es una resolución proyectiva de R sobre R[M1×M2]. Además, si G
actúa compatiblemente en Fi por τi para i = 1,2, entonces existe una acción compatible de G
en F1⊗F2 dada por τ(g)( f1⊗ f2) = τ1(g)( f1)⊗ τ2(g)( f2).

Demostración. Por el teorema de Künneth tenemos que ε1⊗ ε2 es un complejo de cadenas
exacto. Consideremos F1,i⊗F2, j para i, j≥ 0, por la definición de proyectividad tenemos que
F1,i y F2, j son sumandos directos de módulos libres sobre R[M1] y R[M2] respectivamente, es
decir, ⊕

α

R[M1] = F1,i⊕Q1,i y
⊕

β

R[M2] = F2, j⊕Q2, j.

Así (F1,i⊗F2, j)⊕Q ∼=
⊕

α,β R[M1]⊗R[M2] con Q = (F1,i⊗F2, j)⊕ (Q1,i⊗ (F2, j⊕Q2, j)) y
como R[M1]⊗R[M2]∼= R[M1×M2], tenemos que F1,i⊗F2, j es proyectivo sobre R[M1×M2].

Es fácil probar que se satisfacen las propiedades de acción compatible.

Lema 3.5. Sea G = G1×G2, sea M un RGi−módulo para i = 1,2 y sea ε : F −→ R una
resolución proyectiva de R sobre RM. Si existe τi una acción compatible de Gi en F tal que
τ1(g1)◦ τ2(g2) = τ2(g2)◦ τ1(g1), entonces existe una acción compatible de G en M dada por
τ((g1,g2)) = τ1(g1)◦ τ2(g2)( f ).
Lema 3.6. Sean M un ZG1−retículo finitamente generado, π : G2 −→ G1 un homomorfis-
mo de grupos y ε : F −→ R una resolución proyectiva de Z sobre RM. Si G1 actúa com-
patiblemente en F por τ ′ entonces existe una acción compatible de G2 en F definida por
τ(g)( f ) = τ ′(π(g))( f ).

3.2.1. Acciones compatibles de Z/p en la resolución libre de Koszul

Un ejemplo de resolución especial de suma importancia para nuestro propósito está dado por
el complejo de Koszul cuando se toma el anillo RL con L un grupo abeliano libre finitamente
generado.

Sea L un grupo abeliano libre con base {x1, . . . ,xn}. La sucesión (x1− 1, . . . ,xn− 1) de ele-
mentos de RL es una sucesión regular en RL, esto implica que el complejo de Koszul asociado
a la sucesión regular (x1−1, . . . ,xn−1) es una resolución libre de RL/(x1−1, · · · ,xn−1)∼=R.
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Recordemos que en este caso el complejo de Koszul tiene la forma

K(x1−1, . . . ,xn−1) : 0→ Kn→ ··· → Kp
dp−→ Kp−1→ ··· → K1

d1−→ K0→ 0,

donde Kp es el RL−módulo libre de rango
(n

p

)
con base

Bp = {ai1 ∧·· ·∧aip|1≤ i1 < · · ·< ip ≤ n}

y los diferenciales están dados por

dp(ai1 ∧·· ·∧aip) =
p

∑
j=1

(−1) j−1(xi j −1)ai1 ∧·· ·∧ âi j ∧·· ·∧aip.

Es decir, K(x1−1, . . . ,xn−1) tiene la forma

0→ RLa1∧·· ·∧an
dn−→ ·· · →

n⊕
i=1

RLai
d1−→ RL→ 0.

Abreviaremos K(x1−1, . . . ,xn−1) por K. Veamos que ε : K −→ R es una resolución especial
de R sobre RL, en otras palabras veamos que el complejo de cocadenas

0→ HomRL(RL,R)
d∗1−→ HomRL

(
n⊕

i=1

RLai,R

)
→ ··· d∗n−→ HomRL(RLa1∧·· ·∧an,R)→ 0

tiene homomorfismos triviales. Sea f : Kp−1 −→ R un RL−homorfismo entonces

d∗p( f )(ai1 ∧·· ·∧aip) = f (dp(ai1 ∧·· ·∧aip))

=
p

∑
j=1

(−1) j−1 f
(
(xi j −1)ai1 ∧·· ·∧ âi j ∧·· ·∧aip

)
=

p

∑
j=1

(−1) j−1(xi j −1) f (ai1 ∧·· ·∧ âi j ∧·· ·∧aip)

=
p

∑
j=1

(−1) j−1 (xi j f (ai1 ∧·· ·∧ âi j ∧·· ·∧aip)− f (ai1 ∧·· ·∧ âi j ∧·· ·∧aip)
)
= 0.

Teorema 3.7. Sea G un grupo, sea L = 〈x1, . . . ,xn〉 un ZG−retículo finitamente generado y
sea K la resolución especial de R sobre RL dada por el complejo de Koszul asociado a la
sucesión regular (x1− 1, . . . ,xn− 1) donde con base {x1, . . . ,xn}. Supongamos que hay un
homomorfismo de grupos τ : G−→Aut(K1) tal que d1 ◦ τ(g)(a) = gd1(a) para todo g ∈G y
a ∈ K1 con d1 : K1 −→ RL, d1(ai) = xi−1. Entonces τ puede extenderse a todo K, con lo que
existe un acción de G compatible con K(x1−1, . . . ,xn−1).

Demostración. Para todo g ∈G queremos definir τ(g) : K −→ K un homomorfismo de cade-
nas que preserva aumentación y que cumpla las propiedades de acción compatible. Primero
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notemos que τ(g) actúa en K0 = RL vía la acción original de G, es decir, τ(g)(u) = gu para
todo u ∈ K0. Luego definamos τ(g) en la base de K como RL−módulo graduado de la si-
guiente manera, τ(g)(ai1 ∧·· ·∧aip) = τ(g)(ai1)∧·· ·∧τ(g)(aip) para ai1 ∧·· ·∧aip ∈ Kp y si
u ∈ RL y x ∈ Kp se define τ(g)(ux) = (gu)τ(g)(x).

0 RLa1∧·· ·∧an · · ·
⊕n

i=1 RLai RL R 0

0 RLa1∧·· ·∧an · · ·
⊕n

i=1 RLai RL R 0

dn

τ(g)n

d1

τ(g)1

ε

τ(g)0

dn d1 ε

Es fácil ver que τ(g) preserva aumentación. La conmutatividad del segundo cuadrado en el
diagrama de arriba está dada por la hipótesis, por tanto, debemos ver la conmutatividad para
2≤ p≤ n. Sean u ∈ RL y ai1 ∧·· ·∧aip ∈ Kp un elemento generador, entonces

τ(g)(dp(u ·ai1 ∧·· ·∧aip)) = τ(g)

(
u

p

∑
j=1

(−1) j−1(xi j −1)ai1 ∧·· ·∧ âi j ∧·· ·∧aip

)

= (gu)
p

∑
j=1

(−1) j−1
τ(g)

(
(xi j −1)ai1 ∧·· ·∧ âi j ∧·· ·∧aip

)
= (gu)

p

∑
j=1

(−1) j−1g(xi j −1)τ(g)
(
ai1 ∧·· ·∧ âi j ∧·· ·∧aip

)
= (gu)

p

∑
j=1

(−1) j−1g(xi j −1)τ(g)(ai1)∧·· ·∧ τ(g)(âi j)∧·· ·∧ τ(g)(aip)

= (gu)
p

∑
j=1

(−1) j−1
τ(g)(xi j −1)τ(g)(ai1)∧·· ·∧ ̂τ(g)(ai j)∧·· ·∧ τ(g)(aip)

(∗) = (gu)dp(τ(g)(ai1)∧·· ·∧ τ(g)(aip))

= dp((gu)τ(g)(ai1)∧·· ·∧ τ(g)(aip))

= dp(τ(g)(u ·ai1 ∧·· ·∧aip)).

Dado que los homomorfismos frontera son derivaciones y que d1◦τ(g)(a)= gd1(a) para todo
g∈G y a∈K1 entonces puede probarse por inducción la igualdad (*). Ahora, las propiedades
de acción compatible en grado cero se verifican con facilidad y en grado uno se cumplen por
hipótesis. Para grados superiores notemos que τ(g) por definición para todo entero 0 < p≤ n
satisface que τ(g)(ux) = (gu)τ(g)(xu) para todo u ∈ RL y para todo x ∈ Kp.

Que τ(g1g2) = τ(g1)τ(g2) es consecuencia de que esta propiedad se cumpla en grado uno,



3.2. Construcción de acciones compatibles 61

pues si u ∈ RL y ai1 ∧·· ·∧aip ∈ Kp un generador, entonces

τ(g1g2)(u · (ai1 ∧·· ·∧aip)) = (g1g2u)τ(g1g2)(ai1 ∧·· ·∧aip)

= (g1g2u)(τ(g1g2)(ai1)∧·· ·∧ τ(g1g2)(aip))

= (g1g2u)(τ(g1)τ(g2)(ai1)∧·· ·∧ τ(g1)τ(g2)(aip))

= τ(g1)((g2u) · (τ(g2)(ai1)∧·· ·∧ τ(g2)(aip)))

= τ(g1)τ(g2)(u · (ai1 ∧·· ·∧aip)).

De manera similar se prueba que τ(1G) = 1K . Esto demuestra que τ : G −→ Aut(K1) puede
extenderse a todo K, dando como resultado una acción de G compatible en K.

Es importante resaltar que la prueba del Teorema 3.7 utiliza como hecho principal que el
complejo de Koszul sea un álgebra diferencial graduada, ya que es de esta manera como se
puede extender el homomorfismo τ .
Teorema 3.8. Sea φ : G −→ Sn un homomorfismo de grupos, donde Sn es el grupo de per-
mutaciones de n elementos. Supongamos que L es un ZG−retículo de rango n vía este ho-
momorfismo, es decir, L es un módulo de permutación. Entonces el complejo de Koszul K
admite una acción G compatible.

Demostración. Por el lema 3.6 basta probar que K admite una acción Sn compatible. Supon-
gamos que la base de L es {x1, . . . ,xn} entonces la acción de G en L está dada por

g(xr1
1 · · ·x

rn
n ) = xr1

σ(1) · · ·x
rn
σ(n),

donde σ = φ(g) y g ∈ G.

Definamos la función τ : Sn −→ Aut(K1) como sigue, sea ai ∈ K1 un generador, si σ ∈ Sn y
u ∈ RL se define τ(σ)(ai) = aσ(i) y τ(σ)(uai) = (σu)τ(σ)(ai).

τ está bien definida dado que τ(σ) es un automorfismo con inversa τ(σ−1) para todo σ ∈ Sn.
Además, para todo σ ,γ ∈ Sn

τ(σγ)(uai) = ((σγ)u)aσ(γ(i)) = (σ(γu))τ(σ)(aγ(i)) = τ(σ)((γu)aγ(i)) = τ(σ)τ(σ)(uai).

Finalmente, d1(τ(σ)(uai)) = σ(d1(uai)). En efecto

d1(τ(σ)(uai)) = d1((σu)aσ(i)) = (σu)d1(aσ(i)) = (σu)(xσ(i)−1)

= (σu)σ(xi−1) = σ(u(xi−1)) = σ(ud1(ai)) = σ(d1(uai)).

Esto demuestra que τ verifica las hipótesis del Teorema 3.7, en consecuencia existe una ac-
ción de Sn compatible en K.
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Teorema 3.9. Sea G el grupo cíclico finito de orden n, G = 〈t : tn = 1〉 y consideremos L un
ZG−retículo de rango n−1, donde la acción de G está dada por ζ : G−→ GLn−1(Z)

ζ (t) = A =


0 1 0 · · · 0 0
0 0 1 · · · 0 0
...

...
... . . . ...

...
0 0 0 · · · 0 1
−1 −1 −1 · · · −1 −1

 .
Sea x1, . . . ,xn−1 la base canónica de L en la cual la acción de arriba es representada por la
matriz A. Entonces el complejo de Koszul asociado a (x1−1, . . . ,xn−1−1) admite una acción
de G compatible con ζ .

Demostración. La acción de G en L está dada por tx1 = x−1
n−1 y txk = xk−1x−1

n−1 para todo
1≤ k ≤ (n−1). Definamos τ : G−→ Aut(K1) por

τ(t)(a1) =−x−1
n−1an−1, τ(t)(ak) =−x−1

n−1(an−1−ak−1) y τ(t)(ua) = (tu)τ(t)(a),

con 1 < k ≤ (n−1), u ∈ RL y a ∈ K1. Y se define τ(t j) = τ(t) j para 1≤ j ≤ (n−1).

τ(t) es un automorfismo con inversa dada por

τ(t)−1(a1) = x−1
1 (a2−a1), τ(t)−1(ak) = x−1

1 (ak+1−a1),

y τ(t)−1(ua) = (tn−1u)τ(t)−1(a) con u ∈ RL, a ∈ K1 y para 1 < k≤ (n−1). Por definición τ

es homomorfismo de grupos, veamos que τ(t)n = idL y que d1(τ(t)(ai)) = td1(ai).

Abreviemos τ en lugar de τ(t) y para todo i /∈ {1,2, . . . ,(n− 1)} adoptemos la convención
xi = 1 y ai = 0. Para probar que τ(t)n = idL utilizaremos que tx−1

k = (txk)
−1 y las siguientes

igualdades, las cuales pueden demostrarse por inducción:

tr · x1 = x−1
n−rxn−(r−1) y τr(a1) = x−1

n−r(an−(r−1)−an−r) para todo 1≤ r ≤ (n−1).

Sea 1 < k ≤ (n−1) entonces tr · xk = xk−rx−1
n−r y τr(ak) = x−1

n−r(ak−r−an−r) para todo
1≤ r ≤ k.

Notemos que τn(ua) = (tnu)τn(a) = uτn(a) y que

τ
n(a1) = τ(τn−1(a1)) = τ(x1

1(a2−a1)) = (tx−1
1 )(τ(a2)− τ(a1))

= (x−1
n−1)

−1(−x−1
n−1(an−1−a1)+ x−1

n−1an−1) = a1,

τ
n(ak) = τ

n−k(τk(ak)) =−τ
n−k(x−1

n−kan−k) =−(tn−kx−1
n−k)τ

n−k(an−k)

=−(x−1
k )−1x−1

k (−ak) = ak,

así τ(t)n = idL. Adicionalmente para 1 < k ≤ (n−1),

d1(τ(t)(a1)) = d1(−x−1
n−1an−1) =−x−1

n−1(xn−1−1) = x−1
n−1−1 = t(x1−1) = td1(a1),

d1(τ(t)(ak)) = d1(−x−1
n−1(an−1−ak−1)) =−x−1

n−1(xn−1−1− xk−1 +1)

= xk−1x−1
n−1−1 = t(xk−1) = td1(ak).
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Por el Teorema 3.7 se demuestra el resultado.

Proposición 3.10. Sea G el grupo cíclico finito de orden n y sea L un ZG−retículo tal que
L ∼= M⊕ IGt , donde M es un módulo de permutación. Entonces la resolución de Koszul
admite una acción G compatible.

Demostración. Este resultado se sigue de primero aplicar los Teoremas 3.8 y 3.9 a los mó-
dulos M e IG respectivamente y luego utilizar el lema 3.4.

Proposición 3.11. Sea G el grupo cíclico finito de orden p con p primo. Entonces,

1. Consideremos el anillo R = Z(p). Para R solo existen tres clases de isomorfismo distin-
tas de RG−retículos indescomponibles, a saber, el módulo trivial R, el ideal aumenta-
ción IG y el anillo de grupo RG.

2. Si L un ZG−retículo finitamente generado entonces existe un ZG−homomorfismo f :
L′ −→ L tal que

L′ es una representación de tipo (r,s, t), es decir, L′ es un ZG−retículo isomorfo
a Zr⊕ IGs⊕ZGt .

f ⊗ id : L′⊗R−→ L⊗R es un isomorfismo.

Demostración. Para esta prueba ver [5] y [6].

El siguiente teorema es el punto central de esta tesis. Este resultado fue descubierto y publi-
cado por A. Adem, J. Ge, J. Pan y N. Petrosyan en el artículo [1].
Teorema 3.12 (Cálculo de la cohomología de un producto semidirecto). Sea G =Z/p, con p
primo, sea L un ZG−retículo finitamente generado y sea Γ = LoG el producto semidirecto
asociado, entonces para cada k ≥ 0

Hk(Γ,Z)∼=
⊕

i+ j=k

H i(G,∧ j(L∗)) (3.1)

donde
∧ j(L∗) denota la j−ésima potencia exterior del módulo dual L∗ = Hom(L,Z).

Demostración. Paso 1: Veamos que el resultado es cierto para la cohomología con coeficien-
tes en el anillo R = Z(p), es decir, veamos que

Hk(Γ,R)∼=
⊕

i+ j=k

H i(G,∧ j(L∗⊗R)).

Si L es de la forma Rr⊕RGs⊕ IGt entonces por la proposición 3.10 la resolución de Koszul
admite una acción compatible de G. Luego por el Teorema 3.3 se tiene el resultado.

Si L no se descompone de esa manera entonces por la proposición 3.11 existe un homomor-
fismo de ZG−módulos f : L′−→ L tal que L′ es de tipo (r,s, t) y f es un isomorfismo después
de tensorizar con R.
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Sea Γ′ = L′oG. El homomorfismo f induce un homomorfismo de grupos f̂ : Γ′ −→ Γ de-
finido por f̂ (l′,g) = ( f (l′),g) para todo l′ ∈ L′ y g ∈ G. Además, los homomorfismos f , f̂ y
idG definen un homomorfismo de extensiones de grupos

0 L′ Γ′ G 0

0 L Γ G 0.

f f̂

Por la funtorialidad de la sucesión espectral Lyndon–Hochschild–Serre, proposición 2.13,
tenemos que existe un homomorfismo de sucesiones espectrales ϕr : Er→ Er para todo r≥ 0,
donde Er y Er representan las sucesiones espectrales de Lyndon–Hochschild–Serre asociadas
a Γ y Γ′ respectivamente.

Notemos que H j(L,R) ∼= H j(L′,R). En efecto, por el resultado principal del capítulo 1 te-
nemos que H1(L,Z) ∼= H1(BL;Z) donde BL es el espacio clasificante de L, es decir, BL ∼=
(S1)n donde n es el rango de L. De aquí H1(L,Z) ∼= L ∼= Hom(L,Z). Por otro lado como
f ⊗ id : L′⊗R−→ L⊗R es un isomorfismo entonces existe un isomorfismo entre H1(L)⊗R
y H1(L′)⊗R. Pero por el teorema de coeficientes universales y el hecho de que R es plano
como grupo abeliano tenemos que H1(L,R)∼= H1(L)⊗R (similarmente para H1(L′,R)). Esto
es H1(L,R)∼= H1(L′,R).

Ahora observemos que H j(L,Z)∼= H j((S1)n,Z)∼= ∧ jH1((S1)n;Z)∼= ∧ jH1(L,Z). Entonces
H j(L,R)∼= ∧ jH1(L)⊗R∼= ∧ jH1(L′)⊗R∼= H j(L′,R) como se quería.

Lo anterior implica que E i j
2 = H i(G,H j(L,R)) ∼= H i(G,H j(L′,R)) = E i j

2 , entonces por el
teorema de comparación de sucesiones espectrales, proposición 2.2, tenemos que todas las
páginas Er y Er son isomorfas para r ≥ 2 y que sus términos límite también son isormofos,
es decir, ⊕

i+ j=k

H i(G,H j(L,R))∼=
⊕

i+ j=k

H i(G,H j(L′,R))

equivalentemente ⊕
i+ j=k

H i(G,∧ jL∗⊗R)∼=
⊕

i+ j=k

H i(G,∧ jL′∗⊗R).

Esto demuestra el resultado para la cohomología de Γ con coeficientes en R = Z(p).

Paso 2: Ahora veamos que el resultado es cierto para coeficientes en Z.

De manera similar al paso 1, si L es de tipo (r,s, t) entonces se sigue el resultado. Además,
dado que Hk(G,M) para k > 0 no tiene q−torsión para q un número primo distinto de p y M
un G−módulo arbitrario (ver teorema 10.3, capítulo III del libro [4]), tenemos que tampoco
Hk(Γ,Z) tiene q−torsión para k > 0. En otras palabras,

Hk(Γ,Z)∼= Zak⊕ (Z/p)bk,1⊕ (Z/p2)bk,2⊕·· ·⊕ (Z/pr)bk,r .
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Si L no es de tipo (r,s, t) entonces por el paso 1, tenemos que Hk(Γ,R)∼= Hk(Γ′,R).

Por el teorema de coeficientes universales Hk(Γ′,R)∼= Hk(Γ′,Z)⊗R, entonces

Hk(Γ,R)∼= Hk(Γ′,Z)⊗R∼=
(
Zak⊕ (Z/p)bk,1⊕ (Z/p2)bk,2⊕·· ·⊕ (Z/pr)bk,r

)
⊗R.

Puede demostrarse que (Z/pr)bk,r ⊗R∼= (Z/pr)bk,r , con lo que

Hk(Γ,R)∼= Rak⊕ (Z/p)bk,1⊕ (Z/p2)bk,2⊕·· ·⊕ (Z/pr)bk,r .

Ahora, como Hk(Γ,Z) es un grupo abeliano finitamente generado tenemos que

Hk(Γ,Z)∼= Zαk⊕ (Z/p)βk,1⊕ (Z/p2)βk,2⊕·· ·⊕ (Z/pr)βk,r ⊕
⊕
q6=p

q primo

Z/qγk ,

entonces Hk(Γ,Z)⊗R ∼= Rαk ⊕ (Z/p)βk,1 ⊕ (Z/p2)βk,2 ⊕ ·· · ⊕ (Z/pr)βk,r . Pero recordemos
que Hk(Γ,Z)⊗R∼= Hk(Γ,R), esto es ak = αk y bk, j = βk, j para todo 1≤ j ≤ r.

Veamos que Hk(Γ,Z) no tiene q−torsión para q 6= p primo. Como |G| = p es invertible en
Z(q) y por tanto invertible en H j(L,Z(q)) entonces por el corolario (10.2), capítulo III de [4],

E i j
2 = H i(G,H j(L,Z(q))) =

{
0, si i > 0
H j(L,Z(q))

G si i = 0,

es decir, Hk(Γ,Z) no tiene q−torsión, esto implica que

Hk(Γ,Z)∼= Zak⊕ (Z/p)bk,1⊕ (Z/p2)bk,2⊕·· ·⊕ (Z/pr)bk,r ∼= Hk(Γ′,Z).

Lo cual completa la demostración.

Ejemplo 5. Sea G = {1,g} con g2 = 1 y sea L = 〈t〉. L un ZG−retículo con la acción del
signo. Por el teorema anterior,

Hk(ZoZ/2) =
⊕

i+ j=k

H i(Z/2,H j(Z)),

donde Z/2 actúa trivialmente en H0(Z) ∼= Z y por multiplicación por −1 en H1(Z) ∼= Z.
Luego

H i(Z/2,H0(Z)) =


Z, si i = 0
Z/2, si i es par, i > 0
0, si i es impar

, H i(Z/2,H1(Z)) =

{
0, si i es par
Z/2, si i es impar
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0 1 2 3 4 5
0

1

2

3

p

q

E2 = E∞

Z Z/2 Z/20 0 0

Z/2 Z/2 Z/20 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

De donde,

Hk(ZoZ/2) =


Z, si k = 0
Z/2⊕Z/2, si k es par, k > 0
0, si k es impar

.



Apéndice A
Conjuntos Simpliciales

Este apéndice tiene por objetivo estudiar los conceptos básicos de conjuntos simpliciales con
el propósito mostrar una manera de construir el espacio clasificante de un grupo discreto.
Esta sección del trabajo fue tomada de los libros [10] y [11] del autor J. P. May.

A.1. Definiciones

Definición A.1. Un conjunto simplicial es una colección de espacios {Xn}n≥0 tal que para
cada n≥ 0 existen funciones

∂i : Xn −→ Xn−1, 0≤ i≤ n
s j : Xn −→ Xn+1, 0≤ j ≤ n

que verifican las siguientes identidades,

∂i∂ j = ∂ j−1∂i si i < j
sis j = s j+1si si i≤ j

∂is j =


s j−1∂i, si i < j
id, si i = j o i = j+1
s j∂i−1, si i > j+1

Un conjunto simplicial se denota por X•, las funciones ∂i y si se denominan mapeos cara y
mapeos degeneración respectivamente y las identidades reciben el nombre de identidades
simpliciales. Los elementos de Xn se llaman n–simplejos.
Ejemplos. (Conjuntos Simpliciales)

1. Sean X•, Y• conjuntos simpliciales se define el producto cartesiano de conjuntos simpli-
ciales por X•×Y•= {Xn×Yn}n∈N con mapeos cara y degeneración definidos de manera
clara.

67
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2. Sea X un conjunto arbitrario. Definimos el conjunto simplicial EX• de la siguiente
manera, EXn = Xn+1, ∂i : EXn −→ EXn−1 es tal que

∂i(x1, . . . ,xn+1) = (x1, . . . , x̂i, . . . ,xn+1)

y si : EXn −→ EXn+1 se define por

si(x1, . . . ,xn+1) = (x1, . . . ,xi,xi,xi+1, . . . ,xn+1).

3. Sea G un grupo discreto. Definimos el conjunto simplicial BG• de la siguiente manera,
BGn = Gn,

∂i : BGn −→ BGn−1 y si : BGn −→ BGn+1

definidos así

∂i(g1, . . . ,gn) =


(g2, . . . ,gn), si i = 0
(g0, . . . ,gigi+1, . . . ,gn), si 0 < i < n
(g0, . . . ,gn−1), si i = n

si(g1, . . . ,gn) = (g1, . . . ,gi,1,gi+1, . . . ,gn).

4. Sea G un grupo discreto. Definimos el conjunto simplicial EG• de la siguiente manera,
EGn = Gn+1 y para todo 0≤ i≤ n sean,

∂i : EGn −→ EGn−1 y si : EGn −→ EGn+1

los mapeos cara y degeneración definidos por,

∂i(g0, . . . ,gn) =

{
(g0, . . . ,gigi+1, . . . ,gn), si 0≤ i≤ n−1
(g0, . . . ,gn−1), si i = n

si(g0, . . . ,gn) = (g0, . . . ,gi,1,gi+1, . . . ,gn)

5. Sea ∆ la categoría cuyos objetos son conjuntos de la forma [m] := {0,1, . . . ,m} con
m ∈ N y los morfismos son funciones crecientes.

Para cada r ≥ 0 consideremos el funtor contravariante Hom(−, [r]) : ∆→ Set tal que
Hom(−, [r]) ( f : [n]−→ [m]) = f ∗ : Hom([m], [r])−→Hom([n], [r]) donde f ∗ se define
por f ∗(α) = α ◦ f .

Sean δi : [n−1]−→ [n] y σi : [n+1]−→ [n] con 0≤ i≤ n definidas por

δi( j) =

{
j si j < i
j+1 si j ≥ i

σi( j) =

{
j si j ≤ i
j−1 si j > i.

Esto define entonces el conjunto simplicial ∆[r] para r ≥ 0, con ∆[r]n := Hom([n], [r])
y para todo 0≤ i≤ n los mapeos cara y degeneración son

∂i := δ
∗
i : ∆[r]n −→ ∆[r]n−1 si := σ

∗
i : ∆[r]n −→ ∆[r]n+1.
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Definición A.2. Un n−simplejo x se denomina degenerado si existe un (n−1)−simplejo y
y existe si tales que x = si(y). En otro caso x se dice no–degenerado.
Proposición A.1. Todo punto xn ∈ Xn puede escribirse de manera única como

xn = s jp · · ·s j1(xn−p),

donde xn−p ∈ Xn−p es no–degenerado y 0≤ j1 < · · ·< jp < n.

Demostración. Supongamos que xn ∈ Xn es un n−simplejo degenerado entonces se tiene
que xn = s j(xn−1) para algún mapeo degeneración s j y algún xn−1 ∈ Xn−1. Si xn−1 es no–
degenerado terminamos, pero si xn−1 es degenerado entonces por inducción tendremos que

xn = s jp · · ·s j1(xn−p)

para algún xn−p ∈ Xn−p no–degenerado. Notemos que este procedimiento se detiene porque
no existen simplejos de dimensión menor que cero.

En cuanto a la unicidad, supongamos que x y y son simplejos no–degenerados (no necesaria-
mente de la misma dimensión) y supongamos que para composiciones de mapeos degenera-
ción A y B

Ax = By.

Supongamos que A = s jp · · ·s j1 y D = ∂ j1 · · ·∂ jp entonces utilizando las identidades simpli-
ciales tenemos que DA = id luego x = DBy. Usando las identidades simpliciales para mover
los mapeos degeneración a la izquierda nos queda x = B′D′y donde D′ es una composición
de mapeos cara y B′ es una composición de mapeos degeneración.

Por hipótesis x es no–degenerado luego x = D′y con lo que x es una cara de y. De manera
análoga se ve que y es una cara de x. Por tanto x debe ser igual a y.

A.2. Realización Geométrica

Recordemos que el n–simplejo estándar es el espacio

∆
n =

{
(t0, . . . , tn) : 0≤ ti ≤ 1,

n

∑
i=0

ti = 1

}
⊂ Rn+1

y para todo 0≤ i≤ n tenemos los mapeos

δi : ∆n −→ ∆n+1 y σi : ∆n −→ ∆n−1

definidos por

δi(t0, . . . , tn) = (t0, . . . , ti−1,0, ti, . . . , tn)
σi(t0, . . . , tn) = (t0, . . . , ti + ti+1, . . . , tn).

llamados mapeo cocara y codegeneración, respectivamente.
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Definición A.3. Sea X• un conjunto simplicial. Consideremos a Xn con la topología discreta
y a ∆n con la topología de subespacio de Rn+1, para todo n ∈ N. Se define la realización
geométrica de X• como

|X•| :=

(⊔
n∈N

Xn×∆n

)/
∼

donde
(∂i(x), t)∼ (x,δi(t)), x ∈ Xn, t ∈ ∆n−1,

y
(si(x), t)∼ (x,σi(t)), x ∈ Xn, t ∈ ∆n+1.

Denotamos a [(x, t)] por [x, t] para todo x ∈ Xn y para todo t ∈ ∆n.

El conjunto |X•| puede dotarse de una topología. Definamos

Fk|X•|= Im

{
k⊔

n=0

Xn×∆n ↪→ |X•|

}
.

Entonces
F0|X•| ⊂ F1|X•| ⊂ · · · ⊂ Fk|X•| ⊂ · · · ⊂ |X•|

definen una filtración para |X•|.

Se define U ⊆ |X•| abierto si y solo si U ∩Fk|X•| es abierto para todo k.
Lema A.2. Todo punto [xn, tn] ∈ |X•| es igual a un único punto no–degenerado.

Demostración. Recordemos que un punto (t0, t1, . . . , tn) de ∆n se dice interior si n = 0 o si
0 < ti < 1 para todo i.

Observemos que todo punto un ∈ ∆n puede escribirse de manera única como

un = δiq · · ·δi1(un−q),

donde un−q ∈ ∆n−q es un punto interior y 0≤ i1 < · · ·< iq ≤ n.

Sea [xn, tn]∈ |X•|. Por la observación anterior y por las relaciones de la realización geométrica
tenemos que

[xn, tn] = [xn,δiq · · ·δi1(tn−q)] = [∂i1 · · ·∂iq(xn), tn−q],

donde tn−q ∈ int(∆n−q). Por otro lado, por la proposición A.1 ∂i1 · · ·∂iq(xn) := xn−q ∈ Xn−q
puede escribirse de la forma xn−q = s jp · · ·s j1(xn−q−p) con xn−q−p ∈ Xn−q−p no–degenerado.

Entonces

[xn, tn] = [xn−q, tn−q] = [s jp · · ·s j1(xn−q−p), tn−q] = [xn−q−p,σ j1 · · ·σ jp(tn−q)].

Notemos que xn−q−p ∈ Xn−q−p es no–degenerado y como tn−q ∈ int(∆n−q) entonces

σ j1 · · ·σ jp(tn−q) ∈ int(∆n−q−p),

de donde [xn, tn] es igual a un punto no–degenerado. La unicidad se sigue de la proposición
A.1 y de la observación inicial.
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Teorema A.3. Sea X• un conjunto simplicial entonces |X•| es un CW–complejo con una
n–celda por cada elemento no–degenerado en Xn.

Demostración. Recordemos que F0|X•| ⊂ F1|X•| ⊂ · · · ⊂ Fk|X•| ⊂ · · · ⊂ |X•| es una filtración
para |X•| donde

Fk|X•|= Im

{
k⊔

n=0

Xn×∆n ↪→ |X•|

}
.

para todo k ≥ 0.

Calculemos A := Fq|X•|−Fq−1|X•| ⊆ Xq×∆q. Sea a ∈ A entonces a = [xq, tq] con xq ∈ Xq y
tq ∈ ∆q, esto ya que Fq|X•|=

(⊔q
n=0 Xn×∆n

)
/∼.

Notemos lo siguiente, si xq = s j(xq−1) para algún s j : Xq−1 −→ Xq y algún xq−1 ∈ Xq−1
entonces [xq, tq] = [xq−1,σ j(tq)]. Es decir, si xq es degenerado entonces [xq, tq] proviene de
un elemento del “paso anterior de la filtración” Fq−1|X•|. Por tanto [xq, tq] debe ser tal que
xq ∈ Xq− s j(Xq−1) para todo 0≤ j ≤ (q−1).

De manera similar si tq = δi(tq−1) para algún δi : ∆q−1 −→ ∆q y algún tq−1 ∈ ∆q−1 entonces
[xq, tq] = [∂i(xq), tq−1]. Es decir, si tq−1 no es un punto interior entonces [xq, tq] proviene de
una clase del “paso anterior de la filtración” Fq−1|X•|. Por tanto [xq, tq] debe ser tal que tq ∈
∆q−Fr(∆q) con Fr(∆q) la frontera de ∆q.

Esto demuestra que

A =
{
[xq, tq] : xq ∈ Xq− s j(Xq−1) para todo 0≤ j ≤ (q−1) y tq ∈ ∆q−Fr(∆q)

}
.

Ahora definamos el conjunto de las q−celdas. Por cada elemento en Xq − s j(Xq−1) con
0 ≤ j ≤ (q− 1) tendremos una q−celda. Identificamos a Dq con ∆q y definimos el mapeo
característico Ψxq : {xq}×Fr(∆p)→ Fq−1|X•|, como la compuesta,

{xq}×∆q Xq×∆q Fq|X•|.i π

Y definimos ψxq , el mapeo adjunción, como la restricción del mapeo Ψxq a {xq}×Fr(∆p).
Estos mapeos claramente son continuos y como ya sabemos a qué es igual Fq|X•| −Fq|X•|
entonces el mapeo Ψxq es inyectivo en el interior de ∆q.

Es sencillo verificar que el siguiente diagrama es pushout,

⊔
x∈Xq−s j(Xq−1)

0≤ j≤(q−1)
{x}×Fr(∆q) Fq−1|X•|

⊔
x∈Xq−s j(Xq−1)

0≤ j≤(q−1)
{x}×∆q Fq|X•|

⊔
ψx

⊔
Ψx
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Definición A.4. Sean X•, Y• conjuntos simpiciales. Una función simplicial f• : X• −→ Y• es
una colección de funciones { fn : Xn −→ Yn}n≥0 tales que conmutan con los mapeos cara y
degeneración, es decir,

fn−1∂i = ∂i fn y fn+1s j = s j fn.

Xn Xn−1 Xn Xn+1

Yn Yn−1 Yn Yn+1

∂i

fn fn−1

s j

fn fn+1

∂i s j

Definición A.5. Sean f•,g• : X• −→Y• funciones simpiciales. Se dice que f• es homotópica
a g• si existen funciones h j : Xq −→ Yq+1 si para todo 0≤ j ≤ q tales que

∂0h0 = fq, ∂q+1hq = gq

∂ih j =


h j−1∂i si i < j
∂ jh j−1 si i = j > 0
h j∂i−1 si i > j+1

sih j =

{
h j+1si si i≤ j
h jsi−1 si i > j,

h• se llama una homotopía de f• a g• y se denota por f• ' g•.

Yq+1 Yq+1

Xq Yq Xq Yq

Xq−1 Xq−1

∂0 ··· ∂q+1

fq

gq

∂0 ··· ∂q

h j h j sq···s0

h j h j
sq−1···s0

Proposición A.4. Sean f•,g• : X• −→ Y• funciones simpliciales. Entonces f• ' g• si y solo
si existe una función simplicial F• : X•×∆[1]−→ Y• tal que para todo n≥ 0,

Fn(x,C0) = gn(x) y Fn(x,C1) = fn(x).

Donde C0 y C1 en ∆[1]n representan los homomorfismos C0 : [n] → [1] constante en 0 y
C1 : [n]→ [1] constante en 1, respectivamente.
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Demostración. Supongamos que f•' g• y sea n≥ 0. Dado que ∆[1]n tiene (n+2) elementos
y a excepción de C0 y C1 los otros n pueden escribirse como

sn−1 · · ·si+1si−1 · · ·s0(id), con 0≤ i≤ (n−1),

donde id : [1]→ [1] es la identidad en ∆[1]1. Entonces para todo x ∈ Xn definamos

Fn : Xn×∆[1]n −→ Yn

por

Fn(x,C0) = gn(x)
Fn(x,C1) = fn(x)
Fn(x,sn−1 · · ·si+1si−1 · · ·s0(id)) = ∂i+1hi(x),

para 0≤ i≤ (n−1). Puede verse que F• conmuta con los mapeos cara y degeneración.

Recíprocamente sea n≥ 0 y sea 0≤ i≤ n se define hi : Xn −→ Yn+1 por

hi(x) = Fn+1(si(x),sn−1 · · ·si+1si−1 · · ·s0(id)).

Puede verse que h• verifica las identidades de homotopía simplicial.

Proposición A.5. Sea f• : X•→ Y• una función simplicial, entonces f• induce una función
continua | f•| : |X•|→ |Y•| definida por | f•|[x, t] = [ fn(x), t] para todo x∈ Xn y para todo t ∈∆n.
Teorema A.6. Sean X•, Y• conjuntos simpliciales entonces existe una biyección entre

|X•×Y•| y |X•|× |Y•|.

Demostración. Sean π1 : X•×Y•→ X• y π2 : X•×Y•→ Y• la primera y segunda proyección
respectivamente, entonces tenemos las funciones

|π1| : |X•×Y•| → |X•| |π2| : |X•×Y•| → |Y•|
[(x,y), t] 7→ [x, t] [(x,y), t] 7→ [y, t].

Consideremos

η := |π1|× |π2| : |X•×Y•| → |X•|× |Y•|
[(x,y), t] 7→ ([x, t], [y, t]).

y

η̄ : |X•|× |Y•| → |X•×Y•|

definida como sigue. Sean [xp,up]∈ |X•| y [yq,vq]∈ |Y•| no–degenerados con up = (t0, . . . , tp)
y vq = (t ′0, . . . , t

′
q). Definamos

um =
m

∑
i=0

ti y vn =
n

∑
j=0

t ′j
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con 0≤ m≤ p y 0≤ n≤ q.

Si tomamos los elementos diferentes en {um}∪{vn} podemos ordenarlos de manera creciente
para obtener una sucesión 0 < a0 < · · · < ar = 1 y definir un elemento del interior de ∆r de
la siguiente manera.

Haciendo t ′′i = ai−ai−1, con 0≤ i≤ r y tomando a−1 := 0. Es claro que 0 < t ′′i < 1 para todo
i y ∑

r
i=0 t ′′i = ar = 1. De donde tenemos que el elemento wr := (t ′′0 , . . . , t

′′
r ) ∈ int(∆r).

Ahora escojamos los índices i tales que ai 6∈ {um} digamos i1, . . . , ir−p y similarmente esco-
jamos los índices j tales que a j 6∈ {vn} digamos j1, . . . , ir−q. Entonces el conjunto de los {iα}
y de los { jβ} son disjuntos y

up = σi1 · · ·σir−p(wr) y vq = σ j1 · · ·σir−q(wr).

Definimos entonces

η̄([xp,up], [yq,vq]) :=
[(

sir−p · · ·si1(xp),s jr−q · · ·s j1(yq)
)
,wr
]

Veamos que η̄ es inversa de η :

η(η̄([xp,up], [yq,vq])) = η
([(

sir−p · · ·si1(xp),s jr−q · · ·s j1(yq)
)
,wr
])

= ([sir−p · · ·si1(xp),wr], [s jr−q · · ·s j1(yq),wr])

= ([xp,σi1 · · ·σir−p(wr)], [yq,σ j1 · · ·σ jr−q(wr)])

= ([xp,up], [yq,vq]).

Sea [(x,y), t] ∈ |X•×Y•| entonces este es igual a un elemento cuyo representante es
no–degenerado, es decir, [(x,y), t] = [(xn,yn),wn] con xn,yn no–degenerados y wn ∈
int(∆n), entonces

η̄(η([(xn,yn),wn])) = η̄([xn,wn], [yn,wn]) = [(xn,yn),wn].

Así existe una biyección entre |X•×Y•| y |X•|× |Y•|.

Ahora bien, queremos que η : |X•×Y•| → |X•|× |Y•| sea un homeomorfismo.

Es claro que η : |X•×Y•| → |X•|× |Y•| es continua. Además, tenemos que η̄ es continua en
cada celda del producto de los CW complejos |X•|×|Y•|. Por la proposición A.1 del apéndice
de [7], tenemos que η̄ es continua en todo subespacio compacto de |X•|× |Y•|. Y, se puede
demostrar que todo CW complejo es un espacio topológico compactamente generado y
utilizar el lema 46.4, capítulo 46 de [12] para concluir que η̄ : |X•| × |Y•| → |X•×Y•| es
continua en |X•|× |Y•|.

Así η es biyectiva continua con inversa continua, de donde tenemos que |X•×Y•| y |X•|×|Y•|
son homeomorfos.
Corolario A.7. Una homotopía simplicial H• : X•×∆[1]→ Y• induce una homotopía topo-
lógica |H•| ◦ η̄ : |X•|× [0,1]−→ |Y•|.
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Lista de Símbolos

(M,d′,d′′) complejo doble

[g1|g2| · · · |gn] elemento base de Fn en la resolución bar

Z [X ] módulo de permutaciones

HomG(A,B) conjunto de ZG−homomorfismos de A a B

C = (D,E,α,β ,γ) pareja exacta

Cr = (Dr,Er,αr,βr,γr) r−ésima pareja derivada de C

ε : ZG−→ Z mapeo aumentación

ZG o Z [G] anillo del grupo G

{(Er,dr)}r≥1 sucesión espectral en cohomología

ZG Mod categoría de los ZG−módulos a izquierda

A⊗G B producto tensorial sobre ZG de A y B

AG invariantes del G−módulo A

AG coinvariantes del G−módulo A

BG espacio clasificante del grupo G

E∞ término límite de una sucesión espectral

Er r−página de una sucesión espectral en cohomología

G−Mod categoría de los G−módulos a izquierda

H oK producto semidirecto de H con K

H∗(G,−) cohomología de grupo como funtor en los coeficientes

H∗(G,−) homología de grupo como funtor en los coeficientes
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I o IG ideal aumentación

K(G,1) espacio de Eilenberg-MacLane

N elemento norma

RG o R[G] anillo de grupo G sobre R

T M complejo total asociado al complejo doble M
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