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Resumen

En este trabajo se introducen e investigan las corepresentaciones de posets equipa-
dos sobre una extension cuadrética arbitraria de campos. Se enuncia y demuestra el
criterio de un pardmetro para posets equipados con respecto a corepresentaciones.
Se presenta la lista de los posets equipados ciertos de un pardmetro y una clasi-
ficacién matricial completa de todas sus corepresentaciones indescomponibles. Se
construyen los algoritmos de diferenciacién D-VII y de completacién para corepre-
sentaciones de posets equipados asi como se desarrollan algunos métodos especia-
les de reduccién de corepresentaciones. También se establecen relaciones entre las
dimensiones de las corepresentaciones indescomponibles y las raices de la forma

cuadréatica de Tits.

Abstract

In this work, corepresentations of equipped posets over an arbitrary quadratic field
extension are introduced and studied. The one parameter criterion for corepresenta-
tions is stated and proved. The list of sincere one parameter equipped posets is given
as well as a complete matrix classification of all their indecomposable corepresenta-
tions. The algorithm of differentiation D-VII and completion for corepresentations
of equipped posets are built, as well as some special methods of reductions of co-
representations are developed. Relations between dimensions of indecomposable

corepresentations and roots of the Tits quadratic form are also established.
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Capitulo 1

Introduccion

En la teoria moderna algebraica de representaciones se estudian representacio-
nes de algebras de dimension finita, de carcajes (grafos orientados), de posets
(conjuntos parcialmente ordenados), de ordenes (subanillos de algebras especia-
les) y de otros objetos algebraicos (para ampliar esta perspectiva puede consul-

tarse [1, 2, 11, 29, 36]).

En los anos cuarenta, los trabajos de Brauer y Thrall conllevaron a formular
dos conjeturas famosas denominadas Brauer-Thrall I y II sobre representacio-
nes de algebras de dimension finita. Las demostraciones de ambas conjeturas
fueron obtenidas entre los anos 60 al 90 [3, 4, 8, 33], estimulando el estudio de
representaciones de diversas estructuras algebraicas, entre ellas de vectroides
(algunas categorias especiales de espacios vectoriales de dimensién finita) intro-
ducidas de hecho en [24], que tienen en algunos casos particulares importantes

una interpretacion concreta como representaciones de posets.

En conexion con estas conjeturas, Nazarova y Roiter introdujeron las repre-
sentaciones matriciales de posets, que obtuvieron aplicaciones esenciales en va-
rias partes del algebra moderna, en particular en teoria de representaciones de
algebras de dimension finita. Luego, Gabriel introdujo las representaciones de
carcajes [9], estudié las representaciones de algunos posets particulares y pro-
porcioné una interpretacion de representaciones de posets en términos invarian-

tes (de espacios lineales), véase [10].



Uno de los principales problemas que se consideran en la teoria de repre-
sentaciones de posets son de clasificacién de representaciones indescomponibles
salvo isomorfismo. Todos los posets se dividen en dos clases disjuntas y se de-
nominan salvajes o mansos segin donde estén. A grosso modo, un poset es del
primer tipo si la clasificacion de sus representaciones indescomponibles se re-
duce al problema clasico no resuelto de la descripcion de pares de matrices cua-
dradas del mismo tamarfio por transformaciones de semejanza simultanea. Por
otro lado, los posets mansos se pueden caracterizar como tales que (en el caso
de representaciones sobre campos infinitos) para cada dimension dada, se tiene
un numero finito de series estandar que cubren casi todas las representaciones

indescomponibles de ésta dimension.

Entre los posets de tipo manso se encuentran los posets de crecimiento fini-
to e infinito. Los del primer tipo son aquellos tales que la cantidad minimal de
series que describen casi todas las representaciones indescomponibles de cada
dimension dada tienen una cota superior, a este tipo de posets pertenecen los de
tipo representacion finito, de un (dos, o mas generalmente, m) parametro(s), que
respectivamente tienen, salvo isomorfismo, un nuamero finito de representacio-

nes indescomponibles o a lo sumo una (dos o m) serie(s) en total.

Con el propédsito de resolver estos problemas, se desarrollaron el algoritmo
de diferenciacion de posets ordinarios y de sus representaciones con respecto a
un punto maximal [22], con el uso del cual Kleiner obtuvo el criterio de tipo
representacion finito [15] y también describié todas sus representaciones indes-

componibles [14].

Luego, Nazarova [21] obtuvo el criterio de tipo representaciéon manso y Otras-
hevskaya [28] el criterio de un parametro, para posets ordinarios. A finales de
los anos 70, Zavadskij [39] desarrollé el algoritmo de diferenciacion de posets
con respecto a una pareja conveniente de puntos (que generaliza el algoritmo

de Nazarova-Roiter), con el cual se probé el criterio de crecimiento finito [48].



Por otra parte, los posets mansos de crecimiento infinito fueron estudiados con
base en la solucién de un problema matricial importante [23] llamado posterior-
mente “el problema de tipo Gel'fand ”(ya que tuvo sus raices en investigaciones

anteriores de I.M. Gel’fand [12]).

Luego de este prolijo desarrollo de la teoria de representaciones de posets
ordinarios, las investigaciones se dirigieron a la clasificacién de representaciones
de posets con estructuras adicionales, como por ejemplo de posets con involucién
[25], con una relacién de equivalencia [6, 25, 27, 40], diadicos [26, 34], triadicos

[5], etc.

A finales de los anos 90, Zabarilo y Zavadskij [37, 38] introdujeron los po-
sets equipados (que distinguen los elementos del conjunto en débiles y fuertes,
al igual que las relaciones entre ellos) y comenzaron su estudio con el fin de
explorar algunos problemas matriciales categoricos schurianos de tipo mixto so-
bre el par de campos (R, C). Ellos encontraron un criterio para determinar que
posets equipados son de un parametro y obtuvieron la lista completa de sus re-
presentaciones indescomponibles. Este fue el primer estudio sistematico sobre

representaciones de posets equipados de tipo infinito.

Anotamos que a comienzos de los anos 90, Klemp y Simson [16] habian intro-
ducido los posets valuados y encontrado un criterio de tipo representacion finito

para vectroides generales.

Después del ano 2000, Zavadskij ha continuado el estudio de representacio-
nes de posets equipados, en particular obtuvo los criterios de tipo representacion
manso [41] y crecimiento finito [42] sobre (R, C) para posets equipados, asi como
la respectiva lista de los posets equipados ciertos de crecimiento finito sobre el
mismo par de campos. Recientemente, los conceptos de los posets equipados y

sus representaciones fueron generalizados por él en [46].



En paralelo al estudio de representaciones de posets equipados, existe una di-
reccién importante e interesante de la teoria de representaciones de estructuras
algebraicas. Esta consiste en investigar otro problema de tipo mixto sobre exten-
siones cuadraticas de campos F C G, que es en algin sentido intuitivo dual al
problema anterior, pero hasta ahora no tiene ninguna reduccion formal directa
a ella. El problema es sobre corepresentaciones! de posets equipados, relaciona-
da estrechamente con el problema de representaciones, asi como con problemas

planos de tipo mixto sobre la pareja (F,G).

Es actual entonces, desarrollar una teoria sistematica de corepresentaciones
y algoritmos de reduccion de ellos en el caso de una extensién cuadratica arbi-
traria de campos F C G. Naturalmente (teniendo en cuenta los resultados de
[16]) se deben considerar los posets equipados de tipo corepresentacion infinito,
en primer lugar de un parametro. Como el caso de representaciones lo demues-
tra, el problema de clasificacion de corepresentaciones de posets equipados de un
parametro es un problema basico y bastante profundo entre problemas de tipo

manso.

De acuerdo con el desarrollo 16gico de la teoria de representaciones, es ne-
cesario e indispensable obtener el criterio que permita decidir cuando un poset
equipado es de un parametro con respecto a sus corepresentaciones, luego ob-
tener una clasificacion de todas las corepresentaciones indescomponibles de los
posets equipados de un parametro (incluso las series correspondientes) asi como

una lista de los posets ciertos.

Con el fin de lograr esos objetivos, en el presente trabajo se utilizan tanto
métodos de algebra lineal y combinatorial de la teoria clasica de representa-
ciones de posets ordinarios, como los métodos nuevos, en particular la técnica

de diferenciaciéon para problemas matriciales de tipo mixto sobre extensiones

IAlgunas investigaciones preliminares de este tipo fueron ejecutadas en [30] en el caso de la

pareja (R, C).



cuadraticas F C G, desarrollada en [32] y algunos métodos especiales de reduc-
cion junto con propiedades estructurales de corepresentaciones de unos posets

criticos y sus extensiones, desarrollados en [31].

Los resultados principales de la tesis son los siguientes:

» Introduccién (en lenguaje matricial e invariante) de las corepresentaciones
de posets equipados sobre una extensién cuadratica arbitraria de campos
F C G (los resultados listados en adelante también han sido obtenidos sobre

la pareja (I, G)).

= Construccién del algoritmo de diferenciacion D-VII y de la completacion

para corepresentaciones.

= Desarrollo de algunos métodos especiales de reduccion de corepresentacio-

nes.

= Propiedades estructurales de corepresentaciones de los posets criticos K5y

Ky y de otros posets que los contienen.

= Obtencion del criterio de un parametro para corepresentaciones de los po-

sets equipados.

= Clasificacién matricial completa de todas las corepresentaciones indescom-

ponibles de los posets equipados de un parametro.
= Descripcién de los posets equipados ciertos de un parametro.

= Establecimiento de relaciones entre las dimensiones de corepresentaciones

indescomponibles y las raices de la forma de Tits asociada.

Los dos primeros resultados fueron obtenidos junto con el profesor Zavadskij,

los restantes son propios del autor.



Ademas, en esta investigacion se obtuvieron nexos con la teoria de formas
canonicas de operadores semilineales y pseudolineales [7, 35] (en la descripcion

de las series de los posets criticos de un parametro).
El contenido del trabajo es el siguiente.

En el capitulo 2 se presentan la informacién basica concerniente a represen-
taciones de posets ordinarios (seccion 2.1), a representaciones y corepresentacio-
nes de posets equipados (secciones 2.2 - 2.4), a la clasificacion de corepresenta-

ciones de posets equipados de tipo finito (seccién 2.5).

En el capitulo 3 se presentan (sin demostracion) los resultados principales
de la investigacion. En la seccion 3.1, el criterio de un parametro para posets
equipados con respecto a corepresentaciones (Teorema A), la lista de de los po-
sets equipados ciertos de un parametro (Teorema B) y la clasificacion de las
corepresentaciones indescomponibles de los posets equipados criticos K, ..., Ky
(Teoremas C1 a C4). Luego, en la seccién 3.2, se establecen relaciones entre las
dimensiones de las corepresentaciones indescomponibles de los posets equipados
de un parametro y las raices de la forma cuadratica de Tits asociada (Teorema

D).

En el capitulo 4 se describen las técnicas desarrolladas y utilizadas. En la
seccion 4.1 se presentan dos resultados basicos pero esenciales, uno sobre po-
sets escindibles y otro sobre la clasificacion de corepresentaciones de una cadena
débil. En la seccion 4.2 se recuerda el algoritmo de diferenciaciéon D-I para re-
presentaciones de posets ordinarios y algunas de sus propiedades. En la seccion
4.3 se construye el algoritmo de diferenciacion D-VII para corepresentaciones de
posets equipados y se establecen sus propiedades mas importantes. En la secciéon

4.4 se encuentran consideraciones analogas para el algoritmo de completacion.

En el capitulo 5 se obtiene la clasificacion de las corepresentaciones indes-

componibles de los posets equipados ciertos que contienen tnico poset critico Kg



6 K. Las notaciones necesarias estan dadas en la secciéon 5.1. En la seccion 5.2
se presenta la clasificacion de las corepresentaciones de los posets equipados K
y Ass que demuestra en particular el teorema C1. En las secciones 5.3, 5.4y 5.6
se obtiene la clasificacion de las corepresentaciones de los posets equipados cier-
tos de un parametro que contienen al poset K. En la seccion 5.5 se enuncian
(sin demostracion) dos propiedades estructurales sobre conjuntos bien inserta-
dos conteniendo al poset Kj. Finalmente en la secciéon 5.7 se obtiene la clasifi-
cacion de las corepresentaciones del poset critico K; (demostracion del teorema

C2).

El capitulo 6 tiene una estructura analoga al anterior. En la seccién 6.1 se
obtiene la clasificacion de las corepresentaciones indescomponibles del poset K
(demostracion del teorema C3) y de los posets equipados ciertos de un parame-
tro que contienen a Ky (seccion 6.2). Luego, se enuncian (sin demostracién) dos
propiedades estructurales para el caso del poset critico K5 (seccion 6.3). Final-
mente, en la seccién 6.4 se encuentra la clasificacion de las corepresentaciones

del poset Ky (demostracion del teorema C4).

En el capitulo 7 se describen propiedades estructurales de posets equipados
con subconjuntos bien insertados de tipo K¢ y Ky (seccion 7.1) asi como la de-
mostracion del criterio de un parametro (Teorema A), la obtencién de la lista de
los posets equipados ciertos de un parametro (Teorema B) y el establecimiento
de relaciones entre las dimensiones de las corepresentaciones indescomponibles

y las raices de la forma cuadratica de Tits (Teorema D).

Los apéndices A,...,E contienen el material con respecto a corepresentaciones

de los posets equipados de un parametro.

En el apéndice A se presenta la lista de los posets equipados de tipo finito
(denotados como Fis, ..., Fig) y la clasificacion de sus corepresentaciones indes-

componibles.



En el apéndice B se listan los posets equipados criticos de un parametro (tan-
to los posets criticos de Kleiner K, ..., K5 como los posets criticos no trivialmen-

te equipados K, ..., Ky).

En los apéndices C y D se listan todos los posets equipados ciertos de un

parametro y las dimensiones de sus corepresentaciones indescomponibles.

El apéndice E contiene todas las dimensiones de las corepresentaciones in-
descomponibles de los posets equipados criticos K7 y Ky con valor no nulo de la

forma cuadratica de Tits.

Los resultados de la tesis fueron parcialmente publicados en [31, 32], un ar-
ticulo adicional esta en preparacion. Los resultados fueron presentados por el

autor (con ponencia) en los siguientes eventos nacionales e internacionales:

XV Congreso Colombiano de Matematicas. Bogota, Colombia, 2005.

XVII Coloquio Latinoamericano de Algebra. Rio Negro, Colombia, 2007.

ALTENCOA-3. Bucaramanga, Colombia, 2008.

ICRA XIII (International Conference on Representations of Algebras). Sdo
Paulo, Brazil, 2008.

XVIII Congreso Colombiano de Matematicas. Bucaramanga, Colombia, 2011.



Capitulo 2

Representaciones y corepresentaciones de

posets equipados sobre una extension

cuadratica de campos arbitraria

En este capitulo se presentan las definiciones basicas y necesarias para com-
prender los resultados principales del trabajo. El orden de las secciones se ase-

meja al desarrollo histérico de la teoria de representaciones de posets.

En la seccion 2.1 se recuerda la definicion de una representacion de un poset
ordinario P y de la categoria de representaciones rep P ([1, 11, 29, 36] ofrecen
una versiéon mas profunda y detallada de este tema). En la seccion 2.2 se pre-
senta la definicion de poset equipado, notaciones y ejemplos. La seccion 2.3 trata
sobre las representaciones de posets equipados sobre una extension cuadratica
arbitraria de campos F C G (concebida originalmente en [37, 38] para la pareja
clasica (R,C)) y la categoria de representaciones. Los resultados de la seccion
2.4 fueron obtenidos por el autor en conjunto con el profesor Zavadskij [32], en
esta se introducen las corepresentaciones de posets equipados sobre la pareja de
campos (F, G), la categoria de corepresentaciones de un poset equipado y otros
hechos relacionados. En la seccién 2.5 se recuerda el criterio de tipo finito para

posets equipados con respecto a corepresentaciones.
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2.1. Representaciones de posets ordinarios

El cardinal de un conjunto X se denota por |X|. En algunas ocasiones un con-
junto unitario {z} se escribird simplemente z, siempre que sea claro que es un
conjunto. Un poset! (P, <), escrito mas brevemente P, es un conjunto parcial-
mente ordenado. En este trabajo todos los posets son finitos. Es usual describir
un poset P mediante su diagrama de Hasse: si x < y y no existe x < 2z < vy

entonces = se une a y mediante un segmento ascendente.

2 N 6
1 3 5
Figura 2.1. Descripcion mediante un diagrama de Hasse de un poset

Dados dos subconjuntos X,Y C P, X < Y significa x < y para todo x € X
y y € Y. Denotamos por min X (resp. max X) el conjunto de todos los puntos
minimales (resp. maximales) de X C P. Un subconjunto de P es una cadena
(resp. anticadena) si todos sus puntos son comparables (resp. incomparables)
dos a dos, en particular, una diada (resp. triada) es una anti-cadena de dos (resp.

tres) puntos. La longitud de una cadena es el nimero de puntos que la componen.

Ejemplo 2.1. Sea P el poset dado por el diagrama de la figura 2.1. Entonces sus
relaciones estrictas son: 1 < 2 > 3 < 4;5 < 6 < 7. En particular, {1,3} < 2;
3 < {2,4}.

Sea P un poset y K un campo arbitrario, una representacion de P sobre K
es una coleccion U = (Uy,U, : = € P) donde, Uy es un K-espacio lineal de

dimension finita y cada U, es un K-subespacio de U, (z € P) con la condicién

Del inglés partially ordered set
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U, C U, siempre que = < y en P. Un morfismo U % V de representaciones es una
transformacion K-lineal ¢ : Uy — V{ con ¢(U,) C V, (x € P), si la aplicacion ¢

es un isomorfismo y ¢(U,) =V, (x € P) las dos representaciones son isomorfas.

La categoria de representaciones de un poset P sobre K es rep (P, <), se de-
nota brevemente por rep P y sus objetos y morfismos son los mencionados ante-

riormente.

La suma directa de dos representaciones U, V' € rep P es la representacion U®
V=U®Vo,U,®V, : x €P). Una representacion W es indescomponible si W ~

U @V implica que U =00 V = 0, en otro caso se dice que W es descomponible.

La categoria rep P es una categoria K-aditiva de Krull-Schmidt, esto impli-
ca que cada objeto U € rep P se expresa de manera unica como suma directa
de objetos indescomponibles (salvo permutacién e isomorfismo), vea el teorema
1.2.2 [1]. Entonces, un problema importante en la teoria de representaciones de
posets consiste en clasificar los objetos indescomponibles en la categoria rep P

salvo isomorfismo.

Los resultados mas importantes de la teoria de representaciones de posets
ordinarios (desarrollada principalmente por la escuela de Kiev durante 1970-
1990) pueden consultarse por ejemplo en los libros [11, 29, 36] y en los articulos
[10, 13, 15, 14, 21, 22, 25, 28, 39, 47]. Recordamos que el objeto de estudio en

este trabajo son las representaciones y corepresentaciones de posets equipados.

2.2. Los posets equipados

Definicion 2.2. Un poset equipado es una tripla (P, <, <) donde (P, <) es

un poset con una relacién binaria adicional <1 sobre P llamada fuerte tal que la
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siguiente condicion se satisface

r<y<z o xz<y<z implica x<z, (2.1)

es decir que una composicién de una relacion fuerte < con cualquier otra relacion

es fuerte.

Escribimos x < ysix <y y = 4 y, y decimos que < es la relacion débil. En

general < y < no son ordenes parciales sobre P (podrian ser no reflexivas).

Nota 1. De (2.1) se sigue que para cualquier relacién débil x < y, tanto z como y

son débiles, mas aun, para cualquier punto z < ¢ < y se tiene que = <t < .

Por brevedad, de ahora en adelante escribiremos simplemente P en vez de

(P, <, <).

Un punto 2 € P es llamado fuerte (resp. débil) si x < x (resp. x < ), y en
los diagramas sera denotado por o (resp. ®). Por P° (resp. P%) denotaremos el
conjunto de todos los puntos fuertes (resp. débiles) de P. Si P = P°, el equipa-
miento es trivial y el poset P es ordinario. Cada subconjunto X C P que consiste

unicamente de puntos fuertes se llama ordinario.

Escribimos x || y si los puntos son incomparables. Para cualquier subconjunto

X C P denotamos

N(X)={a€P:al »paratodozr € X}. (2.2)

Dado algunos subconjuntos X, X;,..., X,, € P (los cuales pueden tener ele-
mentos comparables en diferentes subconjuntos), denotamos su union disjunta

por X; + ---+ X,, y lallamamos la suma de X;,..., X,,.

Para un punto z € P, denotamos z¥ = {y : =z <y}, 2" ={y : z<y}ly
' ={y : x <y}. Observe que z" es un cono superior mientras que " y =" no lo

son en general. Los subconjuntos z,, z,,z, se definen dualmente.
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Para un subconjunto X C P, designamos XV = (J .y, XV = U,ex 2",
X" =U,ex®" y X7 = XV \ X, de manera dual se definen los conjuntos X,, X,,
X,y X.. Decimos que alguna relacién xRy entre dos puntos es estricta si x # y.
Dados los subconjuntos X,Y C P, X < Y significa que x < y paratodor € X y

y €Y, X <Y se define analogamente.

Una guirnalda es una suma arbitraria de conjuntos unitarios y diadas. Una
cadena C' = {a; < ay < -+ < a,} es llamada débil, si adicionalmente a; < a,
entonces esta es completamente débil. Un subconjunto arbitrario X C P se dice

completamente débil si todos sus puntos y posibles relaciones entre ellos son

débiles.

El ancho generalizado w(x) de un punto z € P es 1 si z es un punto fuerte y 2
si es un punto débil. Si X C P es una anticadena, su ancho generalizado se define
como la suma del ancho generalizado de todos los puntos que la componen y se
denota por w(X) = Y _ w(x). Elancho generalizado de un poset P es el maximo

de los anchos generalizados de sus anticadenas, y se denota por w(P).

Por un subposet Q de un poset equipado P entendemos un subconjunto equi-
pado completo Q C P, es decir que para cualquier par de puntos z,y € Q se tiene

r<y@x<ay)en Qsiysolosiz <y (x<y)en P.

d
! ¢ ~
b e
a B

Figura 2.2. Ejemplo de un poset equipado

Graficamente cada poset equipado es presentado por su diagrama, el cual es
obtenido del diagrama de Hasse ordinario del poset P distinguiendo sus puntos

fuertes y débiles, y adjuntando lineas adicionales simbolizando aquellas relacio-
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nes estrictamente fuertes entre puntos débiles los cuales no son consecuencias

de sus otras relaciones.

Ejemplo 2.3. Sea P el poset equipado dado por el diagrama de la figura 2.2.
Entonces, entre las relaciones estrictas, las tinicas débiles son: a < {b,e} < ¢, por
lo tanto todas las restantes son fuertes, a saber, a <¢; {a,b,c,e,f} <d; {a,b} <
a; {a,e,B} <; p<{cd e~} Alolargo de todo el trabajo se utilizaran letras

del alfabeto latino (resp. griego) para referirse a puntos débiles (resp. fuertes).

2.3. Representaciones de posets equipados

De ahora en adelante, en todo el texto, F C F(¢) = G denotara una extension
cuadratica de campos arbitraria (en situaciones especiales se encuentran algu-
nas restricciones que seran advertidas), es claro que cada x en G es expresado de
forma dnica = = a + &b (a,b € F) donde a = Re(x) es la parte real de z 'y b = Im(z)

la parte imaginaria de .

Cada poset equipado P define un problema matricial de tipo mixto sobre la
pareja (F,G) de forma natural. Considere una matriz rectangular M separada
en franjas verticales M,, © € P, con M, estando sobre [F (resp. sobre G) si el punto

x es fuerte (resp. débil):

(2.3)

Las matrices como M, particionadas en franjas verticales, son llamadas ma-
trices de representacion de P sobre (F,G) y sus transformaciones admisibles son

las siguientes:
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(a) Transformaciones F-elementales de filas sobre toda la matriz M;

(b) Transformaciones F-elementales (resp. G-elementales) de columnas de una

franja M, si el punto z es fuerte (resp. débil);

(c) En el caso de una relacién débil x < y, adiciones de columnas de la franja

M, alas columnas de la franja 1, con coeficientes en G;

(d) En el caso de una relacion fuerte = < y, adiciones de columnas tanto de la
parte real e imaginaria de la franja ), (de forma independiente), a la parte
real e imaginaria (en cualquier combinacién) de las columnas de la franja
M, con coeficientes en F (asumiendo que, para y fuerte, no hay adiciones a

la parte imaginaria nula de M,).

Dos representaciones se llaman equivalentes o isomorfas si ellas pueden ser
llevadas una en la otra con ayuda de las transformaciones admisibles. El corres-
pondiente problema matricial de tipo mixto sobre la pareja (F,G) consiste en

clasificar matrices indescomponibles en el sentido natural, salvo equivalencia.

Uno puede dar otra definicion natural de representaciones, en términos de
espacios vectoriales sobre F y G. Identificando la suma directa UZ de dos copias
de un F-espacio U, con un G-espacio U} = U, & £Uy, observe que, para cada G-
subespacio X C UZ, su parte real e imaginaria coincide Re X = Im X. Entonces
X esta contenido en su F-capsula F(X) = (Re X)?, la cual es un G-subespacio en
Us.

Un G-subespacio X C U es llamado fuerte si F(X) = X, o equivalentemente,

si X = Y? para alguin subespacio real Y.

Una representacion de un poset equipado P sobre la pareja (F, G) es cualquier
coleccion de la forma

U= (UyU, : x€P) (2.4)
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donde U, es un F-espacio finito dimensional y U, G-subespacios en U tales que

las siguientes condiciones se satisfacen

r<y=—U,CU,, 2.5)

r<y =F{U,) CU,.
En particular, si un punto = es fuerte, entonces el correspondiente subespacio

U, = F(U,) es fuerte.

Las representaciones son los objetos de la categoria rep (P, <, <) (o de for-
ma corta rep P), los morfismos U > V son aplicaciones F-lineales ¢ : Uy — V;
tales que ©?(U,) C V, para cada x € P. Dos representaciones U,V son isomorfas
(U ~ V) si y solo si para algin F-isomorfismo ¢ : Uy — Vj se tiene ©*(U,) = V,

para todo .

El problema descrito ya fue investigado en [38, 42, 41] para la pareja de cam-
pos (R, C), alli se encuentran descritos los criterios para posets equipados de un
parametro, mansos y de crecimiento finito respectivamente, el criterio de tipo
representacién finito para una pareja arbitraria (F,G) se sigue de un resultado

reciente de [16] sobre categorias de espacios vectoriales schurianos.

El principal propésito de esta tesis de Doctorado es estudiar otro problema
matricial de tipo mixto sobre la pareja (F,G), el cual también se define para un
poset equipado P y que es en algun sentido dual al mencionado anteriormente.
Mas aun, en esta investigacion se han trabajado dichos problemas con técni-
cas similares. Sin embargo, no es conocido atin alguna construcciéon formal que

reduzca un problema en el otro.

En este trabajo se estudia el nuevo problema en base a la experiencia del an-
tiguo. Para evitar confusiones en la terminologia se ha adjuntado la particula co
para algunos términos relacionados con el nuevo problema, se dira por ejemplo

coproblema, corepresentation, etc.
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2.4. Corepresentaciones de posets equipados

Considere una matriz rectangular M sobre G separada en franjas verticales
M,, x € P con la misma forma que en (2.3). Las matrices M particionadas de
esa forma son llamadas corepresentaciones matriciales de P sobre (F,G). Las

transformaciones admisibles sobre )M son:

(a') Transformaciones G-elementales de filas de toda la matriz M;

(b') Transformaciones G-elementales (F-elementales) de columnas de una fran-

ja M, si el punto x es fuerte (resp. débil);

(¢) En el caso de una relacion fuerte (resp. débil) x <y (¢ < y), adiciones de
columna de la franja ), a las columnas de la franja )/, con coeficientes en

G (F).

A cada corepresentacion matricial M es asociado un vector dimension d =
dim M = (dy,d, : © € P) donde dj (resp. d,) es el numero de filas en M (resp. de
columnas en M,). Para un subconjunto X C P y una corepresentaciéon matricial
M, denotamos My = J, .y M, como la submatriz formada por las franjas M, con

r e P.

Dos corepresentaciones son equivalentes o isomorfas si ellas pueden ser lleva-
das cada una en la otra con ayuda de las transformaciones admisibles (a’) — (¢).
El correspondiente coproblema matricial de tipo mixto sobre la pareja (F, G) con-
siste en clasificar las corepresentaciones indescomponibles en el sentido matri-
cial, salvo equivalencia. En esta situaciéon también es posible dar una interpre-

tacion invariante en términos de F-subespacios y G-subespacios.



2.4. COREPRESENTACIONES DE POSETS EQUIPADOS 18

Para cualquier F-subespacio U de algin G-espacio V, denotamos por U yU
la G-cdpsula y G-cocdpsula de U respectivamente y se define como sigue

Uv=w U=y W

vucw wcU

donde W son G-subespacios de V. Es claro que U (resp. U) es el G-subespacio
minimal (resp. maximal) de V conteniendo a U (contenido en U). Mas atn, uno
puede considerar U como el subespacio G-generado de U es decir, U = GU.
Cuando U en si mismo es un G-subespacio entonces U = U = Uy se dice G-

fuerte o fuerte.

Definicion 2.4. Una corepresentacion de un poset equipado P sobre la pareja
(F,G) es una coleccién de la forma U = (Uy, U, : =z € P) donde U, es un G-espacio

finito dimensional conteniendo F-subespacios U, tales que

r<y=U, CU,, 2.6)
r<y—= U, CU,.

Observe que si x € P° entonces U, es un subespacio fuerte.

La dimension de U es un vector d = dim U = (dy,d, : = € P) con dy = dimg Uy
y d, = dimg U, /U, (resp. d, = dimy U, /U,) para cada punto z fuerte (resp. débil),
donde

U =Y U, +> U,

y<x y<lx
y#x yFx

es el subespacio radical de U,. Una corepresentacion U de P con vector dimension

d se llama trivial si d, = 1.

Definicion 2.5. La categoria de corepresentaciones de un poset equipado P sobre
la pareja (IF, G) se denota por corep (5 ) (P, <, <), escrita brevemente corep P,
donde los objetos son las corepresentaciones de P y los morfismos U % V aplica-

ciones G-lineales ¢ : Uy — V tales que ¢(U,) C V, para cada = € P.
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Las corepresentaciones U, V' son isomorfas siy solo si existe algiin G-isomorfismo

v : Uy — V, tal que p(U,) =V, para todo z.

La suma directa de dos corepresentaciones U y V' de un poset equipado P es

la corepresentacion
UV =>UadV,U,®dV, : z€P).

Una corepresentacion U es descomponible si hay una descomposicion de espacios
vectoriales Uy = V, @ W, tal que U, = (Vo NU,) @ (W, NU,) para cada = y tanto
Vo como W, G-espacios no nulos. Una corepresentacion U es indescomponible
si 0 = (0,0,...0) y U son los unicos sumandos directos de U. Obviamente la
categoria corep P es F-aditiva ya que Hom(U,V) es F-espacio. Ademas, corep P
es una categoria de Krull-Schmidt, esto puede ser establecido analogamente al

caso de los posets ordinarios (comparese con [11, 29, 36]).

Denotamos por Ind ) P, o brevemente Ind P, a un conjunto completo de co-
representaciones indescomponibles no isomorfas dos a dos de P sobre la pareja
(F,G). Si escribimos Ind P \ X, para alguna coleccién de corepresentaciones de
X, siempre se supondra que X C Ind P. La clasificacion de objetos en Ind P co-

rresponde precisamente al coproblema matricial descrito anteriormente.

Mas precisamente, si M es una corepresentacion matricial de P con dim M =
(do,d, : © € P),uno puede considerar una base ey, . . ., ¢4, de algin G-espacio U, de
dimensién d; e identificar cada columna (\,..., \g,)? de M con el elemento u =
Aer + -+ -+ Agyeq, € Up. Dado cualquier conjunto de columnas X C M, denotamos
por F[X]y G[X] el espacio F-generado y G-generado de X en U, respectivamente.
Entonces, uno puede formar una corepresentacién Uy, = (Up, U, : = € P) donde

Ur =3, FIMy| + 3>, .. G[M,], el cual satisface las condiciones (2.6).
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Desde este punto de vista, las columnas de cada franja vertical M, represen-
tan un sistema de generadores del espacio U, modulo su subespacio radical

Ue =) FIM,]+) G[M,].

y<x y<lx
y#T yF#

Entonces, las transformaciones (a’)-(¢') de M reflejan tanto el cambio cambios
de base en U, y cambios de generadores en los subespacios U,. Conversamente,
comenzando desde U, uno puede asociar con U una corepresentacion matricial
denotada por M. Observe que dim Uy; < dim M y dim U < dim My, en ambos
casos la igualdad se tiene si y solo si las columnas de cada franja M, son lineal-
mente independientes modulo la columna radical. Cuando trabajamos con core-
presentaciones matriciales M;; correspondientes a corepresentaciones U, siem-

pre seleccionaremos matrices M = My tales que dim M = dim U.

El soporte de una corepresentacion U de P con vector dimension d = dim U es

el subconjunto Supp U = {z € P : d, > 0}.

Un vector d es cierto si no tiene coordenadas nulas. Una corepresentacion
se llama cierta si su vector dimension es cierto. Cada poset equipado teniendo
al menos una corepresentacion indescomponible cierta es llamado cierto (con

respecto a corepresentaciones).

Vamos a denotar por P o P* el poset anti-isomorfo al poset P (la doble nota-

cién es comoda por razones técnicas).

Definicion 2.6. Dada una corepresentacion U de P, se define la corepresentacion
dual U* de P°? como
U= U;, U; . xePP),
donde U} = Homg(Uy,G) y
. (Ux)é ={p € Homg(Uy,G) : U, C Kery}, siz esfuerte;
Ve = (U)g = {¢ € Homg(Uy,F) : U, C Kerp}, sizes débil.
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El espacio U}, donde = es un punto débil, se identifica con un F-subespacio
de U;j. Méas precisamente, sea {ey,...,e,} una base para el G-espacio U, enton-
ces este puede ser considerado como un F-espacio de dimensién 2n con U, =
F{ei,&eq,...en,€en}. Un morfismo ¢ € Homp(Uy, ) estd determinado por las
imagenes de la base p(e1) = a1, p(€e1) = by, ..., p(en) = an, @(&e,) = by, (a;,b; € F).
El morfismo ¢ se puede identificar con un morfismo ¥ € Homg (U, G) determi-

nado por @(e1) = ay + &by, ..., Plen) = a, + &by,

El siguiente lema es muy util para la descripcion explicita de las corepresen-

taciones de posets duales, y se hara referencia a este frecuentemente.

Lema 2.1. Un poset equipado P arbitrario es cierto con respecto a corepresenta-

ciones si y solo si el poset dual P* lo es.

Prueba. Si U es una corepresentacion indescomponible cierta de un poset P y
d = dim U, d* = dim U*, entonces cambiando cada espacio U, (que satisface la
condicién d* = 0), por el subespacio radical U,, se obtiene una corepresentacién
U, del conjunto P de codimension df = dim U; tal que (d}), # 0 para todo = € P,

es decir U es una corepresentacion cierta del poset dual P*. Il

2.5. Los posets equipados de tipo corepresenta-

cion finito

Un poset equipado P es de tipo corepresentacion finito (resp. infinito) si Ind P
es finito (resp. infinito). Los posets equipados de tipo corepresentacion finito ya
han sido descritos, en un contexto mas general, por Klemp y Simson [16], quienes
estudiaron categorias de espacios vectoriales Schurianos y consideraron repre-
sentaciones de posets valuados. La lista de los posets equipados finitos ciertos

y una descripcion explicita matricial de todas sus corepresentaciones, descritos
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en términos mas cercanos a los expuestos aqui, se encuentra en [32], también
puede consultar la lista en el apéndice A. Ahora recordamos el criterio de tipo

corepresentacion finito.

Teorema 2.2 (Criterio de tipo corepresentacion finito). Un poset equipado P es
de tipo corepresentacion finito si y solo si P no contiene ninguno de los posets

criticos K1, --- , Ky (vea el apéndice B).

Los posets criticos K7, ..., K5 se llaman criticos de Kleiner quien descubri6 el
criterio de tipo representacion finito para posets ordinarios, [14, 15]. Los posets
equipados K, ..., Ky son criticos y su numeracioén es una continuacion de la de

Kleiner.



Capitulo 3

Formulacion de los resultados principales

sobre la clasificacién de corepresentaciones
indescomponibles de los posets equipados de

un parametro

Aqui presentamos los resultados principales del trabajo sobre corepresentacio-
nes de posets equipados de un parametro. En la seccion 3.1 se introducen los
posets equipados de un parametro con respecto a corepresentaciones y se for-
mulan los resultados correspondientes de clasificacion de indescomponibles (las
demostraciones se presentaran mas adelante en los capitulos 5, 6 y 7). En la
seccion 3.2 se define la forma cuadratica de Tits asociada a un poset equipado y
se presenta una relacion entre sus raices reales e imaginarias (y ciertos vectores
especiales) y las dimensiones de las corepresentaciones indescomponibles de los

posets equipados de un parametro.

3.1. Los posets equipados de un parametro

Una corepresentacion matricial de un poset P sobre la pareja de anillos de poli-
nomios (F[t], G[t]), se puede definir de manera andloga que una corepresentaciéon

matricial de P sobre (F,G). Mas precisamente, una (F[t], G[t])- corepresentaciéon

23
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matricial de P es una matriz rectangular M[t] sobre G[t] separada en franjas
verticales (M|[t]), (x € P), las transformaciones admisibles son definidas analo-

gamente a las transformaciones (a’)-(¢’), pero sobre la pareja (F[t], G[t]).

Una (Ft], G[t])-corepresentacion de P es una coleccion U(t) = (Uy, U, : = € P)
tal que Uj es un GJt]-modulo libre finitamente generado y cada U, es un F[t]-
submoédulo de U, finitamente generado, en particular la G[t]-capsula de cualquier

F-submédulo finitamente generado V' es el G[t]-generado de V.

Una serie de corepresentaciones se obtiene de una matriz M|t] de (F[t], G[t])-
corepresentacion sustituyendo cualquier G-matriz cuadrada A por la variable
t y matrices escalares \I, del mismo tamano, por los coeficientes A\ € G. Una
serie de corepresentaciones de P es llamada cierta si esta induce al menos una

corepresentacion indescomponible cierta de P.

Definicion 3.1. Sea F un campo infinito. Un poset equipado P de tipo infinito es
de un pardmetro con respecto a corepresentaciones sobre (F, G), si este tiene una
serie conteniendo casi todas las corepresentaciones indescomponibles de cada

dimension dada.

Si el campo es finito, llamamos a P de un parametro siempre que exista una
extension cuadratica ' ¢ G' tal que F C F', G € G’ y P sea de un parametro
con respecto a la pareja (F', G') (de hecho no depende de la eleccién de tal pareja,

como se sigue de la clasificacion obtenida aqui).

De ahora en adelante todos los resultados seran formulados con respecto a

corepresentaciones sin advertencia, siempre que no haya lugar a confusion.

Teorema A (Criterio de un parametro). Sea P un poset equipado tal que w(P) <
4. Entonces, P es de un pardmetro si y solo si este contiene precisamente un sub-

conjunto critico, es decir uno de los conjuntos K, ..., K.



3.1. LOS POSETS EQUIPADOS DE UN PARAMETRO 25

Teorema B (Posets ciertos). Un poset no trivialmente equipado de un parametro
es clerto si y solo si es isomorfo o anti-isomorfo a uno de los 28 posets K, . .., Ko,

Aos, ..., Aug listados en los apéndices B y C.

La clasificacion de corepresentaciones indescomponibles de los posets criti-
cos K, ..., Ky se encuentra con detalles en los teoremas 5.1, 5.11, 6.1, 6.10, sin
embargo, los enunciamos a continuacion en forma breve como los teoremas C1
a C4. Para los posets equipados ciertos de un parametro, la descripcién de sus
corepresentaciones indescomponibles se encuentra en las proposiciones 5.2, 5.6,

5.9,6.2,6.3,6.5y6.7.

Teorema C1. El poset critico K¢ = {a,b} posee 6 tipos de corepresentaciones
indescomponibles sobre la pareja (F, G) (salvo dualidad y permutacion de los
puntos), listados junto con sus corepresentaciones duales en forma matricial en

la tabla 5.1, incluso la serie de corepresentaciones.

Teorema C2. El poset critico K; = {a < p < ¢; 0} posee 48 tipos de corepresenta-
ciones indescomponibles sobre la pareja (F, G) con forma de Tits diferente de 0,
listados en las tablas 5.8 y 5.9, ademds tiene una serie de corepresentaciones, vea

el teorema 5.11.

Teorema C3. El poset critico Ky = {o,0,a} posee 11 tipos de corepresentaciones
indescomponibles (incluso la serie) sobre una extension cuadrdtica de campos
F C G arbitraria (salvo dualidad y permutacién de los puntos fuertes p,0), se

encuentran listados en las tablas 6.1, 6.2, 6.3 y 6.4.

Teorema C4. El poset critico Ko = {a < b; ( <n} posee 48 tipos de corepresenta-
ciones indescomponibles sobre la pareja (F, G) con forma de Tits diferente de 0,
listados en las tablas 5.8 y 5.9, ademds tiene una serie de corepresentaciones, vea

el teorema 6.10.
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3.2. La forma cuadratica de Tits asociada a un

poset equipado

Existe una relacion estrecha entre la teoria de formas cuadraticas y la teoria
de corepresentaciones de posets equipados. En esta seccion se define la forma
cuadratica de Tits f»(d) de un vector d asociado a un poset equipado P, ademas
se presenta la relacion entre las raices de f» y los vectores dimension de las

corepresentaciones indescomponibles de P (teorema D).

Dado un poset equipado P, tomamos P* = P U {0} (0 es un simbolo formal
incomparable con los puntos en P). Un vector e, € Z”* (z € P*) es una raiz simple
si(e;), =1y (e;), =0 para z # y. La forma cuadrdtica de Tits f; = f asociada a
P se define sobre un vector dado d = (dy, d, : = € P) por la férmula

Fd) =" loyded, —2dy»  d,

z,ycPe zeP

donde l,, =0,siz | y; loy = 1,81z < y; [y =2, 812 <y 6 © =y = 0. Recuerde que

si (z,y) = 1[f(z +y) — f(z — y)] es la correspondiente forma bilineal simétrica,
la reflexion en el punto z € P* es una aplicacién p, : Z”° —— Z”" definida por

pa(d) = d — 7=(d, es) - es.

Las raices de la forma de Tits f» (de un poset P) son los vectores obtenidos
por reflexiones de las raices simples. Sean d, d’' raices de fp, escribimos d < d’ si
d, < d, (x € P*). De ahora en adelante trabajaremos con raices admisibles las

cuales son raices no negativas con d, > 0.

Un vector i > 0 es una raiz imaginaria de la forma cuadratica f» (o del poset
P) si fp(u) = 0. Dos raices d,d’ de fp» son del mismo tipo si d = d' + p, donde p es
una raiz imaginaria, una raiz minimal y, es una raiz admisible minimal en el

conjunto de raices del mismo tipo.
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Cuando un vector de dimensién d de una corepresentaciéon indescomponible
de un poset P no es admisible ni imaginaria de f» se llama vector especial. El
siguiente resultado describe la estrecha relacion entre la forma de Tits f5 aso-
ciada a un poset equipado P y los vectores dimension de sus corepresentaciones

indescomponibles.

Teorema D (Dimensiones de indescomponibles). Un vector d > 0, correspondien-
te a un poset equipado de un pardmetro, es una dimension de una corepresenta-
cion indescomponible si y solo si este es una raiz admisible, una raiz imaginaria

o un vector especial, mds atn

(a) Sides una raiz admisible o un vector especial, entonces existe precisamente

una corepresentacion indescomponible (salvo isomorfismo) de dimension d.

(b) Si d es una raiz imaginaria, entonces existe una cantidad infinita de core-
presentaciones indescomponibles no isomorfas entre si (siempre que el cam-

po F sea infinito) de dimension d.

El vector dimension d de un poset P que es raiz admisible, tiene forma de Tits
fe(d) =10 fp(d) = 2. En el caso de los posets criticos K¢ y Kg se presentan las
raices minimales asociadas a cada tipo de corepresentacion en los cuadros 5.1,

6.1 - 6.4, para el caso de K; y K, se presentan en el apéndice E.



Capitulo I

Descripcién de las técnicas utilizadas y

desarrolladas

Casi desde el mismo momento en que las representaciones de posets se introdu-
jeron para estudiar algebras de dimension finita, se desarrollaron las técnicas
de diferenciacion de posets para su estudio, estos algoritmos (como también se
conocen) actian de dos formas, una combinatorial transformando un poset P en
otro poset derivado 9, y una funtorial transformando los objetos y morfismos de

corep P en corep P'.

Los algoritmos que presentamos aqui fueron ttiles para la obtencion del cri-
terio de un parametro para corepresentaciones de posets equipados y la clasifi-
cacion de sus corepresentaciones. Estos algoritmos son ttiles porque permiten
reducir la dimensién de la corepresentacion inicial, por esto los algoritmos son
una herramienta para hacer pasos inductivos sobre la dimension de las corepre-

sentaciones.

En la seccion 4.1 se describen algunas notaciones necesarias para entender
la construccién y propiedades de los algoritmos de diferenciacién, ademas se
presentan dos resultados basicos que seran invocados en capitulos posteriores,
la clasificacion de corepresentaciones de una cadena débil (lema 4.1) y un lema
sobre posets escindibles (lema 4.2) que sera 1til en algunas consideraciones com-

binatoriales. En la seccion 4.2 se recuerdan las definiciones esenciales del algo-

28
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ritmo de diferenciaciéon D-I para posets ordinarios y su completacion. Por ultimo
en las secciones 4.3 y 4.4 se presentan el algoritmo de diferenciacion D-VII y
el algoritmo de completacion para corepresentaciones de posets equipados, los

cuales fueron desarrollados en [32].

4.1. Notaciones y hechos basicos

Sean (X,Y) cualquier par de subconjuntos de P tal que X es completamente
débil, Y es arbitrario y X NY"Y = &. En lo sucesivo usaremos la siguiente core-

presentacion indescomponible trivial T (X,Y) de la forma

~

T(X,Y)=(G,U, : t€P)

donde,
G, site XVUYY;
U= F, site XV\(X"UYY);
0, en otro caso.
Es claro que f(X YY) = T\(min X, minY), entonces en principio uno puede traba-

jar con objetos f(X ,Y) suponiendo que X, Y son anticadenas. Tomando

~ ~ ~ ~

T(X,0)=T(X) y T(2,Y)=DB()

se tiene en particular

T(o,2)=T(2) = P(@) = (G,0,...,0).
En el caso X = {z} 6 Y = {y}, escribimos simplemente T(z,Y) 6 T(X,y), asi por
ejemplo, los objetos T'(z), T(x,y) con < y 'y P(y) son casos parciales de T(X,Y)

y tenemos las siguientes formas matriciales

X T <y Yy

Tx)=[1], T@y=[1]¢]  Py=[1¢]
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El elemento ¢ puede ser borrado de la matriz ﬁ(y) si el punto y es fuerte. Recor-
damos a continuacion la clasificaciéon de las corepresentaciones de una cadena

débil, su demostracién sencilla se puede consultar en [32].

Lema 4.1. Las corepresentaciones indescomponibles de la forma

o~

(2), T(z,y),

:g>
=
:g>
85
~)

donde x < y, son todas las posibles corepresentaciones indescomponibles de una

cadena débil arbitraria.

Un poset equipado P se llama escindible si P = A+ B + C donde A, B son
conjuntos no vacios, A < By C = {c; <¢y; <---<¢,} es una cadena de puntos

fuertes (posiblemente vacia).

(4)  ca

Figura 4.1. Ejemplo de un poset equipado escindible

La razon por la cual se llama escindible es porque sus corepresentaciones siem-
pre se pueden separar como una suma directa de corepresentaciones indescom-

ponibles con soporteen A+ C 6 B+ C.

Suponga que M es una corepresentacion matricial de P correspondiente a
U. Seleccionamos las columnas G-linealmente independientes de M 4 y haciendo
transformaciones G-elementales de filas podemos volver ceros el mayor nime-
ro de filas y ubicarlas en el bloque Q N M, ubicado en la parte superior de M.
Con adiciones de columnas adecuadas M4 NV 5 convertimos en cero el bloque
@ N Mpg. Con el fin de preservar la forma de los bloques M4 y Mp (ya reduci-

dos), se deben restringir las transformaciones admisibles sobre filas (las trans-
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formaciones admisibles de columnas son los mismas) (1) Transformaciones G-
elementales de filas de las franjas ) y R de forma independiente, (2) adiciones

de filas con coeficientes en G de la franja R a la franja Q.

En el bloque RN M., seleccionamos las columnas G-linealmente independien-
tes y volvemos ceros el mayor namero de filas en estas columnas, incluso en la
franja () arriba de ellas, el bloque no nulo se puede convertir en una matriz iden-
tidad que ubicamos en una nueva franja horizontal R, los bloques M. NR, (i # 1)
se pueden convertir en ceros con adiciones de columnas adecuadas M., &, M.,
este proceso se puede seguir efectuando sucesivamente hasta llegar a la franja
matricial M, , con lo cual la matriz de corepresentaciéon M toma la forma (4.1).

Entonces tenemos el siguiente resultado sobre posets escindibles.

Lema 4.2. Cada poset equipado escindible P no es cierto. Mds precisamente, da-
da una corepresentacion indescomponible U de P o bien Supp U C A + C, o bien

Supp U C B+ C.

A B c Ca Cn
Q | % * % %
( * I R,
* I
R
* I
%
. 4.1)

Nota 2. Todos los bloques vacios de aqui en adelante representan bloques de
ceros, los marcados con * matrices arbitrarias, y los marcados con I (resp. I,,)

denotan una matriz identidad arbitraria (resp. de orden n).
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4.2. El algoritmo de diferenciaciéon D-I para po-

sets ordinarios

En 1972, Nazarova y Roiter [22] desarrollaron el algoritmo de diferenciacién con
respecto a un punto maximal (respectivamente minimal) para posets ordinarios,
mas adelante en 1977, Zavadskij [39] construyé un algoritmo mas general con
respecto a una pareja de puntos adecuada, que también se llam¢é algoritmo D-
I (en cierta forma el algoritmo de diferenciacion D-I factoriza el algoritmo de
Nazarova-Roiter). Estos algoritmos fueron planteados para estudiar represen-
taciones de posets ordinarios sobre un solo campo K. Sin embargo en el caso
de corepresentaciones de posets equipados son aplicables cuando el campo F es
superfluo, es decir, cuando todos los puntos son fuertes y todas las transforma-

ciones elementales de la corepresentacion matricial M son sobre G.

Aqui presentamos las definiciones basicas del algoritmo D-I y las propieda-
des que conciernen a esta investigacion, para una descripcién mas detallada y

reciente de este algoritmo puede consultarse [43].

Sea P un poset finito. Una pareja de puntos ordinarios (a,b) de P se dice I-

adecuada (es decir, adecuada para la diferenciacion I) si
j) = CLV + b/\ + 07

donde C' = {¢; < --- < ¢,} es una cadena (posiblemente vacia) incomparable con
los puntos a y b. La pareja (a,b) se llama especial si C' = (). Unicamente se admite
el caso en que b < a, no a £ b. El algoritmo se puede desarrollar sin la restricciéon
de incomparabilidad entre los subconjuntos {a, b} y C, pero se puede reducir al

caso considerado aqui.

Sea L = L(P) el reticulo modular libre generado por P definido naturalmente,

entonces este reticulo contiene en particular, dos nuevas cadenas, C~ = {¢; <
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< ety Ct = {cf < -+ < ¢} formadas por los elementos ¢; = ¢;-b 'y
¢ = a+ ¢;, ademas de la cadena inicial C' = {¢; < --- < ¢, }.

P

El poset derivado del poset P con respecto a la pareja (a,b) es un subposet en

L de la forma
P =Plpn=P\C)+CT+C,

es decir
Plapy = (P\ler, - sen}) H{a+a,.. . enta} +{er b, e b},

Las relaciones de orden en 7’ (inducidas por £ ) se ilustran en la figura 4.2.

Cp,
D-I
—_—
2 (a,0)
&1
a

Figura 4.2. Descripciéon combinatorial del algoritmo de diferenciacién D-I.

c;

Cada uno de los dos nuevos puntos ¢ y c¢; hereda todas las previas relaciones
de orden del punto original ¢; con los puntos del subconjunto P \ C, por lo tanto

P\C y P\ (C™ + C7) se identifican de forma natural.

El funtor de diferenciacion D-I ;) : rep P — rep P' denotado también bre-
vemente ()’ : rep P — rep P’ (si es claro que se refiere a D-I), es definido de
manera natural. Si U es un objeto en rep P entonces el objeto U’ en rep P’ se elige

U = Ug|p, es decir

U, = U,
Uéf - Uci-ba
' (4.2)
Ué+ - UC7;+(L7

U, =U, para los puntos restantes » € P
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recordamos que U,y, = U, + U, y U,., = U, N U, de acuerdo con la definicién
del reticulo £. Si ¢ es un morfismo en rep P (considerado como una aplicacion
lineal ¢ : Uy — V;)) entonces se define el morfismo derivado ¢’ = . Se tiene que

UaV)y=UaV.

Observe que para cada objeto W € rep P/, existe un objeto U € rep P tal que
U =W @ P"(a) para algin m > 0 (vea el lema 4.5 en [43], adjuntamos su
demostracion para ilustrar el proceso de integracion). Considere el espacio W+
con la suma directa Wci = ECT @ F; ® H; donde F; y H; son unos complementos
tales que F; ¢ W, y H; N W, = 0. Elija una base arbitraria f{,..., f. en cada
espacio F;. Tome nuevos simbolos ¢},... e/ y suponga que ellos forman una

base de un G-espacio nuevo E;. Entonces elija el conjunto £, = @@, E; y defina

la representacion U como sigue

Uy =Wy ® Ey,
U, =W,®E, si x€a’,

(4.3)
Ux:Wx@Eﬂ si beA,

Ue = Ueiy + W + Hi+ G{f] + €15, fr, + emi}

Asumiendo que U,, = 0. Usando la definicién (4.2) del funtor y (4.3) del proce-
so de integracion, uno puede verificar que U' = W & ﬁm(a). La forma matricial
(4.4) ilustra el proceso de integraciéon que se describié anteriormente, seleccio-
nando bases adecuadas para el espacio U, y cada U, se puede identificar la re-
presentacion W con la franja inferior W, los espacios complementarios F; y H;

se identifican con los bloques del mismo nombre.
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a a’ c1 Cn ba b
I I
Eq
| I
*
Wo
* x |« | Fy \Hy | %= | F, | Hy, | x| x |U
a c M o %
cl Cn (44)

La principal propiedad del algoritmo de diferenciacion es que este induce una
equivalencia entre categorias cociente, la recordamos a continuacién (también

puede consultar [43], teorema 4.7).

Teorema 4.3. Sea P = a"+b,+{c; < -+ < ¢,} un poset ordinario con una pareja

!/

de puntos adecuados (a,b). Entonces el funtor de diferenciacion () : rep P —

rep ‘.P’(a by induce una equivalencia de categorias cociente
tep ®/{P(a). Pla,cr).... Pla,c,)) ~ 1ep Py /(Pla)
y en particular, biyecciones entre las representaciones indescomponibles

Ind P\{P(a), Pa,c)),...,P(a,c,)} = Ind P, ,\P(a). O

Esto significa que al aplicar el algoritmo D-I, se disminuyen en un nimero
finito las representaciones indescomponibles de rep P con respecto a rep P, esto
permite realizar pasos inductivos y es una herramienta fundamental para es-
tudiar la clasificacion de representaciones de posets ordinarios finitos y de un

parametro, en particular, se tiene el siguiente resultado.

Corolario 4.4.

Ind P| = |Ind P'| + n.

Denotaremos por P, la completacion del poset P, ,, es decir, el poset P{,
fortalecido por la relacion a < b. La transicion P — P/, ) (P — Plap)) se llama
derivacion con completacion (sin completacion). Cuando se aplica la completa-

cion a un poset equipado P se elimina una sola representacion indescomponible
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trivial, salvo isomorfismo, en Ind P, mas precisamente se tiene la siguiente pro-

piedad.

Proposicion 4.5. La diferenciacion con completaciéon P — WW,) induce biyec-

ciones mutuamente inversas entre los conjuntos indescomponibles

Ind P\{P(a), Pla,c1),...,P(a,c,)} = Ind Pop). O

4.3. La diferenciacién D-VII para posets equipa-

dos

La accién combinatorial del algoritmo de diferenciacion D-VII coincide con la
del algoritmo de diferenciacion VII descrito en [41]. A saber, una pareja de pun-
tos incomparables (a,b) de un poset equipado P es llamada VII-adecuada o VII-

adecuada si a es un punto débil, b un punto fuerte y
P=a"+by+{a<ci < <cy}
donde {a < ¢; < -+ < ¢,} es una cadena completamente débil incomparable con
el punto b. Bajo el convenio de que a = ¢, se asume entonces n > 0. Denotamos
A=ad",B=b,\byC ={c1 <--- < c,}.
El poset derivado P’ = fP’(a’b) de P con respecto a tal pareja (a, b) tiene la forma

Plapy = P\ (a+0)) +{a” <a"}+CT+C”

donde el punto a~ es débil y el punto a* es fuerte, C~ = {¢f < -~ < ¢, } ¥y
CT = {c¢f < -+ < ¢} son cadenas completamente débiles, c; < ¢/ para todo
i=1,...,n;a" <c[; at <cl; ¢, <by las siguientes condiciones naturales son
satisfechas:

(a) Cada uno de los puntos a~,a" (c; , ¢/ ) hereda todas las relaciones de orden

previas del punto original « (¢;) con los puntos del subconjunto P\ (a + C).
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(b) Larelacién de orden en P/, , es inducida por la relacién de orden inicial en

el subconjunto P \ (a + C) y por las relaciones listadas anteriormente.

El funtor de diferenciacién D — \/fI\I(a,b) : corep P — corep P’ (denotado también
por ()" : corep P — corep ') del algoritmo Vi asigna a cada corepresentacion U

de P la corepresentacion derivada U’ de P’ por la regla

Ué :UU

U_=U,NU, parai=0,1,...,n
: (4.5)

Ué+:UCi+ﬁa para:=0,1,...,n

U, = U, para los puntos restantes x € P'.

Y para un morfismo U —%» V de la categoria corep P (considerada como una
aplicacion lineal ¢ : Uy — 1}), tomamos ¢’ = ¢. Uno puede verificar facilmente

que el funtor esta bien definido.

Los objetos P(a), f(a) yT(a,c;), i =1,...,n, juegan un papel importante en
la descripcion de las propiedades del algoritmo VII. Todas sus derivadas coin-
ciden P(a) = T(a) = T(a,¢;) = P(a*), entonces tenemos que considerar los
objetos reducidos de la categoria corep P (corep P’), es decir, aquellos que no con-

tienen sumandos directos P(a), f(a) yT(a,c;), i=1,...,n, (resp. I3(a+)).

Figura 4.3. Descripciéon combinatorial del algoritmo de diferenciacién D-VII.
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Sefialamos, como una regla, que el objeto derivado U’ contiene sumandos di-
rectos triviales P(a"), incluso si U es indescomponible. Por eso el objeto reduci-
do derivado U* (el cual es tinico salvo isomorfismo) es definido para cualquier
objeto U € corep P’ como el sumando directo de U’ mas grande que no con-
tiene sumandos directos P(a"), es decir considerando U’ = U* & P™(a*), con

m = dimg (7'&/([7(1 NU,) = dimG(ﬁa +Uy)/U,. Evidentemente (U; @ U, )V ~ Uf D Uj.

Una definicién equivalente de U* es la siguiente: se toma cualquier (U ,, Uy)-
separacion de la pareja de subespacios (Ey, W) del G-espacio U, y tomamos Ut =

W =Wy, W, |z €?P)donde W, = U.NW, para cada = € P'.

Es claro que el objeto reducido derivado U' puede ser visto no tnicamen-
te como una corepresentacién de P, sino también como la corepresentacién
derivada completada del poset equipado Tza » Obtenida de ¥/, adicionando la

relacion at < b (debido a la definicion W+ C W}).

El procedimiento de integracion para el algoritmo i (el cual es en algun
sentido inverso al de diferenciacién) es descrito en la siguiente forma. para una
corepresentacion dada W del poset derivado completado @’(ayb), presentamos cada
F-espacio Wcj (. =1,...,n) en la forma Wcj = EC? @ S; @ H;, donde S;, H; son
algunos complementos tales que S; € W, y H; " W, = 0. Elegimos en cada S;
alguna F-base s;1,...,s;,,. Andlogamente presentamos el G-espacio W,+ en la
forma W,+ = W . & T, donde Ty = G{to1,. .., tom,} €S algin complemento para el

G-subespacio W ...
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Tomando ahora un nuevo G-espacio Ej, con una base {e;; : i =0,...,n;j =

1,...,m; }, adjuntamos a W su objeto primitivo W' = U = (U,, U, : x € P) donde

Uop =Wy Eyp ,

Um:W:E@ESm{I} para v # a,c; ,

Uy =Wyo +F{soj +uey; : j=1,....mo}+ (4.6)
+F{e;; : i=0,...,n;5=1,...,m;},

Uci :Uci_l#—Wc_——i—HZ-%—F{sij—i—ueij : ]:1,,77’11} (ZZ 1)7

y U, = U,. El objeto primitivo W' no depende, salvo isomorfismo, de la eleccién
de los subespacios 7}, H; y sus bases, mas atn (W; & W,)" ~ W/ @ W], Se tie-
nen también las igualdades dimg Sy = dimg(W+/ Wa_) y dimp S; = dimF(WC;r N
Wb)/(Wc; +Wer 0 W) parai=1,...,n.

El resultado principal de la diferenciacion VII es el siguiente.

Teorema 4.6. En el caso de la diferenciacion VII, las operaciones de integracion

1y de reduccion | inducen biyecciones mutuamente inversas

Ind P\ [P(a),T(a), T(a,¢;),i=1,...,n] S Ind P{,, =Ind P, \ [P(a¥)].

Prueba. Dadas las corepresentaciones U de P y W de P’, uno tiene que probar
que [U¥]" ~ Uy W ~ W. el segundo isomorfismo se puede verificar sin dificul-

tad procediendo rutinariamente usando las formulas (4.5) y (4.6).

Para probar el primer isomorfismo, considere la matriz M de una corepre-
sentacion reducida U de P elegida en tal forma que las columnas de cada fran-
ja vertical M,, x € P, generan U,. Aplicando a M adecuadas transformaciones
G-elementales de filas, colocamos en su parte inferior las filas linealmente inde-
pendientes correspondientes a alguna base del G-subespacio U, obteniendo todo

cero arriba de ellas en el bloque M, 5.
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a A 1 Cn B b
I
Ey 1 &l
I ¢l
W, * X, X, Q
x| % x|k |51 Y| x| Sy Y | x| x| U,
a” a’ cr Tc; T 4.7

Ademas, seleccionamos filas linealmente independientes sobre G en ), arri-
ba de la franja horizontal U, denotando la nueva franja horizontal por E, y obte-
niendo (utilizando transformaciones G-elementales de filas adecuadas) ceros en
la franja horizontal intermedia () N M,,. Aplicando transformaciones admisibles
de columnas adecuadas al bloque Q N (M., U---U M., ), podemos dejar alli uni-
camente aquellas celdas X1, ..., X, las cuales son F-linealmente independientes

por columnas (todas juntas).

Considere cada matriz M., (i = 1,...,n) como una unién de dos franjas ver-
ticales M., = M/ U M! donde M/ es conformado por las columnas que contie-
nen el bloque X;, y M/ consiste del resto de las columnas. Reducimos el bloque
EonN(M,UM, ---UM/ ) ala forma canénica considerandolo como una corepresen-
tacion de una cadena completamente débil « < ¢; < --- < ¢, y se aplica el lema
4.1 (seleccione las formas matriciales T(a) = y T(a,e) =[1]¢€], i =
1,...,n). Omita los sumandos directos ﬁ(a) los cuales son separados como su-
mandos directos de toda la matriz M. Haciendo adiciones de filas, vuelva ceros
bajo los bloques identidad I en M, y obtendra el bloque M, como se muestra en

(4.7).

Entonces usando adiciones de filas @ Ry o y adiciones de columna M, LN
..... ¢,} anulamos todos los bloques M/ (esto es posible porque la matriz X; U

-+-U X, puede ser vista como una corepresentacion de una cadena completamen-

te débil ¢; < --- < ¢, y entonces presentada como una suma directa de bloques
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triviales de la forma mencionada en el lema 4.1). Observe que los bloques ma-
triciales S; y X; U Y; corresponden a los subespacios S; y H; respectivamente,

considerados arriba en el procedimiento de integracion.

Finalmente anulamos el bloque £y N A (haciendo adiciones de columna M, £,
M,) y obtenemos la forma matrical que se muestra en (4.7). Una comparacioén
inmediata con las formulas (4.5) y (4.6) confirman evidentemente que en la fran-
ja horizontal W, = @ U U, tenemos justamente la corepresentacion derivada
reducida U* y el isomorfismo (U*)" ~ U se tiene. Con esto la prueba queda com-

pleta. ]

Nota 3. Siuna corepresentacion indescomponible U de un poset equipado P pro-
viene de integrar una corepresentacién W (U = W) no necesariamente cierta del
poset P, entonces denotamos esta operacién por U = Int o W; donde Supp W = Q

y W|g = Wi, o simplemente U = Int I, si es claro cual es el soporte de 1.

4.4. La completacion

Recordemos de [41] que una pareja de puntos débilmente comparables a < b de
un poset equipado P es especial siP = a"+b,+X, donde a < = < bparatodoz € X,
automaticamente ¥ es un subconjunto de puntos débiles (posiblemente vacio).
La completacién de P con respecto a la pareja especial (a,b) es una transiciéon
de P a un poset equipado P = i(a,b) ligeramente distinto de P, obtenido de P
fortaleciendo la relacion débil a < b, es decir, convirtiéndola en la relacion fuerte

a <1 b. Los subconjuntos A = a"\ay B = b,\b pueden ser vacios.

Note que corep P es una subcategoria plena de la categoria corep P, y la si-

guiente afirmacion se cumple.
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@ ﬁ Completacion

I
'V
<

a

%
<>

Figura 4.4. Descripcion combinatorial del algoritmo de completacion.

Lema 4.7. La categoria corep P coincide con la subcategoria plena de corep P

formada por los objetos sin sumandos directos ]3(@), en particular,

Ind P = (Ind P)\P(a)

Prueba. Sea U € corep P\ corep P, es decir que U, ¢ U,. Considere la matriz
M de U y seleccione en su parte inferior la franja horizontal correspondiente
al G-subespacio maximal UF de el F-espacio U,. Se tienen ceros arriba de esta
franja en el bloque Mp. Asuma que la matriz M es escogida de tal forma que
las columnas de la franja M, generan todo el espacio U,. Reduzca las partes
superiores de las matrices M,, M, (situadas arriba de la franja horizontal UP),
como una corepresentacion de una cadena completamente débil a« < b, a la forma
canonica de acuerdo al lema 4.1. En ese lugar se pueden poner inicamente los

bloques P(a) y P(b), en otro caso el G-espacio UF se podria extender mas.

a A X B b
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Como cada columna del bloque My, es una combinacion F-lineal de las colum-
nas de las franjas M, y M, (teniendo el cuenta la suposicion sobre la eleccion de
Up), el bloque My, N L esta sobre F y entonces puede ser anulado por adiciones
de columnas M, L Ms. Se pueden anular también los bloques M4 N L (por
adiciones de columnas M, BNV 4), asi como también todos los elementos bajo
la matriz identidad I en M, (por transformaciones de filas sobre G). Entonces la
matriz M toma la forma (4.8) y evidentemente contiene al menos un sumando

directo no trivial ]3(a), es decir que U lo contiene. O



Capitulo

Clasificacion de las corepresentaciones de los
posets equipados de un parametro

conteniendo a K 6 K-

En este capitulo se presenta una clasificaciéon completa (en forma matricial) de
las corepresentaciones indescomponibles ciertas de los posets equipados Ky, K7,
Ags, Aog, Asg, Az, Asy, Asg, Aszg, As1, Aso, Ass, Ase y sus posets duales, sobre cual-
quier extension cuadratica de campos. La clasificacion de las corepresentaciones

indescomponibles esta basada esencialmente en la del poset critico K.

En la seccion 5.1 se da la notacion necesaria para interpretar la clasifica-
cion de las corepresentaciones indescomponibles de K. También se presentan
algunas convenciones que se usaran en adelante (incluso en el capitulo 6). En
la seccién 5.2 se encuentra la clasificaciéon de corepresentaciones de los posets
K¢y Ass, ademas se dara la prueba del teorema C1 (escrito con detalles en este
capitulo como el teorema 5.1). En las secciones 5.3, 5.4 y 5.6 se presenta la cla-
sificacion de las corepresentaciones indescomponibles de los posets ciertos de un
parametro que contienen a Kg. En la seccion 5.4 se definen los posets equipados
con subconjuntos bien insertados de tipo Kg y se listan varias propiedades. Fi-
nalmente, en la seccién 5.7 se prueba el teorema C3 (en esta seccion se presenta

con detalles como el teorema 5.11).

44
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5.1. Notaciones

En todo el texto usaremos la siguiente notaciéon para los tipos de corepresen-
taciones matriciales. Z (resp. A") es una matriz que proviene de A adicionan-
do una columna (resp. fila) de ceros sobre el lado izquierdo (resp. por arriba),
analogamente son definidas Z, At incluso si A tiene varias flechas adicionamos
varias columnas o filas de ceros. J,()\) es un bloque de Jordan de orden n con
valor propio ), las identidades pueden ser escritas tanto arriba como abajo de
la diagonal, y J,7()\) (resp. J, ()\)) significa el bloque de Jordan con identidades

escritas solamente arriba (resp. abajo) de la diagonal principal.

Se definen P, = I; y P, = (%), también se definen la versién par e impar

(mas generales) como

" :
P2k:@§:1p27 Py =Pyl =| Do , (K <0).

Anotamos que cuando k£ = 0, P, denota una matriz formal con cero columnas

y cero filas.
0
Tomamos Rayio = Por® , Ropyrs =11 @ Por® y C, = &y 0 A
1

en particular, R, = y R3=1® .

Se asignara un numero fijo m a cada tipo de corepresentaciéon indescomponi-
ble de un poset P, y se denotara por (P —m). Cuando sea necesario referirse a un
tipo de corepresentacion especifico de una cierta dimensiéon dada n, también se

adjuntara un subindice y se escribira , (P — m). Para las corepresentaciones de



5.2. LOS POSETS K¢, A5 Y LA PRUEBA DEL TEOREMA C1 46

tipo finito se omitiran los paréntesis y los subindices. Si el poset P tiene un solo

tipo de corepresentacién indescomponible, esta se denotara por (P).

Sea P un poset equipado con un punto fuerte maximal (resp. minimal) ( y
Q = P\ (. El subconjunto de todos los puntos comparables en Q con el punto
¢ se denota por X. Si una corepresentacion indescomponible U del poset Q de
tipo (Q — m) satisface la condicién U # Uy (resp. U, # 0), entonces U puede
ser extendido a una corepresentacion V' de P definida por V, = U, sixz € Qy
V; es un G-espacio arbitrario que contiene propiamente al G-espacio U (resp.
Ve = Nyex U )- El tipo de corepresentacion V' del poset P construido en esta
forma es denotado por (Q — m)¢ (resp. (2 — m)) bajo la suposiciéon de que la
condicién dimg U,/ Ug = 1 (resp. dimg U,./Uc = 1) y que la corepresentacion no

depende, salvo isomorfismo, de la eleccién de V.

Si P contiene puntos fuertes ( y » maximal y minimal respectivamente, en-
tonces una combinacion de dos de los pasos anteriores produciran una corepre-
sentacién del tipo (Q —m)$ donde Q = P\ {¢,7}. En algunos casos se considera
un punto débil p € P maximal o minimal, en esta situacién se trabaja con F-

subespacios en vez de G-subespacios.

5.2. Clasificacion de las corepresentaciones in-

descomponibles de los posets K, Ao

El calculo de la serie de corepresentaciones para el poset K se reduce al
problema matricial del haz clasico, resuelto completamente por Kronecker [17]
(véase [11, 44] para soluciones cortas recientes). El resto de corepresentaciones
ciertas de K se obtienen mediante la diferenciacion de las corepresentaciones
del poset Ays. Por esto la clasificacion de las corepresentaciones de ambos posets

se obtiene simultaneamente.
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Teorema 5.1. El poset critico K¢ = {a,b} posee 6 tipos de corepresentaciones
indescomponibles sobre la pareja (F, G) (salvo dualidad y permutacién de los

puntos), listados junto con sus corepresentaciones duales en forma matricial en

la tabla 5.1.

tipo dmin |paso|f(d) A B kilko|ks|ly|la|ls
1 — —
1 L ool p |1 I, I,+¢I, [0/1]1/0/0]0
1
1* Lol op |1 I I'+¢r |ojoj0(0|1|1
1 =1
2 o o 2u | 2 Cani1 Cons1+Ln|1]1/2]0[0]0
1
2 0 ol 2u | 2 I I,+cl lojojo|1|1]2
~ |1 — —
3=3" 9 ol 2u | 2 [Topi1+ETonin I 1/0/0/0/1]0
2
4 = 4* 9 9ol 2u | 0 Py, R} 0/1{0(0|1]0
1
5=5" 1 1l |0 I, I, +&JH(0)|0]0|1]0[0|1
1
6 = 6* 1 1l |0 I, ¢I,+X |0[0/0]0[0|0

Tabla 5.1. Clasificacion de las corepresentaciones indescomponibles del poset critico K.

En la tabla 5.1 p es la raiz imaginaria (1,1, 1) de la forma cuadratica de Tits
asociada al poset K;. El bloque marcado con X de la serie de corepresentaciones
(K¢ — 6) representa un bloque indescomponible de Frobenius sobre F. La core-
presentaciéon Ky — i se obtiene de Ky — i cambiando el punto a por by viceversa.

ademas se utilizan las siguientes convenciones:

k1 = dimg U

ko =dimg U,, k3 =dimpU, N0,
[; = codim g ﬁa, Iy = codim g ﬁb, I3 = codimp U, + U,,.

Proposicion 5.2. Cada uno de los posets Ays = {a;b<in}ty As. = {a;n < b} tiene
5 tipos de corepresentaciones indescomponibles ciertas en el punto n y se listan

en la tabla 5.2
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n(A2s — 1) = (K —17)" n(A3—1) = o(Ks—1),
on—1(Azs —3) = 9p_1(Kg—2%)" om—1(Ass —3) = 2p-1(Ks — 2),
on—1(Ags —4) = 91 (K —3)" on—1(Ass —4) = 9,1(Kg —3%),
on(Ags —5) = 2n(Ke —4)" on(As —5) = 2n(Ke —4),
o(Ags —2) = Fiu—C
on+2(Azs —2) = Int 9,41(Azs —3) | 20(A%5 —2) = 20(A2s —2)"

Tabla 5.2. Descripcion de las corepresentaciones de Ass. En todos los casos n > 1.

Prueba. Considere una corepresentacion U de Ky indescomponible y cierta.

Primer caso: U, % Uy. Entonces U se puede extender de forma natural a una
corepresentacién 1 de Ay, con V|, = U donde V;, = Up. Una corepresentacion
como V no es cierta en 1 y se obtiene por integracion VII de una corepresentacion
W de menor dimensién con soporte en A). (observe que la pareja (a,n) de Ay; es
\/fﬁ-adecuada, la figura 5.1 muestra la accién combinatorial de A);). Mas pre-
cisamente la clasificacion se obtiene inductivamente por integracion de corepre-
sentaciones IV tales que Supp W = {a*,b} y Wio+ 4y € {Flu—A, Fiu—B, Fi4,—C},
es decir que la clasificacion se obtiene integrado inicialmente las corepresenta-

ciones del poset finito Fy, (vea el apéndice A).

U] at 7
X o
a b (@ a” b
Ass A

Figura 5.1. Descripcion combinatorial de la diferenciacién-VII aplicada al poset Ass.

En particular se tienen tres definiciones recursivas (siguiendo la notacion de
la pagina 41), la primera (K — 1*) = Int (Fi4y — A); (A — 1) = Int (K — 1%);
n(Kg—1%) = Int,,_1(As5—1), vea el ejemplo de la tabla 5.3. La segunda 3(Ks—2*) =
Int (F1a—C); n(Ass—3) = Int ,(Ks—2%); n(Aos—2) = Int,_1(Ass—3); n(Ks—2°) =
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Int n_l(Agg) — 2) La tercera 2(K6 — 4) = Int (F14 — B), Qn(A25 — 5) = Int Qn(KG — 4),
ont1(Ke — 3) = Int 9, (A5 — 5);  2n11(Ke —4) = Int 95,11 (K6 — 3).

a” b b a” at
a” b b a” at 150001m1§0001

T 110 | [T €101 e (01 0[1F=l010[1€0— "
T2 o111 "lot|t]o "{oo1]o1 001/01]0

Fig — A 2(Ke —1%) 2(A25 — 1) 3(Ke —17) 3(A25 — 1)

Tabla 5.3. Ejemplo de integracion matricial de las corepresentaciones de Kg y Ass, co-

menzando con Fj4 — A.

Segundo caso: [/, # 0. Entonces U se puede extender a alguna corepresen-
tacion de Aj. (en forma andloga al caso anterior) y por consideraciones duales
se obtiene la clasificacién de indescomponibles para Aj; y las corepresentaciones
duales para Kg del primer caso. Otra forma de obtener esta clasificacion es apli-
car directamente dualidad y el lema 2.1, a las corepresentaciones de Ay; y K¢

obtenidas en el caso anterior.

= 0. Entonces la matriz M de corepresenta-
a b

x| 1y,

Tercer caso: ﬁb =Uyy Qb

cién asociada a U tiene la forma Para continuar reduciendo la corepre-

sentacion M teniendo cuidado de no cambiar el bloque identidad en A, solo es
permitido aplicar transformaciones F-elementales de filas sobre toda la matriz
y transformaciones F-elementales de forma independiente sobre los bloques M,

and M,.

Este problema corresponde precisamente al problema clasico del haz (Kro-
necker) sobre el campo I, a saber, como el bloque cuadrado )/, tiene coeficientes
sobre G, tomamos A = Re(M,) y B = Im(M,), estas matrices estan sobre F y las
transformaciones elementales anteriores corresponden a las siguientes transfor-

maciones de similitud de forma simultanea

(A, B) — (X'AY, X 'BY),
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donde X, Y son matrices cuadradas no singulares sobre F.

Los cuatro tipos de soluciones de este problema (vea por ejemplo [11, 44])
inducen las corepresentaciones indescomponibles de K de los tipos 1, 1%, 5, y 6

(la serie). O

5.3. Clasificacion de las corepresentaciones in-
descomponibles de los posets Ao, Ay, As3y Az,

Ays y sus duales

Los posets Asg, Aoy, Ass v Ays tienen parejas VII-adecuadas (A4s se obtiene
por completaciéon de As3) entonces sus corepresentaciones indescomponibles se
obtienen por \//'I\I-integraci()n de corepresentaciones indescomponibles (no nece-
sariamente ciertas de su poset derivado). En particular, la pareja (a,n) del poset
Asg = {a<(;b<an} es \/7I\I-adecuada, vea la figura 5.2, y su tunico tipo de core-
presentaciéon indescomponible se obtiene integrando corepresentaciones indes-
componibles de A’ ciertas solamente en {a~ <1 (;b} del tipo (As; — 3). En este
caso el tipo de corepresentacion (Ayg) coincide con la corepresentacion extendida
(Ay5—3)¢. La clasificacién completa de todos los posets se presenta en la siguiente

proposiciéon 5.3.

¢
¢ n n
D-VIL a™
(a,n)
a b a” b
Agg Al28

Figura 5.2. Descripcion combinatorial de la diferenciacion Vil aplicada al poset Ass.
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Proposicion 5.3. Cada uno de los posets Ay = {a<1(;b<in}, Ay = {a;b<an <6},
Aszs = {a<(sn<b), Ass{a;n<b<0}, Ays{a<(>n<1b} y sus posets duales tiene un
tipo de corepresentacion indescomponible cierta en todos sus puntos fuertes que

se listan en la tabla 5.4.

s

( 2n—1(A2s = 3)° | 2n-1(Ass) = 20-1(A35 — 3)¢
2n(A29) Qn(A25 - 2)9 2n(A§9) 2n(A§5 - 2)6
2n—l(A33) = 2n—1(A§5 - 4)< 2n—1(A45) = 2n—1(A§5 - 4)<
(A34) = 2n(Af; —5)’

2n—1 28)

1N

2n

Tabla 5.4. Descripcion de las corepresentaciones de Asg, Asg, Ass, A4y Ass. En todos los

casosn > 1.

5.4. Clasificacion de las corepresentaciones in-
descomponibles de los posets Ass, A3g, Ay1y Ay

y sus duales

Para calcular las corepresentaciones de los posets Ass, Ajs ¥y Ay reducimos
el problema matricial mixto a un problema matricial sobre representaciones del
poset K, esta clasificacion se encuentra en [38]. Analogamente el problema ma-
tricial sobre corepresentaciones de Ky puede ser reducido a uno sobre represen-

taciones de posets equipados.

Sea U una representacion indescomponible de Ky = {o,0,a} y M su respec-

tiva representacion matricial’. Como {9,0} C Kj es un subposet ordinario, los

Los bloques M,, M, tienen coeficientes sobre I, y M, sobre G, adicionalmente podemos apli-
car transformaciones F-elementales de filas sobre toda la matriz, asi como transformaciones
F-elementales (resp. G-elementales) de columnas, de manera independiente, a las franjas co-

rrespondientes a los puntos g, o (resp. al punto a).



5.4. COREPRESENTACIONES DE LOS POSETS Ass, Asg, A1 Y Aug 52

bloques M, M, pueden ser reducidos como una diada ordinaria. Observe que M,

debe ser indescomponible y que tiene coeficientes sobre G.

Asignamos a cada franja horizontal de M un punto del poset A;; como en
la figura 5.3. Para preservar los bloques reducidos M, y M, podemos aplicar
transformaciones G-elementales de columna al bloque ), transformaciones F-
elementales de filas independientes de cada franja horizontal y adiciones de fila

sobre [ entre las franjas horizontales las cuales sugeridas por el poset Ay;.

Por lo tanto, podemos establecer una correspondencia biyectiva entre las re-
presentaciones indescomponibles de Ky y corepresentaciones indescomponibles

de los subposets de Ay;.

La matriz de la figura 5.3 corresponde a una representacién matricial reduci-
da de K. Los campos sobre los cuales se hacen las transformaciones elementales

de filas y columnas se escriben al margen de la matriz ya sea sobre F o G.

r S a
I 1 *

I *

M= F I | %
*

F F G

Figura 5.3. Representacién matricial reducida indescomponible M de K (los bloques

vacios denotan bloques de ceros).

Nota 4. Si M es una corepresentaciéon matricial indescomponible de K5 podemos
reducirla como en el caso de representaciones. La matriz de la figura 5.3 también
corresponde a una corepresentacion matricial reducida de Kz pero los campos
sobre los cuales se efectian las transformaciones cambian, es decir, en vez de
hacer transformaciones sobre el campo F se hacen sobre el campo G y viceversa.

Entonces podemos establecer una relacion analoga entre las corepresentaciones
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indescomponibles de Ky las representaciones indescomponibles de Ass, Ajg, A4y

y Ks.

Nota 5. Una representacion indescomponible cierta no trivial de Ky solo corres-
ponde a alguna corepresentacién indescomponible de Ass, Alg, A4 0 K. Ademas,
la serie de representaciones de Ky esta relacionada a la serie de corepresenta-

ciones de K§, entonces la serie se reduce al problema clasico del haz sobre F.

Nuestros calculos son basados en la clasificacion de representaciones de Ky
sobre la pareja (R, C) dada en [38]. Esta clasificacién fue obtenida (exceptuando
la serie de representaciones) usando la técnica de diferenciaciéon VII y comple-
tacion, que son validas para cualquier extension cuadratica de campos (F,G).
De este modo, las formas matriciales de representaciones descritas obtenidas

alli coinciden con la clasificacién matricial sobre la pareja (F, G).

Proposicion 5.4. Cada uno de los posets Ass = {a < q = b}y Ajs = {a > ¢ < b}
tiene 4 tipos de corepresentaciones indescomponibles ciertas en el punto q (salvo

automorfismo de posets equipados), teniendo las siguientes formas matriciales:

1 0 . 1
[ 1 1 (salvo permutacion de los puntos a < b) W 1 0 1
tipo| dmin |paso|f(d)| A B P tipo| dmin |paso|f(d)| A B Q
0 3
11 1 0
O L S (VR T B 1/, I N U T U Y RV I e/ P Ao ) |
0 0
3 3
11 0 1 0
2 0 1 k| I Il +E60,5400)) . 2 Lo | 1) b | n+en |,
0 0
& 3
11 0 1 0
300 1 | ow | 1L L+ |, 30 0,00 w1 e | envrt |,
0 0
£0 €0
12 0¢ 1 0
T R I N 1 e/ el I N7 B /N e A
00 00
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Prueba. Basados en las consideraciones anteriores, es claro que las corepresen-
taciones indescomponibles de Ass estan en biyeccion con las representaciones
indescomponibles U de K5 tales que U, NU, # 0y U, + U, = Uy, de forma dual las

corepresentaciones de Aj; estan en correspondencia aquellas representaciones

de Ky que satisfacen U, NU, =0y U, + U, # U. O
n(Ass —2) = (K —17) WAl —2) = o (Ke— 1),
n(Aszg —3) = (K —5)7 n(Azs —3) = W(Kes—5),
on—1(Ass —4) = 951 (Ks—29)9 | 95-1(Ag —4) = 2,-1(Ks —2),

Tabla 5.5. Descripcién de algunas corepresentaciones indescomponibles de Asg en forma

breve. En todos los casos n > 1.

Proposicion 5.5. Cada uno de los posets Ay = {p < {a,b} < q}, ¥ A = {p <
{a,b} < q; p<q} tiene 1 tipo, salvo automorfismo de posets equipados, de corepre-
sentaciones indescomponibles ciertas en los puntos p y q teniendo las siguientes

formas matriciales:

n(Aa1) = n(Ass) = (K —5)], donden > 2.

Prueba. Para el caso de A;; = {p < {a,b} < ¢} consideramos las representacio-
nes de Ky que satisfacen U, NU; # 0y U, + Us # Uy. La pareja (p,q) de Ay es
especial para la completacién y A,; = Ay, por propiedades de la completacién
(vea seccion 4.4) la clasificacion de corepresentaciones ciertas indescomponibles

de ambos posets coinciden. ]

Nota 6. Considerando las representaciones de Kz con la condicion U, N U, =0y
U, + U, = Uy, se corrobora la clasificacion de corepresentaciones de K obtenida

en el teorema 5.1.

Algunas corepresentaciones de Asg y Asg estan relacionadas por medio de la

diferenciacion VII, por esto, algunas corepresentaciones de Asz y Azg se pueden
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expresar en términos de la integracion VII de manera recursiva, en particular

se tiene otra forma de expresar las corepresentaciones (Ass — i) con i = 1,2, 4.

Proposicion 5.6. Cada uno de los posets Asg ={a <q>=b<0}y ALy ={a>q =<
br> 0} tiene 10 tipos de corepresentaciones indescomponibles ciertas en los puntos

py 0, en el caso de Asg se listan en la tabla 5.6.

2(As9—1) = Fi5—A| ,11(Asg—1) = Int ,(Ag — 1)
(A9 —2) = Fi5—B n(Az9 —2) = Int ,(Ass —2)
1(A39—3) = Flu—A n(Azg —3) = Int ,(Azs —1)
o(Ag9g —4) = Fi5—C | ,41(Az9—4) = Int ,(Azg — 3)
o(As9 —5) = Fis—D| ,41(A39—5) = Int (A3 —5)
1(A39 —6) = Fig— B | 2,-1(A39 —6) = Int 5, 1(Ass —4)
2(Az9g —7) = Fi5—F on(Asg —7) = Int 5, 1(Asg — 6)
9(Agg —8) = Fiu—C on(Aszg —8) = Int 9,_1(Agze — 10)
3(A39 —9) = Fi5 =G| 2041(A39 —9) = Int 2,(A30 —8)
3(A39 — 10) = Fi5— F | 9,11(Ag9 — 10) = Int 9, 1(A39 — 9)

Tabla 5.6. Clasificacién de corepresentaciones de Asg. En todos los casos n > 2.

Prueba. Si U es una corepresentacion indescomponible de Asg tal que U «ZUyo
U, # Uy, entonces U puede ser extendida naturalmente a una corepresentacion
indescomponible no cierta V' de A3y (asuma por ejemplo que U, # Uy, el otro
caso es analogo), V' se define de tal forma que V|4, = Uy Vy = U,. La pareja
(a,0) de Azg es VII-adecuada y una corepresentacion como V' se obtiene por VII-
integracién de una corepresentacién de menor dimension con soporte en A,. Las

corepresentaciones de Aj, se obtienen por dualidad y aplicando el lema 2.1.

Para las corepresentaciones del poset Aj, se tiene la siguiente convencion,
(Aggx —1) = (Asg—1)* siempre que i = 1,4,5,8,9, 10, para el caso (A3, —7) se aplica
dualidad y el lema 2.1, el resto se obtiene como sigue: (A%, —2) = (Ais — 2)o;

(A3g —3) = (A5 — 1)g; (A3 — 6) = (A — 4)o. O
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Utilizando la clasificacion de las corepresentaciones de Asy se obtiene una
nueva forma de expresar algunas corepresentaciones de Asg, partiendo de las
corepresentaciones del poset finito F3 (vea el apéndice A) y son presentadas en

la tabla 5.7.

1(Ass—1) = Fis—A| ,11(Ass—1) = Int ,(As0 —4)
1(A38 - 5) = Fi3— A n+1(A38 - 5) = Int n(A39 - 2)
1(A3s —4) = Fizs— B op11(Ass —4) = Int 9,(A30 — 7)

Tabla 5.7. Otra descripcién para algunas corepresentaciones de Asg. En todos los casos

n>1.

Nota 7. Cuando estudiamos el caso en que U satisface la condicién U, = Uy y

U » = Up, se obtiene la corepresentacion (Ass — 3).

5.5. Posets con subconjuntos bien insertados de

tipO K6

Ademas de los algoritmos de diferenciacion es importante establecer algunas
propiedades invariantes sobre las corepresentaciones de posets, en particular
sobre aquellas de posets que contienen a conjuntos criticos. En esta seccion se
definiran los posets con subconjuntos bien insertados de tipo K, y posteriormen-
te en el capitulo 7 seran probadas, para ello se requiere conocer inicamente la
clasificacion de corepresentaciones indescomponibles de los posets Asg, Asz y de

una cadena débil (lema 4.1).
Un subposet K¢ = {a,b} C P se llama bien insertado en P si los subconjuntos

(ayb)y={zxeP:aFz, b3z}, (arlb)={reP:2Za z3b}
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son cadenas y cada uno de los subconjuntos N(a) y N(b) (de tipo (2.2)) es una
cadena con un unico punto débil, observe la figura 5.4 en la cual ¢,...,c; son

cadenas ordinarias y X, Y son cadenas completamente débiles.

Figura 5.4. Ejemplo de un subconjunto bien insertado de tipo Kg.

Teorema 5.7. Si un poset equipado P contiene un subconjunto bien insertado
K, entonces cada corepresentacion indescomponible (no necesariamente cierta)
U de P satisface las siguientes condiciones:

~

(D) U,NU,=0 o U,=Uy="Uy;

2 U, +Uy=Uy o U =U,=0.

El siguiente corolario y el corolario 6.9 generalizan el lema del zigzag para
representaciones de posets ordinarios, para el caso de corepresentaciones de po-
sets equipados y es 1util para obtener la clasificaciéon de corepresentaciones y el
criterio de un parametro para posets equipados, la prueba del corolario es inme-

diata a partir del teorema 5.7.

Corolario 5.8. Asuma que un posets equipado P contiene un subconjunto bien
insertado Kg como antes y dos puntos p, q tales que ¢ < ay {a,b} <p, 0q < {a,b}
y a < p. Entonces cada corepresentacion indescomponible de P no es cierta en uno

de los puntos p, q.



5.6. COREPRESENTACIONES DEL POSET Ao 58

5.6. Clasificaciéon de las corepresentaciones in-

descomponibles del poset A,

Proposicion 5.9. Cada uno de los posets Ay = {{a,b} <qg<r}y Al ={r>q >~
{a,b}} tiene 1 tipo de corepresentacién indescomponible cierta en el punto r, salvo

automorfismo de posets equipados, teniendo las siguientes formas matriciales

1(Ag) = Fir n(As2) = n(Ass —1)"
1(Ag)" = Fir n(Alp) = n(Ag2 —0)°

donde ,,(Ag — 0) := ,(Ass — 1) con Supp n(Asp —0) ={a,b,q} yn>2

Prueba. Sea U una corepresentacion indescomponible cierta de A4, y descom-
ponga su restricciéon V| ,,, donde Azs = {Ks < ¢} en una suma directa de repre-

sentaciones indescomponibles
V-V
7

como U es cierta en r entonces U, + U, # U,, y aplicando el teorema 5.7, se tiene
que U = U, = 0y equivalentemente |/ =V, = 0, por lo tanto cada sumando
satisface la condicion V! = V; = 0, adicionalmente V; # V{, de lo contrario V"
seria un sumando directo de U. En conclusién, cada sumando V? o bien es cierto
en el punto ¢ y entonces es del tipo (A3s — 1) o bien no es cierto en el punto ¢ y de

hecho es del tipo (K — k) para k = 1*,1*,2* 5.

Considere la matriz de corepresentacion M = M;;, ponemos en las franjas
correspondientes a los puntos a, b, ¢ las formas candénicas matriciales de las
corepresentaciones V' ya conocidas, y en la franja correspondiente al punto r
dejamos el minimo numero de bloques no nulos. En esta tultima franja se tie-
ne el problema de clasificar las representaciones de una guirnalda G ordenada

como en (5.1), mas precisamente la franja del punto r es separada en franjas
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horizontales enumeradas de la siguiente forma

ap < by <{cl,61}<b2<a2<-~-
(5.1)
<y < byp < A{Cn, Cn} <bony1 < appy < dp <2 < dy

los bloques matriciales correspondientes a los puntos fuertes b;, ¢;, ¢; y d; (i > 1)
en la franja r tienen coeficientes sobre? IF, mientras los bloques correspondientes
a los puntos débiles a; en la franja r tienen coeficientes sobre G, las trasforma-
ciones admisibles entonces son de la forma (a)-(d) (vea seccién 2.3) sugeridas por

el orden dado en (5.1), en la figura 5.5 se presenta un ejemplo de esta situacion.

Nota 8. El problema de la guirnalda se obtiene asociando a cada una de las
franjas ay, by, cx, ¢, y di. (kK > 1) las sumas de corepresentaciones matriciales de

2k—1(Ko — 27), k(Ass — 1), k(Ko — 1), x(Ks — 17), ¥ x(K6 — 5) respectivamente.

Entonces el problema de encontrar corepresentaciones indescomponibles de
Ay se reduce al problema de clasificar las representaciones indescomponibles de
esta guirnalda, cuya clasificacién esta dada por los siguientes bloques matricia-
les

a; ~
i C; C;

, 2 : (5.2)

donde x puede ser cualquiera de las puntos a;, b;, ¢;, ¢; 0 d;.

De todas estas representaciones indescomponibles la tnica que produce una
corepresentacion indescomponible cierta de A,» en los puntos ¢, r es un bloque
identidad en alguna de las franjas b;, que esta asociada a una extensién de una
corepresentacion de tipo (Ass — 1), como se queria probar. La corepresentacion

del poset dual se obtiene bajo las las consideraciones del lema 2.1. ]

2QOriginalmente el bloque M, tiene coeficientes sobre G sin embargo utilizando operaciones

de columna los coeficientes de esta franja pueden volverse sobre
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a b q r
dy I I F °
d2{ 10 I ¢I .
01 0 I
€ 0 ¢l 0 0
bg{ 0 I 0 ¢l I|F ¢
0 0 I ¢I 0
€ 1 0 0
al{ 0 €I €l 0 G| ®
0 0 I ¢I
¢1 ¢l 0
W ) ‘
& o €1 F
co | &1 F
bo B 3! F
ag G

Figura 5.5. Corepresentacion de A4 y su relacion con las representaciones de una guir-

nalda.

Lema 5.10. Si P es uno de los posets Kg, Ass, Asg, Asg, Ass, Azg 0 Ay, entonces
cada uno de las corepresentaciones indescomponibles de P satisface las siguientes

condiciones

() U, =U,=0 o [7(1—1—(71):[]0 para P # Azg;

(

ﬁa + Uy = Uy, para cualquier P;
) U, =0 o ﬁa+Ub = Uy, siP # Asg, Azg, Aga;
Us+ U, ="Uy, siP = Ass, Ago;

ﬁg—l-Up:Uo, Si?:Agg;
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Este lema se puede verificar facilmente haciendo una revisiéon exhaustiva de

la clasificacion de corepresentaciones de esos posets.

5.7. Clasificacion de las corepresentaciones in-

descomponibles del poset K-

En esta seccion se presenta la clasificacion de las corepresentaciones indes-
componibles del poset critico K;. Ademas se prueba que no existen otros posets

equipados de un parametro que contienen a K.

El poset K7 = {a < p < ¢; 0} posee una pareja VII-adecuada (a,0), vea la
figura 5.6, de este modo, su clasificacion se obtiene por integracion de las core-
presentaciones indescomponibles (no necesariamente ciertas) de los posets equi-
pados clasificados en este capitulo. Incluso la serie de corepresentaciones se ob-
tiene de la serie de Kg. Observe que K; es autodual y se tiene la convencion

(K7 —1i)* = (K; — 1*) para las corepresentaciones duales.

Teorema 5.11. El poset critico K; = {a < p < ¢; 0} posee 48 tipos de corepresen-
taciones indescomponibles sobre la pareja (F, G) con forma de Tits diferente de 0,
listados en las tablas 5.8 y 5.9, ademds este poset tiene infinitas corepresentacio-
nes indescomponibles (no isomorfas dos a dos) cuyas dimensiones son multiplos
de la raiz imaginaria p = (2,1,1,1,1), casi todas ellas son generadas (de cada

dimension dada) por la siguiente serie de corepresentaciones

N
N

p
X
¢l

NI N R

donde X es un bloque indescomponible de Frobenius sobre Fy d = (dy, d,, d,, d,, dy).
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Tabla 5.8. Corepresentaciones del poset K7 y forma de Tits con valor 1.
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Tabla 5.9. Corepresentaciones del poset K7 y forma de Tits con valor 2, los tipos de

corepresentacion 24 y 25 son autoduales.
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q
D-VII
p R ———
(a,0)
a of

Figura 5.6. Descripcion combinatorial del algoritmo de diferenciacion D-VII aplicado a

K.

Los siguientes lemas establecen que solo existe un poset equipado cierto de
un parametro que contiene a K, él mismo. Los siguientes hechos y notaciones

se utilizan en sus pruebas.

Note que todo poset equipado cierto de un parametro P conteniendo un sub-

conjunto critico K; tiene la siguiente forma:
P=Ki+ (K7)" + (K7)a. (5.3)

Para z € (K7)'Y C P, con la forma (5.3), se cumple una de las siguientes cuatro
condiciones: (1) ¢ < z; (2) {p,0} <x; @) g<2zy 0<z;(4) g <2y p<zx. Para
la situacion en que z € (K7), se cumple una de la cuatro condiciones duales: (1°)

a>x; (2) {p,0}>r; @)z <ay 0>z, P)r<ay p>uw.

Dada una corepresentacion W de P, como en (5.3), denotamos por r = ry =
(r1,72,73,74) Un vector de codimensiones donde r; = codim¢ W ;2 = codimg W+
Wo; r3 = codimyp W, + Wp; 74 = codimy W, + W ,. Dualmente se define r* =
ry = (r1,7r3,73,73) donde ri = dimg W ; r; = dimg Vl/p N Why; 5 = dimp W, N Wy;

ry = dimp W, N I/l/p.

Haciendo una revision exhaustiva de las corepresentaciones de las tablas 5.8
y 5.9 se tiene que las corepresentaciones indescomponibles I de K; para las cua-
les ryy # 0 son las listadas en la tabla 5.10 (denotadas por W, con i € {1,...,9}),

también observe que para esas mismas corepresentaciones rj;, = 0.
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Wy = (K7 —2%), mw, =(0,0,0,1); We= 1(K7;—12), rw, =(0,1,1,1);
Wy = o(K7;—8), rw,=1(0,0,0,1); Wr= 1(K;—15), ry, =(0,2,0,0);
W= (K;—9), rw,=1(0,0,1,0); Wg= o(K7;—21), ry,=1(0,1,0,2);
Wy = o(K;—10), rw, =(0,0,0,1); Wo= (K7 —22), ry, =(1,1,2,2);
Ws = (K7 —11), rw, =(0,0,1,0);

Tabla 5.10. Corepresentaciones de K7 con r # 0.

Lema 5.12. Si P es un poset equipado cierto de un pardmetro conteniendo un

subconjunto critico K; entonces (K7)Y =0 o (K;). = 0.

Prueba. Sea U € Ind P cierta en z € (K7)Y. Tomamos V = U|, una corepresen-
tacion restringida a K7 y la descomponemos en una suma directa V = P, Vi,
Como U es cierta en z, para cada sumando V7 ~ W; (i € {1,...,9}), entonces U
no es cierta en (K7), porque rj;, = 0 para W = ;. De manera andaloga se prueba

que U no es cierta en (K)Y siempre que U € Ind P se suponga ciertaen (K7), [

Lema 5.13. Si P es un poset equipado cierto de un pardmetro conteniendo un

subconjunto K, entonces P = Kj.

Prueba. Por las consideraciones hechas anteriormente se puede suponer que P
tiene la forma 5.3y (K7), = 0. Sea z € (K7)" Nmax® y U € Ind P cierta con
d=dim U.

Consideramos la restriccién V' = Ul , como una suma directa de corepresen-
taciones indescomponibles V = @, V' y denotamos cada uno de sus soportes por
St = Supp V. Se puede asumir que S C K; 0 S' ~ F; coni = 13,...,18 (uno de

los posets finitos), este tltimo caso se da cuando S! contiene un punto débil.



5.7. EL POSET K- Y LA PRUEBA TEOREMA C2 65

Utilizando la notacién del lema anterior, para cada sumando W ~ V' se tiene
que ry # 0, entonces para S* C K cada corepresentacion IV es isomorfa a alguna

de las corepresentaciones descritas en el cuadro 5.10.

Si se analiza la forma del vector 7y en esos casos, y también calculando para
los casos en que S ¢ K- (haciendo algo de combinatoria, tomando en cuenta las

posibles inclusiones de S? en P) se reduce el estudio a los siguientes cuatro casos.

Primer caso: ¢ < z. Entonces para todos los sumandos W, los cuales son
ciertos en un punto débil, se tiene que r; # 0 y entonces dimy W, = 0 lo que

implica que d, = 0 y U no sea cierta en a, contradiccion.

Segundo caso: {p,0} < x. Entonces para todos los sumandos W, los cuales
son ciertos en un punto débil, se tiene que r, # 0y al igual que antes dimy W, = 0

lo que implica que U no sea cierta en a.

Tercer caso: ¢ < r y #<ix (y también p < z, en otro caso se tendria el segundo
caso). Entonces r3 # 0 y por lo tanto para todos los sumandos W se tendria que
dimg Wy = 0 (]S?| < 2 si todos los puntos de S’ son fuertes y § € S?) y U no seria

cierta en 6.

Cuarto caso: ¢ < = y p <z (y también z || 6, en otro caso se tendria el tercer
caso). Entones S° C K; para todo i y P = K; + x. Como en este caso r4 # 0, los

sumandos W ~ V' son isomorfos a alguno entre W, Wy, Wy, Wy, Wy, W.

Considere la realizacién matricial M, de U, luego de reducir en la restriccion
M, se obtiene un problema matricial de tipo mixto sobre la franja vertical x. Las
columnas en esta franja se pueden reducir por transformaciones sobre G y las
filas, separadas en seis franjas (enumeradas segin la corepresentacion corres-
pondiente), estan dadas por los puntos de la cadena 9 < 6 < 8 < 2 < 4 < 1.

Las franjas 9,8 (1,2, 4,6) son reducidas por transformaciones G-elementales (F-
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elementales). Entonces el problema sobre la franja = es un problema sobre clasi-

ficacion de representaciones de una cadena.

Los subconjuntos ciertos de esta cadena son conjuntos unitarios, y por lo tanto
d, =0 o d, = 0y en cualquier caso contradice la suposicion inicial, que U es

cierta. Con esto finaliza la prueba. ]



Capitulo 6

Clasificacion de las corepresentaciones

indescomponibles de los posets equipados de

un parametro conteniendo a Kz 6 K

En este capitulo se presenta una clasificaciéon completa (en forma matricial) de
las corepresentaciones indescomponibles ciertas de los posets equipados Ky, Ky,
Ans, Aoz, Aso, Asi, Aso, Ass, Ase, Asr, Aso, Auz, A, Asr, Asg y sus posets duales,

sobre una extension cuadratica arbitraria de campos.

La clasificaciéon de las corepresentaciones indescomponibles de los posets equi-
pados mencionados anteriormente esta basada esencialmente en la clasificacion
de corepresentaciones matriciales del poset critico Kz que se encuentra en la sec-
cién 6.1 junto con la prueba del teorema C2 (enunciado en esta seccién como el

teorema 6.1).

Para hallar la clasificaciéon de corepresentaciones del poset K se estudian
extensiones separables e inseparables y se tiene en cuenta la caracteristica del
campo F, esto conduce a que la serie de corepresentaciones para Ky sea expre-
sada en términos de la solucion del problema del haz semilineal (véase [7]) o del
problema del haz pseudolinear (originalmente en [35]). Esos problemas también

fueron considerados recientemente con detalles en [44] y [45].

67
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6.1. Clasificaciéon de las corepresentaciones in-

descomponibles del poset K

La clasificacion de corepresentaciones de Ky es inducida por la clasificacion
de representaciones de Ass, Aig, A, ¥y K. Hay que notar que la clasificaciéon de
representaciones se obtuvo en [37] para la pareja (R, C), pero puede ser exten-
dida a una pareja de campos mas general (IF,G), debido a que las técnicas de
diferenciacién que se utilizaron son independientes de la elecciéon de la exten-
sion cuadratica. Sin embargo la serie de representaciones de K no puede ser
calculada con técnicas de diferenciaciéon. Entonces la serie de representaciones
de K¢ sobre la pareja (IF, G) se reduce a un problema matricial bicuadratico sobre

F en el sentido de [44, 45].

Teorema 6.1. El poset critico Ks = {o,0,a} posee 11 tipos de corepresentaciones
indescomponibles sobre una extension cuadrdtica de campos F C G arbitraria
(salvo dualidad y permutacion de los puntos fuertes o, 0), se encuentran listados

en las tablas 6.1, 6.2, 6.3y 6.4.

Para la tabla 6.1 considere la siguiente notacion para la serie de corepre-
sentaciones. Si f(t) = ag + a1t + -+ + a,_1t""' + ¢" es un polinomio ménico no
constante sobre G, C(f) = (¢;;) denota su matriz acompafiante usual de orden n

con ¢ i1 = 1, ¢y = —a;—1 y ¢;; = 0 en otro caso.

Sea Glt, 0, ] el anillo de polinomios torcidos que consisten de los polinomios
derechos en la variable ¢ sobre G tal que at = ta’ +a’ para cualquier a € G, donde
o es un automorfismo de G y ¢ es una o-derivacién sobre G. Se denota por Z un
subconjunto maximal de los polinomios indescomponibles no similares dos a dos

en G[t,o,0].

La serie de Ky para una extension de campos cuadratica separable F ¢ G =

F(&) con car G # 2 es dada por (K-6;), entonces, se considera el polinomio mini-
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mal p(t) = t* — ¢ y la conjugacién natural a + b = a — &b (a, b € F). Para (K3-6,),

el polinomio f € 7 en GJt, 0, §] se toma el automorfismo o(a+&b) =a— &by 6 = 0.

La serie de corepresentaciones de Kg, para una extension de campos cuadrati-
ca separable con car G = 2, esta dada por (/&3-6;), en este caso el polinomio mi-
nimal de £ es p(t) = 2+ pt + ¢ con p # 0. En este caso la conjugacién natural esta
dada por a + &b = a — pb+ £b y el polinomio f € Z en G[t, o, 0] con o la conjugacién

natural.

Por dltimo, la serie de corepresentaciones de Ky para una extension insepa-
rable tiene la forma (Ks-6;;;), entonces car G = 2 y el polinomio minimal de £ es
©(t) = t* + q. Para la serie de este tipo, se toma f € 7 en Glt, 0, 4] donde o es el
automorfismo identidad 1 y J es la 1-derivacion sobre G de modo que d(a) = 0

(aeF)yo() =¢.

00 a
R0|A; A,
My tiene la forma matricial [01°]41 42
tipo dmin |paso|f(d)| R | A1 | A S Al A,
1|2 113w | 1] 1L o e |1 I &y
I ? 11 1| o | 1 || Iy | €l [Tnga n §lnpa
2=2" 1 o 1| w | 1 |La|le| &l | L] T ¢l
3 ! 1o 2| # | 2 [lnp|lr| &y | In [_n> f?n
o S R N S I A I A S A V) 3
a=® 0ol w0 L L leno| L] 1 él,
s=52 11 e w0 L | L len Ll L ¢,
6 |2 1ol | 0| L L] ¢ | L |L—C)| €L+ O
0i; ? 11 2| K 0 | L | In | &Ly | Lo |[Lo+ C(f)]|[€L. + £C())]
6 |0 119 k| 0| L L € | L | [CO | €+

Tabla 6.1. Clasificacién de corepresentaciones para Kg, primera parte.
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10...0l10...0| T\ T

0 | A A

M, tiene la forma matricial | ° S | A 4

tipo| dmin |paso|f(d)| R | A, Ay S | A AL T, T

o e 1 ST e 5T en 000100
8 1112 pl2 || T e |5 5 jo.otfo.o¢
012 ool u 2 BT ialalenaloo.0l10.. 0
wl' 1ol w2 5L lenm| 5| en loo.. 0100

Tabla 6.2. Clasificaciéon de corepresentaciones para Kg, segunda parte.

R A A
0 A A
My, tiene la forma matricial (2% °[00-- 0] I L»
tipo| dmin |paso|f(d)| R | A; Ay S| AL AL L, Ly
7|t 001 # |1 | L | I e VL | L] el 111le. e
s ! 000 K | 2L L) &L L | I, |€1,(0)|1...11]¢...¢¢
o |° 10 2 # | 2 (L Ingr | €00a(0) | 1 Tl en iale e
107! 002 K |2|1L I e +el, | 1, | T | €I, |o...01]0... 0¢

Tabla 6.3. Clasificacién de corepresentaciones para Kg, tercera parte.

tipo

Ks—11 = 11*

My <

0 o a
I, |1,]0 ¢,
Jy(0)| 0 | I, &1y

Tabla 6.4. Clasificacién de corepresentaciones para Ky, cuarta parte.
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La tabla 6.5 muestra algunas dimensiones y codimensiones importantes que
mas adelante haran evidente la relacion que existe entre las corepresentacio-
nes indescomponibles de los posets equipados de un parametro que contienen
a un subconjunto K; y las de Ky. En particular algunas corepresentaciones de
estos posets son simplemente extensiones de alguna corepresentacion de Ky. las

siguientes convenciones son utilizadas.

ki1 = codim g ﬁa, ky = codim (U, + U,), ks = codimp U, + U,, ks = codimp U, + Uy,

l{ =dimg U

ly = dimg (U, N U,), ls =dimp(U, NU,), 4= dimg(U, NU,).

tlpO kl k?g ]f;g k4 ll lQ l3 l4 tlpO k,‘l ]f2 k3 kf4 ll 12 13 14

t ,0{0/0(0f140y1y1y 7 |O|0O]O0O]O]jO|1|1]1

110/ 1(1(0/0|0|O0 ™ 10(1}1]1]0]0|0]0

2=20/0/0f1(0f0Oj1/0| 8 |O|O0O]O]O0O]|1|1|2]2

3 1]040(0{0|1]0]2]0 8 111220/ 0|0]0

3 |1,0}2|0j0j0|0|0] 9 |0O|0|0|0]|0]1]|0|2

4=410|0(0]1]0]0]0|1 9 |0}1]0]2|0|0]|0]O0

5=511{0/0|0|1/0|0|O0 10 1/0/0/0(0|1|0]|O0

6 |0/0]0[{0|0]0]|0]O 10 (0(1/0|0|1/0|0]|O0

11=11*{0|{1|0|0|0|1/0]|0

Tabla 6.5. Dimensiones de algunos subespacios especiales de Kg.

Prueba del teorema 6.1. Sea F C F(¢) = G una extensién cuadratica de campos
arbitraria con generador ¢ y polinomio minimal p(t) = t? + pt + ¢. Las raices

conjugadas de p(t) son £ y € = —€ — p, en general a + b = a — pb — £b (a,b € F).

® & o o ®

I A I 1|1 A | A
§ § 1| A2 6.1)
I | B I|A| B B | By

(a) (b) (c)
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Como la serie de representaciones de K¢ es obtenida en [38] por consideracio-
nes matriciales de la forma (6.1)(a), la serie de corepresentaciones de Kj tiene la

forma (6.1)(b).

Observe que los bloques A y B tienen coeficientes sobre G. Asi, el proble-

ma consiste en encontrar una forma canénica matricial para los bloques Ay B

. .. . I
usando transformaciones admisibles que preserven el bloque reducido .

El anterior problema es equivalente al siguiente problema matricial sobre
F. Considere una matriz de la forma (6.1)(c) donde Im(A) = A;, Re(4A) = A,,
Im(B) = B; y Re(B) = B,, entonces las transformaciones admisibles sobre el
bloque de la forma (6.1) (c) estan dadas por las soluciones de las ecuaciones (6.2)

y (6.3) para los bloques X;,..., X,y Y:,..., Y}

X X &l &l
S N e N A (6.2)
X3 Xy | 1 I

A [Ag| |Y1|Ys §AL+ Ay
. = \Z4+E£T
Bi|By| |Y3|Yy| |EB1+ By

(6.3)

donde U + &V y Z + £T son G-matrices cuadradas. El problema equivalente
consiste en encontrar una forma canénica para los bloques matriciales de tipo

(6.1)(c) con respecto a las siguientes transformaciones

A A U \% A lA Z —pT|—qT
12}_> q .12. p q. (6.4)

Bl BQ -V U—pV B1 B2 T Z

A cada n x n G-matriz U + £V corresponde una matriz formalmente compleja
U—-pV|i—qV
V U

la cual es una 2n x 2n F-matriz. Esta correspondencia induce un
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isomorfismo entre el anillo de matrices n x n sobre G y el anillo de matrices

formalmente complejas 2n x 2n.

Observe que la matriz formalmente compleja asociada a U + £V tiene la for-
U qV

ma —Viv-»V entonces la transformacion (6.4) puede ser reescrita como sigue

— : : : (6.5)
Bl B2 V U Bl B2 T A

El caso separable

(1) car G # 2. Asuma que F C F({) = G es una extensién separable, entonces
podemos considerar el polinomio minimal p(¢) = t* + ¢, en este caso la transfor-

macion (6.5) se convierte en

Al AQ U —qV Al AQ Z —qT
R . : _ (6.6)
By | B, ViU By |By| (T Z

Precisamente, la transformacion (6.6) corresponde al problema bicuadratico ho-

mogéneo, el cual se reduce al problema semilineal de Kronecker, vea [44].

Sea G un campo con un automorfismo o, entonces el problema semilineal
de Kroncker es encontrar la forma candnica matricial para la pareja (A, B) de

matrices sobre G de igual tamaiio, utilizando las transformaciones
(A, B) — (X PAY, X"'BY”)

Djokovié resolvié este problema en [7] y la solucién del correspondiente problema
bicuadratico homogéneo que se encuentra en ([44], Teorema 3) induce la serie de
corepresentaciones matricial de Ky para una extension separable con car G # 2,

denotada por Kx-6;.
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Nota 9. Si consideramos la forma matricial canénica dada en ([44], Teorema 4),
el tipo de corepresentacion K3-6; coincide con la serie de corepresentaciones de

Ky dada en [32].

(2) car G = 2. Entonces, para el polinomio minimal o(t) = t* + pt + ¢, se tiene

que p # 0y la transformacion (6.4) toma la forma

Al AQ U —qV Al A2 Z —pT —qT
— . . , (6.7)
By | By VU —pV| |B1| B2 T A

este problema corresponde al problema bicuadratico homogéneo para una exten-
sién de campos cuadratica separable F C G con car G = 2 (véase [45], Teorema

3). Este induce la corepresentacion matricial indescomponible Kx-6;;.

El caso inseparable

Ahora, consideramos una extensién inseparable F C F({) = G, entonces
car G =2y p = 0, es decir que el polinomio minimal tiene la forma p(t) = t* + ¢,
asi (6.4) toma la forma (6.6), la cual también corresponde al problema bicuadrati-
co homogéneo considerado en [45], este puede ser reducido a un problema (o, 6)-
pseudolineal de Kronecker, resuelto en [35] por Sergeichuk, se trata de encon-
trar alguna forma candnica matricial para la pareja de matrices (A, B) de igual

tamaifio sobre un campo G sujetas a las transformaciones
(A, B) — (X TAY, X H(BY" 4+ AY?))

donde ¢ es un automorfismo del campo G y § es una o-derivacién derecha sobre
G tal que (ab)’ = ab’ + a’b?. La solucién del problema bicuadratico homogéneo
asociado es dado en [45], Teorema 5, y esa forma canodnica induce la serie de

corepresentaciones para el caso inseparable que denotamos Kz-6;;;. Il
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6.2. Clasificacion de las corepresentaciones in-
descomponibles de los posets Ao, As7y Aspy A3y
Asgy Assy Asgy Asry Auoy Augy Aasy As7y Asg 'y sus dua-

les

El poset A,; derivado completado con respecto a la diferenciacién D-I es un
poset escindible. Las corepresentaciones ciertas del poset original Ay se obtie-
nen por integracion de las corepresentaciones indescomponibles de Kg y Aor.
Analogamente, el poset A}, derivado con respecto a la diferenciaciéon D-VII es
escindible e integrando las corepresentaciones indescomponibles ciertas de Ky
y Ao se obtienen las del poset Aj;. Las corepresentaciones de los posets dua-
les se obtienen utilizando dualidad y el lema 2.1. La proposicién 6.2 describe la

clasificacion de corepresentaciones de estos posets.

n o~ n
D-I - compl.
—_—
o (e;m)
o a o 0 ot @

Asg Al

O

Figura 6.1. Descripcion combinatorial de la diferenciaciéon D-I con completacion aplicada

al poset Aog.
¢ ¢ at
® (a,¢) .
0 o a 0 o a
Ay Ay

Figura 6.2. Descripcion combinatorial de la diferenciacion Vil aplicada al poset As7.
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Proposicion 6.2. Cada uno de los posets Ass = {0,0; a<in}, Ayy ={o<(>0;a}
y sus posets duales tienen 6 tipos de corepresentaciones indescomponibles ciertas

en los puntos n 'y ( respectivamente, expresados en las tablas 6.6y 6.7.

on(Aos — 1) = 2n(Kg —17)" on(Ass — 1) = 2a.(Ks — 1),
2TL71<A26 - 2) = 2n71(K8 - 3*)77 2TL71<A§6 - 2) = 2n71(K8 - 3)7]
on(A2s —3) = 2n(Kg —5)" on(A3s —3) = 2.(Ks —5)y
277,71(1426 - 4) = 2n71(K8 - 8*)7] 2n71<A§6 - 4) = 2n71<K8 - 8)7)
21171(1426 - 5) = 2n71(K8 - 10)77 2n71(A26 - 5)* = 2n71(K8 - 10*)77
2(Az — 6) = (F3— B)
ont+2(A2s —6) = Int 29,41 (Azr —2) | 2042(A56 —6) = 2n+ 2(Ag — 6)"

Tabla 6.6. Descripcion de las corepresentaciones de Ass. En todos los casos n > 1.

on_1(Agr — 1) = o, 1(Kg—T%)° om—1(A5; —1) = 9 1(Kg—T7)¢
on—1(Agr —2) = 9, 1(Kg—8%)° om—1(A5; —2) = 9,1(Ks —8)¢
on(Aar —3) = 2u(Ks —9%)° (A3 —3) = 2a(Ks —9)c
m1(Azr —4) = 9, 1(Ks —10%)¢ | 9p_1(A3; —4) = 2,1(Ks—10)¢
on(Azr = 5) = 2n(Ks —11)° on(Ajr —5) = an(Ks—11)¢
2(Agr —6) = (Fiu—0O)
ont2(Aar —6) = Int 9n41(Asg —4) | 2n42(A3, —6) = 2n+2(Ay —6)"

Tabla 6.7. Descripcion de las corepresentaciones de As7. En todos los casos n > 1.

Los posets A3y, A3y, Asr y Ayr tienen parejas VIl-adecuadas y sus indescom-
ponibles se obtienen mediante \/fI\I-integracién como en el caso anterior. Analo-
gamente, Az, Ass tienen parejas I-adecuadas y su clasificacion se obtiene por
I-integracion. Por otra parte, observe que A3, = A,; entonces ambos posets com-
parten las mismas corepresentaciones indescomponibles ciertas. La clasificacion
de corepresentaciones de los posets duales se obtiene por dualidad y aplicando

el lema 2.1. De esto se sigue la proposiciéon 6.3.
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Proposicion 6.3. Cada uno de los posets Azy, As1, Az, Ass, Ase, Asz7, Asr y sus
duales tiene un tipo de corepresentacion indescomponible cierta en todos sus pun-

tos fuertes y expresados en la tabla 6.8

on(As0) = 2n(Aos —6)" | on—1(A31) = 2n-1(A6 —4)° | 2n(As2) = 20(Azr —6)°
n(A%) = 2m(As —6)o | 2n-1(A5) = 20-1(A% —4)¢ | 2n(A3) = 20(A3 —6)o
2n—l(A35) = 2n—1(A26_5)( 2n<A36) = 2n(A§6—3)6 Qn(A37) = Qn(A§7_5)9
an-1(Asr) = 201(A36 —5)° 1 2u(A%) = 20(A2s —3)0 | 20(A3) = 20(Azr — 5o

Tabla 6.8. Descripcion de las corepresentaciones de Asg, As1, Aso, Ass, Asg, As7 y As7. En

todos los casos n > 1. Observe que A4; = Aj; es un poset completado, Por tanto, estos

tienen el mismo tipo de corepresentaciones indescomponibles ciertas.

El siguiente lema se sigue facilmente haciendo una inspeccion de las clasi-
ficaciones de corepresentaciones obtenidas hasta ahora y sera utilizado en el

capitulo 7.

Lema 6.4. Sea P un poset equipado el cual coincide con uno de los posets Ksg,
Asg, Aoz, Asg, Az 0 Aso. Entonces cada corepresentacion indescomponible (proba-

blemente no cierta) U de P satisface las siguientes condiciones

@ U, =00 Ug+U,=Ugy+U, =Uy;

U, +U,+ U, =U, para cualquier P;
®) U, =0 o g

ﬁa + Up = Uo para P = K87A27,A32.
Proposicion 6.5. Cada uno de los posets Ay = {0;0<q = a}y A}y = {0;0>q < a}
(donde o, 0 son puntos fuertes y q,a puntos débiles) tiene 15 tipos de corepresen-

taciones indescomponibles ciertas en el punto q, definidos recursivamente en las

tablas 6.9 y 6.10.

Prueba. La pareja (¢, o) del poset A}, es VII-adecuada, entonces nuevamente las

corepresentaciones indescomponibles de este se obtienen via integracién de las
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corepresentaciones indescomponibles (no necesariamente ciertas) de (A4},)". En
la primera columna de la tabla 6.9 estan las corepresentaciones de dimension
minimal, en particular 5(A}, — 6) y (A}, — 11) son ciertas y entonces no pueden
ser expresadas en términos de corepresentaciones de tipo finito, en la segunda
columna se expresan los tipos de corepresentacion matricial en términos de la
integracion. Para la clasificacion de las corepresentaciones del poset A, se aplica

dualidad y el lema 2.1, en particular se tiene (Ay — i) = (A}, — )" para i €

{1,6,8,9,11,12,13,14, 15}, los otros casos se presentan en la tabla 6.10. O
(A — 1) = Fir ont1(Afg — 1) = Int 2,(Ks — 1)
2(Alg—2) = Fis =D | anp2(Alg—2) = Inb 9,41(Af — 1)
2(Alg—3) = Fis—A | anp2(Alg—3) = Inb 9,41(Ks = 2)
s(Alp —4) = Fis — F | 243(A)—4) = Int 2p11(Ks —3)
(A —5) = Fis—A | 241(Ajy —5) = Int 9,(Kg—4)
2(Ajy — 6) on(Ajg —6) = Int 9,1 (K5 —7)
(A =7) = Fuu—A | 241(Al—7) = Int 2,(A% —6)
(A% —8) = Fiz—B| 211(A} —8) = Int 2,1(Ks — 8)
3(Alp —9) = Fis—G | 2,43(A%—9) = Int 2p11(Af —8)

o(Aly —10) = Fiy — C | 9pya(Afy — 10) = Int o,(Ks —9)
9o(Afy — 11) on(Afy — 11) = Int 9, 1 (A}, — 13)
o(Aly —12) = Fi5— C | gpia(Afy — 12) = Int o,(A5, — 11)
(A5 —13) = Fis— B |ani1(Afy —13) = Int 5,(A% — 12)
2(Afy —14) = Fis — F | 9pi0(Ajy — 14) = Int 5,(A%, — 14)
(A5 —15) = Fiu— B |9p41(Afy —15) = Int 9,1 (A}, — 15)

Tabla 6.9. Descripcién de las corepresentaciones de Aj,. En todos los casos n > 1.

= QH(KB - 1*)(] 2n(A4O - 3) = QH(KB - 4)(]

= on1(Ks = 3")7 | on_1(Aso —5) = 2p1(K5 —2)7
= 27L71(K8 - 7*)(] 27),71(4440 - 8) 27L71(K8 - 8*>q
= on(Kg —9%)1

on+1(Ago — 4
on—1(Ag0 — 7
on(Ago — 10

)
)
)
)

Tabla 6.10. Descripcién de las corepresentaciones de A4y. En todos los casos n > 1.
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La propiedad que se enuncia en el lema 6.6 sobre las corepresentaciones del
poset Ay, es util en la demostracion del criterio de un parametro y se sigue in-
mediatamente revisando exhaustivamente la clasificacion que se obtuvo en la

proposiciéon 6.5.

Lema 6.6. Si P es un poset equipado el cual coincide con Ay = {0; 0 < q > a}
entonces cada corepresentacion indescomponible (probablemente no cierta) U de

P satisface las siguientes condiciones

(a) Ua:O 0 ﬁa"'UJ:UO;

(b) Up,=0,6, Uq+U0:Uq+[7a:UOy ﬁq:UO-

Ayzs ={0; p<Qo < q > a > p} es un poset autodual, es decir que A3 = A}, y la
pareja (o, 0) es VII-adecuada. por esto, sus corepresentaciones indescomponibles
se obtienen por integracion de corepresentaciones indescomponibles ciertas en o
y ¢ del poset A/, con soporte A,y y A que satisfagan dimg(U,+ NU,)/U,- # 0, es
decir del tipo (A4 — 5). Otra forma de obtener este tipo de corepresentacion es
extendiendo la corepresentacion (Ks—4), observe la tabla 6.5,y que (Ks—4) es el

unico tipo de corepresentacion para el cual codimy U, + U, # 0y dimp U, N U, # 0.

(Agz) = (Kg — 4)] = (Ago — 3),

Los posets A4 y Ass también son autoduales y adicionalmente A5 = Ay se
obtiene por completacion, entonces ambos comparten corepresentaciones indes-
componibles ciertas no triviales. Su clasificacion se obtiene al integrar corepre-
sentaciones de A ciertas en p y ¢, es decir de las corepresentaciones de los
posets Ay y Agz que satisfagan dim(U,+ N U,)/U,- # 0, solo el tipo (A4 — 3) lo
hace. Analogamente al caso anterior, existe otra forma de expresar este tipo de
corepresentacion, en el cuadro 6.5 se observa que (Kg — 2) es la unica corepre-

sentacion que satisface

codimp U, + U, #0 y dimpU, NU, # 0, entonces se tiene que
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(Aua) = (Agg) = (Kg — 2)1 = (As0 — 5),-

Para terminar, observe que al integrar mutuamente los tipos de corepresen-
taciones de A3 y Ay en los casos anteriores, no se producen nuevas corepresen-

taciones, entonces se tiene la siguiente clasificacion.

Proposicion 6.7. Cada uno de los posets Ay = {0; p<to <q > a = p}, Ay =
{o>p<a<q>o}y A ={o>p < a < q>o;p<q} tiene 1 tipo de corepresentacion
indescomponible cierta en todos sus puntos débiles que se muestran en la tabla

6.11.

2(Asz) = Fig | on+2(Ass) Int 95,41(As — 5)
1(Asa) = Fir | on+1(Awa) Int 5, (A4 — 3)
ont1(Asg) = Int 9,(Ag —3)

Tabla 6.11. Descripciéon de las corepresentaciones de Ay3, Ay y Ass. En todos los casos

n > 1.

6.3. Posets con subconjuntos bien insertados de
tipO Kg
Un poset P tiene un subconjunto dbien insertado Ky, si las siguientes condicio-
nes son satisfechas (vea la figura 6.3):
1. N(a) ={I'" < {r, s} <I'"} where I'",I'" son cadenas ordinarias.

2. N(r,s) ={A~ <a < A"} where A~, A" son cadenas ordinarias.

3. Los conjuntos

rYa={x€N(s):r<zya<uz},

rAal={x € N(s):z<ryaz=<a}
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y los conjuntos analogamente definidos [s Y a| y [s A a] son cadenas, tales

que |[r Yal+[sYa]| <2y |rAal+[sAa]l <2

Denotamos Q" = [rya]+[sYa] y Q@ = [r La|+[s A a]. Asi, uno puede suponer

que un poset P con un subconjunto bien insertado de tipo K tiene la forma
P=Q " +Q +T"+T " + AT+ A + X, (6.8)

para un conjunto X adecuado.

Figura 6.3. Ejemplo de un subconjunto bien insertado de tipo Ks.

Teorema 6.8. Si un poset equipado P contiene un subconjunto bien insertado
de tipo Ky, entonces cada corepresentacion indescomponible (no necesariamente

cierta) U de P satisface las siguientes condiciones:

~

() U,NU,=0,NU;=0 o U,=U,+Us;="Uy;

2 U,+U,=U,+Us=Up o U =UnNUs;=0.

~

La prueba de este teorema se presenta en el capitulo 7 secciéon 7.1. El siguien-

te corolario se sigue inmediatamente del teorema 6.8.

Corolario 6.9. Sea P un poset equipado con un subconjunto bien insertado de

tipo Ky, los puntos p, q satisfaciendo una de las dos condiciones:

(1) g<a o qg<A{rs} 3 {ar}<p o {a,s} <p



6.4. COREPRESENTACIONES DEL POSET Ky Y LA PRUEBA DEL TEOREMA C4 82

2) g<{a,r} o g<{a,s}, 3 a<<p o {rs}<p

Entonces cada corepresentacion indescomponible del poset P no es cierta en uno

de los puntos p, q.

6.4. Clasificacion de las corepresentaciones in-

descomponibles del poset K

En esta seccion se presenta la clasificacion de las corepresentaciones indes-
componibles del poset critico Ky. Ademas se prueba que no existen otros posets

equipados de un parametro que contienen a K.

El poset Ky = {a < p; (<n} posee una pareja ViI-adecuada (a,n), veala figura
6.4, por esto, su clasificacion se obtiene por integraciéon de las corepresentaciones
indescomponibles (no necesariamente ciertas) de los posets equipados clasifica-
dos en este capitulo. Incluso la serie de corepresentaciones se obtiene de la serie
de Ky (para cada tipo de extension cuadratica). Observe que K,y es autodual y se

tiene la convencion (Ko — i)* = (Ko — *) para las corepresentaciones duales.

Teorema 6.10. El poset critico Ko = {a < p; ( < n} posee 48 tipos de corepre-
sentaciones indescomponibles sobre la pareja (F, G) con forma de Tits diferente
de 0, listados en los cuadros 6.12 y 6.13, ademds tiene una serie de corepresenta-
ciones indescomponibles cuyas dimensiones son multiplos de la raiz imaginaria

w=(3,2,2,1,1) descrita a continuacion.

f-;;z—;g(n
A B|I
I1 ¢l I
I ¢l
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A=[I,-C(f)]y B=¢[I,+C(f)], si F C G es separable y car #+ 2;
A=[L,+CO(f)ly B=[¢l,+£C(f)), si F C G es separable y car = 2;
A=[C(f)]y B=¢[1,+C(f)], si F C G es inseparable. En la misma notacion que

se utilizo para la serie de Kg, vea la pdgina 69.

(Kg—1) = Int (Kg—1) (Ko —1%) = Int (Agy —6)
(Ky—2) = Int (Ks—17) | (Ky—2%) = Int (A — 6)
(Ko—3) = Int (Ks—2) | (Ko—3) = Int (Ag- —3)
(Ko —4) = Int (Ks—2°) | (Ky—4%) = Int (Ag —3)
(Kog—5) = Int (Kg—T7) (K9 —5*) = Int (Ag — 1)
(Ko —6) = Int (Ks—7%) | (Ky—6%) = Int (A — 1)
(Kg—7) = Int (Ag—2) | (Kog—7") = Int (Agy~—7)
(Kg—8) = Int (Ao —7) | (Kg—8") = Int (Agy —2)
(Ko—9) = Int (A —11)| (Ko —9%) = Int (As- — 13)
(Kg—10) = Int (Ay — 12)| (Ko — 10%) = Int (Ag. — 11)
(Ko —11) = Int (Ag — 13) | (Ko —11*) = Int (A — 12)
(K9 —12) = Int (A —5)
(K9 —13) = Int (A4~ —5)

Tabla 6.12. Corepresentaciones del poset Ky y forma de Tits con valor 1, los tipos de

corepresentacion 12 y 13 son autoduales.

Figura 6.4. Diferenciacion de Ky

Todo poset equipado cierto de un parametro P con un subconjunto critico K
tiene la forma:

P=Ky+ (Ky)" + (Ko)a, (6.9)
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(Ko—14) = Int (Ks—3) | (Ko—14*) = Int (Ks— 9"
(Kg—15) = Int (Ks—3) | (Ky—15") = Int (Kg —9)
(Ko —16) = Int (Ks—3) | (Ky—16*) = Int (Ag — 10)
(Ko —17) = Int (Ks—3°) | (Kg—17") = Int (Ag- — 10)
(Kg—18) = Int (Ks—8) | (Ky—18") = Int (Ay — 8)
(Ko —19) = Int (Kg—8%) | (Ko —19%) = Int (Asg- — 8)
(Ko —20) = Int (Ks—9) | (Ko—20") = Int (Ag — 4)
(Kg—21) = Int (Ks—9%) | (Ko —21*) = Int (Ag- — 4)
(Ko —22) = Int (A —9) | (Ko—22%) = Int (Ag: —9)
(Kg—23) = Int (Ag — 14) | (Ko —23*) = Int (Ag- — 15)
(Ko —24) = Int (Ay —15) | (Ko —24*) = Int (Ag- — 14)
(Kg —25) = Int (K5 — 10)

(K9 —26) = Int (Ks— 10%)

Tabla 6.13. Corepresentaciones del poset Ky y forma de Tits con valor 2, los tipos de

corepresentacion 25 y 26 son autoduales.

o de lo contrario P contendria mas de un poset critico y no seria de un parametro.
Ademas, observe que = € (Ky)' siy solo si una de las siguientes condiciones se
satisface (1) p<z; (2) {a,n} <z; @) p<2 y n<x;®Dp<z y {a,(}<z(enla
situacién en que = € (Ky), se cumple una de las cuatro condiciones duales: (1°)

r<a; @)z <a{p,(}; @) <ay zaG@)r<ay x<{p,n}.

Dada una corepresentacion W de P, como en 6.9, es 1util considerar el vector
de dimensiones r = ry = (ry,72,73,74) donde r; = codim g I/IN/p; ry = codim g Wa +
W5 r3 = codim g W, + W,; r4 = codimy I/I7a + W, + W,. También se define el vector
de dimensiones r* = rj;, = (r],73,73,7}) donde r] = dimg W ; r5 = dimg W NWwe

ry = dimg W, N We; v} = dimg I/L/p NW,NW,.

Revisando exhaustivamente la clasificacién de las corepresentaciones del po-

set Ky que se dio anteriormente se sigue que las corepresentaciones I/ para las
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cuales r # 0 es una de las mencionadas en la tabla 6.14. Note que r};, = 0 para

W =W, (@ e{l,...,10}).

Wy = (Ko —6), rw, = (0,0,0,1); We= 1(Ky—16%), rw, =(0,1,0,0);
Wy = (K9 —T7), rw, = (0,0,1,0); Wr= 1(Ky—23), ru, =(1,1,2,2);
W3 = (K9 —9), rw, = (0,1,1,1); W= 1(Kyg—15), rw, =(1,0,0,0);
Wy o(Kg—11), 1w, =(0,0,0,1); Wo= 1(Ky—19), rw, =(1,0,0,2);
W5 = (K9 —18%), rwy, =(0,1,0,0); Wi = o(Ke —24), rw,, = (0,1,0,2);

Tabla 6.14. Corepresentaciones de Kg con r # 0.

Esto significa que si P es cierto en K] entonces no es cierto en (Ky),. Analo-
gamente, para las corepresentaciones de Ky con r* # 0 se tiene que r = 0, de lo

cual se obtiene el siguiente lema.

Lema 6.11. Si P es un poset equipado cierto de un pardmetro conteniendo un

subconjunto critico Ky entonces (Ko)' =0 o (Kg)a = 0.

El lema anterior permite probar un resultado aiin mas fuerte, que conduce a
la descripcién completa de los posets equipados de un parametro que contienen

al poset critico K.

Lema 6.12. Si P es un poset equipado cierto de un pardmetro, conteniendo un

subconjunto Ko, entonces P = K,.

Prueba. Analogamente a las consideraciones hechas en el lema 5.13, y por el
lema anterior 6.11 se puede considerar que (Ky), = 0 y x € KJ N max?P. Sea
U una corepresentacion cierta e indescomponible de P, con dim U = d. Se des-

compone la restriccion V' = Ulp, en una suma directa de corepresentaciones
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indescomponibles V = @5, V" y el soporte de cada indescomponible se denota por

St = Supp V.

Observe que S C Kyo0 S* ~ F;coni = 13, ..., 18, esto tltimo en la situacién en
que S° contenga un punto débil. Utilizando la notacién del lema 6.11, como ry: #
0, para todo i entonces cada V' es isomorfo a alguno de las corepresentaciones

del cuadro 6.14.

Haciendo algo de combinatoria se pueden reducir los casos a estudiar a solo
cuatro (note que en el tercer y cuarto caso mas adelante P \ =, es una cadena de

puntos fuertes).

Primer caso: p < z. Entonces para todos los sumandos W = V* ciertos en
un punto débil, »; = 0 y dimg W, = 0, entonces d, = 0, que contradice que U sea

cierta.

Segundo caso: {a,n} < . Entonces para todos los sumandos W = Vi, r, =0

y dimyp W, = 0, y nuevamente d, = 0.

Tercer caso: p < =y n < z. Entonces r3 = 0 y dimg W, = 0, para todos los

sumandos IV = V", esto implica que d; = 0, lo cual es imposible.

Cuarto caso: p <z y {a,(} <z. Entonces r, = 0y d; = 0, contradictorio, como

antes. Con esto termina la prueba. ]

Nota 10. Es bien conocido que la teoria de representaciones de los posets ordina-
rios tiene aplicaciones esenciales en varias partes del algebra moderna, como en
el estudio de grupos abelianos libres de torsion, la teoria de formas cuadraticas
y anillos y médulos (vea por ejemplo [1, 29, 47]). Analogamente los posets equi-
pados, sus representaciones y corepresentaciones tienen y tendran aplicaciones

similares en las mismas areas (vea por ejemplo [16, 36]).



Capitulo 7

Demostracién de los teoremas A, By D

7.1. Propiedades de subconjuntos criticos K; y

Ky bien insertados

7.1.1. Demostracion del teorema 5.7 concerniente a Kj

Prueba. Como las afirmaciones del teorema son autoduales, basta probar una de
ellas, nosotros consideraremos la afirmacién (1). Partiremos la prueba en cuatro

casos.

Primer caso: P = Ks + (a Y b). Considere U € Ind P, usamos induccién
sobre el numero dim U, cuando dim U, = 1 la condicion se satisface trivialmente,
para ellos se deben inspeccionar todos las corepresentaciones indescomponibles.
Ahora asumimos que dim U, > 1, y razonando por contradiccion suponemos que

Ua# Uy y Uy N U, #0.

Elegimos V = (Vy, V., : x € P) de tal forma que 1 = ﬁa yV, = (7(1 NnU,
y la descomponemos en una suma directa V = @, V", también consideramos
W = Wy, W, : z € P)donde Vo ® Wy = Uy y W, = n(V)), donde V/ es algtin

complemento de V, en U, y 7 es la proyeccion natural.

87
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Como dim Vy < dim U,, cada sumando de V satisface la condicion, entonces
para algin i, se tiene VNV £ 0y V. = VV, = Vi (en otro caso U, N U, = 0).
Afirmamos que V* es un sumando directo de U. Una forma simple de ver esto es
usando lenguaje matricial. My = m @m, sin embargo el segundo sumando
es directo, entonces podemos considerar la siguiente matriz, correspondiente a

los espacios V' y W, (x € P\ a):

V(;;{ I x| *| (7.1)
Wg{ 0| % * *

esta corepresentacion matricial se descompone como una cadena débil, vea el
lema 4.1, pero adicionalmente cada espacio IV, no es nulo, entonces el bloque ,

en (7.1), es un sumando directo.

Segundo caso: P = K3+ A~ + B~ donde A~ = N(b) \ "y B~ = N(a) \
bY. Para esto, razonamos analogamente al caso anterior pero considerando la

cadena fuerte B <1 b en vez de una cadena débil.

Tercer caso: P = K+ (aYb)+ A~ +B~, utilizando la misma notacién anterior.
Descomponemos la restriccién Ulx, = V = @, V"’ en una suma directa de core-
presentaciones indescomponibles, cada una de las cuales satisface la condicion
(1) del teorema para (a Y b) = &, y por lo tanto también satisface (2), esto signifi-
ca que podemos descomponer V' en una suma directa X &Y, donde X, + X, = X
yY_ =Y,=0,comoU esindescomponible entonces es cierta o bien sobre algin

subconjunto de K¢ + (a Y b) o sobre algin subconjunto de K4 + A~ + B™.

Cuarto caso: P es cualquier poset con un conjunto bien insertado K. Usa-
mos induccion sobre el namero | \ Q| donde Q = K¢+ (a Y b) + A~ + B~. Con-
sideramos una corepresentacion indescomponible U en el conjunto de todos los
puntos del subconjunto P \ Q. Primero considere P = Q, este es precisamente el

tercer caso.
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Ahora suponga que = € P\ Q, pueden pasar tres cosas: (a) a<<zo(b) b<z 0
(¢) z < {a, b}. Los primeros dos subcasos son analogos, por ejemplo asumamos el
primero a < x, entonces consideramos la restriccién V = Ul , y descomponemos
esto en una suma directa @, V", cada V"’ satisface la condicién (1) pero ‘7; + Vg
para todo i, en otro caso V' seria indescomponible, entonces V' N V;’ = 0 para
cada 7, por lo tanto se tiene V,NV, =0y U,NU, = 0. Para el subcaso (¢) seguimos
el mismo razonamiento, consideramos Uy, = V = P, Vi, pero VI NV = ( para
todo 7, asi que U parece ser indescomponible, entonces V, NV, # 0 y por lo tanto

se tiene Va:m:voyﬁa:ﬁb:Uo.

Hemos probado el paso inductivo y esto completa la prueba del teorema 5.7.

O

7.1.2. Demostracion del teorema 6.8 concerniente a Ky

Prueba. Las condiciones (1) y (2) del teorema son mutuamente duales, proba-
remos la primera tomando induccion sobre el numero dim U,. Sea P un poset
equipados con un conjunto bien insertado de tipo Ky teniendo la forma (6.8).

Separamos la prueba en cuatro casos.

Primer caso: P = K5 + Q1. Sea U una corepresentacion indescomponible de
P, cuando dim U, = 1, P satisface la condicién trivialmente, se puede verificar
inspeccionando todas las formas de sus corepresentaciones indescomponibles.
Para una dimension superior dim Uy = n, razonamos por contradiccion, asuma
que (@) U, + U, # Uy, y tomamos V; = U, + U,. Entonces construimos la una
corepresentacion V = (Vy, V, : = € P) tomando V, = U, NV, paraz € Py lo

descomponemos en una suma directa de indescomponibles V' = &, V".
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Sean W, V. algunos complementos para V, y V,. en Uj y U, respectivamente,
de este modo obtenemos la corepresentacion W = (Wy, W, : = € P) con W, =

(V) donde 7 : Uy — W, es la proyeccién natural.

Para la primera parte de la condiciéon (1), admitimos por ejemplo que U,NU, #
0 y elegimos un indice fijo i tal que V' N V! # 0, entonces por hipétesis de induc-
cién se sigue 17; = Vi+ Vi =1Vj y podemos concluir que la corepresentacion V'
es un sumando directo de U. Una forma de observar esta descomposicion es por
consideraciones matriciales, para esto, reduzca el bloque matricial asociado a los
puntos en Supp W C a + QF, es decir que reducimos los bloques matriciales aso-
ciados o bien al subposet Aj; C P o bien a una cadena débil de longitud maxima.
Aplicando adiciones tanto de columnas desde los bloques My y de filas desde los

bloques My, de manera adecuada, anulamos los bloques en la interseccion.

Ahora asumimos (b) U « # Uy, en este caso tomamos Vj = U @, Y construimos
la corepresentacién V = @, V', y W anédlogamente y razonando similarmente
encontramos un sumando directo V? de V el cual también es un sumando directo
de U, sin embargo en este caso las consideraciones matriciales llevan a que el
soporte W sea o bien el conjunto Aj; o un subconjunto adecuado de tipo finito del

conjunto {r < p < g, s} donde py ¢ son puntos débiles.

Segundo caso: P = K3 + A~ + I'". Razonando como antes, podemos asumir
que (a) U, + U, # Uy (o (b) ﬁa # Up), de este modo, elegimos V, = U, + U, (o
resp. Vo = U 2) y considerando la misma construccion para V' y W, obtenemos
un sumando directo de U, sin embargo los calculos matriciales son mas simples
debido a que Supp W C {A~ < a} es una cadena (o Supp W C I'" < {r, s} respec-

tivamente).

Tercer caso: P = Kg+Q1t+A~+1'". El soporte de cualquier corepresentacion
indescomponible U de P o bien es Kg+ Q" 0 Kg+ A~ +I'~, y regresamos al primer

o segundo caso respectivamente respectively. Para ver esto descomponemos las
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restriccién V = Uk, en una suma directa de indescomponibles V' = @, V*, como
cada uno de ellos satisface la condicién (2), tenemos que V = X & Y donde X, +
X, =Xo+Xs =Xoy Y, =Y.NY; =0, entonces U es cierto o bien en algin
subconjunto de Ks + 2 o bien en algin subconjunto de Kz + A~ + 1.

Cuarto caso: P es un poset arbitrario. Considere U € Ind P una corepresen-
tacion cierta en el subposet P\ Q donde Q = Kg + Q" + A~ + I'". Probaremos la
condicién por induccién sobre el nimero |P \ Q|, la afirmacién base se tiene para

P = Q, esto fue probado precisamente en los casos anteriores.

Para x € P\ Q, descomponemos la restriccién V' = U|p, en una suma directa
V = @, V", entonces se tienen cuatro posibilidades: (a) a < z, (b) {r, s} < z,
@)z < {r,al y () =z < {s,a}. Como U es cierta, para (a) se tiene 17; + Vg
y para (b) se tiene V! + V! # V/ para todo i, asi, en cualquier caso tenemos
VinVi=VinV! =0 para todo i, por lo tanto U, N U, = U, N U, = 0. Para (c)
y (d) se tiene V! N V' # 0y V' N V! # 0 para todo i respectivamente, por lo que

~

U,=U,+ U, =U. Con esto concluye la prueba. O

7.2. Demostracion del criterio de un parametro,
la lista de los posets equipados ciertos y las

relaciones con la forma cuadratica de Tits

Los teoremas A y B del capitulo 3 se deducen de los resultados sobre clasi-
ficacion de las corepresentaciones indescomponibles de los posets equipados de
un parametro dados en los capitulos 5 y 6 asi como de los lemas 5.13, 6.12 y los
teoremas 7.5 y 7.7 dados en este capitulo. Primero se probaran algunos lemas

técnicos.
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Haciendo una inspeccién de la clasificacion de corepresentaciones indescom-
ponibles de la lista de posets de tipo finito se verifica facilmente la siguiente

propiedad.

Lema 7.1. Una corepresentacion indescomponible U de un poset equipado finito
P el cual coincide con uno de los conjuntos Fis, 17 o Fg, satisface las siguientes

condiciones )

~

Uso=Uoy Uy=Uy, st P=Fpr

Uy=Uqy+Us=Uy, siP=Fso0 Fi;

U, + U, = Uy, si P=Fi.
\

Lema 7.2. Sea P = K¢+ (a Y b) + (a A b) un poset equipado con la forma

P={pm < <p<{a,b} <q1-- < g}

Entonces, P es cierto si y solo si n +m < 2.

Prueba. Primer caso: |[(a A b)| = 0 o |(a Y b)] = (). Consideramos primero |(a A
b)] = (. Sea U una corepresentacion indescomponible de P y descomponga su

restriccion V' = U|p,, en una suma directa de indescomponibles

V=V

Aplicaremos induccién sobre el namero n, con caso inicial n = 3. Para n = 3,
primero observe que cada sumando V' es cierto a lo sumo en uno de los puntos
{a1, 42} ya que V' = (Ay,) seria un sumando directo de U (V,, = V{/, vea la pro-
posicion 5.9). Entonces haciendo consideraciones matriciales analogas como en
la proposicion 5.9, obtenemos un problema matricial sobre representaciones en
la franja ¢3 correspondiente a una guirnalda G’ la cual difiere de la guirnalda
G cambiando cada punto b; por la cadena de dos puntos b; < b, vea (5.1) en la
pagina 59, la clasificacion de representaciones de la guirnalda G’ son como en
(5.2) junto con bloques identidad de orden 1 en la franja correspondiente a ..

Esto sugiere que U no es cierta en mas de dos puntos de la cadena ¢; < ¢» < ¢s.



7.2. DEMOSTRACION DE LOS TEOREMAS A, BY D 93

Ahora suponga que P = K¢ < ¢; < --- < qx, por hipétesis de induccién cada
sumando V' es cierto a lo sumo en un punto de la cadena ¢; < --- < ¢;_; (recuer-
de que no puede ser una corepresentaciéon de A, o seria un sumando directo)
entonces razonando de manera similar al caso base, podemos reducir el proble-
ma matricial a uno sobre la clasificacion de representaciones indescomponibles
de una guirnalda G’ sobre la franja ¢, que difiere de la guirnalda G en (5.1) cam-

biando cada punto b; por la cadena b;, < --- <b la solucion de este problema

ik,17

es como la dada en (5.2) y en las franjas correspondientes a los puntos b, bloques

identidad de orden 1. Con esto concluimos que si U es cierta entonces n = 2.

Observe que el caso en que |(a Y b)| = () se obtiene aplicando el lema 2.1 sobre

dualidad y el resultado anterior.

Segundo caso: |(a A b)| # 0y |(aYD)| # 0. Considere la matriz de corepresen-
tacion indescomponible de U, M;; del poset P cierta en el punto ¢, suponga por
induccion (sobre el namero m + n, con caso base m + n = 2) que el lema es cierto
para el conjunto P \ ¢,. Ahora, descomponga la restriccién V' = Ulp,, en una
suma directa de indescomponibles V' = €, V?, entonces aquellas corepresenta-
ciones V' las cuales no son sumandos directos de U deben ser del tipo (K¢ — j)
paraj € {1,1*,2* 5} 0 (A3s—1) en alguno de los subconjuntos Ks+qi, . .., K¢+Gn_1,
entonces en la franja ¢, aparece un problema matricial sobre representaciones
determinado por una guirnalda G”, la cual es obtenida de la guirnalda G’ cam-

biando cada punto d; porlacadenad; < d;, <---<d; ,yd < d;41. Las nuevas

in—l
franjas d;, corresponden a corepresentaciones del tipo (A3 — 1). La clasificacion
de corepresentaciones de la guirnalda G” es como la de la guirnalda G’ adicionan-
do bloques identidad de orden uno en las franjas correspondientes a los puntos

d;,. Esto significa que m + n = 2 o de lo contrario U no seria cierta en P.
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Si un poset equipado P contiene un subconjunto critico {a,b}, denotamos
A™ = N(b) \ o, A" = N(b) \ an, donde N(b) es el conjunto de puntos incom-

parables con b en P, B~ y B* son definidos analogamente.

Lema 7.3. Sea P un poset equipado conteniendo un subconjunto critico K¢ =

{a,b} y teniendo la siguiente forma
P={A"<a< A*, B-<b<aB"}, (7.2)

entonces, P es cierto siy solo si |A~|+ |AT|+ |B7|+ |Bf|=n<2.

Prueba. Primero observe que A~, A", B~, B™ son cadenas de puntos fuertes ya
que Kg es un subconjunto critico correcto de P. Note que cuando n < 2 un poset P
de la forma (7.2) corresponde a uno de los posets K, Ass, Ao, Aog, A3z, A3y, Ass 0
sus duales. Probaremos que paran > 3 toda corepresentacion indescomponible U
de P no es cierta, lo haremos por induccion sobre n (con caso base n = 3) teniendo
en cuenta la dimension de las corepresentaciones, utilizando la diferenciacion
\/fI\I, la completaciéon para puntos ordinarios (secciéon 4.2 ) y la clasificacion de
corepresentaciones de los posets mencionados anteriormente asi como la de sus

duales.

Es suficiente considerar el caso en que P tiene un punto fuerte maximal z
(con este caso probado y utilizando el lema 2.1 se tiene el caso dual), en particu-
lar tomamos = € BT, el caso x € A" es analogo, ademas podemos suponer que
A~ C z, ya que de lo contrario P se puede completar tantas veces como sea nece-
sario entre x y los puntos en N(z) N A~, esto se ilustra en la figura 7.1, esta con-
sideracion es necesaria para poder aplicar la diferenciacion X/TI\I, adicionalmente
las corepresentaciones indescomponibles ciertas de P y el poset completado P

serian las mismas, vea la proposiciéon 4.5.

Suponga que n = 3. Sea U una corepresentacion indescomponible del poset

completado P con dim U = (dy,d, : z € P). La pareja (a,z) de P es VII-adecuada
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yU =Ut® ﬁm(oﬁ) donde m = dim@,(ﬁa + U,)/U, entonces cuando aplicamos la
diferenciacion pueden ocurrir dos cosas, o bien que la dimensién de la corepre-
sentacién derivada reducida U} sea menor que dy o bien que la dimensién de Uy

sea igual a d,.

Primer caso: m = dim@,(ﬁa + U,)/U, = 0. Entonces U’ = U*, més ain
Supp U+ C (P)'\ {x,a*}, como [U}]" = U entonces una condicién necesaria para
que U sea cierta en P es que Supp Ut = (P)'\ {z,a*}, y entonces W = Ut|g,,p, v+
seria alguna de las corepresentaciones indescomponibles (Axg), (Az9), (A34), (Ass)

o alguna de sus duales, pero al integrarlas U resulta no cierta en z.

Segundo caso: m = dim@,(ﬁ o« +Up) /Uy # 0. Entonces la dimensiéon de Ué
es menor que la de Uy y Supp U+ C P\ {z}, andlogamente al caso anterior una
condicién necesaria para que U sea cierta en P es que Supp U+ = (P)' \ {z} en-

tonces W = UY[g,,, v+ puede derivarse nuevamente como corepresentacién del

—

poset (P)"\ {z} (si no posee una pareja VII-adecuada puede completarse como se
explicé anteriormente), sin embargo la dimension no de las corepresentaciones
reducidas derivadas no puede decrecer indefinidamente, entonces en algiin paso
de diferenciacion se debe llegar al primer paso y podemos concluir que U no es

cierta.

Cuando n = k estudiamos los mismos dos casos anteriores, en el primero la
dimensién de U+ no disminuye pero Supp U+ C (P)’ \ {z,a*} aplicando la hipéte-
sis de induccién al conjunto (P)’ \ {z,a"} de la forma (7.2) con n = k — 1 tenemos
que U no puede ser cierta. En el segundo caso la dimension de U+ disminuye,
esta corepresentacion puede derivarse nuevamente (bajo algunas consideracio-
nes) sin embargo este proceso no se puede realizar indefinidamente, por lo que
en algin paso caemos en el primer caso y de cualquier forma concluimos que U

no puede ser cierta.
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o o x Q x x
C ) ) at C
Compl. D-VIT
a b —r—  q b —  a~ b
(a, )
C > C
o) o) o o) o) o
P P P
(Pa.2)

Figura 7.1. (Izquierda) Un poset P de la forma (7.2) es completado P (centro) tantas
veces como sea necesario entre el punto x y los puntos en N(xz) N A, (derecha) el poset

completado derivado (T)’(a o)

El siguiente corolario se deduce de forma inmediata del corolario 5.8 y los

lemas 7.2y 7.3.
Corolario 7.4. Sea P un poset equipado de un parametro de la forma
P=K¢+(aYb)+(arb)+A"+A" +B"+B".
Entonces, P es cierto si y solo si |(a Y b)| + |(a A b)| + |AT|+|A™|+ |BT|+|B7| <2
Si P satisface las condiciones del corolario 7.4, la anterior equivalencia puede

ser reescrita diciendo que P es cierto si y solo si es isomorfo o antiisomorfo a

alguno de los posets Kg, Aas, Aog, Aoy, Asz, Asy, Asg, Asg, A1, Az, Ays 0 Agg.

Falta revisar el caso mas general en que P contiene un subconjunto critico de

tipo K, el caso basico se resume en el corolario 7.4.

Teorema 7.5. Un poset equipado P de un pardmetro conteniendo un subconjunto
critico Kg es cierto si y solo si este es isomorfo o antiisomorfo a alguno de los

conjuntos Kg, Ass, Asg, Aoy, Ass, Asa, Asg, Asg, Aar, Ao, Assy Ase.
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Prueba. La prueba de este teorema sera por inducciéon, mas precisamente, de-
notamos por Py = K¢ + (a Y b) + (a A b) + AT + A~ + BT + B~ donde A*, B* son
como en el lema 7.3. La induccién se hara sobre el nimero |P \ Py| con caso base

Py que fue probado en el corolario 7.4.

Seax € P\ Py y U € Ind P cierta de dimensién d. Se puede asumir que
x € max P (para el caso dual se puede aplicar el lema 2.1) y que x > Kj (utilizando
algo de combinatoria se pueden descartar los otros casos), observe que a <1 x o

b < x o de lo contrario a,b € (a Y b) o habria dos subconjuntos criticos en P.

Como U es cierta entonces U,+U, # U,y por la consideracién anterior U, #+ Uy
olU » # Uy, entonces también se tiene que U, N U, = U ,=U,=0, debido al lema

5.8 y en particular Ks = min P.

Descomponemos la restriccién V' = U|y , en una suma directa de corepresen-

taciones indescomponibles

v-@v
y denotamos el soporte de cada sumando por S° = Supp V¢, para todo i S debe
ser un poset de tipo finito o de un parametro, entonces por hipétesis de induccién

cada S es isomorfo a alguno de los posets Ky, Aos, Asg, Agg, Asg, Asg, Ags 0 uno

finito (ya que estos no tienen puntos menores que Kj).

Ahora podemos estudiar dos posibilidades (primero) Kz < = y (segundo)

a<lryb=<ux.

Primer caso: Entonces 17; + 172 # V| para todo i. Considere un indice para
el cual S N K¢ # 0, entonces S no puede ser isomorfo a Ky, Ass, Asg, Agg, Asg
y Ay, vea el lema 5.10(a), por la misma razén S’ no es isomorfo a Fi3, Fi, y Fig
(porque estos posets corresponden a corepresentaciones no ciertas, de dimensio-

nes minimales, de los posets Kg, As; v Agg respectivamente, o también se puede
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verificar directamente de sus corepresentaciones). De manera similar, aplicando

el lema 7.1 y algo de combinatoria que S’ no es isomorfo a Fi; o Fis.

para Asg y Fi5 (ya que P solo puede contener un poset critico), se verifica que
P no puede contener mas de un subconjunto S = A;y y no mas de un subconjunto
SJ =~ Fys, adicionalmente S7 C S?, entonces como las corepresentaciones de Fis
corresponden precisamente a corepresentaciones indescomponibles no ciertas,
de dimensiones minimales, de A3y (vea la proposicion 5.6) se tiene por el lema

5.10(b) que V! =0 o V}/ = 0, lo cual contradice la suposicién inicial.

Segundo caso: Entonces x es un punto débil. Como en el primer caso proba-
mos que para K < y la corepresentacion U no es cierta en y, podemos suponer
que el conjunto C' = (a Y b)+P\ P, es una cadena de puntos débiles, con x = max C
ademds V) + V' # V; para todo i, o de lo contrario V* seria un sumando directo de
U. Como U es cierto en a existe un indice i para el cual a € S’. Se pueden hacer

algunas consideraciones segun sea la forma de C.

(a) Si asumimos que (a Y b) # 0y p = min(a Y b), entonces |[A* + BT| < 1ya
que P no puede contener mas de un poset critico. Si AT + BT = () entonces S’ es
isomorfo a uno de los conjuntos Kg, Ass, A4, Fi3, 17, y entonces aplicando los
lemas 5.10(b) y 7.1 deberia ocurrir que V! = 0, es decir que a € S’ contradiciendo

la suposicion inicial.

Entonces |[A* 4+ B*| = 1, si AT = ( y BT = () entonces para cualquier y > p
se tiene que ( < y o de lo contrario K; C P, en particular ( < z, entonces
St es isomorfo a alguno de los posets Kg, Ass, Asg, Asg, Fi3 = {a}, Fi7 = {a <
p}, teniendo en cuenta nuevamente los lemas 5.10(b) y 7.1 volvemos a V;* = 0,
contradiciendo que a € S°. Si AT = 0 y BY = ( debido a la condicién de que
K; ¢ P implicaque C = {p < 2} y P = A39 + z, ya que para p < y < x se debe
tener que p < x y b < x lo cual es una contradiccion. Entonces la pareja (b, x)

es especial para la completacién, como P no es cierto (corresponde al primer
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caso) entonces P tampoco es cierto, el lema 4.7 establece una relaciéon entre las

corepresentaciones indescomponibles de P y P.

(b) Suponga que (a Y b) = (). Entonces b+ P\ P, es una cadena completamente
débil y a <1 y, donde y = min(P \ Py) lo cual implica que S’ no es isomorfo a As;s,
Asg, Ao, Fi5, Fi7 y Fig, més aun, como ya fue mencionado antes, si S° es isomorfo
a Fi3, F14 0 Fi5 cada una de sus corepresentaciones puede considerarse como una
corepresentacion no cierta, de dimensiéon minimal, de los posets Kj, Ass v Agg
respectivamente, entonces por el lema 5.10(b) V! = 0 que es una contradiccién.

Esto completa la prueba.

Lema 7.6. Un poset equipado P de un pardmetro teniendo la siguiente forma
P=Ks+Q"+Q +T +T"+ A"+ A"

(usando la misma notacion de la formula (6.8) pdgina 81) es cierto si y solo si
este es isomorfo o antiisomorfo a uno de los conjuntos Ky, Ao, Aoz, Asg, Azi, Asa,

Ass, Asg, Asz, Aso, Aus, Ass, Asz 0 Ags.

Prueba. Observe que Kg C P es un subconjunto bien insertado, entonces pode-

mos estudiar dos casos.

Primer caso: Q" + Q~ # () entonces I'",I'", A, AT = (), por el corolario 6.9,
adicionalmente [Q7| < 1y |Q27| < 1 por que P debe contener solo un poset critico.

En este caso concluimos que P es isomorfo o antiisomorfo a Ay, A4z, Ay 0 Aus.

Segundo caso: Si Q" + Q- = () entonces suponiendo que I'" + At # () (el
caso I'" + A~ # () se tiene aplicando el lema 2.1) el poset P puede derivarse con
respecto al algoritmo D-VII o D-1, utilizando cualquiera de estos dos algoritmos
tenemos dos opciones, primero que la dimension de la corepresentacion reducida
derivada no disminuya, entonces volvemos a un poset del mismo tipo y pode-

mos argumentar inductivamente sobre el nimero n = [I't| 4+ |A™| con caso base
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3 (analogamente al lema 7.3). Segundo la dimensién de la corepresentacion re-
ducida derivada disminuye pero no lo puede hacer indefinidamente y el algin
momento volvemos a la situacion anterior, entonces P es isomorfo o antiisomorfo

a A26a A27> A307 A31a A32a A357 A369 A37 Y A47- O

Teorema 7.7. Sea P un poset equipado de un pardmetro conteniendo un sub-
conjunto critico Kg = {p,0,a}. Entonces, P es cierto si y solo si es isomorfo o
antiisomorfo a alguno de los conjuntos Kg, Ass, As7, Aso, As1, Aso, Ass, Ass, Asr,

Ago, Augz, Ags, Aary Aus.

Prueba. Denotamos por Py = Kg+Qt+Q 4+~ +T'"+ A~ + A" como en el lema
7.6, aplicaremos induccién sobre el nimero |P \ Py|, donde el caso inicial P = P,
ya fue considerado en el lema 7.6. Sea U una corepresentacion indescomponible
cierta del poset P, podemos considerar = € (P\ Py) Nmax P y luego aplicar el lema

2.1 para el caso dual, entonces por el lema 6.9 K3 = min P.

Descomponemos la restriccién V' = Uy, en una suma directa de corepresen-
taciones indescomponibles V' = @, V*, denotamos por S* = Supp V", por hipétesis
de induccién cada conjunto S’ conteniendo al menos 1 punto débil es isomorfo a
alguno de los conjuntos Ky, Asg, As7, Asg, Azi, A3, Ay 0 alguno de los posets

finitos. Entonces podemos estudiar dos posibilidades para z.

Primer caso: {q, o} < z. Entonces (‘7;) + V} # Vj para todo i, asi en el caso
Ay = {0; 0 < q = a} ¢ P se puede establecer que V' = 0 para todo i utilizando
el lema 6.6 y algo de combinatoria en el caso en que S° es isomorfo a un poset

finito.

En la situacién en que Fi5 = {a < b;y} C P (para algunos puntos b,y € P)
entonces Asg, Az, Azy & Py |SY < 2,810 € Sy todos los puntos de S son

fuertes, es decir que U, = 0 o U, = 0 lo cual contradice la suposicién inicial.
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Si Ay = {0, 0 <q > a} C P, entonces N(p) = {a,0} y A; ¢ P para j =
26,27, 30, 31,32, es decir que todos los conjuntos S° son del tipo Ks, A4 0 algin
poset finito, entonces (con ayuda del lema 6.6 y algo de combinatoria) obtene-
mos que V; = 0 cuando ¢ < = y que V/ = 0 cuando y || = para todo i, es decir

nuevamente U, = 0 o U, = 0, lo cual es imposible.

Segundo caso: Sea a < zy {0,0} < z. Entonces V,/ + V/ + V!  V{ para todo
i. Como = es un punto débil, entonces P \ z, es una cadena de puntos fuertes y
entonces cada S° contiene un punto débil. Aplicando los lemas 7.1 y 6.6, segin
sea el caso tanto para A,y ¢ P o Ay C P respectivamente, se tendria que U, =0
contradiciendo la suposicion inicial de que U es cierto, con esto finaliza la prueba.

O

Con los teoremas 7.5, 7.7, los lemas 5.13, 6.12, y los resultados sobre clasifi-
cacion de las corepresentaciones ciertas dados en las proposiciones 5.2, 5.6, 5.9,
6.2,6.3,6.5y 6.7y los teoremas C1-C4 se concluye el criterio de un parametro
para posets equipados (Teorema A) asi como la lista completa de posets equipa-

dos ciertos, con respecto a corepresentaciones (Teorema B).

Dado que la lista de posets equipados ciertos de un parametro es la mencio-
nada en el teorema B y que las dimensiones de las corepresentaciones indes-
componibles de estos han sido calculadas, vea los apéndices C y D, se verifica
exhaustivamente que estas dimensiones corresponden a las raices reales e ima-
ginarias de la forma cuadratica de Tits asociada a cada poset asi como a los

vectores especiales como se indica en el teorema D.



Apéndice A

Los posets equipados de tipo finito y sus

CorepresentaCioneS
T70¢
(1] | [1[1] | |o|1]1 el
A A A B
f=1
T 0l¢[][0]1 £]1
0 1/]0]1 1/0 0|1
C D
T 0[¢ 0[] ,
(1 S][[1 &[1] 0 1/0 ¢|1
B B
0 01 €1 T
1 00 O
/=2 0 100 oli| " |lorlilo
1 01
1 €10 0 0|1 ¢|1 O
o 100 0|0 ¢|g
0 1/]0 0|1 1
Fis3 Fiy Fis Fie Fir .
®a ®a O¢ za O¢ ®a IC ia gc
a  O¢
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Apéndice B

Los posets equipados criticos

Los posets criticos de Kleiner

Ky

K

K3

1

Los posets criticos con equipamiento no trivial

K

XKa

®b

K7

Ky

op

oo

XKa

Ky
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Apéndice C

Los posets ciertos

Los niimeros que aparecen junto a los puntos de algunos posets corresponden

a las dimensiones de su tnico tipo de corepresentacion junto con su forma de Tits

en la parte inferior derecha. Las dimensiones de los otros posets se encuentran

en el apéndice D.

Los posets ciertos conteniendo K; excepto los especiales

Ass Aogg Asg ) Asz
1
1 1 1 (L
L L g ok @2k
® 2k 2k ®2k  ®2k —2 T
do =2k +1 f=2|do =2k f=2|do=2k+1 f=2
A34 1 A38 A39 A41 1 A42 1
®R2k  ®2k —2 k 1
1 & @/®\®/ 1 k k
dy = 2k f=2 do=k+1 f=1ldy=k+1 f=1
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Los posets ciertos conteniendo K; excepto los especiales

A26 A27 ASO
1
(; /O\ |
o o X
ok ok 2k — 2
dy = 2k f=2
A31 A32 A35 A36
1 1 1
1 1 (;
/\ (; 1 k k 2k ok ok 2k — 2
k k 2% C\/

k ko @242 1 1
do=2k+1 f=2|dy=2k+2 f=2 d0_2k+1 f=2|do =2k f=2
A37 A40 A44

1
<<>k ®2k + 2 & ok+1 @2/{“ 2k ok
(@]
1
do = 2k + 2 - o =2k +2 =1ldy=2k+1 f=1
Los posets ciertos especiales
A46 A48
1
N k N 2k k
1
do = 2k +1 4 ldg=k+1 f=2ldy=2k+1 — 4 |dy =2k +1 f=2




Apéndice D

Dimensiones de las corepresentaciones

indescomponibles de los posets ciertos

Ass Ase Ass Alg
n Ra b q a b

oo L AN

dim = (do;da,db,dn) dim = (do;da,db,dq)
T|f|dim Ay | dim A3 |T|f|dim Ags | dim Aj
1/1/((1,1,0,1) (1,1,0,1) 1/1/(1,0,0,1) (1,1,1,1)
2121(2,2,0,1) (2,2,2,1) 2(1((1,0,1,1) (1,1,0,1)
312](1,0,0,1) (1,2,0,1) 311((1,1,1,1) (1,0,0,1)
4121(1,2,0,1) (1,0,0,1) 4121(1,0,0,2) (1,0,0,2)
5121(2,2,2,1) (2,2,0,1)
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A26

(Lﬁ
00 00 ®a

*
A26

op o0 Ta
n

Aoy

*
A27

Ao o O
0 o Q®a ¢

dim = (d0§ d@> dy, da, dr])

dim = (do; dga dm dm d()

T|f| dim A | dim A | T|f] dim Ay | dim A
101/@1,1,1,0] @1,1,1,1) |1/1/(1,00,1,1)| (1,0,0,1,1)
212/(10,1,0,1)| (1,1,0,0,1) [2]2/(10,0,0,1)| (1,0,0,2,1)
30221121 21,1010 [3/2/@20121) (20121
4120(1,000,1)| (1,1,1,01) |4|2]1,0021| (1,0021)
5121(1,1,1,0,1)| (1,00,01) |5|2/21,1,21) | (20,0.21)
6221101, (21121 |6/|2|(20,021)]| (2,1,1,2,1)
Asg Az
Y o Kb
a b ®\@{®\>9
dim = (do; da, dy, dy, dp)
T[£] dim A | dim A3, |T |£] dim A | dim 43,
111]2,1,01,1)]21,021) 6 [2](1,00.21D](3,20,2,1)
21111,1,01,1)]2,1,0,1,1)] 7 |2]@22021)](2,0,0.2,1)
3111(1,0,01,1)]220,1,1)]8 [2]2,0,021)]2202,1)
4111](2,2,0,1,1)(1,0,0,1,1)||9 |2](3,2,0,2,2)(1,0,0,2,1)
5/11((2,1,0,2,1)|(1,1,0,1,1) || 10| 2 (3,2,0,2,1) | (3,2,0,2,2)
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@ = (d07 dga do’> dcu dq)

diﬂ = (d0§ dm daa daa dq)

T|f| dim Ay | dim A3 |T || dim Ay | dim Aj,
1[1/(1,1,0,0,1)((1,0,0,1,1){|9 |2(1,0,0,0,2) | (3,2,0,2,2)
2(1[(2,1,1,1,1)|(2,1,0,2,1) [ 10 |2](2,1,0,2,2) | (2,1,0,0,2)
3(1[(2,1,1,2,1)|(2,1,0,1,1) [ 11|1](2,1,0,1,2) | (2,1,1,2,1)
412/(1,1,0,0,2) | (3,1,0,2,1) || 12|1](2,1,0,1,1) | (2,1,0,1,2)
5(1((1,1,0,1,1)|(1,1,1,0,1) | 13 |1 (1,0,0,0,1) | (1,1,0,1,1)
6|1(2,1,0,2,1)|(2,1,1,1,1) [ 14 |2(2,1,0,0,2) | (2,1,0,2,2)
711((1,0,0,1,1)|(1,1,0,0,1) || 15| 2| (3,1,0,2,2) | (1,1,0,0,2)
8121(3,2,0,2,2)|(1,0,0,0,2)




Apéndice E

Dimensiones de las corepresentaciones

indescomponibles de K,y K

p
a of
Ky d = (dy,dq,dy,d,, dy) y tamatio de paso p = (2,1,1,1,1).

f= f=1 f=2 f=2

1 @21 [1* (2,021,1) 13 (3,2,221) | |13* |(3,0,2,2,2)
2 (1,1,1,0,00 |2 1(1,0,0,1,1) 14 (1,0,2,0,00| |14* |(1,0,0,2,1)
3 (2,0,1,2,1) 3* 2,1,2,1,1) 15 |(1,0,0,2,0) 15 1(1,0,2,0,1)
4 (2,1,0,2,1) 4* (2,1,2,0,1) 16 |(2,0,2,0,1) 16* (1,2,0,0,0)
5 (1,0,1,1,0) 5* (1,0,1,1,1) 17 (1,0,0,0,1) 17 1(2,2,0,2,1)
6 (1,1,0,1,0) 6* 1(1,0,1,0,1) 18 1(3,2,2,0,1) 18 1(2,2,0,0,0)
7 (2,1,1,0,1) I (2,2,0,1,1) 19 1(3,2,0,2,1) 19 1(3,2,2,0,2)
8 (201,11 |8 (221,1,1) 20 (42221 200 |(4,2223)
9 (1,1,0,0,0) 9 1(1,1,0,0,1) 21 1(2,0,0,2,1) 21* 1(2,2,2,0,1)
10 |(2,1,0,1,1) 10* 1(2,2,1,0,1) 22 1(1,0,0,0,0) 22* 1(1,2,0,0,1)
11 |(1,0,1,0,0) 11 1(1,1,0,1,1) 23 1(3,0,2,2,1) 23* 1(3,2,2,2,2)
12 |(1,0,0,1,0) 12* 1(1,1,1,0,1) 24 1(2,0,2,2,1)

25 (2,2,0,0,1)
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Ky d = (doy,dq, dy, d¢,d,) y tamafio de paso 1 = (3,2,2,1,1).

f= f=1 f=2 f=2

1 3,2,3,1,1) o 1(3,1,3,1,1) 14 1(2,2,2,0,1) 14* 1(2,0,2,1,1)
2 3,2,1,1,1) 2* 1(3,3,1,1,1) 15 1(1,0,0,1,0) 15* 1(1,2,0,0,0)
3 122101 |3 (21111 16 (1,0,2,1,00 | 16* |(1,0,2,0,0)
4 (1,0,1,1,00| |4 (1,1,1,0,0) 17 1(2,2,00,1)| |17 |(2,2,0,1,1)
5 1221,1,0] |5 (2,1,1,1,0) 18 1(2,2,2,1,00] |18 |(2,0,2,1,0)
6 (1,0,1,0,1) 6* (1,1,1,0,1) 19 |(1,0,0,0,1) 19 1(1,2,0,0,1)
7 (1,1,0,0,0) ™ 1(1,1,0,1,0) 20 (3,2,2,2,0) 20* 1(3,2,2,1,0)
8 (21201 |8 (2121,1) 21 (3,2,2,0,2) |21 [(3,2,2,12)
9  (1,0,1,0,00 |9 (1,1,1,1,0) 22 (3,2,2,0,1) |22° [(3,2,2,2,1)
10 (3,1,2,1,1) 10 1(3,3,2,1,1) 23 1(1,0,0,0,0) 23* 1(1,2,0,1,0)
11 (2,1,1,0,1)| |11* |(2,2,1,1,1) 24 (2,02,0,1) |24* (2221,1)
12 1 (2,1,2,1,0) 25 (2,2,0,1,0)

13 (1,1,0,0,1) 26 (1,0,2,0,1)
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