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Resumen y Abstract VII

Resumen

Los fractales, un contexto para la ensefianza de la semejanza

En el presente trabajo se plantea una propuesta didactica para la motivacion a la
ensefianza y el aprendizaje de la semejanza y temas conexos como congruencia, areas y
perimetros de figuras planas, a través del uso de formas fractales, en grado noveno de
educacion basica secundaria.

Las formas fractales estan presentes en la naturaleza, son objetos que siguen un patrén
de recurrencia en su formacion, en particular los objetos matematicos de tipo fractal se
construyen a partir de figuras autosemejantes y por lo tanto llevan en su interior el concepto
de semejanza.

La propuesta didactica se disefia tomando en cuenta el modelo de Van Hiele para la
ensefianza de la geometria, el modelo para el desarrollo y evaluacion de competencias
académicas DECA para la elaboracion de la secuencia de actividades de ensefanza, el
software GeoGebra como herramienta para la construccion y analisis de figuras
geométricas y el uso de formas fractales para la motivacion al aprendizaje de la
semejanza.

Palabras clave: Semejanza, Fractal, GeoGebra, Niveles de Van Hiele.



Vil Los Fractales, un contexto para la Ensefianza de la Semejanza

Abstract

Fractals, a context for the teaching of similarity

In the present work, a didactic proposal is proposed for the motivation of teaching and
learning of similarity and related topics such as congruence, areas and perimeters of plane
figures, through the use of fractal forms, in nineth grade of basic secondary education.

Fractal shapes are present in nature, they are objects that follow a pattern of recurrence in
their formation, in particular fractal-type mathematical objects are built from self-similar
figures and therefore carry within the concept of similarity.

The didactic proposal is designed taking into account the Van Hiele model for the teaching
of geometry, the model for the development and evaluation of academic competences
DECA for the elaboration of the sequence of teaching activities, the GeoGebra software as
a tool for the construction and analysis of geometric figures and the use of fractal forms for
the motivation to learn similarity.

Keywords: Similarity, Fractal, GeoGebra, Van Hiele levels.



Contenido IX

Contenido
Pag
TS 11T o PRSP VII
A o151 1 =T PP VI
LISTA 0B FIQUIAS. .....eeeeee ittt e e st e e e e enbe e e e Xl
LISTA 0B TADIAS. .. ettt XII
INEFOAUCCION. ...t e e e e e e e e e s e e e ae e e e e e e e e e s enaasreees 1
1. Aspectos Historicos de 1a GEOMELIA ..........eveiveiiiiiie e 7
R o 1 o] (TSP 7
2 Y 110 o To) r= 1 1| - WP 9
R T €] (=Tl - TP 11
0 S | o[- USSP PP 15
15 ArADIa . e e e e e e 16
1.6 Lageometrial finalizar la edad media............cccccceeieiiiiiiiceie e, 16
1.7 La geometria entre 10S Siglos XIX ¥ XX ..o 19
1.8 Lageometria fractal......ccccooooiiiiiiiii e e 20
2. ASPECLOS DISCIPIINAIES......uuiiiiiiee e 27
2.1 Elementos de la geometria elemental.................oooviiiiiiiciiiiiiiiie e 27
2.1 Primeras ideas INTUITIVAS ......eeeieiiiie ettt et e ettt e e e sabt e e e e abe e e ssabeeeesnbeeens 27
0 0 o T Yo [f= (o] o o -SSR UTRS 29
N 0 B o 138 g T 10 T= {01 [ 1RSSR 29
D 0 R o 13 o Yo [ 1o s Vo L3O USRS 33
2.1.2.3.  LOS CUAIIIALEIOS . eeeeiiieeieeet ettt sttt st sttt st s s b s e e ne e sabeeeneesanes 34
2.1.3. RazoON, Proporcion Y SEMEJANZA.....cccuueeeeiieeeeeeeeeesitreeeeiteeessaeeeesraeesessseeessnseesessseesassseeesnnsees 36
0 98 T RN 1 - Zo T d BAVAN o o o To | fof o] o ISR 36
2.1.3.2. Semejanza de triaNGUIOS ........eeeeciiie it e e e e e et et e e e e e e e nre e enaees 36
2.1.3.3. Semejanza de POIIBONOS. .....c.uuie ittt e et e e et e e e e e e ba e e e e ate e e enaes 39
2.1.4. Transformaciones geomeétricas en el Plano .........ccceeieiiiiiiciiie e e 39
N T B I = - Tol o] o =T OSSOSO P TP PPOPUPRR 40
B B R (o - [ol 0] o =TSP R PP PUPT 40
0 . TR [ 4 1= o - [OOSR PP PR PP 41

Nt S o 9o =Y ol F= L3Pt 41



X Los Fractales, un contexto para la Ensefianza de la Semejanza
2.1.5. ArEa dE POIIGONOS ...ttt ettt st n st et nenanas 42
2.1.6. La circunferencia y €1 CIFCUIO ..o..evii ittt are e e et eeenes 43

2.2.  Elementos del AlgEbra.. ..ottt 44
2.2.1. LS SUCESIONES ...eeiieiiiiiiittee e e ettt et e e ettt e e e e e sttt et e e e e e s e aanb et e e eeesesasbbaeeaeesesnnbbnaeeessenannren a4
2.2.2. I EE T 4 =SSP P PP PPPTPPPPPRRONE 45

2.3. Elementos de la geometria fractal..............oouvuiiiiiiiiiciiiii e 46
2.3.1. AlUNOS FraCtales ....veiieieiiie et sttt e st eeanee e 48

N T 0t T I W ol U1 V= e [ o 1] o =1 o O U UPTOO U PPRR 48
0 700 W R = ol o 1181 ) o e [ - 1] o 1 (SRS 49
2.3.1.3.  Eltridngulo de SierpinsKi......cecccueieieiiie e ciiee e ettt et e et e e e sere e e s tre e e e rata e e eeanaae e sanaeeean 51

2.3. 1.4, LacurVa de KOCH ..coouiiiieeieeceet ettt ettt et sba e e s aaeenaae s 53
2.3.1.5.  Elcopo de NIEVE de KOCH ....coiiiiiiiiiiiie ettt s e e st ssaaae e s svaee s 54

4.3.2. (D1 =T Lo oI i - Vot - | A PSPPI 56

3. Aspectos Curriculares y DIGACTICOS ........covuieiiiiieiiie et 59

3.1 ASPECIOS CUIMTICUIAIES .. ... et eeie e e e e 59
3.1.1. Lineamientos curriculares de MatematiCas ........cocccuureieiieeieiiiiieee e e e eeecreee e e e eeeeaens 59
3.1.2. Estandares basicos de competencias en MatematiCas ......cccceeevveeeeiieeeccivie e e e e 60
3.1.3. Derechos basicos de aprendizaje DBA ...........ooeoiiieeeciee et e et aae e e saree s 62

3.2 ASPECLOS IAACHCOS. .. .uuveiiieieeiiiiiiet ettt e e 62
3.2.1. El MOdEIO dE Van HI lE.....coiiiiiieiiii ittt ettt e sbe e s ae e siaeesareenas 62
3.2.2. ENSefianza de 1@ SEMEJANZA ....ccccuiii ittt et e e tte e e s rtte e e e ta e e e eate e e sabeeeesataeaeenns 65
3.2.3. Errores asociados al aprendizaje de 1a SemMejanza ........cooceeeviiiieeniiieiieeniee e 67
3.2.4. Los fractales ¥ 12 SEMEJANZA ...cueeeuiiiiiiiiiieee e 68
3.2.5. Disefio y elaboracidn de las actividades de aprendizaje .........ccoceeeeeerieeniieeniieeniee e 68

3.3 Tecnologias digitales en la ensefanza.............cccceeviiiiiniiiiiiiiiee e 69
3.3.1. El SOTtWAre GEOGEDIA ... iiiiii ettt et e st esbe e sabeesaaeesabeesareesas 71
4. Propuesta Didactica para la Ensefianza de la Semejanza a través del uso de

Formas Geomeétricas de tipo Fractal..............ccovveeeiiiiii i 73

4.1  Estructura de la secuencia didACHCA...........ccoeeeiiiiiiiiiiee e 73

4.2. Descripcion de 1as activVidades............uuveeiiiiieiiiiie e 75

4.3  Orientaciones para €l dOCENTE...........uuuuuiiiiiiie e e 77

4.4  Propuesta de aCtiVIdAOES..........uuuiuiiiiiiiiiiiiier e e e e e e e e 78

4.5 Andlisis de las actividades apliCadas..........ccccouviiiiiiimiiiiiiiee e 123

5 Conclusiones y ReCOMENAACIONES .........cceoiuuviiiiieeeee e e e e a e e e 127
L0 R o [ox 11 1S3 (o 1= 127
5.2 RECOMENUACIONES. ... ciiiiiiieiiiiie e ettt et e et e e e e e et e e e e e bme e et s eeeeaba e eeeebaeeeeeren 128

A Anexo: Formato para el analisis de las actividades ..............cccccvvveeeeeeeeininneee, 131

B. Anexo: Algunas de las actividades aplicadas ...........ccccceeviiiiiiiiiiiiiiiiicins 133

Bibliografia



Contenido X

Lista de figuras

Pag.
Figura 11: Representacion del problema 56 hallado en el papiro del Rhind.............oocouiiiiiiiiiiimiiiieee e 8
Figura 12: Evidencia de semejanza en la tumba de Seti l........cooiuiiiiiiiiiiiiiiiie e 8
Figura 13: Representacion del problema sobre teoria de tridngulos en la tablilla MLC. ..........ccccceeeeiiinnee. 9
Figura 14: Representacion del problema del triangulo isdsceles en la tablilla de Susa. ......ccccceeevvcvinenennn. 10
Figura 15: Aproximacidn al valor de la raiz cuadrada de dos en la tablilla de Yale...........ccccvvvvvvveeeeeeereennns 10
Figura 16: Imagen en la tablilla del museo de Bagdad...............coooiiiiiiiiiiimn s m e 11
Figura 17: Representacion del calculo de la altura de la pirdamide de KEOPS. .....ceveeeiiiiviiireeeeiiiiimiieeeeeennn 11
Figura 18: Representacion del pentdgono regular y sus diagonales. ........cuueevreeiiiiiiiiieeece e e 12
Figura 19: Representacion de la cuadratura de [a [inula...........cccooiiiiiiiiiiiiic e 13
Figura 110: Representacion de la cuadratura de la lunula en un triangulo rectangulo isésceles. ................ 13
Figura :11: Construccién de la figura usada en la proposicién II-11 de los Elementos de Euclides. ............ 14
Figura 112: Representacion del teorema de DESArZUES. ........cccuuuuururururmrrrerrimsnnnnenrnrnrensnsnsreseeeeeeemsrnrnne 17
Figura 113: Representacion del teorema de MeNelao. ...........ccooiiiiiiicciiien s ae e 18
Figura 114:Representacion del te0rema de CEVA. .......uueieiuieieiiiiiieiiieeiee ettt e st e imnbe e s sbae e e eens 18
Figura 115:Representacion del teorema de Pappus. ......ocvereeieeeiiiiiiiieiee e e s ssieieeeee e s esntnreeeee s s s s enneeeeeeeas 18
Figura 116: Grafica de |a funcion de WEIBrEStIass. ........uiiiueiieiiiiiie it iee ettt ene e 21
Figura 117:Representacion del conjunto de Cantor. .......ccuuueeiieeiiiiiiiiee e e e seteee e e e e st e e e e e s enneaeeeeeas 21
Figura 118:Representacion de la curva de HilDert. .............uuuiviiiiiiiiiiieieiiriiisieieieeeeeeeeeeeeeeeeenresseeeeeeeeeeeees 22
Figura 119: Representacion del copo de nieve de KOCh. .......ccccuuuuiiiiiiiiiiiiiiimiinieieiereieeseeeeeseeeeeenrenrnennes 22
Figura 120: Representacion del tridngulo de Sierpinski.........cooeeiiiiiiiiiiiiiier s e e 23
Figura 121:Representacion de la alfombra de SierpinsKi. ..........eeeeeeeeiiiiiiiiiiiieseiciicececeeee e, 23
Figura 222: Conjunto de Mandelbrot. .........oueiiiiiiiiiiiie et 24
Figura 123: Aspecto autosimilar del Brocoli. ..........uiiiiiiiiiiiii e 24
FIQUIA 2241 Arbol fraCtal. ..voveuiiuiiieiieieiecteste ettt ettt sttt ime st st e st e s se et e st e b et emassbess et esaeneene e 25
LT U= 23 I - T T 28
o U =7 VoY= (U e YRR 28
Figura 23: Idea intuitiva de perpendicularidad y paraleliSmo. ............uuvveiiiiiiiiiiiiiiniieieeeeeceeee e 29
Figura 24: Elementos del tHANGUIO. ...........uuuiuiiiiiiiiiieietieieriiieiereesseseeeeeeeeeeessnsessssesesesseererereeeeaaeesameseeeees 29
Figura 25 : Angulos externos del trANGUIO. .........cvceeueeiecee et ceieeete et et eeteete e te et emeteenaeetesteereeneeeaeeae e 30
Figura 26: Congruencia de tridNGUIOS. ..........eicuuueiieeeeiiieiieeee e e e e st e e e e e s e e rne e e e e e s s nnnnaeeeeeeseannseeeeameeeas 30
Figura 27 : Postulado de CONGIUENCIA LAL.........eiiiiiuiieiiiiie e itieeee ettt e ettt e ettt et imr e st e e sibe e e e snneeeeanes 31
Figura 28: Postulado de CONGrUENCIA ALA. ........uiii ittt ettt et et anr e e st e e e snbe e e e anbeeeeanes 31
Figura 29: Postulado de CONGrUENCIA LLL. ...cceiiiiiiiiiiiiee ittt ettt ettt et e et e e e e e e s nbnneeee e 31
Figura 210: TridngUIO reCtANGUIO. .. ....eeiiiie ittt e e et e e e e et emabeeeaeeeean 32
Figura 211: Elementos de Un POLIZON0. .....ouuuiiiiiie ittt e e eme st e e e e et e e e e e e aam s 33
FIQUIa 212: POlIZ0ON0 CONVEXO. ...vtiiiitiiieitiiee e itieee e sttt e e sttt e e sttt ee e sttt e e e smab e e e e sabeeeesabbeeeesnbeeeesmnbeeeesnnbeeeeas 33
FIgUra 213: POlIZ0N0 NO CONVEXO. .. .eeiutiiieiiiieeaitieeeesieitee e s st e e e ettt e e e bt ee s smnbe e e e snbe e e e snbaeeeebbeeessrmnteeeeanneas 33
Figura 214: Angulos interiores de Un POIZON0. .......ivvecveireeteeeectesteemreeceeetestesteestesteeseesseentesreeseesesresseenens 34
Figura 215: Elementos del cUadrilatero. ........uuiiuieiiiiiiie ettt st 34
[T [0 =V L T =T e oL PR 35

Figura 217:Semejanza de triaNGUIOS. .........ooiuuieiiie ettt e e e e et e e e e e e nb b e e e e e e s 37


file:///C:/Users/WIN10/Documents/2023%20Revisión%20documentos/LATEX/TESIS%20-%20FANNY%20MELISSA%20GÓMEZ%20BENÍTEZ.docx%23_Toc141588014
file:///C:/Users/WIN10/Documents/2023%20Revisión%20documentos/LATEX/TESIS%20-%20FANNY%20MELISSA%20GÓMEZ%20BENÍTEZ.docx%23_Toc141588015
file:///C:/Users/WIN10/Documents/2023%20Revisión%20documentos/LATEX/TESIS%20-%20FANNY%20MELISSA%20GÓMEZ%20BENÍTEZ.docx%23_Toc141588016
file:///C:/Users/WIN10/Documents/2023%20Revisión%20documentos/LATEX/TESIS%20-%20FANNY%20MELISSA%20GÓMEZ%20BENÍTEZ.docx%23_Toc141588017
file:///C:/Users/WIN10/Documents/2023%20Revisión%20documentos/LATEX/TESIS%20-%20FANNY%20MELISSA%20GÓMEZ%20BENÍTEZ.docx%23_Toc141588018
file:///C:/Users/WIN10/Documents/2023%20Revisión%20documentos/LATEX/TESIS%20-%20FANNY%20MELISSA%20GÓMEZ%20BENÍTEZ.docx%23_Toc141588019
file:///C:/Users/WIN10/Documents/2023%20Revisión%20documentos/LATEX/TESIS%20-%20FANNY%20MELISSA%20GÓMEZ%20BENÍTEZ.docx%23_Toc141588020
file:///C:/Users/WIN10/Documents/2023%20Revisión%20documentos/LATEX/TESIS%20-%20FANNY%20MELISSA%20GÓMEZ%20BENÍTEZ.docx%23_Toc141588021
file:///C:/Users/WIN10/Documents/2023%20Revisión%20documentos/LATEX/TESIS%20-%20FANNY%20MELISSA%20GÓMEZ%20BENÍTEZ.docx%23_Toc141588022
file:///C:/Users/WIN10/Documents/2023%20Revisión%20documentos/LATEX/TESIS%20-%20FANNY%20MELISSA%20GÓMEZ%20BENÍTEZ.docx%23_Toc141588024
file:///C:/Users/WIN10/Documents/2023%20Revisión%20documentos/LATEX/TESIS%20-%20FANNY%20MELISSA%20GÓMEZ%20BENÍTEZ.docx%23_Toc141588025
file:///C:/Users/WIN10/Documents/2023%20Revisión%20documentos/LATEX/TESIS%20-%20FANNY%20MELISSA%20GÓMEZ%20BENÍTEZ.docx%23_Toc141588026
file:///C:/Users/WIN10/Documents/2023%20Revisión%20documentos/LATEX/TESIS%20-%20FANNY%20MELISSA%20GÓMEZ%20BENÍTEZ.docx%23_Toc141588027
file:///C:/Users/WIN10/Documents/2023%20Revisión%20documentos/LATEX/TESIS%20-%20FANNY%20MELISSA%20GÓMEZ%20BENÍTEZ.docx%23_Toc141588028
file:///C:/Users/WIN10/Documents/2023%20Revisión%20documentos/LATEX/TESIS%20-%20FANNY%20MELISSA%20GÓMEZ%20BENÍTEZ.docx%23_Toc141588029
file:///C:/Users/WIN10/Documents/2023%20Revisión%20documentos/LATEX/TESIS%20-%20FANNY%20MELISSA%20GÓMEZ%20BENÍTEZ.docx%23_Toc141588032
file:///C:/Users/WIN10/Documents/2023%20Revisión%20documentos/LATEX/TESIS%20-%20FANNY%20MELISSA%20GÓMEZ%20BENÍTEZ.docx%23_Toc141588033
file:///C:/Users/WIN10/Documents/2023%20Revisión%20documentos/LATEX/TESIS%20-%20FANNY%20MELISSA%20GÓMEZ%20BENÍTEZ.docx%23_Toc141588034
file:///C:/Users/WIN10/Documents/2023%20Revisión%20documentos/LATEX/TESIS%20-%20FANNY%20MELISSA%20GÓMEZ%20BENÍTEZ.docx%23_Toc141588035
file:///C:/Users/WIN10/Documents/2023%20Revisión%20documentos/LATEX/TESIS%20-%20FANNY%20MELISSA%20GÓMEZ%20BENÍTEZ.docx%23_Toc141588036
file:///C:/Users/WIN10/Documents/2023%20Revisión%20documentos/LATEX/TESIS%20-%20FANNY%20MELISSA%20GÓMEZ%20BENÍTEZ.docx%23_Toc141588037
file:///C:/Users/WIN10/Documents/2023%20Revisión%20documentos/LATEX/TESIS%20-%20FANNY%20MELISSA%20GÓMEZ%20BENÍTEZ.docx%23_Toc141588038
file:///C:/Users/WIN10/Documents/2023%20Revisión%20documentos/LATEX/TESIS%20-%20FANNY%20MELISSA%20GÓMEZ%20BENÍTEZ.docx%23_Toc141588039
file:///C:/Users/WIN10/Documents/2023%20Revisión%20documentos/LATEX/TESIS%20-%20FANNY%20MELISSA%20GÓMEZ%20BENÍTEZ.docx%23_Toc141588040
file:///C:/Users/WIN10/Documents/2023%20Revisión%20documentos/LATEX/TESIS%20-%20FANNY%20MELISSA%20GÓMEZ%20BENÍTEZ.docx%23_Toc141588041
file:///C:/Users/WIN10/Documents/2023%20Revisión%20documentos/LATEX/TESIS%20-%20FANNY%20MELISSA%20GÓMEZ%20BENÍTEZ.docx%23_Toc141588043
file:///C:/Users/WIN10/Documents/2023%20Revisión%20documentos/LATEX/TESIS%20-%20FANNY%20MELISSA%20GÓMEZ%20BENÍTEZ.docx%23_Toc141588044
file:///C:/Users/WIN10/Documents/2023%20Revisión%20documentos/LATEX/TESIS%20-%20FANNY%20MELISSA%20GÓMEZ%20BENÍTEZ.docx%23_Toc141588045
file:///C:/Users/WIN10/Documents/2023%20Revisión%20documentos/LATEX/TESIS%20-%20FANNY%20MELISSA%20GÓMEZ%20BENÍTEZ.docx%23_Toc141588046
file:///C:/Users/WIN10/Documents/2023%20Revisión%20documentos/LATEX/TESIS%20-%20FANNY%20MELISSA%20GÓMEZ%20BENÍTEZ.docx%23_Toc141588047
file:///C:/Users/WIN10/Documents/2023%20Revisión%20documentos/LATEX/TESIS%20-%20FANNY%20MELISSA%20GÓMEZ%20BENÍTEZ.docx%23_Toc141588050
file:///C:/Users/WIN10/Documents/2023%20Revisión%20documentos/LATEX/TESIS%20-%20FANNY%20MELISSA%20GÓMEZ%20BENÍTEZ.docx%23_Toc141588051
file:///C:/Users/WIN10/Documents/2023%20Revisión%20documentos/LATEX/TESIS%20-%20FANNY%20MELISSA%20GÓMEZ%20BENÍTEZ.docx%23_Toc141588052

XII Los Fractales, un contexto para la Ensefianza de la Semejanza

Figura 218: Tridngulos semejantes y el teorema de Tales. ......uuuvireeiiiiiiieiee i e e e e 37
Figura 219: Postulado de SEmMEJAanza AAA. ........cuuuiiee e ceiiee e e e e s e e e e e s s ee e e e e ame e e st e e e e e n e e e e e 38
Figura 220: Postulado de SEMEJANZA LAL. ....ccciuiiieiiiiieeiiiieie e simit ettt ettt e ettt e smate e e st e e e s sbbe e e s anneeeeaas 38
Figura 221: Postulado de SEMEJANZA LLL. .....veiiiiiiieiiiiie ettt ettt et e e 38
Figura 222: Traslaciones €N €l PIano. .......ueiiiiiiii ittt nr et nr e 40
Figura 223: Rotaciones €N €] Plan0. ......cooiuiiiiiiiiie ettt et 40
Figura 224: Simetrias €N €l PIan0.......uuueiie i cer e e e e s e e e s e e e e s e arree e 41
Figura 225: Representacion de una homotecia con razdn NEGativa. .......ccuveveeeiiiiviieeeeeiieseiiiee e e e e s 41
Figura 226: Representacion de homotecia con razon POSItIVa. ...ueeeeeeiicriiereeesiiiniimirereeesesnrreeeeeesesneneens 41
Figura 227: Descomposicién de un poligono en regiones triangulares. ..........ccccvveeeesvicvvvevemeeeessscvnnnnnnn 42
Figura 228: Elementos de 13 CirCUNTEIreNCIa. ... .ccoiviiiiiiiee ettt 43
Figura 229: Poligono circunscrito €n una CirCUNTErENCIA. ... ...uvieiiiiie ittt 43
Figura 230: Poligono inscrito €n una CirCUNTEIrENCIA. ......civuiiiiiiiiie it rme et A4
Figura 231: Autosimilaridad €n €l BrOCOII. ..uueiieiiiiiiieiie e i cee e e s e et e e e e e s e nrrae e e e 47
Figura 232:1magen del fractal de Mandelbrot (Rubiano, Iteracién y Fractales, 2009)(p. 103) ..................48
Figura 233: Pasos para construir [a curva de HilDert. .........eeeeiiiiiiiiiiic e 49
Figura 234: Representacion de la curva de Hilbert. .........cccccvvviviiiiiiiieeieiiiiiieinininneeeeeeeeeeeeessmreeeseeseeeeene . 49
Figura 235: Pasos para construir el conjunto de Cantor. .........ccuuueiieeriiniiieiienee e e eiiieee e e e s s eeeieeeeeemee e s eene 50
Figura 236: Representacion del conjunto de Cantor. .........iicuuuriireesiiiiiiiinee e e e s et ee e e e s e e e e e e e s eneeeees 50
Figura 237: Pasos para construir el tridngulo de SIerpinski. .........iccueeeireesiniiiiiieeee e eseeviee e e 52
Figura 238: Representacion del tridngulo de SIerpinsKi. ..........oicureireeeiiiiiiiieeer e e e s sriieee e e e e e ssereeremee e e e e 52
Figura 239: Pasos para construir la curva de KOCh........cccccuuieiiiiiiiiiiiiiieeebe e es s e ae e eeeeeeees 53
Figura 240: Representacion de la curva de KOCh. .......ooooiiiiiii i 53
Figura 241: Pasos para construir el copo de nieve de KOCh...........ccooiiiiiiiiiii i1 54
Figura 242: Representacion del copo de Nieve de KOC. .........ooiuuiiiiiie i emee e 55
Figura 243: Copo de nieve de Koch inscrito en una circunferencia. ........cccocveeeiiireeiniiine e 56
Figura 31: Representacion de figuras semejantes con aspecto de proyeccion y de homotecia. ................. 65
Figura 32: Figuras en disposiCion NOMOLETICA. ....eiiiuvvviiiiee ittt e e et e et e e e s s e e e e e s eeeeees 66

Figura 33: Fractales n GEOGEDIa. .......oooii oo e s annnnnnnnne 72


file:///C:/Users/WIN10/Documents/2023%20Revisión%20documentos/LATEX/TESIS%20-%20FANNY%20MELISSA%20GÓMEZ%20BENÍTEZ.docx%23_Toc141588055
file:///C:/Users/WIN10/Documents/2023%20Revisión%20documentos/LATEX/TESIS%20-%20FANNY%20MELISSA%20GÓMEZ%20BENÍTEZ.docx%23_Toc141588056
file:///C:/Users/WIN10/Documents/2023%20Revisión%20documentos/LATEX/TESIS%20-%20FANNY%20MELISSA%20GÓMEZ%20BENÍTEZ.docx%23_Toc141588057
file:///C:/Users/WIN10/Documents/2023%20Revisión%20documentos/LATEX/TESIS%20-%20FANNY%20MELISSA%20GÓMEZ%20BENÍTEZ.docx%23_Toc141588058
file:///C:/Users/WIN10/Documents/2023%20Revisión%20documentos/LATEX/TESIS%20-%20FANNY%20MELISSA%20GÓMEZ%20BENÍTEZ.docx%23_Toc141588059
file:///C:/Users/WIN10/Documents/2023%20Revisión%20documentos/LATEX/TESIS%20-%20FANNY%20MELISSA%20GÓMEZ%20BENÍTEZ.docx%23_Toc141588060
file:///C:/Users/WIN10/Documents/2023%20Revisión%20documentos/LATEX/TESIS%20-%20FANNY%20MELISSA%20GÓMEZ%20BENÍTEZ.docx%23_Toc141588061
file:///C:/Users/WIN10/Documents/2023%20Revisión%20documentos/LATEX/TESIS%20-%20FANNY%20MELISSA%20GÓMEZ%20BENÍTEZ.docx%23_Toc141588062
file:///C:/Users/WIN10/Documents/2023%20Revisión%20documentos/LATEX/TESIS%20-%20FANNY%20MELISSA%20GÓMEZ%20BENÍTEZ.docx%23_Toc141588063
file:///C:/Users/WIN10/Documents/2023%20Revisión%20documentos/LATEX/TESIS%20-%20FANNY%20MELISSA%20GÓMEZ%20BENÍTEZ.docx%23_Toc141588064
file:///C:/Users/WIN10/Documents/2023%20Revisión%20documentos/LATEX/TESIS%20-%20FANNY%20MELISSA%20GÓMEZ%20BENÍTEZ.docx%23_Toc141588065
file:///C:/Users/WIN10/Documents/2023%20Revisión%20documentos/LATEX/TESIS%20-%20FANNY%20MELISSA%20GÓMEZ%20BENÍTEZ.docx%23_Toc141588066
file:///C:/Users/WIN10/Documents/2023%20Revisión%20documentos/LATEX/TESIS%20-%20FANNY%20MELISSA%20GÓMEZ%20BENÍTEZ.docx%23_Toc141588067
file:///C:/Users/WIN10/Documents/2023%20Revisión%20documentos/LATEX/TESIS%20-%20FANNY%20MELISSA%20GÓMEZ%20BENÍTEZ.docx%23_Toc141588068
file:///C:/Users/WIN10/Documents/2023%20Revisión%20documentos/LATEX/TESIS%20-%20FANNY%20MELISSA%20GÓMEZ%20BENÍTEZ.docx%23_Toc141588070
file:///C:/Users/WIN10/Documents/2023%20Revisión%20documentos/LATEX/TESIS%20-%20FANNY%20MELISSA%20GÓMEZ%20BENÍTEZ.docx%23_Toc141588071
file:///C:/Users/WIN10/Documents/2023%20Revisión%20documentos/LATEX/TESIS%20-%20FANNY%20MELISSA%20GÓMEZ%20BENÍTEZ.docx%23_Toc141588073
file:///C:/Users/WIN10/Documents/2023%20Revisión%20documentos/LATEX/TESIS%20-%20FANNY%20MELISSA%20GÓMEZ%20BENÍTEZ.docx%23_Toc141588075
file:///C:/Users/WIN10/Documents/2023%20Revisión%20documentos/LATEX/TESIS%20-%20FANNY%20MELISSA%20GÓMEZ%20BENÍTEZ.docx%23_Toc141588077
file:///C:/Users/WIN10/Documents/2023%20Revisión%20documentos/LATEX/TESIS%20-%20FANNY%20MELISSA%20GÓMEZ%20BENÍTEZ.docx%23_Toc141588078
file:///C:/Users/WIN10/Documents/2023%20Revisión%20documentos/LATEX/TESIS%20-%20FANNY%20MELISSA%20GÓMEZ%20BENÍTEZ.docx%23_Toc141588080

Contenido X1

Lista de tablas

Tabla 11:
Tabla 21:
Tabla 22:
Tabla 23:
Tabla 24:
Tabla 25:
Tabla 26:
Tabla 27:
Tabla 28:
Tabla 31:
Tabla 32:
Tabla 41.:

Pag.
Teoremas enunciados por Tales de MiIleto. ........coooiiiiiiiiiiiii e 12
Clasificacion de triangulos segun la medida de sus Angulos. ............coiiiiiiiiiiiiiiiie e 32
Clasificacion de triangulos segun la congruencia de sus [ados. .........uuveiiiiieiiiiiiiiiiie e 32
P Feq UL ool U= Yo 1| F= T <1 o S S 35
Generalidades del conjUNTO de CantOr. ......ccuuiiiiiiiiii e cer e e e e e e e e e aaa s 50
Generalidades del tridangulo de Sierpinski..........oi i err e 52
Generalidades de |2 curva de KOCh. ... ..ccuueiiiiiii e ene e e e e e e e 54
Generalidades del copo de nieve de KOCh. .........ueiiiiiiiiiiiiii e 55
(DT 0 T=T 1] oY T =¥ ol [ To 1Y T PP 57
Recursividad en los niveles de Van Hiele propuesto por Fouz (2001). .....ccoeeeeeeeeieiiiniiiiiiiiieeennn. 63
Errores asociados al aprendizaje de |a SEMEJaNza. .......cceeeuviiieiiiiiii e e 67

Estructura de la secuencia de ensefianza del concepto de semejanza. .........cccveveevvvneeeeevvimeenn. 74






Introduccidén

Constantemente la reflexion pedagdgica del educador acerca del impacto de su labor en
el desarrollo social y cognitivo de sus educandos lo lleva a utilizar diversas estrategias de
ensefianza y aprendizaje, a querer involucrar, nuevas aplicaciones, nuevas conexiones y
diversas herramientas, entre ellas la tecnologia, que permitan un acercamiento a
contenidos disciplinares desde diferentes contextos, en situaciones cotidianas o cercanas

al estudiante; es decir, intentando dar al conocimiento una perspectiva sociocultural.

Dicha reflexion pedagdgica ha llevado al desarrollo de la presente propuesta de ensefianza
del concepto de semejanza en figuras planas, a través de figuras no estudiadas en la
geometria euclidiana tradicional y que son figuras geométricas cuya construccion se da en
un namero infinito de pasos y que denominaremos figuras de tipo fractal, que ademas
como se ilustrara en muchos apartes del trabajo modelan entre otros, fenémenos de la

naturaleza, que creemos pueden motivar al estudio de la semejanza.

Es un hecho que la geometria esté presente en la naturaleza, en sus formas diversas y un
poco complejas, ademas, en el ser humano, en la estructura de sus 6rganos vitales y en
general en el universo; siendo una caracteristica comin a éstos la evidencia de ciertos
patrones de recurrencia que llevan a la nocién de fractal. Los objetos de tipo fractal fueron
estudiados inicialmente por los fisidlogos al observar patrones de recurrencia en la

formacion de ciertos tejidos y 6rganos del cuerpo humano como por ejemplo los pulmones.

Con esto, se quiere decir que la geometria y mas especificamente la semejanza sera

abordada a través de formas geométrica fractales.
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Para empezar, es necesario entender que en la naturaleza existen objetos que no son
modelados a través de la geometria euclidiana y que relacionan construcciones de tipo
infinito, de otro modo, objetos generados a partir de patrones de recurrencia que van
generando figuras autosemejantes. Algunos ejemplos son las costas maritimas, los
caudales de los rios, los movimientos maritimos, los rayos y plantas como el brécoli y
algunas suculentas. Estos objetos motivan la nocion de fractal, cuya definicion en
matematicas involucra intuitivamente elementos relacionados entre otros, con la
semejanza, la topologia y el infinito; y en este punto es necesario advertir que para el

estudio que nos ocupa nos centraremos en los aspectos relacionados con la semejanza.

En particular es de anotar que se adoptara, por los intereses de este trabajo, una definicion
de fractal cercana al ambiente escolar y que se considera apropiada para el estudiante.

De forma intuitiva, AUn fractal ser8 par

una figura dada por medio de una recurrencia o transformacién, tal que sus partes

resultan semejantes a | a figura inicial6o.

El objetivo central de este trabajo es motivar e introducir al estudiante de grado
noveno en el estudio de la semejanza a través de nuevos objetos, que serédn de tipo
fractal, objetos que inicialmente no son de lacompetencia de la geometria euclidiana

tradicional.

En particular, para introducir el concepto de semejanza, creemos importante, ademas de
la idea intuitiva de ampliar o reducir, que sea evidente que la semejanza y autosemejanza
estan presentes en la naturaleza y apoyados en este hecho, creemos que esta puede ser

una fuente de motivacion para los estudiantes.

Este trabajo de investigacion se desarrolla en la IED Mariano Santamaria, una institucion
educativa departamental ubicada en la zona rural de San Antonio del Tequendama, que

tiene una cobertura de 800 estudiantes provenientes especialmente de zonas rurales.

En la institucién educativa el area curricular de matematicas se apoya en los Lineamientos
curriculares (Ministerio de Educacion Nacional, 1998), en los Estandares basicos de

competencias en mateméticas (Ministerio de Educacion Nacional, 2006) y en los derechos

a

nosotro
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basicos de competencias en Matematicas DBA (Medina Pulido, y otros, 2016), organizados
por asignaturas en un solo bloque aritmética, algebra y geometria, y en otro bloque la
estadistica, promoviendo el desarrollo de los pensamientos numeérico, espacial, métrico,

aleatorio y variacional.

Este trabajo pretende apoyar lo que consideramos seria lo ideal en el aprendizaje de las
matematicas escolares, esto es, “una articulacion de la aritmética, el algebra y la geometria
y su interpretacion desde contextos significativos para los estudiantes”. Con esta idea en
mente, se pretende mejorar en los estudiantes, las competencias de comunicacion,
resolucién de problemas y razonamiento, a través del uso del lenguaje algebraico, del
estudio de los efectos de transformaciones aplicadas a figuras planas y de la resolucion e

interpretacion de problemas de variacion.

Al respecto, tanto en los Lineamientos Curriculares como en los estandares de
matematicas se plantea que los estudiantes deben ser formados a través del desarrollo del
pensamiento matematico en relacion a la identificacion de relaciones entre formas
geomeétricas, la exploracién de patrones y regularidades, la modelacién y la formulacion de

conjeturas que permitan justificar procedimientos matematicos.

A continuacion, se describen los elementos que soportan el trabajo de investigacion.

En el disefio de la propuesta didactica se han utilizado formas fractales que intuitivamente
seran para nosotros figuras geométricas generadas a partir de una figura dada en un
namero infinito de pasos, por un patrén de recurrencia y que en cada paso va generando
figuras semejantes. La geometria fractal, que corresponde al estudio de los objetos
fractales, permite abordar desde temas basicos relacionados con areas y perimetros,
pasando por la relacion de semejanza, hasta sucesiones y series, por lo que sera
herramienta fundamental para el desarrollo de los conceptos aritméticos, geométricos y

algebraicos que se pretenden trabajar.

La ensefianza de la geometria ha sido tema de estudio por décadas, sin embargo, solo
hasta los ultimos afios en investigaciones como “Actividades de Geometria fractal en el
aula de secundaria” (Haro & Redondo, 2004) se han presentado propuestas didacticas con

el objetivo de vincular la geometria fractal a la escuela, argumentando que ésta permite
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cambiar la vision que tenemos del mundo, ademas de permitir identificar conceptos y

procedimientos matematicos situados en contextos reales.

Al respecto de los fractales se han revisado trabajos relacionados con la geometria como:
-“Fractales: La frontera entre el arte y las matematicas” (Navas & Quesada, 2013); -
“Introduccién a la geometria fractal” (Valdés, 2016), asi como documentos relacionados,
con el uso de las TICS en el aula de clase, con el desarrollo didactico y tecnoldgico de la
semejanza; - Investigaciones como “El arte, un contexto para la ensefianza de poligonos
en grado séptimo” (Miranda, 2016), que pretende identificar contextos significativos para
el estudiante relacionando la matematica con la vida cotidiana, en esta perspectiva el autor
propone algunas actividades para la ensefianza de poligonos haciendo uso del arte y el
software GeoGebra, concluye que “es de vital importancia encontrar un contexto que

permita la relacion de la geometria con el mundo que nos rodea”.

El software Geogebra resulta muy util sobre todo en los casos en que es complicado
describir las figuras que se estan formando, como también en los casos en los que se
pretende explorar patrones y regularidades, proponer ideas de una justificacién de caracter

formal o informal y formular conjeturas.

Sobre el contenido del trabajo

Tomando como referencia las anteriores reflexiones este trabajo se presenta en cinco

capitulos, los cuales se describen a continuacion.

En el capitulo uno se presenta el desarrollo histérico del concepto de semejanza, de

congruencia y de objetos fractales.

En el segundo capitulo se presentan los referentes disciplinares relacionados con los
conceptos geométricos como la semejanza, la congruencia, los fractales y conceptos

algebraicos como las series y las sucesiones.

En el tercer capitulo se analizan los aspectos didacticos y curriculares que permiten
orientar el planteamiento de la secuencia didactica para la ensefianza de la semejanza a

través del uso de formas fractales. Entre otros aspectos se consideran los Lineamientos
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curriculares, los Estandares basicos de competencias en Matematicas, los Derechos
basicos de aprendizaje (DBA), los niveles de Van Hiele para la didactica de la geometria y
el planteamiento del modelo para el desarrollo y evaluacién de competencias académicas
DECA (Marin, Guzman , & Pefia, 2013).

En el capitulo cuatro, se presenta la propuesta didactica para la motivacion del estudio de
la semejanza a través del uso de objetos de tipo fractal para grado noveno. En particular,
se describe el disefio de la propuesta, la secuenciacion y organizacién de las actividades,
haciendo referencia a los elementos que se consideran fundamentales en su disefio, como
son: los niveles de Van Hiele para la didactica de la geometria, los derechos béasicos de
aprendizaje, el uso de recursos, en especial el software GeoGebra. Este capitulo finaliza
con el analisis cuantitativo y cualitativo de las actividades aplicadas en el aula de clase de
grado noveno, teniendo en cuenta que fueron seleccionadas cuatro actividades de acuerdo
a su funcion dentro de la unidad didactica: una de inicio e introduccién, una de
reestructuracion, una de profundizacion y una final de evaluacién, aun cuando se debe

tener claro que la evaluacion se debe realizar de forma permanente.

En el capitulo cinco se presentan las conclusiones y recomendaciones derivadas del

desarrollo del trabajo.

En seguida del capitulo cinco se presentan dos anexos, en el anexo A se encuentra el
formato para el analisis de las actividades y que sustenta la seccion del capitulo cuatro en
el que se muestran los andlisis a las actividades desarrolladas por los estudiantes, en el
anexo B se muestran algunas de las actividades desarrolladas y presentadas por los

estudiantes.

Al final del trabajo se presenta la bibliografia que se consider6 pertinente para el desarrollo
del trabajo.






1. Aspectos Histéricos de la Geometria

La evolucion histérica del concepto de semejanza presentada a continuacion se
fundamenta en los textos “Historia de la matematica” de (Boyer, C, 1986) y “El pensamiento
matematico de la antigliedad a nuestros dias” de (Kline, 1999).

De forma intuitiva se puede considerar que la aritmética se basa en las nociones primitivas
de los conceptos de nimero y magnitud y la geometria se centra en el estudio y analisis
de formas en el espacio. Ambas intimamente relacionadas con la finalidad de dar solucién
a problemas cotidianos.

A continuacion, se presenta una breve resefia de cada una de las culturas que desde la
antigiiedad han contribuido al desarrollo de la geometria.

1.1 Egipto

Las manifestaciones geométricas se remontan a épocas muy antiguas en las que
probablemente su uso surge a partir de la habilidad del ser humano para reconocer formas
y comparar objetos de su entorno, asi como para dar solucion a problemas cotidianos.

Segun Herodoto (484 a. C.) historiador griego la geometria nace en Egipto debido a la
necesidad de trazar linderos de las tierras cada vez que el rio Nilo las inundaba”,
probablemente surgi6 mucho tiempo antes, pero al solo encontrarse registros escritos
alrededor de 3000 afios a.C., no es posible situar su origen en un periodo de tiempo exacto.
Los gedmetras alli eran llamados tensadores de cuerdas ya que ayudados por cuerdas y
estacas realizaban sus mediciones.

El papiro del Rhind, manuscrito por el escriba Ahmes y el papiro de Moscu hacen parte de
los hallazgos mas importantes de los cuales se puede obtener informacién de la
matematica egipcia, hallados hacia 1650 a. C. y 1800 a. C. respectivamente.

En el papiro del Rhind se evidencia el manejo de triAngulos rectangulos entre los que se
establecen comparaciones y relaciones entre sus lados y angulos, de lo cual se puede
inferir el inicio de una teoria de triAngulos semejantes. El problema 56! de éste papiro es
el siguiente: ¢ Cual es el seqt de una piramide de 250 cubits de altura y 360 cubits de lado
en la base?, para el cual Ahmes da la siguiente solucion.

L El problema fue hallado en el papiro de Rhind y hace parte de los 87 problemas de que consta
este papiro, por su parte el papiro de Moscu consta de 25 problemas, relacionados con el calculo
de superficies y linderos (Pulpon, 2017).



8 Los Fractales, un contexto para la Ensefianza de la Semejanza

Calcula- Q@ @ada p Y 1T

Multiplica ¢ v tiasta obtener p yda - - — Un

cubit son 7 palmos

Multiplica ahora 7 por- - — se obtiene
U —
Luego el seqtesuv  — palmos por codo

Figura 1-1: Representacion del problema
56 hallado en el papiro del Rhind.

La figura representa los datos del problema, ¢ @ tubits de lado en la base, ¢ v tubits de
alturay se busca hallar el seqt, el cual se refiere a la pendiente de la piramide, la cual debia
mantenerse en las cuatro caras, se puede observar que los procedimientos se reducen a

fracciones unitarias.

Ademas se debe tener en cuenta que, un cubit son X palmos y un palmo es - del codo, con

lo cual se obtiene que un cubit es equivalente a un codo. Los palmos se usaban como
unidad de medida para mediciones horizontales y para mediciones verticales se usaban
como unidad de medida los codos. En la actualidad, éste problema se puede resolver

aplicando la cotangente del angulo| .

En el papiro de Moscu (1800 a.C.) hay evidencia
de sus métodos para hallar longitudes, areas y
voliumenes, aunque con menos precision que la
hallada en el papiro del Rhind.

Las razones de semejanza se evidencian en el
siglo Xlll a.C., con los dibujos que aparecen en la
tumba de Seti I, formas similares con distintas
dimensiones, pero guardando la misma razén de
proporcionalidad.

Esta imagen? hallada en uno de los muros de la
tumba de Seti |, faradn egipcio, hos muestra la
réplica a diferente escala de formas egipcias que
dan la apariencia de autosimilaridad.

Figura 1-2: Evidencia de semejanza en la tumba de
Seti I

2 Imagen tomada en uno de los muros de la tumba de Seti | tomada de (Tumba de Seti | (KV17)).
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1.2 Mesopotamia

En el valle de Mesopotamia surgen las civilizaciones denominadas Babilonicas (sumerios,
asirios y persas) alrededor de 2000 a.C. las fuentes de informacion babilénicas son tablillas
hechas de arcilla, lo cual permiti6 que se conservaran en mejor estado que los papiros
egipcios.

De los babilonios, existen tablillas de las que se puede conjeturar que su trabajo fue mas
de tipo algebraico que geométrico aun cuando presentan grandes aportes a la geometria,
“conocian la relacién pitagodrica, la semejanza de triangulos y la proporcionalidad de los
lados correspondientes en triangulos semejantes” (Kline, 1999).

En particular, en la tablilla Plimpton 322 aparecen listas de niumeros que parecen ser
expresiones para obtener triplas pitagoricas, pero sin una clara identificacion de su uso.
Esta tablilla consta de cuatro columnas y 15 filas en escritura cuneiforme utilizando un
sistema de notacion de base sexagesimal.

Los babilonios estuvieron interesados en una clase de triplas pitagéricas en las que los
lados ofty y & de un triangulo rectangulo se caracterizaban por: & @ ¢ ¢ "QQ0 g @b
O@EQQOAM® 0 UL Wo@E & QQBWO D U , en donde 6 WL son enteros
positivos que son llamados generadores, obteniéndose la igualdad ¢o6 0 6 U
6 U ,asi, (p ¢clmploe)dorman una tripla pitagérica de éste tipo con generadores
0 pcwL .

En la tablilla MLC (1950) se presentan ejemplos de Figura 1-3: Representacién del problema sobre
solucién de problemas sobre la teoria de triangulos €12 de tiangulos en la tablilla MLC.

y se describe el calculo de las bases de dos

triangulos rectangulos semejantes. En la A

actualidad se puede dar solucién a esta situacion
planteando razones proporcionales entre los
segmentos dados, de la siguiente manera:

Q M Q om M OCTM OT UT
00 06 '00 00 00 06

Al sustituir 6 6 @ ®O'O Geey despejar Gee se
obtiene @ —
Como el area del trapecio es — 2 se sigue que

° scfH & —Nd eoc

Al remplazar ¢een la expresion anterior se obtiene ® ¢ W@ p ¢

Concluyendoque 6 6 ¢ mMwOO p ¢

Para los Babilonios tenia mas importancia la aproximaciéon numérica que el contexto
geomeétrico en el que se presentaran las situaciones, no estudiaban la geometria en si,
mas bien la estudiaban ligada a problemas practicos en los que al final se reducia al calculo
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numeérico, problemas relacionados con la construccion de presas, canales de riego y areas
de campos.

En 1936, se hall6 una tablilla procedente de Susa, antigua ciudad irani, que presenta entre
otros un problema sobre el triangulo isdsceles con lados v fv Ty @ Tila situacion consiste
en encontrar el radio de una circunferencia que pase por los tres vértices. En la solucién
actual de este problema podemos utilizar el teorema de Pitagoras. En este tipo de
problemas se usa implicitamente el concepto de razdn. Se dice que conocian que la
perpendicular trazada desde el vértice de un tridngulo isosceles biseca la base del
triangulo.

Sedaeltriangulo 0 6pcon6 6 66 v Tnyla Figura 1-4: Representacion del problema del
circunferencia circunscrita de centro 0 y radio i . triangulo isosceles en la tablilla de Susa.

Sean O el punto medio del segmento 6 6 -
y 2 0 'O driangulo rectangulo.
Por el teorema de Pitagoras tenemos

60 006 1006,

Entonces, 6 O um o m dedonde
00 tmsean, 'O 060 U6

yi el radio de la circunferenciai 00 U006 0O

C.
o

entonces U 'O Tt 1 i denuevo por el teorema de Pitdgoras tenemos 0 6 006
y sustituimos i o TTmi N WNmnpenmn i N

i ——nN o fx wbteniendo asi que el radio de la circunferencia es 31,25.

Figura 1-5: Aproximacién al valorde la- En |a tablilla de Yale nombrada (YBC 7289) realizan el
raiz cuadrada de dos en la tablilla de

vale. célculo de la diagonal de lo que parece ser un cuadrado
realizando una muy buena aproximacion a Vi¢. Es probable
gue daban por cierto el concepto de semejanza de una
forma intuitiva.

En una tablilla en el museo de Bagdad en Iran aparece un
triangulo rectangulo, subdividido en cuatro tridngulos
rectangulos menores, para el que se calcula una de sus
longitudes utilizando una estrategia relacionada con la
semejanza®, que en nuestros dias esta formulada como el
teorema que se enuncia a continuacion:

3 Historia de la Matemética (Boyer, C, 1986). (p. 63)
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"En un tridngulo rectangulo, al trazar una perpendicular desde el angulo recto hasta la
hipotenusa, los triangulos que se forman a cada lado de esta perpendicular son
semejantes entre si y al triangulo entero".

Los lados del triéngulo 0 0 G®on Figura 1-6: Imagen en la tablilla del
museo de Bagdad.

66 oh 66 th 66 X

El triangulo 0 6 6se subdivide en cuatro triangulos N
rectangulos menores y semejantes entre si

20 0B26 Ok OOz OO0

y el escriba calcula la longitud del lado 6 ‘Ocomo 27, f
haciendo uso del teorema que dice ‘las areas de figuras AD=27
semejantes, son entre si como los cuadrados de los lados
correspondientes”. A partir de la idea de proporcién se
tendria:

) O

N v 00 . TL TULU CTCU

o'!
v UOO X U X U <X

o:
I O
o:

| —~

o:
O-
([@}]
O-

>
—~

Al respecto de la razén entre la circunferencia y su diametro, la cual genera el nimero “,
al parecer, la primera aproximacion a este nimero la realizaron los babilonios hacia (1900
a.C.) quienes estableciendo la razén entre el perimetro de un hexagono regular y el

diametro de su circunferencia inscrita toman el valor de 6~ ofp ¢ el cual parece ser una
muy buena aproximacién para la época

Hasta este momento de la historia no hay evidencia de la necesidad de demostraciones
I6gicas o de ofrecer justificaciones de las conjeturas o reglas matematicas utilizadas, ya
gue éstas eran el resultado del ensayo y el error en la experiencia practica de cada
civilizacion.

1.3 Grecia

El periodo griego es relevante porque a pesar de

gue hay evidencia del desarrollo de la geometria en Figura 1-7: Representacién del célculo de la altura de la
civilizaciones egipcias, babilénicas e hindles, riramide de Keops.

fueron los griegos los primeros en aportar una

estructura légica a la geometria.

Las primeras informaciones acerca de la semejanza
se remontan aproximadamente al afio 600 a.C. con
el trabajo de Tales de Mileto, fundador de la escuela
Joénica, influenciado por los egipcios, quien para
calcular la altura de una pirdmide midi6 la longitud
de su sombra en el momento en el que la sombra
proyectada por un poste vertical era igual a su
altura, mediante el uso de triangulos semejantes.
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A este gedmetra y pensador se le atribuye el teorema “Un angulo inscrito en una
semicircunferencia es un angulo recto” y un tipo de demostracion del mismo; ademas el
planteamiento de los siguientes teoremas:

Tabla 1-1: Teoremas enunciados por Tales de Mileto.

TEOREMAS ENUNCIADOS POR TALES DE MILETO

Todo circulo queda
dividido en dos partes

iguales por su diametro.

Los angulos opuestos por
el vértice en dos rectas

que se cortan son iguales.

Todo angulo inscrito en
una semicircunferencia

es recto.

Los angulos de la base en un
triangulo is6sceles son

iguales.

/

Afios mas tarde, en 572 a. C. Los pitagoricos partiendo de la premisa de que “todo es
namero” realizaron una demostracién no rigurosa del teorema de Pitdgoras a partir de
casos concretos, ademas se les atribuye la construccion de las figuras coésmicas o al
menos que conaocian el tetraedro, el hexaedro y el dodecaedro. Teniendo en cuenta que
este Ultimo presenta caras pentagonales, se dice que conocian el pentdgono regular y
algunas de sus propiedades como que al trazar sus cinco diagonales estas: se intersecan
formando un nuevo pentagono regular, forman varios pares de triangulos congruentes, las
subdivisiones de las diagonales forman “la seccion aurea”, también llamada divisiéon de un
segmento en media y extrema razon.

Ahora ejemplifiguemos estos hechos. o
Dado el pentagono regular 6 6 0 ‘Q&Dtrazar sus diagonales 60 d0 GV GO ‘A6 O

Figura 1-8: Representacion del pentagono regular y (') Se Obtierje_ un nuevo pentégono
sus diagonales. regular 0® ®aDAD.

(ii). Entre otros, los triangulos Y6 6 &
Y6 & @son congruentes

(iii). Entre otros, los triangulos Y6 6 &
Y8 & ‘©on semejantes

(iv). El punto ‘Odha dividido el segmento
0 0en media y extrema razén, por lo
tanto la razén entre 6 6y 6O genera el

namero aureo (—2%  php p Wi .m.

Hay que mencionar que otro de sus
aportes radica en que proponen una
teoria de la proporcion utilizada para
deducir propiedades de figuras
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semejantes, como triangulos rectangulos semejantes construidos a partir de ternas
pitagodricas. Del mismo modo identificaron dos tipos de razones, las conmensurables,
aquellas que se podian expresar por medio de numeros enteros, por tanto, medidas por
una unidad comun y las razones inconmensurables, aquellas que no cumplian esta
propiedad, como es el caso de la razén que hay entre la diagonal del cuadrado y la medida
del lado. Las magnitudes inconmensurables dan origen a lo que hoy en dia llamamos
nameros irracionales.

Hacia el afio 430 a.C. circularon por Grecia tres problemas que se pedia fueran
solucionados Unicamente usando regla y compas, con el pasar del tiempo serian llamados
los tres problemas clasicos de la antigiiedad, estos son: la cuadratura del circulo, la
duplicacion del cubo y la triseccion del angulo. Los esfuerzos por dar solucién a dichos
problemas motivaron el pensamiento matematico y el desarrollo de la matemética griega,
en relacion a la teoria de proporciones y a la semejanza. Al respecto, es de notar que, en
el siglo & "Odon la aparicién del algebra moderna, en particular usando herramientas de la
teoria de cuerpos se dio solucion a dichos problemas.

Eudemo, historiador griego, atribuye el siguiente teorema a Hipo6crates de Chios:
“segmentos semejantes de circulos estan entre si en la misma razén que los cuadrados
construidos sobre sus bases”, se cree entonces que con éste teorema HipOcrates, realizé
de forma implicita un acercamiento a la teoria de proporciones, ademas de realizar la
primera cuadratura de una figura curvilinea, la cuadratura de las linulas®.

Al respecto de las lunulas, dado un tridngulo rectangulo como Figura 1-9: Representacion de la
lo muestra la figura 1-9, se puede verificar que el area de| cuadraturade lalinula.
triangulo es igual a la suma de las areas de las lunulas £

construidas sobre los catetos.

En particular, dado un triangulo rectangulo 0 6 6como lo
muestra la figura 1-10, se puede verificar que e | area de la
linula construida sobre la hipotenusa es igual a la suma de las .
areas de las linulas construidas sobre los catetos. Por lo tanto,
el area del triangulo es igual al &rea de la linula construida sobre
la hipotenusa, determinandose la cuadratura de la lunula.

Figura 1-10: Representacion de la . .
cuadratura de la Ianula en un trianguo Eudoxo de Cnido hacia 355 a.C. plantea una nueva

rectangulo isésceles. teoria de proporciones. Partiendo de la idea de magnitud
P continua, planteaba la razon entre magnitudes y a partir
/ de ella una proporciéon en la que incluia magnitudes

conmensurables e inconmensurables evitando el uso de
nameros; con este manejo soluciona parcialmente la
dificultad de asignar valores numéricos a las longitudes
de segmentos, de angulos y otras magnitudes de medida
irracional. Los conceptos de razdn y proporcion estaban
ligados a la geometria y su formulacién fue utilizada en el
libro V Euclides.

4 Una linula es una figura plana limitada por dos arcos de circunferencia de radios distintos.
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La teoria de proporciones de Eudoxo, separa la matematica de las situaciones practicas y
pone énfasis en la geometria, en consecuencia, los mateméaticos se dedican a la geometria
obteniendo grandes avances al respecto y descuidan la aritmética y el algebra.

Aproximadamente hacia el afio 300 a.C. aparecen los Elementos de Euclides, obra
maestra de la geometria; compilacion de 13 libros dedicados a la geometria, aritmética y
algebra. A continuacién, nos referiremos Unicamente a algunos libros que desarrollan el
concepto de semejanza y algunos conceptos relacionados.

En el libro | se fundamenta la geometria a partir de las nociones comunes, los postulados
y las definiciones. Luego aparecen las proposiciones que fundamentan las
demostraciones, iniciando por algunos teoremas sobre triAngulos, paralelas y areas.

El quinto postulado, también llamado de las rectas paralelas, fue refutado por varios
matematicos a través de la historia, buscando deducirlo de los otros postulados, el primero
fue Ptolomeo, seguido por Proclus, Jhon Wallis (1693) y Joseph Fenn (1769) entre otros.

En el libro Il se presentan 14 proposiciones relacionadas con las leyes fundamentales de
la aritmética y la trigonometria y sus demostraciones. La figura usada en la proposicion 11
del libro 1l es la base de otra figura que aparece en muchos textos para ilustrar la propiedad
iterativa que tiene la seccion aurea, construida a partir de un segmento como se muestra
a continuacion:

Figura 1-11: Construccion de la figura usada en la proposicion 11-11 de los Elementos de Euclides.

i r I ; | E.I' }
[l Iy i i L i H ] s l : , T

A partir del segmento 0 6se construye un cuadrado 0 6 0, @continuacion, se halla el punto
medio Odel segmento 0 ‘Oy con centro en Oy radio ‘O dse traza el arco de circunferencia.
Se debe prolongar 6 Chasta "Ode tal manera que "Oeste en la interseccion del segmento y
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la circunferencia trazada. Luego se construye el cuadrado 0 "O"OyGse prolonga "O'thasta 'O
formando el rectangulo "06 & O

Se puede verificar los siguientes hechos:

i) El area del cuadrado 0 "O"O&3 congruente con el area del rectangulo 06 4 O

ii) Ademas, la razén entre 6 60y 0 "Ges la misma que entre 6 'Oy "O¢, es la razén
aurea —2-,

iii) El rectdngulo menor 06 6€®semejante al rectangulo mayor O "0"0"0

En el libro 11l centrado en el trabajo con la circunferencia se halla la definicién @ "Que se
enuncia como sigue: “segmentos semejantes de circulos son los capaces de contener
angulos iguales”, en el lenguaje moderno se enuncia de la siguiente manera: si en una
circunferencia, dos angulos inscritos intersecan el mismo arco entonces los angulos son
congruentes y de forma mas general, angulos inscritos en arcos congruentes son
congruentes.

El libro V dedicado a la teoria general de las proporciones probablemente basado en las
definiciones dadas por Eudoxo con anterioridad, es la base para el desarrollo en el libro VI
de las demostraciones de los teoremas fundamentales de triAngulos, de paralelogramos y
otros poligonos semejantes. En el libro quinto se extiende la teoria de las proporciones a
razones inconmensurables, Euclides usa magnitudes conmensurables e
inconmensurables entre si en este libro, pero siempre abordadas desde la teoria de las
proporciones.

Es en el libro VI se plantean las definiciones acerca de la semejanza de figuras rectilineas,
extrema y media razon y altura de una figura rectilinea; para en adelante construir las
demostraciones. La proposicién & & @éBuncia el teorema de Pitdgoras como sigue: “En
todo triangulo rectangulo la figura construida sobre la hipotenusa es igual a las figuras
semejantes y analogamente construidas sobre los catetos”, esta se trata de una forma de
generalizar el teorema de Pitagoras, en la que no se requiere de la construccion de
cuadrados si no de figuras semejantes.

En el libro Xl se definen las figuras sdélidas y en especial las semejantes como: “las figuras
sélidas semejantes son las que tienen los angulos sélidos respectivamente iguales y estan
contenidas por igual niumero de planos semejantes”.

Los elementos de Euclides sin duda alguna brindaron una base teérica y estructurada a la
matematica de la época.

1.4 India

Los hindues bajo una gran influencia griega, hacia el afio 800 a.C. hasta el 200 de nuestra
era, presentan métodos de céalculo geométrico para la construccion de altares y templos
mediante esquemas denominados Salvasutras o reglas de la cuerda, en los que entre
otros, se hallan reglas para la construccion de tridngulos rectangulos por medio de ternas
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de cuerdas cuyas longitudes corresponden a ternas pitagoéricas como 3,4y 5; 5,12 y 13;
probablemente dichas ternas pueden haberse derivado de la regla® utilizada por los
babilonios muchos afios antes.

Los hindues realizan un gran aporte a la matematica con la utilizacion de un simbolo para
representar el cero y la utilizacion en conjunto de tres principios basicos en su sistema de
numeracién, como una base decimal, una notacion posicional y un simbolo para cada uno
de sus diez numerales, ademas, incluyen los nimeros negativos para representar deudas
y reglas para operar con estos.

Finalmente se puede intuir que la geometria hindu puede haberse derivado de una especie
de geometria relacionada con ritos primitivos.

1.5 Arabia

La matematica arabe, al igual que la hindd tuvo fundamentalmente influencia griega
adquirida directamente de manuscritos griegos que fueron traducidos a lenguaje arabe. A
partir de la idea griega de los textos astronOmicos en los que usaban fracciones
sexagesimales, realizaron estudios sobre el axioma del paralelismo; es decir; el quinto
postulado de Euclides.

De la matematica hindd, tomaron y mejoraron los simbolos numéricos y su idea de notacion
posicional, pero rechazaron el trabajo con ndmeros negativos y las reglas de las
operaciones.

Su principal representante Al-Khowarizmi influenciado por Diofanto, se encargd del
tratamiento del algebra sin simbolismo, mas de tipo retérica, evitando el uso de cantidades
negativas, dejando ver claramente la influencia griega en sus trabajos, ya que, dio
soluciones algebraicas a las ecuaciones, pero las justific6 mediante procesos geométricos.

Tanto los hindues como los arabes tomaron fundamentacion en la mateméatica griega, pero
se enfocaron en potenciar la aritmética y el algebra retérica, logrando por asi decirlo
nivelarlas a la geometria, la cual habia tomado mucha fuerza en el periodo griego.

1.6 La geometria al finalizar la edad media

Finalizando la edad media aproximadamente después de 1000 afios de un estancamiento
de la matemética generado a partir de la destruccion del museo de Alejandria y de la alta
influencia de la iglesia sobre la sociedad medieval vuelven a resurgir algunas traducciones
y compilaciones que abren paso a una nueva ola de investigacion y produccién
matematica, intentando unir el algebra y la geometria como muchos siglos antes lo
hubieran hecho los arabes.

5 Regla explicada en el numeral 1.2 Mesopotamia.
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A comienzos de siglo XVII Desargues (1639) publica una obra de perspectiva proyectiva
aplicada a las conicas, pero por su vocabulario y su desvinculacion con el algebra no fue
aceptada, mas bien fue olvidada por casi dos siglos, hacia el siglo XIX fue conocido su
teorema -“Si dos triangulos estan situados de manera que las rectas que unen pares de
vértices son concurrentes en un punto, entonces, los puntos de interseccion de los pares
de lados correspondientes son colineales y reciprocamente”- cuyo valor radica en ser una
de las proposiciones fundamentales de la geometria proyectiva.

Este teorema se presenta en el texto de geometria moderna (Moise & Downs, 1972) como
sigue: “Se dan dos triangulos en planos no paralelos de manera que las rectas que unen
sus vértices correspondientes, se intersecan en un mismo punto. Si las rectas que
contienen lados correspondientes de los triangulos se intersecan, los puntos de
interseccién estan alineados”.

Se dan los triangulos Y8 6 6 Ydaadeeen planos no paralelos, de manera que 6 &6 6P
y 0 &se intersequen en 0. Si

OBy o Me 0 Q1 TOQGHYE 6Pse intersecan en Oy 6 By da¥@se intersecan en O,
entonces GOy "Oson colineales.

Figura 1-12: Representacion del teorema de Desargues.

;

El valor de éste teorema radica en la vinculacion entre la geometria y el algebra, ya que
describe algebraicamente una situacibn geométrica inicial, dando luz a lo que hoy
conocemos como geometria proyectiva.

Otros teoremas del mismo tipo, es decir, que trabajan sobre la colinealidad de puntos y la
concurrencia de rectas, sobre tridngulos en la geometria plana, son el teorema de
Menelao astrénomo griego que al parecer data del siglo | d. C., su trabajo no lleg6 a la luz
en griego sino por la traduccién arabe; y el teorema de Ceva publicado en 1678 por
Giovanni Ceva matemadtico italiano. En esta misma fecha publica Ceva ambos teoremas,
el de Menelao y el suyo.
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Figura 1-13: Representacion del teorema de Menelao. Teoremade Menelao: Eneltriangulo 0 6 6
sean ®h ®y wpuntos sobre los lados 6 516 6
y 006 (0o en sus prolongaciones)
respectivamente. Los puntos h® y ¢ son
colineales siy solo si

B

Definicion: En un tridngulo, una ceviana es
un segmento que une un Vértice con un
punto del lado opuesto.

w e

Teorema de Ceva: En el triangulo 0 6 0
sean @h h @ puntos sobre los lados 6 tho 6
y 0 Orespectivamente. Las cevianas 0 o @
y 0 ¢son concurrentes siy solo si

000 WO W

WO WO Wo

La importancia de estos teoremas radica en que a partir de ellos es posible demostrar el
teorema de Pappus (de Alejandria), considerado uno de los Gltimos matematicos griegos
de la antigliedad (300 d. C.), dicho teorema se enuncia asi: “si una figura de seis vértices
como la que ilustra la figura tiene vértices alineados 60N y 6 FOROy ademas, 66 y O'Q
6 6y 009 'Oy © "®e intersecan en los puntos "Gi0"Qentonces estos son alineados”.

Figura 1-15: Representacion del teorema de Pappus.

En general estos teoremas son fundamentales para la geometria proyectiva que se
desarroll6 varios siglos después de que fueran propuestos.
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1.7 Lageometria entre los siglos XIXy XX

A principios del siglo XIX surge la idea de las geometrias no euclidianas® (a partir del
trabajo no conjunto de Gauss, Bolyai y Lobachewsky) al reconocer que el quinto postulado
de los elementos de Euclides, también llamado postulado de las paralelas, no se podia
deducir de los otros postulados. Desde el astronomo Ptolomeo (siglo 1) muchos
matematicos se concentraron en el intento de justificar este hecho. Ahora bien, eliminar
este postulado, o sustituirlo y en general eliminar o afiadir nuevos postulados da origen
una nueva vision de la geometria y su relacién con el mundo, dando origen a las
geometrias no euclidianas.

Carl Gauss hacia 1805 basandose en los trabajos de Saccheri (principios del siglo XVIII)
fue el primer matematico en afirmar que la geometria euclidiana no era la Unica que podia
describir aspectos de la realidad, aunque no public6 sus resultados, al respecto de la
geometria euclidea y mas precisamente de las construcciones con regla y compas.

Gauss’ fue el primero en construir el poligono regular de 17 lados y no dudé en analizar si
era posible construir con regla y compas el poligono regular de 257 lados. Finalmente en
1837 Pierre Wantzel demostré que los poligonos regulares construibles con reglay compéas
deben tener un numero de ladosigualaé ¢ 0 0 8 0 , dondelos 0 son llamados primos
de Fermat y son de la forma ¢ p8Nobtese que ¢ U X ¢ p, por tanto el poligono de
257 lados es construible con regla y compas.

Por esta misma época se hace visible el trabajo sobre geometria descriptiva de Gaspard
Monge y su discipulo Poncelet, quien sistematizé las propiedades proyectivas de las
figuras. Ademas de esto Monge es reconocido por que logra una alianza entre el algebra
y la geometria.

Hacia el siglo XIX fueron considerados como objetos matematicos de una transformacion
la homotecia y la semejanza a partir del trabajo de Félix Klein que iniciando con el estudio
de la geometria analitica termina por fusionar “las geometrias” en la geometria proyectiva
describiendo la geometria como “el estudio de aquellas propiedades de las figuras que
permanecen invariantes bajo la accién de un grupo de transformaciones”, Klein
probablemente basandose en las ideas de Lagrange sobre la teoria de grupos formula esta
caracterizacion acerca de la geometria, con lo cual logra realizar una clara clasificacion de
las geometrias y se termina por considerar la semejanza y la homotecia como objetos
matematicos. La importancia de su trabajo radica en que integré la geometria (geometrias
no euclidianas) de la época con el algebra (teoria de grupos) de la época.

En 1899 David Hilbert matematico aleman publicé “Fundamentos de geometria”
intentando dar un caracter formal a la geometria y conociendo que los elementos de
Euclides tenian una estructura deductiva pero que en ocasiones se recurria a axiomas no
formulados. Inici6é considerando tres tipos de objetos indefinidos: puntos, rectas y planos y
seis relaciones indefinidas (estar sobre, sobre en, estar entre, ser congruente, ser paralelo

6 Para profundizar al respecto de la geometria no euclidea ver Geometria Moderna (Moise & Downs,
1972) y Geometrias no euclidianas (Ruiz, 1999)
7 Historia de la matematica (Boyer, C, 1986). (p. 612)
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y ser continuo) y formula un conjunto de 21 axiomas organizados en grupos referidos a las
propiedades de incidencia, orden, congruencia, continuidad (aspecto que Euclides no
menciona, pero si utiliza en sus razonamientos) y paralelismo (este ultimo equivalente al
guinto postulado de Euclides).

Hilbert sefiala que los objetos indefinidos (rectas, puntos y planos) no debian ser tomados
de forma intuitiva sino como elementos de tres conjuntos diferentes, ademas por medio de
la geometria analitica el tratamiento formal de la geometria quedaba asociado a la
axiomatizacion del algebra. Esta fundamentacion estaba basada en las condiciones de
completitud, consistencia, independencia y simplicidad (Corry, 2002).

1.8 La geometria fractal

La geometria fractal, en palabras de Marifio “es aquella que se percibe mas correcta para
modelar la naturaleza” (Marifio, 2004). La descripcion de caracter geométrico de objetos
naturales como un rayo, una montafia, algunos érganos vitales del ser humano, los copos
de nieve, las cascadas y las nubes, entre otros, no es posible a través de la geometria
tradicional, aquella que se encarga del estudio de triangulos, circulos y otros poligonos,
cuya construccioén es de “tipo finito”; es necesario acudir entonces a la geometria fractal
para describir objetos de la naturaleza como los mencionados, esto es de construcciéon de
“tipo infinito” de otro modo haciendo uso de funciones de “tipo infinito”.

El término fractal fue introducido en la comunidad mateméatica por primera vez por el
matematico Benoit Mandelbrot en 1975, pero desde algunos afios antes, varios
matematicos habian encontrado funciones, digamos de “tipo infinito” con caracteristicas
distintas a las trabajadas hasta el momento.

A mediados del siglo XIX se observan los primeros acercamientos a la geometria fractal,
iniciando probablemente con Bernhard Bolzano (1834) quien separa los conceptos de
continuidad y derivabilidad, presentando una funcién® continua en un intervalo cerrado que

8En (Collette, 2000) la funcion de Bolzano es presentada asi: “Sea 0 &n segmento de rectay 0 su punto medio. Se dividen
0 0y 0 6 en cuatro partes iguales. Sean! y 6 las reflexionesde 6 y 6 por el espejo. La linea quebrada 66 0 6 6 sobre
la que se aplica el mismo proceso de subdivisién que sobre 0 6 proporciona p gsegmentos de recta. Continuando este
proceso indefinidamente, el conjunto de las lineas quebradas converge hacia una curva que representa una funcién continua,
la cual no es diferenciable en ninguno de sus puntos”.

Espejo

A,

Para profundizar al respecto de la funcion de Bolzano ver Historia de las matematicas de Collette. (Collette,
2000) (p. 331 -332)
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no era derivable en ningun punto de dicho intervalo, pero dicha funcién fue conocida hasta
finales del siglo XIX.

Mas tarde en 1874 se reconoci6 a Karl Weierestrass (Moreno , 1997) matematico aleman
como el primero en crear una funcién algebraica de este tipo, es decir, una funcién continua
gue no era derivable en ninguno de sus puntos, la funcion es la siguiente:

Mo B ® AT d a

. e e e Figura 1-16: Gréfica de la funcion de Weierestrass.
Donde wN ahwQio €Q¢ 0 @Wa gl p,
WQi6 &€ WE & i OhdE ®QP,ywO®d p —

La gréfica® de la derecha es la que representa '
la funcién en el intervalo real [-2, 2], obsérvese ‘ — W'
que se asemeja a lo que hoy en dia llamamos L ¢ | Ty g
fractal. : L AN

La existencia de esa clase de funciones abrio ‘
un nuevo espacio de analisis y reflexion acerca )
de la idea de continuidad que se manejaba
hasta ese momento.

Algunos afios después la influencia de Weierestrass fue evidente en el trabajo de su
discipulo Georg Cantor (1883) quien trabajando hacia el mismo horizonte propone el
llamado “Conjunto de Cantor”, un conjunto de caracteristicas fractales en el intervalo real
[0,1].

El Conjunto de Cantor se obtiene a partir Figura 1-17: Representacion del conjunto de Cantor.

de un segmento unitario, que se divide
en tres partes congruentes y se elimina
la parte central, cada uno de los dos

nuevos segmentos de longitud - se

divide en tres partes y se elimina el
segmento central, y asi sucesivamente.

i nn i onn e nrn i nn

Es posible observar que a medida que se
avanza, en cada nivel, la longitud de cada uno de los segmentos tiende a cero y el nimero
de segmentos tiende a infinito.

Finalmente, el Conjunto de Cantor es la interseccion de todos los niveles.

Por su parte David Hilbert (1891) crea una curva llamada “la curva de Hilbert” que se
obtiene de repetir indefinidamente el siguiente proceso?®:

9 Gréfica tomada de Monstruos de Weierestrass (Gerlach)
10 Historia de la Matematica (Boyer, C, 1986) (p. 73 5)



22 Los Fractales, un contexto parala Enseflanza de la Semejanza

Se toma un cuadrado dividido en cuatro cuadrados, luego se conectan de forma ordenada
los centros de estos cuatro cuadrados por medio de segmentos (figura 1), a continuacion,
se debe dividir cada uno de los cuatro cuadrados en cuatro cuadrados y se deberan
conectar sus centros tal como se muestra en la segunda figura. Comenzando siempre por
el cuadrado inferior izquierdo y terminando en el cuadrado inferior derecho.

Figura 1-18: Representacion de la curva de Hilbert.

EEEEEN 111
L L
L 1
HERE I L
[ | | |
L] ,_J l__| 1
oot e

Figura 1 Figura 2 Figura 3

Al reiterar el proceso indefinidamente se observa que se obtiene una curva continua, que
debe pasar por todos los puntos del cuadrado, es decir, llena el espacio del cuadrado, y
ademas no es derivable en ninguno de sus puntos.

A comienzos del siglo XX Helge Von Koch matematico de Estocolmo, méas precisamente
en 1904, intentando explicar desde el punto de vista geométrico la funcion de Weierestrass,
dado que al parecer percibia que la funcién no permitia percibir la naturaleza geométrica
de la curva, presentdé una curva que aparentemente permitia percibir de una forma mas
didactica tanto para la geometria como para el andlisis la imposibilidad de trazar una
tangente a dicha curva.

Von Koch propone la formacion de una curva continua cerrada construida de la siguiente
manera: “partiendo de un triangulo equilatero de lado 1, se divide cada lado en 3 partes

iguales y se levanta un triangulo equilatero de lado - sobre cada una de las partes centrales

tomadas como base, siempre hacia el exterior del triAngulo anterior, de los que se suprimen
sus bases”, se obtiene una curva de 12 lados y perimetro igual a 4, en el paso 3 siguiendo

el mismo procedimiento obtenemos una curva poligonal de 48 lados y perimetro —.

Figura 1-19: Representacion del copo de nieve de Koch.

Pasol

.
Paso 2 Pasod
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Repitiendo el proceso indefinidamente se obtiene el copo de nieve de Koch, dicha curva
no tiene tangente a ninguno de sus puntos y posee la caracteristica de que su perimetro
tiende a infinito y al 4rea tiende al &rea de la circunferencia circunscrita.

El copo de nieve de Koch es entonces un objeto geométrico cuya estructura se repite a
diferentes escalas, estructura conocida como autosemejanza, que, ademas tedricamente
se repite indefinidamente.

Waclaw Sierpinski (1882 - 1962) a la cabeza de los matematicos de la universidad de
Varsovia contribuy6 con varios articulos y textos dedicados a la teoria de numeros, la
topologia y la teoria de conjuntos, en 1915 present6 su trabajo en el que, a partir de un
triangulo, genera una secuencia de figuras geométricas llamada “El tridngulo de
Sierpinski”, cuya area tiende a cero y el perimetro tiende a infinito; con lo cual se crea la
idea de asociar una dimension no entera a un objeto fractal.

Figura 1-20: Representacion del triangulo de Sierpinski.

El proceso de construccion del triAngulo es el siguiente: Se parte de un triangulo, se unen
los puntos medios de sus tres lados y se elimina el triangulo central. Se tienen ahora tres
triangulos y en cada uno de ellos se aplica de nuevo el procedimiento inicial. En la figura
se muestran las tres primeras iteraciones del proceso.

Figura 1-21: Representacion de la A| aplicar este mismo procedimiento sobre un cuadrado, se
alfombra de Sierpinski. obtiene el conjunto llamado alfombra de Sierpinski, el cual
es construido iniciando por dividir un cuadrado en 9
cuadrados de lado un tercio del original, para luego extraer
el cuadrado que queda en la posicién central.

En los ocho cuadrados restantes se debe reiterar el mismo
proceso, es decir, se divide cada uno en nueve cuadrados
y se extrae el cuadrado central, con lo cual se obtiene una
figura como la de la izquierda.
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Para obtener la alfombra de Sierpinski se debe reiterar el proceso infinitas veces. Es de
anotar, que dicho proceso también puede ser aplicado a un cubo.

En 1970 se inician las investigaciones alrededor de la geometria fractal, a partir del trabajo
de divulgacion de Benoit Mandelbrot quien se interesd por estudiar la aplicacion de las
estructuras fractales de forma intuitiva y en 1980 gracias al avance tecnolégico de los
computadores y sus ventajas graficas, hace visible el conjunto que lleva su nombre
“Conjunto de Mandelbrot”.

Figura 1-22: Conjunto de Mandelbrot.

La representacion grafical' del conjunto, permite
observar una parte principal en forma de cardioide,
del cual se desprenden una serie de bulbos o
abultamientos que terminan en forma de antena
con varias ramificaciones.

El conjunto de Mandelbrot es el conjunto de
puntos ®del plano complejo, para los cuales la
Orbita correspondiente al origen, es decir, al punto
n 1 tmorlafuncion Q® @ ®no escapa
al infinito, sino que permanece acotada™?.

El conjunto de Mandelbrot es el resultado de una iteracion de dicha funcién, en la que de
cualquier nimero complejo dque es llamado semilla, se debe elevar al cuadrado y luego
agregar la misma semilla. Al nUmero resultante se aplica el mismo procedimiento: suma el
cuadrado del dltimo namero obtenido y la semilla. Se continua, aplicando el procedimiento
y se obtienen una sucesion de nimeros, llamada sucesién de Mandelbrot

Este conjunto no es totalmente autosimilar, como el de Sierpinski, pero si es posible
identificar en sus antenas copias de tamafio mindsculo que presentan la misma estructura
gue el original, en un viaje continuo al infinito. El estudio de este conjunto ha llevado al
analisis de series temporales relacionadas con los precios de acciones en el mercado
bursatil, analisis de datos climaticos, elaboracion de antenas de telecomunicaciones en las
gue con menor tamafio se reciben sefiales con mayor precision, entre otros.

Figura 1-23: Aspecto autosimilar del brocoli. .

Ahora bien, en la naturaleza encontramos
variedad de ejemplos de crecimiento fractal,
entre ellos el brocoli, el cual crece en forma de
ramificacién, los arboles y sus hojas, los
helechos, plantas como las suculentas, en todos
éstos se evidencia que una pequefa fraccion de
ellos da la idea del objeto completo.

11 Imagen del Conjunto de Mandelbrot tomada de (Rubiano, Iteracién y Fractales, 2009), (p. 103)

12 Tomado de Rubiano (Rubiano, Iteracién y Fractales, 2009) (p.105)
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Del mismo modo en el cuerpo humano encontramos 6rganos como los pulmones, en los
que, al tomar una pequefia fraccion, ésta es autosimilar al érgano completo; el sistema
circulatorio tiene también una estructura fractal en la que cada vena, se divide en dos de
menor grosor y longitud, estas a su vez, se dividen de nuevo cada una en dos, hasta formar
una estructura parecida a la de un arbol, que se asemeja a la siguiente imagen.

Figura 1-24: Arbol fractal.







2. Aspectos Disciplinares

En este capitulo se abordan los conceptos pertinentes y que se consideran necesarios,
para el desarrollo del presente trabajo. Al respecto se relacionan elementos de la
geometria, del algebra y de los objetos fractales.

2.1 Elementos de la geometria elemental

2.1.1 Primeras ideas intuitivas

La geometria es una ciencia que describe nuestro universo y surge de la necesidad del ser
humano por interpretar su realidad y descifrar su entorno, a partir de la observacion, el
razonamiento intuitivo y del planteamiento de conjeturas, para dar solucién a problemas
de medidas (longitudes, areas y volimenes); por la variedad de recursos de que dispone,
permite desarrollar la intuicion, el razonamiento légico y la elaboracion de conocimientos
sobre objetos reales.

En el intento por mostrar como funciona un sistema axiomatico a nivel elemental, se toma
como referencia las ideas expuestas en el texto de Geometria Moderna (Moise & Downs,
1972). Es de anotar que, dado el interés de este texto, se asumen el conocimiento de los
nameros reales y de conceptos basicos de la teoria de conjuntos, teorias que no estaban
presentes en la época de Euclides y mucho menos en la de sus predecesores.

La base de la geometria aqui descrita se encuentra en los postulados, identificados como
enunciados fundamentales que no se pueden demostrar, pero que, como lo afirma Moise
(1972) “no estan dados por capricho, de ser asi, no se les pondria cuidado alguno”.

A continuacion, se describen los primeros conceptos de la Geometria Elemental, que
advertimos, se abordaran informalmente, solo tratando de ver que los objetos fisicos
sugieren dichos conceptos; anotando ademas que la presentacion de los conceptos no
sera exhaustiva, solo examinaremos los que consideramos de relevancia en el trabajo.

Ahora bien, los términos més sencillos y fundamentales de la geometria, son los términos
no definidos, punto, recta y plano. Nétese que algunos objetos fisicos sugieren estas ideas,
por ejemplo: la marca dejada por un lapiz bien afilado en una hoja de papel, nos da la idea
intuitiva de punto, y entre mas afilado sea el lapiz més se podra acercar a dicha idea. Del
mismo modo la idea intuitiva de recta, puede evidenciarse en un objeto fisico como una
cuerda o como el borde del tablero, que se pensaria extendido indefinidamente a ambos
lados, graficamente se representaria como una linea delgada que se puede dibujar sobre
una hoja de papel y que lleva en sus extremos flechas, para sugerirnos que la linea no
termina. Una pared o el tablero sugieren la idea intuitiva de plano.
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Partiendo de estas ideas intuitivas, se pueden considerar las rectas y los planos como
conjuntos de puntos, de hecho, todas las figuras geométricas se consideran conjuntos de
puntos; igualmente el espacio es entendido como el conjunto de todos los puntos. Vista
asi, la geometria es sin duda la descripcién de nuestro entorno.

Imagine ahora, el espacio existente entre dos ciudades distintas 0 y 6 correspondiente a
la distancia entre ellas, sin considerar el orden en que éstas se tomen, este es un
acercamiento a la idea de distancia, entendida como el nimero determinado por 6 y 6
que se nota 0 g ahora al trazar una linea recta que las una, pero no las sobrepase, se llega
a laidea de segmento, denotado como 0 6, siendo los extremos del segmento los puntos
0 y 6 y su longitud el nimero real notado 6 & Intuitivamente dos segmentos son
congruentes si uno se puede superponer en el otro. Dos segmentos 0 6w Oson
congruentes si tienen la misma longitud, en tal caso se denota® 6e 0 '@

Si se ubica otra ciudad (diferente a las anteriores) en dicho segmento, la idea intuitiva de
la relacion “estar entre” se percibe facilmente.

Sin embargo, en la geometria se recurre habitualmente a la representacion gréfica como
herramienta para interpretar conceptos. Las gréficas son una ayuda visual y no tienen por
gué ser dibujadas a escala, son una buena herramienta para razonar. En lo posible debe
sefalarse por escrito las propiedades de las figuras, sin embargo, no nos vamos al
extremo, y en construcciones simples, la figura indicara lo que se quiere y lo que se intuye
gue indique.

La idea de rayo se puede percibir con la Figura2-1: Rayo.
representacion de la derecha, los rayos de la

imagen se denotan 0 Bindicando que el rayo
inicia en 0, pasa por 0 y se extiende
indefinidamente, sin importar su direccion. y
Figura 2-2: Angulo. Si dos rayos tienen un

mismo origen O, pero A

no estan en la misma
c recta, entonces, su

reunion es llamada

Angulo, los dos rayos se llaman los lados del angulo y su origen

se llama vértice, si los dos rayos son 0 By 0 Bentonces el angulo
sedenota, 6 0 0, 6 O @, 0Yylamedidadel angulosenotad 08

A Intuitivamente dos angulos son congruentes, si uno se puede
superponer en el otro. Dos angulos . 0 w O son congruentes Si
tienen la misma medida, en tal caso se denota, 6 e . 0.

Ahora bien, se puede unir la representacion grafica y la intuicién para llegar a la idea de
relaciones como la perpendicularidad o el paralelismo. Si se observa la posicion de un
poste respecto a la acera en la cual estd ubicado, se llega a la idea de rectas
perpendiculares, entendiéndola como la linea recta que descansa sobre otra, sin
inclinacién a ningun lado (figura 2.3 lado izquierdo).



Capitulo 2 29

En cambio, si lo que se observa es la posicion de los laterales (parales) de una escalera
(figura 2.3 lado derecho), entonces, se llega a la idea de rectas paralelas, entendida como
dos lineas rectas opuestas que guardan entre si y en todos sus puntos una misma distancia
y por mas que se prolonguen nunca llegan a juntarse. De manera un poco mas formal, dos
rectas son paralelas si estan contenidas en un mismo plano y no se intersectan.

Figura 2-3: Idea intuitiva de perpendicularidad y paralelismo.

i

Hasta el momento se ha llegado a la idea intuitiva de algunos términos geométricos. A
continuacion, se intenta definir de manera formal poligonos, clases de poligonos, sus
caracteristicas y las relaciones de proporcionalidad, congruencia y semejanza que se
pueden hallar entre ellos.

2.1.2 Los poligonos

2.3.2.1. Los triAngulos

Si 0, 6 y 0 son puntos cualesquiera no alineados,
entonces, la reunién de los segmentos 0 § 6 0y 0 0
se llama tridngulo y se denota 0 6 Psiendo sus Vertices
vértices los puntos 0, 6 y 0O, sus lados los
segmentos 0 6 0yo 0y, 6 0 9 0 6 dy, 6 O Sus
angulos, llamados los angulos del triangulo (angulos
internos).

Figura 2-4: Elementos del triangulo.

Lados

Observacion:

La suma de los angulos interiores de un triangulo es
mnJ )
p qJ Angulos

En el triangulo 0 6 @l trazar la recta & que pasa por 0 @ Se determina el punto ‘O, un
punto en la recta ¢ de tal manera que si 6 esta entre 0 y O, entonces. 6 6 ©s un angulo
externo del triAngulo 0 6 O
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Todo triéngulo tiene ¢ angulos externos, formando o Figura 2-5 : Angulos externos del tridngulo.
parejas de angulos opuestos por el vértice, congruentes
entre si, como se muestra en la figura.

De acuerdo a este hecho, se asume que un triangulo Lo
tiene o angulos exteriores y en tal caso, como se puede
probar que susumaeso @ 1 J

A Congruencia de Triangulos

°

Intuitivamente dos triAngulos son congruentes, si uno se puede superponer en el otro, es
decir, si tienen el mismo tamafno y su forma es idéntica, sin tener en cuenta la posicion en
gue estos se encuentren. Esta idea de triangulos congruentes es aplicable también a la
congruencia de poligonos.

Dados los triangulos 0 6 0y 006 0 se dice que son congruentes, si existe una
correspondencia biyectiva entre los angulos y lados de uno de los triangulos con los
angulos y lados del otro triangulo, de tal manera que se preserve la relacién de congruencia
de angulos y de lados, como se muestra en la figura 2.6.

De otro modo se dice que los triangulos 6 6 ¢/ © 6 6 son congruentes, lo cual se
denota 006 @ 000, si se cumple que: (i) los angulos correspondientes son
congruentes y (ii) los lados correspondientes son congruentes, esto es:

06@ 06061 Q

Figura 2-6: Congruencia de triangulos.

Lados congruamies Amguies congruentes
AB = A'B’ ~ > VA B LABC = £A'B'C’
AC= AT O O G $» LBCA = £B'C'A
BC = B'C’ < P < v, LBAC = ¢B'A'C’

Para determinar que dos triAngulos sean congruentes seria necesario verificar que los
elementos del uno sean congruentes con los elementos del otro; sin embargo, basta
considerar solo la congruencia de algunos elementos; para lo cual admitimos los siguientes
postulados de congruencia (Moise & Downs, 1972).
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TEOREMA 1. Lado Angulo Lado (0 8)0

Toda correspondencia O 0 8s una congruencia.
Esto es, dados los tridngulos 060y 060
para identificar si son congruentes, basta con
verificar que dos de sus lados son congruentes y el
angulo comprendido entre ellos es congruente
también, es decir:

6 be 6a@ddRO Ge Gaey” 066 " 0060

Al verificar lo anterior podemos establecer que:
06& 00606 lo que indica que los triangulos
dados son congruentes.

TEOREMA 2. Angulo Lado Angulo (6 0 )

Toda correspondencia 0 0 @s una congruencia.
Esto es, dados los triangulos 0 6d 000
para identificar si son congruentes, basta con
verificar que dos de sus angulos son congruentes
y el lado comprendido entre ellos es congruente
también, es decir:

war

"0
5

00" 000 WO00C 000 W

Oe O@Bx

Al verificar lo anterior podemos establecer que:
06& 00 06 loque indica que los triangulos

dados son congruentes.

TEOREMA 3. Lado, Lado, Lado (0 0)0

Toda correspondencia O 0 € una congruencia.

Esto es, dados los triangulos 06 0 00 O

para identificar si son congruentes, basta con

verificar que sus tres lados son congruentes, es

decir:

06e d06h 0 0Oe dadaed 6 Oe Gad:e

Al verificar lo anterior podemos establecer que:
06@& 000 Iloqueindicaque los triangulos

dados son congruentes.

Figura 2-7 : Postulado de congruencia LAL.

Lado .-iu_c;rn’r) Lado (LAL)
B B

4 >

Figura 2-8: Postulado de congruencia ALA.

:iug ulo Lado _-in_c; ulo (ALA)
=] B'

4 >

]

[

P

Figura 2-9: Postulado de congruencia LLL.

Lado Lado Lado ( LLL)
B B

S
4

A continuacién, se presenta una clasificacion de triangulos a partir de la relacién de
congruencia, estableciendo dos categorias; la primera, segin la congruencia de sus lados

y la segunda, segun la congruencia de sus angulos.
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Tabla 2-1: Clasificacion de triangulos segin la medida de sus angulos.

CLASIFICACION DE TRIANGULOS SEGUN LA MEDIDA DE SUS ANGULOS

4
<Q
N

| ]

-

4

Triangulo Rectangulo:
Es aquel que tiene un
angulo recto.

Triangulo Equiangulo:
Es aquel que tiene
todos sus angulos
congruentes.

Triangulo Acutangulo:
Es aquel que tiene sus
angulos internos
menores que un recto.

Triangulo Obtusangulo:
Es aquel que tiene un
angulo mayor que un
recto.

Tabla 2-2: Clasificacion de triangulos segun la congruencia de sus lados.

CLASIFICACION DE TRIANGULOS SEGUN LA CONGRUENCIA DE SUS LADOS

Triangulo Equilatero:

congruentes.

Es aquel que tiene todos sus lados

Triangulo Isosceles:
Es aquel que tiene dos lados
congruentes.

Triangulo Escaleno:
Es aquel que no tiene lados
congruentes.

Observacion:

Un triangulo es isésceles, si y solamente si, tiene dos de sus angulos congruentes.
Un triangulo es equilatero, si y solamente si, es equiangulo.

El triangulo rectangulo, presenta las siguientes particularidades:

1. En todo triangulo rectangulo llamamos hipotenusa al
lado opuesto al angulo recto y catetos a los otros dos

lados.

2. En todo triangulo rectangulo el cuadrado de la
hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los
catetos. Si tenemos que en el triangulo rectangulo

7 0 6 pla medida de sus catetosesd 0 OWWO 0

y la medida de la hipotenusa es 6 6 &) ahora bien se

chequea que: ®

w .

|5

*

Figura 2-10: Triangulo rectangulo.

B

9 9 2
as+ bt ="
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2.1.2.2. Los poligonos

De manera informal un poligono se puede considerar como una figura plana, cerrada,
formada por tres 0 mas segmentos unidos en sus extremos.

Sean 6 I B M una sucesién de ¢ puntos

distintos ¢ ¢, no alineados y coplanarios. Ala  Figura2-11: Elementos de un poligono.
reunion de los segmentos 00, o
bOoMM 6,06 06, sele llama poligono vertices
siempre y cuando se cumplan las siguientes A, N\
condiciones: (i). ningun par de segmentos se ~ A}
intersecan salvo en sus extremos; (ii) ningun par A

de segmentos con un extremo comuin son -
colineales. ) 7!

Los puntos 6 I B son los vértices del y, - > lados
poligono, los segmentos ! | , I | R ! i /!
son los lados del poligono, la suma de las /"""
longitudes de los lados del poligono se llama
perimetro, es decir, el contorno formado por el conjunto de todos sus lados. Los angulos
del poligono son: "6 606 h"6066h8h 6 606h 60606 también llamados
angulos internos del poligono. Las diagonales del poligono son los segmentos que unen
vértices no consecutivos.

Ay

Se dice que un poligono es convexo si al trazar una recta por cualquiera de sus lados los
demas vértices quedan en el mismo semiplano, de forma equivalente podriamos decir que
un poligono es convexo si para cada par de puntos 0 y 6 del interior poligono, el segmento
I "esta contenido en el interior de dicho poligono.

Figura 2-12: Poligono convexo. Figura 2-13: Poligono no convexo.

El poligono 6 6 6 ‘GE© convexo, al trazar las rectas | EI poligono 0 6 6 ORO es convexo, por
gue contienen los lados del poligono, en cada caso | ejemplo al trazar la recta 6 ‘Qlos puntos Oy 6
los vértices que no estan en cada recta quedan en el | quedan en distintos semiplanos determinados
mismo semiplano. por dicha recta.

En adelante nos centraremos en poligonos convexos.

Observacion:
Un poligono de ¢ lados tiene exactamente Q ——— diagonales. En efecto, por cada
vértice del poligono se pueden trazar exactamente € ¢ diagonales, como hay € vértices
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se puedentrazar¢ ¢ o diagonales que terminan en cada uno de sus ¢ vértices, y puesto
gue cada diagonal se esta contando dos veces, se sigue que se obtienen en total
diagonales.

La suma de los angulos interiores de un poligono de € rigyra 2-14: Angulos interiores de un
lados,esi p Y’ ¢ .De hecho, desde cada vértice del poliaono.

poligono se pueden trazar ¢ ¢ diagonales que
determinan ¢ ¢ triangulos y puesto que la suma de los
angulos interiores de un triangulo es p U Tisé sigue que

[ pyr C.

As

A

Si se observa el hexagono de la imagen, se identifican 6

vértices cada uno de los cuales determina 4 triangulos, por

tanto se puede verificar que la suma de sus angulos A |

internosesi X ¢ mJ Ay

Si un poligono es equiangulo, es decir, sus angulos Ay
interiores son congruentes, entonces, la medida de

cualquiera de sus angulos interiores es

La suma de los angulos exteriores de un poligono convexo es igualac @ 1 J

A Congruencia de Poligonos

Dos poligonos son congruentes si existe una correspondencia biunivoca entre los
vértices de los dos poligonos y se verifica que: (i) los pares de lados correspondientes son
congruentes y (ii) los pares de angulos correspondientes son congruentes. Un poligono
es regular si es convexo, todos sus lados son congruentes y todos sus angulos son
congruentes.

En particular un poligono regular de tres es lados se denomina triangulo equilatero.

2.1.2.3. Los cuadrilateros
Figura 2-15: Elementos del cuadrilatero.

Sean 0, 0, 6 y O cuatro puntos coplanarios. Si tres
de ellos no estan alineados, y los segmentos
o tho o ‘B0 6 se intersecan solamente en sus
extremos, entonces, la reuniéon de los cuatro
segmentos se llama cuadrildtero. Los cuatro
segmentos se llaman lados y los puntos 0, 6, 6 y
O se llaman veértices. Los  angulos

06Bo6bH 66 Obse llaman angulos del
cuadrilatero.

_-iu_t;m’u.-s

Lados

Viértices
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A continuacion, presentaremos algunos cuadrilateros clasificados segun la relacion de
paralelismo que hay entre sus lados, y la congruencia de sus lados y sus angulos.

Tabla 2-3: Algunos cuadrilateros.

ALGUNOS CUADRILATEROS

Cuadrado:
Cuadrilatero que tiene
los cuatro angulos
rectos y los cuatro
lados congruentes.

Rectangulo:
Cuadrilatero que tiene
los cuatro angulos
rectos y lados
congruentes dos a
dos.

Paralelogramo:
Cuadrilatero que tiene
ambos pares de lados
opuestos paralelos.

Rombo:

Cuadrilatero que
tiene lados y angulos
congruentes dos a
dos.

Trapecio rectangulo:
Cuadrilatero que tiene
dos lados paralelos y
un lado perpendicular
a los lados paralelos.

Trapecio isésceles:
Cuadrilatero que tiene
dos lados paralelos y
los lados no paralelos
son congruentes.

Trapecio:
Cuadrilatero que tiene
dos lados paralelos.

Trapezoide:
Cuadrilatero que no
tiene lados paralelos
ni congruentes.

El uso de los poligonos a lo largo de la historia, ha sido muy representativo en contextos
artisticos, arquitecténicos, entre otros. En el arte, los teselados®®, también llamados
mosaicos, muestran una bella expresion de la geometria.

Figura 2-16: Teselados

La imagen muestra un mosaico compuesto por cuadrados y
octagonos regulares utilizado en pisos y paredes
embaldosados para decorar casas y templos.

Es de anotar que los teselados del plano, se pueden realizar
tanto con poligonos regulares, irregulares, o la combinacion de
ambos.

Para realizar el teselado se debe cumplir la condicion de que
en cada vértice confluyan un nimero entero de figuras, cuyos

13 Un teselado “es un recubrimiento del plano con poligonos ubicados de tal forma que ningun
espacio del plano queda sin ser cubierto y ningin espacio queda cubierto mas de una vez, es decir,
sin huecos ni solapamientos. (Marifio, 2004) (p. 54).
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angulos interiores que confluyen a dicho vértice sumen o @ Tes otras palabras, los &ngulos
internos de cada figura deben ser divisores de o @,tsiendo los cuadrados, los triangulos
equilateros y los hexagonos, los Unicos poligonos regulares con los cuales se puede
teselar el plano, claro esta, que las posibilidades aumentan si se combinan poligonos
irregulares (Marifio, 2004).

2.1.3. Razon, proporcidén y semejanza

2.1.3.1. Razo6ny proporcion

La razén entre dos nimeros reales positivos es el cociente entre ellos. Ahora bien, una
proporcién es la igualdad entre dos razones.

La razon entre dos segmentos es el cociente entre sus medidas, si este cociente es un
ndamero racional, los segmentos se dicen conmensurables, de lo contrario son
inconmensurables.

A propésito de las razones, histéricamente una de las razones méas famosas es la razon
aurea, hallada en el rectangulo aureo, el cudl fue considerado por los griegos, una de las
figuras geométricas mas conocidas y admiradas, la razén que hay entre la medida del lado

z . n )
mayor y el lado menor del rectdngulo equivale a — que es la razon aurea. Es de anotar

que la razén aurea se encuentra presente también en la naturaleza por ejemplo en la
concha de los caracoles partiendo desde el apice hacia el exterior, en la disposicién de los
pétalos de las flores, en la distribucion de las semillas de los girasoles y en el hombre al
relacionar la estatura y la longitud desde la planta de los pies al ombligo, misma relacion
entre los huesos de los dedos de la mano.

2.1.3.2. Semejanza de triangulos

El concepto de semejanza es muy importante para la geometria, ya que permite su
aplicacion en varios espacios de la vida cotidiana como: la arquitectura en la elaboracién
de planos y maquetas, en la geografia para la elaboraciéon de mapas, entre otros.

Intuitivamente dos triAngulos son semejantes si uno es una ampliacion o reduccion del
otro, en la que ambos conservan su forma, pero su tamafio varia.

Dados los triAngulos 0 6 @ 'O'0O;@e dice que son semejantes y se denota
0 60 'O'0;Gi se verifica que: (i) los angulos correspondientes son congruentes, (i)
los lados correspondientes son proporcionales?®.

1 Dos magnitudes se dicen proporcionales si guardan la misma razon
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06 00100

Figura 2-17: Semejanza de triangulos.

Lados I'J'u;n‘.lJ'r'.r'-r.lurnrr = Angulos Congruentes

[2

L 4 .
. - © £ABC & -DEF

[

£BCA & £EFD

%4

AB __AC _BC T T : . <}

DE  DF EF ™~ & smac = ceoF
Es de notar que, la definicibn de semejanza de triangulos establece la correspondencia

entre todos los angulos y lados de los dos triangulos en cuestion; tres angulos del uno con
tres angulos del otro y a su vez tres lados del uno con tres lados del otro.

Observacion

Una paralela a un lado de un triangulo determina dos triangulos semejantes, de manera
formal, se dice que si tenemos un tridngulo 6 6 & un segmento ‘O Oparalelo al lado 6 0
de éste que interseca en puntos distintos Oy Orespectivamente a 6 6 w0 § entonces, se
determina sobre los lados del triangulo, segmentos proporcionales a dichos lados,

obteniéndose que —  — y reciprocamente. Ademas, los triangulos 06 & 06 OO
son semejantes®.

Figura 2-18: Triangulos semejantes y el teorema de Tales.

ANABC ~ AADE

A continuacién, se mencionan algunos criterios que permiten determinar cuando dos
triAngulos son semejantes.

15 Este resultado es una consecuencia del teorema de Tales
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Figura 2-19: Postulado de semejanza AAA.

TEOREMA DE SEMEJAZA AAA

Toda correspondencia Angulo, Angulo, Angulo (6 © Yentre B

dos tridngulos es una semejanza. d .
Esto es, dados los triangulos 0 6 § OO "fara identificar d
si son semejantes, basta con verificar que sus tres angulos P G _
son congruentes, es decir: 6 @

OO0 "66 0”000 \
0606 000 Q

Al verificar lo anterior podemos establecer que:
0 6 0O ‘OO0 que indica que los triangulos dados son semejantes.

Notese que dada una correspondencia entre dos triAngulos. Si dos pares de angulos
correspondientes son congruentes, entonces, la correspondencia es una semejanza.

TEOREMA DE SEMEJANZA LAL
; Figura 2-20: Postulado de semejanza LAL.
Toda correspondencia Lado, Angulo, Lado (0 0)0

entre dos triAngulos es una semejanza.

Esto es, dados los triangulos 0 6 6y OO"(para d .
identificar si son semejantes, basta con verificar que dos de X d
sus lados son proporcionales y el angulo comprendido entre = N

ellos es congruente, es decir: T
— — Yy 00606 "000

Al verificar lo anterior podemos establecer que:

rrrrr

semejantes.
TEOREMA DE SEMEJANZA LLL Figura 2-21: Postulado de semejanza LLL.

Toda correspondencia Lado, Lado, Lado (0 0)&ntre dos
triéngulos es una Semejanza. Lado Lado Lodo (LLL)

Esto es, dados los triangulos 0 6 oy ‘OO "Qara
identificar si son semejantes, basta con verificar que sus
tres lados son proporcionales, es decir:

686 86 66 . = Y0 F
OO0 0000 ’ /
Al verificar lo anterior podemos establecer que:

0 0 0O ‘OO0 ® que indica que los triangulos dados
son semejantes.
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2.1.3.3. Semejanza de poligonos

Dados los poligonos 0 0 0 8 0
denota DOV B8UD UL X VU
correspondientes son con n

0 80 0, sedice que son semejantes y se
80 0, si se verifica que: (i) los angulos
i) dos correspondientes son proporcionales?®.

2UQ
Q
c
@
=]
®
iz
——
a
)

0 e” 0 h

e”0 h "0 e” 0

-

C

L C
CaC
>5«CC
CcR

689 0 i Q
8" 0

C
< C2

Dadlee Daddee Daele

Es de notar que dos poligonos son semejantes si hay una correspondencia entre los
vértices tal que los angulos correspondientes sean congruentes y los lados
correspondientes sean proporcionales.

De forma intuitiva se puede relacionar la semejanza de dos poligonos con la idea de que
uno de los poligonos es un modelo a escala del otro, originado mediante una ampliacién o
una reduccion del original, conservando la forma, pero cambiando el tamafio.

2.1.4. Transformaciones geomeétricas en el plano

Una transformaciéon'” en un plano ¥ es una funcién biyectiva "@) © 0 del plano en si
mismo. Se dice que un punto 0 del plano ¥ es un punto fijo si suimagen "Q0 es el mismo
punto 0. Esto es™Q0 08

Las isometrias o movimientos rigidos en el plano, son transformaciones geométricas que
generan formas congruentes, asi que conservan forma y tamafio. Nuestro interés es
relacionar las isometrias con la congruencia y la semejanza, pues se constituyen en una
alternativa para el estudio de estos conceptos.

Una isometria es una transformacion en un plano que conserva distancias. De otro modo
una isometria en un plano vV es una funcién "@,0 © U de tal manera que para todo par de
puntos 0 y 6 de V la distancia entre 0 y 0 es igual a la distancia de "Q0 a Qo6 .

Al aplicar una isometria, resulta que un triangulo y su imagen son congruentes, un angulo
y su imagen son congruentes y en general un poligono y su imagen también son
congruentes y ademas una circunferencia y su imagen son congruentes. Es de anotar que
figuras congruentes son generadas por isometrias como traslaciones, rotaciones y
simetrias, ver por ejemplo el texto Isometrias Elon Lages Lima (Lima, 1996).

16 Dos magnitudes se dicen proporcionales si guardan la misma razén

17 Para el caso que nos ocupa, las estructuras algebraicas relacionadas con las transformaciones
geométricas no son estudiadas. Al respecto se puede consultar el libro Lecciones de Geometria
Euclidiana (Castillo, 1993) (p. 316).
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Existen tres isometrias basicas en un plano: las traslaciones, las rotaciones y las simetrias.

2.1.4.1. Traslaciones

. . i . Figura 2-22: Traslaciones en el plano.
Es conocido que las traslaciones se definen haciendo

uso de vectores'®, dado el nivel de ensefianza que nos c
ocupa, trataremos de dar una definicion alternativa, 7
haciendo solo uso de segmentos como se menciona a /
continuacion. / /

Sibienesciertoqued 6 0 § en este caso, se asumira /
gue el segmento 0 6tiene punto inicial 0 y punto final 6;
en el mismo sentido, el segmento ¢ otiene punto inicial
6 y punto final 6.

Ahora definiremos la traslacion Y asociada al segmento 0 § asumiendo la observacion
anterior, Y determina que para cada punto 0 su imagen sera el punto ‘O, de tal manera
que 0 6 O Qteniendo en cuenta las siguientes consideraciones:

1. Si6 noestaenlarectad Oel cuadrilatero 0 6 Oés un paralelogramo.

2. Si O estaenlarecta 06 consideramos los siguientes casos:

Si6 0, entoncesO 0.

Sio 0 0y0 desmayorqued § entonces se debeteneré 'O 0.
Sio6 0 O yO0 desmenorque 0 g entonces se debetenero O 0.
Sio6 0 0y00 O d§gentoncesd O

Sio O O, entoncessedebetenero 6 O.

13

Sio O O entoncessedebetenero o6 O.

~0Q0 T

Nétese que la traslacién Y es diferente de la traslacion ”Y .

Figura 2-23: Rotaciones en el plano.

2.1.4.2. Rotaciones

B
Sean ¥ un plano, U un punto de ¥ y | un angulo en el b

plano donde 11 J | o ¢ TiLA rotacién de centro 0 y
angulo| , asigna a cada punto 0 del plano V el punto 6
si y solo si la media del &ngulo | es igual a la medida
del 00O ULO U O y el sentido de la rotacién es o £
opuesto a como giran las manecillas del relo;. o

18 Definicidn formal de Traslacion: “Sean V un planoy 0 0 Bun vector en el plano. La traslacién

“Yasociada a U, "Y asigna a cada punto 6 del plano V un punto ‘O, de tal manera que el vector 6 ©
tenga la misma magnitud direccién y sentido que el vector 0” en (Castillo, 1993)

¥ laescriturad 6 6 significa que los puntos 6, 6 y 6 son colineales y que 6 estaentre 6y 6.
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2.1.4.3. Simetrias

Sean V un plano, 0 un punto de V. La simetria
central de centro U, asigna a cada punto 0 del plano,

Figura 2-24: Simetrias en el plano.

con & distinto de U, el punto 6hsiy solo si, U es el
punto medio del segmento 6 &y al punto 0 la simetria
central le asigna el mismo punto 0.

Ahora bien, si ¥ es un plano y 0 una recta contenida

en V. La simetria axial con respecto a 0 asigna a |. -

cada punto 0 del plano Vv, el mismo punto 0 si 0

estd en 0y si 6 no esta en 0 le asigna el punto 6 hsi
y solo si ,0 es la mediatriz del segmento 6 @

2.1.4.4. Homotecias

SeanVy un plano, U un puntodey y 'O a.Lahomotecia
'O , de centro U y razén Q asigna a cada punto 6 del
plano, con 0 distinto de 0, el punto 6, si y solo si, la
distancia 0 ées igual a Qveces la distancia 0 § es decir,
si se cumple que F || E=s

Observacion:

3. SiQ
Si'Qv T entonces se debe tener O
Si'Qv T entonces se debe tener 6

entonces G y 6 son colineales
0
0

5
5
SiQ entonces la homotecia es constante con
valor

En particular si k
homotecia O , de centro 0 y razén ‘Q dado el triangulo

0 6 Ge cumple que:

l:
W

De lo cual se obtiene que — H
0 Oes paralelo a 6 Q'O des paralelo a

ab6 "o

F1
M
OOy o

Por lo cual Q

Por lo tanto el triangulo 0 6 ‘@s semejante al triangulo

6 00

nhde acuerdo a la definicion dada la gy, 2.26:

se sigue que
‘Qes paralelo

Figura 2-25: Representacion de una
homotecia con razén negativa.

)i
-

.

H(O.k) = H(O,-2)
| A

\
\

Representacion
homotecia con razon positiva.

de
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Observacion:

Una homotecia genera figuras semejantes y figuras semejantes son generadas por una
homotecia o por la composicién de una homotecia y una traslacion. (Lima, 1996), (Julio,

2014).

2.1.5. Area de poligonos

Una region triangular es la reunién de un triangulo y su interior. Una region poligonal es
la reunion de un namero finito de regiones triangulares en un plano, tales que, si dos de
ellas se intersecan, dicha interseccion es un punto o un segmento.

Observacion:

Calcular el area de una region poligonal, es compararla con un patron de medida, para

calcular su area es necesario, tener en cuenta que:

0) Toda region poligonal tiene area, que es un numero real.

(i) El area de un cuadrado de lado des a 8
(iii) Figuras congruentes tienen la misma area.

Es de anotar que esta observacion se adapta al calculo de &reas de figuras planas.

Toda region poligonal se puede descomponer en
poligonos de tal manera que dichos poligonos no se
traslapen y solo tengan en comun sus lados. Asi que, si
el area de un poligono es 0 y dicho poligono se
descompuso en ¢ poligonos, de areas 6 H 8 &
entoncesd 6 o6 E 0 8

Los antiguos griegos sabian cémo hallar areas, bajo el
método de triangulacion, podian hallar el area de
cualquier poligono al dividirlo en tridngulos y luego sumar
el area de estos triangulos.

Figura 2-27: Descomposicion de un
poligono en regiones triangulares.

Ay
Ay

A, As

[A:A1+A2+A3+A4|

Teniendo en cuenta los comentarios anteriores, se puede deducir el célculo del area de
algunos poligonos de nuestro interés, gue anotamos a continuacion.

(2) Area de un Cuadrado: Es el cuadrado de la longitud de su lado.
(2) Area de un Rectangulo: Es el producto de la longitud de su base y su altura.
(3) Area de un Triangulo Rectangulo: Es la mitad del producto de la longitud de sus

catetos.

(4) Area de un Triangulo: Es la mitad del producto de la longitud de cualquiera de

sus bases y la altura correspondiente.

(5) Area de un Trapecio: Es la mitad del producto de su altura y la suma de sus

bases.

(6) Area de un Paralelogramo: Es el producto de una altura cualquiera y la base

correspondiente.
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Observacion:

Puesto que las alturas correspondientes de dos triangulos semejantes estan en la misma
razon que sus lados correspondientes, o de otro modo es igual a la razén de semejanza
de los tridngulos, se sigue que la razon entre las areas de dos tridngulos semejantes es
igual al cuadrado de la razén de semejanza, de forma general, la razon entre las areas de
dos poligonos semejantes es igual al cuadrado de la razén de semejanza.

2.1.6. La circunferenciay el circulo

Figura 2-28: Elementos de la circunferencia.

La circunferencia con centro 0 y radioi es el conjunto
de todos los puntos del plano que estan a una distancia
i del punto dado 0. El punto 0 es llamado el centro de
la circunferencia y i es llamado el radio de la
circunferencia.

Tangente

La recta que corta a la circunferencia en dos puntos, es
una secante a la circunferencia y el segmento cuyos
extremos estan en la circunferencia es una cuerda. : lar

Radio

Areo

Un diametro es una cuerda que contiene o pasa por el
centro de la circunferencia.

El segmento que va desde el centro de la _
circunferencia hasta cualquier punto de Ila Secante
circunferencia es llamado radio.

Lalongitud de la circunferencia se halla mediante el producto del nimero “ por el didametro
de la circunferencia. El perimetro o longitud 0 de una circunferencia de radioi esv ¢“ i

Una recta que intersecta a una circunferencia en un solo punto (llamado punto de
tangencia) es una tangente a la circunferencia.

Si una circunferencia es tangente a los lados de un
poligono, se dice que la circunferencia esta inscrita en
el poligono y que el poligono esta circunscrito a la
Poligono circunserit circunferencia.

Figura 2-29: Poligono circunscrito en una
circunferencia.

Si una circunferencia pasa por los vértices de un poligono,
se dice que la circunferencia esta circunscrita al poligono
y que el poligono est4 inscrito en la circunferencia.

Un angulo central en una circunferencia, es aquel cuyo
vértice es el centro de la circunferencia.

Un &ngulo central determina en la circunferencia un sector
circular

v - P .
( .U'['HI!Jl erericin inserita
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Una region circular, también llamada circulo, es la union de una circunferencia y su
interior.

El area 0 del circulo de radioi es el productoes 0  “i

Observacion: Figura 2-30: Poligono inscrito en una
circunferencia.

El nimero “ simboliza la razon entre la longitud de una
circunferencia y su diametro.

Pol igono inscrito

Todo poligono regular puede considerarse inscrito en una
circunferencia. En efecto, para construir un poligono regular
de £ lados basta considerar en una circunferencia angulos

centrales cuya medida sea —.

Ahora bien, la distancia desde el centro de un poligono
regular a cada uno de los lados se llama apotema.

Clireun ferencia cireunserifa

2.2. Elementos del algebra
2.2.1. Las sucesiones

La idea de sucesion nos lleva a pensarla como una lista de nimeros, escritos en un orden
definido, OO o B hd  hd B, de tal manera que el primer término es &, el segundo
término es ®, el tercer términoes @, el € Ti "Qd&&mino serd @ .

De lo anterior, se observa que, a cada entero positivo, se asocia un término & de la
sucesion, es decir, @ es laimagen del nimero entero 1, & es laimagen del nimero entero
¢ y asi sucesivamente hasta llegar a @ como la imagen del niUmero entero positivo €
T Q¢

1 2 3 4 n—1 i

Ahora bien, de una manera un poco mas formal podemos decir que una sucesién i es
una funcién cuyo domino es el conjunto de los niUmeros naturales o enteros positivos, y su
codominio es cualquier conjunto numérico.

i OROROIB R hOIB
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En adelante, nos ocuparemos de las sucesiones aritméticas y geométrica, que en particular
tienen dominio en los nUmeros enteros positivos y codominio en los niumeros reales y que
se definen a continuacion.
Una sucesion es aritmética si cada término después del primero difiere del término que le
precede en una cantidad constante 'Q de forma simbdlica:

® ®» Q
El término general de la sucesion correspondea @ & & p tQ

Una sucesién es geomeétrica si cada término después del primero se obtiene multiplicando
el término que le precede por una cantidad constante i, diferente de cero, en otros
términos, la razon entre un término y el que le precede siempre es la misma cantidad
constante i .

) WAO0 — 1|
()

El término general de la sucesiones @ @ ti

2.2.2. Las series

En general una serie es la suma de los términos de una sucesion, una serie aritmética es
la suma de los términos de una sucesion aritmética y una serie geométrica es la suma de
los términos de una sucesion geométrica.

Dada una sucesion O O o B . [ ,... sedenota Y asu ¢ 1i "Qéstima parcial, es
decir, a la suma de los términos @ desde el término uno hastael ¢ T1i "Q&"¥ es llamada
serie, 'Y ® ® ®@ 8 ® ) B ®

Observacion:

A SiGROROMB h  h,... es una sucesidn aritmética con diferencia 'Q la serie
aritmética que generaes™Y ® @ ® 8 © @, lo cual en términos de la
diferencia queda descrito como:

YOO O Q ® ¢ O dQ 8 w & ¢Q & & pQ

Y aplicando la propiedad asociativa™y & ® Qp ¢+3+...+n)

Se obtiene
w s SEE P w & .
Y ¢ QT oy c cw € p X
ycomow & & p XN
Llegando asi a la expresion que representa la ¢ i "Qdaswma parcial de la sucesion

aritmética

Y ® ©

A o
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A Si GO D  FH,... es una sucesidn geométrica con razén i, la serie
geométrica parcial que genera es Y ©® @ ® 8 © @, lo cual en

términos de la raz6n queda descrito como:

Yoo wd (e ®» Q 8 wa w d
si multiplicamos ambos miembros de la expresién por i , obtenemos
iy i ®3 (RS (e 8 wa ® a
Y ahora restamos las dos expresiones
YOIY o 0d °i p i W p i
Llegando asi a la expresion que representa la &€ 1i "Qdstma parcial de la sucesion
geomeétrica:
" @p i
Y ——
p i
A Dado que & R hid B hd Y ... es infinita, se pueden dar dos casos con i
0) ds pycomoé¢ vaenaumento,i cadavez se acerca mas a cero, asi la
serie de la sucesion infinita queda determinada por
Y —
p i

Este tipo de series es llamada convergente

(i) dS pycomoé¢ vaenaumento,i cadavezes mas grande también,
asi que la serie se hace cada vez méas grande, por lo tanto se dice que la
suma de una sucesion geométrica infinita no existe cuando 39S p
Este tipo de series es llamada divergente

Por la finalidad de este trabajo de investigacion, se hara uso de sucesiones y series
geométricas, debido a su utilidad en la interpretacion de estructuras de forma fractal.

2.3. Elementos de la geometria fractal

La geometria fractal es una ciencia que nace del intento del hombre por entender la
naturaleza y su estructura aparentemente aleatoria e impredecible, es por esto que centra
su atencién en modelar y describir fenémenos naturales que cuya forma no corresponde a
la geometria tradicional, como cuando para representar las nubes se usa la elipse o para
representar las montafias se usan conos como referencia, entre otros. Hoy en dia, los
fractales son una herramienta multidisciplinar que enriquece la labor de médicos,
cientificos, artistas, economistas, astronomos, entre otros.

En el intento por entender como funciona una estructura fractal a nivel elemental, se ha
tomado como referencia las ideas expuestas en los textos “Fractales para profanos”
(Rubiano, Fractales para Profanos, 2002) e “Iteracion y Fractales” (Rubiano, Iteracion y
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Fractales, 2009), para definir las caracteristicas principales de los fractales y algunos
ejemplos de estructuras geométricas de tipo fractal.

Los fractales se generan a través de patrones geométricos que presentan una
caracteristica de autosimilaridad y dimension fractal.

La idea de autosimilaridad se refiere a que en una pequefia rigura 2-31: Autosimilaridad en el
parte de la figura inicial se puede hallar una réplica exacta a brocoli.

menor escala de toda la figura inicial, es decir, al examinar
una parte del objeto la imagen que se observa es una
reduccion del objeto inicial, ahora bien, si se toma una parte
del objeto original y se amplia se obtiene una estructura que
parece ser idéntica al objeto original.

En la naturaleza encontramos variedad de ejemplos de
autosimilaridad, entre ellos el brécoli, el cual esta formado por
gajos que al tomar uno solo y compararlo con el brdcoli
completo da la idea de que son iguales a excepcion del
tamafio.

Al subir una montafia, no siempre se sube, en tramos del recorrido, se sube en otros se
baja y de nuevo se sube, lo cual da la impresion de que la montafia esta formada por
montafias mas pequefias, que a su vez estan formadas por otras mas pequefias, estas
montafiitas dan la idea de autosimilaridad con respecto a la montafia grande.

Un helecho es autosimilar a una de sus ramas, pero a menor
escala. Las suculentas son plantas que presentan autosimilaridad
en su estructura, lo cual indica eficiencia en la utilizacion de
recursos escasos, dado que esta formada por secciones carnosas
usadas para retener agua.

En el cuerpo humano encontramos érganos como los pulmones,
en los que una pequefia fraccion de ellos es autosimilar al 6rgano
completo, o el sistema circulatorio que presenta autosimilaridad
en su estructura,
de forma similar a la del arbol de la figura,
en el que una rama se divide en dos, luego
a su vez cada una se divide de nuevo en
dos y asi sucesivamente, en el sistema
circulatorio se evidencia este mismo patron
de formacion, que se repite hasta llegar a
todo el cuerpo humano. Siendo las venas
en cada nivel de menor grosor y longitud.

Un fractal® de forma intuitiva sera para
nosotros, una figura construida a partir de

20 Un fractal es un subconjunto del plano que es autosimilar y cuya dimension fractal excede a su
dimension topologica. (Rubiano, Iteracion y Fractales, 2009)(p. 28).



48 Los Fractales, un contexto para la Ensefianza de la Semejanza

una figura dada por medio de una recurrencia o transformacion, tal que sus partes resultan
semejantes a la figura inicial, es decir, un fractal estd compuesto por muestras idénticas a
la original, pero a menor escala.

El crecimiento de los fractales puede darse de distintas formas, a través de una forma
exponencial que al ampliarse o reducirse genera espacios vacios que se asemejan a poros
(Porosidad), a través de curvas que pueden llenar un espacio (relleno de dimension), o a
través de la generacion de ramificaciones para generar estructuras mas complejas
(Ramificacion), los fractales creados a partir de ramificacion muestran una estructura que
puede ser observada en la naturaleza como el brdcoli, los arboles y sus hojas y el sistema
circulatorio en el cuerpo humano.

Los fractales se pueden clasificar en dos tipos, los lineales o no lineales:

Fractal Lineal: Un fractal lineal es aquel que est4 formado por figuras geométricas
sencillas (curvas, poligonos) en los que se produce una iteracién? a partir de un cambio
de escala, el triangulo de Sierpinski y el copo de nieve de Koch pertenecen a esta clase
de fractales.

Fractal no lineal: Son aquellos que estan
formados a partir de ecuaciones de numeros Figura 2-32: Imagen del fractal de Mandelbrot
. . . (Rubiano, lteracién y Fractales, 2009)(p. 103)

complejos debido a lo cual se les designa con el

término de cadticos. Estos fractales son
generados en computadoras y creados por el
hombre, uno de los fractales mas conocidos de
esta clase es el fractal creado por Benoit
Mandelbrot quien utilizd por primera vez el
término Fractal en 1975.

A continuacién, se mencionan algunos fractales
lineales.

2.3.1.Algunos fractales

2.3.1.1. La curva de Hilbert

David Hilbert matematico aleméan en 1891 describi6 la curva que lleva su nombre, se trata
de una curva fractal continua que recubre el plano, creada a partir de relleno de dimensién
y construida de la siguiente manera:

Paso 1: Trazar un cuadrado

21 La iteracion consiste en repetir n veces la misma figura o patrén, con lo cual se obtienen objetos
autosemejantes, asi, si se realiza un acercamiento se observa la misma figura o patrén, pero a
menor escala.
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Paso 2: Dividir el cuadrado en cuatro cuadrados congruentes
Paso 3: Ubicar el centro de cada uno de los cuatro cuadrados
Paso 4: Construir segmentos de forma ordenada que unan los centros de los cuadrados.

Figura 2-33: Pasos para construir la curva de Hilbert.

Pasol Puasao2 Pasad Pasod

Al iterar el proceso descrito anteriormente en cada cuadrado del i} @ it £se obtiene la figura
del 0 QU &s decir; cada cuadrado del ¢ QU¢sa divide en cuatro cuadrados y se
conectan sus centros por medio de segmentos tal como lo indica la figura 0 QL &
comenzando siempre por el cuadrado inferior izquierdo y terminando en el cuadrado
inferior derecho.

En el segundo nivel, se obtienen tres segmentos de Figura 2-34: Representacion de la curva de Hilbert.
longitud - de la longitud del lado del cuadrado inicial

y la curva total tendra - de longitud.
En el tercer nivel se obtendra una curva de longitud igual

a—.

Para obtener la curva de Hilbert es necesario repetir este : :
Mivel } Mivel 2

proceso indefinidamente, lo cual no es posible IR
fisicamente, pero tedricamente, al iterar el proceso | | EEEgEEEEEmms
indefinidamente se obtiene una curva continua infinita, [T T T P A L
que debe pasar por todos los puntos del cuadrado, es i disS
decir, llena el espacio del cuadrado, y ademéas no es AT
derivable en ninguno de sus puntos. T e
Mivel 2 N Mivel 4 .

2.3.1.2. El conjunto de Cantor

El conjunto de cantor fue creado en 1883 por George Cantor matematico de origen ruso,
se trata de un fractal creado a partir de un segmento de recta en un proceso de extraccion
de segmentos en el que se generan vacios, por lo cual se considera que es un fractal
creado a partir de porosidad, que se obtiene de la siguiente manera:

Paso 1: Trazar un segmento de longitud igual a la unidad
Paso 2: Dividir en tres partes congruentes dicho segmento
Paso 3: Eliminar la parte central
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Figura 2-35: Pasos para construir el conjunto de Cantor.

Paza ]

Pasa 2

Pase 3

Se puede observar que al terminar el paso 3, los segmentos a considerar han disminuido

de longitud, cada segmento es de longitud - Q'® ¢ "QQubra ha aumentado la cantidad de
segmentos.

En seguida se debe repetir el mismo procedimiento con cada uno de los segmentos, es
decir, se divide cada segmento en tres partes congruentes y se extrae la parte central. Este
proceso se debe repetir de manera indefinida, claro esta, que la representacion gréfica
solo admite este proceso, tantas veces como sea posible fisicamente.

Figura 2-36: Representacion del conjunto de Cantor.

Mver ¥
Mived 2
Mived 3
MVELE - — — R —
Mivels == == - == - - as as

La figura 2-36 muestra los primeros cinco niveles del conjunto. Al analizar el conjunto
generado se puede extraer la siguiente informacion:

Tabla 2-4: Generalidades del conjunto de Cantor.

Suma de la
i Cantidad de Longitud de | longitud de
Nivel cada los
segmentos.
segmento. segmentos
extraidos.
1 1 0
2 2 E E
g o
3 4 [ q
(03] &)
4 8 L4 T
C X C Y
5 16 L [
UJ 0] UJ o)
é & s L
€ 4 P 3
g g
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Observacion:

El conjunto de cantor es el que esta al final de aplicar reiteradamente este proceso, hasta
llevarlo al infinito.

La cantidad de segmentos en cada nivel va aumentando de forma exponencial, asi, en el
nivel ¢ quedan ¢ segmentos que cada vez se asemejan mas a puntos, entre mas
grande es &, se evidencia que la cantidad de puntos se acerca a infinito.

La longitud de los segmentos del conjunto en cada nivel es - menor que la longitud de un

segmento de nivel anterior. La sucesion formada por las longitudes de los segmentos es
una sucesion geométrica, en la que la razén entre un término ‘1 y su antecesor Qes la

razon comun i , para cualquier término "Q se verifica que la razéon comdni  -. El término

¢ 1i "Qeestda dado porlaformacdy — -

Al observar ahora la secuencia generada por la suma de la longitud de los segmentos
extraidos, identificamos que la razon comin esi -, si sumamos las longitudes de los

\

segmentos extraidos en cada nivel obtenemos, la expresiéon que representala ¢ Ti "Qa ®
suma parcial de la sucesion:

S

qQlo

"YE

aln|@

p

Teniendo en cuenta que € va en aumento, la serie de la sucesion infinita queda

determinada por la siguiente expresionB ~ Y¢ — - p

Asi la suma de las longitudes de los segmentos extraidos es 1, como la longitud del
segmento inicial. Con lo cual podemos verificar que el conjunto de Cantor, tiene infinitos
puntos, pero longitud cero.

Al abstraer la idea del objeto fisico y relacionarlo con procesos infinitos, se puede llegar a
la idea de un conjunto de infinitos puntos cada uno de longitud cero, en el que la
autosimilaridad se puede evidenciar al tomar una parte del conjunto, ya que presenta la
misma estructura que el conjunto total.

2.3.1.3. Eltridngulo de Sierpinski

Waclaw Sierpinski en 1915 presenta una construccion geométrica en la que, a partir de un
triangulo, genera una secuencia de figuras geométricas llamada “El tridngulo de
Sierpinski”, obtenidas a partir de sucesivas extracciones, cuyo proceso de construccién es
el siguiente:

Paso 1: Construir un triangulo

Paso 2: Ubicar los puntos medios de cada uno de los lados

Paso 3: Unir los puntos medios de sus tres lados, construyendo cuatro triangulos y
eliminando el triangulo central.
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Figura 2-37: Pasos para construir el triangulo de Sierpinski.

AAL

Pasol Paso ? Pasa 3

Para construir el triangulo de Sierpinski se debe reiterar (desde el paso 2) el proceso
anterior infinitamente, en la siguiente figura se pueden observar las tres primeras
iteraciones del proceso.

Figura 2-38: Representacion del triangulo de Sierpinski.

AL LS

Nivel T Nivel 7 Nivel 3 Nivel &

Suponiendo que el lado del triangulo inicial es &, analicemos el conjunto generado y sus
caracteristicas:

Tabla 2-5: Generalidades del triangulo de Sierpinski.

Cantidad de Perimetro de Perimetro total
Nivel triAngulos un tridngulo

1 1 oW oW
5} w

2 3 -® —-®
C C
5}

3 9 26 X
T T

4 27 94 LA
W W

é é é é

N (o} 9 o

] o —® — ®

q q

Observacion:

El perimetro de cada tridngulo interno que conforma el fractal va disminuyendo con una

razon de cambio de -, pero el perimetro total va en aumento y tiende a infinito.

La cantidad de tridngulos en cada nivel va en aumento, asi en el nivel ¢ Ti "Qcéhay o

triangulos.
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El area de cada triangulo disminuye con una razon de cambio:i -, asi que el area de la
figura total tiende a cero.

Al abstraer la idea del objeto fisico y relacionarlo con procesos infinitos, se puede llegar a
la idea de una figura fractal con perimetro infinito, pero area cero. En la que la
autosimilaridad se puede evidenciar al tomar una parte de la figura, ya que presenta la
misma estructura que la figura total. El proceso de formacién del triangulo de Sierpinski
puede aplicarse a un cuadrado y es titulado alfombra de Sierpinski.

2.3.1.4. Lacurva de Koch

Es un fractal creado por el matematico Helge Von Koch de Estocolmo en 1904, es una
curva que a su parecer permite percibir de una forma mas didactica tanto para la geometria
como para el andlisis la imposibilidad de trazar una tangente a una curva. Se trata de una
curva continua cerrada construida a partir de adicion de segmentos de recta a una recta
inicial, formando una estructura en forma de ramificacién, bajo el siguiente procedimiento:

Paso 1. Trazar un segmento de longitud igual a la

unidad. Figura 2-39: Pasos para construir la
Paso 2: Dividir en tres partes congruentes dicho curva de Koch.

segmento Pasol
Paso 3: Sobre el segmento central construir un triangulo ..
equilatero, de tal manera que su base, sea el segmento
central.

Paso 4: Suprimir el segmento central tomado como base

Paso3

Este proceso se debe repetir de manera infinita (desde
el paso 2) para obtener la llamada curva de Koch, ahora
bien, la representacion gréafica solo admite este proceso,
tantas veces como sea posible fisicamente.

Figura 2-40: Representacion de la curva de Koch.

Mivet 1 MNrvel £

/N AT
_/\_/ /\._ AD A_(_A_? \_ﬁ?m_ﬁ..

Mivel 3 Mivel 4
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La figura 2-40 muestra los primeros cuatro niveles de la curva. Al analizar el conjunto
generado se puede extraer la siguiente informacion:

Tabla 2-6: Generalidades de la curva de Koch.

, Cantidad de Longitud de Longitud
Nivel cada
segmentos s Total
egmento
1 1 p 1
2 4 P v
g g
3 16 P pe
W W
4 64 P T
C X C X
é é € €
¢ T P T
o) g

Observacion:

La cantidad de segmentos en cada nivel va aumentando de forma exponencial, asi, en el
€ QUEQ AT QMEd QQwel QQa QE 0 € i

En la secuencia generada por la longitud de los segmentos que conforman la curva en
cada nivel, se puede identificar que se trata de una secuencia geométrica en la que la

razén comuni -

Al abstraer la idea del objeto fisico y relacionarlo con procesos infinitos, se puede llegar a
la idea de que la curva de Koch es entonces un ejemplo de una curva infinita, en la que la
autosimilaridad es evidente, si observaramos la curva bajo un telescopio encontrariamos
gue una pequefa parte es una réplica a escala de la curva total.

2.3.1.5. El copo de nieve de Koch

Figura 2-41: Pasos para construir el copo de
Este es un fractal cuya estructura principal guarda la misma nieve de Koch.

idea de la curva de Koch, pero esta vez se inicia desde un
triangulo equildtero y no desde un segmento, como se
muestra en la figura.

Paso 1: Trazar un triangulo equilatero, cuyo lado tiene - S
longitud igual a la unidad. Fasol Paso2
Paso 2: Dividir en tres partes congruentes cada lado '
Paso 3: Sobre el segmento central de cada lado, construir
un triangulo equilatero como se muestra en la figura, de tal
manera que su base, sea el segmento central.

Paso 4: Suprimir el segmento central tomado como base

Paso3 Pasod
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Este proceso se debe repetir de manera indefinida, para obtener el copo de nieve de Koch,

ahora bien, la representacion grafica solo admite este proceso, tantas veces como sea
posible fisicamente.

Nipell

Figura 2-42: Representacion del copo de nieve de Koch.

Nivel2

La figura muestra los primeros cuatro
niveles del copo de nieve de Koch. Al analizar el conjunto generado se puede extraer la

siguiente informacion:

Tabla 2-7: Generalidades del copo de nieve de Koch.

Nivell

Niveld

. Cantidad de Longitud de Perimetro del
Nivel copo de
lados cada lado X
Nieve
1 3 p 3
2 12 P PC
g g
3 48 P - —
W
4 192 L pPwCoT
CX CY
é 8 z 3
o P o
o o

Observacion:

La cantidad de lados en cada nivel va en aumento de forma exponencial, asi, en el

€ QUEQAI QmMeo QD

awQE i

En La secuencia generada por el perimetro del copo de nieve en cada nivel se puede

identificar que se trata de una secuencia geométrica en la que la raz6n comadn i

Para analizar el &rea del copo de Nieve, debemos tener en cuenta que el poligono inicial
es un triangulo equilatero que, al inscribirlo en una circunferencia, ésta pasara por los
vértices del triangulo, es asi como a medida que se aumenta de nivel en la construccion,
el area del copo tiende a cubrir el &area de la circunferencia sin excederla.
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Figura 2-43: Copo de nieve de Koch inscrito en una circunferencia.

De acuerdo a lo anterior podemos concluir que el copo de nieve de Koch presenta un
perimetro infinito y un area finita.

Al abstraer la idea del objeto fisico y relacionarlo con procesos infinitos, se puede llegar a
la idea de que el copo de nieve de Koch es entonces un ejemplo de un fractal de perimetro
infinito y area finita. La autosimilaridad es evidente si observaramos en un telescopio
encontrariamos que una parte del copo es una réplica a escala del copo total.

4.3.2. Dimension fractal

De manera intuitiva la dimensién fractal cuantifica la forma en la que el fractal parece llenar
un espacio, se trata de un namero real positivo que generaliza el concepto de dimension
euclidea.

La idea de dimensién que se maneja habitualmente es la idea euclidea, en la que un punto
tiene dimensién cero, una linea tiene dimensién uno, una superficie tiene dimension dos y
un cuerpo dimension tres, pero al tratar con formas fractales esto no es evidente, ese es
el caso de la curva de Hilbert, que por ser una curva deberia tener dimensién uno, pero da
la idea de llenar el plano asi que tendria dos dimensiones. Por esta razén se hace
necesario clarificar la idea de dimension fractal.

Obsérvese que la idea de dimensidn euclidea, aunque no es explicita, se puede extraer de
las definiciones dadas en los libros 'Oy WQde los Elementos de Euclides, en las que se
establece que:

Un punto es lo que no tiene partes, asi que, un punto es un objeto que existe, pero no
ocupa un espacio, por lo cual podemos decir que su dimension es cero. Una linea es una
longitud sin anchura, dado que la linea Gnicamente tiene longitud, su dimensién es uno.
Una superficie es aquello que solo tiene longitud y anchura, una superficie es de dimension
dos, dado que tiene longitud y anchura. Un sélido es aquello que tiene, longitud, anchura
y profundidad, un soélido es de dimensién tres, dado que tiene longitud, profundidad y
anchura.

A continuacién, se observa un segmento, un cuadrado y un cubo, que han sido divididos
en partes congruentes.
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Tabla 2-8: Dimensién euclidea.

Dimensién dos Dimension tres

Dimensidn uno

. + + + .

Un segmento dividido en | Una superficie en la que cada | Un cuerpo solido dividido en 8

cuatro partes congruentes. lado se dividié en cinco partes | partes congruentes (8 cubos
congruentes, generando 25 | congruentes), para lo cual se
Niimero de partes cuadrados congruentes. dividi6 cada arista en dos
I Dimension del segmel|  Nidmerode partes partes congruentes.
B4 A Dimension del segmento Nimera de partes
1 - r 4 i Dimension del segmento
4=1 -2 -

25 — — 37
* * 8=2

'

Factor de auwmento Factor de aumento

L

Factor de awmento

Es preciso aclarar que, a pesar de que cada pieza en la que ha sido dividido cada objeto
es autosimilar a la totalidad, éstos tres (linea, segmento y cubo) no son objetos de la
geometria fractal.

Los ejemplos propuestos en la tabla permiten clarificar la idea de dimensién euclidea antes
descrita, nétese que el exponente de cada expresion corresponde a la dimensién de cada
objeto. En forma general es posible determinar qué el nimero de partes, denotado U, en
que se divide un objeto es igual, al factor de aumento, denotado 'Q que se aplica a las
aristas de dicho objeto elevado a su dimensién euclidea, denotada 'QQ como se observa a
continuacion:

Nimero de partes

i Dimension del segmento

17
N=k

.

Factor de aumento

Ahora bien, podemos conocer la dimensién de un objeto, si conocemos el nimero de
partes en que quedo dividido y el factor de aumento aplicado.

TGO 6 QEIG QLGP &I o Ail T
2 "Qiba £ 000 QO ED 6 6 Qt d8 Q

QQa Bt i &Q

Naturalmente, cualquier figura que admita ser subdividida en un namero finito de partes
todas congruentes entre si y que sean una copia reducida del objeto original por un factor

de contraccion pj Qdebe satisfacer la expresion. E Q 0 Q —.
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Ahora bien, la dimensidn fractal autosimilar 'Q es el Unico valor que satisface la ecuacion
anterior. Por la finalidad de este trabajo se adoptard la idea de dimension fractal
autosimilar.

A continuacién, se presenta la dimension fractal de algunos fractales mencionados
anteriormente.

La dimension fractal del triangulo de Sierpinskies: Q —— —epl YT

Particularmente, en la formacion del triAngulo de Sierpinski, se toma el triangulo original y
se divide a una escala de pj ¢, asi que Q ¢, luego de este proceso se obtienen o
triangulos es decir0 ¢ ©.

La dimension fractal del conjunto de Cantores: Q —— —eTipo

En la construccién del conjunto de Cantor, se toma un segmento y se divide a una escala
de pj 0, asi que Q o, luego de este proceso se obtienen ¢ segmentos, es decir: 0 0 ¢
Lo cual indica que no se trata de un segmento, luego su dimensién es menor que uno y
tampoco es un punto, luego su dimensién es mayor que cero.

Ladimension de lacurva de Hilbertes:'Q —— —e ¢

En la construccién de la de Hilbert el cuadrado inicial se divide en tres partes 'Q ¢, luego
de lo cual se obtienen 4 cuadrados, es decir, 0 ¢ T, luego la dimensién fractal de la
curva de Hilbert es 2.

Ladimension delacurvade Koches: Q —— —e pltx ¢ ¢

En la construccion de la curva de Koch el segmento inicial se divide en tres partes Q o,
luego de lo cual se obtienen 4 segmentos, es decir, 0 ¢ T, luego la dimensioén fractal
de la curva de Koch es aproximadamente 1,262.



3. Aspectos Curriculares y Didacticos

En este capitulo se abordan los aspectos curriculares y didacticos que se consideran
necesarios al respecto del proceso de ensefianza y aprendizaje del concepto de
semejanza usando objetos geométricos de tipo fractal en grado noveno. Los aspectos
curriculares estan orientados por los Lineamientos Curriculares, los Estdndares Basicos
de Competencias en Matematicas y los Derechos Basicos de Aprendizaje del Ministerio de
Educacion Nacional, quien los ha propuesto como estrategias y herramientas que
conlleven al mejoramiento de la calidad educativa del pais y que sean Utiles en las
instituciones educativas para orientar los procesos académicos.

Por otro lado, los aspectos did4cticos estan orientados por la construccién del pensamiento
geomeétrico siguiendo el modelo de Van Hiele, la ensefianza de la semejanza, los objetos
fractales y la importancia de los recursos tecnoldgicos en el aula de clase. Para el disefio
y evaluacion de las actividades se ha tomado como referencia los planteamientos del
modelo para el desarrollo y evaluacién de competencias académicas DECAZ,

3.1 Aspectos curriculares
3.1.1.Lineamientos curriculares de Matematicas

Este documento propuesto por el MEN (Ministerio de Educacion Nacional, 1998) present6
una propuesta de renovacion curricular que se basa en tres aspectos basicos para el
planteamiento del curriculo de matematicas, el primero incluye aspectos generales
relacionados con el aprendizaje: El razonamiento, el planteamiento y resolucion de
problemas, la comunicacioén, la modelacion; la elaboracion, la comparacion y la ejercitacion
de procedimientos. El segundo aspecto esta basado en conocimientos especificos que
desarrollan el pensamiento matematico relacionados con el desarrollo del pensamiento
numeérico, espacial y métrico, aleatorio y variacional y cada uno de éstos asociado a un
sistema propio de las matematicas (sistemas numericos, sistemas geométricos, sistemas
de medidas, sistemas de datos y sistemas algebraicos y analiticos). El tercer aspecto esta
basado en el contexto que rodea al estudiante y le da sentido a las matematicas que
aprende (situaciones problema de la vida diaria, de la matematica y de otras areas).

22 La Practica Docente a Partir del Modelo DECA y La Teoria De Las Situaciones Didacticas.
(Guerrero, Sanchez, & Lurduy, 1992)
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Es de interés especifico para el desarrollo del presente trabajo, el abordar el desarrollo del
pensamiento espacial y los sistemas geométricos en grado noveno, sin dejar de lado el
desarrollo del pensamiento numérico y el variacional.

En los Lineamientos Curriculares se sigue la idea de que el desarrollo del pensamiento
espacial avanza desde un espacio intuitivo relacionado con la capacidad de interactuar con
objetos reales mediante la manipulacién, pudiendo realizar desplazamientos, calculos,
mediciones, hasta llegar a un espacio conceptual o abstracto relacionado con la capacidad
de representar dichos objetos y realizar razonamientos sobre ellos. Del mismo modo, la
geometria debe estar encaminada al desarrollo de la percepcion espacial y de las
intuiciones sobre las figuras bidimensionales y tridimensionales, vista como una
herramienta para entender el mundo que nos rodea, interpretarlo y argumentarlo.

3.1.2.Estandares basicos de competencias en Matematicas

En el documento de los Estandares Basicos de Competencias de Matematicas (Ministerio
de Educacion Nacional, 2006) se propone respecto a las relaciones de congruencia y
semejanza, siguiendo la coherencia vertical, el desarrollo de las siguientes competencias:

eReconozco la congruencia y la semejanza entre figuras (ampliar, reducir).
Primero a

Tercero

e|dentifico y justifico relaciones de congruencia y de semejanza entre figuras.

Cuarto a
Quinto

eResuelvo y formulo problemas que involucren relaciones y propiedades de semejanza y congruencia usando
representaciones visuales.

eConjeturo y verifico propiedades de congruencias y semejanzas entre figuras bidimensionales y entre
objetos tridimensionales en la solucién de problemas.

eAplico vy justifico criterios de congruencias y semejanza entre tridngulos en la resolucion y formulacion de
problemas.

Para los grados décimo y undécimo no se aborda especificamente la semejanza, sin
embargo, este concepto esta presente en mdltiples situaciones, por ejemplo, en la
trigonometria y en problemas de maximos y minimos.

Ahora bien, para el caso que nos ocupa, la semejanza a través de los fractales requiere
disponer no solo del manejo de los sistemas geométricos en cuanto a la semejanza de
formas bidimensionales y tridimensionales sino ademas del pensamiento numérico y del
pensamiento variacional. Al respecto del numeérico, tematicas relacionadas con razones y
proporciones y con relacion al pensamiento variacional las secuencias geométricas.
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Las competencias propuestas desde los Estdndares basicos de Competencias en
Matemaéticas relacionadas con el pensamiento numérico se encaminan a la resolucion de
problemas y simplificacion de calculos usando propiedades de los numeros reales, las
relaciones y operaciones entre ellos, incluyendo en este camino el contenido matematico
razones y proporciones en los que se propone su manejo desde grado primero hasta grado
séptimo Unicamente, como se muestra a continuacion.

4

TIPS eResuelvoy formulo problemas en situaciones de variacidn proporcional.

Tercero

eResuelvo y formulo problemas en situaciones de proporcionalidad directa, inversa y producto de medidas.

Caa!'ti’ - eModelo situaciones de dependencia mediante la proporcionalidad directa e inversa.
uinto

A eJustifico el uso de representaciones y procedimientos en situaciones de proporcionalidad directa e inversa.

Séptimo

eResuelvo problemas y simplifico calculos usando propiedades y relaciones de los nimeros reales y de las
relaciones y operaciones entre ellos.

Al respecto del pensamiento variacional, se propone el contenido matematico relacionado
con secuencias numéricas y geométricas, orientado al desarrollo de las siguientes
competencias:

4

e Construyo secuencias numéricas y geométricas utilizando propiedades de los nimeros y de las figuras

WECEN  geométricas.
Tercero

- *Predigo patrones de variacidon en una secuencia numérica, geométrica o grafica.

Quinto

N
eDescribo y represento situaciones de variacion relacionando diferentes representaciones (diagramas, expresiones

Sexto a verbales generalizadas y tablas).
Séptimo J

*Modelo situaciones de variacién con funciones polindmicas.

Octavo a

Noveno -

eUtilizo las técnicas de aproximacion en procesos infinitos numéricos.

Finalmente se identifica que desde los Estandares Basicos de Competencias en
Matematicas los criterios a los cuales se debe orientar el desarrollo del concepto de
semejanza y los conceptos que se consideran asociados a éste, estan dirigidos hacia la
verificacion y formulacion de conjeturas de propiedades de semejanza en objetos
bidimensionales y tridimensionales, haciendo uso de la resolucién de problemas y calculos
numeéricos que involucren numeros reales en la modelacién de situaciones de variacion,
en busca de comprender un poco méas el mundo que nos rodea.
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3.1.3.Derechos béasicos de aprendizaje DBA

Ahora bien, todo este entramado conceptual planteado en los Lineamientos Curriculares y
en los estandares basicos de calidad se presenta de una forma puntual para trabajar desde
el aula de clase en el documento de los DBA (Medina Pulido, y otros, 2016), los cuales
estan constituidos como un conjunto de aprendizajes estructurales que deben aprender los
estudiantes de la educacion basica desde transicién hasta grado undécimo.

Al respecto de la semejanza y sus conceptos asociados, para grado noveno se establecen
los siguientes derechos basicos de aprendizaje:

4

¢ Utiliza los niUmeros reales, sus operaciones, relaciones y representaciones para analizar procesos infinitos y
b):0:\e)| resolver problemas.

e|dentifica relaciones de congruencia y semejanza entre las formas geométricas que configuran el disefio de un
bz objeto.

eUtiliza teoremas, propiedades y relaciones geométricas (teorema de Thales y el teorema de Pitagoras) para
»):li\s  proponer y justificar estrategias de medicién y calculo de longitudes.

eConjetura acerca de las regularidades de las formas bidimensionales y tridimensionales y realiza inferencias a
partir de los criterios de semejanza, congruencia y teoremas basicos.

eUtiliza procesos inductivos y lenguaje simbdlico o algebraico para formular, proponer y resolver conjeturas en la
solucién de problemas numéricos, geométricos, métricos, en situaciones cotidianas y no cotidianas.

La estructura teérica que nos aporta los documentos analizados (Lineamientos
curriculares, Estandares basicos de Matematicas y Derechos Basicos de Aprendizaje) nos
brinda una ruta de ensefianza que promueve la consecucion de aprendizajes a través de
la articulacién de conocimientos, habilidades y actitudes que deben ser adaptados y
aplicados en el aula de clase.

3.2 Aspectos didacticos

3.2.1. El modelo de Van Hiele

El modelo de Van Hiele surge de las investigaciones de la pareja Pierre Marie Van Hiele y
Dina Van Hiele-Geldof, quienes en este modelo exponen como el estudiante va recorriendo
unos niveles de pensamiento y conocimiento en su comprension de la geometria, teniendo
en cuenta que solo al alcanzar un nivel se puede pasar al siguiente, sin estar asociados a
la edad.

El modelo de Van Hiele citado por (Fouz, 2001) considera cinco niveles de desarrollo del
pensamiento geométrico que muestran un modo de estructurar el aprendizaje de la
geometria y de razonar, estos niveles de razonamiento son:
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Nivel T.

. Nivel 3. Nivel 4. .
Reconocimient Nivel 2. o Nivel 5.
. Orden o Deduccién .
o- Andlisis P Rigor
L clasificacion formal

El Nivel 1. Es el nivel de la visualizacion o reconocimiento, en el que el estudiante identifica
figuras como un todo unificado, pero no evidencia relaciones entre las partes que
componen las figuras. Los objetos sobre los cuales los estudiantes razonan son clases de
figuras reconocidas visualmente como de “la misma forma”, no reconocen de forma
explicita componentes o propiedades de los objetos a estudiar.

El Nivel 2. Es un nivel de analisis, de conocimiento de las caracteristicas de las figuras y
de sus propiedades basicas, estas propiedades son identificadas a través de
observaciones efectuadas durante trabajos practicos como mediciones, dibujos y
construccion de modelos. De manera informal pueden describir las figuras por sus
propiedades, pero no relacionarlas, recurren a caracteristicas generales de clases de
objetos que se relacionan con objetos particulares.

El Nivel 3. Llamado de ordenamiento o de clasificacion. Las relaciones entre las figuras y
sus elementos se perciben con mayor claridad. Los estudiantes pueden clasificar figuras
jerarquicamente mediante la identificaciébn de sus propiedades, con lo cual se llega a
justificar dichas clasificaciones. Se establecen conexiones légicas a través de la practica y
el razonamiento. En este nivel, los objetos sobre los cuales razonan los estudiantes son
las propiedades de clases de figuras.

El Nivel 4. Es de razonamiento deductivo; en él se entiende el sentido de los teoremas y
las definiciones, pero alin no se hacen razonamientos abstractos, ni se entiende
suficientemente el significado del rigor de las demostraciones.

El Nivel 5. Es el de rigor. Se realiza un razonamiento de forma rigurosa, mediante un
analisis deductivo. Los estudiantes razonan formalmente sobre axiomas, teoremas,
definiciones, pueden abordar conceptos geométricos sin necesidad de recurrir a ejemplos.

Fouz (2001) en su analisis del modelo Van Hiele presenta las caracteristicas de los niveles,
la primera de ellas es que éstos son recursivos, es decir, los conocimientos que son
implicitos en un nivel pasaran a ser explicitos en el siguiente nivel, idea que presenta
mediante la siguiente tabla y en la que no incluye el nivel 5.

Tabla 3-1: Recursividad en los niveles de Van Hiele propuesto por Fouz (2001).

ELEMENTOS EXPLICITOS ELEMENTOS IMPLICITOS
NIVEL 1 Figuras y objetos. Partes y propiedades de las figuras y objetos.
NIVEL 2 Partes y propiedades de las figuras y | Implicaciones entre propiedades de figuras y
objetos. objetos.
NIVEL 3 Implicaciones entre propiedades de figuras | Deduccion formal de teoremas.
y objetos.
NIVEL 4 Deduccioén formal de teoremas. Relacion entre los teoremas (sistemas
axiomaticos).

La segunda caracteristica es el mejoramiento del lenguaje en cada nivel, Fouz sefiala que
se trata de ampliar las capacidades referidas al lenguaje matematico en cada nivel.
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En el modelo de Van Hiele también se describen aspectos relacionados al codmo organizar
las actividades que se deben proponer para alcanzar un determinado nivel, las fases de
aprendizaje que se proponen son:

FASE 1. FASE 2. FASE 3. FASE 4. FASES
PREGUNTAS ORIENTACION EXPLICACION ORIENTACION INTEGRACION
(INFORMACION) DIRIGIDA (EXPLICITACION) LIBRE

En cada nivel se debe pasar por estas cinco fases, iniciando por la formulacién de
preguntas que permitan identificar los conocimientos previos de los estudiantes,
continuando con la fase de orientacion dirigida en la que se pretende que los estudiantes
identifiquen y comprendan el contenido y sus caracteristicas. En la siguiente fase se debe
orientar al estudiante hacia la interaccion para realizar un intercambio de ideas con otros
compafieros. Llegando asi a la fase en la que se requiere el planteamiento de actividades
de mayor complejidad en las que sea necesario usar un vocabulario un poco mas técnico
de acuerdo al contenido abordado. Finalmente, la fase siguiente requiere de la sintesis de
los conocimientos adquiridos, ademas permite continuar con el siguiente nivel.

A continuacion, se describe cada fase en detalle:

Fase 1. En esta fase a través de preguntas planteadas de forma oral o escrita se pretende
identificar los conocimientos previos del estudiante. Se busca claridad acerca del punto de
inicio y el camino a seguir.

Fase 2. En esta fase a través de orientacion dirigida se deben disefar actividades que
permitan al estudiante comprender, asimilar y aplicar ideas, conceptos, propiedades y
relaciones.

Fase 3. En esta fase se busca que los estudiantes interactien, compartan ideas,
experiencias y puntos de vista. El profesor debe ser un orientador del proceso y estar
atento de la identificacion de errores en el aprendizaje.

Fase 4. En esta fase se busca el planteamiento de actividades mas complejas en cuanto
a contenido y manejo del lenguaje técnico, recurriendo a situaciones problema en las que
se requiera para su solucion el razonamiento y la justificacion de sus resultados.

Fase 5. Finalmente se sintetizan los contenidos trabajados en las fases anteriores,
buscando formar nuevos conocimientos, para seguir avanzando en los niveles.

En sintesis, vemos que el Modelo de Van Hiele muestra la evolucion del razonamiento
geomeétrico y el tipo de actividades que se pueden emplear para inducir a los estudiantes
al razonamiento geométrico, teniendo claro que no todos los estudiantes aprenden al
mismo ritmo y que el nivel de razonamiento que se alcanza de un concepto no es
necesariamente el mismo alcanzado en otro concepto. Este modelo estructura cinco
niveles de razonamiento con cinco fases de aprendizaje cada uno.
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3.2.2. Ensefianza de la semejanza

La semejanza es un concepto que puede tener diversas interpretaciones, a continuacion
se abordara tomando como referente los planteamientos acerca de la aproximacién al
concepto de semejanza en (Escudero, 2005).

La semejanza, como objeto matematico, es una transformacion geométrica que tiene
lugar ya sea en el plano o en el espacio. Dicha transformacion es el producto de una
homotecia por uno o varios movimientos (traslaciones o rotaciones), manteniendo siempre
propiedades caracteristicas que son:

1. Laconservacion de los angulos, es decir, los &ngulos homdlogos son congruentes.

2. La relacion proporcional entre los lados respectivos u homélogos, teniendo en
cuenta que a puntos alineados en la figura original corresponden puntos alineados
en igual orden en la figura homotética.

En relacion con la semejanza, como objeto de ensefianza, Escudero (2005) sefala la
importancia de identificar las distintas aproximaciones al concepto de semejanza, las
formas de representacion y el tipo de actividad propuesta en las tareas.

En cuanto a las aproximaciones a la semejanza como objeto de ensefianza, Lemonidis
(1991) citado por Escudero (2005) identifica tres momentos distintos en el concepto de
semejanza, desde los que se pueden hacer tres aproximaciones.

La semejanza como relacion intrafigural: esta aproximacién se caracteriza por presentar
una correspondencia entre los elementos de las figuras a relacionar, es decir, los
elementos de una figura relacionados con los correspondientes de su semejante. En esta
aproximacion no se presenta la idea de transformacién. Se destacan dos tipos de
representacion, el primero relacionado con figuras que estan dispuestas en configuracion
de Thales, en las que se ponen en consideracion los aspectos de proyeccion y homotecia
con sus correspondientes razones. El segundo tipo se presenta cuando las figuras
aparecen como figuras separadas.

Figura 3-1: Representacién de figuras semejantes con aspecto de proyeccion y de
homotecia.

iy

Aspecto de proyeccion

Aspecto de homotecia
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La semejanza como transformacion geométrica: En esta aproximacion la semejanza
aparece con la idea de transformar una figura en otra, de tal manera que se percibe como
una aplicacion de los puntos del plano en él mismo.

La semejanza como objeto matematico: es la aproximacion en la que se identifica una
transformacién geométrica, caracterizada porque hay una operacion en la que se busca el
resultado de la composicién de dos o mas transformaciones.

En caso de que la aproximacion al concepto no sea dentro de la relacion intrafigural, solo
se tendra en cuenta si las figuras estan en disposicion homotética o se consideran como
figuras separadas.

Figura 3-2: Figuras en disposicién homotética.

Las aproximaciones anteriores se pueden interpretar a través de dos conceptos de
semejanza, de apariencia inicialmente distinta, pero de fondo equivalentes, el primero
como una relacion intrafigural y el segundo como una transformacién geométrica.

En relacién con las formas de representacion distingue las situaciones problema, el
material concreto y los diversos tipos de lenguaje, natural, simbdlico, numérico.

En cuanto al tipo de actividades propuestas distingue aquellas tareas que requieren
calcular y para las cuales establece subcategorias, en las que hay ausencia de valores
numeéricos, las de tipo comparacion y las mixtas; las tareas que requieren construir y las
tareas que requieren demostrar o justificar.

Por su parte Godino? identifica dos niveles de razonamiento en el concepto de semejanza
de figuras en dos y tres dimensiones:

Nivel 0. Se refiere a un nivel inicial que es estrictamente visual y posiblemente no sera
preciso.

Nivel 1. En el que los alumnos pueden iniciar a realizar medidas de angulos, longitudes de
lados, calcular areas y volimenes de los sélidos que sean semejantes, encontrando
relaciones entre formas semejantes.

Finalmente, Godino concluye que el estudio de la semejanza de figuras esta
estrechamente relacionado con el estudio del razonamiento proporcional.

23 Juan D. Godino Matematicas y su didactica para maestros.Pag.557 febrero de 2002
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3.2.3. Errores asociados al aprendizaje de la semejanza

En el proceso de construccion de los conceptos matematicos la identificacion dificultades
0 de posibles errores permite que puedan ser corregidos en el planteamiento de las
actividades o utilizados como herramienta de reflexién y motivacion hacia el aprendizaje.
Se utilizara para nuestro analisis la clasificacidbn de errores en mateméaticas dada por
Radatz (1979) citado por (Rico, 1995):

1. Errores debidos a dificultades en el lenguaje: Se evidencian errores de traduccion
del lenguaje natural al lenguaje matemético, relacionados con simbolos, conceptos
y vocabulario.

2. Errores debidos a dificultades para obtener informacién espacial: Se evidencian en
la interpretacién errénea de representaciones gréaficas de situaciones geométricas.

3. Errores debidos a un aprendizaje deficiente de hechos, destrezas y conceptos
previos: Se evidencia en la insuficiencia de conocimiento sobre contenidos,
algoritmos y procedimientos matematicos, para abordar una situacion.

4. Errores debidos a asociaciones incorrectas o0 a rigidez del pensamiento: Se
evidencian en la asociacion y aplicacion de los mismos esquemas de pensamiento
a situaciones que han sido modificadas, pueden ser de tipo asociacion,
interferencia, asimilacién y transferencia negativa.

5. Errores debidos a la aplicacion de reglas o estrategias irrelevantes: Surge por la
aplicacion de estrategias similares en contenidos diferentes.

Especificamente en el proceso de construccion del concepto de semejanza (Millan
Villegas, 2010), realiza una clasificacion en la que identifica algunos errores asociados a
dicho concepto y los relaciona con las anteriores categorias. En la siguiente tabla se han
tomado Unicamente los errores que a nuestro parecer son evidentes y muy recurrentes en
la construccién del concepto de semejanza.

Tabla 3-2: Errores asociados al aprendizaje de la semejanza.

CLASE DE ERROR ERROR ASOCIADO A LA SEMEJANZA

Errores debidos a dificultades en el lenguaje: Interpretacion inadecuada de términos como: doble, triple,

mitad.
Dificultad en la representacion geométrica de situaciones
Errores debidos a dificultades para obtener problema de semejanza.
informacién espacial Falta de identificacion de relacion entre representaciones y los

movimientos asociados a la semejanza.
Deficiencia en el uso de términos como: perimetro, area,
Errores debidos a un aprendizaje deficiente de longitud, radio, razén.
hechos, destrezas y conceptos previos Aplicacion erronea del concepto de semejanza o no verificacién
completa del concepto.
Errores debidos a asociaciones incorrectas o a rigidez | Aplicacién de estrategias aditivas a procesos multiplicativos.
del pensamiento
Errores debidos a la aplicacion de reglas o estrategias | Aplicacion erronea del teorema de Thales.
irrelevantes
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La identificacion del error servira de herramienta de reflexion y motivacion en el proceso
de ensefianza y aprendizaje, tanto para el estudiante como para el docente servira para
retroalimentar y mejorar los resultados, ademas, sera utilizado como herramienta de
analisis en la interpretacion de las actividades aplicadas.

3.2.4. Los fractales y la semejanza

Los objetos fractales serdn una herramienta de motivacion para la ensefianza de la
semejanza, nos aportan formas visualmente llamativas, ademas permiten acercarnos a un
contexto real en el que cobra significado el concepto a través de diferentes formas de la
naturaleza. Recurriremos especialmente a su caracteristica de autosemejanza para
motivar a la comprension de la semejanza y otros conceptos asociados a esta.

Los fractales, objetos de nuestro interés, son figuras geométricas irregulares generadas a
través de procesos recursivos, cuya caracteristica principal es la autosemejanza, es decir,
gue la totalidad de la figura es exactamente similar a una parte de si misma y cuya
dimensién es no entera, es decir, ho posee dimensiones usuales como la linea (una
dimensién), el plano (dos dimensiones) o el espacio (tres dimensiones), son figuras que
pueden tener dimensiones intermedias.

Dado que el objetivo central es la ensefianza de la semejanza de figuras planas mediante
el recurso de los fractales, nos centraremos en su caracteristica de autosemejanza para la
configuracién de la secuencia didactica a través de métodos dinamicos haciendo uso de
la herramienta GeoGebra, como también a través de métodos estaticos, es decir, sin
recurrir a movimientos en el plano, pero siempre manteniendo el proceso de recursividad.

3.2.5. Disefio y elaboracidon de las actividades de aprendizaje

Las actividades de ensefianza — aprendizaje que componen la unidad didactica se
fundamentan en los planteamientos del grupo DECA citado por (Guerrero, Sanchez, &
Lurduy, 1992) quien de acuerdo con la funcién de las actividades propone que una
secuencia didactica debe incluir actividades de iniciacién e introduccion, actividades de
desarrollo y reestructuracion, actividades de aplicacion y profundizacion y actividades de
evaluacion.

A Las actividades de iniciacion e introduccion se presentan con la finalidad de
gue el estudiante exteriorice sus ideas previas sobre los contenidos que se van a tratar en
la unidad didactica, identifique la necesidad de ampliar sus conocimientos o transformarlos,
de tal manera que sea forzado a crear un cambio de esquemas de pensamiento.

En este tipo de actividades el profesor debe generar unos indicadores empiricos basados
en su experiencia docente, en la teoria curricular adoptada (por ejemplo, los estandares
curriculares) y en el conocimiento matematico a generar en los estudiantes.

A Las actividades de desarrollo y reestructuracion tienen la funcion de permitir la
reflexion sobre la utilidad de adquirir nuevos conocimientos, comparar con los
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conocimientos anteriores, comprobar sus ventajas y producir el cambio deseado en los
esquemas mentales como consecuencia de la superacién del conflicto cognitivo
evidenciado en las actividades de iniciacion. La construccion del conocimiento por parte
del estudiante se genera bajo la tutoria y orientacién del profesor y la interaccién con sus
comparnieros.

A Las actividades de aplicacion y profundizacién tienen la funcién de aplicar los
conocimientos adquiridos a otras situaciones y ampliar el conocimiento conseguido, para
trabajar sobre nuevos contextos.

A Todas las actividades planteadas permiten identificar los progresos de los
estudiantes, asi la evaluacién va a ser progresiva dentro de todo el proceso. Pero las
actividades de evaluacidon especificamente pretenden revisar el proceso en su conjunto,
sirven para conocer el progreso de los estudiantes, para permitir que los estudiantes
conozcan la utilidad de lo aprendido, expresen y argumenten sus aprendizajes.

El grupo DECA citado por (Guerrero, Sanchez, & Lurduy, 1992) propone que las
actividades presenten unas caracteristicas basicas: por un lado que permitan pasar de
una manera natural de una fase inicial a una mas avanzada, como también, de lo concreto
a lo abstracto y por otro lado que el docente asuma el papel de orientador del proceso y el
estudiante sea el principal agente de las actividades.

Las actividades deben motivar la investigacion y la exploracion; ademas, deben incluir
variedad de contextos, que esten lo suficientemente cerca de los conocimientos de los
estudiantes, de tal manera que favorezcan el trabajo individual y el trabajo en equipo
facilitando la argumentacién y la valoracién de distintos puntos de vista.

Se pretende desarrollar en el estudiante la habilidad de pensar y actuar con flexibilidad a
partir de lo que sabe, es decir, desarrollar la habilidad que tiene un sujeto para construir
una representacion coherente del aprendizaje, relacionarlo con sus conocimientos previos
y reflexionar sobre este para aplicarlo en la solucién de problemas.

El docente debe ser un facilitador, su objetivo es proponer actividades de experiencias de
desempefio que amplien la comprension del estudiante, de vez en cuando puede realizar
una clase expositiva 0 de prueba, pero este tipo de actividades no es central en el proceso,
pueden ser utilizadas Gnicamente como apoyo.

3.3 Tecnologias digitales en la ensefianza

El desarrollo digital que vivimos en la actualidad obliga a que la educacion sea repensada
en cuanto a estrategias, contenidos y habilidades que los estudiantes deben aprender,
buscando que los estudiantes desarrollen competencias para resolver los problemas
dentro del ambiente escolar y fuera de €él. Al respecto, Santos Trigo (2015) afirma que la
competencia digital se refiere a que los estudiantes desarrollen habilidades en el uso de
tecnologia, en la resolucion de problemas, incluyendo tecnologias con propdésitos multiples
como Powerpoint o pizarrones interactivos y aquellas disefiadas para realizar tareas
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matematicas como los sistemas de geometria dinamica (GeoGebra) o los sistemas de
algebra computacional.

Se debe promover en el aula una cultura digital en la que se valore la reflexion matemética
y el trabajo en equipo orientados al manejo de recursos y la resolucién de problemas,
teniendo en cuenta que muchas de las actividades diarias de los individuos estan siendo
permeadas por la tecnologia.

Los recursos tecnolégicos en el aula de clase como el computador, el celular o la Tablet
pueden ser adoptados por el docente y el estudiante como instrumentos de apoyo para el
proceso de aprendizaje y la construccién de conocimientos.

En el mismo camino el docente debe ser consiente de los diferentes recursos, visuales,
auditivos, graficos que tiene a su alcance y todas las posibilidades que brindan en la
construccion de conocimientos. Al respecto (Cabero & Duarte, 1999) afirman que: “los
medios multimedia, permiten la presentacion al sujeto de diferentes tipos de codigos y
lenguajes, que van desde los textuales hasta los iconicos sonoros e iconicos visuales, tanto
de forma estatica como dinamica”, lo cual puede repercutir en que el estudiante obtenga
informacion de diferentes fuentes de cddigos en un mismo espacio, asi que se debe
orientar hacia el buen uso de dicha informacién y la depuracién de la misma.

Entre tanto también se hace necesario tener en cuenta las limitaciones que se dan en el
uso de este tipo de herramientas, como lo mencionan Cabero y Duarte (1999), quienes
identifican limitaciones al respecto de las -caracteristicas tecnologicas, de las
caracteristicas personales de los usuarios, de las perspectivas didacticas, metodolégicas
y organizativas. A continuacion, se presenta una adaptacion pretendiendo recoger las
limitaciones de cada dimensién antes mencionada:

Limitaciones de caracter tecnolégico, evidenciadas en:

A Problemas de desorientacion y desbordamiento cognitivo. Lo cual repercute en
perdida de informacién y conocimientos, dado que el estudiante no es capaz de recordar
el proceso llevado a cabo.

A Aplicaciones o programas construidos bajo principios técnicos y estéticos, con bajo
nivel educativo y didactico.

Limitaciones por parte de los estudiantes, evidenciadas en:

A En el desconocimiento de la herramienta tecnoldgica, lo cual incide en la dificultad
para el manejo de la herramienta.

A Falta de motivacion causada por el bajo interés por aprender y la idea de que el
aprendizaje debe ser de tipo memoristico.

A Desinterés a causa del exceso de informacion.

Limitaciones metodologicas y did4cticas evidenciadas en:

A Falta de software disefiado para abordar contenidos educativos significativos.
A Exceso de software con caracteristicas conductistas.
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Limitaciones de caracter organizativo:

A Falta de herramientas adecuadas en instituciones educativas.
A Falta de disposicién por parte de los docentes hacia la inclusion de herramientas
tecnologicas en el aula de clase.

Por otro lado, también se hace necesario identificar y reflexionar acerca de las limitaciones
en el uso de medios tecnolégicos en el &mbito educativo, también se hace necesario
identificar sus ventajas y diversas posibilidades que enriquecen la ensefianza. Al respecto
Cabero y Duarte (1999), identifican las siguientes ventajas:

A La posibilidad de una mayor adaptacién a las caracteristicas, actitudes y aptitudes
de los estudiantes.

A La posibilidad de una mayor adaptacion a las caracteristicas del contenido en si,
ofreciendo un mismo concepto desde diferentes sistemas de representacion.

A Hace posible la interconexién de informacion de diferente indole y naturaleza.

A Facilita el acceso a la informacion con el menor retardo de tiempo.

A Actitudes positivas que inicialmente despiertan en el estudiante aprendizaje
colaborativo,

A Desarrolla la aplicacién de nuevas estrategias de aprendizaje, no basadas en el
aprendizaje memoristico.

A Brinda posibilidades para la exploraciébn de patrones y regularidades y la

formulacion de conjeturas.

3.3.1. El software GeoGebra

Las anteriores ventajas asi descritas, se adaptan y describen de forma adecuada al
software educativo Geogebra, el cual es un programa informatico que esta dirigido a la
ensefianzay el aprendizaje autdnomo, por tanto, ayuda en la adquisicion de conocimientos
y a la ampliacion de habilidades.

Este es un software de matematicas dinamicas, Gtil en todos los grados de la educacion
basica, media y universitaria, que recopila ramas de esta como: geometria, algebra,
calculo, y estadistica. Ademas, permite reconocer formas geométricas y sus propiedades,
trazar gréficas de funciones, trazar construcciones geométricas dinamicas, identificar
patrones, realizar y verificar conjeturas, y solucionar situaciones problema; por tanto,
vemos que Geogebra promueve en el usuario el desarrollo del pensamiento critico, el
razonamiento I6gico matematico y el razonamiento numérico.

Otras ventajas de usar este software son:

A Promueve la comprension creativa de los conceptos matematicos.
A Presenta una amplia y completa gama de elementos de geometria y algebra,
A Es dinamico e interactivo. Es de facil acceso, dado que para adquirirlo solo hace

falta tener un dispositivo (celular, Tablet, computador).
A Puede ser trabajado en linea, sin necesidad de descargas.



72 Los Fractales, un contexto para la Ensefianza de la Semejanza

A Su interfaz es clara, es decir, utiliza un conjunto de objetos, graficos e iconos que
facilitan la comunicacion con el usuario, aunque para principiantes es necesario tener un
tutor que oriente el acceso al software; esto Ultimo, podria convertirse en una desventaja.

Ahora bien, aunque se han sefialado aspectos positivos del uso del Geogebra, es de anotar
gue se debe tener cuidado al realizar algunas construcciones, pues como este software es
un “instrumento fisico" puede haber errores imperceptibles lo cual podria ser otra
desventaja. Para citar un ejemplo, en Geogebra es posible construir poligonos regulares
de cualquier numero de lados, lo cual no es posible con la regla y el compés bajo las
condiciones clasicas y formales, dado que los poligonos regulares construibles con regla
y compas deben tener un numero de lados iguala ¢ ¢ 0 0 80 , donde los O son
llamados primos de Fermat y son de la forma ¢ p8 Asi, construcciones producidas por
la tecnologia pueden generar en el estudiante una inadecuada percepcién de las
construcciones de los poligonos regulares, asimilando de forma equivocada que se podria
construir cualquier poligono regular con regla y compas al igual que sucede con el uso de
dicha herramienta.

Para el desarrollo de este material educativo, se toma como herramienta tecnoldgica
principal el software dinamico GeoGebra, el cual permite que a partir de las construcciones
geométricas de los objetos fractales se pueda observar una de sus caracteristicas
esenciales, como es la autosemejanza, ademas de la identificacion de regularidades a
diferentes escalas y la verificacién de conjeturas al respecto de areas y perimetros.

A continuacién, se presenta una aproximacion a algunos objetos fractales realizados con
el software dindmico GeoGebra.

Figura 3-3: Fractales en GeoGebra.

Es de anotar que las figuras son figuras bidimensionales de la geometria tradicional, pero
gue nos sirven como referencia para intentar visualizar las caracteristicas de un Fractal.
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4. Propuesta Didactica para la Enseianza de
la Semejanza a través del uso de Formas
Geométricas de tipo Fractal

Como se podra observar, las actividades estan disefiadas pretendiendo que segun los
estandares basicos de calidad permitan conjeturar y verificar propiedades de congruencias
y semejanzas entre figuras bidimensionales en la solucion de problemas, haciendo uso de
objetos de tipo fractal como herramienta de motivacion. EIl papel del docente en el
desarrollo de las actividades es de guia u orientador y al finalizar las actividades es quien
orienta la sintesis a partir del trabajo, observaciones y la conceptualizacion e identificacion
de propiedades trabajadas por los estudiantes.

Es de anotar que para las actividades se hara uso de recursos que apoyaran el desarrollo
de las actividades y la adquisicion de conocimientos, y que servirdn de facilitadores en el
proceso de ensefianza y aprendizaje. Entre los recursos manipulativos intangibles se hara
uso de formas geométricas, recursos graficos, expresiones simbdlicas, expresiones
numéricas y entre los recursos manipulativos tangibles tenemos fichas, reglas,
transportador, papel. Entre los recursos de tipo tecnoldgico se hara uso del software de
geometria dinamica GeoGebra, videos tutoriales, paginas web de consulta y profundizacién
sobre la semejanza, los fractales y sus caracteristicas

4.1 Estructurade la secuencia didactica

Tomando como referencia los aspectos histéricos, disciplinares, curriculares y didacticos
relacionados en los capitulos anteriores, se describe a continuacion la estructura de la
secuencia de ensefianza que permite un acercamiento y motivacion al desarrollo del
concepto de semejanza y sus propiedades para el grado noveno, tomando como
herramienta objetos de tipo fractal y que se evidenciara a través de las actividades de
aprendizaje propuestas en este trabajo.
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Tabla 4-1: Estructura de la secuencia de ensefianza del concepto de semejanza.

Estructura® de la secuencia de ensefianza del concepto de semejanza

ACTIVIDAD

INTENCION

COMPETENCIAS

DESCRIPCION

INICIO
ly2

Observar y describir algunas
caracteristicas de preconceptos
asociados a la semejanza, a
partir de la construccion y
andlisis de la curva de Koch y la
situacion histdrica relacionada
con la medicién de la costa de
Gran Bretafia.

Propone y justifica diferentes tipos de
medicion de longitudes, angulos,
perimetros y areas.

Se presenta una introduccién a los
procesos de medicién  utilizando
diferentes unidades de medida, a
continuacion, se deben realizar
conjeturas acerca de los resultados
obtenidos.

REESTRUC
TURACION
3,4y5

Razonar sobre la utilidad de
adquirir nuevos conocimientos,
acerca de la proporcién, el
teorema de Thales, areas,
perimetros y su uso en
situaciones como:

La paradoja relacionada con el
infinito “Aquiles y la Tortuga”.

La idea intuitva de la
construccion de los primeros
niveles del tridngulo de
Sierpinski.

Analizar y reconocer
regularidades en secuencias
geométricas desde la

representacion gréfica.

Interpreta el espacio de manera
analitica a partir de la resolucion de
situaciones problema relacionadas
con el movimiento y el infinito.

Se analiza e interpreta la paradoja de
Aquiles y la tortuga, relacionando los
movimientos con secuencias numéricas
y la proporcionalidad.

Argumenta  sus  razonamientos
relacionados con la busqueda de
longitudes y la comparacion de
segmentos mediante el uso del
teorema de Thales.

Se realiza un andlisis de
representaciones gréficas, relacionadas
con la aplicacion del teorema de Thales,
a continuacion, se identifican segmentos
congruentes y relaciones proporcionales
entre los mismos.

Reconoce regularidades aritméticas
y algebraicas en secuencias gréficas.

Compara figuras geométricas y
conjetura sobre posibles
regularidades.

Se realiza reconocimiento de
regularidades en una secuencia gréafica
presentada, a continuacion, se analizan y
comparan variantes e invariantes
relacionadas con areas y perimetros.

PROFUNDI
ZACION
6,7y8

Aplicar a otras situaciones los
conocimientos adquiridos sobre
la idea intuitiva de semejanza y
los criterios de semejanza y
congruencia, a través de la
ampliacion o la reduccién de
figuras, buscando ampliar el
conocimiento conseguido, para
trabajar sobre nuevos contextos.

Analiza regularidades de las formas
bidimensionales y realiza inferencias
a partir de los criterios de semejanza,
congruencia y teoremas basicos.

Se construyen y comparan formas
geométricas en busca de identificar
regularidades 'y caracteristicas de
semejanza y autosemejanza.

Establece criterios de semejanza en
rectangulos, por medio de la
superposicion de figuras y la
proporcionalidad entre lados.

Argumenta procesos llevados a cabo
para determinar la semejanza de
figuras.

Se determinan criterios de semejanza de
rectangulos a través de la superposicion
de figuras, para llegar a Ia
proporcionalidad entre sus lados.

Se identifican criterios de congruencia y
semejanza de triangulos a través de la
superposicion de  figuras y la
construccion de figuras compuestas.

EVALUACI
ON
9,10y 11

Conocer el progreso de los
estudiantes al respecto de la nocién
de semejanza, permitiendo que
conozcan la utilidad de o
aprendido, lo relacionen con el
entorno real y argumenten sus
aprendizajes desde  contextos
geomeétricos o algebraicos.

Efectlia exploraciones, organiza los
resultados de las mismas y describe
relaciones y caracteristicas de
semejanza y autosemejanza.

Sigue  instrucciones para la
construccion de fractales y razona
sobre sus propiedades.

Se propone la identificacion de objetos
de tipo fractal presentes en la naturaleza
a través de la exploracion del entorno.
Se construyen figuras geométricas como
modelo de fractales conocidos y se
analizan sus caracteristicas.

Reconoce caracteristicas
algebraicas en el desarrollo del
concepto de semejanza a través de
formas geométricas representadas
en el plano cartesiano.

Se presentan figuras geométricas en el
plano cartesiano y se realizan
traslaciones y reducciones.

Luego se analizan las caracteristicas de
congruencia y semejanza de las figuras
resultantes.

24 El formato utilizado para presentar la estructura de la secuencia es una adaptacion de (Furman, 2012).
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4.2. Descripcion de las actividades

El desarrollo de las actividades se realizar4 en forma grupal, minimo tres integrantes por
grupo, de tal manera que a través del trabajo cooperativo se promueva el analisis y la
reflexibn acerca de las actividades propuestas. De esta manera, se busca que haya
intercambio de ideas y experiencias entre los integrantes del grupo; permitiendo asi el
desarrollo de la competencia comunicativa.

En las actividades se incluyen diferentes tipos de preguntas que invitan al estudiante a
reflexionar y analizar sobre las situaciones propuestas, se incluyen preguntas de tipo
razonamiento, accion, exploracion, medicion, célculo, atencién, comparacion, clasificacion
y construccién, clasificacién adaptada de Martens (1999) citado por (Furman, 2012).

Las actividades 1 y 2 abordaran los temas de medida, razén, angulos, congruencia,
perimetros y areas; preconceptos que se consideran fundamentales para abordar la
semejanza en posteriores actividades, estas actividades se direccionan hacia el derecho
basico de aprendizaje 5 en el que se plantea la utilizacion de teoremas, propiedades y
relaciones geométricas para proponer Yy justificar estrategias de medicién y célculo de
longitudes; tomando como evidencia la descripcion y justificacién de procesos de medicién
de longitudes; ademas de la validacion de diversas unidades de medida para medir
longitudes. De acuerdo con los niveles de Van Hiele para la ensefianza de la geometria, en
la actividad 1 estan presentes caracteristicas asociadas al Nivel 1 y la fase 2, mientras que
en la actividad 2 estan presentes caracteristicas asociadas al Nivel 1y la fase 2y 3.

En particular como podra observarse y dado que el interés es usar finalmente las ideas
intuitivas de “fractales” y de “fractales conocidos” como la “curva Koch” que modela “costas
maritimas”, la actividad 1 involucra regiones terrestres referidos aqui por medio de “mapas”;
y la actividad 2 involucra un acercamiento intuitivo al copo de nieve de Koch.

La actividad 3 se enfoca a las aplicaciones de los conceptos de razén y proporcion a través
de situaciones de variacion, relacionado con el derecho basico de aprendizaje 7 en el cual
se pretende que el estudiante interprete el espacio de manera analitica a partir de relaciones
geométricas que se establecen en las trayectorias y desplazamientos de los cuerpos en
diferentes situaciones, a través de la descripcion verbal de desplazamientos y la
representacion gréafica de movimientos. De acuerdo con los niveles de Van Hiele para la
ensefianza de la geometria, en esta actividad estan presentes caracteristicas asociadas al
Nivel 2 y la fase 4.

En particular podra observarse una figura geométrica generada a partir de secuencias, que
da la idea intuitiva de autosimilaridad que presentan los objetos geométricos de tipo fractal.

En la actividad 4 se presentan la proporcionalidad y el teorema de Thales, relacionados
con el derecho basico de aprendizaje 5 en el que se hace referencia al uso de teoremas
como el de Pitagoras o Thales, en la bisqueda de propiedades y el calculo de longitudes
de segmentos y de medicion de dngulos. De acuerdo con los niveles de Van Hiele para la
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ensefianza de la geometria, en esta actividad estan presentes caracteristicas asociadas al
Nivel 2 y la fase 4.

En particular podra observarse la idea intuitiva del fractal a través del triangulo de Sierpinski
en el proceso de construccion de sus niveles iniciales, que como se podra observar genera
figuras congruentes en el mismo nivel y semejantes a los de otros niveles.

La actividad 5 se desarrolla a partir de una secuencia geométrica representada
graficamente, en la que se requiere analizar e identificar regularidades relacionadas con
perimetros y areas, respondiendo asi al derecho basico de aprendizaje 6, en el que se pide
realizar conjeturas acerca de regularidades en formas bidimensionales.

La secuencia presenta la caracteristica de autosimilaridad observada en los objetos
fractales, aunque dicha secuencia no es un fractal. La secuencia se genera a partir de un
método estatico, es decir, no se emplean movimientos en el plano. De acuerdo con los
niveles de Van Hiele para la ensefianza de la geometria, en esta actividad estan presentes
caracteristicas asociadas al Nivel 3y las fases 2y 3.

En las actividades 6, 7 y 8 se presentan secuencias gréaficas, en las que se deben hallar
relaciones entre segmentos, perimetros, areas y angulos en diversos pasos de cada
secuencia, ademas se deben reconocer regularidades en figuras obtenidas a partir de
ampliaciones o reducciones de una figura inicial y finalmente identificar criterios de
congruencia y semejanza de figuras. Se responde entonces al derecho béasico de
aprendizaje numero 6 en el que se establece que se deben realizar conjeturas acerca de
las regularidades de las formas bidimensionales y realizar inferencias a partir de los criterios
de semejanza, congruencia y teoremas basicos.

Se analizan y se construyen algunas figuras que tienen apariencia fractal, aunque no lo son,
a partir de un método estético, es decir, no se han de emplear movimientos en el plano, una
vez construidas seran utilizadas para identificar patrones numéricos y geométricos, o
criterios de semejanza. Los estudiantes han de tener conocimientos previos con relacién a
los poligonos regulares. De acuerdo con los niveles de Van Hiele para la ensefianza de la
geometria, en esta actividad estan presentes caracteristicas asociadas al Nivel 3 y las fases
2y 3.

En la actividad 9 se pretende realizar una exploracién en la naturaleza de objetos con
estructura fractal, en los que se identificaran relaciones de semejanza y autosemejanza,
tomando como base el derecho basico de aprendizaje 9 en el cual se propone utilizar
lenguaje geométrico para formular, proponer y resolver conjeturas en la solucién de
problemas numéricos, geométricos, métricos, en situaciones cotidianas y no cotidianas.

Con el desarrollo de la actividad 9 el estudiante podra percibir que en la naturaleza existen
diferentes elementos que presentan un comportamiento fractal y podré identificar algunas
de sus caracteristicas. De acuerdo con los niveles de Van Hiele para la ensefianza de la
geometria, en esta actividad estan presentes caracteristicas asociadas al Nivel 4 y las fases
3y4.

En la actividad 10 se construiran algunos fractales a partir de un método estatico, es decir,
no se han de emplear movimientos en el plano, una vez construidos los fractales seran
utilizados para identificar patrones numeéricos y geométricos. Los estudiantes han de tener
conocimientos previos con relacion a la obtencién de areas de figuras basicas (cuadrado,
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triangulo). Esta actividad se enfoca en el derecho basico de aprendizaje 9, el cual propone
resolver conjeturas en la soluciébn de problemas numéricos, geométricos, métricos, en
situaciones cotidianas y no cotidianas. De acuerdo con los niveles de Van Hiele para la
ensefianza de la geometria, en esta actividad estan presentes caracteristicas asociadas al
Nivel 4 y las fases 3 y 4.

En la actividad 11 se trabajara la congruencia y la semejanza en el plano cartesiano, a
través de poligonos y de movimientos rigidos en particular de las traslaciones. Se pretende
asi de manera conjunta trabajar desde el algebra y la geometria la nociéon de semejanza.
Con esta actividad se pretende ademas abordar el derecho basico de aprendizaje nimero
7 que se enfoca en la interpretacién del espacio de manera analitica a partir de relaciones
geométricas que se establecen en los desplazamientos de los cuerpos en diferentes
situaciones. En esta actividad, de acuerdo con los niveles de Van Hiele para la ensefianza
de la geometria, estan presentes caracteristicas asociadas al Nivel 5 y la fase 3.

4.3 Orientaciones para el docente

La secuencia de actividades se prevé para 11 semanas, con 2 horas de trabajo semanal
aproximadamente y se requiere informar a los estudiantes con anticipacion de los recursos
necesarios para su desarrollo. EI método de trabajo serd cooperativo, con grupos de
maximo tres estudiantes y minimo dos. Con Furman (Furman, 2012) coincidimos en que la
interaccion juega un rol esencial en la construccion de nuevas comprensiones.

Al final de cada sesién se debe destinar tiempo para la socializacion de la actividad y la
puesta en comun con el propdsito de fomentar el desarrollo de la competencia comunicativa
y argumentativa. Con el objetivo de identificar la comprension de los estudiantes al respecto
de los objetivos propuestos en cada actividad, se realizarda evaluacién constante y la
retroalimentacién oportuna de tal manera que permita alcanzar la comprension en los
aspectos en donde se presenta dificultad.

El docente sera pues, un guia en el desarrollo de las actividades y debera promover
oportunidades para que los estudiantes analicen, expliquen, interpreten, apliquen o se
autoevalien. Ademas, usard las actividades para fomentar la indagacion y la
retroalimentacién y asi estimular en los estudiantes la comprensioén de los contenidos.

El docente generara interacciones recurrentes entre él y los estudiantes y entre ellos
mismos, con el objetivo de que, a través de la interaccién, la comunicacion y la exploracion
puedan llegar a la formulacién de conclusiones y analisis de las situaciones planteadas,
ademas de determinar la validez de sus resultados.



PROPUESTA
DE
ACTIVIDADES
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ACTIVIDAD 1
TEMA: MEDIDA - RAZON - LONGITUD
OBJETIVOS

1 Analizar y resolver situaciones problema relacionadas con el contexto real.
1 Analizar situaciones de cambio de unidad de medida e Identifica la relacién de congruencia
entre segmentos.

Lee el siguiente texto y responde las preguntas.

El matematico francés Benoit Mandelbrot afirmé que: fiLas nubes no son
esferas, las montafias no son conos, las costas no son circulos, las
cortezas de los arboles no son lisas y los relampagos no se desplazan en
linea recta...”0

llustracion 1 Tomada de https://www.freepik.es/foto-gratis/paisaje-natural-montanoso_881175.htm

1. Estas de acuerdo con las anteriores afirmaciones, ¢Qué opinion tienes al respecto?

Mandelbrot, en 1967se cuestiond acerca de ¢Cuanto media realmente la costa de Gran Bretafia?,
interpretando a Mandelbrot, podriamos decir que su inquietud lo llevo a pensar que el célculo de la
longitud de una linea costera puede hacerse con mayor precision si se utiliza una unidad de medida
pequefia y adecuada.

Analicemos la situacion, en particular en una costa colombiana. Imagina que se quiere medir la costa
del atlantico colombiano desde Capurgana hasta Punta Gallinas (ilustracién 1).
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En primer lugar, se elige como unidad de medida la unidad 0 y se determina que dicha costa tiene x
unidades de longitud 0 (ilustracién 2). Luego, si la unidad de medida se cambia a una unidad mas
pequenfa (ilustracion 3) que sea la mitad del longitud de Phentonces, la medida de la costa da como

resultado un nimero més preciso, obteniéndose p wnidades de longitud —, esto es xfv unidades de

longitud 0, dado que se llegaria a mas detalle a la costa. Continuando con el mismo anélisis, al
disminuir la unidad a la mitad de la anterior, esto es a un cuarto de 0 tenemos que la costa mide o ¢

unidades de longitud —, o de otro modo  unidades de longitud 0 (ilustracion 4). Continuando con el

proceso, se puede observar que a medida que se disminuye launidad de medida, se llegara con
mayor precision alalongitud real de la costa.

llustracion 1. Costa de Colombia llustracion 2 Costa de Colombia longitud 7p

Santa Marta e

Santa Marla o 4
ranaulllfsf Palp|

’Y Ci&?aoa L%,

ARG
8 parque
w0 Nacional

ierade Penja

2. Analiza que sucederd, con la medida de la longitud de la costa si se cambiara de unidad de medida
de nuevo, a una un poco mas pequenia.
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3. Explica ¢ por qué crees que sucede esto?

4. Halla la medida de la costa en cada ilustracion sabiendo que 0

¢ ¢ Wa

Medida de la costa llustracion 2

Medida de la costa llustracion 3

Medida de la costa llustracion 4

Una razén es la comparacion entre dos magnitudes WOy Qy se expresa =~
como el cociente 6wy y se lee “des a . ™
T
El perimetro de un poligono se halla sumando las longitudes de sus lados.
5. Determina la razén entre las longitudes obtenidas de la costa:
e O € & "QOQEAOGEE | Q0 | EEiod . & ETQQEAOGEE | QN0 | EIT OO
LB A e T s I T e A TR T o
T a € & QOQEOGEE | QA | EEIc D a € & "QQEAOGEE | QX0 | EEITH D
6. ¢ Las razones obtenidas son las mismas? Explica tu respuesta.
7. Observa las siguientes imagenes y a continuacion completa la tabla:
B A B A B
Figura 1 Figura 2 Figura 3
La distancia de A hasta B La distanciade A hasta B La distancia de A hasta B
es: es: es:
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8. Halla la longitud de cada figura:

Longitud Figura 1:

Longitud Figura 2:

Longitud Figura 3:

9. Identifica las similitudes y diferencias entre las figuras y completa la tabla:

Aspectos comunes en las figuras Aspectos no comunes en las figuras

10. Es hora de practicar con GeoGebra: En esta actividad, vas a calcular el perimetro de
una curva cerrada.

a. Busca una imagen satelital del departamento en el que habitas, puedes
descargarla desde Google maps.

b. En la pantalla principal de GeoGebra debes pegarla teniendo en cuenta que
ocupe la mayor parte del area de trabajo visible (ampliarla o reducirla segun sea
el caso).

c. Debes medir el perimetro del departamento, elige una unidad de medida
adecuada y responde.

¢, Cuéanto mide la unidad de medida elegida?

¢Cual es el perimetro de la grafica que representa tu departamento?

d. Haciendo uso de otras unidades de medida un poco mas pequefias, identifica
de nuevo el perimetro del departamento, en cada caso y responde.

La segunda unidad de medida tiene centimetros y el perimetro de la
grafica del departamento es de centimetros.
La tercera unidad de medida tiene centimetros y el perimetro de la
grafica del departamento es de centimetros.

e. Analiza los datos obtenidos y escribe una conclusion:
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ACTIVIDAD 2
TEMA: ANGULOS - PERIMETROS -AREAS
OBJETIVOS

9 Describir y justificar procesos de medicién de longitudes.

1 Explicar propiedades de poligonos que se involucran en procesos de medicion de
perimetros y areas.

Lee el siguiente texto.

La curva de Koch fue creada en 1904 por Helge
Von Koch, matematico sueco, esta curva se
genera a partir de adicion de segmentos a un
segmento inicial. El copo de nieve de Koch,
figura de la derecha, es una figura generada a
partir de la misma idea de la curva de Koch.

Intuitivamente, dos figuras geométricas son congruentes si una de ellas se
puede superponer en la otra.

Una forma de identificar si dos triAngulos son congruentes, es verificando que ;'?-,]\-ﬁ - CORDEN
sus lados correspondientes tienen la misma longitud.

El perimetro de un poligono se halla sumando las longitudes de sus lados.

El area de un poligono es la superficie que esta delimitada por la linea
poligonal que lo encierra.

A continuacion, compara, analiza y responde:

En uno de los pasos para construir el copo de nieve de Koch, encontramos la siguiente
figura, que ha sido construida al realizar el proceso que se presenta a continuacion:

VN
A

Primer paso: Se traza un triangulo equilatero (aquel que
tiene sus lados iguales o congruentes)

Segundo paso: Se divide en tres partes iguales
(congruentes) cada lado del triangulo.

Tercer Paso: Se traza un nuevo triangulo equilatero, como
lo muestra la siguiente figura.
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1. ¢ Cuantos tridngulos identificas en la figura anterior

2. Enumera los tridngulos que identificas en la figura.

3. Clasifica los triangulos segun su congruencia. Explica en cada caso los aspectos que
tuviste en cuenta para que cada triangulo pertenezca o no, a cada categoria.

4. Halla el perimetro de cada uno de los triangulos que componen la figura. Halla el
perimetro de la figura completa.

5. Halla el area de cada uno de los triangulos que componen la figura. Halla el area de la
figura completa.

6. Halla la medida de cada uno de los angulos interiores de uno de los triangulos, ¢.cual es
la suma de las medidas de los angulos interiores de dicho triangulo?
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7. Halla la medida de cada uno de los angulos interiores del hexagono de la figura, ¢ cuél
es la suma de los &ngulos interiores del hexagono?

8. Es hora de practicar con GeoGebra: En esta actividad, vas a construir una figura
geomeétrica compuesta por triangulos y vas a hallar su perimetro.

a. Construye un triangulo equilatero con la herramienta poligono regular.

Halla la medida del lado y dividela en tres partes congruentes.

c. Construye en la parte central de cada lado un nuevo triangulo equilatero. Para
formar una figura como la que se muestra a continuacion.

i

d. Realiza de nuevo los pasos b y ¢ en cada lado de la figura.

9. Halla el perimetro de cada uno de los triangulos que componen la figura construida y

responde:
a. Cada tridngulo pequefio tiene un perimetro de centimetros.
b. Cada triangulo mediano tiene un perimetro de centimetros.
c. Eltridngulo grande tiene un perimetro de centimetros.
d. La figura completa tiene un perimetro de centimetros.

10. Analiza, tus respuestas en el desarrollo de la actividad y formula tres conclusiones al
respecto.

Conclusioén 1:

Conclusioén 2;

Conclusioén 3:
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ACTIVIDAD 3
TEMA: RAZON - PROPORCION - SUCESIONES
OBJETIVOS

9 Describir y justificar procesos de variacion y cambio.
1 Explicar propiedades invariantes y variaciones en las situaciones planteadas.

Lee el siguiente texto y responde las preguntas.

Zenodn era un filésofo de Elea (ciudad griega) que al parecer
nacié hacia el afo 480 a. C. y en la actualidad es conocido por
sus paradojas, las cuales niegan la existencia del movimiento;
es decir, razonamientos en los cuales surgen contradicciones
gue se presentan como dificultades l6gicas en relacion con la
existencia del movimiento. A continuacion, encontraras la
paradoja de Aquiles y la tortuga y un breve andlisis.

“El guerrero Aquiles, decide salir a competir en una carrera contra una tortuga. Ya que
corre mucho mas rapido que ella, y seguro de sus posibilidades, le concede una gran
ventaja inicial. Al darse la salida, Aquiles recorre en poco tiempo la distancia que los separa
inicialmente, pero al llegar alli descubre que la tortuga ya no esta, sino que ha avanzado,
mas lentamente un pequefio trecho. Aquiles no ganara la carrera, ya que la tortuga estara
siempre por delante de él”.

Analicemos la situacion:

Supongamos que la distancia a recorrer es de 100 m. y que Aquiles corre el doble de rapido
que la tortuga. Asi que, la ventaja dada a la tortuga es de la mitad del recorrido, es decir,
50m. Cuando Aquiles llega al punto de salida de la tortuga, ella ha avanzado un espacio
igual a la mitad de lo recorrido por Aquiles, es decir un cuarto. Siguen corriendo y cada vez
que Aguiles llega a un punto donde la tortuga estuvo, ella ha avanzado un poco mas, de
este modo, Aquiles no lograra alcanzar a la tortuga.

N
e
=
om 100m
PUNTO DE PARTIDA 1 PUNTO DE PARTIDA 1 1 11

DE AQUILES

[Ev]

DE LA TORTUGA ] 16 32
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Una secuencia es una sucesion de figuras que presentan un patron de formacién en coman.
También puede identificarse con una lista de niameros que se suceden unos a otros y
guardan relacién entre si, por ejemplo:

La secuencia formada por los nimeros pares I lphiB

Analiza y responde:

1. Escribe la secuencia numérica que genera los desplazamientos de Aquiles.

2. Analiza la situacién, estas de acuerdo con que “Aquiles no gana la carrera”, explica si tu
respuesta.

3. Completa la siguiente tabla, teniendo en cuenta la situacion de Aquiles y la tortuga.

Ten en cuenta que la posicion es el lugar (hipotético, dado que en una carrera los
corredores contindan) en donde deberian estar ambos corredores con respecto al ultimo
desplazamiento realizado por cada uno de ellos.

Posicién Ultimo desplazamiento Ultimo desplazamiento

de Aquiles de la Tortuga
No se ha desplazado L T
v T C o

OO WIN|F-

(223
(223

4. Los puntos suspensivos en cada columna indican que:

5. Hasta qué posicion puede llegar realmente (fisicamente) el movimiento de los dos
competidores en la carrera:
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El movimiento descrito asi, presenta una razén de cambio entre los desplazamientos de los
corredores, puedes hallar dicha razon comparando (dividiendo) el ultimo desplazamiento
de Aquiles, entre el ultimo desplazamiento de la tortuga en una posicién determinada.

6. ¢ Cudl es la razén de cambio?, verifica si es la misma razon en distintas posiciones de la
carrera.

7. ¢ Qué representa la razén de cambio en la situacién?

Una proporcién se da por la igualdad entre dos razones — W) —, se

<\
2\

~— escribe — — y expresa que a guarda la misma razén con b como ¢
con'Q

Una relaciéon proporcional se establece cuando existen magnitudes
que forman una proporcion.

La figura de la derecha, esta compuesta por cuadrados, iniciando desde el cuadrado de

as

mayor tamafio, cuyo lado tiene una longitud de

p unidad. Se construye dividiendo cada lado en

dos partes iguales y se forman los cuadrados

internos. Luego, se toma el cuadrado superior,

se dividen sus lados en dos partes iguales y se

forman de nuevo cuatro cuadrados. Este

proceso se repite, hasta donde sea posible en el

papel. Luego se colorean los cuadrados.
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Al realizar dicho procedimiento paso a paso, se evidencia la siguiente secuencia de figuras
de color verde:

Posicion 1 Posicion 2 Posicion 3

8. Construye en GeoGebra la figura paso a paso iniciando con un cuadrado de 4
centimetros de lado, hasta llegar a la figura que corresponde a la posicion 4.

9. Halla el perimetro de los cuadrados de la posicién 4 que han quedado de color verde.

Perimetro del cuadrado grande:

Perimetro del cuadrado mediano:

Perimetro del cuadrado pequefio:

10. Determina si existe una relacion proporcional entre las longitudes de los cuadrados que
han sido coloreados de color verde.

11. Analiza, las secuencias dadas y tus respuestas en el desarrollo de la actividad y formula
tres conclusiones al respecto.

Conclusioén 1:

Conclusioén 2:

Conclusioén 3:
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ACTIVIDAD 4

TEMA: COMPARACION DE AREAS Y PERIMETROS

OBJETIVOS

1 Reconocer regularidades aritméticas y algebraicas en secuencias gréficas.
1 Comparar figuras geométricas y conjetura sobre posibles regularidades.

Lee el siguiente texto y responde las preguntas.

En las dltimas décadas gran variedad de artistas se han
ocupado por incluir en sus obras estructuras inspiradas
en los fractales, entre ellos Cory Ench quien es un artista
gue trabaja disefios de fractales, como los siguientes
cuboides. El trabaja en arte digital desde la década de
1998. Una de sus obras es la siguiente:

llustracion 2. Fractal creado por el artista Cory Ench. https://www.enchgallery.com/
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1. Investiga sobre las caracteristicas del arte fractal y otros artistas que inclluyen éste estilo
en sus obras.

2. ¢ Qué opinas del arte fractal?

Una secuencia es una sucesion de figuras que presentan un patrén de
formacion comun. También puede identificarse con una lista de nUmeros
que se suceden unos a otros y guardan relacion entre si, por ejemplo:

La secuencia formada por los nimeros pares ¢IT lphjiB

Observa la siguiente secuencia de figuras.

Posicion 1 Posicién 2 Posicion 3 Posicion 4

Imagina que se estan formando rompecabezas. Ten en cuenta que con los cuadrados de
la posicién 2 se rellena el cuadrado de la posicion 1. De igual manera con los cuadrados de
la posicion 3 se rellenan los cuadrados de la posicién 2 y asi sucesivamente.

3. ¢ Cuéntas figuras conforman cada posicion?
Posicion 1:

Posicién 2:

Posicién 3:
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4. Describe brevemente como se construye la secuencia de figuras.

5. ¢Cudl es la figura que sigue en la secuencia (Paso 4)? Dibljala en el espacio
correspondiente.

Paso 4

6. ¢ Hasta qué paso crees que es posible continuar la secuencia manualmente?, Explica tu
respuesta.

7. Halla el perimetro de un cuadrado de cada paso, suponiendo que el cuadrado inicial tiene
ocho unidades de lado (8u).

Perimetro del cuadrado de la posicion 1:

Perimetro de un cuadrado de la posicion 2:

Perimetro de un cuadrado de la posicion 3:

Perimetro de un cuadrado de la posicion 4:

8. Halla el area de un cuadrado de cada paso, suponiendo que el cuadrado inicial tiene
ocho unidades de lado (8u).

Area del cuadrado posicién 1:

Area de un cuadrado posicién 2:

Area de un cuadrado posicién 3:

Area de un cuadrado posicion 4:
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9. En el paso 1 hay 1 cuadrado, en el paso 2 hay 4 cuadrados, en el paso 3 hay 16
cuadrados, en el paso 4 hay cuadrados y en el paso 5 debe haber
cuadrados y en el paso 6 hay cuadrados.

Entonces se esta determinando la secuencia: 1,4, 16 ,64,...

10. Completa la sucesion que se esta formando, hasta el séptimo término:

1 ,4,16, , : ,

11. Analiza, las secuencias dadas y tus respuestas en el desarrollo de la actividad y formula
tres conclusiones al respecto.

Conclusion 1;

Conclusioén 2:

Conclusioén 3:
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ACTIVIDAD 5

TEMA: PROPORCIONALIDAD — TEOREMA DE THALES

OBJETIVOS
1 Describir y justificar procesos de medicion a partir del teorema de Thales.
1 Explicar propiedades de figuras geométricas que se involucran en procesos de
medicion.

Lee el siguiente texto y responde las preguntas.

Waclaw Sierpinski matematico de la universidad de Varsovia
(Polonia) en 1915 presenta su trabajo en el que, a partir de
un triangulo, genera una secuencia de figuras geométricas
llamada “El triangulo de Sierpinski”, cuya area tiende a cero,
dado que en su construccion se realizan diferentes
extracciones de triangulos (se quitan, algunos triAngulos de
un paso al siguiente).

Para construir un triangulo de Sierpinski se inicia con un triangulo, a continuacion, se ubican
los puntos medios de cada lado y se unen, de tal forma que se generan cuatro triangulos.

Luego se debe extraer el tridngulo central, quedando Unicamente los triangulos construidos
en las esquinas (paso 3).

El mismo proceso desde el paso dos se debe iterar infinitas veces para obtener un triangulo
de Sierpinski.

Paso 1 Paso 2 Paso 3

Al unir los puntos medios de dos lados de un triangulo se
determina un segmento paralelo al tercer lado.

TEOREMA DE THALES
Si tres 0 mas rectas paralelas son cortadas por dos

transversales, los segmentos determinados sobre las

transversales son proporcionales.
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TEOREMA DE THALES

Si tres 0 més rectas paralelas son cortadas por dos transversales, los segmentos
determinados sobre las transversales son proporcionales.

Tenemosque 0 6° OO "O0

Por el teorema de Thales se pueden verificar
varias relaciones proporcionales, aqui un

ejemplo: — —

Tomando como referencia el paso 2 de construccién del triAngulo de Sierpinski, que genera
la siguiente figura. Responde las preguntas

E"1

D b

1. Nombra minimo cuatro parejas de segmentos paralelos

2. Aplicando el teorema de Tales completa:

-
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3. Halla la medida de los angulos internos y sefiala con un mismo color los que son

congruentes.
Medidade”™ 6 6 0 . ... ... Medidade”™ OO0 _ .. ... ..
Medidade”™ 6 6 6 . ... ... Medidade”™ OO0 _ .. ... ...
Medidade™ 0 6 O Medida de™ ‘OO0

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

4. En una hoja dibuja un tridngulo cualquiera, ubica los puntos medios de sus lados y Unelos
con lineas rectas. A continuacion, colorea cada triangulo de un tono diferente, recértalos y
comparalos.

5. ¢ Consideras que los triAngulos que recortaste son congruentes? Explica tu respuesta.

Teniendo en cuenta la siguiente situacion responde a las preguntas 6, 7y 8.

Se realizara una carrera de atletismo en el coliseo
cuya forma y medidas es igual a la que muestra la
figura.

Coliseo

La prueba individual se realizara desde el punto A
al punto C.

6. Determina la distancia que debe recorrer cada
atleta que participa en la prueba individual. o

12m B

7. Aplicando el teorema de Thales completa cada proporcion:

Proporcién 1:. —  — Proporcion 2: U

8. Halla la razén de cada una de las proporciones anteriores
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ACTIVIDAD 6
TEMA: AMPLIACION - REDUCCION

OBJETIVOS

1 Reconocer regularidades en formas unidimensionales o bidimensionales generadas
a partir de procesos de reduccién o ampliacion.
1 Comparar figuras y argumenta sobre posibles regularidades.

Lee el siguiente texto y responde las preguntas.

EratOstenes, filosofo, matematico y astrénomo, nacido en
Cirene (ciudad griega), hacia el afio 275 a. C., asumio que la
Tierra era redonda y calculd la circunferencia de la tierra, con

el siguiente método.

Eratéstenes supuso que los rayos del sol eran paralelos y observé que cuando el sol se
encontraba exactamente sobre Alejandria (el dia del solsticio de verano), sus rayos
formaban un angulo de x° con un poste ubicado de forma vertical a 800 km

aproximadamente en una ciudad llamada Siena.

Ademas, también supuso que el angulo | , angulo central terrestre también media xJ.
Dedujo que la relacién del angulo central| a 800
km, seria igual a la relacién del total de grados R S

de un circulo, para completar la longitud de la

.
.~ 800km
.

circunferencia de la Tierra.
Rayos del sol

lejandria
En otras palabras, Eratdstenes concluyé que
existia una relacién proporcional, de tal manera
que 7° era a 360° lo mismo que 800 km era a la
longitud de la circunferencia de la Tierra.

Ahora si, es tu turno

1. Define la proporcion entre la cantidad de grados y las longitudes teniendo en cuenta los
datos dados por Eratéstenes y halla la longitud de la circunferencia terrestre.
(Situs calculos son correctos, sabras cual fue el valor dado por Eratéstenes 250 afios antes

de Cristo al medir la longitud de la circunferencia terrestre).
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2. Investiga ¢, Cudl es la longitud de la circunferencia terrestre?

3. Compara el valor dado para la circunferencia terrrestre en el punto anterior y el hallado
por Eratéstenes. Analiza y concluye que tan acertado fue el calculo realizado por
Eratostenes hace mas o menos 2.300 afios:

Observa las siguientes curvas y poligonos.

\Y4
o «iD ©

4. Encuentra la curva o el poligono inicial, su respectiva ampliacion y forma grupos. Con
esta informacién completa la tabla.

Nombre Nombre
Tipo de forma Grafica de lafigura inicial Figura Inicial Figura
Ampliada
Curva 1. [ +M
Curva 2. =
Curva 3. E
Curva 4
Poligono 1. |
Poligono 2.
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5. Explica que caracteristicas de las figuras tuviste en cuenta al realizar la clasificacion
anterior:

6. En cada caso determina si la figura de color morado es una reduccién o una ampliacién
de la figura verde. Justifica tu respuesta.

La semejanza es una relacion que se establece entre dos o mas figuras
geométricas, en las que se debe verificar que sus angulos son congruentes
y que sus lados correspondientes son proporcionales.

Una forma de generar figuras geométricas semejantes es a través de la
ampliacion o reduccién de una figura inicial.

Cuando encontramos varias figuras semejantes que se generan a partir de
una misma figura inicial, entonces, decimos que son figuras autosemejantes
0 autosimilares.

=\




100 Los Fractales, un contexto para la Ensefianza de la Semejanza

Responde la pregunta 7 teniendo en cuenta que cada angulo interior de un pentagono

regular mide 108°. Analiza la siguiente situacion.

Duplicando las medidas de los lados
de una figura que habia dibujado
Martha, pero conservando la forma
Pedro hizo el dibujo que muestra la
figura.

7. En la cuadricula dibuja la figura que construyé Martha.
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Responde las preguntas 8 y 9 teniendo en cuenta la siguiente situacion.

En la papeleria del colegio se sacan fotocopias a color, observa la fotocopia del cuadro de
Constantine que se imprimio.

ORIGINAL FOTOCOPIA

8. ¢ Cuales son los cambios que se producen en la fotocopia respecto al original?

9. ¢ Qué aspectos no cambian cuando se realiza la fotocopia del cuadro?
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Responde las preguntas 9y 10 teniendo en cuenta la siguiente situacion.
Observa las figuras. Una de ellas es ampliacion de la otra

M

I
|
I
|
I
|
|
i
|
|
|
|
I
I
|
I JI'J
1

1

|

|

l

Figura 1 Figura 2

3: llustracion 3. Grafica inspirada en el Laud de
Pitagoras, pagina 90. La geometria en el arte y el
disefio. Marifio 2004

10. Como puede observarse, la figura 1 tiene altura 0 y la figura 2 tiene altura 0.
¢ Qué parte es 0 de 0 ?

11. ¢ Halla la raz6n entre la longitud de los lados de la figura 2 y la longitud de los lados
correspondientes de la figural? Explica con tus palabras como se relacionan dichos lados.

12. ¢ Halla la razon entre la medida de los angulos de la figura 2 y la medida de los &ngulos

correspondientes de la figural? Explica con tus palabras como se relacionan dichos
angulos.
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ACTIVIDAD 7
TEMA: SEMEJANZA

OBJETIVOS
1 Construir figuras semejantes y autosemejantes a partir del sombreado de formas
geomeétricas regulares.
1 Reconocer patrones numéricos y geometricos.

Lee el siguiente texto y responde las preguntas.

Hacia el afio 572 a.C. Los pitagoéricos partiendo de la
premisa de que “todo es numero” realizaron varios aportes
a la matematica, entre ellos, una demostracion no rigurosa
del teorema de Pitdgoras a partir de casos concretos,
ademas, se les atribuye la construccion de las figuras
césmicas o al menos que conocian el tetraedro, el
hexaedro y el dodecaedro, y teniendo en cuenta que este
ultimo presenta caras pentagonales, se dice que conocian
el pentdgono regular y algunas de sus propiedades.

Dichas propiedades se basaban en las
relaciones obtenidas al trazar sus cinco
diagonales.

(i) Las diagonales se intersecan formando
un nuevo pentagono regular.

(i) Se  determinan varios pares de
triangulos congruentes.

(i) Las subdivisiones de las diagonales
forman “la seccidn aurea”, también,
llamada divisibn de un segmento en

media y extrema razén — .

Un Fractal es una figura que tiene como base la nocién de
autosimiliaridad. El fractal es generado por un proceso de repeticién
infinito, de tal forma que la figura geométrica final se caracteriza por ser
autosimilar, es decir, sitomamos una pequefia parte de la figura, esta
se parece a la figura original. Ademas, la configuracion se repite
infinitas veces hacia lo microscépico o hacia lo macroscépico®

Siguiendo laidea de los Pitagoricos, vamos a examinar el hexagono regular en busca
de regularidades y formas artisticas.

25 Sobre la definicion de fractal. la otra nocién relacionada es la dimension fractal. —Dados los
intereses del trabajo, no nos detendremos en esta.
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1. Haciendo uso del software GeoGebra, sigue los pasos descritos a continuacion para

construir un poligono regular y sus diagonales.

Paso 1: Construye un hexagono regular de 6
unidades de lado como el de la figura.

Paso 2: Desde cada vértice del hexagono traza
dos diagonales como lo muestra la figura.

&

Paso 3: Sombrea los tridngulos equilateros que se
han formado como lo muestra la figura.

Paso 4: Repite los pasos 2 y 3 en el hexagono
interior que ha quedado, como en la figura.

&

Paso 5: Repite de nuevo los pasos 2 y 3 en el
hexégono interior.

Paso 6: Repite hasta donde sea graficamente
posible los pasos 2y 3.
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Analiza y responde:

2. Enumera los hexagonos en el orden en que se han construido.

3. Determina la medida del lado, el perimetro y el &rea de cada uno de los hexagonos
obtenidos.
Completa la siguiente tabla con informacién anterior.

POLIGONO Medida del lado Perimetro del poligono Area del poligono

Hexagono 1

(Inicial)

Hexagono 2

Hexagono 3

Hexagono 4

Hexagono 5

4. Determina la razon de semejanza que se establece entre las medidas de los lados de los
hexagonos 1y 2.

5. Determina la razén de semejanza que se establece entre los perimetros de los
hexagonos 1y 2.

6. Determina la razén de semejanza que se establece entre las areas de los hexagonos 1
y 2.

Analiza y responde: Supongamos que realizaramos el procedimiento aplicado al
hexagono infinitamente.

7. ¢, Qué ocurre con la cantidad de hexagonos obtenidos?

8. ¢Qué ocurre con el area de los hexagonos?

9. ¢ La figura construida podria ser un fractal? Explica tu respuesta.
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ACTIVIDAD 8
TEMA: SEMEJANZA
OBJETIVOS:

9 Establecer criterios de semejanza en rectangulos, por medio de la superposicion
de figuras y la proporcionalidad entre sus lados.
1 Argumentar procesos llevados a cabo para determinar la semejanza de figuras.

Lee el siguiente texto y responde las preguntas.

Existe un nimero, llamado proporcién aurea y se denota con

n ~ ,
% —— e phlp p.yEste es un numero / \
irracional, es decir, no es posible b 1

escribirlo completamente en su forma
decimal. Este nUmero se evidencia en el
‘rectangulo aureo” el cual es una figura geométrica
considerada desde el punto de vista artistico con dimensiones

ideales.

Rectangulo dureo : Espiral de aurea

El rectangulo aureo, esta construido de tal manera que, si se corta un cuadrado en un
extremo, los lados del rectangulo resultante estaran en la misma proporcién que los lados
del rectangulo original, y la razén entre los lados del rectangulo genera el nimero aureo.

a. Veamos una forma de identificar la proporcién aurea en
un rectangulo aureo.

Rechimplo tdureos

Para el rectangulo mayor:
i

la longitud del lado mayores & @ y

la longitud del lado menor es @ = =

Para el rectangulo menor: \_’\I/,—/—)

la longitud del lado mayor es & vy la longitud del lado menor a+h
esQ

La razon entre los segmentos correspondientes es: O 0 O

Se aplica la propiedad distributiva y se obtiene la expresion 2: 9 ®

% B

Setoma @ - entonces se evidencia que: ® -yw -

Se debe reemplaza wen la expresion 2. p ()

Se multiplica la expresion por a P O o oo

Se desarrolla el producto anterior. W p W

Se iguala a cero y se obtiene una ecuacion cuadratica. T 0o O p
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Se hallan las raices de la ecuacién anterior aplicando @ L & p p Te P
(S
Las raices de la ecuacion son dos, pero se toma la raiz positva por | =~ p W
tratarse de razén entre segmentos. @ q
Se obtiene el nimero aureo y se verifica que los lados de los | =~ p WU
rectangulos forman la proporcién aurea. @ q
b. Veamos una forma de construir un rectangulo aureo:

Paso 1: Se Construye un cuadrado 6 6 6.0

Paso 2: Se ubica el punto medio 0 del lado 6 'O B

Paso 3: Se Traza una semirrecta desde 0 que B_. -~ R F
pase por O. '

Paso 4: Concentroend yradio0 0se trazauna

circunferencia, que interseque a la semirrecta 0 ©

en el punto 0.

Paso 5: Se Construye una perpendicular a la AE _AB . 618

. R . AB  DE
semirrecta 0 @que pase por O.
Paso 6: Se Prolonga 6 60 hasta "O en la
perpendicular del paso anterior.
Paso 7: Se Construye el rectangulo 6 6 "Q®ste g — [T U LE_..

es el rectangulo aureo. Ademas se puede D
verificar que el rectangulo ‘O 6 "Ot@mbién es un
rectangulo aureo.

Rectangulo qureo

Ahora es tu turno:

1.Realiza el paso a paso anterior para construir un rectangulo aureo haciendo uso de
GeoGebra

2. Verifica si la proporcion aurea se evidencia en la razén de los lados de los rectdngulos
que construiste.

=
T

g

La semejanza es una relacion que se establece entre dos o mas formas
geomeétricas, en las que se verifica que sus angulos correspondientes son
congruentes y sus lados correspondientes son proporcionales.
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1. Construye en papel de colores los rectangulos cuyas medidas son las siguientes:

Numero del | Largo Ancho Namero del | Largo Ancho
rectangulo rectangulo
1 5cm 6cm 6 8cm 5cm
2 18 cm 15cm 7 12 cm 10 cm
3 9cm 7,5cm 8 24 cm 15cm
4 16 cm 10 cm 9 4 cm 2,5cm
5 3cm 2,5cm 10 12 cm 7,5 cm
2. Completa la siguiente tabla:
Numero del 2 3 5 6 8 9 10
rectangulo
Lado mayor
Lado menor
TEE
- L] (=]

3. Analizando los datos de la tabla y superponiendo los rectangulos, uno sobre otro
identifica cuales son semejantes.

4. Analiza los datos obtenidos y presenta una conclusion:

5. Identifica si dentro de los rectangulos que recortaste, hay algun “Rectangulo aureo” y si
asi lo es ¢ Cuanto miden sus lados?, Explica como los identificaste.
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6. Analiza y responde:

Juan un estudiante de grado noveno argumenta que todos los cuadrados son
semejantes entre si y todos los rectangulos son semejantes entre si. Estas de acuerdo
con la afirmacion de Juan. Argumenta tu respuesta.

7. Observa la siguiente
figura y determina si existe
una relacion de semejanza
entre las diferentes piezas
qgue la componen.

Argumenta tu respuesta:

8. Construccion de un pentagono regular

a.

b.

En una hoja blanca trazar una circunferencia de 10cm de radio

Dibuja angulos centrales de 72° y sefialalos con marcas en la circunferencia, de
tal manera que se obtengan 5 sefiales en la circunferencia.
Une los cinco puntos y habras construido un pentagono regular.

Traza las diagonales del pentagono.
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f. Colorea cada figura que ha quedado definida dentro del pentdgono de un color
diferente.

g. Ahoradebes recortar el pentagono y luego cada una de las figuras que quedaron
dentro de él.

h. Enumera cada uno de los 11 poligonos.

9. Realiza un video corto en donde presentes brevemente tus respuestas a los siguientes
puntos:

a. Clasifica los 10 triangulos obtenidos de acuerdo a la relacion de congruencia de
triangulos.
Halla la medida de los &ngulos interiores de cada poligono.
Halla el area y el perimetro de los triangulos de cada clase.
Uniendo distintas piezas forma figuras semejantes a una de las piezas.
Explica claramente cuales son las caracteristicas que cumplen las figuras. para
poder afirmar que son semejantes.

©ooo
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ACTIVIDAD 9
TEMA: SEMEJANZA EN LA NATURALEZA

OBJETIVOS

1 Hacer exploraciones, organizar los resultados de las mismas y proponer patrones
de comportamiento.

9 Identificar caracteristicas de comportamiento fractal en la naturaleza y el cosmos,
percibiendo en particular relaciones de semejanza y autosemejanza.

Lee el siguiente texto y responde las preguntas.

En la naturaleza existen muchos objetos que presentan estructuras
de tipo fractal, un ejemplo de ellos, son los brécolis, que estan
formados por estructuras auto-semejantes, es decir, si tomas una
pequefia parte, pareciera que estas viendo el brocoli inicial, pero a
través de una reduccion.

Estas no son las Unicas estructuras de tipo fractal en la
naturaleza, existen 6rganos del cuerpo humano que las
presentan, como los pulmones y el sistema circulatorio;
ademas, en nuestro universo estan presentes hasta en las
galaxias.

1. Busca en tu entorno (casa, colegio, vereda) elementos de la naturaleza, que consideres
presentan un comportamiento fractal. Si es posible llévalo al colegio la siguiente clase o
presenta una imagen.

2. Enumera las caracteristicas que hacen que el elemento presentado sea considerado
como un fractal.

3. En tu cuaderno, completa la tabla con los elementos de la naturaleza hallados en el
entorno y sus caracteristicas. Si es necesario puedes afadir mas filas a la tabla.

NOMBRE DIBUJO CARACTERISTICAS
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4. Investiga y dibuja algunos 6rganos del cuerpo humano que posiblemente tengan
comportamiento fractal.

5. Explica porque consideras que estos 6rganos presentan comportamiento fractal.

6. Enuncia las caracteristicas que permanecen invariantes si comparas una pequefa parte
de un fractal en la naturaleza con el elemento completo.

7. Enuncia las caracteristicas que varian si comparas una pequefa parte de un fractal en
la naturaleza con el elemento completo.

8. Analiza, tus respuestas en el desarrollo de la actividad y formula tres conclusiones al
respecto.

Conclusioén 1:

Conclusion 2;

Conclusion 3:
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ACTIVIDAD 10
TEMA: CONSTRUCCION DE ALGUNOS FRACTALES
OBJETIVO

1 Construir algunos fractales como: el cuadrado de cantor, el triangulo de Sierpinski y
la curva de koch mediante una secuencia de instrucciones.

1 Reconocer patrones numeéricos y geométricos en los fractales construidos.

1 Identificar algunas relaciones de autosemejanza y caracteristicas de formacion de
fractales.

Lee y analiza el siguiente texto.

En el cuerpo humano encontramos érganos que presentan una estructura

fractal como los pulmones, en los que, al tomar una pequefia fraccion, ésta es

autosimilar al érgano completo.

El sistema circulatorio tiene también una estructura
fractal en la que cada vena se divide en dos de
menor grosor y longitud, estas a su vez, se dividen
de nuevo cada una en dos, hasta formar una
estructura parecida a la de un arbol, como el de la
imagen.

Los fractales geométricos han sido construidos por

matematicos que creemos han buscado la forma de

describir geométricamente objetos de la naturaleza.

A continuacion, te presentaremos el proceso de construccion de algunos fractales

geomeétricos usando GeoGebra.

1. COPO DE NIEVE DE KOCH (Usando GeoGebra)

Pasol Paso?

Pase3 Pasod
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A. La construccion para obtener el copo de nieve de Koch es como sigue, realizala
siguiendo los pasos.

Pasol: Dibuja un tridngulo equilatero lo mas grande posible.

Paso2: Divide cada lado del triangulo en tres partes congruentes.

Paso3: Sobre cada uno de los segmentos centrales construye un triangulo equilatero cuya
base sea, precisamente el segmento del medio.

Paso4: Borra el segmento base de cada triangulo construido.

Paso5: Repite los pasos 2, 3 y 4 en cada uno de los tridngulos formados.

B. Responde:

a. ¢ Cuantos triangulos obtuviste al realizar el paso 3?

b. Mide los angulos de los triAngulos obtenidos en el paso 3. ¢ Qué puedes concluir?

c. ¢ Los triAngulos obtenidos en el paso 3 son semejantes?, Explica tu respuesta

Observa que:

1. Las figuras formadas en los perimetros (linea poligonal) del copo de nieve de un
nivel a otro son semejantes, pero en distinto tamario.

2. Lalinea poligonal o perimetro del copo de nieve es también llamada (curva de Koch)
y describe formas de la naturaleza como las costas y entre mas niveles se obtengan
la descripcion serd mas precisa, es decir, se parece mas a una costa cuando el

proceso de construccién se reitera infinitas veces.
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3. Los triangulos construidos en la parte central de cada lado son congruentes entre
si, pero semejantes a los construidos en otros niveles de la figura y al triangulo
original.

Entonces podemos concluir que, de la construccién de lineas poligonales
semejantes, estamos llegando a construir poligonos semejantes, aun cuando el copo
de nieve de Koch no es semejante de un nivel a otro, ni al original.

2. TRIANGULO DE SIERPINSKI (Usando GeoGebra)

Paso 1 palsg 2 Pasa 3

A. La construccion para obtener el triAngulo de Sierpinski es como sigue, realizala
siguiendo los pasos.

Paso 1: Dibuja un tridngulo equilatero.

Paso 2: Sefiala en cada lado del tridngulo el punto medio y une los puntos medios.
Paso 3: Identifica el triAngulo interior y pintalo de amarillo.

Paso 4: Repite los pasos 2 y 3 en cada uno de los triangulos que dejaste sin colorear.
Paso 5: Repite de nuevo el paso 4 hasta cuando puedas.

B. Responde:

a. ¢ Cuantos triangulos obtuviste al realizar el paso 2?

b. Mide los angulos de los triangulos obtenidos en el paso 2. ¢ Qué puedes concluir?

c. ¢Los triangulos obtenidos en el paso 2 son semejantes al triangulo inicial?, Explica tu
respuesta.
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Observa que:

Para construir un nivel del triAngulo de Sierpinski formamos figuras congruentes entre si,
pero que son semejantes al triangulo inicial.

La utilidad de las formas fractales

La utilidad de estos fractales geométricos que hemos construido hasta el momento radica
en que ilustran las propiedades de los fractales, de tal manera que nos permiten identificar
caracteristicas de los fractales mediante un lenguaje gréafico sencillo, dado que los fractales
encierran un entramado matematico considerable.

Sin embargo, es importante entender que la geometria fractal como tal, es utilizada en
comunicaciones para realizar el trazado de redes y sus interconexiones; en informatica es
utilizada en técnicas de compresién de audio y video; en biologia para describir y entender
el crecimiento de tejidos, organizacion celular, evolucion de poblaciones; en matematicas
para describir la convergencia de métodos numeéricos; en astronomia para describir la
configuracion del universo; en geologia para analizar patrones sismicos, fendmenos de
erosion, modelo de formaciones geoldgicas; en economia para el andlisis bursatil y de
mercado.
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ACTIVIDAD 11
TEMA: SEMEJANZA EN EL PLANO CARTESIANO
OBJETIVO

1 Reconocer caracteristicas algebraicas en el desarrollo del concepto de semejanza
a través de formas geométricas.
9 Identificar relaciones de autosemejanza en el plano cartesiano.

Lee el siguiente texto y responde las preguntas.

El mago Paul Curry de Nueva York, en 1953 propuso la paradoja del
cuadrado perdido. Consiste en cortar una figura en diferentes partes,
formando poligonos y luego formar una idéntica con las mismas
piezas, pero en distinto orden. Lo que se obtiene es una figura con un
agujero en el interior. Observa:

Es tu turno de resolver el truco del mago, analiza la situacién y responde.

1. ¢ Coémo hizo para hacer que faltara un centimetro cuadrado, en la segunda figura?:

2. Halla el &rea de cada pieza que compone la figura

El area del triangulo rojo es:

El area del triangulo verde es:

El &rea del hexagono irregular rosado es:

El area del hexagono irregular azul es:
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3. ¢ Cual deberia ser el &rea de un tridngulo de 13 cm de base por 5 cm de altura?

4. Analiza si la suma de las areas de las piezas corresponde al area que deberia tener la
figura que observas.

5. Traza un plano cartesiano en tu hoja de trabajo y luego dibuja el siguiente poligono en la
misma posicion en la que se encuentra la siguiente figura.

Nombra cada vértice y ubica las coordenadas correspondientes.

Realiza una traslacion del triangulo 3 unidades hacia arriba.

Identifica las coordenadas del poligono resultante.

Halla el perimetro y el &rea de cada poligono.

Analiza los resultados que obtuviste en el ejercicio. Escribe que caracteristicas se
mantienen invariantes luego de la traslacién y cuales varian.

20T o

6. Traza un plano cartesiano en tu hoja de trabajo y luego dibuja el siguiente poligono
ABCDE en la misma posicion en la que se encuentra la siguiente figura.
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i

Ubica las coordenadas correspondientes de cada vértice
Realiza una traslacion del pentagono 2 unidades hacia arriba y tres a la derecha.
Al comparar los dos pentagonos ¢ Qué puedes decir acerca de ellos?

@ ~oa

Identifica las coordenadas del poligono resultante.

Halla el perimetro de cada uno de los dos poligonos.

Analiza los resultados que obtuviste en el gjercicio.

Escribe las caracteristicas que se mantienen invariantes luego de la traslacion y
cuales varian.

7. Observa el cuadrado 6 6 6 e se ha dibujado en el plano cartesiano, que muestra la

figura.
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Dibuja un cuadrado ‘O"0"Q"@uyo centro sea el punto i, que tenga los lados
paralelos a dicho cuadrado y cuyas longitudes sean menores que este.
Al comparar los dos cuadrados ¢ Qué puedes decir acerca de ellos?

~® a0

Halla las coordenadas de los vértices de cada cuadrado.

Halla el perimetro y el area del cuadrado 6 6 6 O

Halla el perimetro y el &rea del cuadrado O "0"0"O

¢, Cudl es la razén del perimetro del cuadrado 0 6 6 @ perimetro del cuadrado
0"'0'T0o

¢ Cudl es larazén del area del cuadrado 6 6 6 & area del cuadrado 'O "O"CPO

Dibuja un cuadrado 0 0 'Y "dyo centro sea el punto 7T, que tenga los lados
paralelos a dicho cuadrado y cuyas longitudes sean mayores que este.
Al comparar los dos cuadrados ¢ Qué puedes decir acerca de ellos?

Halla las coordenadas de los vértices del nuevo cuadrado.
Halla el perimetro y el area del cuadrado 0 0 "B8Y

¢,Cudl es la razén del perimetro del cuadrado © 6 6 @l perimetro del cuadrado
00 Y'Y

¢ Cudl es la razoén del area del cuadrado 6 & 6 & area del cuadrado 0 0 Y'Y

Analiza los resultados que obtuviste en el gjercicio, e identifica que caracteristicas
se mantienen invariantes y cuales varian, luego de la reduccién y la ampliaciéon a
partir del cuadrado inicial 6 6 6.0
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Observa la siguiente grafica, analizala y completa la tabla:

5

-5

8. Completa la siguiente tabla, sigue el ejemplo.

Cuadrado | Coordenadas Medida Perimetro | Area Raz6n entre el
del lado del cuadrado
lado y el lado del

siguiente
cuadrado
1 RNk Nk« & o o ¥ _
2
3
4
5
6
7
é é é

9. En la tabla, ¢cémo se podrian interpretar los puntos suspensivos?

10. Con respecto a las razones halladas en la tabla, ¢ qué puedes concluir acerca de todos
los cuadrados?

11. Recuerda las caracteristicas que tienen los objetos geométricos fractales. ¢ Consideras
gue la figura presenta caracteristicas similares a las de un fractal?, explica tu respuesta.







4.5 Analisis de las actividades aplicadas

Algunas de las actividades propuestas para la ensefianza de la Semejanza a través de
formas fractales fueron aplicadas a un grupo de estudiantes de grado noveno y dichas
actividades se eligieron de acuerdo con su funcién dentro de la secuencia didactica. La
actividad namero uno corresponde al tipo de actividades de inicio, la actividad cuatro al
tipo de actividades de reestructuracion, la actividad ocho es de tipo profundizacion y
finalmente la actividad once es de tipo evaluacion.

En este punto es de anotar que las actividades desarrolladas por los estudiantes se
analizaron a la luz de criterios establecidos en la tabla Formato de andlisis de las
actividades que se presenta en el anexo A. En el anexo B se han seleccionado algunas
de estas actividades con el objetivo de observar el trabajo realizado por los estudiantes.

La actividad de inicio (actividad uno) relacionada con medida, razon y longitud, esta
estructurada de tal forma que se evidencian preguntas de accién, medicion, calculo,
comparacion y razonamiento, ademads, incluye situaciones de reflexion en contextos
reales. Al respecto se pudo observar que aproximadamente la mitad de la poblacién
responde correctamente a cada una de las preguntas, sin embargo, de estos solo un poco
mas de la mitad argumentan sus respuestas de forma correcta. Ademas, se evidencia que
el error mas frecuente esta relacionado con la geometria del espacio y con un poco mas
de precision con la dificultad para entender y realizar representaciones de objetos en el
espacio.

Al analizar los resultados de esta actividad, se observa que el 36 % de las respuestas son
correctas y presentan argumentos que las sustentan, el 12 % son correctas, pero no son
justificadas de forma correcta, el 8 % son validas, pero no se encuentra justificacion de los
célculos realizados y el 26 % presenta resultados incorrectos a las situaciones problema
planteadas.

Con respecto a los errores mas frecuentes, se observa que estos se deben a las
dificultades para relacionar las representaciones gréaficas con las representaciones
simbdlicas o las numéricas, es decir, la dificultad en el paso del lenguaje gréafico al numérico
o al simbdlico y reciprocamente. Del mismo modo, se encuentran errores debidos a la
interpretacion del lenguaje, como la asociacion incorrecta de términos que para los
estudiantes son sinénimos, por ejemplo, la longitud y la unidad de medida, ademas, de ser
evidente la presencia de errores debidos al aprendizaje deficiente de conceptos previos,
como perimetro, razén, longitud y unidad de medida.

En cuanto al uso de la herramienta tecnolégica, el software GeoGebra, una vez se dieron
las instrucciones pertinentes, los estudiantes abordaron la actividad correspondiente sin
dificultad.

La actividad de reestructuracion (actividad cuatro) relacionada con la congruencia, la
comparacion de areas y perimetros en secuencias graficas y numéricas esté estructurada



124 Los Fractales, un contexto para la Ensefianza de la Semejanza

de modo que se evidencian preguntas de exploracién, atencién, accion, medicion y
razonamiento, ademas, incluye situaciones de reflexién en contextos gréaficos. Al respecto
se pudo observar que la mayoria de los estudiantes responden acertadamente a cada una
de las preguntas, sin embargo, de estos, un poco menos de la mitad argumenta de forma
clara sus respuestas. Asi mismo, se identifican dos tipos de error con mayor frecuencia,
uno de ellos debido a la dificultad para obtener informacion de objetos representados en
el espacio y el otro error debido a la asociacién incorrecta de términos con sus significados
0 a la rigidez del pensamiento, con esto se quiere decir, que los estudiantes contindan
aplicando los mismos procesos cognitivos aun cuando las tareas propuestas han
cambiado.

Al analizar el trabajo de esta actividad se obtuvo los resultados que se mencionan a
continuacion. EIl 46,7 % de las respuestas son correctas, los estudiantes identifican las
relaciones descritas en las diferentes tareas planteadas, presentan respuestas validas y
justifican sus respuestas de forma clara. El 30 % son correctas, pero no se justifican de
forma adecuada. El 1,67 % son respuestas correctas, pero no presentan justificacion y el
21,7 % de respuestas son incorrectas.

Tenemos evidencia del tipo de errores que se presentan en las respuestas dadas por los
estudiantes. Los errores de mayor frecuencia, corresponden a aquellos que se deben a la
dificultad para obtener informacién espacial, entendida como la dificultad para entender y
realizar representaciones de objetos en el espacio y a la realizaciébn de asociaciones
incorrectas de procedimientos cognitivos a tareas con distintas caracteristicas, lo cual se
manifiesta en la dificultad para relacionar las representaciones graficas con las
representaciones simbdlicas o las numéricas y con la aplicacion de estrategias
matematicas incorrectas, como célculos aditivos a procesos multiplicativos. Del mismo
modo, se evidencian errores debidos a las dificultades dadas por la falta de comprensién
del lenguaje, como la asociacién incorrecta de términos que para los estudiantes son
sinénimos; errores debidos a la aplicacion de las mismas reglas o estrategias a situaciones
diferentes, en las que el estudiante no utiliza los datos correspondientes a las situaciones
planteadas al generar sus calculos y errores debidos a un aprendizaje deficiente de
conceptos previos, como perimetro, area, tamafio.

Es de anotar que el uso de la tecnologia facilité el acceso a la informacién requerida acerca
de las formas fractales y la informacidn acerca de los artistas que relacionan en sus obras
formas fractales.

La actividad de profundizacion (actividad ocho) relacionada con la semejanza, esta
estructurada de forma que se evidencian preguntas de accién, construccion, medicion,
atencion, célculo, comparacion y razonamiento, ademas, se hace uso de situaciones que
remiten al contexto histérico del concepto de razén aurea. Al respecto se pudo observar
gue la mayor parte de la poblacién responde correctamente a cada una de las preguntas,
sin embargo, de estos solo un poco mas de la mitad argumentan sus respuestas de forma
correcta. Ademas, se evidencia que el error més frecuente es debido a la dificultad para
relacionar objetos reales con su representacion en el espacio.

Es de anotar que el 54,5 % de las respuestas dadas por los estudiantes son correctas y
presentan argumentos que las sustentan, el 21,2 % son correctas, pero no son justificadas
de forma correcta, mientras que el 10,6 % presenta resultados incorrectos a las situaciones
problema planteadas.
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Con respecto a los errores mas frecuentes, se observa que estos se deben a las
dificultades para relacionar las representaciones graficas con las representaciones
simbdlicas o las numéricas, es decir, la dificultad en el paso del lenguaje gréfico al numérico
o al simbdlico; y errores debidos al aprendizaje deficiente de conceptos previos, como
congruencia y razén. Asi mismo, se evidencian errores debidos a las dificultades dadas
por la falta de comprensién del lenguaje, como la asociacion incorrecta de términos que
para los estudiantes son sinénimos, por ejemplo, la igualdad y la semejanza. Se evidencia
aprendizaje deficiente de conceptos previos en la no verificacion completa del concepto de
semejanza.

En cuanto al uso de diversas formas de representacién, se enfatizé en el uso de
situaciones problema enfocadas al uso de distintos tipos de representacion como la
simbdlica, la gréfica y la numérica a través de material concreto.

La actividad de evaluacion (actividad once) relacionada con la semejanza en el plano
cartesiano, esta estructurada de manera que se evidencian preguntas de construccion,
acciéon, medicién y razonamiento, ademas, incluye situaciones de razonamiento en
contextos reales. De nuevo, se pudo observar que la mayor parte de la poblacion responde
acertadamente a cada una de las preguntas, de estos, mas de la mitad argumenta de forma
clara sus respuestas, asi mismo, se identifica que el tipo de error con mayor frecuencia, es
aguel que se debe a la aplicacion de reglas o estrategias de forma incorrecta.

Al analizar desde otra mirada los resultados de la actividad, se observo que el 52,9 % de
las respuestas dadas por los estudiantes son correctas, los estudiantes identifican las
relaciones descritas en las diferentes tareas planteadas, presentan respuestas validas y
justifican sus respuestas de forma clara, el 20,6 % de las respuestas son correctas, pero
no se justifican correctamente y el 26,5 % son respuestas incorrectas.

Al analizar los resultados de la actividad, se observé que el error de mayor frecuencia
encontrado corresponde a aquel que se debe a la aplicacion de reglas o estrategias de
forma incorrecta, seguido del error debido a la dificultad para obtener representaciones
espaciales correctas de objetos reales y otro error detectado es debido a las dificultades
dadas por la falta de comprension del lenguaje, como por ejemplo la asociacion incorrecta
de términos que los estudiantes los entienden como sinénimos.

En esta actividad se enfatizdé en el uso de situaciones problema enfocadas al uso de
distintos tipos de representacion como la simbdlica, la grafica y la numérica.






5 Conclusiones y Recomendaciones

5.1 Conclusiones

El presente documento invita a reflexionar acerca de la motivacion al estudio de la
semejanza a través de situaciones de variacion que incluyen formas fractales, las que se
consideran utiles por su bagaje disciplinar. Para tal fin se realiz6 una investigacion en tanto
el desarrollo historico, disciplinar y curricular del concepto de la semejanza y de los
fractales, a continuacioén, se disefd, aplico y analizé una secuencia didactica.

La revision histérica de los conceptos de semejanza y fractales permitié entender que el
conocimiento es el resultado de una evolucién y que la finalidad de la ensefianza es crear
visiones 0 razonamientos nuevos desde los conocimientos ya existentes, que nos
conduciran a rupturas conceptuales, generando asi la necesidad de crear nuevos
conocimientos.

De lo expuesto en la investigacion se evidencia que los fractales presentan un potencial
interdisciplinar, puesto que no solo abarcan contenidos matematicos, su estudio permite
relacionar la fisica, la biologia, la geologia, la astronomia, el arte y la tecnologia. A decir
verdad, las montafias, las costas, los rios, los arboles, los pulmones, el sistema circulatorio,
son formas de la naturaleza que pueden ser estudiadas mediante un modelo matematico,
gue es el modelo fractal. Por otro lado, la geometria fractal, permite el estudio de formas
geométricas que se construyen en un nimero infinito de pasos y por tanto no abordable
en la geometria Euclidiana. Es de anotar que los objetos de tipo fractal en geometria son
figuras construidas haciendo uso de figuras autosemejantes, lo cual posibilita el estudio de
la semejanza tematica central en este trabajo.

De acuerdo con la investigacion se determina que la geometria fractal es una herramienta
atil para abordar diversas tematicas de educacién basica, dado que encierra una amplia
riqueza de contenidos geométricos y algebraicos que pueden ser adaptados para este ciclo
educativo, a partir de la descripcion de sus propiedades y sus caracteristicas generales sin
necesidad de incluir una definicion formal.

Agregado a lo anterior se registra que los fractales cumplen con la funcién de generar
motivaciéon al estudio de la semejanza dado que permiten relacionar conceptos
matematicos con el entorno real de los estudiantes. La motivacion se evidencia en la
participacion en el proceso de aprendizaje de los estudiantes y en el entendimiento de los
conceptos matematicos abordados. El estudio de los fractales posibilita que el estudiante
relacione el contexto real, con el disciplinar y los avances tecnolégicos.
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El uso del software GeoGebra permite a los estudiantes realizar construcciones
geométricas y realizar razonamientos acerca de sus propiedades o caracteristicas.
Ademas, facilita el trnsito en diferentes formas de representacion de objetos geométricos.

La propuesta didactica presenta una amplia gama de herramientas que motivan al estudio
de la semejanza a partir del uso de formas fractales, que fomentan el desarrollo de la
imaginacién, la intuicién y el razonamiento a través de formas que habitualmente no se
trabajan en el entorno escolar. Ademas, contribuye al desarrollo de habilidades como el
andlisis, la observacion, el razonamiento y la argumentacion.

Dentro del analisis de las actividades aplicadas se pudo dilucidar que es necesario
continuar haciendo énfasis en el uso de situaciones problema que requieran para su
soluciébn que el estudiante realice razonamientos y deba presentar argumentos
matematicos validos para ser sustentadas. Ademds, se requiere hacer énfasis en la
interpretacion adecuada de representaciones graficas y su relaciéon con otros tipos de
representacion como la simbdlica y la numérica, fomentando el uso adecuado de distintos
tipos de representacion y en el paso de uno a otro.

La investigacion sefiala que el docente debe orientar el proceso de aprendizaje generando
en el estudiante cuestionamientos que lo lleven a razonar y reflexionar sobre su entorno y
como éste se relaciona con los contenidos disciplinares, en nuestro caso la semejanza. En
este camino el docente debe identificar los errores de aprendizaje presentados por los
estudiantes, para corregirlos y que a través de ellos el estudiante reflexione sobre lo que
estd aprendiendo y como lo estd aprendiendo, siendo consciente de su proceso
académico.

Se determiné que los fractales y su riqueza disciplinar no son incluidos en ninguno de los
documentos curriculares, por lo cual hay que sefialar que se deberia incluir desde el disefio
curricular este tipo de avances del conocimiento, ya que son el resultado del proceso
constructivo que tiene el desarrollo de las ciencias. El curriculo deberia entonces reflejar
los avances cientificos desde su proceso histdrico y su relacion con el entorno real.

A modo de cierre diremos que motivar a través de las formas fractales al aprendizaje de la
semejanza a los estudiantes en grado noveno es fundamental, teniendo en cuenta que en
este grado se cierra el ciclo de educacién basica esperando que los estudiantes tengan
unas bases conceptuales solidas, al respecto de la semejanza y los conceptos asociados
a ella como las razones, la proporcionalidad, las transformaciones y las homotecias, y que
puedan abordar e interpretar situaciones de variacién a través de razonamientos validos.
Esto con la finalidad de que los estudiantes tengan las suficientes bases conceptuales al
llegar al ciclo de educacion media.

5.2 Recomendaciones

Se recomienda la inclusion de los fractales al curriculo escolar, por su amplia gama de
contenido disciplinar aplicable al @ambito de la educacién basica y media, dado que pueden
ser abordados desde la biologia, la matematica y la fisica, entre otras asignaturas.

Teniendo en cuenta que los fractales describen formas de la naturaleza se recomienda el
uso del laboratorio experimental terrestre, es decir, el entorno real del estudiante puede
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ser relacionado con la matematica u otras ciencias, con lo cual se estaria llevando los
avances del conocimiento cientificos al aula de clase a través de herramientas de facil
acceso.

Se recomienda trabajar de forma articulada la geometria, el algebra y la aritmética, a través
de distintos tipos de representacion, lo cual conduce a que los estudiantes puedan razonar
y entender las relaciones y caracteristicas de los conceptos matematicos escolares.

De otro modo, se recomienda al docente estar en constante actualizacién del conocimiento
disciplinar, en este caso investigar acerca de la geometria fractal, sus caracteristicas, su
ambito de aplicacién, los recursos que proporciona a nivel disciplinar y su relacion con los
fenbmenos de la naturaleza.

Al respecto de la secuencia de actividades se recomienda el acompafiamiento constante
del docente, quien a través de preguntas debe orientar a los estudiantes hacia el
razonamiento y entendimiento de las relaciones existentes entre los conceptos dados y los
ejercicios propuestos, asi, en este modelo la evaluacion deberd ser constante y conducira
a la formulacién de nuevos interrogantes.

Al respecto del software GeoGebra se recomienda su uso por la diversidad de contenidos
matematicos que permite abordar, por la facilidad del manejo de sus herramientas y entre
otros, porque promueve en el estudiante el desarrollo del pensamiento critico, el
razonamiento logico y numérico.






A. Anexo: Formato para el analisis de
las actividades

FORMATO PARA EL ANALISIS DE LAS ACTIVIDADES

TIPO DE ACTIVIDAD: ASPECTOS A EVALUAR
ACTIVIDAD NUMERO: VALIDEZ DE LA RESPUESTA TIPO DE ERROR

PREGUNTA
TEMA OBIETIVOS | NUMERQ JTIPO DE PREGUNTAJv1 |v2 Jv3 |va |vs JE1 |E2 |E3 |E4 |ES

TOTAL
PORCENTAIJE

Tipo de preguntas

Razonamiento
Accién
Exploracion
Medicién
Calculo
Atencion
Comparacion
Clasificacion
Construccion

©o NGO~ ®WDNE
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Validez de las respuestas dadas por los estudiantes

V1. Larespuesta dada por el estudiante es valida y presenta argumentos matematicos que
la sustentan adecuadamente.

V2. La respuesta dada por el estudiante es valida, pero presenta argumentos gque no son
validos, no corresponden a la situacion planteada o son incorrectos.

V3. La respuesta dada por el estudiante es valida, pero no presenta argumentos.

V4. La respuesta dada por el estudiante es incorrecta.

V5. No se responde a la pregunta.

Tipo de error en el aprendizaje

El. Errores debidos a dificultades en el lenguaje: Se evidencian errores de traduccién del
lenguaje natural al lenguaje matematico, relacionados con simbolos, conceptos y

vocabulario.

E2. Errores debidos a la dificultad para comprender y realizar representaciones de objetos
en el espacio.

E3. Errores debidos a un aprendizaje deficiente de hechos, destrezas y conceptos previos:
Se evidencia en la insuficiencia de conocimiento sobre contenidos, algoritmos vy
procedimientos matematicos, para abordar una situacion.

E4. Errores debidos a asociaciones incorrectas: Se evidencian en la aplicacion de los
mismos esquemas de pensamiento, como operaciones, a situaciones que han sido
modificadas.

E5. Errores debidos a la aplicacién de reglas o estrategias no adecuadas: Surge por la
aplicacion de estrategias similares en contenidos diferentes.



B. Anexo: Algunas de las
aplicadas

1. Actividades de inicio

ACTIVIDAD 1
TEMA: MEDIDA - RAZON - LONGITUD

OBJETIVOS
¢ Anah

28 y Resuelve situaciones problema relacionadas con el contexto real.
segmenlos

1. Lee el siguiente texto y responde Ias preguntas.

relémpagos no se despiazan en linea recta...™

actividades

Analiza situaciones de cambio de unidad de medida e Identfica 1a refacidn de congruencia entre

El matematico frances Benot Mandelbrot afirmo que: “Las
nubes no son osferas, las montaias no son conos, las costas
no son circufos, las cortezas de los drboles no son lsas y ios

llustracion 1 Tomada de https:/Awnww.freepik eS"’OYC"Q-'B(!'S"DQISa}e-’m},raj-[nonlan°so~ 881175 him’

Estas de acuerdo con esas afirmaciones, (Qué opinidn tienes al respacto?

Ang - . . . - .

Mandelbrot, en 1867se cuestiond acerca de ;Cudnto media realmant
pregunta que lo lieve & pensar que la longitud de una linea costera dey
utdzada. Analicemos Ia situacidn, pero en Colombis, Imagina que se

€ la costa de Gran Bretafia?,
pende de la unidad de medida
Gwere medir la costa del alléntico
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_ ra lo cual 5¢ lige COMO UNIGAO o
tolombiana desde Capurgana hasta Punta Gallinas (M""“:; 1) pam longitud p (ilustracion 2). luego,
medida la unidad p y se determina que dicha cosla tene 7 unidades

i entonces, 1a
. mitad del longitud QG P
$i s& cambia & una unidad mds pequefia (iustracion 3) Qe oel ':'5 ¢ . 7,5 p de longitud, dado que s¢

medida de la costa da como resultado un numero 38 pmdsolisfs ? | disminuie la unidad a la mitad de
flogaria a mas detalle a la costa. Continuando con el mismo analisis, ud (iustracion 4).

- 92 de long
la anterior, es decir un cuarto de p lenemos que a costa mide 32 ; = 8p

o
"‘f“..‘,‘y i
L2 3
el i
. .F i
"‘"l ' .3 /
' 'h" l",-:. g 3 A
’ _‘;"J' 2 ¥
= . . 1 .
- LY X 2, : YR 'y:. Y "

. ‘. y 2 st g T AR v
QS TN By - ooy R0 Cepne)
['.‘i.' L - g Y AR FED A7 SORE SRS ) Ly

A G 2t - ” ¥ zc“"*‘ B aadhd MQWﬂ”

Mustreszidn 1. Costa de Colambie

5 -
| AUV S

wstpeidn 3 Casta de Colombia tangited 15 572 rstracidn 4 Casta de Colambio, longitud 32 2/4

7 Analiza que sucederd, con la medida de lalongitud de la costa si se cambia
51 7‘2 de unidad de medida de NUEVO, @ UNa un poco Mas pequefia,
S
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Explica ¢por qué crees que Sucede aslo?

Halla Ia medida de la costa en cada ilustracién sabiendo que p = 226 km

2

T %2 =49 F,Era52NT,5 B 5

w
™~
"
~
v
g

Medida de la cosla|Medida de la costa | Medda

de la costa
llustracion 2 llustracion 3 Hustracdn 4
Una razén es la comparacién entre dos magnitudes a y
b y se expresa como el cociente a/b, yseleeaesab. 72
El perimetro de un poligono se halla sumando las i
longitudes de sus lados. = =
Determina la razoén entre las longitudes obienidas de la
costa
]
V12,5 )v) E:‘?:,-:la
| ur e 2 ! 142 5
e longitud de la costa ilustracion 3 e longitud de la costa ilustracion 4
longitud de la costa (lustracton 2 longitud de la costa ilustracion 3

Analiza y concluye por qué las razones obtenidas no son las mismas en ambos casos

~ a'rfnial Clia o ivae

t ] |
4 ! | 4 e

o / .n-[_.

————
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Analiza y concluye como se podria obtener la misma razon en ambos G455
2. Observa las siguienies imagenes y a contimuacidn complata la 1abla:
A B
B
ol A
Figura 3
i 1 Figura 2 q
-ﬂ-.'-pacr'::::munas on las figuras Aspectos No comunes on las figuras
| Ty
["En coda caso mide 1a dismancia desde Ahasta B | . s Fracee 4 _,-_.t:
Y Hat |
|—_.-.'\. i 1 = Fomurms fe et R Py e ; X ! |

Halta la longitud de cada ligura:
Lasnegitud Figura 1; 5.4 ¢ ™
Longilud Figura 2.8 ™
Lengitud Figura 3 11, 76
5, Es hora de praclicar con GeoGebra: En esta aclividad, vas acaloular el perimatro de una curva
cerada.

a. Busca una imagen salelital del departaments an el que habilas, puedes dezcargarla desde
Google maps o realizar un recorte.

b. En la pantala princpal de GeoGabra debes pegaria de tal tamafio que ocupe la mayor parte
del éraa de Irabago visibla

. Debes medit @ perimetro del deparamento, elige una undad de medida adecuada. ;Cual
es ol parimedro de W departamento? 22 4 Obfouimeot 11, de T abbouered Zh,
fe y obitudrsoy L|3.
d. Anora haciento uso de abras unidades de medida un poco mas pequedas, identiica de nugyvo
g4 perimelro en cada caso.

8. Analza los datos d:vter-dus ¥ eaz:nbe una l:mclusndln

- .-|-...,,-.. e Ll 5 ----I.'."
L - i
¥oen oilaas ! 1-“.-: == Z_wadeoy ’s_-.-_uk_ e, o

e ole Y by 1‘_|| 1_,'_! -
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2. Actividad de reestructuracion

ACTIVIDAD 4
Integrantes del Grupo: : s

- >

’ 3 .

i TEMA: COMPARACION DE AREAS - PERIMETROS
OBJETIVOS
* Reconoce regularidades aritméticas y algebraicas en secuencias graficas.
= Comparar figuras geométricas y conjetura sobre posibles reguiaridades.

1. Lee el siguiente texto y responde las preguntas.

En las Gitimas décadas gran variedad de artistas se han ocupado por incluir
en sus obras estructuras inspiradas «en los fractales, entre ellos Cay Ench
quien es un artista que trabaja disefios de fractales, como los siguientes
cuboides. El trabaja en arte digital desde la década de 1998. Una de 5us

R G I ko
R~ JE C(!: ‘?‘&‘{z“ﬁ /
5

o3

. ¥

T e e e e 7

{4 ‘"r';\?‘-‘? N
i s
i) :j'_’-.ﬁ ;

'I.___.ABE:;-_’_. AR
Hustracién 1. Fractal creado por ¢l artista Cory Ench. hitps:/www.enchgattery.com/
Investiga sobre las caracterfsticas del arte fractal:

fi " ol s(inidad ¢ e .:Jn.lu.l-

| 3
e A L\ ¥a

ol lysot eo5rm 06

Investiga sobre otros artistas que inclluyen éste estilo en sus obras: ,
Ko P 2|
trnts Drps willion lathom, GYen Sams Keevy aichell
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¢Qué opinas del arte fractal?

Una secuencia es una s
ucesion de figuras que ontal
patrén de formacisn en comun, También puede Ide::timﬁcm ano:;:

una lista de nimero
el o S que se suceden unos a otros ¥ guardan o fiidve (0

2. Qburva Ia siguiente secuencia de figuras.

! ; 1 |
1 | [ ?
| (|
s o o
Posicion 1 Poskcidn 2 Pasicion 3 Paaidtn®

Imagina que se estdn formando rompecabezas. Ten en cuenta que con los cuadrados de la

posicidn 2 se rellena el cuadrado de la posicién 1. De igual manera con los cuadrados de la

posicién 3 se rellenan los cuadrados de la posicion 2 y asi sucesivamente.

a.z,Cuéleshﬁgumqwslgueenlasocuenda(hsol)’loibuialaenelospado
correspondiente,

H-HH
HHH

‘,
ELl

b. ;Hasta qué paso craes que es posible continuar la secuancia manuaimente?, Explica tu
respuesta.

J T 17 L d [ASAT el s e . !

 Halla el perimetro de un cuadrado do cada paso, supaniondo que ef cuadmdo inicial tene
ocho unidades de lado (Bu) ~
Perimetro del cuadrado paso 1: ¥
Perimetro de un cuadradopaso 2: 1<
Perimetro de un cuadradopaso 3: ___
PIIMEIro 08 UN CUBOMAO0 pasoa: L
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d. Ha'ua el drea de un cuadrado de cada paso, suponiendo que el cuadrado inicial tiene ocho
unidades de lado (8u),
Area del cuadrado paso 1. £V
ea de un cuadrado paso 2. |2

Area de un cuadrado paso 3: g
Area de un cuadrado paso 4: 4

e, Completa ia siguiente tabia,
Describe los cambios que se producen desde el paso 1 para llagar al paso 4, identifica los
aspectos que varfan y los que no.

¢Como ir de un paso al sigulente? ¢ Cudntas figuras conforman cada ?
DESCRIPCION | <o) combind focrn  faue oo \ny dogicd eads o "
DE LA| O Cuarhl(? Je o diuidiencs uoe ray o . n
SECUENCIA SC Cuenla con Ny ol q F'-':8~Jv-.

¢Qué aspectos varian de un paso al otro?

ASPECTOS ade Se pe diuidiefidh v B2 Us Cerlicade
QUE (& coad’da ,_\ de  wre = fYd

CAMBIAN = 3 = B

2Qué aspectos NO varian de un paso al otro?

gz:_ecrosno e Coda um  dieee S dCondidd czacte
CAMBIAN de. coda  weo

I. Enelpaso 1hay 1 cuadrado, en el paso 2 hay 4 cuadrados, en el paso 3 hay 16 cuadrados,
enelpasod4 hay (L' cuadrados y en el paso 5 debe haber +54 cuadrados y en el

paso 6 hay [/724 cuadrados.
Ei esté ién; 1

9. Complets la sucesicn que se estd formando, hasta al sexto 1&rmino:

h. Analiza, tws respuestas en el desarroio de la actividad y formula dos conclusiones en las
que compares (areas, perimetros, nimeros de cuadrados), apiicando las relaciones de
cong:ucnnia. razon, etc,

1. il ! - A L (LAY ‘l L
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3. Actividad de profundizacion

ACTIVIDAD 8

Integrantes del Grupo: /7 Srni: ¢
. po: DENAR Douislrs LAOQOMA ;
Keoow_eorn Oustn SadT AT

TEMA: SEMEJANZA
OBJETIVOS:

« Establecer criterios de semejanza en rectangulos, por medio de la superposicion de figuras y
la proporcionalidad entre sus lados.
* Argumenta procesos llevados a cabo para determinar la semsjanza de figuras.

-

- Lee el siguiente texto y responde las preguntas,

Existe un nimero, llamado proporcién durea y se denata
con¢ = 3—";@ = 1,618, Esle es un nimero irracional, es
decir no es posible escribirio complatamenta én su forma
decimal. Este nimero se evidencia en el “rectangulo durec”

el cual es una figura geométrica considerada desde el punto
do vista artistico con dimensiones ideales.

El rectangulo dureo, estd construido de tal manera
que, si se corta un cuadrado unitario en un extremo,
los lados del rectéangulo resullante estaran en la
misma proporcidn que los lados del rectangule
original, y |a razén entre [os lados del recténgulo
genera el nlmero dureo,

CONSTRUCCION DEL RECTANGULO AUREOD

Realiza el paso a paso para construir un rectangulo
dureo haciendo uso de GeoGebra Rectimpslo buren - Expiral de iwres

1. Construir un cuadrado ABCD.
2. Ubicar el punto medio M del lado AD. n & .
3. Trace una semirrecta desde A que pase por l o .
D. ,
4. Uon cenlro en M y radio MC race una
circunferencia, que interseque a la
semirrecta AD en el punto E. AEAD
5, Construir una perpendicular a la semirrecta i Ap = pe Lo
AD que pase por E.
6. Prolongar BC hasta F en la perpendicular ]
anterior. |
7. Construir el rectdngulo ABFE, este es el Vos » g
rectangulo dureo,

Bictanguleo wurey
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(R
e Verifica si la proporcion aures se evidencia en la razén de los lados del
reclangulo que construiste.
9,1 us ! Tr conclusion < olcantor @
Tk R~ ey W ¢ Oy OrCAGrm  Gurect
L\, ) ° F YO QuE —_{3 aApix OISy et Iy
\,6 V6 ales  wedcles dodal

La semejanza es una relacién que se establece entre dos o mas
formas geométricas, en las que se verifica que sus &ngulos
correspondientes son  congruentes y sus  lados
correspondientes son proporcionales,

2. Construye en papel de colores los rectangulos cuyas
medidas son |as siguientes, enumera cada recténgulo:
Largo Ancho Largo Ancho

a 5cm 6cm 8 cm 5cm

1 18 ¢cm 15cm 12cm 10 cm

3 9cm 7.5cm 24 cm 15 cm

Y 16cm 10 cm 4 cm 2.5 cm

S 3cm 2,5¢cm 12 cm 7.5 cm

a, Superponiéndolos uno scbre otro (dentifica cuales son semejantes.

b. Completa la siguiente tabla

Numero del | 1 2 3 4 5 6 7 8 ] 10
rectangulo

womar !l p (8]0 | ] @0l [1a
Lado menor 515 715 10105 ) 10|15 1,51'5
Lade mayor
| 1210112 |16 11|16 (10 |16 Le|1 g

¢. Analiza los datos oblenidos y presenta una conclusion:
foeoveyy-ion 5 de L) s fovaes y & de |g ean tgales
€, 1 - $

R ANl e,
7
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d. Identifica si dentro de log rectan
gulos que recortaste, hay algin “Rectangulo dureo” y si ast lo
8:? {_Cuanto..rrn!do‘n sus Iados?‘,v Explica como los idanliﬁczuteg.m .

Fil) . >

r ~~
y ~ 1~
(ol AR . \ i

3. Analizay responde.
Juan un estudiante de grado noveno argumenta que todas los cuadrados son semejantes entre sf
¥ todos los rectangulos son semejantes entre si,

Eslésude acuerda con la afirmacion de Juan, Argumenta tu respuesta. .
= SO\ wgoles  oraoe dods les (‘:_X_‘Ch'CC‘DT

dcr L2 v oS Xeotcina e Lo

4. Observa la siguiente figura y determina si existe unz relacion de semejanza entre las
diferentes piezas que la componen.

Argumenta lu respuesla:
\o__wnpoaple €S g =2 Uit dodes
1l o 3t s o4 Al L=l lviaTal

J

5. Ejercicio practico: Pentagono regular
2, Enuna hoja blanca trazar una circunferencia de 10cm de radio
Con ayuda del transportador sefiala cada 72° en la crcunferencia, de tal manera que

b.
obtengas 5 sedales, iniciando en cero.
Une los cinco puntos y habras construido un pentagoeno regular.

c.
d. Traza [as diagonales del pentagono,

e. Colorea cada figura que ha quedado definida dentro de! pentagono de un color diferente,
f

. Ahora debes recortar el pentagono y luego cada una de lag figuras que quedaron deniro de
él.
g. Enumera cada uno de los 11 poligonos.
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Clasifica los 10 trigngulos obtenidos segun sean congruentes,

Halla |a medida de los angulos interiores de cada pleza,

Halla el drea y el perfmetro de los triangulos de cada clase

Unlendo distintas piszas forma figuras semejantes a una de las plezas.

Explica claramente cudles son las caracleristicas que cumplen las figuras, de! punto anterior
para poder afirmar que son semejantes,

D REDN

6. Realiza un video corlo en donde expliques brevemente los punlos 4 y 5,
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4. Actividad de evaluacion

ACTIVIDAD 11

Integrantes del Grupo: &d rtana Tf—\'v\-‘.wnr\ 4

Logyca Pias Slatan i,
J '

TEMA: SEMEJANZA EN EL PLANO CARTESIANO

OBJETIVO
* Reconocer caracleristicas algebraicas en el desarrolio del conceplo de semejanza a lravés de
formas geométricas,
» |dentificar relaciones de autosemejanza en &l plano cartesiaro,

1. Lee el siguiente texto y responde las preguntas,

El mago Paul Curry de Nweva York, en 1853 propuso la
paradoja del cuadrado perdido. Consiste en cortar una figura
en diferentes partes, formando poligonos y luego formar una
idéntica con las mismas piezas, pero en distinto orden, Lo que
se obtiene es una figura con un agujero en el interior. Observa:

Analiza la situacién.
Es tu tuo de resolver el ruco del mago ¢ Cémo hizo para hacer qus faltara un centimetro cuadrado,

en la segunda figura?:
SO e. de \ as R reN-q 3

Halla el érea de cada pleza que compone la figura
Triangulo Rojo: _\ 2
Tridangulo Verde: _£
Hexagono irregular rosado:

Hexagono irregular azul: __ 4
¢ Cual deberia ser & drea de un friangulo de 13 cm de base por 5 cm de altura?

2 = oV

2

ot e

ezas comresponde al dren que deberla tener 1a figura que

9 g o -'1.'. Crebyar L

Anaiiza si le suma de las dreas de las ph

b T X vy |r-_, ¥

?bservas. 1

e Xy

[
\
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2. Trazaun plano cartesiano en tu hoja de trab ibuj ioui i
]
sicion en la que se encuentra fa sigy ea:o ymlogo dibuja el siguiente poligono en fa misma

a. Nombra cada vértice Y ubica las ;
coordenadas correspondientes,

b. Realiza una traslacion del tridngulo
3 unidades hacia arriba,

c. ldentifica las coordenadas del '
poligono resultante.

d. Halla el perimetro v el drea de I V] "
cada poligono.

e. Analiza los resultados que obtuviste en el ejercicio, e identifica que caracteristicas se mantienen
invariantes lueqo de 1a traslacion y cudles varian.

A 3
ey \nves ) "r--‘w"-‘.-\c-'sn'\" - | Y o CCme e\

AN S i e O e b e N —
3. Traza un plano cartesiano en tu hoja de trabajo y luego dibuja el siguiente poligona ABCDE en
|a misma posicién en la que se encuentra la sigulente figura.

]

a. Ubica las coordenadas comespondientes de
cada vértice o Yo Taar Zere ) NN BSET Buiy. Do Y
b. Realiza una traslacién del pentégono 2
unidades hacia arriba y tres a la derecha. .
¢ |dentifica las coordenadas del poligono - ! .
resuitante, i
d. Al comparar los dos pentégonos ¢ Qué puedes
decir acerca de ellos?
gf—S - Cern'e Yo ey (:a- - \ Q
>: roce STeade Socol
e. Haila el perimetro'y el area de cada uno de los dos poligonos.
{. Analiza los resultados que obtuviste en el ejercicio, e identifica que caracteristicas se mantienen

invaniantes luego de a traslacidn y cudles varian.

C—c.,..\-e-h, \ey (‘Cr&"r\ﬁAﬂ’ ‘! e Cav—ne €\

avea N Cev. . odeo
p,



Anexo B. Algunas actividades aplicadas 149

ade ]
=z
A=(-2,-2) A= (4,2)
B=(2,=2) g'= (8,4)
(;:(-1,2) c‘:(q,u\}
v=le,a) 0 =(3,0)

€= (0, ) € = (-1 ,u)

it PR

f)cnmz-\mf A Perimedm = 24
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4. Observa el cuadrado AR
CD que se ha dibujado en e plano cartesiang que muestra la figura

S
|

» , '
83, Dibuja un Cuadrado EFGH, CUyo centro sea el '

punto (0,0), que tenga los lados paralelos a dicho

Cuadrado y cuyas longit
ey Ngitudes sean menares que s

b. Halla las coordenadas de |os i ‘
vértices
cuadrado, o cae )

€. Al comparar los dos cuadrados £Qué puedes decir i
acerca de ellos?

?“-e. —
Yie o o o \42 Ml % Co.-Lo—\Qénr

Q

- Halla el perimetro y ¢l drea def cuadrade ABCD

&. Halia el perimetro y el drea del cuadrado EFGH,

Cuadl es la razdn del perimetro del cuadrado ABCD al perimetro del cuadrado EFGH?
\

' 2 H 7 = sy a  va y P
Q. ¢,zua| es la razon del drea del mg':; ABCD .% aﬁ del cuadrada EFGH? ™Y== ey |\ 3o
=~ - Lo A |
h. Dibuja un cuadrado PQRS, cuyo centro sea el punto (0,0), que tenga los lados paralelos a dicho
cuadrado y cuyas longiludes sean mayores que este.
i. Al comparar los dos cuadrados ;Qué puedes decir acerca de elios?
cde cer De o giedonde e

Sv—a S S

-

j.  Halla las coordenadas de los vértices del nueve cuadrado.
k. Halla el perimetro y el 4rea del cuadrado PORS,
Permetce 2400 Area 36 o0
. ¢Cual es la razén del perimetro del cuadrado ABCD al perimetro del cuadrado PQRS?

o

m. (Cudl es la razdn del drea del cuadrado ABCD al drea del cuadrado PQRS?
. .~ I o5 fa W |

. Analiza los resultados que cbtuviste en el ejercicio, e identifica que caracteristicas se mantienen
invariantes y cuales varian, luego de la reduccion v la amplacién a partir del cuadrado inicial
ABCD.

O~ v el VMove=xc . codo cbes, deeca ‘{ [‘é"om"\vg

s B - & s sc. JYorne e “vn&gncmmj_

Los Fractales, un contexto para la Ensefianza de la Semejanza
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Ll. 0:('(,'6\ l\'; 36
Q:€6,6\ 5:(‘Q’-€) €a -
Penmq‘\'ro: 24
Q‘:(" )
(6X
— IS (e e s,
<)
n
o 5 B
e ,
F 2 €
[
w |
] ) ¥ ‘ i T | F=
r G~ W ey A '1«31\‘:{
1
e e 4
o Y c
ot
Drm— - i
prz('-n'-!} O= (_—"h“‘) €= (.102) H= (’1’1)
B =(-4 a) F:(—'l.z‘;
€ =(u 4 6=(a; 2
Af€0:16 Q’reo ~ L\

Ferumet ms 1t Perimedro = g
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