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Resumen y Abstract VII 

 

Resumen 

 

Los fractales, un contexto para la enseñanza de la semejanza 

 

En el presente trabajo se plantea una propuesta didáctica para la motivación a la 
enseñanza y el aprendizaje de la semejanza y temas conexos como congruencia, áreas y 
perímetros de figuras planas, a través del uso de formas fractales, en grado noveno de 
educación básica secundaria. 

Las formas fractales están presentes en la naturaleza, son objetos que siguen un patrón 
de recurrencia en su formación, en particular los objetos matemáticos de tipo fractal se 
construyen a partir de figuras autosemejantes y por lo tanto llevan en su interior el concepto 
de semejanza. 

La propuesta didáctica se diseña tomando en cuenta el modelo de Van Hiele para la 
enseñanza de la geometría, el modelo para el desarrollo y evaluación de competencias 
académicas DECA para la elaboración de la secuencia de actividades de enseñanza, el 
software GeoGebra como herramienta para la construcción y análisis de figuras 
geométricas y el uso de formas fractales para la motivación al aprendizaje de la 
semejanza. 
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Abstract 

 

Fractals, a context for the teaching of similarity 

 

In the present work, a didactic proposal is proposed for the motivation of teaching and 
learning of similarity and related topics such as congruence, areas and perimeters of plane 
figures, through the use of fractal forms, in nineth grade of basic secondary education. 

Fractal shapes are present in nature, they are objects that follow a pattern of recurrence in 
their formation, in particular fractal-type mathematical objects are built from self-similar 
figures and therefore carry within the concept of similarity. 

The didactic proposal is designed taking into account the Van Hiele model for the teaching 
of geometry, the model for the development and evaluation of academic competences 
DECA for the elaboration of the sequence of teaching activities, the GeoGebra software as 
a tool for the construction and analysis of geometric figures and the use of fractal forms for 
the motivation to learn similarity. 
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Introducción 

 

Constantemente la reflexión pedagógica del educador acerca del impacto de su labor en 

el desarrollo social y cognitivo de sus educandos lo lleva a utilizar diversas estrategias de 

enseñanza y aprendizaje, a querer involucrar, nuevas aplicaciones, nuevas conexiones y 

diversas herramientas, entre ellas la tecnología, que permitan un acercamiento a 

contenidos disciplinares desde diferentes contextos, en situaciones cotidianas o cercanas 

al estudiante; es decir, intentando dar al conocimiento una perspectiva sociocultural.  

 

Dicha reflexión pedagógica ha llevado al desarrollo de la presente propuesta de enseñanza 

del concepto de semejanza en figuras planas, a través de figuras no estudiadas en la 

geometría euclidiana tradicional y que son figuras geométricas cuya construcción se da en 

un número infinito de pasos y que denominaremos figuras de tipo fractal, que además 

como se ilustrará en muchos apartes del trabajo modelan entre otros, fenómenos de la 

naturaleza, que creemos pueden motivar al estudio de la semejanza. 

 

Es un hecho que la geometría está presente en la naturaleza, en sus formas diversas y un 

poco complejas, además, en el ser humano, en la estructura de sus órganos vitales y en 

general en el universo; siendo una característica común a éstos la evidencia de ciertos 

patrones de recurrencia que llevan a la noción de fractal. Los objetos de tipo fractal fueron 

estudiados inicialmente por los fisiólogos al observar patrones de recurrencia en la 

formación de ciertos tejidos y órganos del cuerpo humano como por ejemplo los pulmones. 

 

Con esto, se quiere decir que la geometría y más específicamente la semejanza será 

abordada a través de formas geométrica fractales. 
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Para empezar, es necesario entender que en la naturaleza existen objetos que no son 

modelados a través de la geometría euclidiana y que relacionan construcciones de tipo 

infinito, de otro modo, objetos generados a partir de patrones de recurrencia que van 

generando figuras autosemejantes. Algunos ejemplos son las costas marítimas, los 

caudales de los ríos, los movimientos marítimos, los rayos y plantas como el brócoli y 

algunas suculentas. Estos objetos motivan la noción de fractal, cuya definición en 

matemáticas involucra intuitivamente elementos relacionados entre otros, con la 

semejanza, la topología y el infinito; y en este punto es necesario advertir que para el 

estudio que nos ocupa nos centraremos en los aspectos relacionados con la semejanza. 

 

En particular es de anotar que se adoptará, por los intereses de este trabajo, una definición 

de fractal cercana al ambiente escolar y que se considera apropiada para el estudiante. 

 

De forma intuitiva, ñUn fractal ser§ para nosotros, una figura construida a partir de 

una figura dada por medio de una recurrencia o transformación, tal que sus partes 

resultan semejantes a la figura inicialò.  

 

El objetivo central de este trabajo es motivar e introducir al estudiante de grado 

noveno en el estudio de la semejanza a través de nuevos objetos, que serán de tipo 

fractal, objetos que inicialmente no son de la competencia de la geometría euclidiana 

tradicional.  

 

En particular, para introducir el concepto de semejanza, creemos importante, además de 

la idea intuitiva de ampliar o reducir, que sea evidente que la semejanza y autosemejanza 

están presentes en la naturaleza y apoyados en este hecho, creemos que esta puede ser 

una fuente de motivación para los estudiantes. 

 

Este trabajo de investigación se desarrolla en la IED Mariano Santamaría, una institución 

educativa departamental ubicada en la zona rural de San Antonio del Tequendama, que 

tiene una cobertura de 800 estudiantes provenientes especialmente de zonas rurales.  

 

En la institución educativa el área curricular de matemáticas se apoya en los Lineamientos 

curriculares (Ministerio de Educación Nacional, 1998), en los Estándares básicos de 

competencias en matemáticas (Ministerio de Educación Nacional, 2006) y en los derechos 
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básicos de competencias en Matemáticas DBA (Medina Pulido, y otros, 2016), organizados 

por asignaturas en un solo bloque aritmética, álgebra y geometría, y en otro bloque la 

estadística, promoviendo el desarrollo de los pensamientos numérico, espacial, métrico, 

aleatorio y variacional.    

 

Este trabajo pretende apoyar lo que consideramos sería lo ideal en el aprendizaje de las 

matemáticas escolares, esto es, “una articulación de la aritmética, el álgebra y la geometría 

y su interpretación desde contextos significativos para los estudiantes”. Con esta idea en 

mente, se pretende mejorar en los estudiantes, las competencias de comunicación, 

resolución de problemas y razonamiento, a través del uso del lenguaje algebraico, del 

estudio de los efectos de transformaciones aplicadas a figuras planas y de la resolución e 

interpretación de problemas de variación. 

 

Al respecto, tanto en los Lineamientos Curriculares como en los estándares de 

matemáticas se plantea que los estudiantes deben ser formados a través del desarrollo del 

pensamiento matemático en relación a la identificación de relaciones entre formas 

geométricas, la exploración de patrones y regularidades, la modelación y la formulación de 

conjeturas que permitan justificar procedimientos matemáticos. 

 

A continuación, se describen los elementos que soportan el trabajo de investigación. 

 

En el diseño de la propuesta didáctica se han utilizado formas fractales que intuitivamente 

serán para nosotros figuras geométricas generadas a partir de una figura dada en un 

número infinito de pasos, por un patrón de recurrencia y que en cada paso va generando 

figuras semejantes. La geometría fractal, que corresponde al estudio de los objetos 

fractales, permite abordar desde temas básicos relacionados con áreas y perímetros, 

pasando por la relación de semejanza, hasta sucesiones y series, por lo que será 

herramienta fundamental para el desarrollo de los conceptos aritméticos, geométricos y 

algebraicos que se pretenden trabajar. 

 

La enseñanza de la geometría ha sido tema de estudio por décadas, sin embargo, solo 

hasta los últimos años en investigaciones  como “Actividades de Geometría fractal en el 

aula de secundaria” (Haro & Redondo, 2004) se han presentado propuestas didácticas con 

el objetivo de vincular la geometría fractal a la escuela, argumentando que ésta permite 
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cambiar la visión que tenemos del mundo, además de permitir identificar conceptos y 

procedimientos matemáticos situados en contextos reales. 

 

Al respecto de los fractales se han revisado trabajos relacionados con la geometría como: 

-“Fractales: La frontera entre el arte y las matemáticas” (Navas & Quesada, 2013); - 

“Introducción a la geometría fractal” (Valdés, 2016), así como documentos relacionados, 

con el uso de las TICS en el aula de clase, con el desarrollo didáctico y tecnológico de la 

semejanza; - Investigaciones como “El arte, un contexto para la enseñanza de polígonos 

en grado séptimo” (Miranda, 2016), que pretende identificar contextos significativos para 

el estudiante relacionando la matemática con la vida cotidiana, en esta perspectiva el autor 

propone algunas actividades para la enseñanza de polígonos haciendo uso del arte y el 

software GeoGebra, concluye que “es de vital importancia encontrar un contexto que 

permita la relación de la geometría con el mundo que nos rodea”.  

 

El software Geogebra resulta muy útil sobre todo en los casos en que es complicado 

describir las figuras que se están formando, como también en los casos en los que se 

pretende explorar patrones y regularidades, proponer ideas de una justificación de carácter 

formal o informal y formular conjeturas. 

 

Sobre el contenido del trabajo 

 

Tomando como referencia las anteriores reflexiones este trabajo se presenta en cinco 

capítulos, los cuales se describen a continuación. 

 

En el capítulo uno se presenta el desarrollo histórico del concepto de semejanza, de 

congruencia y de objetos fractales. 

 

En el segundo capítulo se presentan los referentes disciplinares relacionados con los 

conceptos geométricos como la semejanza, la congruencia, los fractales y conceptos 

algebraicos como las series y las sucesiones.  

 

En el tercer capítulo se analizan los aspectos didácticos y curriculares que permiten 

orientar el planteamiento de la secuencia didáctica para la enseñanza de la semejanza a 

través del uso de formas fractales. Entre otros aspectos se consideran los Lineamientos 
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curriculares, los Estándares básicos de competencias en Matemáticas, los Derechos 

básicos de aprendizaje (DBA), los niveles de Van Hiele para la didáctica de la geometría y 

el planteamiento del modelo para el desarrollo y evaluación de competencias académicas 

DECA (Marín, Guzmán , & Peña, 2013). 

 

En el capítulo cuatro, se presenta la propuesta didáctica para la motivación del estudio de 

la semejanza a través del uso de objetos de tipo fractal para grado noveno. En particular, 

se describe el diseño de la propuesta, la secuenciación y organización de las actividades, 

haciendo referencia a los elementos que se consideran fundamentales en su diseño, como 

son: los niveles de Van Hiele para la didáctica de la geometría, los derechos básicos de 

aprendizaje, el uso de recursos, en especial el software GeoGebra. Este capítulo finaliza 

con el análisis cuantitativo y cualitativo de las actividades aplicadas en el aula de clase de 

grado noveno, teniendo en cuenta que fueron seleccionadas cuatro actividades de acuerdo 

a su función dentro de la unidad didáctica: una de inicio e introducción, una de 

reestructuración, una de profundización y una final de evaluación, aun cuando se debe 

tener claro que la evaluación se debe realizar de forma permanente.  

 

En el capítulo cinco se presentan las conclusiones y recomendaciones derivadas del 

desarrollo del trabajo. 

 

En seguida del capítulo cinco se presentan dos anexos, en el anexo A se encuentra el 

formato para el análisis de las actividades y que sustenta la sección del capítulo cuatro en 

el que se muestran los análisis a las actividades desarrolladas por los estudiantes, en el 

anexo B se muestran algunas de las actividades desarrolladas y presentadas por los 

estudiantes.  

 

Al final del trabajo se presenta la bibliografía que se consideró pertinente para el desarrollo 

del trabajo. 

 





 

 
 

1.  Aspectos Históricos de la Geometría 

La evolución histórica del concepto de semejanza presentada a continuación se 
fundamenta en los textos “Historia de la matemática” de (Boyer, C, 1986) y “El pensamiento 
matemático de la antigüedad a nuestros días” de (Kline, 1999).  
 
De forma intuitiva se puede considerar que la aritmética se basa en las nociones primitivas 
de los conceptos de número y magnitud y la geometría se centra en el estudio y análisis 
de formas en el espacio. Ambas íntimamente relacionadas con la finalidad de dar solución 
a problemas cotidianos.  
 
A continuación, se presenta una breve reseña de cada una de las culturas que desde la 
antigüedad han contribuido al desarrollo de la geometría.  

1.1 Egipto 

Las manifestaciones geométricas se remontan a épocas muy antiguas en las que 
probablemente su uso surge a partir de la habilidad del ser humano para reconocer formas 
y comparar objetos de su entorno, así como para dar solución a problemas cotidianos.  
 
Según Heródoto (484 a. C.) historiador griego la geometría nace en Egipto debido a la 
necesidad de trazar linderos de las tierras cada vez que el rio Nilo las inundaba”, 
probablemente surgió mucho tiempo antes, pero al solo encontrarse registros escritos 
alrededor de 3000 años a.C., no es posible situar su origen en un periodo de tiempo exacto. 
Los geómetras allí eran llamados tensadores de cuerdas ya que ayudados por cuerdas y 
estacas realizaban sus mediciones. 
 
El papiro del Rhind, manuscrito por el escriba Ahmes y el papiro de Moscú hacen parte de 
los hallazgos más importantes de los cuales se puede obtener información de la 
matemática egipcia, hallados hacia 1650 a. C. y 1800 a. C. respectivamente.  
 
En el papiro del Rhind se evidencia el manejo de triángulos rectángulos entre los que se 
establecen comparaciones y relaciones entre sus lados y ángulos, de lo cual se puede 
inferir el inicio de una teoría de triángulos semejantes. El problema 561 de éste papiro es 
el siguiente: ¿Cuál es el seqt de una pirámide de 250 cubits de altura y 360 cubits de lado 
en la base?, para el cual Ahmes da la siguiente solución. 

                                                
 

1 El problema fue hallado en el papiro de Rhind y hace parte de los 87 problemas de que consta 
este papiro, por su parte el papiro de Moscú consta de 25 problemas, relacionados con el cálculo 
de superficies y linderos (Pulpon, 2017).  
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Calcula  ὨὩ σφπ da ρψπ 

Multiplica ςυπ hasta obtener ρψπ da    Un 

cubit son 7 palmos 

Multiplica ahora 7 por     se obtiene  

υ     

 
Figura 1-1: Representación del problema 
56 hallado en el papiro del Rhind. 

 
 

 

Luego el seqt es υ    palmos por codo 

 

La figura representa los datos del problema, σφπ cubits de lado en la base, ςυπ cubits de 
altura y se busca hallar el seqt, el cual se refiere a la pendiente de la pirámide, la cual debía 
mantenerse en las cuatro caras, se puede observar que los procedimientos se reducen a 
fracciones unitarias.  
 

Además se debe tener en cuenta que, un cubit son χ palmos y un palmo es  del codo, con 

lo cual se obtiene que un cubit es equivalente a un codo. Los palmos se usaban como 
unidad de medida para mediciones horizontales y para mediciones verticales se usaban 
como unidad de medida los codos. En la actualidad, éste problema se puede resolver 
aplicando la cotangente del ángulo ‌. 
 
En el papiro de Moscú (1800 a.C.) hay evidencia 
de sus métodos para hallar longitudes, áreas y 
volúmenes, aunque con menos precisión que la 
hallada en el papiro del Rhind.  
 
Las razones de semejanza se evidencian en el 
siglo XIII a.C., con los dibujos que aparecen en la 
tumba de Seti I, formas similares con distintas 
dimensiones, pero guardando la misma razón de 
proporcionalidad. 
 
Esta imagen2 hallada en uno de los muros de la 
tumba de Seti I, faraón egipcio, nos muestra la 
réplica a diferente escala de formas egipcias que 
dan la apariencia de autosimilaridad.  

                                                
 

2 Imagen tomada en uno de los muros de la tumba de Seti I tomada de (Tumba de Seti I (KV17)). 

Figura 1-2: Evidencia de semejanza en la tumba de 
Seti I. 
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1.2 Mesopotamia 

En el valle de Mesopotamia surgen las civilizaciones denominadas Babilónicas (sumerios, 
asirios y persas) alrededor de 2000 a.C. las fuentes de información babilónicas son tablillas 
hechas de arcilla, lo cual permitió que se conservaran en mejor estado que los papiros 
egipcios. 
 
De los babilonios, existen tablillas de las que se puede conjeturar que su trabajo fue más 
de tipo algebraico que geométrico aun cuando presentan grandes aportes a la geometría, 
“conocían la relación pitagórica, la semejanza de triángulos y la proporcionalidad de los 
lados correspondientes en triángulos semejantes” (Kline, 1999). 
 
En particular, en la tablilla Plimpton 322 aparecen listas de números que parecen ser 
expresiones para obtener triplas pitagóricas, pero sin una clara identificación de su uso. 
Esta tablilla consta de cuatro columnas y 15 filas en escritura cuneiforme utilizando un 
sistema de notación de base sexagesimal.   
 
Los babilonios estuvieron interesados en una clase de triplas pitagóricas en las que los 
lados ὼȟώ, y ᾀ de un triángulo rectángulo se caracterizaban por: ὰὥ ὰέὲὫὭὸόὨ ὼ ς όὺȟ
ὰὥ ὰέὲὫὭὸόὨ ὨὩ ώ ό ὺ ώ ὰὥ ὰέὲὫὭὸόὨ ὨὩ ᾀ  ό ὺ , en donde ό ώ ὺ son enteros 

positivos que son llamados generadores, obteniéndose la igualdad ςόὺ ό ὺ
 ό ὺ , así, (ρςπȟρρωȟρφω) forman una tripla pitagórica de éste tipo con generadores 
ό ρς  ώ ὺ υ. 
 
En la tablilla MLC (1950) se presentan ejemplos de 
solución de problemas sobre la teoría de triángulos 
y se describe el cálculo de las bases de dos 
triángulos rectángulos semejantes. En la 
actualidad se puede dar solución a esta situación 
planteando razones proporcionales entre los 
segmentos dados, de la siguiente manera: 
 

Ὤ 

ὈὉ
 
Ὤ  Ὤ

ὃὅ
 Ƞ  
σπ 

ὈὉ
 
ςπσπ

ὃὅ
  Ƞ 
σπ 

ὈὉ
 
υπ

ὃὅ
   

Al sustituir ὃὅ ὦ  ώ ὈὉ ὦᴂ y despejar ὦᴂ  se 

obtiene  ὦᴂ
 

 

Como el área del trapecio es  
Ͻ
Ὧ se sigue que  

Ͻ
σςπ Ƞὦ ὦ  Ƞ  ὦ ὦᴂ σς        

Al remplazar ὦᴂ en la expresión anterior se obtiene ὦ  ςπ y ὦȭ  ρς 

Concluyendo que ὃὅ ςπ   ώ ὈὉ ρς 

Para los Babilonios tenía más importancia la aproximación numérica que el contexto 
geométrico en el que se presentaran las situaciones, no estudiaban la geometría en sí, 
más bien la estudiaban ligada a problemas prácticos en los que al final se reducía al cálculo 

Figura 1-3: Representación del problema sobre 

teoría de triángulos en la tablilla MLC. 
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numérico, problemas relacionados con la construcción de presas, canales de riego y áreas 
de campos.  
 
En 1936, se halló una tablilla procedente de Susa, antigua ciudad iraní, que presenta entre 

otros un problema sobre el triángulo isósceles con lados υπȟυπ y φπ, la situación consiste 
en encontrar el radio de una circunferencia que pase por los tres vértices. En la solución 
actual de este problema podemos utilizar el teorema de Pitágoras. En este tipo de 
problemas se usa implícitamente el concepto de razón. Se dice que conocían que la 
perpendicular trazada desde el vértice de un triángulo isósceles biseca la base del 
triángulo. 
 

Se da el triángulo ὃὄὅ, con ὃὅ  ὅὄ  υπ,  y la 
circunferencia circunscrita de centro ὕ y radio ὶ.  

Sean Ὀ el punto medio del segmento ὃὄ  

y ẑ ὅὈὄ triángulo rectángulo.  

Por el teorema de Pitágoras tenemos 

   ὅὈ ὅὄ  Ὀὄ,  

Entonces,  ὅὈ υπ  σπ   de donde 

   ὅὈ τπ  sean,   ὕὈ ὅὈ ὕὅ  

y ὶ el radio de la circunferencia ὶ  ὃὕ  ὕὄ ὕὅ   

entonces   ὕὈ  τπὶ de nuevo por el teorema de Pitágoras tenemos ὕὄ Ὀὄ  ὕὈ 

y sustituimos ὶ σπ τπὶ Ƞ ὶ ωππρφππψπὶ ὶ Ƞ 

ὶ  Ƞὶ σρȟςυ obteniendo así que el radio de la circunferencia es 31,25. 

En la tablilla de Yale nombrada (YBC 7289) realizan el 
cálculo de la diagonal de lo que parece ser un cuadrado 

realizando una muy buena aproximación a Ѝς. Es probable 
que daban por cierto el concepto de semejanza de una 
forma intuitiva.   
 
En una tablilla en el museo de Bagdad en Irán aparece un 
triángulo rectángulo, subdividido en cuatro triángulos 
rectángulos menores, para el que se calcula una de sus 
longitudes utilizando una estrategia relacionada con la 
semejanza3, que en nuestros días está formulada como el 
teorema que se enuncia a continuación: 
 

                                                
 

3 Historia de la Matemática (Boyer, C, 1986). (p. 63) 

Figura 1-4: Representación del problema del 

triángulo isósceles en la tablilla de Susa. 

Figura 1-5: Aproximación al valor de la 
raíz cuadrada de dos en la tablilla de 
Yale. 
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"En un triángulo rectángulo, al trazar una perpendicular desde el ángulo recto hasta la 
hipotenusa, los triángulos que se forman a cada lado de esta perpendicular son 
semejantes entre sí y al triángulo entero''. 
 

Los lados del triángulo ὃὄὅ son 

ὅὄ  φπȟ ὃὅ  τυȟ ὃὄ  χυȟ  

El triángulo ὃὄὅ se subdivide en cuatro triángulos 
rectángulos menores y semejantes entre sí 

 ẑὃὈὅȟẑὅὉὈȟẑὈὊὉȟẑ ὉὊὄ  

y el escriba calcula la longitud del lado ὃὈ como 27, 
haciendo uso del teorema que dice “las áreas de figuras 
semejantes, son entre sí como los cuadrados de los lados 
correspondientes”. A partir de la idea de proporción se 
tendría: 

ὃὅ

ὃὄ

ὃὈ

ὃὅ
ᴼ
τυ

χυ

ὃὈ

τυ
ᴼὃὈ

τυ τυ

χυ

ςπςυ

χυ
ςχ 

 
Al respecto de la razón entre la circunferencia y su diámetro, la cual genera el número “, 
al parecer, la primera aproximación a este número la realizaron los babilonios hacia (1900 
a.C.) quienes estableciendo la razón entre el perímetro de un hexágono regular y el 

diámetro de su circunferencia inscrita toman el valor de σ σȟρςυ el cual parece ser una 

muy buena aproximación para la época 

Hasta este momento de la historia no hay evidencia de la necesidad de demostraciones 
lógicas o de ofrecer justificaciones de las conjeturas o reglas matemáticas utilizadas, ya 
que éstas eran el resultado del ensayo y el error en la experiencia práctica de cada 
civilización.  

1.3 Grecia 

El periodo griego es relevante porque a pesar de 
que hay evidencia del desarrollo de la geometría en 
civilizaciones egipcias, babilónicas e hindúes, 
fueron los griegos los primeros en aportar una 
estructura lógica a la geometría.  
 
Las primeras informaciones acerca de la semejanza 
se remontan aproximadamente al año 600 a.C. con 
el trabajo de Tales de Mileto, fundador de la escuela 
Jónica, influenciado por los egipcios, quien para 
calcular la altura de una pirámide midió la longitud 
de su sombra en el momento en el que la sombra 
proyectada por un poste vertical era igual a su 
altura, mediante el uso de triángulos semejantes.  

Figura 1-6: Imagen en la tablilla del 

museo de Bagdad. 

 

Figura 1-7: Representación del cálculo de la altura de la 
pirámide de Keops. 
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A este geómetra y pensador se le atribuye el teorema “Un ángulo inscrito en una 
semicircunferencia es un ángulo recto” y un tipo de demostración del mismo; además el 
planteamiento de los siguientes teoremas: 

Tabla 1-1: Teoremas enunciados por Tales de Mileto. 

 

TEOREMAS ENUNCIADOS POR TALES DE MILETO 

Todo círculo queda 

dividido en dos partes 

iguales por su diámetro. 

Los ángulos opuestos por 

el vértice en dos rectas 

que se cortan son iguales. 

Todo ángulo inscrito en 

una semicircunferencia 

es recto.  

Los ángulos de la base en un 

triángulo isósceles son 

iguales. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Años más tarde, en 572 a. C. Los pitagóricos partiendo de la premisa de que “todo es 
número” realizaron una demostración no rigurosa del teorema de Pitágoras a partir de 
casos concretos, además se les atribuye la construcción de las figuras cósmicas o al 
menos que conocían el tetraedro, el hexaedro y el dodecaedro. Teniendo en cuenta que 
este último presenta caras pentagonales, se dice que conocían el pentágono regular y 
algunas de sus propiedades como que al trazar sus cinco diagonales estas: se intersecan 
formando un nuevo pentágono regular, forman varios pares de triángulos congruentes, las 
subdivisiones de las diagonales forman “la sección aurea”, también llamada división de un 
segmento en media y extrema razón.  
 
Ahora ejemplifiquemos estos hechos.  

Dado el pentágono regular ὃὄὅὈὉ, al trazar sus diagonales ὃὅȟὃὈ ȟὄὈ ȟὄὉ ώ ὅὉ: 
 

(i). Se obtiene un nuevo pentágono 
regular ὃȭὄȭὅȭὈȭὉ’. 

(ii). Entre otros, los triángulos ЎὄὅὈȭ y 
Ўὄὃὅȭ son congruentes 

(iii). Entre otros, los triángulos ЎὄὅὈȭ y 
ЎὄὅὉ son semejantes 

(iv). El punto Ὀȭ ha dividido el segmento 

ὃὅ en media y extrema razón, por lo 

tanto la razón entre ὃὅ y ὅὈ genera el 

número áureo  ( 
 Ѝ

ρȟφρψπ …). 

 
Hay que mencionar que otro de sus 
aportes radica en que proponen una 
teoría de la proporción utilizada para 
deducir propiedades de figuras 

Figura 1-8: Representación del pentágono regular y 
sus diagonales. 
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semejantes, como triángulos rectángulos semejantes construidos a partir de ternas 
pitagóricas. Del mismo modo identificaron dos tipos de razones, las conmensurables, 
aquellas que se podían expresar por medio de números enteros, por tanto, medidas por 
una unidad común y las razones inconmensurables, aquellas que no cumplían esta 
propiedad, como es el caso de la razón que hay entre la diagonal del cuadrado y la medida 
del lado. Las magnitudes inconmensurables dan origen a lo que hoy en día llamamos 
números irracionales.   
 
Hacia el año 430 a.C. circularon por Grecia tres problemas que se pedía fueran 
solucionados únicamente usando regla y compás, con el pasar del tiempo serían llamados 
los tres problemas clásicos de la antigüedad, estos son: la cuadratura del círculo, la 
duplicación del cubo y la trisección del ángulo. Los esfuerzos por dar solución a dichos 
problemas motivaron el pensamiento matemático y el desarrollo de la matemática griega, 
en relación a la teoría de proporciones y a la semejanza. Al respecto, es de notar que, en 

el siglo ὢὍὢ con la aparición del álgebra moderna, en particular usando herramientas de la 
teoría de cuerpos se dio solución a dichos problemas. 
 
Eudemo, historiador griego, atribuye el siguiente teorema a Hipócrates de Chios: 
“segmentos semejantes de círculos están entre sí en la misma razón que los cuadrados 
construidos sobre sus bases”, se cree entonces que con éste teorema Hipócrates, realizó 
de forma implícita un acercamiento a la teoría de proporciones, además de realizar la 
primera cuadratura de una figura curvilínea, la cuadratura de las lúnulas4. 
 
Al respecto de las lúnulas, dado un triángulo rectángulo como 
lo muestra la figura 1-9, se puede verificar que el área del 
triángulo es igual a la suma de las áreas de las lúnulas 
construidas sobre los catetos.  
 
En particular, dado un triángulo rectángulo ὃὄὅ como lo 
muestra la figura 1-10, se puede verificar que e l área de la 
lúnula construida sobre la hipotenusa es igual a la suma de las 
áreas de las lúnulas construidas sobre los catetos. Por lo tanto, 
el área del triángulo es igual al área de la lúnula construida sobre 
la hipotenusa, determinándose la cuadratura de la lúnula. 

 
Eudoxo de Cnido hacia 355 a.C. plantea una nueva 
teoría de proporciones. Partiendo de la idea de magnitud 
continua, planteaba la razón entre magnitudes y a partir 
de ella una proporción en la que incluía magnitudes 
conmensurables e inconmensurables evitando el uso de 
números; con este manejo soluciona parcialmente la 
dificultad de asignar valores numéricos a las longitudes 
de segmentos, de ángulos y otras magnitudes de medida 
irracional. Los conceptos de razón y proporción estaban 
ligados a la geometría y su formulación fue utilizada en el 
libro V Euclides. 
 

                                                
 

4 Una lúnula es una figura plana limitada por dos arcos de circunferencia de radios distintos. 

Figura 1-9: Representación de la 
cuadratura de la lúnula. 

Figura 1-10: Representación de la 
cuadratura de la lúnula en un triángulo 
rectángulo isósceles. 
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La teoría de proporciones de Eudoxo, separa la matemática de las situaciones prácticas y 
pone énfasis en la geometría, en consecuencia, los matemáticos se dedican a la geometría 
obteniendo grandes avances al respecto y descuidan la aritmética y el álgebra.  
 
Aproximadamente hacia el año 300 a.C. aparecen los Elementos de Euclides, obra 
maestra de la geometría; compilación de 13 libros dedicados a la geometría, aritmética y 
álgebra. A continuación, nos referiremos únicamente a algunos libros que desarrollan el 
concepto de semejanza y algunos conceptos relacionados. 
 
En el libro I se fundamenta la geometría a partir de las nociones comunes, los postulados 
y las definiciones. Luego aparecen las proposiciones que fundamentan las 
demostraciones, iniciando por algunos teoremas sobre triángulos, paralelas y áreas.  
 
El quinto postulado, también llamado de las rectas paralelas, fue refutado por varios 
matemáticos a través de la historia, buscando deducirlo de los otros postulados, el primero 
fue Ptolomeo, seguido por Proclus, Jhon Wallis (1693) y Joseph Fenn (1769) entre otros. 
 
En el libro II se presentan 14 proposiciones relacionadas con las leyes fundamentales de 
la aritmética y la trigonometría y sus demostraciones.  La figura usada en la proposición 11 
del libro II es la base de otra figura que aparece en muchos textos para ilustrar la propiedad 
iterativa que tiene la sección aurea, construida a partir de un segmento como se muestra 
a continuación: 
 

Figura 1-11: Construcción de la figura usada en la proposición II-11 de los Elementos de Euclides. 

 
A partir del segmento ὃὄ se construye un cuadrado ὃὄὅὈ, a continuación, se halla el punto 
medio Ὁ del segmento ὃὈ y con centro en Ὁ y radio Ὁὄ se traza el arco de circunferencia. 

Se debe prolongar ὃὈ hasta Ὂ de tal manera que Ὂ este en la intersección del segmento y 
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la circunferencia trazada. Luego se construye el cuadrado ὃὊὋὌ y se prolonga ὋὌ hasta Ὅ 
formando el rectángulo ὍὅὄὌ. 
 
Se puede verificar los siguientes hechos: 

i) El área del cuadrado ὃὊὋὌ es congruente con el área del rectángulo ὍὅὄὌ, 

ii) Además, la razón entre ὃὄ y ὃὌ es la misma que entre ὃὌ y Ὄὄ, es la razón 

aurea 
Ѝ

.  

iii) El rectángulo  menor ὍὅὄὌ es semejante al rectángulo mayor ὈὊὋὍ  

 
En el libro III centrado en el trabajo con la circunferencia se halla la definición ὢὍ que se 
enuncia como sigue: “segmentos semejantes de círculos son los capaces de contener 
ángulos iguales”, en el lenguaje moderno se enuncia de la siguiente manera: si en una 
circunferencia, dos ángulos inscritos intersecan el mismo arco entonces los ángulos son 
congruentes y de forma más general, ángulos inscritos en arcos congruentes son 
congruentes. 
 
El libro V dedicado a la teoría general de las proporciones probablemente basado en las 
definiciones dadas por Eudoxo con anterioridad, es la base para el desarrollo en el libro VI 
de las demostraciones de los teoremas fundamentales de triángulos, de paralelogramos y 
otros polígonos semejantes. En el libro quinto se extiende la teoría de las proporciones a 
razones inconmensurables, Euclides usa magnitudes conmensurables e 
inconmensurables entre sí en este libro, pero siempre abordadas desde la teoría de las 
proporciones. 
 
Es en el libro VI se plantean las definiciones acerca de la semejanza de figuras rectilíneas, 
extrema y media razón y altura de una figura rectilínea; para en adelante construir las 
demostraciones. La proposición ὢὢὢὍ enuncia el teorema de Pitágoras como sigue: “En 
todo triángulo rectángulo la figura construida sobre la hipotenusa es igual a las figuras 
semejantes y análogamente construidas sobre los catetos”, esta se trata de una forma de 
generalizar el teorema de Pitágoras, en la que no se requiere de la construcción de 
cuadrados si no de figuras semejantes. 
 
En el libro XI se definen las figuras sólidas y en especial las semejantes como: “las figuras 
sólidas semejantes son las que tienen los ángulos sólidos respectivamente iguales y están 
contenidas por igual número de planos semejantes”. 
 
Los elementos de Euclides sin duda alguna brindaron una base teórica y estructurada a la 
matemática de la época. 
 

1.4 India 

Los hindúes bajo una gran influencia griega, hacia el año 800 a.C. hasta el 200 de nuestra 
era, presentan métodos de cálculo geométrico para la construcción de altares y templos 
mediante esquemas denominados Salvasutras o reglas de la cuerda, en los que entre 
otros, se hallan reglas para la construcción de triángulos rectángulos por medio de ternas 
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de cuerdas cuyas longitudes corresponden a ternas pitagóricas como 3,4 y 5; 5,12 y 13; 
probablemente dichas ternas pueden haberse derivado de la regla5 utilizada por los 
babilonios muchos años antes.   
 
Los hindúes realizan un gran aporte a la matemática con la utilización de un símbolo para 
representar el cero y la utilización en conjunto de tres principios básicos en su sistema de 
numeración, como una base decimal, una notación posicional y un símbolo para cada uno 
de sus diez numerales, además, incluyen los números negativos para representar deudas 
y reglas para operar con estos.  
 
Finalmente se puede intuir que la geometría hindú puede haberse derivado de una especie 
de geometría relacionada con ritos primitivos.   
 

1.5 Arabia 

La matemática árabe, al igual que la hindú tuvo fundamentalmente influencia griega 
adquirida directamente de manuscritos griegos que fueron traducidos a lenguaje árabe. A 
partir de la idea griega de los textos astronómicos en los que usaban fracciones 
sexagesimales, realizaron estudios sobre el axioma del paralelismo; es decir; el quinto 
postulado de Euclides. 
 
De la matemática hindú, tomaron y mejoraron los símbolos numéricos y su idea de notación 
posicional, pero rechazaron el trabajo con números negativos y las reglas de las 
operaciones.  
 
Su principal representante Al-Khowarizmi influenciado por Diofanto, se encargó del 
tratamiento del álgebra sin simbolismo, más de tipo retórica, evitando el uso de cantidades 
negativas, dejando ver claramente la influencia griega en sus trabajos, ya que, dio 
soluciones algebraicas a las ecuaciones, pero las justificó mediante procesos geométricos.  
 
Tanto los hindúes como los árabes tomaron fundamentación en la matemática griega, pero 
se enfocaron en potenciar la aritmética y el álgebra retórica, logrando por así decirlo 
nivelarlas a la geometría, la cual había tomado mucha fuerza en el periodo griego. 
 

1.6 La geometría al finalizar la edad media 

Finalizando la edad media aproximadamente después de 1000 años de un estancamiento 
de la matemática generado a partir de la destrucción del museo de Alejandría y de la alta 
influencia de la iglesia sobre la sociedad medieval vuelven a resurgir algunas traducciones 
y compilaciones que abren paso a una nueva ola de investigación y producción 
matemática, intentando unir el álgebra y la geometría como muchos siglos antes lo 
hubieran hecho los árabes.  
 

                                                
 

5 Regla explicada en el numeral 1.2 Mesopotamia.  
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A comienzos de siglo XVII Desargues (1639) publica una obra de perspectiva proyectiva 
aplicada a las cónicas, pero por su vocabulario y su desvinculación con el álgebra no fue 
aceptada, más bien fue olvidada por casi dos siglos, hacia el siglo XIX fue conocido su 
teorema -“Si dos triángulos están situados de manera que las rectas que unen pares de 
vértices son concurrentes en un punto, entonces, los puntos de intersección de los pares 
de lados correspondientes son colineales y recíprocamente”- cuyo valor radica en ser una 
de las proposiciones fundamentales de la geometría proyectiva.   
 
Este teorema se presenta en el texto de geometría moderna (Moise & Downs, 1972) como 
sigue: “Se dan dos triángulos en planos no paralelos de manera que las rectas que unen 
sus vértices correspondientes, se intersecan en un mismo punto. Si las rectas que 
contienen lados correspondientes de los triángulos se intersecan, los puntos de 
intersección están alineados”. 
 

Se dan los triángulos Ўὃὄὅ   ώ  Ўὃᴂὄᴂὅᴂ  en planos no paralelos, de manera que ὃὃᴂᴆȟὄὄᴆ  

y ὅὅᴂᴆ se intersequen en ὕ. Si  

ὃὄᴆ  y ὃᴂὄᴂᴆ ίὩ ὭὲὸὩὶίὩὧὥὲ Ὂ ώ ὄὅᴆ  y ὄὅᴆ se intersecan en Ὁ y ὃὅᴆ y  ὃᴂὅᴂᴆ se intersecan en Ὀ, 

entonces ὉȟὈ y Ὂ son colineales. 

 

 
 
El valor de éste teorema radica en la vinculación entre la geometría y el álgebra, ya que 
describe algebraicamente una situación geométrica inicial, dando luz a lo que hoy 
conocemos como geometría proyectiva.  
 
Otros teoremas del mismo tipo, es decir, que trabajan sobre la colinealidad de puntos y la 
concurrencia de rectas, sobre triángulos en la geometría plana, son el teorema de 
Menelao astrónomo griego que al parecer data del siglo I d. C., su trabajo no llegó a la luz 
en griego sino por la traducción árabe; y el teorema de Ceva publicado en 1678 por 
Giovanni Ceva matemático italiano. En esta misma fecha publica Ceva ambos teoremas, 
el de Menelao y el suyo. 

Figura 1-12: Representación del teorema de Desargues. 
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Teorema de Menelao: En el triángulo ὃὄὅ 
sean ὢȟὣ y ὤ puntos sobre los lados ὄὅȟὃὅ  
y ὃὄ (o en sus prolongaciones) 
respectivamente.  Los puntos ὢȟὣ y ὤ son 
colineales si y solo si 
 

ὄὢ

ὢὅ
Ͻ
ὅὣ

ὣὃ
Ͻ
ὃὤ

ὤὄ
ρ 

 

 

Definición: En un triángulo, una ceviana es 
un segmento que une un vértice con un 
punto del lado opuesto. 

Teorema de Ceva: En el triángulo ὃὄὅ 
sean ὢȟὣȟὤ puntos sobre los lados ὄὅȟὃὅ 
y ὃὄ respectivamente. Las cevianas ὃὢȟὄὣ 
y ὅὤ son concurrentes si y solo si  

ὃὤ

ὤὄ
Ͻ
ὄὢ

ὢὅ
Ͻ
ὅὣ

ὣὃ
ρ 

 

 
La importancia de estos teoremas radica en que a partir de ellos es posible demostrar el 
teorema de Pappus (de Alejandría), considerado uno de los últimos matemáticos griegos 
de la antigüedad (300 d. C.), dicho teorema se enuncia así: “si una figura de seis vértices 

como la que ilustra la figura tiene vértices alineados ὃȟὉȟὅ y ὄȟὈȟὊ y además, ὃὄ y ὈὉ, 
ὄὅ y ὉὊ, ὅὈ y ὃὊ se intersecan en los puntos ὋȟὌ Ὅ, entonces estos son alineados”. 
 
 

 
 
En general estos teoremas son fundamentales para la geometría proyectiva que se 
desarrolló varios siglos después de que fueran propuestos. 

Figura 1-15: Representación del teorema de Pappus. 

Figura 1-13: Representación del teorema de Menelao. 

Figura 1-14: Representación del teorema de Ceva. 



Capítulo 1 19 

 

1.7 La geometría entre los siglos XIX y XX 

A principios del siglo XIX surge la idea de las geometrías no euclidianas6 (a partir del 
trabajo no conjunto de Gauss, Bolyai y Lobachewsky) al reconocer que el quinto postulado 
de los elementos de Euclides, también llamado postulado de las paralelas, no se podía 
deducir de los otros postulados. Desde el astrónomo Ptolomeo (siglo I) muchos 
matemáticos se concentraron en el intento de justificar este hecho. Ahora bien, eliminar 
este postulado, o sustituirlo y en general eliminar o añadir nuevos postulados da origen 
una nueva visión de la geometría y su relación con el mundo, dando origen a las 
geometrías no euclidianas.  
 
Carl Gauss hacia 1805 basándose en los trabajos de Saccheri (principios del siglo XVIII) 
fue el primer matemático en afirmar que la geometría euclidiana no era la única que podía 
describir aspectos de la realidad, aunque no publicó sus resultados, al respecto de la 
geometría euclidea y más precisamente de las construcciones con regla y compás.  
 
Gauss7 fue el primero en construir el polígono regular de 17 lados y no dudó en analizar si 
era posible construir con regla y compás el polígono regular de 257 lados. Finalmente en 
1837 Pierre Wantzel demostró que los polígonos regulares construibles con regla y compás 
deben tener un numero de lados igual a ὲ  ςὖ ὖȣὖ, donde los ὖ son llamados primos 

de Fermat y son de la forma ς ρȢ Nótese que ςυχ  ς ρ, por tanto el polígono de 
257 lados es construible con regla y compás. 
 
Por esta misma época se hace visible el trabajo sobre geometría descriptiva de Gaspard 
Monge y su discípulo Poncelet, quien sistematizó las propiedades proyectivas de las 
figuras. Además de esto Monge es reconocido por que logra una alianza entre el álgebra 
y la geometría. 
 
Hacia el siglo XIX fueron considerados como objetos matemáticos de una transformación 
la homotecia y la semejanza a partir  del trabajo de Félix Klein que iniciando con el estudio 
de la geometría analítica termina por fusionar “las geometrías” en la geometría proyectiva 
describiendo la geometría como “el estudio de aquellas propiedades de las figuras que 
permanecen invariantes bajo la acción de un grupo de transformaciones”, Klein 
probablemente basándose en las ideas de Lagrange sobre la teoría de grupos formula esta 
caracterización acerca de la geometría, con lo cual logra realizar una clara clasificación de 
las geometrías y se termina por considerar la semejanza y la homotecia como objetos 
matemáticos. La importancia de su trabajo radica en que integró la geometría (geometrías 
no euclidianas) de la época con el álgebra (teoría de grupos) de la época. 
 
En 1899 David Hilbert matemático alemán publicó “Fundamentos de geometría” 
intentando dar un carácter formal a la geometría y conociendo que los elementos de 
Euclides tenían una estructura deductiva pero que en ocasiones se recurría a axiomas no 
formulados. Inició considerando tres tipos de objetos indefinidos: puntos, rectas y planos y 
seis relaciones indefinidas (estar sobre, sobre en, estar entre, ser congruente, ser paralelo 

                                                
 

6 Para profundizar al respecto de la geometría no euclidea ver Geometría Moderna (Moise & Downs, 
1972) y Geometrías no euclidianas (Ruíz, 1999)  
7 Historia de la matemática (Boyer, C, 1986). (p. 612) 
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y ser continuo) y formula un conjunto de 21 axiomas organizados en grupos referidos a las 
propiedades de incidencia, orden, congruencia, continuidad (aspecto que Euclides no 
menciona, pero si utiliza en sus razonamientos) y paralelismo (este último equivalente al 
quinto postulado de Euclides).     
 
Hilbert señala que los objetos indefinidos (rectas, puntos y planos) no debían ser tomados 
de forma intuitiva sino como elementos de tres conjuntos diferentes, además por medio de 
la geometría analítica el tratamiento formal de la geometría quedaba asociado a la 
axiomatización del algebra. Esta fundamentación estaba basada en las condiciones de 
completitud, consistencia, independencia y simplicidad (Corry, 2002). 
 

1.8 La geometría fractal  

La geometría fractal, en palabras de Mariño “es aquella que se percibe más correcta para 
modelar la naturaleza” (Mariño, 2004). La descripción de carácter geométrico de objetos 
naturales como un rayo,  una montaña, algunos órganos vitales del ser humano, los copos 
de nieve, las cascadas y las nubes, entre otros, no es posible a través de la geometría 
tradicional, aquella que se encarga del estudio de triángulos, círculos y otros polígonos, 
cuya construcción es de “tipo finito”; es necesario acudir entonces a la geometría fractal 
para describir objetos de la naturaleza como los mencionados, esto es de construcción de 
“tipo infinito” de otro modo haciendo uso de funciones de “tipo infinito”.   
 
El término fractal fue introducido en la comunidad matemática por primera vez por el 
matemático Benoit Mandelbrot en 1975, pero desde algunos años antes, varios 
matemáticos habían encontrado funciones, digamos de “tipo infinito” con características 
distintas a las trabajadas hasta el momento.   
 
A mediados del siglo XIX se observan los primeros acercamientos a la geometría fractal, 
iniciando probablemente con Bernhard Bolzano (1834) quien separa los conceptos de 
continuidad y derivabilidad, presentando una función8 continua en un intervalo cerrado que 

                                                
 

8 En (Collette, 2000) la función de Bolzano es presentada así: “Sea ὃὄun segmento de recta y ὓ su punto medio. Se dividen 

ὃὓ y ὓὄ en cuatro partes iguales. Sean !y ὄ las reflexiones de ὃ y ὄ por el espejo. La línea quebrada ὃὃὓὄὄ sobre 

la que se aplica el mismo proceso de subdivisión que sobre ὃὄ proporciona ρφ segmentos de recta. Continuando este 
proceso indefinidamente, el conjunto de las líneas quebradas converge hacia una curva que representa una función continua, 
la cual no es diferenciable en ninguno de sus puntos”. 

 
 

Para profundizar al respecto de la función de Bolzano ver Historia de las matemáticas de Collette. (Collette, 
2000) (p. 331 – 332) 
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no era derivable en ningún punto de dicho intervalo, pero dicha función fue conocida hasta 
finales del siglo XIX. 
 
Más tarde en 1874 se reconoció a Karl Weierestrass (Moreno , 1997) matemático alemán 
como el primero en crear una función algebraica de este tipo, es decir, una función continua 
que no era derivable en ninguno de sus puntos, la función es la siguiente:  
 
Ὢὼ  В ὦ ÃÏÓὥ“ὼ.  
 
Donde ὼ ɴ ᴙȟ, ὥ Ὡί όὲ ὩὲὸὩὶέ Ὥάὴὥὶȟὥ  ρ , 

 ὦ Ὡί όὲὥ ὧέὲίὸὥὲὸὩȟπ ὦ  ρ , y ὥὦ ρ   

La gráfica9 de la derecha es la que representa 
la función en el intervalo real [-2, 2], obsérvese 
que se asemeja a lo que hoy en día llamamos 
fractal.  

La existencia de esa clase de funciones abrió 
un nuevo espacio de análisis y reflexión acerca 
de la idea de continuidad que se manejaba 
hasta ese momento.  

Algunos años después la influencia de Weierestrass fue evidente en el trabajo de su 
discípulo Georg Cantor (1883) quien trabajando hacia el mismo horizonte propone el 
llamado “Conjunto de Cantor”, un conjunto de características fractales en el intervalo real 
[0,1]. 
 

El Conjunto de Cantor se obtiene a partir 
de un segmento unitario, que se divide 
en tres partes congruentes y se elimina 
la parte central, cada uno de los dos 

nuevos segmentos de longitud  se 

divide en tres partes y se elimina el 
segmento central, y así sucesivamente.  

Es posible observar que a medida que se 
avanza, en cada nivel, la longitud de cada uno de los segmentos tiende a cero y el número 
de segmentos tiende a infinito. 

Finalmente, el Conjunto de Cantor es la intersección de todos los niveles. 

 
Por su parte David Hilbert (1891) crea una curva llamada “la curva de Hilbert” que se 
obtiene de repetir indefinidamente el siguiente proceso10:  

                                                
 

9 Gráfica tomada de Monstruos de Weierestrass (Gerlach) 
10 Historia de la Matemática (Boyer, C, 1986) (p. 73 5) 

Figura 1-16: Gráfica de la función de Weierestrass. 

 

Figura 1-17: Representación del conjunto de Cantor. 
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Se toma un cuadrado dividido en cuatro cuadrados, luego se conectan de forma ordenada 
los centros de estos cuatro cuadrados por medio de segmentos (figura 1), a continuación, 
se debe dividir cada uno de los cuatro cuadrados en cuatro cuadrados y se deberán 
conectar sus centros tal como se muestra en la segunda figura. Comenzando siempre por 
el cuadrado inferior izquierdo y terminando en el cuadrado inferior derecho.  
 

Figura 1-18: Representación de la curva de Hilbert. 

 
 

Al reiterar el proceso indefinidamente se observa que se obtiene una curva continua, que 
debe pasar por todos los puntos del cuadrado, es decir, llena el espacio del cuadrado, y 
además no es derivable en ninguno de sus puntos. 
 
A comienzos del siglo XX Helge Von Koch matemático de Estocolmo, más precisamente 
en 1904, intentando explicar desde el punto de vista geométrico la función de Weierestrass, 
dado que al parecer percibía que la función no permitía percibir la naturaleza geométrica 
de la curva, presentó una curva que aparentemente permitía percibir de una forma más 
didáctica tanto para la geometría como para el análisis la imposibilidad de trazar una 
tangente a dicha curva.  
 
Von Koch propone la formación de una curva continua cerrada construida de la siguiente 
manera: “partiendo de un triángulo equilátero de lado 1, se divide cada lado en 3 partes 

iguales y se levanta un triángulo equilátero de lado  sobre cada una de las partes centrales 

tomadas como base, siempre hacia el exterior del triángulo anterior, de los que se suprimen 
sus bases”, se obtiene una curva de 12 lados y perímetro igual a 4, en el paso 3 siguiendo 

el mismo procedimiento obtenemos una curva poligonal de 48 lados y perímetro .  

 

Figura 1-19: Representación del copo de nieve de Koch. 
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Repitiendo el proceso indefinidamente se obtiene el copo de nieve de Koch, dicha curva 
no tiene tangente a ninguno de sus puntos y posee la característica de que su perímetro 
tiende a infinito y al área tiende al área de la circunferencia circunscrita. 
 
El copo de nieve de Koch es entonces un objeto geométrico cuya estructura se repite a 
diferentes escalas, estructura conocida como autosemejanza, que, además teóricamente 
se repite indefinidamente. 
 
Waclaw Sierpinski (1882 - 1962) a la cabeza de los matemáticos de la universidad de 
Varsovia contribuyó con varios artículos y textos dedicados a la teoría de números, la 
topología y la teoría de conjuntos, en 1915 presentó su trabajo en el que, a partir de un 
triángulo, genera una secuencia de figuras geométricas llamada “El triángulo de 
Sierpinski”, cuya área tiende a cero y el perímetro tiende a infinito; con lo cual se crea la 
idea de asociar una dimensión no entera a un objeto fractal. 

 
 

El proceso de construcción del triángulo es el siguiente: Se parte de un triángulo, se unen 
los puntos medios de sus tres lados y se elimina el triángulo central. Se tienen ahora tres 
triángulos y en cada uno de ellos se aplica de nuevo el procedimiento inicial. En la figura 
se muestran las tres primeras iteraciones del proceso. 
 

Al aplicar este mismo procedimiento sobre un cuadrado, se 
obtiene el conjunto llamado alfombra de Sierpinski, el cuál 
es construido iniciando por dividir un cuadrado en 9 
cuadrados de lado un tercio del original, para luego extraer 
el cuadrado que queda en la posición central.  
 
En los ocho cuadrados restantes se debe reiterar el mismo 
proceso, es decir, se divide cada uno en nueve cuadrados 
y se extrae el cuadrado central, con lo cual se obtiene una 
figura como la de la izquierda. 
 
 

Figura 1-20: Representación del triángulo de Sierpinski. 

Figura 1-21: Representación de la 
alfombra de Sierpinski. 
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Para obtener la alfombra de Sierpinski se debe reiterar el proceso infinitas veces. Es de 
anotar, que dicho proceso también puede ser aplicado a un cubo. 
 
En 1970 se inician las investigaciones alrededor de la geometría fractal, a partir del trabajo 
de divulgación de Benoit Mandelbrot quien se interesó por estudiar la aplicación de las 
estructuras fractales de forma intuitiva y en 1980 gracias al avance tecnológico de los 
computadores y sus ventajas gráficas, hace visible el conjunto que lleva su nombre 
“Conjunto de Mandelbrot”. 
 
La representación gráfica11 del conjunto, permite 
observar una parte principal en forma de cardioide, 
del cual se desprenden una serie de bulbos o 
abultamientos que terminan en forma de antena 
con varias ramificaciones.  
 
El conjunto de Mandelbrot es el conjunto de 

puntos ὧ del plano complejo, para los cuales la 
órbita correspondiente al origen, es decir, al punto 

π π πὭ por la función Ὢὼ ὼ ὧ no escapa 
al infinito, sino que permanece acotada”12.  
 
El conjunto de Mandelbrot es el resultado de una iteración de dicha función, en la que de 
cualquier número complejo ὧ que es llamado semilla, se debe elevar al cuadrado y luego 
agregar la misma semilla. Al número resultante se aplica el mismo procedimiento: suma el 
cuadrado del último número obtenido y la semilla. Se continua, aplicando el procedimiento 
y se obtienen una sucesión de números, llamada sucesión de Mandelbrot 
 
Este conjunto no es totalmente autosimilar, como el de Sierpinski, pero si es posible 
identificar en sus antenas copias de tamaño minúsculo que presentan la misma estructura 
que el original, en un viaje continuo al infinito. El estudio de este conjunto ha llevado al 
análisis de series temporales relacionadas con los precios de acciones en el mercado 
bursátil, análisis de datos climáticos, elaboración de antenas de telecomunicaciones en las 
que con menor tamaño se reciben señales con mayor precisión, entre otros. 

 
Ahora bien, en la naturaleza encontramos 
variedad de ejemplos de crecimiento fractal, 
entre ellos el brócoli, el cual crece en forma de 
ramificación, los árboles y sus hojas, los 
helechos, plantas como las suculentas, en todos 
éstos se evidencia que una pequeña fracción de 
ellos da la idea del objeto completo.  
 
 
 

                                                
 

11 Imagen del Conjunto de Mandelbrot tomada de (Rubiano, Iteración y Fractales, 2009), (p. 103)  
 
12 Tomado de Rubiano (Rubiano, Iteración y Fractales, 2009) (p.105) 

Figura 1-22: Conjunto de Mandelbrot. 

Figura 1-23: Aspecto autosimilar del brócoli. 
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Del mismo modo en el cuerpo humano encontramos órganos como los pulmones, en los 
que, al tomar una pequeña fracción, ésta es autosimilar al órgano completo; el sistema 
circulatorio tiene también una estructura fractal en la que cada vena, se divide en dos de 
menor grosor y longitud, estas a su vez, se dividen de nuevo cada una en dos, hasta formar 
una estructura parecida a la de un árbol, que se asemeja a la siguiente imagen. 
 
 

 
 
 

Figura 1-24: Árbol fractal. 





 

 
 

2.  Aspectos Disciplinares 

En este capítulo se abordan los conceptos pertinentes y que se consideran necesarios, 
para el desarrollo del presente trabajo. Al respecto se relacionan elementos de la 
geometría, del álgebra y de los objetos fractales. 

2.1 Elementos de la geometría elemental  

2.1.1 Primeras ideas intuitivas 

La geometría es una ciencia que describe nuestro universo y surge de la necesidad del ser 
humano por interpretar su realidad y descifrar su entorno, a partir de la observación, el 
razonamiento intuitivo y del planteamiento de conjeturas, para dar solución a problemas 
de medidas (longitudes, áreas y volúmenes); por la variedad de recursos de que dispone, 
permite desarrollar la intuición, el razonamiento lógico y la elaboración de conocimientos 
sobre objetos reales.  
 
En el intento por mostrar cómo funciona un sistema axiomático a nivel elemental, se toma 
como referencia las ideas expuestas en el texto de Geometría Moderna (Moise & Downs, 
1972). Es de anotar que, dado el interés de este texto, se asumen el conocimiento de los 
números reales y de conceptos básicos de la teoría de conjuntos, teorías que no estaban 
presentes en la época de Euclides y mucho menos en la de sus predecesores. 
 
La base de la geometría aquí descrita se encuentra en los postulados, identificados como 
enunciados fundamentales que no se pueden demostrar, pero que, como lo afirma Moise 
(1972) “no están dados por capricho, de ser así, no se les pondría cuidado alguno”. 
 
A continuación, se describen los primeros conceptos de la Geometría Elemental, que 
advertimos, se abordarán informalmente, solo tratando de ver que los objetos físicos 
sugieren dichos conceptos; anotando además que la presentación de los conceptos no 
será exhaustiva, solo examinaremos los que consideramos de relevancia en el trabajo. 
 
Ahora bien, los términos más sencillos y fundamentales de la geometría, son los términos 
no definidos, punto, recta y plano. Nótese que algunos objetos físicos sugieren estas ideas, 
por ejemplo: la marca dejada por un lápiz bien afilado en una hoja de papel, nos da la idea 
intuitiva de punto, y entre más afilado sea el lápiz más se podrá acercar a dicha idea. Del 
mismo modo la idea intuitiva de recta, puede evidenciarse en un objeto físico como una 
cuerda o como el borde del tablero, que se pensaría extendido indefinidamente a ambos 
lados, gráficamente se representaría como una línea delgada que se puede dibujar sobre 
una hoja de papel y que lleva en sus extremos flechas, para sugerirnos que la línea no 
termina. Una pared o el tablero sugieren la idea intuitiva de plano.  
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Partiendo de estas ideas intuitivas, se pueden considerar las rectas y los planos como 
conjuntos de puntos, de hecho, todas las figuras geométricas se consideran conjuntos de 
puntos; igualmente el espacio es entendido como el conjunto de todos los puntos. Vista 
así, la geometría es sin duda la descripción de nuestro entorno. 
 
Imagine ahora, el espacio existente entre dos ciudades distintas ὃ y ὄ correspondiente a 
la distancia entre ellas, sin considerar el orden en que éstas se tomen, este es un 
acercamiento a la idea de distancia, entendida como el número determinado por ὃ y ὄ 

que se nota ὃὄ; ahora al trazar una línea recta que las una, pero no las sobrepase, se llega 

a la idea de segmento, denotado como ὃὄ , siendo los extremos del segmento los puntos 

ὃ y ὄ y su longitud el número real notado ὃὄ. Intuitivamente dos segmentos son 

congruentes si uno se puede superponer en el otro. Dos segmentos ὃὄ ώ ὅὈ son 

congruentes si tienen la misma longitud, en tal caso se denota ὃὄ ḙ ὅὈȢ 
 
Si se ubica otra ciudad (diferente a las anteriores) en dicho segmento, la idea intuitiva de 
la relación “estar entre” se percibe fácilmente.  
 
Sin embargo, en la geometría se recurre habitualmente a la representación gráfica como 
herramienta para interpretar conceptos. Las gráficas son una ayuda visual y no tienen por 
qué ser dibujadas a escala, son una buena herramienta para razonar. En lo posible debe 
señalarse por escrito las propiedades de las figuras, sin embargo, no nos vamos al 
extremo, y en construcciones simples, la figura indicará lo que se quiere y lo que se intuye 
que indique. 
 
La idea de rayo se puede percibir con la 
representación de la derecha, los rayos de la 

imagen se denotan ὃὄᴆ indicando que el rayo 
inicia en ὃ, pasa por ὄ y se extiende 
indefinidamente, sin importar su dirección. 

 
Si dos rayos tienen un 
mismo origen ὃ, pero 
no están en la misma 
recta, entonces, su 
reunión es llamada 
Ángulo, los dos rayos se llaman los lados del ángulo y su origen 

se llama vértice, si los dos rayos son ὃὄᴆ y ὃὅᴆ entonces el ángulo 
se denota ᷂ ὄὃὅ  o ᷂ ὅὃὄ o ᷂ ὃ y la medida del ángulo se nota ά᷂ ὃȢ 
 
Intuitivamente dos ángulos son congruentes, si uno se puede 

superponer en el otro. Dos ángulos ὃ᷂ ώ ᷂ὄ son congruentes si 
tienen la misma medida, en tal caso se denota ὃ᷂ ḙ ᷂ὄ. 
 
Ahora bien, se puede unir la representación gráfica y la intuición para llegar a la idea de 
relaciones como la perpendicularidad o el paralelismo. Si se observa la posición de un 
poste respecto a la acera en la cual está ubicado, se llega a la idea de rectas 
perpendiculares, entendiéndola como la línea recta que descansa sobre otra, sin 
inclinación a ningún lado (figura 2.3 lado izquierdo).  
 

Figura 2-2: Ángulo. 

Figura 2-1: Rayo. 
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En cambio, si lo que se observa es la posición de los laterales (parales) de una escalera 
(figura 2.3 lado derecho), entonces, se llega a la idea de rectas paralelas, entendida como 
dos líneas rectas opuestas que guardan entre sí y en todos sus puntos una misma distancia 
y por más que se prolonguen nunca llegan a juntarse. De manera un poco más formal, dos 
rectas son paralelas si están contenidas en un mismo plano y no se intersectan.  
 
 

Hasta el momento se ha llegado a la idea intuitiva de algunos términos geométricos. A 
continuación, se intenta definir de manera formal polígonos, clases de polígonos, sus 
características y las relaciones de proporcionalidad, congruencia y semejanza que se 
pueden hallar entre ellos. 
 

2.1.2 Los polígonos  

2.3.2.1. Los triángulos 

 

Si ὃ, ὄ y ὅ son puntos cualesquiera no alineados, 

entonces, la reunión de los segmentos  ὃὄ, ὄὅ y ὃὅ 
se llama triángulo y se denota ὃὄὅ, siendo sus 

vértices los puntos ὃ, ὄ y ὅ, sus lados  los 

segmentos ὃὄ, ὄὅ y ὃὅ  y ὄ᷂ὃὅ, ὃ᷂ὄὅ  y ὄ᷂ὅὃ sus 
ángulos, llamados los ángulos del triángulo (ángulos 
internos).  
 
Observación:  

La suma de los ángulos interiores de un triángulo es 
ρψπЈ. 

En el triángulo ὃὄὅ al trazar la recta ὰ,  que pasa por ὃὅ. Se determina el punto Ὀ, un 
punto en la recta ὰ, de tal manera que si ὅ está entre ὃ y Ὀ, entonces ὄ᷂ὅὈ es un ángulo 
externo del triángulo ὃὄὅ. 
 

Figura 2-3: Idea intuitiva de perpendicularidad y paralelismo. 

Figura 2-4: Elementos del triángulo. 



30 Los Fractales, un contexto para la Enseñanza de la Semejanza Título de la tesis o trabajo de investigación 

 
Todo triángulo tiene φ ángulos externos, formando σ 
parejas de ángulos opuestos por el vértice, congruentes 
entre sí, como se muestra en la figura.  
 
De acuerdo a este hecho, se asume que un triángulo 
tiene σ ángulos exteriores y en tal caso, como se puede 

probar que su suma es σφπЈ. 
 

Á Congruencia de Triángulos  

Intuitivamente dos triángulos son congruentes, si uno se puede superponer en el otro, es 
decir, si tienen el mismo tamaño y su forma es idéntica, sin tener en cuenta la posición en 
que estos se encuentren. Esta idea de triángulos congruentes es aplicable también a la 
congruencia de polígonos. 
 
Dados los triángulos ὃὄὅ y ὃὄὅ se dice que son congruentes, si existe una 
correspondencia biyectiva entre los ángulos y lados de uno de los triángulos con los 
ángulos y lados del otro triángulo, de tal manera que se preserve la relación de congruencia 
de ángulos y de lados, como se muestra en la figura 2.6.  
 
De otro modo se dice que los triángulos ὃὄὅ y ὃὄὅ son congruentes, lo cual se 

denota ὃὄὅḙ ὃὄὅ, si se cumple que: (i) los ángulos correspondientes son 
congruentes y (ii) los lados correspondientes son congruentes, esto es: 
 
 

ὃὄὅḙ ὃὄὅ ίὭ 
 
 

Figura 2-6: Congruencia de triángulos. 

 

 
 
 
Para determinar que dos triángulos sean congruentes sería necesario verificar que los 
elementos del uno sean congruentes con los elementos del otro; sin embargo, basta 
considerar solo la congruencia de algunos elementos; para lo cual admitimos los siguientes 
postulados de congruencia (Moise & Downs, 1972). 
 
 
 
 

Figura 2-5 : Ángulos externos del triángulo. 
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 TEOREMA 1. Lado Ángulo Lado (ὒὃὒ) 
 

Toda correspondencia ὒὃὒ es una congruencia.  
Esto es, dados los triángulos ὃὄὅ y ὃὄὅ 
para identificar si son congruentes, basta con 
verificar que dos de sus lados son congruentes y el 
ángulo comprendido entre ellos es congruente 
también, es decir: 
 

ὄὃḙὄᴂὃᴂȟὄὅḙὄᴂὅᴂ  y ὃ᷁ὄὅ ḙ ᷁ ὃὄὅ 

 
Al verificar lo anterior podemos establecer que: 

ὃὄὅḙ ὃὄὅ  lo que indica que los triángulos 
dados son congruentes. 
 
 TEOREMA 2. Ángulo Lado Ángulo (ὃὒὃ) 
 
Toda correspondencia ὃὒὃ es una congruencia. 

Esto es, dados los triángulos ὃὄὅ y ὃὄὅ  
para identificar si son congruentes, basta con 
verificar que dos de sus ángulos son congruentes 
y el lado comprendido entre ellos es congruente 
también, es decir: 
  
ὄ᷁ὃὅ ḙ ᷁ὄὃὅ ώ ᷁ὃὄὅ ḙ ᷁ὃὄὅ ώ 

 ὃὄḙὃᴂὄᴂ  
 
Al verificar lo anterior podemos establecer que: 
 ὃὄὅḙ ὃὄὅ lo que indica que los triángulos 
dados son congruentes. 
 
 TEOREMA 3. Lado, Lado, Lado (ὒὒὒ) 
 
Toda correspondencia ὒὒὒ es una congruencia. 

Esto es, dados los triángulos ὃὄὅ y ὃὄὅ  
para identificar si son congruentes, basta con 
verificar que sus tres lados son congruentes, es 
decir: 
 

ὃὄḙὃὄȟ ὃὅḙὃᴂὅᴂ ώ    ὄὅḙὄᴂὅᴂ 

 
Al verificar lo anterior podemos establecer que:  

ὃὄὅḙ ὃὄὅ  lo que indica que los triángulos 
dados son congruentes. 
 
A continuación, se presenta una clasificación de triángulos a partir de la relación de 
congruencia, estableciendo dos categorías; la primera, según la congruencia de sus lados 
y la segunda, según la congruencia de sus ángulos. 
 

 Figura 2-7 : Postulado de congruencia LAL. 

Figura 2-8: Postulado de congruencia ALA. 

Figura 2-9: Postulado de congruencia LLL. 
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Tabla 2-1: Clasificación de triángulos según la medida de sus ángulos. 

 
CLASIFICACIÓN DE TRIÁNGULOS SEGÚN LA MEDIDA DE SUS ÁNGULOS 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

Triángulo Rectángulo:  
Es aquel que tiene un 
ángulo recto. 
 

Triángulo Equiángulo:  
Es aquel que tiene 
todos sus ángulos 
congruentes. 

Triángulo Acutángulo: 
Es aquel que tiene sus 
ángulos internos 
menores que un recto. 

Triángulo Obtusángulo: 
Es aquel que tiene un 
ángulo mayor que un 
recto.  

 
Tabla 2-2: Clasificación de triángulos según la congruencia de sus lados. 

 
CLASIFICACIÓN DE TRIÁNGULOS SEGÚN LA CONGRUENCIA DE SUS LADOS 

 

 

 

 

 

 

 
 

Triángulo Equilátero: 
Es aquel que tiene todos sus lados 
congruentes. 
 

Triángulo Isósceles:  
Es aquel que tiene dos lados 
congruentes. 

Triángulo Escaleno:  
Es aquel que no tiene lados 
congruentes. 

 
Observación: 
Un triángulo es isósceles, si y solamente si, tiene dos de sus ángulos congruentes. 
Un triángulo es equilátero, si y solamente si, es equiángulo. 
 
El triángulo rectángulo, presenta las siguientes particularidades:  
 

1. En todo triángulo rectángulo llamamos hipotenusa al 
lado opuesto al ángulo recto y catetos a los otros dos 
lados. 

 
2. En todo triángulo rectángulo el cuadrado de la 

hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los 
catetos. Si tenemos que en el triángulo rectángulo 
ẑ ὃὄὅ, la medida de sus catetos es ὄὅ ὥ ώ  ὅὃ ὦ 
y la medida de la hipotenusa es ὃὄ ὧ, ahora bien se 

chequea que: ὥ ὦ ὧ. 
 

Figura 2-10: Triángulo rectángulo. 
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2.1.2.2. Los polígonos 

De manera informal un polígono se puede considerar como una figura plana, cerrada, 
formada por tres o más segmentos unidos en sus extremos. 

 
Sean ὃȟὃȟȣȟὃ  una sucesión de ὲ puntos 

distintos ὲ σ, no alineados y coplanarios. A la 

reunión de los segmentos ὃὃ , 

ὃὃȟȣȟὃ ὃ , ὃὃ, se le llama polígono 
siempre y cuando se cumplan las siguientes 
condiciones: (i). ningún par de segmentos se 
intersecan salvo en sus extremos; (ii) ningún par 
de segmentos con un extremo común son 
colineales.  

 
Los puntos ὃȟὃȟȣȟὃ  son los vértices del 

polígono, los segmentos !! , !!ȟȣȟ!!  
son los lados del polígono, la suma de las 
longitudes de los lados del polígono se llama 
perímetro, es decir, el contorno formado por el conjunto de todos sus lados. Los ángulos 

del polígono son: ὃ᷁ὃὃȟ᷁ ὃὃὃȟȣȟ᷁ ὃ ὃὃȟ᷁ ὃὃὃ  también llamados 
ángulos internos del polígono. Las diagonales del polígono son los segmentos que unen 
vértices no consecutivos.  

 
Se dice que un polígono es convexo si al trazar una recta por cualquiera de sus lados los 
demás vértices quedan en el mismo semiplano, de forma equivalente podríamos decir que 

un polígono es convexo si para cada par de puntos ὃ y ὄ del interior polígono, el segmento 

!" está contenido en el interior de dicho polígono. 
 

 
Figura 2-12: Polígono convexo. 

   

 
Figura 2-13: Polígono no convexo. 

 

El polígono ὃὄὅὈὉ es convexo, al trazar las rectas 

que contienen los lados del polígono, en cada caso 
los vértices que no están en cada recta quedan en el 
mismo semiplano. 

El polígono ὃὄὅὈὉ NO es convexo, por 

ejemplo al trazar la recta ὃὉ, los puntos Ὀ y ὄ 

quedan en distintos semiplanos determinados 
por dicha recta. 

 

En adelante nos centraremos en polígonos convexos. 

Observación: 

Un polígono de ὲ lados tiene exactamente Ὠ   diagonales. En efecto, por cada 

vértice del polígono se pueden trazar exactamente ὲ σ diagonales, como hay ὲ vértices 

Figura 2-11: Elementos de un polígono. 
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se pueden trazar ὲὲ σ diagonales que terminan en cada uno de sus ὲ vértices, y puesto 

que cada diagonal se está contando dos veces, se sigue que  se obtienen en total   

diagonales. 
 

La suma de los ángulos interiores de un polígono de ὲ 
lados, es ί ρψπ ὲ ς. De hecho, desde cada vértice del 
polígono se pueden trazar ὲ σ diagonales que 

determinan ὲ ς triángulos y puesto que la suma de los 

ángulos interiores de un triángulo es ρψπЈ, se sigue que 
ί ρψπὲ ς.   
 
Si se observa el hexágono de la imagen, se identifican 6 
vértices cada uno de los cuales determina 4 triángulos, por 
tanto se puede verificar que la suma de sus ángulos 
internos es ί χςπЈ.      
 
Si un polígono es equiángulo, es decir, sus ángulos 
interiores son congruentes, entonces, la medida de 

cualquiera de sus ángulos interiores es  . 

 
La suma de los ángulos exteriores de un polígono convexo es igual a σφπЈ.  

 

Á Congruencia de Polígonos  

Dos polígonos son congruentes si existe una correspondencia biunívoca entre los 
vértices de los dos polígonos y se verifica que: (i) los pares de lados correspondientes son 
congruentes y (ii) los pares de ángulos correspondientes son congruentes. Un polígono 
es regular si es convexo, todos sus lados son congruentes y todos sus ángulos son 
congruentes.  
 
En particular un polígono regular de tres es lados se denomina triángulo equilátero. 

 

2.1.2.3. Los cuadriláteros 

 
Sean ὃ, ὄ, ὅ y Ὀ cuatro puntos coplanarios. Si tres 
de ellos no están alineados, y los segmentos  

ὃὄȟ ὄὅȟὅὈȟὈὃ se intersecan solamente en sus 
extremos, entonces, la reunión de los cuatro 
segmentos se llama cuadrilátero. Los cuatro 

segmentos se llaman lados y los puntos ὃ, ὄ, ὅ y 
Ὀ se llaman vértices. Los ángulos 

 ᷂Ὀὃὄȟ᷂ὃὄὅȟ᷂ὄὅὈȟὅὈὃ se llaman ángulos del 
cuadrilátero.     
 

 

Figura 2-14: Ángulos interiores de un 
polígono. 

Figura 2-15: Elementos del cuadrilátero. 
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A continuación, presentaremos algunos cuadriláteros clasificados según la relación de 
paralelismo que hay entre sus lados, y la congruencia de sus lados y sus ángulos. 
 
Tabla 2-3: Algunos cuadriláteros. 

 
ALGUNOS CUADRILÁTEROS 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Cuadrado: 
Cuadrilátero que tiene 
los cuatro ángulos 
rectos y los cuatro 
lados congruentes. 
 

Rectángulo: 
Cuadrilátero que tiene 
los cuatro ángulos 
rectos y lados 
congruentes dos a 
dos. 

Paralelogramo: 
Cuadrilátero que tiene 
ambos pares de lados 
opuestos paralelos. 

Rombo: 
Cuadrilátero que 
tiene lados y ángulos 
congruentes dos a 
dos. 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

Trapecio rectángulo: 
Cuadrilátero que tiene 
dos lados paralelos y 
un lado perpendicular 
a los lados paralelos. 

Trapecio isósceles: 
Cuadrilátero que tiene 
dos lados paralelos y 
los lados no paralelos 
son congruentes. 

 Trapecio: 
Cuadrilátero que tiene 
dos lados paralelos. 

Trapezoide: 
Cuadrilátero que no 
tiene lados paralelos 
ni congruentes. 

 
El uso de los polígonos a lo largo de la historia, ha sido muy representativo en contextos 
artísticos, arquitectónicos, entre otros. En el arte, los teselados13, también llamados 
mosaicos, muestran una bella expresión de la geometría.  
 

La imagen muestra un mosaico compuesto por cuadrados y 
octágonos regulares utilizado en pisos y paredes 
embaldosados para decorar casas y templos.   
 
Es de anotar que los teselados del plano, se pueden realizar 
tanto con polígonos regulares, irregulares, o la combinación de 
ambos.  
 
Para realizar el teselado se debe cumplir la condición de que 
en cada vértice confluyan un número entero de figuras, cuyos 

                                                
 

13 Un teselado “es un recubrimiento del plano con polígonos ubicados de tal forma que ningún 
espacio del plano queda sin ser cubierto y ningún espacio queda cubierto más de una vez, es decir, 
sin huecos ni solapamientos. (Mariño, 2004) (p. 54). 

Figura 2-16: Teselados 
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ángulos interiores que confluyen a dicho vértice sumen σφπΞ, en otras palabras, los ángulos 
internos de cada figura deben ser divisores de σφπ, siendo los cuadrados, los triángulos 
equiláteros y los hexágonos, los únicos polígonos regulares con los cuales se puede 
teselar el plano, claro está, que las posibilidades aumentan si se combinan polígonos 
irregulares (Mariño, 2004).  
 

2.1.3.  Razón, proporción y semejanza 

 

2.1.3.1. Razón y proporción 

La razón entre dos números reales positivos es el cociente entre ellos. Ahora bien, una 
proporción es la igualdad entre dos razones. 
 
La razón entre dos segmentos es el cociente entre sus medidas, si este cociente es un 
número racional, los segmentos se dicen conmensurables, de lo contrario son 
inconmensurables. 
 
A propósito de las razones, históricamente una de las razones más famosas es la razón 
aurea, hallada en el rectángulo áureo, el cuál fue considerado por los griegos, una de las 
figuras geométricas más conocidas y admiradas, la razón que hay entre la medida del lado 

mayor y el lado menor del rectángulo equivale a 
Ѝ

 que es la razón aurea. Es de anotar 

que la razón aurea se encuentra presente también en la naturaleza por ejemplo en la 
concha de los caracoles partiendo desde el ápice hacia el exterior, en la disposición de los 
pétalos de las flores, en la distribución de las semillas de los girasoles y en el hombre al 
relacionar la estatura y la longitud desde la planta de los pies al ombligo, misma relación 
entre los huesos de los dedos de la mano.   

 

2.1.3.2. Semejanza de triángulos 

 
El concepto de semejanza es muy importante para la geometría, ya que permite su 
aplicación en varios espacios de la vida cotidiana como: la arquitectura en la elaboración 
de planos y maquetas, en la geografía para la elaboración de mapas, entre otros.  
 
Intuitivamente dos triángulos son semejantes si uno es una ampliación o reducción del 
otro, en la que ambos conservan su forma, pero su tamaño varía. 
 
Dados los triángulos ὃὄὅ ώ ὈὉὊ, se dice que son semejantes y se denota  

ὃὄὅͯ ὈὉὊ, si se verifica que: (i) los ángulos correspondientes son congruentes, (ii) 
los lados correspondientes son proporcionales14. 

                                                
 

14 Dos magnitudes se dicen proporcionales si guardan la misma razón   
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ὃὄὅͯ ὈὉὊ ίὭ 
Figura 2-17: Semejanza de triángulos. 

 
Es de notar que, la definición de semejanza de triángulos establece la correspondencia 
entre todos los ángulos y lados de los dos triángulos en cuestión; tres ángulos del uno con 
tres ángulos del otro y a su vez tres lados del uno con tres lados del otro.    
 
Observación 

Una paralela a un lado de un triángulo determina dos triángulos semejantes, de manera 

formal, se dice que si tenemos un triángulo ὃὄὅ y un segmento ὈὉ  paralelo al lado ὄὅ  
de éste que interseca en puntos distintos Ὀ y Ὁ respectivamente a ὃὄ  ώ ὃὅ, entonces, se 
determina sobre los lados del triángulo, segmentos proporcionales a dichos lados, 

obteniéndose que   y recíprocamente.  Además, los triángulos ὃὄὅ y ὃὈὉ 

son semejantes15. 

 
Figura 2-18: Triángulos semejantes y el teorema de Tales. 

 

A continuación, se mencionan algunos criterios que permiten determinar cuándo dos 
triángulos son semejantes. 

                                                
 

 
15 Este resultado es una consecuencia del teorema de Tales 
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TEOREMA DE SEMEJAZA AAA  
 
Toda correspondencia Ángulo, Ángulo, Ángulo (ὃὃὃ) entre 
dos triángulos es una semejanza. 
 

Esto es, dados los triángulos ὃὄὅ y ὈὉὊ para identificar 
si son semejantes, basta con verificar que sus tres ángulos 
son congruentes, es decir:   
 

ὄ᷁ὃὅ ḙ ᷁ὉὈὊȟ ὄ᷁ὅὃ ḙ ᷁ὉὊὈ   
  ᷁ὃὄὅ ḙ ᷁ὈὉὊ 

 
Al verificar lo anterior podemos establecer que: 
 ὃὄὅ Ḑ ὈὉὊ lo que indica que los triángulos dados son semejantes. 

 
Nótese que dada una correspondencia entre dos triángulos. Si dos pares de ángulos 
correspondientes son congruentes, entonces, la correspondencia es una semejanza.     
 
 TEOREMA DE SEMEJANZA LAL 

Toda correspondencia Lado, Ángulo, Lado (ὒὃὒ) 
entre dos triángulos es una semejanza.  
 
Esto es, dados los triángulos ὃὄὅ y ὈὉὊ para 
identificar si son semejantes, basta con verificar que dos de 
sus lados son proporcionales y el ángulo comprendido entre 
ellos es congruente, es decir:   

  y   ᷁ὃὄὅ ḙ ᷁ὈὉὊ 

 
Al verificar lo anterior podemos establecer que: 

ὃὄὅ Ḑ ὈὉὊ  lo que indica que los triángulos dados son 
semejantes. 
 
 TEOREMA DE SEMEJANZA LLL 
 

Toda correspondencia Lado, Lado, Lado (ὒὒὒ) entre dos 
triángulos es una semejanza.  
 
Esto es, dados los triángulos ὃὄὅ y ὈὉὊ para 
identificar si son semejantes, basta con verificar que sus 
tres lados son proporcionales, es decir:   
 

 
ὃὄ

ὈὉ

ὄὅ

ὉὊ

ὃὅ

ὈὊ
      

 
Al verificar lo anterior podemos establecer que: 
 ὃὄὅ Ḑ ὈὉὊ  lo que indica que los triángulos dados 
son semejantes. 
 

Figura 2-19: Postulado de semejanza AAA. 

Figura 2-20: Postulado de semejanza LAL. 

Figura 2-21: Postulado de semejanza LLL. 
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2.1.3.3. Semejanza de polígonos  

 

Dados los polígonos ὖὖὖȣὖ ὖ ώ ὖὖὖȣὖ ὖ, se dice que son semejantes y se 

denota   ὖὖὖȣὖ ὖ  ͯ  ὖὖὖȣὖ ὖ, si se verifica que: (i) los ángulos 
correspondientes son congruentes, (ii) los lados correspondientes son proporcionales16. 

ὖὖὖȣὖ ὖ  ͯ  ὖὖὖȣὖ ὖ  ίὭ 
ὖ᷁ ḙ  ᷁ὖ ȟ ὖ᷁ḙ ὖ᷁ ȟ ὖ᷁ḙ  ᷁ ὖ ȣ ὖ᷁ ḙ ὖ᷁ ȟ ὖ᷁  ḙ  ᷁ὖ 

ὖὖ

ὖᴂὖᴂ

ὖὖ

ὖᴂὖᴂ
Ễ

ὖὖ

ὖᴂὖᴂ
 

 
Es de notar que dos polígonos son semejantes si hay una correspondencia entre los 
vértices tal que los ángulos correspondientes sean congruentes y los lados 
correspondientes sean proporcionales. 
 
De forma intuitiva se puede relacionar la semejanza de dos polígonos con la idea de que 
uno de los polígonos es un modelo a escala del otro, originado mediante una ampliación o 
una reducción del original, conservando la forma, pero cambiando el tamaño. 
 

2.1.4.  Transformaciones geométricas en el plano 

 
Una transformación17 en un plano ע es una función biyectiva   Ὢȡ ὖ O ὖ del plano en sí 
mismo.  Se dice que un punto ὃ del plano ע es un punto fijo si su imagen Ὢὃ es el mismo 
punto ὃ. Esto es Ὢὃ ὃȢ 
 
Las isometrías o movimientos rígidos en el plano, son transformaciones geométricas que 
generan formas congruentes, así que conservan forma y tamaño.  Nuestro interés es 
relacionar las isometrías con la congruencia y la semejanza, pues se constituyen en una 
alternativa para el estudio de estos conceptos.  
 
Una isometría es una transformación en un plano que conserva distancias.  De otro modo 

una isometría en un plano ע es una función Ὢȡ  ὖᴼὖ de tal manera que para todo par de 
puntos ὃ y ὄ de ע la distancia entre ὃ y ὄ es igual a la distancia de Ὢὃ a Ὢὄ . 
 
Al aplicar una isometría, resulta que un triángulo y su imagen son congruentes, un ángulo 
y su imagen son congruentes y en general un polígono y su imagen también son 
congruentes y además una circunferencia y su imagen son congruentes. Es de anotar que 
figuras congruentes son generadas por isometrías como traslaciones, rotaciones y 
simetrías, ver por ejemplo el texto Isometrías Elon Lages Lima (Lima, 1996). 

                                                
 

16 Dos magnitudes se dicen proporcionales si guardan la misma razón   
 
17 Para el caso que nos ocupa, las estructuras algebraicas relacionadas con las transformaciones 
geométricas no son estudiadas. Al respecto se puede consultar el libro Lecciones de Geometría 
Euclidiana (Castillo, 1993) (p. 316). 
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Existen tres isometrías básicas en un plano: las traslaciones, las rotaciones y las simetrías. 

2.1.4.1. Traslaciones 

Es conocido que las traslaciones se definen haciendo 
uso de vectores18, dado el nivel de enseñanza que nos 
ocupa, trataremos de dar una definición alternativa, 
haciendo solo uso de segmentos como se menciona a 
continuación. 
 

Si bien es cierto que ὃὄ  ὄὃ, en este caso, se asumirá 
que el segmento ὃὄ tiene punto inicial ὃ y punto final ὄ;  

en el mismo sentido, el segmento ὄὃ tiene punto inicial 
ὄ y punto final ὃ. 
 
Ahora definiremos la traslación Ὕ  asociada al segmento ὃὄ, asumiendo la observación 

anterior, Ὕ   determina que para cada punto ὅ su imagen será el punto Ὀ, de tal manera 
que ὃὄ  ὅὈ, teniendo en cuenta las siguientes consideraciones: 
  

1. Si ὅ no está en la recta ὃὄ el cuadrilátero ὃὅὈὄ es un paralelogramo.  
2. Si ὅ está en la recta ὃὄ consideramos los siguientes casos: 

a. Si ὅ ὃ, entonces Ὀ ὄ. 

b. Si ὅ ὃ ὄ19 y ὅὃ es mayor que ὃὄ, entonces se debe tener ὅ Ὀ ὃ. 

c. Si ὅ ὃ ὄ y ὅὃ es menor que ὃὄ, entonces se debe tener ὃ Ὀ ὄ. 

d. Si ὅ ὃ ὄ y ὅὃ  ὃὄ, entonces ὃ  Ὀ. 
e. Si ὃ ὅ ὄ, entonces se debe tener ὅ ὄ Ὀ. 

f. Si ὃ ὄ ὅ entonces se debe tener ὄ ὅ Ὀ. 
 
Nótese que la traslación Ὕ  es diferente de la traslación Ὕ .   

2.1.4.2. Rotaciones 

Sean ע un plano, ὕ un punto de ע y  ‌ un ángulo en el 
plano donde πЈ‌ σφπЈ. La rotación de centro ὕ y 

ángulo ‌, asigna a cada punto ὃ del plano ע el punto ὄ 
si y solo si la media del ángulo ‌ es igual a la medida 

del ὃ᷂ὕὄ y ὕὃ ὕὄ  y el sentido de la rotación es 
opuesto a como giran las manecillas del reloj.  
 

                                                
 

18 Definición formal de Traslación: “Sean ע un plano y ὺ  ὃὄᴆ un vector en el plano. La traslación 

Ὕ asociada a ὺ, Ὕὺ asigna a cada punto ὅ del plano ע un punto Ὀ, de tal manera que el vector ὅὈᴆ 
tenga la misma magnitud dirección y sentido que el vector ὺ” en (Castillo, 1993)  
 
19 La escritura ὅ ὃ ὄ significa que los puntos ὅ, ὃ y ὄ son colineales y que ὃ está entre ὅ y ὄ. 
 

Figura 2-22: Traslaciones en el plano. 

Figura 2-23: Rotaciones en el plano. 



Capítulo 2 41 

 

2.1.4.3. Simetrías 

Sean ע un plano, ὕ un punto de ע. La simetría 

central de centro ὕ, asigna a cada punto ὃ del plano, 

con ὃ distinto de ὕ, el punto ὄȟ si y solo si, ὕ es el 

punto medio del segmento ὃὄ y al punto ὕ la simetría 
central le asigna el mismo punto ὕ. 
 
Ahora bien, si  ע es un plano y ὒ una recta contenida 
en ע. La simetría axial con respecto a ὒ asigna a 

cada punto ὃ del plano ע, el mismo punto ὃ  si ὃ  
está en ὒ y si ὃ no está en ὒ le asigna el punto ὄȟ si 

y solo si ,ὒ es la mediatriz del segmento ὃὄ. 
 

2.1.4.4. Homotecias 

Sean ע un plano, ὕ un punto de ע y Ὧᶰᴙ. La homotecia  
Ὄ ȟ  de centro ὕ y razón Ὧ, asigna a cada punto ὃ del 

plano, con ὃ distinto de ὕ, el punto ὄ, si y solo si, la 
distancia ὕὄ es igual a Ὧ veces la distancia ὕὃ, es decir, 
si se cumple que  ╞║ ȿ▓ ╞═ȿ.  
 
Observación:  

3. Si Ὧ  entonces ὕȟὃ y ὄ son colineales 
Si Ὧᶰד  entonces se debe tener ὕ ὃ ὄ  

Si Ὧᶰד  entonces se debe tener ὄ ὕ ὃ 
 

4. Si Ὧ   entonces la homotecia es constante con 
valor  

 
En particular si k πȟ de acuerdo a la definición dada la 
homotecia Ὄ ȟ  de centro ὕ y razón Ὧ, dado el triángulo 

 ὃὅὉ  se cumple que: 
 

╞║ ▓ ╞═ 

╞╓ ▓ ╞╒ 
╞╕ ▓ ╞╔ 

 

De lo cual se obtiene que ▓  
╞║

╞═

╞╓

╞╒

╞╕

╞╔
  y se sigue que 

ὃὅ es paralelo a ὄὈ, Ὁὅ es paralelo a ὊὈ y ὃὉ es paralelo 

a ὄὊ.  
 

Por lo cual Ὧ
 
   

 
  

 
Por lo tanto el triángulo ὃὅὉ es semejante al triángulo 

ὄὈὊ. 
 

        Figura 2-24: Simetrías en el plano. 

Figura 2-25: Representación de una 
homotecia con razón negativa. 

Figura 2-26: Representación de 
homotecia con razón positiva. 
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Observación: 

Una homotecia genera figuras semejantes y figuras semejantes son generadas por una 
homotecia o por la composición de una homotecia y una traslación. (Lima, 1996), (Julio, 
2014). 

2.1.5.  Área de polígonos 

 
Una región triangular es la reunión de un triángulo y su interior. Una región poligonal es 
la reunión de un número finito de regiones triangulares en un plano, tales que, si dos de 
ellas se intersecan, dicha intersección es un punto o un segmento.   
 
Observación: 
 
Calcular el área de una región poligonal, es compararla con un patrón de medida, para 
calcular su área es necesario, tener en cuenta que: 
 

(i) Toda región poligonal tiene área, que es un número real.  

(ii) El área de un cuadrado de lado ὰ es ὰȢ  
(iii) Figuras congruentes tienen la misma área. 

 
Es de anotar que esta observación se adapta al cálculo de áreas de figuras planas. 
 
Toda región poligonal se puede descomponer en 
polígonos de tal manera que dichos polígonos no se 
traslapen y solo tengan en común sus lados. Así que, si 
el área de un polígono es ὃ y dicho polígono se 
descompuso en ὲ polígonos, de áreas ὃȟὃȣȢὃ , 

entonces ὃ ὃ ὃ Ễ ὃȢ 
 
Los antiguos griegos sabían cómo hallar áreas, bajo el 
método de triangulación, podían hallar el área de 
cualquier polígono al dividirlo en triángulos y luego sumar 
el área de estos triángulos.  
 
Teniendo en cuenta los comentarios anteriores, se puede deducir el cálculo del área de 
algunos polígonos de nuestro interés, que anotamos a continuación. 
 

(1) Área de un Cuadrado: Es el cuadrado de la longitud de su lado. 
(2) Área de un Rectángulo: Es el producto de la longitud de su base y su altura. 
(3) Área de un Triángulo Rectángulo: Es la mitad del producto de la longitud de sus 

catetos. 
(4) Área de un Triángulo: Es la mitad del producto de la longitud de cualquiera de 

sus bases y la altura correspondiente. 
(5) Área de un Trapecio: Es la mitad del producto de su altura y la suma de sus 

bases. 
(6) Área de un Paralelogramo: Es el producto de una altura cualquiera y la base 

correspondiente. 
 

Figura 2-27: Descomposición de un 
polígono en regiones triangulares. 
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Observación: 
 
Puesto que las alturas correspondientes de dos triángulos semejantes están en la misma 
razón que sus lados correspondientes, o de otro modo es igual a la razón de semejanza 
de los triángulos, se sigue que la razón entre las áreas de dos triángulos semejantes es 
igual al cuadrado de la razón de semejanza, de forma general, la razón entre las áreas de 
dos polígonos semejantes es igual al cuadrado de la razón de semejanza. 

2.1.6.  La circunferencia y el círculo 

 
La circunferencia  con centro ὖ y radio ὶ es el conjunto 
de todos los puntos del plano que están a una distancia 
ὶ del punto dado ὖ. El punto ὖ es llamado el centro de 

la circunferencia y ὶ es llamado el radio de la 
circunferencia. 
 
La recta que corta a la circunferencia en dos puntos, es 
una secante a la circunferencia y el segmento cuyos 
extremos están en la circunferencia es una cuerda. 
 
Un diámetro es una cuerda que contiene o pasa por el 
centro de la circunferencia. 
 
El segmento que va desde el centro de la 
circunferencia hasta cualquier punto de la 
circunferencia es llamado radio. 
 
La longitud de la circunferencia se halla mediante el producto del número “ por el diámetro 

de la circunferencia. El perímetro o longitud  ὖ de una circunferencia de radio ὶ es ὖ ς“ὶ 
 
Una recta que intersecta a una circunferencia en un solo punto (llamado punto de 
tangencia) es una tangente a la circunferencia. 

Si una circunferencia es tangente a los lados de un 
polígono, se dice que la circunferencia está inscrita en 
el polígono y que el polígono está circunscrito a la 
circunferencia. 

 
Si una circunferencia pasa por los vértices de un polígono, 
se dice que la circunferencia está circunscrita al polígono 
y que el polígono está inscrito en la circunferencia.  
 
Un ángulo central en una circunferencia, es aquel cuyo 
vértice es el centro de la circunferencia.   

Un ángulo central determina en la circunferencia un sector 
circular 
 

Figura 2-28: Elementos de la circunferencia. 

Figura 2-29: Polígono circunscrito en una 
circunferencia. 
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Una región circular, también llamada círculo, es la unión de una circunferencia y su 
interior. 
 

El área ὃ del círculo de radio ὶ es el producto es ὃ  “ὶ. 
 
Observación: 

El número “ simboliza la razón entre la longitud de una 
circunferencia y su diámetro. 

Todo polígono regular puede considerarse inscrito en una 
circunferencia. En efecto, para construir un polígono regular 
de ὲ lados basta considerar en una circunferencia ángulos 

centrales cuya medida sea .  

Ahora bien, la distancia desde el centro de un polígono 
regular a cada uno de los lados se llama apotema.  

 

 

2.2. Elementos del álgebra  

2.2.1.  Las sucesiones  

 
La idea de sucesión nos lleva a pensarla como una lista de números, escritos en un orden 
definido, ὥȟὥȟὥȟȣȟὥ ȟὥȟȣ, de tal manera que el primer término es ὥ, el segundo 
término es ὥ, el tercer término es ὥ, el  ὲ ïίὭάέ término será ὥ. 
 
De lo anterior, se observa que, a cada entero positivo, se asocia un término ὥ de la 

sucesión, es decir, ὥ es la imagen del número entero 1, ὥ es la imagen del número entero 
ς y así sucesivamente hasta llegar a ὥ como la imagen del número entero positivo ὲ
ïίὭάέ.  

 
Ahora bien, de una manera un poco más formal podemos decir que una sucesión ί es 
una función cuyo domino es el conjunto de los números naturales o enteros positivos, y su 
codominio es cualquier conjunto numérico. 
 

ί ὥȟὥȟὥȟȣȟὥ ȟὥȟȣ 
 

Figura 2-30: Polígono inscrito en una 
circunferencia. 
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En adelante, nos ocuparemos de las sucesiones aritméticas y geométrica, que en particular 
tienen dominio en los números enteros positivos y codominio en los números reales y que 
se definen a continuación.     
Una sucesión es aritmética si cada término después del primero difiere del término que le 

precede en una cantidad constante Ὠ, de forma simbólica:  

ὥ ὥ Ὠ 
El término general de la sucesión corresponde a  ὥ  ὥ ὲ ρẗὨ 
 
Una sucesión es geométrica si cada término después del primero se obtiene multiplicando 

el término que le precede por una cantidad constante ὶ, diferente de cero, en otros 
términos, la razón entre un término y el que le precede siempre es la misma cantidad 

constante ὶ.  

ὥ ὥϽὶO
ὥ

ὥ
ὶ 

 

El término general de la sucesión es   ὥ  ὥẗὶ  
 

2.2.2.  Las series 

En general una serie es la suma de los términos de una sucesión, una serie aritmética es 
la suma de los términos de una sucesión aritmética y una serie geométrica es la suma de 
los términos de una sucesión geométrica. 
 

Dada una sucesión ὥȟὥȟὥȟȣȟὥ ȟὥ ,… se denota  Ὓ a su ὲ ïίὭάὥ suma parcial, es 
decir, a la suma de los términos ὥ desde el término uno hasta el ὲ ïίὭάέ, Ὓ es llamada 
serie,  Ὓ  ὥ ὥ  ὥ  ȣ ὥ ὥ  В ὥ  

 
Observación:  
 
Á Si ὥȟὥȟὥȟȣȟὥ ȟὥ ,… es una sucesión aritmética con diferencia Ὠ, la serie 

aritmética que genera es Ὓ  ὥ ὥ  ὥ  ȣ ὥ ὥ , lo cual en términos de la 

diferencia queda descrito como:  

Ὓ  ὥ ὥ Ὠ ὥ ςὨ ὥ σὨ  ȣ ὥ ὲ ςὨ ὥ ὲ ρὨ  
 
Y aplicando la propiedad asociativa Ὓ  ὲὥ Ὠρ ς+3+…+n) 
 
Se obtiene    

Ὓ  ὲὥ Ὠ
ὲὲ ρ

ς
 O Ὓ  

ὲ

ς
ςὥ ὲ ρϽὨ  

y como ὥ  ὥ ὲ ρϽὨ,  
 

Llegando así a la expresión que representa la  ὲ ïίὭάὥ suma parcial de la sucesión 
aritmética  

Ὓ  
ὲ

ς
ὥ ὥ   
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Á Si ὥȟὥȟὥȟȣȟὥ ȟὥ ,… es una sucesión geométrica con razón ὶ, la serie 

geométrica parcial que genera es Ὓ  ὥ ὥ  ὥ  ȣ ὥ ὥ , lo cual en 

términos de la razón queda descrito como:  

Ὓ  ὥ ὥϽὶ ὥϽὶ ὥϽὶ  ȣ ὥϽὶ ὥϽὶ   
 
si multiplicamos ambos miembros de la expresión por ὶ, obtenemos 

ὶὛ  ὥὶ ὥϽὶ ὥϽὶ ὥϽὶ  ȣ ὥϽὶ ὥϽὶ  
 
Y ahora restamos las dos expresiones 

Ὓ ὶὛ  ὥ ὥϽὶ ᴼί ρ ὶ ὥ ρ ὶ   
 
Llegando así a la expresión que representa la  ὲ ïίὭάὥ suma parcial de la sucesión 
geométrica: 

Ὓ  
ὥ ρ ὶ

ρ ὶ
 

 
Á Dado que ὥȟὥȟὥȟȣȟὥ ȟὥ ,… es infinita, se pueden dar dos casos con ὶ:  

(i) ȿὶȿ ρ y como ὲ  va en aumento, ὶ cada vez se acerca más a cero, así la 
serie de la sucesión infinita queda determinada por  

Ὓ  
ὥ

ρ ὶ
 

Este tipo de series es llamada convergente 
 

(ii)  ȿὶȿ ρ y como ὲ  va en aumento, ὶ cada vez es más grande también, 
así que la serie se hace cada vez más grande, por lo tanto se dice que la 

suma de una sucesión geométrica infinita no existe cuando   ȿὶȿ ρ 
Este tipo de series es llamada divergente 

 
Por la finalidad de este trabajo de investigación, se hará uso de sucesiones y series 
geométricas, debido a su utilidad en la interpretación de estructuras de forma fractal.      
 

2.3. Elementos de la geometría fractal  

 
La geometría fractal es una ciencia que nace del intento del hombre por entender la 
naturaleza y su estructura aparentemente aleatoria e impredecible, es por esto que centra 
su atención en modelar y describir fenómenos naturales que cuya forma no corresponde a 
la geometría tradicional, como cuando para representar las nubes se usa la elipse o para 
representar las montañas se usan conos como referencia, entre otros. Hoy en día, los 
fractales son una herramienta multidisciplinar que enriquece la labor de médicos, 
científicos, artistas, economistas, astrónomos, entre otros. 
 
En el intento por entender cómo funciona una estructura fractal a nivel elemental, se ha 
tomado como referencia las ideas expuestas en los textos “Fractales para profanos” 
(Rubiano, Fractales para Profanos, 2002) e “Iteración y Fractales” (Rubiano, Iteración y 
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Fractales, 2009), para definir las características principales de los fractales y algunos 
ejemplos de estructuras geométricas de tipo fractal. 
 
Los fractales se generan a través de patrones geométricos que presentan una 
característica de autosimilaridad y dimensión fractal.  
La idea de autosimilaridad se refiere a que en una pequeña 
parte de la figura inicial se puede hallar una réplica exacta a 
menor escala de toda la figura inicial, es decir, al examinar 
una parte del objeto la imagen que se observa es una 
reducción del objeto inicial, ahora bien, si se toma una parte 
del objeto original y se amplía se obtiene una estructura que 
parece ser idéntica al objeto original. 
 
En la naturaleza encontramos variedad de ejemplos de 
autosimilaridad, entre ellos el brócoli, el cual está formado por 
gajos que al tomar uno solo y compararlo con el brócoli 
completo da la idea de que son iguales a excepción del 
tamaño.  
 
Al subir una montaña, no siempre se sube, en tramos del recorrido, se sube en otros se 
baja y de nuevo se sube, lo cual da la impresión de que la montaña está formada por 
montañas más pequeñas, que a su vez están formadas por otras más pequeñas, estas 
montañitas dan la idea de autosimilaridad con respecto a la montaña grande.  
 

Un helecho es autosimilar a una de sus ramas, pero a menor 
escala. Las suculentas son plantas que presentan autosimilaridad 
en su estructura, lo cual indica eficiencia en la utilización de 
recursos escasos, dado que está formada por secciones carnosas 
usadas para retener agua. 
 
En el cuerpo humano encontramos órganos como los pulmones, 
en los que una pequeña fracción de ellos es autosimilar al órgano 
completo, o el sistema circulatorio que presenta autosimilaridad 
en su estructura, 

de forma similar a la del árbol de la figura, 
en el que una rama se divide en dos, luego 
a su vez cada una se divide de nuevo en 
dos y así sucesivamente, en el sistema 
circulatorio se evidencia este mismo patrón 
de formación, que se repite hasta llegar a 
todo el cuerpo humano. Siendo las venas 
en cada nivel de menor grosor y longitud. 
 

Un fractal20 de forma intuitiva será para 
nosotros, una figura construida a partir de 

                                                
 

20 Un fractal es un subconjunto del plano que es autosimilar y cuya dimensión fractal excede a su 
dimensión topológica. (Rubiano, Iteración y Fractales, 2009)(p. 28).  

Figura 2-31: Autosimilaridad en el 

brócoli. 
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una figura dada por medio de una recurrencia o transformación, tal que sus partes resultan 
semejantes a la figura inicial, es decir, un fractal está compuesto por muestras idénticas a 
la original, pero a menor escala. 
 
El crecimiento de los fractales puede darse de distintas formas, a través de una forma 
exponencial que al ampliarse o reducirse genera espacios vacíos que se asemejan a poros 
(Porosidad), a través de curvas que pueden llenar un espacio (relleno de dimensión), o a 
través de la generación de ramificaciones para generar estructuras más complejas 
(Ramificación), los fractales creados a partir de ramificación muestran una estructura que 
puede ser observada en la naturaleza como el brócoli, los árboles y sus hojas y el sistema 
circulatorio en el cuerpo humano. 
 
Los fractales se pueden clasificar en dos tipos, los lineales o no lineales: 
 
Fractal Lineal: Un fractal lineal es aquel que está formado por figuras geométricas 
sencillas (curvas, polígonos) en los que se produce una iteración21 a partir de un cambio 
de escala, el triángulo de Sierpinski y el copo de nieve de Koch pertenecen a esta clase 
de fractales. 
 
Fractal no lineal: Son aquellos que están 
formados a partir de ecuaciones de números 
complejos debido a lo cual se les designa con el 
término de caóticos. Estos fractales son 
generados en computadoras y creados por el 
hombre, uno de los fractales más conocidos de 
esta clase es el fractal creado por Benoit 
Mandelbrot quien utilizó por primera vez el 
término Fractal en 1975. 
 
A continuación, se mencionan algunos fractales 
lineales. 
 

2.3.1. Algunos fractales 

2.3.1.1. La curva de Hilbert 

David Hilbert matemático alemán en 1891 describió la curva que lleva su nombre, se trata 
de una curva fractal continua que recubre el plano, creada a partir de relleno de dimensión 
y construida de la siguiente manera: 
 
Paso 1: Trazar un cuadrado 

                                                
 

 
21 La iteración consiste en repetir n veces la misma figura o patrón, con lo cual se obtienen objetos 
autosemejantes, así, si se realiza un acercamiento se observa la misma figura o patrón, pero a 
menor escala. 
 

Figura 2-32: Imagen del fractal de Mandelbrot  
(Rubiano, Iteración y Fractales, 2009)(p. 103) 
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Paso 2: Dividir el cuadrado en cuatro cuadrados congruentes 
Paso 3: Ubicar el centro de cada uno de los cuatro cuadrados 
Paso 4: Construir segmentos de forma ordenada que unan los centros de los cuadrados. 
 

Figura 2-33: Pasos para construir la curva de Hilbert. 

 
 
Al iterar el proceso descrito anteriormente en cada cuadrado del ὴὥίέ τ, se obtiene la figura 

del ὔὭὺὩὰ σ, es decir; cada cuadrado del ὲὭὺὩὰ ς se divide en cuatro cuadrados y se 
conectan sus centros por medio de segmentos tal como lo indica la figura ὔὭὺὩὰ σ, 
comenzando siempre por el cuadrado inferior izquierdo y terminando en el cuadrado 
inferior derecho.   
 
En el segundo nivel, se obtienen tres segmentos de 

longitud  de la longitud del lado del cuadrado inicial 

y la curva total tendrá  de longitud. 

En el tercer nivel se obtendrá una curva de longitud igual 

a .  

 
Para obtener la curva de Hilbert es necesario repetir este 
proceso indefinidamente, lo cual no es posible 
físicamente, pero teóricamente, al iterar el proceso 
indefinidamente se obtiene una curva continua infinita, 
que debe pasar por todos los puntos del cuadrado, es 
decir, llena el espacio del cuadrado, y además no es 
derivable en ninguno de sus puntos.    

2.3.1.2. El conjunto de Cantor 

 
El conjunto de cantor fue creado en 1883 por George Cantor matemático de origen ruso, 
se trata de un fractal creado a partir de un segmento de recta en un proceso de extracción 
de segmentos en el que se generan vacíos, por lo cual se considera que es un fractal 
creado a partir de porosidad, que se obtiene de la siguiente manera:  
 
Paso 1: Trazar un segmento de longitud igual a la unidad 
Paso 2: Dividir en tres partes congruentes dicho segmento 
Paso 3: Eliminar la parte central 

Figura 2-34: Representación de la curva de Hilbert. 
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Se puede observar que al terminar el paso 3, los segmentos a considerar han disminuido 

de longitud, cada segmento es de longitud  ὨὩ όὲὭὨὥὨ  pero ha aumentado la cantidad de 

segmentos. 
 
En seguida se debe repetir el mismo procedimiento con cada uno de los segmentos, es 
decir, se divide cada segmento en tres partes congruentes y se extrae la parte central. Este 
proceso se debe repetir de manera indefinida, claro está, que la representación gráfica 
solo admite este proceso, tantas veces como sea posible físicamente. 
  

Figura 2-36: Representación del conjunto de Cantor. 

 
 
La figura 2-36 muestra los primeros cinco niveles del conjunto. Al analizar el conjunto 
generado se puede extraer la siguiente información: 
 

Tabla 2-4: Generalidades del conjunto de Cantor. 

Nivel 
Cantidad de 
segmentos. 

Longitud de 
cada 
segmento. 

Suma de la 
longitud de 
los 
segmentos 
extraídos. 

1 1 ρ   

2 2 
ρ

σ
 

ρ

σ
 

3 4 
ρ

ω
 

ς

ω
 

4 8 
ρ

ςχ
 

τ

ςχ
 

5 16 
ρ

ψρ
 

ψ

ψρ
 

ể ể ể ể 

ὲ ς  
ρ

σ
 

ς

σ
 

 
 

Figura 2-35: Pasos para construir el conjunto de Cantor. 
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Observación: 
 
El conjunto de cantor es el que está al final de aplicar reiteradamente este proceso, hasta 
llevarlo al infinito.   
 
La cantidad de segmentos en cada nivel va aumentando de forma exponencial, así, en el 

nivel ὲ quedan ς  segmentos que cada vez se asemejan más a puntos, entre más 

grande es ὲ, se evidencia que la cantidad de puntos se acerca a infinito. 
 

La longitud de los segmentos del conjunto en cada nivel es  menor que la longitud de un 

segmento de nivel anterior. La sucesión formada por las longitudes de los segmentos es 

una sucesión geométrica, en la que la razón entre un término Ὧ+1 y su antecesor Ὧ es la 

razón común ὶ, para cualquier término Ὧ, se verifica que la razón común ὶ . El término 

ὲ ïίὭάέ está dado por la forma ὥ    

 
Al observar ahora la secuencia generada por la suma de la longitud de los segmentos 

extraídos, identificamos que la razón común es ὶ , si sumamos las longitudes de los 

segmentos extraídos en cada nivel obtenemos, la expresión que representa la  ὲ ïίὭάὥ 
suma parcial de la sucesión: 

Ὓὲ 

ρ
σ
ς
σ

ρ
ς
σ

 

 

Teniendo en cuenta que ὲ  va en aumento, la serie de la sucesión infinita queda 

determinada por la siguiente expresión В Ὓὲ  ρ  

Así la suma de las longitudes de los segmentos extraídos es 1, como la longitud del 
segmento inicial. Con lo cual podemos verificar que el conjunto de Cantor, tiene infinitos 
puntos, pero longitud cero. 
 
Al abstraer la idea del objeto físico y relacionarlo con procesos infinitos, se puede llegar a 
la idea de un conjunto de infinitos puntos cada uno de longitud cero, en el que la 
autosimilaridad se puede evidenciar al tomar una parte del conjunto, ya que presenta la 
misma estructura que el conjunto total.  

2.3.1.3. El triángulo de Sierpinski 

 
Waclaw Sierpinski en 1915 presenta una construcción geométrica en la que, a partir de un 
triángulo, genera una secuencia de figuras geométricas llamada “El triángulo de 
Sierpinski”, obtenidas a partir de sucesivas extracciones, cuyo proceso de construcción es 
el siguiente:  
 
Paso 1: Construir un triángulo  
Paso 2:  Ubicar los puntos medios de cada uno de los lados 
Paso 3: Unir los puntos medios de sus tres lados, construyendo cuatro triángulos y 
eliminando el triángulo central.  
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Para construir el triángulo de Sierpinski se debe reiterar (desde el paso 2) el proceso 
anterior infinitamente, en la siguiente figura se pueden observar las tres primeras 
iteraciones del proceso. 

Figura 2-38: Representación del triángulo de Sierpinski. 

 
Suponiendo que el lado del triángulo inicial es ὥ , analicemos el conjunto generado y sus 
características:  
 

Tabla 2-5: Generalidades del triángulo de Sierpinski. 

 
Nivel 

Cantidad de 
triángulos 

Perímetro de 
un triángulo 

Perímetro total 

1 1 σὥ σὥ 

2 3 
σ

ς
ὥ 

ω

ς
ὥ 

3 9 
σ

τ
 ὥ 

ςχ

τ
 ὥ 

4 27 
σ

ψ
 Á 

ψρ

ψ
ὥ 

ể ể ể ể 

Î σ  
σ

ς
 ὥ 

σ

ς
ὥ 

 
Observación: 
 
El perímetro de cada triángulo interno que conforma el fractal va disminuyendo con una 

razón de cambio de , pero el perímetro total va en aumento y tiende a infinito. 

 

La cantidad de triángulos en cada nivel va en aumento, así en el nivel ὲ ïίὭάέ hay σ  

triángulos. 

Figura 2-37: Pasos para construir el triángulo de Sierpinski. 
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El área de cada triángulo disminuye con una razón de cambio: ὶ , así que el área de la 

figura total tiende a cero. 
 
Al abstraer la idea del objeto físico y relacionarlo con procesos infinitos, se puede llegar a 
la idea de una figura fractal con perímetro infinito, pero área cero. En la que la 
autosimilaridad se puede evidenciar al tomar una parte de la figura, ya que presenta la 
misma estructura que la figura total. El proceso de formación del triángulo de Sierpinski 
puede aplicarse a un cuadrado y es titulado alfombra de Sierpinski. 
 

2.3.1.4. La curva de Koch 

 
Es un fractal creado por el matemático Helge Von Koch de Estocolmo en 1904, es una 
curva que a su parecer permite percibir de una forma más didáctica tanto para la geometría 
como para el análisis la imposibilidad de trazar una tangente a una curva. Se trata de una 
curva continua cerrada construida a partir de adición de segmentos de recta a una recta 
inicial, formando una estructura en forma de ramificación, bajo el siguiente procedimiento: 
 
Paso 1: Trazar un segmento de longitud igual a la 
unidad.  
Paso 2: Dividir en tres partes congruentes dicho 
segmento 
Paso 3: Sobre el segmento central construir un triángulo 
equilátero, de tal manera que su base, sea el segmento 
central. 
Paso 4: Suprimir el segmento central tomado como base  
 
Este proceso se debe repetir de manera infinita (desde 
el paso 2) para obtener la llamada curva de Koch, ahora 
bien, la representación gráfica solo admite este proceso, 
tantas veces como sea posible físicamente. 

Figura 2-40: Representación de la curva de Koch. 

 
 

 

Figura 2-39: Pasos para construir la 
curva de Koch. 
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La figura 2-40 muestra los primeros cuatro niveles de la curva. Al analizar el conjunto 
generado se puede extraer la siguiente información: 

Tabla 2-6: Generalidades de la curva de Koch. 

Nivel 
Cantidad de 
segmentos 

Longitud de 
cada 

Segmento 

Longitud 
Total 

1 1 ρ  1 

2 4 
ρ

σ
 

τ

σ
 

3 16 
ρ

ω
 

ρφ

ω
 

4 64 
ρ

ςχ
 

φτ

ςχ
 

ể ể ể ể 

ὲ τ  
ρ

σ
 

τ

σ
 

 
Observación: 
 
La cantidad de segmentos en cada nivel va aumentando de forma exponencial, así, en el 

 ὲὭὺὩὰ ὲ ïίὭάέ ήόὩὨὥὲ τ ίὩὫάὩὲὸέί. 

 
En la secuencia generada por la longitud de los segmentos que conforman la curva en 
cada nivel, se puede identificar que se trata de una secuencia geométrica en la que la 

razón común ὶ  

 
Al abstraer la idea del objeto físico y relacionarlo con procesos infinitos, se puede llegar a 
la idea de que la curva de Koch es entonces un ejemplo de una curva infinita, en la que la 
autosimilaridad es evidente, si observáramos la curva bajo un telescopio encontraríamos 
que una pequeña parte es una réplica a escala de la curva total.   
 

2.3.1.5. El copo de nieve de Koch 

 
Este es un fractal cuya estructura principal guarda la misma 
idea de la curva de Koch, pero esta vez se inicia desde un 
triángulo equilátero y no desde un segmento, como se 
muestra en la figura.  
 
Paso 1: Trazar un triángulo equilátero, cuyo lado tiene 
longitud igual a la unidad.  
Paso 2: Dividir en tres partes congruentes cada lado 
Paso 3: Sobre el segmento central de cada lado, construir 
un triángulo equilátero como se muestra en la figura, de tal 
manera que su base, sea el segmento central. 
Paso 4: Suprimir el segmento central tomado como base  
 

Figura 2-41: Pasos para construir el copo de 
nieve de Koch. 
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Este proceso se debe repetir de manera indefinida, para obtener el copo de nieve de Koch, 
ahora bien, la representación gráfica solo admite este proceso, tantas veces como sea 
posible físicamente.  

 
 
 

 

La figura muestra los primeros cuatro 
niveles del copo de nieve de Koch. Al analizar el conjunto generado se puede extraer la 
siguiente información: 
 
Tabla 2-7: Generalidades del copo de nieve de Koch. 

Nivel 
Cantidad de 

lados 
Longitud de 

cada lado 

Perímetro del 
copo de 

Nieve 

1 3 ρ  3 

2 12 
ρ

σ
 

ρς

σ
τ 

3 48 
ρ

ω
   

4 192 
ρ

ςχ
 

ρως

ςχ

φτ

ω
 

ể ể ể ể 

. σϽτ  
ρ

σ
 

σϽτ

σ
 

 
Observación: 
 
La cantidad de lados en cada nivel va en aumento de forma exponencial, así, en el 

 ὲὭὺὩὰ ὲ ïίὭάέ ήόὩὨὥ σϽτ ὰὥὨέί. 
 
En La secuencia generada por el perímetro del copo de nieve en cada nivel se puede 

identificar que se trata de una secuencia geométrica en la que la razón común ὶ  

 
Para analizar el área del copo de Nieve, debemos tener en cuenta que el polígono inicial 
es un triángulo equilátero que, al inscribirlo en una circunferencia, ésta pasará por los 
vértices del triángulo, es así como a medida que se aumenta de nivel en la construcción, 
el área del copo tiende a cubrir el área de la circunferencia sin excederla.    

Figura 2-42: Representación del copo de nieve de Koch. 
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Figura 2-43: Copo de nieve de Koch inscrito en una circunferencia. 

 
 
De acuerdo a lo anterior podemos concluir que el copo de nieve de Koch presenta un 
perímetro infinito y un área finita.  
 
Al abstraer la idea del objeto físico y relacionarlo con procesos infinitos, se puede llegar a 
la idea de que el copo de nieve de Koch es entonces un ejemplo de un fractal de perímetro 
infinito y área finita. La autosimilaridad es evidente si observáramos en un telescopio 
encontraríamos que una parte del copo es una réplica a escala del copo total.   

4.3.2.  Dimensión fractal 

 
De manera intuitiva la dimensión fractal cuantifica la forma en la que el fractal parece llenar 
un espacio, se trata de un número real positivo que generaliza el concepto de dimensión 
euclidea.   
 
La idea de dimensión que se maneja habitualmente es la idea euclidea, en la que un punto 
tiene dimensión cero, una línea tiene dimensión uno, una superficie tiene dimensión dos y 
un cuerpo dimensión tres, pero al tratar con formas fractales esto no es evidente, ese es 
el caso de la curva de Hilbert, que por ser una curva debería tener dimensión uno, pero da 
la idea de llenar el plano así que tendría dos dimensiones. Por esta razón se hace 
necesario clarificar la idea de dimensión fractal.   
 
Obsérvese que la idea de dimensión euclidea, aunque no es explicita, se puede extraer de 
las definiciones dadas en los libros Ὅ y ὢὍ de los Elementos de Euclides, en las que se 
establece que: 
 
Un punto es lo que no tiene partes, así que, un punto es un objeto que existe, pero no 
ocupa un espacio, por lo cual podemos decir que su dimensión es cero. Una línea es una 
longitud sin anchura, dado que la línea únicamente tiene longitud, su dimensión es uno. 
Una superficie es aquello que solo tiene longitud y anchura, una superficie es de dimensión 
dos, dado que tiene longitud y anchura. Un sólido es aquello que tiene, longitud, anchura 
y profundidad, un sólido es de dimensión tres, dado que tiene longitud, profundidad y 
anchura.   
 
A continuación, se observa un segmento, un cuadrado y un cubo, que han sido divididos 
en partes congruentes. 
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Tabla 2-8: Dimensión euclidea. 

 

 

 

 

 

 

Un segmento dividido en 
cuatro partes congruentes. 
 

 

Una superficie en la que cada 
lado se dividió en cinco partes 
congruentes, generando 25 
cuadrados congruentes.   

 

Un cuerpo sólido dividido en 8 
partes congruentes (8 cubos 
congruentes), para lo cual se 
dividió cada arista en dos 
partes congruentes. 

 

Es preciso aclarar que, a pesar de que cada pieza en la que ha sido dividido cada objeto 
es autosimilar a la totalidad, éstos tres (línea, segmento y cubo) no son objetos de la 
geometría fractal. 
 
Los ejemplos propuestos en la tabla permiten clarificar la idea de dimensión euclidea antes 
descrita, nótese que el exponente de cada expresión corresponde a la dimensión de cada 
objeto. En forma general es posible determinar qué el número de partes, denotado ὔ, en 
que se divide un objeto es igual, al factor de aumento, denotado Ὧ, que se aplica a las 

aristas de dicho objeto elevado a su dimensión euclidea, denotada Ὠ, como se observa a 
continuación: 
 

 
   
Ahora bien, podemos conocer la dimensión de un objeto, si conocemos el número de 
partes en que quedó dividido y el factor de aumento aplicado. 
 

ὨὭάὩὲίὭĕὲ
ÌÏÇὥὶþὸάέ ὨὩὰ ὲĭάὩὶέ ὨὩ ὴὥὶὸὩί

ὰέὫὥὶþὸάέ ὨὩὰ Ὢὥὧὸέὶ ὨὩ ὥόάὩὲὸέ

ÌÏÇὔ

ÌÏÇὯ
 

 
Naturalmente, cualquier figura que admita ser subdividida en un número finito de partes 
todas congruentes entre sí y que sean una copia reducida del objeto original por un factor 

de contracción  ρὯϳ  debe satisfacer la expresión .Ë  Ὧ  O Ὠ   . 
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Ahora bien, la dimensión fractal autosimilar Ὠ, es el único valor que satisface la ecuación 
anterior. Por la finalidad de este trabajo se adoptará la idea de dimensión fractal 
autosimilar.  
 
A continuación, se presenta la dimensión fractal de algunos fractales mencionados 
anteriormente. 
 

La dimensión fractal del triángulo de Sierpinski es:  Ὠ   ḙρȟυψτ   

 
Particularmente, en la formación del triángulo de Sierpinski, se toma el triángulo original y 

se divide a una escala de  ρςϳ , así que Ὧ ς, luego de este proceso se obtienen σ 
triángulos es decir ὔς σ.  
 

La dimensión fractal del conjunto de Cantor es:  Ὠ   ḙπȟφσ   

 
En la construcción del conjunto de Cantor, se toma un segmento y se divide a una escala 
de  ρσϳ , así que Ὧ σ, luego de este proceso se obtienen ς segmentos, es decir: ὔσ ς  
Lo cual indica que no se trata de un segmento, luego su dimensión es menor que uno y 
tampoco es un punto, luego su dimensión es mayor que cero. 
 

La dimensión de la curva de Hilbert es: Ὠ   ḙς   

 
En la construcción de la de Hilbert el cuadrado inicial se divide en tres partes Ὧ ς, luego 

de lo cual se obtienen 4 cuadrados, es decir, ὔς τ, luego la dimensión fractal de la 
curva de Hilbert es 2.  
 

La dimensión de la curva de Koch es: Ὠ   ḙρȟςφς  

  

En la construcción de la curva de Koch el segmento inicial se divide en tres partes Ὧ σ, 
luego de lo cual se obtienen 4 segmentos, es decir, ὔσ τ, luego la dimensión fractal 
de la curva de Koch es aproximadamente 1,262.  
 
 

 

 



 

 
 

3.  Aspectos Curriculares y Didácticos 

En este capítulo se abordan los aspectos curriculares y didácticos que se consideran 
necesarios al respecto del proceso de enseñanza y aprendizaje del concepto de 
semejanza usando objetos geométricos de tipo fractal en grado noveno. Los aspectos 
curriculares están orientados por los Lineamientos Curriculares, los Estándares Básicos 
de Competencias en Matemáticas y los Derechos Básicos de Aprendizaje del Ministerio de 
Educación Nacional, quien los ha propuesto como estrategias y herramientas que 
conlleven al mejoramiento de la calidad educativa del país y que sean útiles en las 
instituciones educativas para orientar los procesos académicos.  
 
Por otro lado, los aspectos didácticos están orientados por la construcción del pensamiento 
geométrico siguiendo el modelo de Van Hiele, la enseñanza de la semejanza, los objetos 
fractales y la importancia de los recursos tecnológicos en el aula de clase. Para el diseño 
y evaluación de las actividades se ha tomado como referencia los planteamientos del 
modelo para el desarrollo y evaluación de competencias académicas DECA22. 
 

3.1 Aspectos curriculares 

3.1.1. Lineamientos curriculares de Matemáticas 

 
Este documento propuesto por el MEN (Ministerio de Educación Nacional, 1998) presentó 
una propuesta de renovación curricular que se basa en tres aspectos básicos para el 
planteamiento del currículo de matemáticas, el primero incluye aspectos generales 
relacionados con el aprendizaje: El razonamiento, el planteamiento y resolución de 
problemas, la comunicación, la modelación; la elaboración, la comparación y la ejercitación 
de procedimientos. El segundo aspecto está basado en conocimientos específicos que 
desarrollan el pensamiento matemático relacionados con el desarrollo del pensamiento 
numérico, espacial y métrico, aleatorio y variacional y cada uno de éstos asociado a un 
sistema propio de las matemáticas (sistemas numéricos, sistemas geométricos, sistemas 
de medidas, sistemas de datos y sistemas algebraicos y analíticos). El tercer aspecto está 
basado en el contexto que rodea al estudiante y le da sentido a las matemáticas que 
aprende (situaciones problema de la vida diaria, de la matemática y de otras áreas).   
 

                                                
 

22 La Práctica Docente a Partir del Modelo DECA y La Teoría De Las Situaciones Didácticas. 
(Guerrero, Sanchez, & Lurduy, 1992) 
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Es de interés específico para el desarrollo del presente trabajo, el abordar el desarrollo del 
pensamiento espacial y los sistemas geométricos en grado noveno, sin dejar de lado el 
desarrollo del pensamiento numérico y el variacional.  
 
En los Lineamientos Curriculares se sigue la idea de que el desarrollo del pensamiento 
espacial avanza desde un espacio intuitivo relacionado con la capacidad de interactuar con 
objetos reales mediante la manipulación, pudiendo realizar desplazamientos, cálculos, 
mediciones, hasta llegar a un espacio conceptual o abstracto relacionado con la capacidad 
de representar dichos objetos y realizar razonamientos sobre ellos.  Del mismo modo, la 
geometría debe estar encaminada al desarrollo de la percepción espacial y de las 
intuiciones sobre las figuras bidimensionales y tridimensionales, vista como una 
herramienta para entender el mundo que nos rodea, interpretarlo y argumentarlo.  
 

3.1.2. Estándares básicos de competencias en Matemáticas 

  
En el documento de los Estándares Básicos de Competencias de Matemáticas (Ministerio 
de Educación Nacional, 2006) se propone respecto a las relaciones de congruencia y 
semejanza, siguiendo la coherencia vertical, el desarrollo de las siguientes competencias: 

 

 
 
Para los grados décimo y undécimo no se aborda específicamente la semejanza, sin 
embargo, este concepto está presente en múltiples situaciones, por ejemplo, en la 
trigonometría y en problemas de máximos y mínimos. 
 
Ahora bien, para el caso que nos ocupa, la semejanza a través de los fractales requiere 
disponer no solo del manejo de los sistemas geométricos en cuanto a la semejanza de 
formas bidimensionales y tridimensionales sino además del pensamiento numérico y del 
pensamiento variacional. Al respecto del numérico, temáticas relacionadas con razones y 
proporciones y con relación al pensamiento variacional las secuencias geométricas. 
 

Primero a 
Tercero

•Reconozco la congruencia  y la semejanza entre figuras (ampliar, reducir).

Cuarto a 
Quinto

•Identifico y justifico relaciones de congruencia  y de semejanza entre figuras.

Sexto a 
Séptimo

•Resuelvo y formulo problemas que involucren relaciones y propiedades de semejanza y congruencia usando 
representaciones  visuales.

Octavo a 
Noveno

•Conjeturo y verifico propiedades de congruencias  y semejanzas entre figuras bidimensionales y entre 
objetos tridimensionales en la solución de problemas.

•Aplico y justifico criterios de congruencias y semejanza entre triángulos en la resolución y formulación de 
problemas.
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Las competencias propuestas desde los Estándares básicos de Competencias en 
Matemáticas relacionadas con el pensamiento numérico se encaminan a la resolución de 
problemas y simplificación de cálculos usando propiedades de los números reales, las 
relaciones y operaciones entre ellos, incluyendo en este camino el contenido matemático 
razones y proporciones en los que se propone su manejo desde grado primero hasta grado 
séptimo únicamente, como se muestra a continuación. 

 

 
 
Al respecto del pensamiento variacional, se propone el contenido matemático relacionado 
con secuencias numéricas y geométricas, orientado al desarrollo de las siguientes 
competencias:  
 

 
 
Finalmente se identifica que desde los Estándares Básicos de Competencias en 
Matemáticas los criterios a los cuales se debe orientar el desarrollo del concepto de 
semejanza y los conceptos que se consideran asociados a éste, están dirigidos hacia la 
verificación y formulación de conjeturas de propiedades de semejanza en objetos 
bidimensionales y tridimensionales, haciendo uso de la resolución de problemas y cálculos 
numéricos que involucren números reales en la modelación de situaciones de variación, 
en busca de comprender un poco más el mundo que nos rodea. 
 

Primero a 
Tercero

•Resuelvo y formulo problemas en situaciones de variación proporcional. 

Cuarto a 
Quinto

•Resuelvo y formulo problemas en situaciones de proporcionalidad directa, inversa y producto de medidas.

•Modelo situaciones de dependencia mediante la proporcionalidad directa e inversa.

Sexto a 
Séptimo

•Justifico el uso de representaciones y procedimientos en situaciones de proporcionalidad directa e inversa.

Octavo a 
Noveno

•Resuelvo problemas y simplifico calculos usando propiedades y relaciones de los números reales y de las 
relaciones y operaciones entre ellos.

Primero a 
Tercero

• Construyo secuencias numéricas y geométricas utilizando propiedades de los números y de las figuras 
geométricas.

Cuarto a 
Quinto

•Predigo patrones de variación en una secuencia numérica, geométrica o gráfica. 

Sexto a 
Séptimo

•Describo y represento situaciones de variación relacionando diferentes representaciones (diagramas, expresiones 
verbales generalizadas y tablas).

Octavo a 
Noveno

•Modelo situaciones de variación con funciones polinómicas.

Decimo a 
Undécimo

•Utilizo las técnicas de aproximación en procesos infinitos numéricos.
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3.1.3. Derechos básicos de aprendizaje DBA 

 
Ahora bien, todo este entramado conceptual planteado en los Lineamientos Curriculares y 
en los estándares básicos de calidad se presenta de una forma puntual para trabajar desde 
el aula de clase en el documento de los DBA (Medina Pulido, y otros, 2016), los cuales 
están constituidos como un conjunto de aprendizajes estructurales que deben aprender los 
estudiantes de la educación básica desde transición hasta grado undécimo. 
 
Al respecto de la semejanza y sus conceptos asociados, para grado noveno se establecen 
los siguientes derechos básicos de aprendizaje: 
 

 
 
La estructura teórica que nos aporta los documentos analizados (Lineamientos 
curriculares, Estándares básicos de Matemáticas y Derechos Básicos de Aprendizaje) nos 
brinda una ruta de enseñanza que promueve la consecución de aprendizajes a través de 
la articulación de conocimientos, habilidades y actitudes que deben ser adaptados y 
aplicados en el aula de clase. 
 

3.2 Aspectos didácticos 

3.2.1.  El modelo de Van Hiele  

 
El modelo de Van Hiele surge de las investigaciones de la pareja Pierre Marie Van Hiele y 
Dina Van Hiele-Geldof, quienes en este modelo exponen como el estudiante va recorriendo 
unos niveles de pensamiento y conocimiento en su comprensión de la geometría, teniendo 
en cuenta que solo al alcanzar un nivel se puede pasar al siguiente, sin estar asociados a 
la edad. 
 
El modelo de Van Hiele citado por (Fouz, 2001) considera cinco niveles de desarrollo del 
pensamiento geométrico que muestran un modo de estructurar el aprendizaje de la 
geometría y de razonar, estos niveles de razonamiento son: 

DBA 3

• Utiliza los números reales, sus operaciones, relaciones y representaciones para analizar procesos infinitos y 
resolver problemas.

DBA 4

•Identifica relaciones de congruencia y semejanza entre las formas geométricas que configuran el diseño de un 
objeto.

DBA 5

•Utiliza teoremas, propiedades y relaciones geométricas (teorema de Thales y el teorema de Pitágoras) para 
proponer y justificar estrategias de medición y cálculo de longitudes.

DBA 6

•Conjetura acerca de las regularidades de las formas bidimensionales y tridimensionales y realiza inferencias a 
partir de los criterios de semejanza, congruencia y teoremas básicos.

DBA 9

•Utiliza procesos inductivos y lenguaje simbólico o algebraico para formular, proponer y resolver conjeturas en la 
solución de problemas numéricos, geométricos, métricos, en situaciones cotidianas y no cotidianas.
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El Nivel 1. Es el nivel de la visualización o reconocimiento, en el que el estudiante identifica 
figuras como un todo unificado, pero no evidencia relaciones entre las partes que 
componen las figuras. Los objetos sobre los cuales los estudiantes razonan son clases de 
figuras reconocidas visualmente como de “la misma forma”, no reconocen de forma 
explícita componentes o propiedades de los objetos a estudiar.  
 
El Nivel 2. Es un nivel de análisis, de conocimiento de las características de las figuras y 
de sus propiedades básicas, estas propiedades son identificadas a través de 
observaciones efectuadas durante trabajos prácticos como mediciones, dibujos y 
construcción de modelos. De manera informal pueden describir las figuras por sus 
propiedades, pero no relacionarlas, recurren a características generales de clases de 
objetos que se relacionan con objetos particulares. 
 
El Nivel 3. Llamado de ordenamiento o de clasificación. Las relaciones entre las figuras y 
sus elementos se perciben con mayor claridad. Los estudiantes pueden clasificar figuras 
jerárquicamente mediante la identificación de sus propiedades, con lo cual se llega a 
justificar dichas clasificaciones. Se establecen conexiones lógicas a través de la práctica y 
el razonamiento. En este nivel, los objetos sobre los cuales razonan los estudiantes son 
las propiedades de clases de figuras. 
 
El Nivel 4. Es de razonamiento deductivo; en él se entiende el sentido de los teoremas y 
las definiciones, pero aún no se hacen razonamientos abstractos, ni se entiende 
suficientemente el significado del rigor de las demostraciones. 
 
El Nivel 5. Es el de rigor. Se realiza un razonamiento de forma rigurosa, mediante un 
análisis deductivo. Los estudiantes razonan formalmente sobre axiomas, teoremas, 
definiciones, pueden abordar conceptos geométricos sin necesidad de recurrir a ejemplos. 
 
Fouz (2001) en su análisis del modelo Van Hiele presenta las características de los niveles, 
la primera de ellas es que éstos son recursivos, es decir, los conocimientos que son 
implícitos en un nivel pasarán a ser explícitos en el siguiente nivel, idea que presenta 
mediante la siguiente tabla y en la que no incluye el nivel 5.   
 
Tabla 3-1: Recursividad en los niveles de Van Hiele propuesto por Fouz (2001). 

 ELEMENTOS EXPLÍCITOS ELEMENTOS IMPLÍCITOS 

NIVEL 1 Figuras y objetos. Partes y propiedades de las figuras y objetos. 

NIVEL 2 Partes y propiedades de las figuras y 
objetos. 

Implicaciones entre propiedades de figuras y 
objetos. 

NIVEL 3 Implicaciones entre propiedades de figuras 
y objetos. 

Deducción formal de teoremas. 

NIVEL 4 Deducción formal de teoremas. Relación entre los teoremas (sistemas 
axiomáticos). 

 
La segunda característica es el mejoramiento del lenguaje en cada nivel, Fouz señala que 
se trata de ampliar las capacidades referidas al lenguaje matemático en cada nivel. 
 

Nivel 1.  

Reconocimient
o -

visualización

Nivel 2.

Análisis

Nivel 3. 

Orden o 
clasificación

Nivel 4. 

Deducción 
formal

Nivel 5. 

Rigor
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En el modelo de Van Hiele también se describen aspectos relacionados al cómo organizar 
las actividades que se deben proponer para alcanzar un determinado nivel, las fases de 
aprendizaje que se proponen son: 

 
En cada nivel se debe pasar por estas cinco fases, iniciando por la formulación de 
preguntas que permitan identificar los conocimientos previos de los estudiantes, 
continuando con la fase de orientación dirigida en la que se pretende que los estudiantes 
identifiquen y comprendan el contenido y sus características. En la siguiente fase se debe 
orientar al estudiante hacia la interacción para realizar un intercambio de ideas con otros 
compañeros. Llegando así a la fase en la que se requiere el planteamiento de actividades 
de mayor complejidad en las que sea necesario usar un vocabulario un poco más técnico 
de acuerdo al contenido abordado. Finalmente, la fase siguiente requiere de la síntesis de 
los conocimientos adquiridos, además permite continuar con el siguiente nivel.   
 
A continuación, se describe cada fase en detalle: 
 
Fase 1. En esta fase a través de preguntas planteadas de forma oral o escrita se pretende 
identificar los conocimientos previos del estudiante. Se busca claridad acerca del punto de 
inicio y el camino a seguir.    
 
Fase 2. En esta fase a través de orientación dirigida se deben diseñar actividades que 
permitan al estudiante comprender, asimilar y aplicar ideas, conceptos, propiedades y 
relaciones. 
 
Fase 3. En esta fase se busca que los estudiantes interactúen, compartan ideas, 
experiencias y puntos de vista. El profesor debe ser un orientador del proceso y estar 
atento de la identificación de errores en el aprendizaje.  
 
Fase 4. En esta fase se busca el planteamiento de actividades más complejas en cuanto 
a contenido y manejo del lenguaje técnico, recurriendo a situaciones problema en las que 
se requiera para su solución el razonamiento y la justificación de sus resultados.    
 
Fase 5. Finalmente se sintetizan los contenidos trabajados en las fases anteriores, 
buscando formar nuevos conocimientos, para seguir avanzando en los niveles.   
 
En síntesis, vemos que el Modelo de Van Hiele muestra la evolución del razonamiento 
geométrico y el tipo de actividades que se pueden emplear para inducir a los estudiantes 
al razonamiento geométrico, teniendo claro que no todos los estudiantes aprenden al 
mismo ritmo y que el nivel de razonamiento que se alcanza de un concepto no es 
necesariamente el mismo alcanzado en otro concepto. Este modelo estructura cinco 
niveles de razonamiento con cinco fases de aprendizaje cada uno. 
 
 

FASE 1.  
PREGUNTAS

(INFORMACIÓN)

FASE 2. 
ORIENTACIÓN 

DIRIGIDA

FASE 3. 
EXPLICACIÓN 

(EXPLICITACIÓN)

FASE 4. 
ORIENTACIÓN 

LIBRE

FASE 5. 
INTEGRACIÓN
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3.2.2.  Enseñanza de la semejanza 

 
La semejanza es un concepto que puede tener diversas interpretaciones, a continuación 
se abordará tomando como referente los planteamientos acerca de la aproximación al 
concepto de semejanza en (Escudero, 2005). 
 
La semejanza, como objeto matemático, es una transformación geométrica que tiene 
lugar ya sea en el plano o en el espacio. Dicha transformación es el producto de una 
homotecia por uno o varios movimientos (traslaciones o rotaciones), manteniendo siempre 
propiedades características que son:   
 

1. La conservación de los ángulos, es decir, los ángulos homólogos son congruentes. 
2. La relación proporcional entre los lados respectivos u homólogos, teniendo en 

cuenta que a puntos alineados en la figura original corresponden puntos alineados 
en igual orden en la figura homotética.  

 
En relación con la semejanza, como objeto de enseñanza, Escudero (2005) señala la 
importancia de identificar las distintas aproximaciones al concepto de semejanza, las 
formas de representación y el tipo de actividad propuesta en las tareas.  
 
En cuanto a las aproximaciones a la semejanza como objeto de enseñanza, Lemonidis 
(1991) citado por Escudero (2005) identifica tres momentos distintos en el concepto de 
semejanza, desde los que se pueden hacer tres aproximaciones.  
 
La semejanza como relación intrafigural: esta aproximación se caracteriza por presentar 
una correspondencia entre los elementos de las figuras a relacionar, es decir, los 
elementos de una figura relacionados con los correspondientes de su semejante. En esta 
aproximación no se presenta la idea de transformación.  Se destacan dos tipos de 
representación, el primero relacionado con figuras que están dispuestas en configuración 
de Thales, en las que se ponen en consideración los aspectos de proyección y homotecia 
con sus correspondientes razones. El segundo tipo se presenta cuando las figuras 
aparecen como figuras separadas.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figura 3-1: Representación de figuras semejantes con aspecto de proyección y de 

homotecia. 
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La semejanza como transformación geométrica: En esta aproximación la semejanza 
aparece con la idea de transformar una figura en otra, de tal manera que se percibe como 
una aplicación de los puntos del plano en él mismo.  
 
La semejanza como objeto matemático: es la aproximación en la que se identifica una 
transformación geométrica, caracterizada porque hay una operación en la que se busca el 
resultado de la composición de dos o más transformaciones. 
 
En caso de que la aproximación al concepto no sea dentro de la relación intrafigural, solo 
se tendrá en cuenta si las figuras están en disposición homotética o se consideran como 
figuras separadas. 
 

Figura 3-2: Figuras en disposición homotética. 

 
 
Las aproximaciones anteriores se pueden interpretar a través de dos conceptos de 
semejanza, de apariencia inicialmente distinta, pero de fondo equivalentes, el primero 
como una relación intrafigural y el segundo como una transformación geométrica. 
 
En relación con las formas de representación distingue las situaciones problema, el 
material concreto y los diversos tipos de lenguaje, natural, simbólico, numérico. 
 
En cuanto al tipo de actividades propuestas distingue aquellas tareas que requieren 
calcular y para las cuales establece subcategorías, en las que hay ausencia de valores 
numéricos, las de tipo comparación y las mixtas; las tareas que requieren construir y las 
tareas que requieren demostrar o justificar. 
  
Por su parte Godino23 identifica dos niveles de razonamiento en el concepto de semejanza 
de figuras en dos y tres dimensiones:  
 
Nivel 0. Se refiere a un nivel inicial que es estrictamente visual y posiblemente no será 
preciso. 
 
Nivel 1. En el que los alumnos pueden iniciar a realizar medidas de ángulos, longitudes de 
lados, calcular áreas y volúmenes de los sólidos que sean semejantes, encontrando 
relaciones entre formas semejantes.  
 
Finalmente, Godino concluye que el estudio de la semejanza de figuras está 
estrechamente relacionado con el estudio del razonamiento proporcional. 

                                                
 

23 Juan D. Godino Matemáticas y su didáctica para maestros.Pág.557 febrero de 2002 
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3.2.3.  Errores asociados al aprendizaje de la semejanza  

En el proceso de construcción de los conceptos matemáticos la identificación dificultades 
o de posibles errores permite que puedan ser corregidos en el planteamiento de las 
actividades o utilizados como herramienta de reflexión y motivación hacia el aprendizaje. 
Se utilizará para nuestro análisis la clasificación de errores en matemáticas dada por 
Radatz (1979) citado por (Rico, 1995): 
 

1. Errores debidos a dificultades en el lenguaje: Se evidencian errores de traducción 
del lenguaje natural al lenguaje matemático, relacionados con símbolos, conceptos 
y vocabulario. 

 

2.  Errores debidos a dificultades para obtener información espacial: Se evidencian en 
la interpretación errónea de representaciones gráficas de situaciones geométricas. 

 

3. Errores debidos a un aprendizaje deficiente de hechos, destrezas y conceptos 
previos: Se evidencia en la insuficiencia de conocimiento sobre contenidos, 
algoritmos y procedimientos matemáticos, para abordar una situación. 

 

4. Errores debidos a asociaciones incorrectas o a rigidez del pensamiento: Se 
evidencian en la asociación y aplicación de los mismos esquemas de pensamiento 
a situaciones que han sido modificadas, pueden ser de tipo asociación, 
interferencia, asimilación y transferencia negativa. 

 

5. Errores debidos a la aplicación de reglas o estrategias irrelevantes: Surge por la 
aplicación de estrategias similares en contenidos diferentes. 

 
Específicamente en el proceso de construcción del concepto de semejanza (Millán 
Villegas, 2010), realiza una clasificación en la que identifica algunos errores asociados a 
dicho concepto y los relaciona con las anteriores categorías.  En la siguiente tabla se han 
tomado únicamente los errores que a nuestro parecer son evidentes y muy recurrentes en 
la construcción del concepto de semejanza.    
 
Tabla 3-2: Errores asociados al aprendizaje de la semejanza. 

 
CLASE DE ERROR 

 
ERROR ASOCIADO A LA SEMEJANZA 

Errores debidos a dificultades en el lenguaje: 
Interpretación inadecuada de términos como: doble, triple, 
mitad. 

Errores debidos a dificultades para obtener 
información espacial 

Dificultad en la representación geométrica de situaciones 
problema de semejanza. 

Falta de identificación de relación entre representaciones y los 
movimientos asociados a la semejanza. 

Errores debidos a un aprendizaje deficiente de 
hechos, destrezas y conceptos previos 

Deficiencia en el uso de términos como: perímetro, área, 
longitud, radio, razón. 

Aplicación errónea del concepto de semejanza o no verificación 
completa del concepto.  

Errores debidos a asociaciones incorrectas o a rigidez 
del pensamiento 

Aplicación de estrategias aditivas a procesos multiplicativos. 

Errores debidos a la aplicación de reglas o estrategias 
irrelevantes 

Aplicación errónea del teorema de Thales. 
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La identificación del error servirá de herramienta de reflexión y motivación en el proceso 
de enseñanza y aprendizaje, tanto para el estudiante como para el docente servirá para 
retroalimentar y mejorar los resultados, además, será utilizado como herramienta de 
análisis en la interpretación de las actividades aplicadas.  

3.2.4.  Los fractales y la semejanza 

 
Los objetos fractales serán una herramienta de motivación para la enseñanza de la 
semejanza, nos aportan formas visualmente llamativas, además permiten acercarnos a un 
contexto real en el que cobra significado el concepto a través de diferentes formas de la 
naturaleza. Recurriremos especialmente a su característica de autosemejanza para 
motivar a la comprensión de la semejanza y otros conceptos asociados a esta.   
 
Los fractales, objetos de nuestro interés, son figuras geométricas irregulares generadas a 
través de procesos recursivos, cuya característica principal es la autosemejanza, es decir, 
que la totalidad de la figura es exactamente similar a una parte de sí misma y cuya 
dimensión es no entera, es decir, no posee dimensiones usuales como la línea (una 
dimensión), el plano (dos dimensiones) o el espacio (tres dimensiones), son figuras que 
pueden tener dimensiones intermedias.  
 
Dado que el objetivo central es la enseñanza de la semejanza de figuras planas mediante 
el recurso de los fractales, nos centraremos en su característica de autosemejanza para la 
configuración de la secuencia didáctica a través de métodos dinámicos haciendo uso de 
la herramienta GeoGebra, como también a través de métodos estáticos, es decir, sin 
recurrir a movimientos en el plano, pero siempre manteniendo el proceso de recursividad. 
 

3.2.5.  Diseño y elaboración de las actividades de aprendizaje 

 
Las actividades de enseñanza – aprendizaje que componen la unidad didáctica se 
fundamentan en los planteamientos del grupo DECA citado por (Guerrero, Sanchez, & 
Lurduy, 1992) quien de acuerdo con la función de las actividades propone que una 
secuencia didáctica debe incluir actividades de iniciación e introducción, actividades de 
desarrollo y reestructuración, actividades de aplicación y profundización y actividades de 
evaluación. 
 

Á Las actividades de iniciación e introducción se presentan con la finalidad de 
que el estudiante exteriorice sus ideas previas sobre los contenidos que se van a tratar en 
la unidad didáctica, identifique la necesidad de ampliar sus conocimientos o transformarlos, 
de tal manera que sea forzado a crear un cambio de esquemas de pensamiento. 
 
En este tipo de actividades el profesor debe generar unos indicadores empíricos basados 
en su experiencia docente, en la teoría curricular adoptada (por ejemplo, los estándares 
curriculares) y en el conocimiento matemático a generar en los estudiantes. 
 

Á Las actividades de desarrollo y reestructuración tienen la función de permitir la 
reflexión sobre la utilidad de adquirir nuevos conocimientos, comparar con los 
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conocimientos anteriores, comprobar sus ventajas y producir el cambio deseado en los 
esquemas mentales como consecuencia de la superación del conflicto cognitivo 
evidenciado en las actividades de iniciación. La construcción del conocimiento por parte 
del estudiante se genera bajo la tutoría y orientación del profesor y la interacción con sus 
compañeros. 
 

Á Las actividades de aplicación y profundización tienen la función de aplicar los 
conocimientos adquiridos a otras situaciones y ampliar el conocimiento conseguido, para 
trabajar sobre nuevos contextos. 
 

Á Todas las actividades planteadas permiten identificar los progresos de los 
estudiantes, así la evaluación va a ser progresiva dentro de todo el proceso. Pero las 
actividades de evaluación específicamente pretenden revisar el proceso en su conjunto, 
sirven para conocer el progreso de los estudiantes, para permitir que los estudiantes 
conozcan la utilidad de lo aprendido, expresen y argumenten sus aprendizajes.  
 
El grupo DECA citado por (Guerrero, Sanchez, & Lurduy, 1992) propone que las 
actividades presenten unas características básicas:  por un lado que permitan pasar de 
una manera natural de una fase inicial a una más avanzada, como también, de lo concreto 
a lo abstracto y por otro lado que el docente asuma el papel de orientador del proceso y el 
estudiante sea el principal agente de las actividades. 
 
Las actividades deben motivar la investigación y la exploración; además, deben incluir 
variedad de contextos, que esten lo suficientemente cerca de los conocimientos de los 
estudiantes, de tal manera que favorezcan el trabajo individual y el trabajo en equipo 
facilitando la argumentación y la valoración de distintos puntos de vista. 
 
Se pretende desarrollar en el estudiante la habilidad de pensar y actuar con flexibilidad a 
partir de lo que sabe, es decir, desarrollar la habilidad que tiene un sujeto para construir 
una representación coherente del aprendizaje, relacionarlo con sus conocimientos previos 
y reflexionar sobre este para aplicarlo en la solución de problemas.   
 
El docente debe ser un facilitador, su objetivo es proponer actividades de experiencias de 
desempeño que amplíen la comprensión del estudiante, de vez en cuando puede realizar 
una clase expositiva o de prueba, pero este tipo de actividades no es central en el proceso, 
pueden ser utilizadas únicamente como apoyo. 
 

3.3 Tecnologías digitales en la enseñanza 

 
El desarrollo digital que vivimos en la actualidad obliga a que la educación sea repensada 
en cuanto a estrategias, contenidos y habilidades que los estudiantes deben aprender, 
buscando que los estudiantes desarrollen competencias para resolver los problemas 
dentro del ambiente escolar y fuera de él.  Al respecto, Santos Trigo (2015) afirma que la 
competencia digital se refiere a que los estudiantes desarrollen habilidades en el uso de 
tecnología, en la resolución de problemas, incluyendo tecnologías con propósitos múltiples 
como Powerpoint o pizarrones interactivos y aquellas diseñadas para realizar tareas 
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matemáticas como los sistemas de geometría dinámica (GeoGebra) o los sistemas de 
algebra computacional. 
 
Se debe promover en el aula una cultura digital en la que se valore la reflexión matemática 
y el trabajo en equipo orientados al manejo de recursos y la resolución de problemas, 
teniendo en cuenta que muchas de las actividades diarias de los individuos están siendo 
permeadas por la tecnología. 
 
Los recursos tecnológicos en el aula de clase como el computador, el celular o la Tablet 
pueden ser adoptados por el docente y el estudiante como instrumentos de apoyo para el 
proceso de aprendizaje y la construcción de conocimientos.  
 
En el mismo camino el docente debe ser consiente de los diferentes recursos, visuales, 
auditivos, gráficos que tiene a su alcance y todas las posibilidades que brindan en la 
construcción de conocimientos. Al respecto (Cabero & Duarte, 1999) afirman que: “los 
medios multimedia, permiten la presentación al sujeto de diferentes tipos de códigos y 
lenguajes, que van desde los textuales hasta los icónicos sonoros e icónicos visuales, tanto 
de forma estática como dinámica”, lo cual puede repercutir en que el estudiante obtenga 
información de diferentes fuentes de códigos en un mismo espacio, así que se debe 
orientar hacia el buen uso de dicha información y la depuración de la misma. 
    
Entre tanto también se hace necesario tener en cuenta las limitaciones que se dan en el 
uso de este tipo de herramientas, como lo mencionan Cabero y Duarte (1999), quienes 
identifican limitaciones al respecto de las características tecnológicas, de las 
características personales de los usuarios, de las perspectivas didácticas, metodológicas 
y organizativas. A continuación, se presenta una adaptación pretendiendo recoger las 
limitaciones de cada dimensión antes mencionada: 
 
Limitaciones de carácter tecnológico, evidenciadas en:  
 
Á Problemas de desorientación y desbordamiento cognitivo. Lo cual repercute en 
perdida de información y conocimientos, dado que el estudiante no es capaz de recordar 
el proceso llevado a cabo. 
Á Aplicaciones o programas construidos bajo principios técnicos y estéticos, con bajo 
nivel educativo y didáctico. 
 
Limitaciones por parte de los estudiantes, evidenciadas en: 
 
Á En el desconocimiento de la herramienta tecnológica, lo cual incide en la dificultad 
para el manejo de la herramienta.  
Á Falta de motivación causada por el bajo interés por aprender y la idea de que el 
aprendizaje debe ser de tipo memorístico. 
Á Desinterés a causa del exceso de información. 
 
Limitaciones metodológicas y didácticas evidenciadas en:  
 
Á Falta de software diseñado para abordar contenidos educativos significativos. 
Á Exceso de software con características conductistas. 
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Limitaciones de carácter organizativo: 
  
Á Falta de herramientas adecuadas en instituciones educativas. 
Á Falta de disposición por parte de los docentes hacia la inclusión de herramientas 
tecnológicas en el aula de clase. 
 
Por otro lado, también se hace necesario identificar y reflexionar acerca de las limitaciones 
en el uso de medios tecnológicos en el ámbito educativo, también se hace necesario 
identificar sus ventajas y diversas posibilidades que enriquecen la enseñanza. Al respecto 
Cabero y Duarte (1999), identifican las siguientes ventajas: 
    
Á La posibilidad de una mayor adaptación a las características, actitudes y aptitudes 
de los estudiantes. 
Á La posibilidad de una mayor adaptación a las características del contenido en sí, 
ofreciendo un mismo concepto desde diferentes sistemas de representación. 
Á Hace posible la interconexión de información de diferente índole y naturaleza. 
Á Facilita el acceso a la información con el menor retardo de tiempo. 
Á Actitudes positivas que inicialmente despiertan en el estudiante aprendizaje 
colaborativo, 
Á Desarrolla la aplicación de nuevas estrategias de aprendizaje, no basadas en el 
aprendizaje memorístico.     
Á Brinda posibilidades para la exploración de patrones y regularidades y la 
formulación de conjeturas. 
 

3.3.1.  El software GeoGebra 

 
Las anteriores ventajas así descritas, se adaptan y describen de forma adecuada al 
software educativo Geogebra, el cual es un programa informático que está dirigido a la 
enseñanza y el aprendizaje autónomo, por tanto, ayuda en la adquisición de conocimientos 
y a la ampliación de habilidades.   
 
Éste es un software de matemáticas dinámicas, útil en todos los grados de la educación 
básica, media y universitaria, que recopila ramas de esta como: geometría, álgebra, 
cálculo, y estadística. Además, permite reconocer formas geométricas y sus propiedades, 
trazar gráficas de funciones, trazar construcciones geométricas dinámicas, identificar 
patrones, realizar y verificar conjeturas, y solucionar situaciones problema; por tanto, 
vemos que Geogebra promueve en el usuario el desarrollo del pensamiento crítico, el 
razonamiento lógico matemático y el razonamiento numérico.  
 
Otras ventajas de usar este software son:  

Á Promueve la comprensión creativa de los conceptos matemáticos.  
Á Presenta una amplia y completa gama de elementos de geometría y álgebra,  
Á Es dinámico e interactivo. Es de fácil acceso, dado que para adquirirlo solo hace 
falta tener un dispositivo (celular, Tablet, computador).  
Á Puede ser trabajado en línea, sin necesidad de descargas.  
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Á Su interfaz es clara, es decir, utiliza un conjunto de objetos, gráficos e iconos que 
facilitan la comunicación con el usuario, aunque para principiantes es necesario tener un 
tutor que oriente el acceso al software; esto último, podría convertirse en una desventaja. 
 
Ahora bien, aunque se han señalado aspectos positivos del uso del Geogebra, es de anotar 
que se debe tener cuidado al realizar algunas construcciones, pues como este software es 
un "instrumento físico" puede haber errores imperceptibles lo cual podría ser otra 
desventaja.   Para citar un ejemplo, en Geogebra es posible construir polígonos regulares 
de cualquier número de lados, lo cual no es posible con la regla y el compás bajo las 
condiciones clásicas y formales, dado que los polígonos regulares construibles con regla 
y compás deben tener un numero de lados igual a ὲ  ςὖ ὖȣὖ, donde los ὖ son 

llamados primos de Fermat y son de la forma ς ρȢ  Así, construcciones producidas por 
la tecnología pueden generar en el estudiante una inadecuada percepción de las 
construcciones de los polígonos regulares, asimilando de forma equivocada que se podría 
construir cualquier polígono regular con regla y compás al igual que sucede con el uso de 
dicha herramienta.   
 
Para el desarrollo de este material educativo, se toma como herramienta tecnológica 
principal el software dinámico GeoGebra, el cual permite que a partir de las construcciones 
geométricas de los objetos fractales se pueda observar una de sus características 
esenciales, como es la autosemejanza, además de la identificación de regularidades a 
diferentes escalas y la verificación de conjeturas al respecto de áreas y perímetros. 
 
A continuación, se presenta una aproximación a algunos objetos fractales realizados con 
el software dinámico GeoGebra. 
 
 
Figura 3-3: Fractales en GeoGebra. 

  
Es de anotar que las figuras son figuras bidimensionales de la geometría tradicional, pero 
que nos sirven como referencia para intentar visualizar las características de un Fractal. 
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4. Propuesta Didáctica para la Enseñanza de 
la Semejanza a través del uso de Formas 
Geométricas de tipo Fractal 

Como se podrá observar, las actividades están diseñadas pretendiendo que según los 
estándares básicos de calidad permitan conjeturar y verificar propiedades de congruencias 
y semejanzas entre figuras bidimensionales en la solución de problemas, haciendo uso de 
objetos de tipo fractal como herramienta de motivación.  El papel del docente en el 
desarrollo de las actividades es de guía u orientador y al finalizar las actividades es quien 
orienta la síntesis a partir del trabajo, observaciones y la conceptualización e identificación 
de propiedades trabajadas por los estudiantes. 
 
Es de anotar que para las actividades se hará uso de recursos que apoyarán el desarrollo 
de las actividades y la adquisición de conocimientos, y que servirán de facilitadores en el 
proceso de enseñanza y aprendizaje. Entre los recursos manipulativos intangibles se hará 
uso de formas geométricas, recursos gráficos, expresiones simbólicas, expresiones 
numéricas y entre los recursos manipulativos tangibles tenemos fichas, reglas, 
transportador, papel. Entre los recursos de tipo tecnológico se hará uso del software de 
geometría dinámica GeoGebra, videos tutoriales, páginas web de consulta y profundización 
sobre la semejanza, los fractales y sus características 

4.1 Estructura de la secuencia didáctica 

 
Tomando como referencia los aspectos históricos, disciplinares, curriculares y didácticos 
relacionados en los capítulos anteriores, se describe a continuación la estructura de la 
secuencia de enseñanza que permite un acercamiento y motivación al desarrollo del 
concepto de semejanza y sus propiedades para el grado noveno, tomando como 
herramienta objetos de tipo fractal y que se evidenciará a través de las actividades de 
aprendizaje propuestas en este trabajo. 
  
. 
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Tabla 4-1: Estructura de la secuencia de enseñanza del concepto de semejanza. 

 
Estructura24 de la secuencia de enseñanza del concepto de semejanza 

 

 
ACTIVIDAD 

 
INTENCIÓN COMPETENCIAS DESCRIPCIÓN 

INICIO 
1 y 2 

Observar y describir algunas 
características de preconceptos 
asociados a la semejanza, a 
partir de la construcción y 
análisis de la curva de Koch y la 
situación histórica relacionada 
con la medición de la costa de 
Gran Bretaña.  

Propone y justifica diferentes tipos de 
medición de longitudes, ángulos, 
perímetros y áreas.  

Se presenta una introducción a los 
procesos de medición utilizando 
diferentes unidades de medida, a 
continuación, se deben realizar 
conjeturas acerca de los resultados 
obtenidos.  

REESTRUC
TURACIÓN 

3, 4 y 5 

Razonar sobre la utilidad de 
adquirir nuevos conocimientos, 
acerca de la proporción, el 
teorema de Thales, áreas, 
perímetros y su uso en 
situaciones como: 
 
La paradoja relacionada con el 
infinito “Aquiles y la Tortuga”. 
 
La idea intuitiva de la 
construcción de los primeros 
niveles del triángulo de 
Sierpinski. 
 
Analizar y reconocer 
regularidades en secuencias 
geométricas desde la 
representación gráfica. 

Interpreta el espacio de manera 
analítica a partir de la resolución de 
situaciones problema relacionadas 
con el movimiento y el infinito. 

Se analiza e interpreta la paradoja de 
Aquiles y la tortuga, relacionando los 
movimientos con secuencias numéricas 
y la proporcionalidad. 

Argumenta sus razonamientos 
relacionados con la búsqueda de 
longitudes y la comparación de 
segmentos mediante el uso del 
teorema de Thales. 

Se realiza un análisis de 
representaciones gráficas, relacionadas 
con la aplicación del teorema de Thales, 
a continuación, se identifican segmentos 
congruentes y relaciones proporcionales 
entre los mismos. 

Reconoce regularidades aritméticas 
y algebraicas en secuencias gráficas. 
 
Compara figuras geométricas y 
conjetura sobre posibles 
regularidades. 

Se realiza reconocimiento de 
regularidades en una secuencia gráfica 
presentada, a continuación, se analizan y 
comparan variantes e invariantes 
relacionadas con áreas y perímetros. 

PROFUNDI
ZACIÓN 
6, 7 y 8 

Aplicar a otras situaciones los 
conocimientos adquiridos sobre 
la idea intuitiva de semejanza y 
los criterios de semejanza y 
congruencia, a través de la 
ampliación o la reducción de 
figuras, buscando ampliar el 
conocimiento conseguido, para 
trabajar sobre nuevos contextos. 
 

Analiza regularidades de las formas 
bidimensionales y realiza inferencias 
a partir de los criterios de semejanza, 
congruencia y teoremas básicos. 

Se construyen y comparan formas 
geométricas en busca de identificar 
regularidades y características de 
semejanza y autosemejanza. 

Establece criterios de semejanza en 
rectángulos, por medio de la 
superposición de figuras y la 
proporcionalidad entre lados.  
 
Argumenta procesos llevados a cabo 
para determinar la semejanza de 
figuras. 

Se determinan criterios de semejanza de 
rectángulos a través de la superposición 
de figuras, para llegar a la 
proporcionalidad entre sus lados. 
Se identifican criterios de congruencia y 
semejanza de triángulos a través de la 
superposición de figuras y la 
construcción de figuras compuestas. 

EVALUACI
ÓN 

9, 10 y 11 

Conocer el progreso de los 
estudiantes al respecto de la noción 
de semejanza, permitiendo que 
conozcan la utilidad de lo 
aprendido, lo relacionen con el 
entorno real y argumenten sus 
aprendizajes desde contextos 
geométricos o algebraicos. 
 

Efectúa exploraciones, organiza los 
resultados de las mismas y describe 
relaciones y características de 
semejanza y autosemejanza. 
Sigue instrucciones para la 
construcción de fractales y razona 
sobre sus propiedades.  

Se propone la identificación de objetos 
de tipo fractal presentes en la naturaleza 
a través de la exploración del entorno. 
Se construyen figuras geométricas como 
modelo de fractales conocidos y se 
analizan sus características. 

Reconoce características 
algebraicas en el desarrollo del 
concepto de semejanza a través de 
formas geométricas representadas 
en el plano cartesiano. 

Se presentan figuras geométricas en el 
plano cartesiano y se realizan 
traslaciones y reducciones. 
Luego se analizan las características de 
congruencia y semejanza de las figuras 
resultantes. 

 
 

                                                
 

24 El formato utilizado para presentar la estructura de la secuencia es una adaptación de (Furman, 2012). 
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4.2. Descripción de las actividades 

 
El desarrollo de las actividades se realizará en forma grupal, mínimo tres integrantes por 
grupo, de tal manera que a través del trabajo cooperativo se promueva el análisis y la 
reflexión acerca de las actividades propuestas. De esta manera, se busca que haya 
intercambio de ideas y experiencias entre los integrantes del grupo; permitiendo así el 
desarrollo de la competencia comunicativa.  
 
En las actividades se incluyen diferentes tipos de preguntas que invitan al estudiante a 
reflexionar y analizar sobre las situaciones propuestas, se incluyen preguntas de tipo 
razonamiento, acción, exploración, medición, cálculo, atención, comparación, clasificación 
y construcción, clasificación adaptada de Martens (1999) citado por (Furman, 2012). 
 
Las actividades 1 y 2 abordarán los temas de medida, razón, ángulos, congruencia, 
perímetros y áreas; preconceptos que se consideran fundamentales para abordar la 
semejanza en posteriores actividades, estas actividades se direccionan hacia el derecho 
básico de aprendizaje 5 en el que se plantea la utilización de teoremas, propiedades y 
relaciones geométricas para proponer y justificar estrategias de medición y cálculo de 
longitudes; tomando como evidencia la descripción y justificación de procesos de medición 
de longitudes; además de la validación de diversas unidades de medida para medir 
longitudes. De acuerdo con los niveles de Van Hiele para la enseñanza de la geometría, en 
la actividad 1 están presentes características asociadas al Nivel 1 y la fase 2, mientras que 
en la actividad 2 están presentes características asociadas al Nivel 1 y la fase 2 y 3. 

 
En particular como podrá observarse y dado que el interés es usar finalmente las ideas 
intuitivas de “fractales” y de “fractales conocidos” como la “curva Koch” que modela “costas 
marítimas”, la actividad 1 involucra regiones terrestres referidos aquí por medio de “mapas”; 
y la actividad 2 involucra un acercamiento intuitivo al copo de nieve de Koch. 
 
La actividad 3 se enfoca a las aplicaciones de los conceptos de razón y proporción a través 
de situaciones de variación, relacionado con el derecho básico de aprendizaje 7 en el cual 
se pretende que el estudiante interprete el espacio de manera analítica a partir de relaciones 
geométricas que se establecen en las trayectorias y desplazamientos de los cuerpos en 
diferentes situaciones, a través de la descripción verbal de desplazamientos y la 
representación gráfica de movimientos. De acuerdo con los niveles de Van Hiele para la 
enseñanza de la geometría, en esta actividad están presentes características asociadas al 
Nivel 2 y la fase 4. 
 
En particular podrá observarse una figura geométrica generada a partir de secuencias, que 
da la idea intuitiva de autosimilaridad que presentan los objetos geométricos de tipo fractal. 
 
En la actividad 4 se presentan la proporcionalidad y el teorema de Thales, relacionados 
con el derecho básico de aprendizaje 5 en el que se hace referencia al uso de teoremas 
como el de Pitágoras o Thales, en la búsqueda de propiedades y el cálculo de longitudes 
de segmentos y de medición de ángulos. De acuerdo con los niveles de Van Hiele para la 
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enseñanza de la geometría, en esta actividad están presentes características asociadas al 
Nivel 2 y la fase 4. 
 
En particular podrá observarse la idea intuitiva del fractal a través del triángulo de Sierpinski 
en el proceso de construcción de sus niveles iniciales, que como se podrá observar genera 
figuras congruentes en el mismo nivel y semejantes a los de otros niveles. 
 
La actividad 5 se desarrolla a partir de una secuencia geométrica representada 
gráficamente, en la que se requiere analizar e identificar regularidades relacionadas con 
perímetros y áreas, respondiendo así al derecho básico de aprendizaje 6, en el que se pide 
realizar conjeturas acerca de regularidades en formas bidimensionales. 
 
La secuencia presenta la característica de autosimilaridad observada en los objetos 
fractales, aunque dicha secuencia no es un fractal. La secuencia se genera a partir de un 
método estático, es decir, no se emplean movimientos en el plano. De acuerdo con los 
niveles de Van Hiele para la enseñanza de la geometría, en esta actividad están presentes 
características asociadas al Nivel 3 y las fases 2 y 3.   
 
En las actividades 6, 7 y 8 se presentan secuencias gráficas, en las que se deben hallar 
relaciones entre segmentos, perímetros, áreas y ángulos en diversos pasos de cada 
secuencia, además se deben reconocer regularidades en figuras obtenidas a partir de 
ampliaciones o reducciones de una figura inicial y finalmente identificar criterios de 
congruencia y semejanza de figuras. Se responde entonces al derecho básico de 
aprendizaje número 6 en el que se establece que se deben realizar conjeturas acerca de 
las regularidades de las formas bidimensionales y realizar inferencias a partir de los criterios 
de semejanza, congruencia y teoremas básicos.  
 
Se analizan y se construyen algunas figuras que tienen apariencia fractal, aunque no lo son, 
a partir de un método estático, es decir, no se han de emplear movimientos en el plano, una 
vez construidas serán utilizadas para identificar patrones numéricos y geométricos, o 
criterios de semejanza. Los estudiantes han de tener conocimientos previos con relación a 
los polígonos regulares. De acuerdo con los niveles de Van Hiele para la enseñanza de la 
geometría, en esta actividad están presentes características asociadas al Nivel 3 y las fases 
2 y 3. 
 
En la actividad 9 se pretende realizar una exploración en la naturaleza de objetos con 
estructura fractal, en los que se identificarán relaciones de semejanza y autosemejanza, 
tomando como base el derecho básico de aprendizaje 9 en el cual se propone utilizar 
lenguaje geométrico para formular, proponer y resolver conjeturas en la solución de 
problemas numéricos, geométricos, métricos, en situaciones cotidianas y no cotidianas.  
 
Con el desarrollo de la actividad 9 el estudiante podrá percibir que en la naturaleza existen 
diferentes elementos que presentan un comportamiento fractal y podrá identificar algunas 
de sus características. De acuerdo con los niveles de Van Hiele para la enseñanza de la 
geometría, en esta actividad están presentes características asociadas al Nivel 4 y las fases 
3 y 4. 
 
En la actividad 10 se construirán algunos fractales a partir de un método estático, es decir, 
no se han de emplear movimientos en el plano, una vez construidos los fractales serán 
utilizados para identificar patrones numéricos y geométricos. Los estudiantes han de tener 
conocimientos previos con relación a la obtención de áreas de figuras básicas (cuadrado, 
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triángulo). Esta actividad se enfoca en el derecho básico de aprendizaje 9, el cual propone 
resolver conjeturas en la solución de problemas numéricos, geométricos, métricos, en 
situaciones cotidianas y no cotidianas. De acuerdo con los niveles de Van Hiele para la 
enseñanza de la geometría, en esta actividad están presentes características asociadas al 
Nivel 4 y las fases 3 y 4. 
 
En la actividad 11 se trabajará la congruencia y la semejanza en el plano cartesiano, a 
través de polígonos y de movimientos rígidos en particular de las traslaciones. Se pretende 
así de manera conjunta trabajar desde el álgebra y la geometría la noción de semejanza. 
Con esta actividad se pretende además abordar el derecho básico de aprendizaje número 
7 que se enfoca en la interpretación del espacio de manera analítica a partir de relaciones 
geométricas que se establecen en los desplazamientos de los cuerpos en diferentes 
situaciones. En esta actividad, de acuerdo con los niveles de Van Hiele para la enseñanza 
de la geometría, están presentes características asociadas al Nivel 5 y la fase 3. 

4.3 Orientaciones para el docente 

 
La secuencia de actividades se prevé para 11 semanas, con 2 horas de trabajo semanal 
aproximadamente y se requiere informar a los estudiantes con anticipación de los recursos 
necesarios para su desarrollo. El método de trabajo será cooperativo, con grupos de 
máximo tres estudiantes y mínimo dos. Con Furman (Furman, 2012) coincidimos en que la 
interacción juega un rol esencial en la construcción de nuevas comprensiones. 
 
Al final de cada sesión se debe destinar tiempo para la socialización de la actividad y la 
puesta en común con el propósito de fomentar el desarrollo de la competencia comunicativa 
y argumentativa. Con el objetivo de identificar la comprensión de los estudiantes al respecto 
de los objetivos propuestos en cada actividad, se realizará evaluación constante y la 
retroalimentación oportuna de tal manera que permita alcanzar la comprensión en los 
aspectos en donde se presenta dificultad.  
 
El docente será pues, un guía en el desarrollo de las actividades y deberá promover 
oportunidades para que los estudiantes analicen, expliquen, interpreten, apliquen o se 
autoevalúen.  Además, usará las actividades para fomentar la indagación y la 
retroalimentación y así estimular en los estudiantes la comprensión de los contenidos.  
 
El docente generará interacciones recurrentes entre él y los estudiantes y entre ellos 
mismos, con el objetivo de que, a través de la interacción, la comunicación y la exploración 
puedan llegar a la formulación de conclusiones y análisis de las situaciones planteadas, 
además de determinar la validez de sus resultados. 
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4.4 Propuesta de actividades 

 

 

 

 

 

  

PROPUESTA  
DE 

ACTIVIDADES 
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ACTIVIDAD 1 
 
TEMA: MEDIDA - RAZÓN – LONGITUD  
 
OBJETIVOS 
 

¶ Analizar y resolver situaciones problema relacionadas con el contexto real. 

¶ Analizar situaciones de cambio de unidad de medida e Identifica la relación de congruencia 

entre segmentos. 

 
Lee el siguiente texto y responde las preguntas.  

 

 
El matemático francés Benoit Mandelbrot afirmó que: ñLas nubes no son 
esferas, las montañas no son conos, las costas no son círculos, las 
cortezas de los árboles no son lisas y los relámpagos no se desplazan en 
línea recta…”ò  

 

Ilustración 1 Tomada de https://www.freepik.es/foto-gratis/paisaje-natural-montanoso_881175.htm 

1. Estás de acuerdo con las anteriores afirmaciones, ¿Qué opinión tienes al respecto? 

_______________________________________________________________________________ 

_______________________________________________________________________________ 

Mandelbrot, en 1967se cuestionó acerca de ¿Cuánto medía realmente la costa de Gran Bretaña?, 
interpretando a Mandelbrot, podríamos decir que su inquietud lo llevo a pensar que el cálculo de la 
longitud de una línea costera puede hacerse con mayor precisión si se utiliza una unidad de medida 
pequeña y adecuada.  

Analicemos la situación, en particular en una costa colombiana. Imagina que se quiere medir la costa 
del atlántico colombiano desde Capurgana hasta Punta Gallinas (ilustración 1).  
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En primer lugar, se elige como unidad de medida la unidad ὖ y se determina que dicha costa tiene χ 
unidades de longitud ὖ (ilustración 2). Luego, si la unidad de medida se cambia a una unidad más 

pequeña (ilustración  3) que sea la mitad del longitud de Pȟ entonces, la medida de la costa da como 

resultado un número más preciso, obteniéndose ρυ unidades de longitud , esto es χȟυ unidades de 

longitud ὖ, dado que se llegaría a más detalle a la costa. Continuando con el mismo análisis, al 

disminuir la unidad a la mitad de la anterior, esto es a un cuarto de ὖ tenemos que la costa mide σς 

unidades de longitud , o de otro modo ψ unidades de longitud ὖ (ilustración 4). Continuando con el 

proceso, se puede observar que a medida que se disminuye la unidad de medida, se llegará con 
mayor precisión a la longitud real de la costa. 

 

 

 

2. Analiza que sucederá, con la medida de la longitud de la costa si se cambiara de unidad de medida 

de nuevo, a una un poco más pequeña. 

_______________________________________________________________________________ 

_______________________________________________________________________________ 

 

Ilustración 1. Costa de Colombia Ilustración 2 Costa de Colombia longitud 7p 

Ilustración 3 Costa de Colombia longitud 15 p/2 Ilustración 4 Costa de Colombia, longitud 32 p/4 
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3. Explica ¿por qué crees que sucede esto? 

_______________________________________________________________________________ 

_______________________________________________________________________________ 

4. Halla la medida de la costa en cada ilustración sabiendo que ὖ ςςψ  Ὧά   

 
 

Realiza aquí el procedimiento 
 
 
 
Medida de la costa Ilustración 2 

 
 

Realiza aquí el procedimiento 
 
 
 
Medida de la costa Ilustración 3 

 
 

Realiza aquí el procedimiento 
 
 
 
Medida de la costa Ilustración 4 

 

Una razón es la comparación entre dos magnitudes ὥ y ὦ y se expresa 

como el cociente ὥȾὦ, y se lee “ὥ es a ὦ”.  
 
El perímetro de un polígono se halla sumando las longitudes de sus lados. 

 
 

5. Determina la razón entre las longitudes obtenidas de la costa:  

 
 

Realiza aquí el 
procedimiento 

 
 
 

ὶὥᾀĕὲ  
ὰέὲὫὭὸόὨ ὨὩ ὰὥ ὧέίὸὥ ὭὰόίὸὶὥὧὭĕὲ σ

ὰέὲὫὭὸόὨ ὨὩ ὰὥ ὧέίὸὥ ὭὰόίὸὶὥὧὭĕὲ ς
 

 

 
 

Realiza aquí el  
procedimiento 

 
 
 

ὶὥᾀĕὲ  
ὰέὲὫὭὸόὨ ὨὩ ὰὥ ὧέίὸὥ ὭὰόίὸὶὥὧὭĕὲ τ

ὰέὲὫὭὸόὨ ὨὩ ὰὥ ὧέίὸὥ ὭὰόίὸὶὥὧὭĕὲ σ
 

 

6. ¿Las razones obtenidas son las mismas? Explica tu respuesta. 

________________________________________________________________________ 

________________________________________________________________________ 

7. Observa las siguientes imágenes y a continuación completa la tabla:   

 
 
 
 

A                                             B A                                             B  
A                                             B  

Figura 1 
La distancia de A hasta B  

es:_____ 

Figura 2 
La distancia de A hasta B 

es:_____ 

Figura 3 
La distancia de A hasta B 

es:_____ 
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8. Halla la longitud de cada figura: 

Longitud Figura 1: ________________ 

Longitud Figura 2: ________________ 

Longitud Figura 3: ________________ 

9. Identifica las similitudes y diferencias entre las figuras y completa la tabla: 

Aspectos comunes en las figuras Aspectos  no comunes en las figuras 

 
Escribe aquí tu 

respuesta 
 

 
 

Escribe aquí tu 
respuesta 

 

 

10. Es hora de practicar con GeoGebra: En esta actividad, vas a calcular el perímetro de 

una curva cerrada. 

 

a. Busca una imagen satelital del departamento en el que habitas, puedes 

descargarla desde Google maps. 

  

b. En la pantalla principal de GeoGebra debes pegarla teniendo en cuenta que 

ocupe la mayor parte del área de trabajo visible (ampliarla o reducirla según sea 

el caso).  

 

c. Debes medir el perímetro del departamento, elige una unidad de medida 

adecuada y responde.  

¿Cuánto mide la unidad de medida elegida? ___________________________ 

¿Cuál es el perímetro de la gráfica que representa tu departamento? 
_______________________________________________________________ 

d. Haciendo uso de otras unidades de medida un poco más pequeñas, identifica 

de nuevo el perímetro del departamento, en cada caso y responde. 

La segunda unidad de medida tiene _______ centímetros y el perímetro de la 

gráfica del departamento es de _____________ centímetros.  

La tercera unidad de medida tiene _______ centímetros y el perímetro de la 

gráfica del departamento es de _____________ centímetros.  

e. Analiza los datos obtenidos y escribe una conclusión: 

_______________________________________________________________ 

_______________________________________________________________  
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ACTIVIDAD 2  
 
TEMA: ÁNGULOS – PERÍMETROS –ÁREAS 
  
OBJETIVOS 
 

¶ Describir y justificar procesos de medición de longitudes.  

¶ Explicar propiedades de polígonos que se involucran en procesos de medición de 

perímetros y áreas. 

 

Lee el siguiente texto. 
  

La curva de Koch fue creada en 1904 por Helge 
Von Koch, matemático sueco, esta curva se 
genera a partir de adición de segmentos a un 
segmento inicial. El copo de nieve de Koch, 
figura de la derecha, es una figura generada a 
partir de la misma idea de la curva de Koch.  

 

Intuitivamente, dos figuras geométricas son congruentes si una de ellas se 
puede superponer en la otra. 
 
Una forma de identificar si dos triángulos son congruentes, es verificando que 
sus lados correspondientes tienen la misma longitud. 
 
El perímetro de un polígono se halla sumando las longitudes de sus lados. 
 
El área de un polígono es la superficie que está delimitada por la línea 
poligonal que lo encierra.  
 

A continuación, compara, analiza y responde: 

En uno de los pasos para construir el copo de nieve de Koch, encontramos la siguiente 
figura, que ha sido construida al realizar el proceso que se presenta a continuación: 

 

 

Primer paso: Se traza un triángulo equilátero (aquel que 
tiene sus lados iguales o congruentes) 

Segundo paso: Se divide en tres partes iguales 
(congruentes) cada lado del triángulo. 

Tercer Paso: Se traza un nuevo triángulo equilátero, como 
lo muestra la siguiente figura. 
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1. ¿Cuántos triángulos identificas en la figura anterior  

__________________________________________ 

 

2. Enumera los triángulos que identificas en la figura.  

 

3. Clasifica los triángulos según su congruencia. Explica en cada caso los aspectos que 

tuviste en cuenta para que cada triángulo pertenezca o no, a cada categoría. 

 

 
 

Escribe aquí tu 
respuesta 

 

 

4. Halla el perímetro de cada uno de los triángulos que componen la figura. Halla el 

perímetro de la figura completa. 

 

 
Realiza aquí el 
procedimiento 

 
 

 

5. Halla el área de cada uno de los triángulos que componen la figura. Halla el área de la 

figura completa.  

 

 
Realiza aquí el 
procedimiento 

 
 

 

6. Halla la medida de cada uno de los ángulos interiores de uno de los triángulos, ¿cuál es 

la suma de las medidas de los ángulos interiores de dicho triángulo?  

 

 

Realiza aquí el 
procedimiento 
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7. Halla la medida de cada uno de los ángulos interiores del hexágono de la figura, ¿cuál 

es la suma de los ángulos interiores del hexágono?   

 

 
 

Escribe aquí tu 
Respuesta 

 
 

 

 

8. Es hora de practicar con GeoGebra: En esta actividad, vas a construir una figura 

geométrica compuesta por triángulos y vas a hallar su perímetro. 

 

a. Construye un triángulo equilátero con la herramienta polígono regular. 

b. Halla la medida del lado y divídela en tres partes congruentes. 

c. Construye en la parte central de cada lado un nuevo triángulo equilátero. Para 

formar una figura como la que se muestra a continuación. 

 

d. Realiza de nuevo los pasos b y c en cada lado de la figura. 

 

9. Halla el perímetro de cada uno de los triángulos que componen la figura construida y 

responde: 

a. Cada triángulo pequeño tiene un perímetro de ___________ centímetros. 

b. Cada triángulo mediano tiene un perímetro de ___________ centímetros. 

c. El triángulo grande tiene un perímetro de _______________ centímetros. 

d. La figura completa tiene un perímetro de _______________ centímetros. 

 

10. Analiza, tus respuestas en el desarrollo de la actividad y formula tres conclusiones al 

respecto. 

Conclusión 1: _________________________________________________________ 

Conclusión 2: _________________________________________________________ 

Conclusión 3: _________________________________________________________ 
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ACTIVIDAD 3 

 
TEMA: RAZÓN - PROPORCIÓN - SUCESIONES 
  
OBJETIVOS 
 

¶ Describir y justificar procesos de variación y cambio.  

¶ Explicar propiedades invariantes y variaciones en las situaciones planteadas. 

 

Lee el siguiente texto y responde las preguntas. 
 

Zenón era un filósofo de Elea (ciudad griega) que al parecer 
nació hacia el año 480 a. C. y en la actualidad es conocido por 
sus paradojas, las cuales niegan la existencia del movimiento; 
es decir, razonamientos en los cuales surgen contradicciones 
que se presentan como dificultades lógicas en relación con la 
existencia del movimiento. A continuación, encontraras la 
paradoja de Aquiles y la tortuga y un breve análisis.    

 “El guerrero Aquiles, decide salir a competir en una carrera contra una tortuga. Ya que 
corre mucho más rápido que ella, y seguro de sus posibilidades, le concede una gran 
ventaja inicial. Al darse la salida, Aquiles recorre en poco tiempo la distancia que los separa 
inicialmente, pero al llegar allí descubre que la tortuga ya no está, sino que ha avanzado, 
más lentamente un pequeño trecho. Aquiles no ganará la carrera, ya que la tortuga estará 
siempre por delante de él”.   

Analicemos la situación:  

Supongamos que la distancia a recorrer es de 100 m. y que Aquiles corre el doble de rápido 
que la tortuga. Así que, la ventaja dada a la tortuga es de la mitad del recorrido, es decir, 
50m. Cuando Aquiles llega al punto de salida de la tortuga, ella ha avanzado un espacio 
igual a la mitad de lo recorrido por Aquiles, es decir un cuarto. Siguen corriendo y cada vez 
que Aquiles llega a un punto donde la tortuga estuvo, ella ha avanzado un poco más, de 
este modo, Aquiles no logrará alcanzar a la tortuga.  
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Una secuencia es una sucesión de figuras que presentan un patrón de formación en común. 
También puede identificarse con una lista de números que se suceden unos a otros y 
guardan relación entre sí, por ejemplo:  

La secuencia formada por los números pares ςȟτȟφȟψȟȣ  

 
 

Analiza y responde: 

1. Escribe la secuencia numérica que genera los desplazamientos de Aquiles. 

________________________________________________________________________ 

 

2. Analiza la situación, estás de acuerdo con que “Aquiles no gana la carrera”, explica si tu 

respuesta. 

________________________________________________________________________ 

________________________________________________________________________ 

3. Completa la siguiente tabla, teniendo en cuenta la situación de Aquiles y la tortuga. 

 

Ten en cuenta que la posición es el lugar (hipotético, dado que en una carrera los 

corredores continúan) en donde deberían estar ambos corredores con respecto al último 

desplazamiento realizado por cada uno de ellos. 

 

Posición Último desplazamiento 
de Aquiles 

Último desplazamiento 
de la Tortuga 

1 No se ha desplazado υπ ά 

2 υπ ά ςυά 

3   

4   

5   

ể ể ể 
 

4. Los puntos suspensivos en cada columna indican que: 

__________________________________________________________________ 

__________________________________________________________________ 
 
5. Hasta qué posición puede llegar realmente (físicamente) el movimiento de los dos 

competidores en la carrera: 

__________________________________________________________________ 

__________________________________________________________________ 
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El movimiento descrito así, presenta una razón de cambio entre los desplazamientos de los 
corredores, puedes hallar dicha razón comparando (dividiendo) el último desplazamiento 
de Aquiles, entre el último desplazamiento de la tortuga en una posición determinada. 
 
6. ¿Cuál es la razón de cambio?, verifica si es la misma razón en distintas posiciones de la 

carrera. 

 
 

Realiza aquí el 
procedimiento 

 
 

 

7. ¿Qué representa la razón de cambio en la situación? 

__________________________________________________________________ 

__________________________________________________________________ 

 

Una proporción se da por la igualdad entre dos razones  ώ , se 

escribe   y expresa que a guarda la misma razón con b como c 

con Ὠ.  
 
Una relación proporcional se establece cuando existen magnitudes 
que forman una proporción. 
 

 

 

La figura de la derecha, está compuesta por cuadrados, iniciando desde el cuadrado de 

mayor tamaño, cuyo lado tiene una longitud de 

ρ unidad. Se construye dividiendo cada lado en 

dos partes iguales y se forman los cuadrados 

internos. Luego, se toma el cuadrado superior, 

se dividen sus lados en dos partes iguales y se 

forman de nuevo cuatro cuadrados. Este 

proceso se repite, hasta donde sea posible en el 

papel. Luego se colorean los cuadrados.    
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Al realizar dicho procedimiento paso a paso, se evidencia la siguiente secuencia de figuras 
de color verde:   

 

8. Construye en GeoGebra la figura paso a paso iniciando con un cuadrado de 4 

centímetros de lado, hasta llegar a la figura que corresponde a la posición 4. 

 

9. Halla el perímetro de los cuadrados de la posición 4 que han quedado de color verde. 

 

Perímetro del cuadrado grande: _____________ 

Perímetro del cuadrado mediano: _____________ 

Perímetro del cuadrado pequeño: _____________ 

 

10. Determina si existe una relación proporcional entre las longitudes de los cuadrados que 

han sido coloreados de color verde.  

 

 
Realiza aquí el 
Procedimiento 

 
 
 
 
 

 

11. Analiza, las secuencias dadas y tus respuestas en el desarrollo de la actividad y formula 

tres conclusiones al respecto. 

Conclusión 1: _________________________________________________________ 

Conclusión 2: _________________________________________________________ 

Conclusión 3: _______________________________________________________  
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ACTIVIDAD 4 

 
TEMA: COMPARACIÓN DE ÁREAS Y PERÍMETROS 
 
OBJETIVOS 
 

¶ Reconocer regularidades aritméticas y algebraicas en secuencias gráficas. 

¶ Comparar figuras geométricas y conjetura sobre posibles regularidades.  

 
Lee el siguiente texto y responde las preguntas. 

 
En las últimas décadas gran variedad de artistas se han 
ocupado por incluir en sus obras estructuras inspiradas 
en los fractales, entre ellos Cory Ench quien es un artista 
que trabaja diseños de fractales, como los siguientes 
cuboides. Él trabaja en arte digital desde la década de 
1998. Una de sus obras es la siguiente: 

 
Ilustración 2. Fractal creado por el artista Cory Ench. https://www.enchgallery.com/ 
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1. Investiga sobre las características del arte fractal y otros artistas que inclluyen éste estilo 

en sus obras.  

________________________________________________________________________ 

________________________________________________________________________ 

________________________________________________________________________ 

2. ¿Qué opinas del arte fractal?  

________________________________________________________________________ 

________________________________________________________________________ 

 

 

Una secuencia es una sucesión de figuras que presentan un patrón de 
formación común. También puede identificarse con una lista de números 
que se suceden unos a otros y guardan relación entre sí, por ejemplo:  
 

La secuencia formada por los números pares ςȟτȟφȟψȟȣ  

 

 

 

Observa la siguiente secuencia de figuras. 

 

Imagina que se están formando rompecabezas. Ten en cuenta que con los cuadrados de 

la posición 2 se rellena el cuadrado de la posición 1. De igual manera con los cuadrados de 

la posición 3 se rellenan los cuadrados de la posición 2 y así sucesivamente. 

3. ¿Cuántas figuras conforman cada posición? 

Posición 1: _____________________________ 

Posición 2: _____________________________ 

Posición 3: _____________________________ 

 

 



92 Los Fractales, un contexto para la Enseñanza de la Semejanza Título de la tesis o trabajo de investigación 

 
4. Describe brevemente como se construye la secuencia de figuras. 

________________________________________________________________________

________________________________________________________________________

________________________________________________________________________ 

 

5. ¿Cuál es la figura que sigue en la secuencia (Paso 4)? Dibújala en el espacio 

correspondiente.  

 

 

 

 

 

 

 

 

6. ¿Hasta qué paso crees que es posible continuar la secuencia manualmente?, Explica tu 

respuesta. 

________________________________________________________________________

________________________________________________________________________ 

 

7. Halla el perímetro de un cuadrado de cada paso, suponiendo que el cuadrado inicial tiene 

ocho unidades de lado (8u).  

 

Perímetro del cuadrado de la posición 1: ________________ 

Perímetro de un cuadrado de la posición 2: ________________ 

Perímetro de un cuadrado de la posición 3: ________________ 

Perímetro de un cuadrado de la posición 4: ________________ 

 

8. Halla el área de un cuadrado de cada paso, suponiendo que el cuadrado inicial tiene 

ocho unidades de lado (8u).  

 

Área del cuadrado posición 1: ______________ 

Área de un cuadrado posición 2: _______________ 

Área de un cuadrado posición 3: _______________ 

Área de un cuadrado posición 4: _______________ 

 

 

 

Dibuja aquí la 

figura de la posición 4 

Paso 4 
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9. En el paso 1 hay 1 cuadrado, en el paso 2 hay 4 cuadrados, en el paso 3 hay 16 

cuadrados, en el paso 4 hay ________cuadrados y en el paso 5 debe haber 

______cuadrados y en el paso 6 hay _____cuadrados. 

 

Entonces se está determinando la secuencia: 1, 4 , 16 ,64,... 

 

10. Completa la sucesión que se está formando, hasta el séptimo término: 

 

1 , 4, 16, ____, ____, ____, ____ 

 

11. Analiza, las secuencias dadas y tus respuestas en el desarrollo de la actividad y formula 

tres conclusiones al respecto. 

Conclusión 1: _________________________________________________________ 

Conclusión 2: _________________________________________________________ 

Conclusión 3: _________________________________________________________  
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ACTIVIDAD 5 

 
TEMA: PROPORCIONALIDAD – TEOREMA DE THALES 
  
OBJETIVOS 

¶ Describir y justificar procesos de medición a partir del teorema de Thales. 

¶ Explicar propiedades de figuras geométricas que se involucran en procesos de 

medición. 

 

Lee el siguiente texto y responde las preguntas. 
 

Waclaw Sierpinski matemático de la universidad de Varsovia 
(Polonia) en 1915 presenta su trabajo en el que, a partir de 
un triángulo, genera una secuencia de figuras geométricas 
llamada “El triángulo de Sierpinski”, cuya área tiende a cero, 
dado que en su construcción se realizan diferentes 
extracciones de triángulos (se quitan, algunos triángulos de 
un paso al siguiente). 

Para construir un triángulo de Sierpinski se inicia con un triángulo, a continuación, se ubican 
los puntos medios de cada lado y se unen, de tal forma que se generan cuatro triángulos.  

Luego se debe extraer el triángulo central, quedando únicamente los triángulos construidos 
en las esquinas (paso 3).  

El mismo proceso desde el paso dos se debe iterar infinitas veces para obtener un triángulo 
de Sierpinski. 

 

 
Al unir los puntos medios de dos lados de un triángulo se 
determina un segmento paralelo al tercer lado. 
 
TEOREMA DE THALES 
Si tres o más rectas paralelas son cortadas por dos 

transversales, los segmentos determinados sobre las 

transversales son proporcionales. 
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TEOREMA DE THALES 

Si tres o más rectas paralelas son cortadas por dos transversales, los segmentos 
determinados sobre las transversales son proporcionales.  

 

Tenemos que  ὃὄ ᷆ὈὉ᷆ ὊὋ  

Por el teorema de Thales se pueden verificar 
varias relaciones proporcionales, aquí un 

ejemplo:     

 

 

 

Tomando como referencia el paso 2 de construcción del triángulo de Sierpinski, que genera 
la siguiente figura.  Responde las preguntas 

 

 

1. Nombra mínimo cuatro parejas de segmentos paralelos  

____________________________ ____________________________ 

____________________________ ____________________________ 

 

2. Aplicando el teorema de Tales completa:   

      ȟ         
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3. Halla la medida de los ángulos internos y señala con un mismo color los que son 

congruentes. 

Medida de  ᷁ὄὅὃ ͅͅͺͅͅͺͅͅͺͅͅ   Medida de  ᷁ὈὉὌ  ͅͅͺͅͅͺͅͅ ͺͅͅ  

Medida de  ᷁ὅὃὄ ͅͅͺͅͅͺͅͅͺͅͅ   Medida de  ᷁ὉὈὌ  ͅͅͺͅͅͺͅͅ ͺͅͅ  

Medida de  ᷁ὃὄὅ ͅͅͺͅͅͺͅͅͺͅͅ   Medida de  ᷁ὉὌὈ  ͅͅͺͅͅͺͅͅ ͺͅͅ  

 

4. En una hoja dibuja un triángulo cualquiera, ubica los puntos medios de sus lados y únelos 

con líneas rectas. A continuación, colorea cada triángulo de un tono diferente, recórtalos y 

compáralos. 

 

5. ¿Consideras que los triángulos que recortaste son congruentes? Explica tu respuesta. 

__________________________________________________________________ 

__________________________________________________________________ 

__________________________________________________________________ 

Teniendo en cuenta la siguiente situación responde a las preguntas 6, 7 y 8. 

Se realizará una carrera de atletismo en el coliseo 
cuya forma y medidas es igual a la que muestra la 
figura.  

La prueba individual se realizará desde el punto A 
al punto C.  

6. Determina la distancia que debe recorrer cada 

atleta que participa en la prueba individual. 

 

 
 

Realiza aquí el 
Procedimiento 

 
 

 

7. Aplicando el teorema de Thales completa cada proporción:   

Proporción 1: 
 
    Proporción 2:   

ȟ
  

8. Halla la razón de cada una de las proporciones anteriores  

 

Realiza aquí el 
Procedimiento 
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ACTIVIDAD 6 

TEMA: AMPLIACIÓN - REDUCCIÓN 

 
OBJETIVOS 
 

¶ Reconocer regularidades en formas unidimensionales o bidimensionales generadas 

a partir de procesos de reducción o ampliación. 

¶ Comparar figuras y argumenta sobre posibles regularidades.  

 
Lee el siguiente texto y responde las preguntas. 

 
Eratóstenes, filósofo, matemático y astrónomo, nacido en 

Cirene (ciudad griega), hacia el año 275 a. C., asumió que la 

Tierra era redonda y calculó la circunferencia de la tierra, con 

el siguiente método.  

 

Eratóstenes supuso que los rayos del sol eran paralelos y observó que cuando el sol se 

encontraba exactamente sobre Alejandría (el día del solsticio de verano), sus rayos 

formaban un ángulo de χ° con un poste ubicado de forma vertical  a 800 km 

aproximadamente en una ciudad llamada Siena. 

 

Además, también supuso que el ángulo ‌, ángulo central terrestre también medía  χЈ. 

Dedujo que la relación del ángulo central ‌ a 800 

km, sería igual a la relación del total de grados 

de un círculo, para completar la longitud de la 

circunferencia de la Tierra. 

  

En otras palabras, Eratóstenes concluyó que 

existía una relación proporcional, de tal manera 

que 7° era a 360° lo mismo que 800 km era a la 

longitud de la circunferencia de la Tierra.  

Ahora sí, es tu turno 

1. Define la proporción entre la cantidad de grados y las longitudes teniendo en cuenta los 

datos dados por Eratóstenes y  halla la longitud de la circunferencia terrestre.  

(Si tus cálculos son correctos, sabrás cuál fue el valor  dado por Eratóstenes 250 años antes 

de Cristo al medir la longitud de la circunferencia terrestre). 
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Realiza aquí el  
Procedimiento 

      

2. Investiga ¿Cuál es la longitud de la circunferencia terrestre? 

__________________________________________________ 

3. Compára el valor dado para la circunferencia terrrestre en el punto anterior y el hallado 

por Eratóstenes. Analiza y concluye que tan acertado fue el calculo realizado por 

Eratóstenes hace mas o menos  2.300 años: 

________________________________________________________________________ 
________________________________________________________________________ 
 

Observa las siguientes curvas y polígonos.  

 

4. Encuentra la curva o el polígono inicial, su respectiva ampliación y forma grupos. Con 

esta información completa la tabla. 

 
Tipo de forma 

 
Gráfica de la figura inicial 

Nombre 
Figura Inicial 

Nombre 
Figura 

Ampliada 

 
Curva 1. 

 

 
 

 

 

║ 

 

╪ ȟ▀ 

 
Curva 2. 

 
 

 

 
 

 

▄ 

 
Curva 3. 

 
 
 

 

╞ 

 

 
Curva 4 

 

  
 
 

 
 
 

 
Polígono 1. 

 

   

        ▌ 

 
Polígono 2. 
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5. Explica que características de las figuras tuviste en cuenta al realizar la clasificación 

anterior: 

________________________________________________________________________
________________________________________________________________________ 

 

6. En cada caso determina si la figura de color morado es una reducción o una ampliación 

de la figura verde. Justifica tu respuesta. 

 

 

________________________      ______________________                

________________________      ______________________         

________________________                         ______________________   

   

________________________   ______________________                

_______________________ _   ______________________         

________________________                        ______________________   

 
La semejanza es una relación que se establece entre dos o más figuras 
geométricas, en las que se debe verificar que sus ángulos son congruentes 
y que sus lados correspondientes son proporcionales. 
Una forma de generar figuras geométricas semejantes es a través de la 
ampliación o reducción de una figura inicial. 
 
Cuando encontramos varias figuras semejantes que se generan a partir de 
una misma figura inicial, entonces, decimos que son figuras autosemejantes 
o autosimilares. 
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Responde la pregunta 7 teniendo en cuenta que cada ángulo interior de un pentágono 
regular mide 108°. Analiza la siguiente situación. 

 

 

 

 

Duplicando las medidas de los lados 
de una figura que había dibujado 
Martha, pero conservando la forma 
Pedro hizo el dibujo que muestra la 
figura. 

 

 

 

 

 

7. En la cuadrícula dibuja la figura que construyó Martha.  
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Responde las preguntas 8 y 9 teniendo en cuenta la siguiente situación. 

En la papelería del colegio se sacan fotocopias a color, observa la fotocopia del cuadro de 
Constantine que se imprimió. 

ORIGINAL FOTOCOPIA 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

8. ¿Cuáles son los cambios que se producen en la fotocopia respecto al original? 

________________________________________________________________________ 

________________________________________________________________________ 

 

9. ¿Qué aspectos no cambian cuando se realiza la fotocopia del cuadro? 

________________________________________________________________________ 

________________________________________________________________________ 
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Responde las preguntas 9 y 10 teniendo en cuenta la siguiente situación. 
Observa las figuras. Una de ellas es ampliación de la otra 

 

3: Ilustración 3. Grafica inspirada en el Laúd de 
Pitágoras, página 90. La geometría en el arte y el 
diseño. Mariño 2004 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

10. Como puede observarse, la figura 1 tiene altura ὓ y la figura 2 tiene altura ὖ. 

¿Qué parte es ὖ de ὓ?   

________________________________________________________________________ 

11. ¿Halla la razón entre la longitud de los lados de la figura 2 y la longitud de los lados 

correspondientes de la figura1? Explica con tus palabras como se relacionan dichos lados. 

________________________________________________________________________
________________________________________________________________________ 

12. ¿Halla la razón entre la medida de los ángulos de la figura 2 y la medida de los ángulos 

correspondientes de la figura1? Explica con tus palabras como se relacionan dichos 

ángulos. 

________________________________________________________________________

________________________________________________________________________  
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ACTIVIDAD 7 

TEMA: SEMEJANZA  

 
OBJETIVOS 

¶ Construir figuras semejantes y autosemejantes a partir del sombreado de formas 

geométricas regulares. 

¶ Reconocer patrones numéricos y geométricos. 

 
Lee el siguiente texto y responde las preguntas. 

 
Hacia el año 572 a.C. Los pitagóricos partiendo de la 
premisa de que “todo es número” realizaron varios aportes 
a la matemática, entre ellos, una demostración no rigurosa 
del teorema de Pitágoras a partir de casos concretos, 
además, se les atribuye la construcción de las figuras 
cósmicas o al menos que conocían el tetraedro, el 
hexaedro y el dodecaedro, y teniendo en cuenta que este 
último presenta caras pentagonales, se dice que conocían 
el pentágono regular y algunas de sus propiedades. 

Dichas propiedades se basaban en las 
relaciones obtenidas al trazar sus cinco 
diagonales. 

(i) Las diagonales se intersecan formando 

un nuevo pentágono regular.  

(ii) Se determinan varios pares de 

triángulos congruentes. 

(iii) Las subdivisiones de las diagonales 

forman “la sección aurea”, también, 

llamada división de un segmento en 

media y extrema razón  . 

Un Fractal es una figura que tiene como base la noción de 
autosimiliaridad. El fractal es generado por un proceso de repetición 
infinito, de tal forma que la figura geométrica final se caracteriza por ser 
autosimilar, es decir, si tomamos una pequeña parte de la figura, esta 
se parece a la figura original. Además, la configuración se repite 
infinitas veces hacia lo microscópico o hacia lo macroscópico25 

 
Siguiendo la idea de los Pitagóricos, vamos a examinar el hexágono regular en busca 
de regularidades y formas artísticas. 

                                                
 

25 Sobre la definición de fractal. la otra noción relacionada es la dimensión fractal. –Dados los 
intereses del trabajo, no nos detendremos en esta. 
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1. Haciendo uso del software GeoGebra, sigue los pasos descritos a continuación para 

construir un polígono regular y sus diagonales.  

Paso 1: Construye un hexágono regular de 6 
unidades de lado como el de la figura. 

Paso 2: Desde cada vértice del hexágono traza 
dos diagonales como lo muestra la figura. 

  

Paso 3: Sombrea los triángulos equiláteros que se 
han formado como lo muestra la figura. 

Paso 4: Repite los pasos 2 y 3 en el hexágono 
interior que ha quedado, como en la figura. 

 

 

Paso 5: Repite de nuevo los pasos 2 y 3 en el 
hexágono interior.  

Paso 6: Repite hasta donde sea gráficamente 
posible los pasos 2 y 3. 
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Analiza y responde: 

2. Enumera los hexágonos en el orden en que se han construido.  

 

3. Determina la medida del lado, el perímetro y el área de cada uno de los hexágonos 

obtenidos.  

Completa la siguiente tabla con información anterior. 

 

POLÍGONO 

 

 

Medida del lado 

 

Perímetro del polígono 

 

Área del polígono 

Hexágono 1 

(Inicial) 

   

Hexágono 2 

 

   

Hexágono 3 

 

   

Hexágono 4 

 

   

Hexágono 5 

 

   

 
4. Determina la razón de semejanza que se establece entre las medidas de los lados de los 
hexágonos 1 y 2. 
________________________________________________________________________ 
 
5. Determina la razón de semejanza que se establece entre los perímetros de los 
hexágonos 1 y 2. 
________________________________________________________________________ 
 
6. Determina la razón de semejanza que se establece entre las áreas de los hexágonos 1 
y 2. 
________________________________________________________________________ 
 
Analiza y responde: Supongamos que realizáramos el procedimiento aplicado al 
hexágono infinitamente. 
 
7. ¿Qué ocurre con la cantidad de hexágonos obtenidos? 
________________________________________________________________________ 
 
8.  ¿Qué ocurre con el área de los hexágonos? 
_______________________________________________________________________.  
 
9. ¿La figura construida podría ser un fractal? Explica tu respuesta. 
________________________________________________________________________
________________________________________________________________________ 
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ACTIVIDAD 8 

TEMA: SEMEJANZA  

OBJETIVOS: 

¶ Establecer criterios de semejanza en rectángulos, por medio de la superposición 

de figuras y la proporcionalidad entre sus lados.  

¶ Argumentar procesos llevados a cabo para determinar la semejanza de figuras. 

 

Lee el siguiente texto y responde las preguntas. 
 

Existe un número, llamado proporción áurea y se denota con  

‰
 Ѝ
ḙρȟφρψ. Este es un número 

irracional, es decir, no es posible 
escribirlo completamente en su forma 
decimal. Este número se evidencia en el 

“rectángulo áureo” el cual es una figura geométrica 
considerada desde el punto de vista artístico con dimensiones 
ideales. 

El rectángulo áureo, está construido de tal manera que, si se corta un cuadrado en un 
extremo, los lados del rectángulo resultante estarán en la misma proporción que los lados 
del rectángulo original, y la razón entre los lados del rectángulo genera el número áureo. 

a. Veamos una forma de identificar la proporción áurea en 

un rectángulo áureo. 
 

Para el rectángulo mayor: 

la longitud del lado mayor es ὥ  ὦ   y 

la longitud del lado menor es ὥ. 

 

Para el rectángulo menor: 

la longitud del lado mayor es ὥ  y la longitud del lado menor 

es ὦ. 

La razón entre los segmentos correspondientes es: ὥ ὦ

ὥ

ὥ

ὦ
 

Se aplica la propiedad distributiva y se obtiene la expresión 2: 
ρ  
ὦ

ὥ

ὥ

ὦ
 

Se toma ὼ  entonces se evidencia que: ὼ   y  ὼ   

Se debe reemplaza ὼ en la expresión 2.  ρ  ὼ ὼ 

Se multiplica la expresión por ὼ. ρ  ὼ ὼ ὼϽὼ 

Se desarrolla el producto anterior. ὼ  ρ ὼ 

Se iguala a cero y se obtiene una ecuación cuadrática. π ὼ ὼ ρ 
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Se hallan las raíces de la ecuación anterior aplicando ὼ  
Ѝ

. ὼ  
ρ ρ τρ ρ

ςρ
 

Las raíces de la ecuación son dos, pero se toma la raíz positiva por 

tratarse de razón entre segmentos. 
ὼ  

ρ Ѝυ

ς
 

Se obtiene el número áureo y se verifica que los lados de los 

rectángulos forman la proporción áurea. 
ὼ  

ρ Ѝυ

ς
 

 

b. Veamos una forma de construir un rectángulo áureo: 

Paso 1: Se Construye un cuadrado ὃὄὅὈ. 
Paso 2: Se ubica el punto medio ὓ del lado ὃὈ. 
Paso 3: Se Traza una semirrecta desde ὃ que 

pase por Ὀ. 
Paso 4: Con centro en ὓ y radio ὓὅ se traza una 

circunferencia, que interseque a la semirrecta ὃὈᴆ 
en el punto Ὁ. 
Paso 5: Se Construye una perpendicular a la 

semirrecta  ὃὈᴆ que pase por Ὁ. 

Paso 6: Se Prolonga ὄὅ hasta Ὂ en la 
perpendicular del paso anterior. 
Paso 7: Se Construye el rectángulo ὃὄὊὉ, este 
es el rectángulo áureo. Además se puede 
verificar que el rectángulo ὈὅὊὉ también es un 
rectángulo áureo. 
 

Ahora es tu turno: 

1.Realiza el paso a paso anterior para construir un rectángulo áureo haciendo uso de 
GeoGebra 

2. Verifica si la proporción aurea se evidencia en la razón de los lados de los rectángulos 
que construiste. 

 
 

Realiza aquí el 
procedimiento 

 

 

 

La semejanza es una relación que se establece entre dos o más formas 
geométricas, en las que se verifica que sus ángulos correspondientes son 
congruentes y sus lados correspondientes son proporcionales. 
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1. Construye en papel de colores los rectángulos cuyas medidas son las siguientes: 

Número del 
rectángulo 

Largo  Ancho  Número del 
rectángulo 

Largo Ancho 

1 5 cm 6 cm  6 8 cm 5 cm 

2 18 cm 15 cm  7 12 cm 10 cm 

3 9 cm 7,5 cm  8 24 cm 15 cm 

4 16 cm 10 cm  9 4 cm 2,5 cm 

5 3 cm 2,5 cm  10 12 cm 7,5 cm 

 

2. Completa la siguiente tabla: 

 

Número del 

rectángulo 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Lado mayor  

 

         

Lado menor  

 

         

╛╪▀▫ □╪◐▫►

╛╪▀▫ □▄▪▫►
 

 

 

 

         

 

3. Analizando los datos de la tabla y superponiendo los rectángulos, uno sobre otro 

identifica cuales son semejantes. 

________________________________________________________________________

________________________________________________________________________ 

 

4. Analiza los datos obtenidos y presenta una conclusión: 

________________________________________________________________________
________________________________________________________________________   

5. Identifica si dentro de los rectángulos que recortaste, hay algún “Rectángulo áureo” y si 

así lo es ¿Cuánto miden sus lados?, Explica como los identificaste. 

________________________________________________________________________

________________________________________________________________________ 
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6. Analiza y responde: 

 

Juan un estudiante de grado noveno argumenta que todos los cuadrados son 
semejantes entre sí y todos los rectángulos son semejantes entre sí. Estás de acuerdo 
con la afirmación de Juan. Argumenta tu respuesta. 

________________________________________________________________________
________________________________________________________________________ 

 

 

 

 

 

7. Observa la siguiente 

figura y determina si existe 

una relación de semejanza 

entre las diferentes piezas 

que la componen. 

 

 

 

 

 

 Argumenta tu respuesta: 

________________________________________________________________________
________________________________________________________________________ 

 

8. Construcción de un pentágono regular 

 

a. En una hoja blanca trazar una circunferencia de 10cm de radio  

 

b. Dibuja ángulos centrales de 72° y señálalos con marcas en la circunferencia, de  

 

c. tal manera que se obtengan 5 señales en la circunferencia. 

 

d. Une los cinco puntos y habrás construido un pentágono regular. 

 

e. Traza las diagonales del pentágono. 
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f. Colorea cada figura que ha quedado definida dentro del pentágono de un color 

diferente. 

 

g. Ahora debes recortar el pentágono y luego cada una de las figuras que quedaron 

dentro de él.  

 

h. Enumera cada uno de los 11 polígonos.  

 

9. Realiza un video corto en donde presentes brevemente tus respuestas a los siguientes 

puntos:  

a. Clasifica los 10 triángulos obtenidos de acuerdo a la relación de congruencia de 

triángulos. 

b. Halla la medida de los ángulos interiores de cada polígono. 

c. Halla el área y el perímetro de los triángulos de cada clase. 

d. Uniendo distintas piezas forma figuras semejantes a una de las piezas. 

e. Explica claramente cuáles son las características que cumplen las figuras. para 

poder afirmar que son semejantes. 

  



Capítulo 4 111 

 

ACTIVIDAD 9 

TEMA: SEMEJANZA EN LA NATURALEZA 

 

OBJETIVOS 

¶ Hacer exploraciones, organizar los resultados de las mismas y proponer patrones 

de comportamiento. 

¶ Identificar características de comportamiento fractal en la naturaleza y el cosmos, 

percibiendo en particular relaciones de semejanza y autosemejanza.  

Lee el siguiente texto y responde las preguntas. 
 

En la naturaleza existen muchos objetos que presentan estructuras 
de tipo fractal, un ejemplo de ellos, son los brócolis, que están 
formados por estructuras auto-semejantes, es decir, si tomas una 
pequeña parte, pareciera que estás viendo el brócoli inicial, pero a 
través de una reducción. 

 
Estas no son las únicas estructuras de tipo fractal en la 
naturaleza, existen órganos del cuerpo humano que las 
presentan, como los pulmones y el sistema circulatorio; 
además, en nuestro universo están presentes hasta en las 
galaxias. 
 

1. Busca en tu entorno (casa, colegio, vereda) elementos de la naturaleza, que consideres 
presentan un comportamiento fractal. Si es posible llévalo al colegio la siguiente clase o 
presenta una imagen. 

 
2. Enumera las características que hacen que el elemento presentado sea considerado 
como un fractal. 
________________________________________________________________________
________________________________________________________________________
________________________________________________________________________ 
  
3. En tu cuaderno, completa la tabla con los elementos de la naturaleza hallados en el 

entorno y sus características. Si es necesario puedes añadir más filas a la tabla. 

NOMBRE DIBUJO CARACTERÍSTICAS 
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4. Investiga y dibuja algunos órganos del cuerpo humano que posiblemente tengan 

comportamiento fractal.  

 

 

 

 

 

 

 

 

5. Explica porque consideras que estos órganos presentan comportamiento fractal. 

________________________________________________________________________ 
________________________________________________________________________ 
 
6. Enuncia las características que permanecen invariantes si comparas una pequeña parte 

de un fractal en la naturaleza con el elemento completo. 

________________________________________________________________________ 
________________________________________________________________________ 

7. Enuncia las características que varían si comparas una pequeña parte de un fractal en 

la naturaleza con el elemento completo. 

________________________________________________________________________ 
________________________________________________________________________ 
 

8. Analiza, tus respuestas en el desarrollo de la actividad y formula tres conclusiones al 

respecto. 

Conclusión 1: _________________________________________________________ 

Conclusión 2: _________________________________________________________ 

Conclusión 3: _________________________________________________________ 
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ACTIVIDAD 10 

TEMA: CONSTRUCCIÓN DE ALGUNOS FRACTALES 

OBJETIVO 

¶ Construir algunos fractales como: el cuadrado de cantor, el triángulo de Sierpinski y 

la curva de koch mediante una secuencia de instrucciones. 

¶ Reconocer patrones numéricos y geométricos en los fractales construidos. 

¶ Identificar algunas relaciones de autosemejanza y características de formación de 

fractales. 

 

Lee y analiza el siguiente texto. 
 

En el cuerpo humano encontramos órganos que presentan una estructura 

fractal como los pulmones, en los que, al tomar una pequeña fracción, ésta es 

autosimilar al órgano completo.   

El sistema circulatorio tiene también una estructura 

fractal en la que cada vena se divide en dos de 

menor grosor y longitud, estas a su vez, se dividen 

de nuevo cada una en dos, hasta formar una 

estructura parecida a la de un árbol, como el de la 

imagen.  

Los fractales geométricos han sido construidos por 

matemáticos que creemos han buscado la forma de 

describir geométricamente objetos de la naturaleza.  

 

A continuación, te presentaremos el proceso de construcción de algunos fractales 

geométricos usando GeoGebra. 

 

1. COPO DE NIEVE DE KOCH (Usando GeoGebra) 
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A. La construcción para obtener el copo de nieve de Koch es como sigue, realízala 

siguiendo los pasos.  

Paso1: Dibuja un triángulo equilátero lo más grande posible. 
Paso2: Divide cada lado del triángulo en tres partes congruentes.  
Paso3: Sobre cada uno de los segmentos centrales construye un triángulo equilátero cuya 
base sea, precisamente el segmento del medio. 
Paso4: Borra el segmento base de cada triángulo construido. 
Paso5: Repite los pasos 2, 3 y 4 en cada uno de los triángulos formados. 
 

B. Responde: 

 

a. ¿Cuántos triángulos obtuviste al realizar el paso 3?  

_______________________________________________________________________ 

b. Mide los ángulos de los triángulos obtenidos en el paso 3. ¿Qué puedes concluir? 

________________________________________________________________________
________________________________________________________________________ 

c. ¿Los triángulos obtenidos en el paso 3 son semejantes?, Explica tu respuesta 

________________________________________________________________________
________________________________________________________________________ 

 

 
Observa que:  
 

1. Las figuras formadas en los perímetros (línea poligonal) del copo de nieve de un 

nivel a otro son semejantes, pero en distinto tamaño.  

2. La línea poligonal o perímetro del copo de nieve es también llamada (curva de Koch) 

y describe formas de la naturaleza como las costas y entre más niveles se obtengan 

la descripción será más precisa, es decir, se parece más a una costa cuando el 

proceso de construcción se reitera infinitas veces. 
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3. Los triángulos construidos en la parte central de cada lado son congruentes entre 

sí, pero semejantes a los construidos en otros niveles de la figura y al triángulo 

original. 

Entonces podemos concluir que, de la construcción de líneas poligonales 
semejantes, estamos llegando a construir polígonos semejantes, aun cuando el copo 
de nieve de Koch no es semejante de un nivel a otro, ni al original.  

 

2. TRIÁNGULO DE SIERPINSKI (Usando GeoGebra) 

 

A. La construcción para obtener el triángulo de Sierpinski es como sigue, realízala 

siguiendo los pasos.  

Paso 1: Dibuja un triángulo equilátero. 
Paso 2: Señala en cada lado del triángulo el punto medio y une los puntos medios. 
Paso 3: Identifica el triángulo interior y píntalo de amarillo. 
Paso 4: Repite los pasos 2 y 3 en cada uno de los triángulos que dejaste sin colorear. 
Paso 5: Repite de nuevo el paso 4 hasta cuando puedas. 
 

B. Responde: 

 

a. ¿Cuántos triángulos obtuviste al realizar el paso 2? 

________________________________________________________________________ 

b. Mide los ángulos de los triángulos obtenidos en el paso 2. ¿Qué puedes concluir? 

________________________________________________________________________
________________________________________________________________________ 

c. ¿Los triángulos obtenidos en el paso 2 son semejantes al triángulo inicial?, Explica tu 

respuesta. 

________________________________________________________________________
________________________________________________________________________ 
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Observa que: 

Para construir un nivel del triángulo de Sierpinski formamos figuras congruentes entre sí, 
pero que son semejantes al triángulo inicial. 

 

La utilidad de las formas fractales 

La utilidad de estos fractales geométricos que hemos construido hasta el momento radica 
en que ilustran las propiedades de los fractales, de tal manera que nos permiten identificar 
características de los fractales mediante un lenguaje gráfico sencillo, dado que los fractales 
encierran un entramado matemático considerable. 

Sin embargo, es importante entender que la geometría fractal como tal, es utilizada en 
comunicaciones para realizar el trazado de redes y sus interconexiones; en informática es 
utilizada en técnicas de compresión de audio y vídeo; en biología para describir y entender 
el crecimiento de tejidos, organización celular, evolución de poblaciones; en matemáticas 
para describir la convergencia de métodos numéricos; en astronomía para describir la 
configuración del universo; en geología para analizar patrones sísmicos, fenómenos de 
erosión, modelo de formaciones geológicas; en economía para el análisis bursátil y de 
mercado. 
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ACTIVIDAD 11 

TEMA: SEMEJANZA EN EL PLANO CARTESIANO 

OBJETIVO 

¶ Reconocer características algebraicas en el desarrollo del concepto de semejanza 

a través de formas geométricas. 

¶ Identificar relaciones de autosemejanza en el plano cartesiano. 

 

Lee el siguiente texto y responde las preguntas. 
 

El mago Paul Curry de Nueva York, en 1953 propuso la paradoja del 
cuadrado perdido. Consiste en cortar una figura en diferentes partes, 
formando polígonos y luego formar una idéntica con las mismas 
piezas, pero en distinto orden. Lo que se obtiene es una figura con un 
agujero en el interior. Observa: 

 

   

Es tu turno de resolver el truco del mago, analiza la situación y responde.  

1. ¿Cómo hizo para hacer que faltara un centímetro cuadrado, en la segunda figura?:  

________________________________________________________________________ 

________________________________________________________________________ 

2. Halla el área de cada pieza que compone la figura 

El área del triángulo rojo es: _______________________ 

El área del triángulo verde es: _______________________ 

El área del hexágono irregular rosado es: _______________________ 

El área del hexágono irregular azul es: __________________________ 
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3. ¿Cuál debería ser el área de un triángulo de 13 cm de base por 5 cm de altura? 

________________________________________________________________________ 

 

4. Analiza si la suma de las áreas de las piezas corresponde al área que debería tener la 

figura que observas. 

_______________________________________________________________________ 

5. Traza un plano cartesiano en tu hoja de trabajo y luego dibuja el siguiente polígono en la 

misma posición en la que se encuentra la siguiente figura.  

 

 

 

a. Nombra cada vértice y ubica las coordenadas correspondientes. 

b. Realiza una traslación del triángulo 3 unidades hacia arriba. 

c. Identifica las coordenadas del polígono resultante. 

d. Halla el perímetro y el área de cada polígono. 

e. Analiza los resultados que obtuviste en el ejercicio. Escribe que características se 

mantienen invariantes luego de la traslación y cuáles varían. 

__________________________________________________________________ 

__________________________________________________________________ 

 

6. Traza un plano cartesiano en tu hoja de trabajo y luego dibuja el siguiente polígono 

ABCDE en la misma posición en la que se encuentra la siguiente figura.  
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a. Ubica las coordenadas correspondientes de cada vértice  

b. Realiza una traslación del pentágono 2 unidades hacia arriba y tres a la derecha. 

c. Al comparar los dos pentágonos ¿Qué puedes decir acerca de ellos? 

____________________________________________________________ 

____________________________________________________________    

 

d. Identifica las coordenadas del polígono resultante. 

e. Halla el perímetro de cada uno de los dos polígonos. 

f. Analiza los resultados que obtuviste en el ejercicio. 

g. Escribe las características que se mantienen invariantes luego de la traslación y 

cuáles varían. 

_______________________________________________________________ 
_______________________________________________________________ 
 

7. Observa el cuadrado ὃὄὅὈ que se ha dibujado en el plano cartesiano, que muestra la 

figura. 
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a. Dibuja un cuadrado ὉὊὋὌ, cuyo centro sea el punto πȟπ, que tenga los lados 

paralelos a dicho cuadrado y cuyas longitudes sean menores que este. 

b. Al comparar los dos cuadrados ¿Qué puedes decir acerca de ellos? 

____________________________________________________________ 

____________________________________________________________ 

 

c. Halla las coordenadas de los vértices de cada cuadrado. 

d. Halla el perímetro y el área del cuadrado ὃὄὅὈ 

e. Halla el perímetro y el área del cuadrado ὉὊὋὌ. 

f. ¿Cuál es la razón del perímetro del cuadrado ὃὄὅὈ al perímetro del cuadrado 

ὉὊὋὌ? 

____________________________________________________________ 

g. ¿Cuál es la razón del área del cuadrado ὃὄὅὈ al área del cuadrado ὉὊὋὌ? 

____________________________________________________________ 

h. Dibuja un cuadrado ὖὗὙὛ, cuyo centro sea el punto πȟπ, que tenga los lados 

paralelos a dicho cuadrado y cuyas longitudes sean mayores que este. 

i. Al comparar los dos cuadrados ¿Qué puedes decir acerca de ellos? 

____________________________________________________________ 

____________________________________________________________ 

 

j. Halla las coordenadas de los vértices del nuevo cuadrado. 

k. Halla el perímetro y el área del cuadrado ὖὗὙὛȢ 

____________________________________________________________ 

l. ¿Cuál es la razón del perímetro del cuadrado ὃὄὅὈ al perímetro del cuadrado 

ὖὗὙὛ? 

____________________________________________________________ 

m. ¿Cuál es la razón del área del cuadrado ὃὄὅὈ al área del cuadrado ὖὗὙὛ? 

____________________________________________________________ 

n. Analiza los resultados que obtuviste en el ejercicio, e identifica que características 

se mantienen invariantes y cuáles varían, luego de la reducción y la ampliación a 

partir del cuadrado inicial ὃὄὅὈ. 

_______________________________________________________________ 

_______________________________________________________________ 
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Observa la siguiente gráfica, analízala y completa la tabla: 

 

8. Completa la siguiente tabla, sigue el ejemplo. 

 

Cuadrado Coordenadas Medida  
del 
lado 
 

Perímetro Área Razón  entre el 
lado del cuadrado 
y el lado del 
siguiente 
cuadrado 

1 ȟ Ƞ ȟ Ƞ ȟ  ◐ ȟ   ╬□  ╬□  ╬□ 
 

2      

3      

4      

5      

6      

7      

ể   ể ể  

 
9. En la tabla, ¿cómo se podrían interpretar los puntos suspensivos? 
________________________________________________________________________
________________________________________________________________________ 
10. Con respecto a las razones halladas en la tabla, ¿qué puedes concluir acerca de todos 
los cuadrados? 
________________________________________________________________________
________________________________________________________________________ 
11. Recuerda las características que tienen los objetos geométricos fractales. ¿Consideras 
que la figura presenta características similares a las de un fractal?, explica tu respuesta. 
________________________________________________________________________
______________________________________________________________________
 





 

 
 

 

4.5 Análisis de las actividades aplicadas 

 

Algunas de las actividades propuestas para la enseñanza de la Semejanza a través de 
formas fractales   fueron aplicadas a un grupo de estudiantes de grado noveno y dichas 
actividades se eligieron de acuerdo con su función dentro de la secuencia didáctica. La 
actividad número uno corresponde al tipo de actividades de inicio, la actividad cuatro al 
tipo de actividades de reestructuración, la actividad ocho es de tipo profundización y 
finalmente la actividad once es de tipo evaluación.   

En este punto es de anotar que las actividades desarrolladas por los estudiantes se 
analizaron a la luz de criterios establecidos en la tabla Formato de análisis de las 
actividades que se presenta en el anexo A.  En el anexo B se han seleccionado algunas 
de estas actividades con el objetivo de observar el trabajo realizado por los estudiantes. 

 
La actividad de inicio (actividad uno) relacionada con medida, razón y longitud, está 
estructurada de tal forma que se evidencian preguntas de acción, medición, cálculo, 
comparación y razonamiento, además, incluye situaciones de reflexión en contextos 
reales. Al respecto se pudo observar que aproximadamente la mitad de la población 
responde correctamente a cada una de las preguntas, sin embargo, de estos solo un poco 
más de la mitad argumentan sus respuestas de forma correcta. Además, se evidencia que 
el error más frecuente está relacionado con la geometría del espacio y con un poco más 
de precisión con la dificultad para entender y realizar representaciones de objetos en el 
espacio. 
 
Al analizar los resultados de esta actividad, se observa que el 36 % de las respuestas son 
correctas y presentan argumentos que las sustentan, el 12 % son correctas, pero no son 
justificadas de forma correcta, el 8 % son válidas, pero no se encuentra justificación de los 
cálculos realizados y el 26 % presenta resultados incorrectos a las situaciones problema 
planteadas.  
 
Con respecto a los errores más frecuentes, se observa que estos se deben a las 
dificultades para relacionar las representaciones gráficas con las representaciones 
simbólicas o las numéricas, es decir, la dificultad en el paso del lenguaje gráfico al numérico 
o al simbólico y recíprocamente. Del mismo modo, se encuentran errores debidos a la 
interpretación del lenguaje, como la asociación incorrecta de términos que para los 
estudiantes son sinónimos, por ejemplo, la longitud y la unidad de medida, además, de ser 
evidente la presencia de errores debidos al aprendizaje deficiente de conceptos previos, 
como perímetro, razón, longitud y unidad de medida.       
 
En cuanto al uso de la herramienta tecnológica, el software GeoGebra, una vez se dieron 
las instrucciones pertinentes, los estudiantes abordaron la actividad correspondiente sin 
dificultad. 
 
La actividad de reestructuración (actividad cuatro) relacionada con la congruencia, la 
comparación de áreas y perímetros en secuencias gráficas y numéricas está estructurada 
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de modo que se evidencian preguntas de exploración, atención, acción, medición y 
razonamiento, además, incluye situaciones de reflexión en contextos gráficos. Al respecto 
se pudo observar que la mayoría de los estudiantes responden acertadamente a cada una 
de las preguntas, sin embargo, de estos, un poco menos de la mitad argumenta de forma 
clara sus respuestas. Así mismo, se identifican dos tipos de error con mayor frecuencia, 
uno de ellos debido a la dificultad para obtener información de objetos representados en 
el espacio y el otro error debido a la asociación incorrecta de términos con sus significados 
o a la rigidez del pensamiento, con esto se quiere decir, que los estudiantes continúan 
aplicando los mismos procesos cognitivos aun cuando las tareas propuestas han 
cambiado. 
   
Al analizar el trabajo de esta actividad se obtuvo los resultados que se mencionan a 
continuación.  El 46,7 % de las respuestas son correctas, los estudiantes identifican las 
relaciones descritas en las diferentes tareas planteadas, presentan respuestas válidas y 
justifican sus respuestas de forma clara.  El 30 % son correctas, pero no se justifican de 
forma adecuada. El 1,67 % son respuestas correctas, pero no presentan justificación y el 
21,7 % de respuestas son incorrectas. 
 
Tenemos evidencia del tipo de errores que se presentan en las respuestas dadas por los 
estudiantes. Los errores de mayor frecuencia, corresponden a aquellos que se deben a la 
dificultad para obtener información espacial, entendida como la dificultad para entender y 
realizar representaciones de objetos en el espacio  y a la realización de asociaciones 
incorrectas de procedimientos cognitivos a tareas con distintas características, lo cual se 
manifiesta en la dificultad para relacionar las representaciones gráficas con las 
representaciones simbólicas o las numéricas y con la aplicación de estrategias 
matemáticas incorrectas, como cálculos aditivos a procesos multiplicativos. Del mismo 
modo, se evidencian errores debidos a las dificultades dadas por la falta de comprensión 
del lenguaje, como la asociación incorrecta de términos que para los estudiantes son 
sinónimos;  errores debidos a la aplicación de las mismas reglas o estrategias a situaciones 
diferentes, en las que el estudiante no utiliza los datos correspondientes a las situaciones 
planteadas al generar sus cálculos y errores debidos a un aprendizaje deficiente de 
conceptos previos, como perímetro, área, tamaño.       
   
Es de anotar que el uso de la tecnología facilitó el acceso a la información requerida acerca 
de las formas fractales y la información acerca de los artistas que relacionan en sus obras 
formas fractales.  
 
La actividad de profundización (actividad ocho) relacionada con la semejanza, está 
estructurada de forma que se evidencian preguntas de acción, construcción, medición, 
atención, cálculo, comparación y razonamiento, además, se hace uso de situaciones que 
remiten al contexto histórico del concepto de razón áurea. Al respecto se pudo observar 
que la mayor parte de la población responde correctamente a cada una de las preguntas, 
sin embargo, de estos solo un poco más de la mitad argumentan sus respuestas de forma 
correcta. Además, se evidencia que el error más frecuente es debido a la dificultad para 
relacionar objetos reales con su representación en el espacio. 
 
Es de anotar que el 54,5 % de las respuestas dadas por los estudiantes son correctas y 
presentan argumentos que las sustentan, el 21,2 % son correctas, pero no son justificadas 
de forma correcta, mientras que el 10,6 % presenta resultados incorrectos a las situaciones 
problema planteadas.  
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Con respecto a los errores más frecuentes, se observa que estos se deben a las 
dificultades para relacionar las representaciones gráficas con las representaciones 
simbólicas o las numéricas, es decir, la dificultad en el paso del lenguaje gráfico al numérico 
o al simbólico; y errores debidos al aprendizaje deficiente de conceptos previos, como 
congruencia y razón. Así mismo, se evidencian errores debidos a las dificultades dadas 
por la falta de comprensión del lenguaje, como la asociación incorrecta de términos que 
para los estudiantes son sinónimos, por ejemplo, la igualdad y la semejanza. Se evidencia 
aprendizaje deficiente de conceptos previos en la no verificación completa del concepto de 
semejanza. 
 
En cuanto al uso de diversas formas de representación, se enfatizó en el uso de 
situaciones problema enfocadas al uso de distintos tipos de representación como la 
simbólica, la gráfica y la numérica a través de material concreto. 
 
La actividad de evaluación (actividad once) relacionada con la semejanza en el plano 
cartesiano, está estructurada de manera que se evidencian preguntas de construcción, 
acción, medición y razonamiento, además, incluye situaciones de razonamiento en 
contextos reales. De nuevo, se pudo observar que la mayor parte de la población responde 
acertadamente a cada una de las preguntas, de estos, más de la mitad argumenta de forma 
clara sus respuestas, así mismo, se identifica que el tipo de error con mayor frecuencia, es 
aquel que se debe a la aplicación de reglas o estrategias de forma incorrecta.  
   
Al analizar desde otra mirada los resultados de la actividad, se observó que el   52,9 % de 
las respuestas dadas por los estudiantes son correctas, los estudiantes identifican las 
relaciones descritas en las diferentes tareas planteadas, presentan respuestas válidas y 
justifican sus respuestas de forma clara, el 20,6 % de las respuestas son correctas, pero 
no se justifican correctamente y el 26,5 % son respuestas incorrectas.  
 
Al analizar los resultados de la actividad, se observó que el error de mayor frecuencia 
encontrado corresponde a aquel que se debe a la aplicación de reglas o estrategias de 
forma incorrecta, seguido del error debido a la dificultad para obtener representaciones 
espaciales correctas de objetos reales y otro error detectado es debido a las dificultades 
dadas por la falta de comprensión del lenguaje, como por ejemplo la asociación incorrecta 
de términos que los estudiantes los entienden como sinónimos.  
 
En esta actividad se enfatizó en el uso de situaciones problema enfocadas al uso de 
distintos tipos de representación como la simbólica, la gráfica y la numérica. 
 

 





 

 
 

5 Conclusiones y Recomendaciones 

5.1 Conclusiones 

El presente documento invita a reflexionar acerca de la motivación al estudio de la 
semejanza a través de situaciones de variación que incluyen formas fractales, las que se 
consideran útiles por su bagaje disciplinar. Para tal fin se realizó una investigación en tanto 
el desarrollo histórico, disciplinar y curricular del concepto de la semejanza y de los 
fractales, a continuación, se diseñó, aplicó y analizó una secuencia didáctica.    
 
La revisión histórica de los conceptos de semejanza y fractales permitió entender que el 
conocimiento es el resultado de una evolución y que la finalidad de la enseñanza es crear 
visiones o razonamientos nuevos desde los conocimientos ya existentes, que nos 
conducirán a rupturas conceptuales, generando así la necesidad de crear nuevos 
conocimientos.  
 
De lo expuesto en la investigación se evidencia que los fractales presentan un potencial 
interdisciplinar, puesto que no solo abarcan contenidos matemáticos, su estudio permite 
relacionar la física, la biología, la geología, la astronomía, el arte y la tecnología. A decir 
verdad, las montañas, las costas, los ríos, los árboles, los pulmones, el sistema circulatorio, 
son formas de la naturaleza que pueden ser estudiadas mediante un modelo matemático, 
que es el modelo fractal. Por otro lado, la geometría fractal, permite el estudio de formas 
geométricas que se construyen en un número infinito de pasos y por tanto no abordable 
en la geometría Euclidiana. Es de anotar que los objetos de tipo fractal en geometría son 
figuras construidas haciendo uso de figuras autosemejantes, lo cual posibilita el estudio de 
la semejanza temática central en este trabajo.  
  
De acuerdo con la investigación se determina que la geometría fractal es una herramienta 
útil para abordar diversas temáticas de educación básica, dado que encierra una amplia 
riqueza de contenidos geométricos y algebraicos que pueden ser adaptados para este ciclo 
educativo, a partir de la descripción de sus propiedades y sus características generales sin 
necesidad de incluir una definición formal.  
 
Agregado a lo anterior se registra que los fractales cumplen con la función de generar 
motivación al estudio de la semejanza dado que permiten relacionar conceptos 
matemáticos con el entorno real de los estudiantes. La motivación se evidencia en la 
participación en el proceso de aprendizaje de los estudiantes y en el entendimiento de los 
conceptos matemáticos abordados. El estudio de los fractales posibilita que el estudiante 
relacione el contexto real, con el disciplinar y los avances tecnológicos.   
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El uso del software GeoGebra permite a los estudiantes realizar construcciones 
geométricas y realizar razonamientos acerca de sus propiedades o características. 
Además, facilita el tránsito en diferentes formas de representación de objetos geométricos.  
   
La propuesta didáctica presenta una amplia gama de herramientas que motivan al estudio 
de la semejanza a partir del uso de formas fractales, que fomentan el desarrollo de la 
imaginación, la intuición y el razonamiento a través de formas que habitualmente no se 
trabajan en el entorno escolar. Además, contribuye al desarrollo de habilidades como el 
análisis, la observación, el razonamiento y la argumentación.   
 
Dentro del análisis de las actividades aplicadas se pudo dilucidar que es necesario 
continuar haciendo énfasis en el uso de situaciones problema que requieran para su 
solución que el estudiante realice razonamientos y deba presentar argumentos 
matemáticos válidos para ser sustentadas. Además, se requiere hacer énfasis en la 
interpretación adecuada de representaciones gráficas y su relación con otros tipos de 
representación como la simbólica y la numérica, fomentando el uso adecuado de distintos 
tipos de representación y en el paso de uno a otro.     
 
La investigación señala que el docente debe orientar el proceso de aprendizaje generando 
en el estudiante cuestionamientos que lo lleven a razonar y reflexionar sobre su entorno y 
como éste se relaciona con los contenidos disciplinares, en nuestro caso la semejanza. En 
este camino el docente debe identificar los errores de aprendizaje presentados por los 
estudiantes, para corregirlos y que a través de ellos el estudiante reflexione sobre lo que 
está aprendiendo y como lo está aprendiendo, siendo consciente de su proceso 
académico.      
 
Se determinó que los fractales y su riqueza disciplinar no son incluidos en ninguno de los 
documentos curriculares, por lo cual hay que señalar que se debería incluir desde el diseño 
curricular este tipo de avances del conocimiento, ya que son el resultado del proceso 
constructivo que tiene el desarrollo de las ciencias. El currículo debería entonces reflejar 
los avances científicos desde su proceso histórico y su relación con el entorno real.  
 
A modo de cierre diremos que motivar a través de las formas fractales al aprendizaje de la 
semejanza a los estudiantes en grado noveno es fundamental, teniendo en cuenta que en 
este grado se cierra el ciclo de educación básica esperando que los estudiantes tengan 
unas bases conceptuales sólidas, al respecto de la semejanza y los conceptos asociados 
a ella como las razones, la proporcionalidad, las transformaciones y las homotecias, y que 
puedan abordar e interpretar situaciones de variación a través de razonamientos válidos. 
Esto con la finalidad de que los estudiantes tengan las suficientes bases conceptuales al 
llegar al ciclo de educación media. 
 

5.2 Recomendaciones 

Se recomienda la inclusión de los fractales al currículo escolar, por su amplia gama de 
contenido disciplinar aplicable al ámbito de la educación básica y media, dado que pueden 
ser abordados desde la biología, la matemática y la física, entre otras asignaturas. 
 
Teniendo en cuenta que los fractales describen formas de la naturaleza se recomienda el 
uso del laboratorio experimental terrestre, es decir, el entorno real del estudiante puede 
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ser relacionado con la matemática u otras ciencias, con lo cual se estaría llevando los 
avances del conocimiento científicos al aula de clase a través de herramientas de fácil 
acceso.  
 
Se recomienda trabajar de forma articulada la geometría, el álgebra y la aritmética, a través 
de distintos tipos de representación, lo cual conduce a que los estudiantes puedan razonar 
y entender las relaciones y características de los conceptos matemáticos escolares.  
 
De otro modo, se recomienda al docente estar en constante actualización del conocimiento 
disciplinar, en este caso investigar acerca de la geometría fractal, sus características, su 
ámbito de aplicación, los recursos que proporciona a nivel disciplinar y su relación con los 
fenómenos de la naturaleza.  
  
Al respecto de la secuencia de actividades se recomienda el acompañamiento constante 
del docente, quien a través de preguntas debe orientar a los estudiantes hacia el 
razonamiento y entendimiento de las relaciones existentes entre los conceptos dados y los 
ejercicios propuestos, así, en este modelo la evaluación deberá ser constante y conducirá 
a la formulación de nuevos interrogantes.  
 
Al respecto del software GeoGebra se recomienda su uso por la diversidad de contenidos 
matemáticos que permite abordar, por la facilidad del manejo de sus herramientas y entre 
otros, porque promueve en el estudiante el desarrollo del pensamiento crítico, el 
razonamiento lógico y numérico. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 





 

 
 

A. Anexo: Formato para el análisis de 
las actividades 

 

 

Tipo de preguntas 
 

1. Razonamiento 

2. Acción 

3. Exploración 

4. Medición 

5. Cálculo 

6. Atención 

7. Comparación 

8. Clasificación 

9. Construcción 
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Validez de las respuestas dadas por los estudiantes 
 
V1. La respuesta dada por el estudiante es válida y presenta argumentos matemáticos que 
la sustentan adecuadamente.  
 
V2. La respuesta dada por el estudiante es válida, pero presenta argumentos que no son 
válidos, no corresponden a la situación planteada o son incorrectos. 
 
V3. La respuesta dada por el estudiante es válida, pero no presenta argumentos. 
 
V4. La respuesta dada por el estudiante es incorrecta. 
 
V5. No se responde a la pregunta.  
 
Tipo de error en el aprendizaje 
 
E1. Errores debidos a dificultades en el lenguaje: Se evidencian errores de traducción del 
lenguaje natural al lenguaje matemático, relacionados con símbolos, conceptos y 
vocabulario. 
 
E2. Errores debidos a la dificultad para comprender y realizar representaciones de objetos 
en el espacio.  
 
E3. Errores debidos a un aprendizaje deficiente de hechos, destrezas y conceptos previos: 
Se evidencia en la insuficiencia de conocimiento sobre contenidos, algoritmos y 
procedimientos matemáticos, para abordar una situación. 
 
E4. Errores debidos a asociaciones incorrectas: Se evidencian en la aplicación de los 
mismos esquemas de pensamiento, como operaciones, a situaciones que han sido 
modificadas.  
 
E5. Errores debidos a la aplicación de reglas o estrategias no adecuadas: Surge por la 
aplicación de estrategias similares en contenidos diferentes. 



 

 
 

B. Anexo: Algunas de las actividades 
aplicadas 

1. Actividades de inicio 
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2. Actividad de reestructuración 
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3. Actividad de profundización 
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4. Actividad de evaluación 
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