




























































































































































































































































































































































































114 V : Seguros de vida

préstamo, con la condicién de que el prestatario tome un seguro de vida tem-
poral al tiempo que dure el préstamo y con un valor asegurado equivalente
al saldo pendiente, en donde el beneficiario es la compaiiia financiera.

En los préstamos para compra de vivienda o créditos hipotecarios, la
mejor prenda de garantia es el predio mismo, aunque por lo general los
estados protegen las viviendas contra el embargo cuando es un bien de pa-
trimonio familiar. Esto hace imprescindible la venta del seguro de vida para
el prestatario como condicién primordial para el desembolso del préstamo.

El aumento espectacular del uso de las tarjetas de crédito en el dmbito
mundial también ha hecho que el seguro de vida entre en este campo, aunque
los saldos de las tarjetas son tan bajos, que los seguros de amortizacién son
suscritos por una proporcién muy baja de usuarios. Aun-asi, las entidades
emisoras de tarjetas de crédito necesitardn estudiar a fondo la posibilidad
de asegurar obligatoriamente el reembolso de los saldos pendientes, que se
conwertan en nesgos potenciales.

3.11.4 Seguros complementarios y adicionales: En la venta del se-
guro de vida se acostumbra ofrecer otros seguros con proteccién distinta al
de la vida del asegurado.

Estén dentro de esta modalidad los seguros de accidentes, de invalidez,
de dependencia y de enfermedades graves, siendo todos en la mayoria de los
casos, de libre eleccién. Los de accidentes estdn disefiados para sufragar los
gastos que un accidente ocasiona en una persona, con valores asegurados
generalmente pequefios en relacién con los del seguro de vida. El de inva-
lidez es de cardcter indemnizatorio y por tanto sus valores asegurados son
similares a los del seguro de vida.

El seguro de atencién permanente o de dependencia ofrece atencién sani-
taria & domicilio por personal especializado, para as{ procurar una serie de
cuidados bésicos de cardcter personal y social. Los perfodos méximos de
prestaciones suelen ser ilimitados y los valores asegurados estdn destinados
s6lo a la atencién. Las reclamaciones son por causa de invalidez por acci-

dentes o enfermedades, en estas dltimas las reclamaciones son comunes por
personas de la tercera edad.
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El seguro de enfermedades graves garantiza el pago de un capital tinico
~ 0 en forma de renta a una persona a partir del diagnéstico de una enferme-
dad grave. El capital pagado le ayudard al asegurado a superar los traumas
fisicos, emocionales y econémicos que acompafian el diagndstico de la enfer-
medad. Después del diagndstico, existe la probabilidad de que el asegurado
sobreviva sdlo durante un corto periodo de tiempo, y puede traer consigo, un
impacto significativo sobre el estilo de vida que implicarfa grandes gastos,
tales como la instalacién de equipos especiales. La mayor justificacién del
seguro, la da el hecho de que las enfermedades graves disminuyen parcial o
totalmente, la capacidad productiva de las personas.

Los seguros adicionales implican aumento de la suma en el riesgo de vida.
Es tipico de este, el seguro de cobertura adicional por muerte accidental. Es
un hecho aceptado que la muerte por accidente, de efecto invariablemente
inesperado, origina gastos adicionales que la cobertura bésica de vida no
necesariamente contempla. El doble beneficio adicional o doble indemniza-
cién no presenta problema en el nivel del seguro de vida efectuado por el
individuo promedio.

La seccién 3.11 apenas es descripcién general de los productos del seguro
de vida, su presentacién tiene por objetivo no mds que dar al lector una idea
general y advertir en él, la idea de hacer un estudio més profundo en otras
bibliografias especializadas en el tema.
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EJERCICIOS
Secciones 3.3 a 3.6

1. Construir las conmutaciones Dy, My y R, delas tablas de los ‘anexo's
1,2y3,las cuales se iniciaron en el ejercicio 10 del capitulo 2 con la parte
basma

2. Calcular Ass suponiendo i = 0,1 y asumiendo para la fuerza de
mortalidad: S :

e pe=qis 0<z <100

" b. pz= 0,0249 (un promedio de las g, del anexo 1 desde T = 35 ponde-
rado por las lz).

3. Repetir el ejemplo 3.3 para una persona de 50 afios, un valor asegurado
de 1.000 y un portafolio de 500 pdlizas.

4. 8. SiA3=0,74, i=0,1, ls =50, ly = 32 y l5=27, calcular As.

b. Si v* =; ps y 15/A20 = 0, 15 calcular el valor de 6.

5. Sean Z; es la variable aleatoria del valor presente de un seguro dotal
puro y Z la de un temporal discreto. Mirar que:

vizl= - (4.3)
V|Zs) = Al__I (A17)2

Seccién 3.7y 3.8

6. Con base en el anexo 1 y asumiendo DUM, calcular:

a. A(12)




Contingencias de vida individual 117

b. Ass

Compatar'los resultados, en coﬁjunto, con los obtenidos en el ejercicio
tres, los obtenidos en los ejemplos 3.6 a 3.9, y del valor de Ass presentado
en la tabla del anexo 1.

7. 8i pe=0,03, 6=0,07 calcular 71‘25;15].

8. Si Z3 estd definida como la suma de Z; y Zs, siendo estas las variables
aleatorias del ejercicio 6, mirar que:

VIZs) = *Auimy— (Aum)

Seccién 3.9

9. Encontrar la prima simple neta de un seguro pagadero al final del afio
de muerte, que a edad 20 tiene el siguiente plan de beneficios: el primer afio
de vigencia paga una unidad monetaria, el segundo dos, y asi hasta pagar
diez para luego descender cada afio en una unidad, hasta ser cero.

10. Obtener el resultado equivalente a (3.52) incluyendo un diferimiento
en la cobertura del seguro de m afios.

11. Desarrollar una prima simple neta de un seguro temporal a n afios,
cuyo valor asegurado pagadero al final de la m-ésima fraccién de afio don-
de ocurra la muerte, tiene un valor inicial de n unidades monetarias y m
decrecimientos de 1/m cada m-ésima de afio hasta agotarse al final del afio
n.

Seccién 3.10

12. a. De acuerdo con la aplicacién dada en 3.10, encontrar el valor
faltante del cuadro 3.1: prima neta a edad 34.

b. Desarrollar la aplicacién dada en 3.10 sin tener en cuenta el diferi-
miento.
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c. Calcular con base en el resultado en ”a” y la tabla del anexo 1, la
prima neta tnica por peso de valor asegurado inicial para una persona de 35
afios, con crecimiento aritmético del 5,77% ¥ mvela,ndo el va.lor asegurado
alcanzado desde los 60 hasta los 70.




Capitulo 4

Rentas de vida

Una renta de vida es una serie de pagos hechos en periodos iguales de tiempo
por una persona o para una persona, mientras ella esté viva. Como estd
implicito el riesgo de vida en los pagos, la renta se constituye en un seguro,
nombrindose por tanto como seguro de renta. También se les llama rentas
o anualidades con riesgo o rentas contingentes. En el transcurso del texto
serd usado preferiblemente el término dé renta para diferenciarlo un poco
del usado con preferencia en teoria del interés como anualidad cierta.

Este concepto se aplica al sistema privado de pensiones en donde unas
personas mes a mes hacen pagos o contribuciones a una entidad, para que
después de un tiempo determinado y habiéndose acumulado una gran suma
de dinero, dicha entidad les remita también a ellos a través de una empresa,
de seguros, una serie de pagos mes a mes mientras vivan.

En las pélizas de renta usualmente los pagos varfan cada primero de enero
y por eso para facilitar los cédlculos de los valores acumulados, es necesario
que la edad varfe también en esa fecha. Asf pues, la edad actuarial asigna
edades enteras en los primeros de enero. En la seccién 4.8 es anahzado este
aspecto con la aplicacién desarrollada.

Al 1gua1 que en las anualidades ciertas, el interés est4 centrado en conocer
el valor acumulado de una renta en el presente y en el futuro. Una vez més
se reitera la claridad que se debe tener en lo relacionado con los acumulados
de las rentas, en los términos inmediato y anticipado que se mencioné en la
seccién 1.9. ‘

119
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4.1 Rentas de vida anuales vencidas

. Los pagos son hechos al final de cada afio mientras (z) viva, ya sea por toda

la vida, en un tiempo determinado, o que inicien después de una fecha fijada
con antelacién.

4.1.1 Renta vitalicia inmediata: La serie de pagos inicia desde el mo-
mento de celebracién del contrato y se realiza hasta que (z) muera. Como
en teoria del interés las rentas se notan con una “e” pero indicando, ademéds
del término, la edad del asegurado. En el caso de la renta vitalicia vencida
e inmediata con riesgo no hay referencia al término de la renta, tinicamente
figura la edad; si los pagos son de una unidad monetaria el valor presente se
nota como a,. El siguiente esquema ilustra la definicién.

Qg

1

1
: {
(z) z+1 z+2 z+3 -

Existen dos técnicas para encontrar el valor presente de una renta con-
tingente. La primera se denomina técnica actual de pago y consiste en hacer
los descuentos con riesgo de cada pago y sumarlos todos, asi, para el primer
caso en cuestion:

50 ,
Oy =FEp+o Bz +3FEg+--- =p:z:'Ul +2p:z:'02 +3Pm7-)3 4= kakp:r,
k=1

(4.1)

La segunda técnica se denomina técnica agregada de pago. Consideran-
do el tiempo futuro de vida en afios enteros, la muerte ocurrird en un lapso
de tiempo K incierto, luego la técnica inicia por calcular una renta cierta
temporal a K afios, multiplicada por la respectiva probabilidad de que efec-
tivamente la muerte suceda en ese tiempo, para posteriormente sumar todos
los resultados basados en los probables valores de K. Con esta definicién se
concluye que la férmula definida para el valor presente de la renta analizada,
es la esperanza matemadtica de la variable aleatoria ags K=1,2,.... Con
base en (2.21):
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= E[afq] = kz_l g k/dm = kz—oaﬂ k/9=

Aphcando el teorema 2.2, con 2(k) = ag ¥ g(k) —k/ gz, entonces,
Aa’ | : ¥y por (2 22) G(k) = k+19z luego

oo oo )
Ay = z(O) + Z(l ~k+1 qrzz:)'uk.{—l': Z k+1Pz PPl = ka kPz
k==0 k=1

k=0

Reemplazando la notacién de (3.7) en (4.1):

Ay = i v Es (4.2)

El limite de la sumatoria es mds especificamente w — z. La diferencia de-

la férmula de una anualidad cierta y una contingente es el término pp;. La
probabilidad es indicacién promedio de que cada pago debe hacerse efectivo
y descontado para hallar el valor presente, si la persona atin est4 viva. Esta
conclusién pues no es rigurosa, una interpretacién més precisa del papel que
juega la probabilidad de sobrevivencia en la férmula del valor presente, parte
de reemplazar (2.29) en (4.1):

z—-liz bk (43)

Segiin (4.3), a, representa la suma aportada por cada sobrev1v1ente de un
grupo l; a un fondo que genera interés, el cual retribuird una unidad mone-
taria al final de cada afio al grupo de sobrevivientes lz4%, £ =1,2,3,...

La varianza de la variable aleatoria g es:

V[a_]=v[1"”KJ SV(¥) = —-L—V(v"“)k

2. 02

Como se ilustré en el ejemplo 3.3 V[p¥+1] = 24, — A2 y por (1.8):
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V [ag] = -;—2 Az — (As)?] | (4.4)

Expresar las rentas en términos de las conmutaciones hace necesario la
definicién-de una nueva funcién:

o0 .
k=0
o0 o]
Da:+k Nm+1
ag=) pEr=)_ = (4.6)
k=1 k=1 Dq Dq

El célculo de las rentas toma como base técnica una tabla de mortalidad
diferente a la tabla de asegurados, basicamente porque la longevidad de los
rentistas es mayor que la de los asegurados en el riesgo de vida. Los anexos
2y 3 son el resultado de la experiencia del I.S.S. en Colombia entre los afios
80 y 89 y reflejan la mortalidad de rentistas del sexo masculino y femenino
respectivamente. La desagregacién por sexo muestra mayores probabilidades
de muerte en hombres que en mujeres, esta conclusién se podria decir sin
temor a mayor equivoco, es un estdndar mundial. Las conmutaciones usadas
en cilculos seguidos son las basadas en el interés técnico bruto del 10%, a
menos que se especifique lo contrario.

Ejemplo 4.1: Con la tabla del anexo 2 cuyas conmutaciones
son trabajadas al 10%, calcular la prima tnica (PU) que debe
pagar un hombre de 62 afios a una compaiiia de seguros, para
recibir en contraprestacién un pago de 1.000 délares al final de
cada afio mientras esté con vida.

_ _ Neg _ 1.690,9410 _
PU = 1.000ag2 = 1.0005% = 1000537355 = 7-303,2
El cdlculo para una mujer de 62 afios hecho con base en la tabla
del anexo 3 arroja un valor de $7.549,3 y la prima usando la
tabla del anexo 1 es $7.347,1 valida para hombres y mujeres.

Siempre es de esperarse que el valor presente de una renta con
base en una tabla de rentistas sea mayor al basado en una de
asegurados de vida, contrariamente en este caso la prima para
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hombres es menor con la desagregada por sexo de rentistas que
con la agregada de asegurados de vida.

El hecho de no separar la mortalidad de hombres y mujeres en
la tabla de asegurados de vida causa este ruido, una vez hecha
la desagregacidn, la tabla de asegurados de vida para hombres
tendria mayores probabilidades de muerte que la agregada, y el
valor presente de la renta serfa menor que el valor calculado con
base en la tabla de rentistas.

La inversién de la prima tnica en una entidad financiera que
ofrece un rendimiento de interés del 10% efectivo anual, finali-
za en una anualidad vencida de pago cierto por un periodo de
aproximadamente 14 afos:

1.000a7; =-7.303,2

_ Ln(1-17,3%) —13.7

Ln(v)

" En la renta con riesgo la expectativa de pago es igual a la espe-
ranza de vida de la persona de 62 afios, que de acuerdo con el
anexo 2 es de 18 afios. Es probable que los pagos se extiendan
por més de 18 afios e incluso por més de 48 si el asegurado rebasa
los 110 afios o final de la tabla.

Con lo anterior se quiere afirmar que el incumplimiento de los

- supuestos en los cdlculos no es causal del no pago de la renta. El
caso contrario sucede cuando el asegurado muere al afo siguiente
de firmado el contrato, recibiendo un sélo pago de 1.000 habiendo
cancelado previamente poco mas de 7.000.

En las rentas con riesgo el principio de mutualidad del seguro
juega un papel muy importante, las primas aportadas por perso-
nas con deceso temprano contribuyen para cumplir con los pagos
a personas que prolongan su existencia por largos periodos. Por
esto, el término de una renta con riesgo tiene la posibilidad de
ser mucho mayor al de una renta cierta cuando ambos casos son
trabajados con la misma tasa de interés. Por la desigualdad de
Jensen:
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La desigualdad es estricta excepto cuando K es constante.

Similar a los ejemplos 3.3 y 3.5, si se quiere ajustar la prima neta
de la renta en una cantidad que haga que los fondos recaudados
por la compaiiia sean suficientes para cumplir con los compro-
misos adquiridos con una probabilidad del 95% en 500 pdlizas,

entonces, se debe encontrar un valor h tal que P(S < h) = 0,95,

donde:

500

’5‘=Z’Yi

-oi=1

La variable +; es el valor presente de la serie de pagos de 1.000 ba-
jo la sobrevivencia de la vida ¢. Asumiendo que las 500 vidas son
independientes, entonces se tiene que E(S) = 500E(1.000am) y

ademds V/(S) = 500V(1.000az).

V[og) = % P4s: - (A62)%] = ghos [0, 1047 —0,2452°] = 5,3038

E(S) = 500(7.303,2) = 3'651.600,0
V(.S') = 500(1.0002 . 5, 3938) = 2.696900.000,0
El valor h reparmdo entre las 500 v1das independientes serd el

valor del ajuste de la prima SImple neta. Con base en el teorema
central del lfmite:

h = E(S)+1,64505 = 3/651.600 + 1,645(51.931,7) = 3'737.027, 6
h/500 = 7.474,1

La prima ajustada es entonces de 7.474,1 para un aumento del
2,3% en tal ajuste. A
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'4.1.2 Renta temporal inmediata: La serie de pagos inicia en el periodo

de emisién de la pdliza y es suministrada durante n afios siempre que (z)
sobreviva. Si los pagos son de una unidad monetaria, se deduce mediante la
técnica de pago actual que el valor presente es:

Gpm = kB (4.7)
k==

Al igual que en el seguro de vida, en la relacién N/ D, la variacién de los
pagos por sobrevivencia esta descrito en el numerador y el denominador serd
una cantidad constante para cada tipo de renta. La cantidad Nzt1— Ngtnt+1
determina que a los descuentos totales esperados de los pagos, se le debe
restar los correspondientes a los esperados del afio n en adelante.

l_“‘—““‘_““Nz+n+1
f Nzy1
— ——t—
() =z+1 z+n T+n+1
Ny — -
am:—ﬁ—] = z+1 DNa:+n+1 (48)
T

La notacién del valor futuro de una renta con riesgo es Sem ¥ se obtiene
llevando el monto a, o7 &l final del periodo n con el factor de acumulacién
con riesgo 1/, F,

Gp7  Neyr— N,
S = 2: 7} _ Hetl z+n+1 4.9
=0 = By - Dan (4.9)

4.1.3 Renta diferida: Los pagos de la renta con riesgo comienzan después
de m perfodos y pueden ser vitalicios o temporales. La siguiente ilustracién
muestra el flujo de pagos de una unidad monetaria de una renta vencida,
diferida y vitalicia.

m/ %z Az4+m
1 1

| | |/ | l
(z) z+1 T+2 - z+m zz+m+1l z+m+2 -
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En general las deducciones de los valores presentes de las rentas con-
tingentes son poco complicadas si se hacen a través de la técnica actual de
pago. Con base en tal técnica y apoyados en el esquema anterior, se llegaia
que €l valor presente de la renta vencida, diferida y vitalicia es: ‘

m/dz = Z kB (4.10&)
k=m-+1
=m Eg Qg tm . | (4.10b)
_ N:z:+m+1 . V - !
=D, , (4.10c)

Es facil ver que una renta vitalicia puede ser expresada como la suma de
una temporal mds una diferida.

m oo
0= kBzt Y. kEo=0.m +m o (4.11)
k=1 - k=m-+1

Otras férmulas ficilmente deducibles son los valores presente y futuro
de las rentas diferidas temporales: ,/na; = m/0m ¥ m/nSz =m/ Sz
respectivamente.

n+m :
m/nlz = Z kEz (412&)
k=m-1
- N:z+m+1 "’ N:z:+n+m+1 '
= D, (4.12¢c)
: - Ngymi1— N,
S = m/nlz _ S = z4+m+1 T4n4m+l .
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Ejemplo 4.2: Para costear los estudios de especializacién en el
exterior un padre compra a su hijo de 20 afios, una renta que
comienza a pagar cinco aflos mds tarde y por cuatro aflos maés,
un monto de $U52.000 al final de cada afio. Con base en el
anexo 2:

Naog — N.
2.000 5/4a20 = 2.000—2_""22 — 3.916,8
| Dao

La cantidad que debe pagar entonces por dicha renta es de
$U53.916,8. A

4.2 Rentas de vida anuales anticipadas

La serie de pagos se efectiia a comienzo de cada periodo. El valor presente de
la anualidad cierta dm; K =0,1,2,..., determina el valor presente de la
renta vitalicia con riesgo de una unidad monetaria. El simbolo de la diéresis
en la “a” o “S” diferencia los valores presente y futuro con los valores de las
rentas vencidas. Con base en la técnica agregada de pago:

o0
iy = E [am] = kz_oam ke

Si 2(k) = &m y g(k) = i/gz, entonces segin el teorema 2.2:

00 00 )
Gy = GT] + Z(l ~k+1 Qm)'vk+1 =1+ Z k+1P=z o = Z'Uk kPz
, k=0

k=0 k=0

El simbolo co es més prec1samente w—xz—1. De acuerdo con la notacién
(3.7) del seguro dotal puro:

Cdp=Y kEe (4.14a)

== (4.14b)
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Se puede demostrar ficilmente que la varianza de &m viene dada por
(4.4).

Segiin la técnica actual de pago, el valor presente de la renta temporalv
inmediata y de las diferidas es:

; n—1 ’ . .
: N, = N, .
bgm = > kBo = —E—B-—“Ei‘l‘- (4.15)
x
; k=0 ‘ :
- :
w N.
mfbs =Y kFo= ;‘: m (416)
k=m
n4+m—1 N, . .
m/ndz =m/,&'m:’1'ﬂ = Z kEz = T D T : (417)
. . k=m . z

La diferencia en las férmulas no son radicales pues las deducciones y
conceptos aplicados en las rentas vencidas son igualmente aplicables a las
anticipadas. En este orden de ideas se pueden dar otras relaciones para las
rentas anticipadas. '

m/nalm =m By &:z;+m:7i| = azm - a’mﬁﬂ (418)

El valor futuro de la renta temporal inmediata y de la diferida temporal
es:

Qg7 _ N; - N:z:+n

Som = = (42
:z:. nEm Dz+n (4 0)
: . .. .. /@, 7 Neym — Ny
' ‘”Z/S:z::n| S:z::m+n] - Sm;ﬂ = m/Cz = +m Notnim (4.21)

n+mE:1: Dz+n+m

Las relaciones més importantes entre rentas vencidas y anticipadas son:
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Ag == dm —1 (4.223)

Gz = Ggy1 Fy (4.22b)

by = Z KBz = Z 8Bo+ (0B —n Bo) = gy +1—n B (4.23)

4.3 Foérmulas que relacionan rentas y seguros

Es posible ligar los conceptos de rentas y seguros en una sola ecuacién. Con
base en la técnica agregada de pago:

.. . 1 — o+ 1-FE '[UK"’I] 1-A;
1= Az +di, - © (4.25)

Para una inversién de una unidad monetaria, A; permite devolver la
inversién. al momento de la muerte y da, representa el pago de mtereses de
la inversién mientras la persona esté viva. :

Con base en la misma técnica, se obtiene una relacién para la renta
temporal anticipada, para ello se define primeramente la variable aleatoria:

= éim 0<K<n

Tratdndose de encontrar un valor presente para la renta temporal antici-
pada, la definicién de -y es obvia, pues las rentas ciertas tomaran distintos
. valores en la temporalidad de los n afios dependiendo si la persona vive o no,
y en adelante de este periodo si la persona a sobrevivido n afios més, el valor
presente serd constante e igual a una renta temporal a n afios. La variable
aleatoria « se puede escribir como y = (1 — Z)/d, y por (1.33) Z = v¥+!si
0<K<n,yZ=v"si K >n, luego: ' :
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o 1—E[Z] _ 1"'A:z:7ﬂ
e e

La interpretacién de (4.26) es similar a la de (4.25) que también puede
ser obtenida reemplazando (3.26) y (4.19) en (4.25):

Dividiendo por d ambos lados de la ecuacién (4.25) y usando (1.41):
ligg = bz + g Ax : ‘ (4.27)

El valor presente de pagos anticipados ciertos anuales y a perpetuidad,
es igual al valor presente de pagos anticipados hasta que (z) muera, més la
‘prima del seguro que paga un valor asegurado equivalente al valor presente
de una perpetuidad de una unidad monetaria. La prima del seguro prevera
los pagos a perpetmdad despues de que (:1:) muera.

Una expresmn para las rentas dlfendas es obtenida reemplazando en
(4.26) el valor de &, deducido de (4.19).

1= A + d(o —ny ) (4.28)

Despejando la renta diferida en (4.28) y. con base en (4.25) y (1.41) se
obtiene finalmente que:

s = (Agm — Au)iizg (4.29)

Una renta contingente y diferida n afios con pagos anticipados equivale a
una renta cierta anticipada y a perpetuidad de un monto (A7 — Az). Tam-
bién se puede considerar la equivalencia esperando a que se hagan efectivos
los pagos de los beneficios de las primas de los seguros, de tal forma que la
diferencia de primas proporcionaré el pago de una unidad monetaria bajo
ciertas condiciones: si la persona muere antes de n afios el dotal asegura el
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pago de una unidad y el entero otra, en consecuencia la diferencia serfa cero;
pero si la persona sobrevive a la edad = + n, como no hay efecto del interés
en la diferencia, esta serd uno antes de que ocurra la muerte y cero cuando
ocurra.

Son muchas las equivalencias e interpretaciones posibles a obtener con
razonamientos similares. Se citan adicionalmente los casos de las rentas
vencidas:

1= (1404 tige o (430)

. Uz = Og + g Az | : (4.31)
.n/% = (Am:ﬁl - Am)&asl ~a Ey (4.32)

4.4 Rentas de vida pagaderas mds frecuentes que
el afio

Si cada pago de unidad monetaria de la anualidad se efectiia con m pagos de
1/m durante el afo, los valores presentes de las rentas vitalicias, vencidas y
anticipadas son, de acuerdo con la técnica actual de pago:

o

1

am = ~ > 2B (4.33)
) h=0 . . . L

- 1 ’

== uB (4.342)
h=1
1

—gm _ o

=g m ’(4.34b)

Las rentas temporales anticipadas y vencidas cambian el limite superior
de la sumatoria por nm — 1 y nm respectivamente. Las dos se relacionan
mediante la ecuacién:

G = g — 7y (1 —n Ei) (4:35)
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Para las rentas diferidas vencidas se tiene:

wal™ = Byl (4.36)
wnaf® = B fﬂ—‘] : (4:37)

Los valores presentes de rentas anticipadas son similares a los valores de
las vencidas. :

Entre rentas y seguros fraccionarios se obtiene una relacién con la si-
guiente deduccidén:

&gm) _ E[ (m) ] [1 —vK+(J+1)/m} _ 1 __A:(Bm)

B+ (I+1)/m dm) dm)

donde K = 0,1‘,‘2, Loy J=0,1,2,.. ;',m — 1. De la anterior ecuacién

se obtiene:
1=dm™am™ + AMm (4.38)
(m) () ™Y N
1=4"gi™ + 1+~E A] (4.39)

El cédlculo de las rentas usa probabilidades de sobrevivencia a edades
fraccionadas, y por tanto, hay que hacer aproximaciones para efectuar di-
cho cdlculo. Una de las mds comunes es la aproximacién de Woolhouse o
aproximacidén tradicional, cuya deduccién es como sigue:

- De la férmula de Euler-McClaurin para aproximar integrales definidas, -

cada segmento del recorrido de f se divide en m partes, entonces:

/f(t)dt [F(R)+F(2) -+ FQ) e+ F(m)] + & [F(0) — £(m)
— S [f () - FO)] |

Al tomar m = 1 y luego igualar las dos aproximaciones se obtiene:
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/f(t)dt~zf(t>+ [F(O) - )] = 3 [ () ~ £0)]

LIFR) () + f(n)]~ i =
Zf(t)+m"1 [F(0)—f(n)] =222 [f'(n)—F'(0)]

Con f(t) = 4psyn=w-zx ¥y anahzando cada terrmno de la
aprommacmn por separado: : :
_—

[f( )+f( )+ .. +f(n> ~

= :

n n
D) =) V=
t=1 t=1
f(O) =" 0Pz =1
f(n) =" Dz = VYT ey Pz = v %.0=0

~ Para determinar f'(n) — f'(0) primero se calcula f'(%).

d d . d

fl(t) = i ('Uttpa:) =t Pa:'c'i't'v + v a‘t'tpz

Segiin (2 13) y (1. 29)

f (t) =—v tp:z:((s + I-la:+t) —“f(t)(ﬁ -+ ,uz+t)

fi(n) = £1(0) = = f(0) = f(0)(6 + Mz) = 6 + pia

Reuniendo términos: .
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m—-1 m“-1
o 1om2 (uz +96) (4.40)

a&m) x=a; +

La aproximacioén para las rentas vitalicias anticipadas se obtiene reem-
plazando (4.22a) y (4.34b) en (4.40).

m—-1 m?=

6 e — = =~ o

ket ) (4.41)

En la préctica la tercera expresién del lado derecho de las dos aproxi-
maciones anteriores es ignorada, por eso no se tendra en cuenta para lo que
resta del texto. Una vez obtenida una aproximacion para las vitalicias, las
concernientes a las temporales son ficilmente deducibles; de la generaliza-
cién de (4.19) al caso fraccionario y segin (4.41):"

m—1
gﬂzll_awh By 00 Nl — (1 —n Bs)  (442)

Similarmente se obtiene:

m—1
a{7) % Qg + = —(1 —n Ex) (4.43)
s(m) o m—1 , V
n/al. = n/ Ay — _Z—WTnEz (4.44)
: -1
nai™ g+ %;z—nEm (4.45)

Otra aproximacién se halla con base en el supuesto de distribucién uni-

- forme de muertes. Igualando (4.25) y (4.38):

dig + Az = d™a(™ + A

Despejando iigm) y por (3.28) asumiendo DUM:
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d . i —4(m) )
= e T | Jomyge | [ — dda] por (4.25)
di i i — 7:(77")

dm);(m) Gz — © d(m) 4(m)

=o(m)ie ~f(m). | (4.46)
donde, ’
o ded :
o(m) ‘:'“—_d(m)z'zm) (4.47)
s .(m) v
B(m) = —-—;(m)zz.(m) | (4.48)

La aproximacién por DUM es més sencilla en su deduccién que la tradi-
cional, pero no en su calculo, pues la férmula resultante es mas compleja, y
mds complicado resultan las aplicaciones en el desarrollo de productos que
de ella se deriven. Aunque el célculo de las dos recoge distintos resultados,
la distancia no reviste mayores diferencias, eso si, se debe tener en cuenta
que esas diferencias comienzan a ser nada despreciables, cuando las rentas
son de montos grandes de dinero y cuando las compafifas tienen numerosos
negocios al respecto. El desarrollo de los otros tlpos de rentas toma como
base el resultado (4. 46)

o) =8 — & m am)is - ) — & = o(mas +(m)  (4.49)
1m) = a(m) = flm) - & (450)

Otros resultados importantes cuya deducc1on es sencilla y se proponen
como ejercicio, son: - Lo




136 o Rentas de Vida

a{7) ~ a(m)agm +Y(m) (L —n B) (4.52)
o/ = o)y i — B(m)u B (4.53)
wa™ za(m>u,ém+7(m>uf:m | (454)

o™ za(m>u/na;4ﬂ<m>(1 P E)E. (4.55)
w/n 0™ % (M) y/mte +Y(m)(1 —n By)uBy (4.56)

Ejemplo 4.3: Con la tabla del anexo 2 calcular el monto ne-
cesario (PU), que tiene que dar un hombre de 62 afios a una

~ compaiifa de seguros, para que esta le retribuya pagos de $1.000
al final de cada mes mientras esté con vida.

a{1? : valor presente de 1/12 cada mes (una unidad al afio).

| 12 agz) : valor presente de 1 cada mes (doce al afio).

(1.000)12 a2 valor presente de 1.000 cada mes.

k Usando DUM:

= (1. 000)12a(12)~12 000 [a(lz) + (12)}

di 0, 0909(0, 1)

12) = =
(1) = @30 = 5,0049(0,0957)

= 1,000752

z(”) 0,1~—0,0957
12) = — ] ) X —

~(12) = a(12) = 3(12) ~1/12 = 0,442927
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Nez = 1.690,9410 y Dgp = 231, 5356

Al reunir todos los resultados, resulta que PU = $93.018,9.
Usando la aproximacién tradicional:

PU =-(1.000)12a{}? ~ 12.000 [g—zl + %} =93.137,9 A

La aproximacién tradicional da como resultado primas netas mayores que
las obtenidas con la aproximacién por- DUM. La empresa que adopte esta
dltima busca ser més competitiva ofreciendo menores precios y la que adopte
la tradicional, més simplicidad de cémputo y menor riesgo que desequilibre
el seguro. Debido al avance informético las férmulas complejas no dan mayor
dificultad al manejo administrativo de un producto, y lo que antes era una
ventaja de la aproximacién tradicional ya no lo es tanto. De todas formas
para los actuarios resulta mds comodo el desarrollo de un producto usando
la aproximacién tradlmonal ‘ ' :

4.5 Rentas continuas

Se puede considerar el caso de las rentas pagaderas més frecuentemente que
el afio haciendo que m — oo, para tener entonces rentas con pagos continuos
o rentas totalmente continuas; un concepto dificil de aplicar, pero 1til a la
hora de aproximar rentas con pagos semanales o diarios. El valor presente
de las rentas vitalicias continuas con pagos to’cales anuales de una unidad
monetaria se obtiene mediante el lfmite:

g = Mmoo Imo
T m—o0 ® T m—oo ™

El valor presente segin la técnica agregada de pago se deduce de la
siguiente manera:

OO0
E [Eﬂ] = /0 E—ﬂtpmﬂz-ktdt
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Con base en el teorema 2.1, sean z(t) = (1 — v7T) /6 Y 9(t) = Pz - tott,
entonces de acuerdo con (1.29) 2/(t) = —v*Ln(v)/6 = v* y por (2 13) G(t) =
tdz, asf: ;

@, =E [aﬂ] = #(0) + /0 °° 21 - Gty = /0 °° vpedt  (457)

La varianza de E‘T] es

U R Ry IS Ty P GO (A1 B
V] =v ] - my ) = S R

- donde %G, estd basado en la fuerza de interés.26. La obtencién del
valor de la iltima igualdad se fundamenta en la ecuacién que se presenta'
seguldamente en (4.61). ’ =

Otros valores ‘,presentesrse obtienen variando los limites de la integral; ;
para las temporales y diferidas respectivamente se tiene:

d n
| Ty = / v ipodt : . (458)
, 0

m

7 oo , ! , - o
m/ﬁm = / , 'Uttpa:dt, = mBz Qpym = 8y — Eg,-;ﬁﬂ : (4-59)

- mtn o V A
m/n0z =/ vttp:idt‘ E a’m+m"’| : zm = Qg7 (460)

m

Segiin la técnica agregada de pago para encontrar valores presentes de
| rentas contingentes, se deducen las siguientes relaciones entre rentas y segu-
TOS:

1=6a,+4; (4.61)
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Otras ecuaciones importantes son:

1= 68,7+ Ay (4.62)
O = Ay — A N X))
6m/na'_:l: = -A—;,;Tn‘] - me (464)

4.6 Rentas variables

Son muchas las variaciones posibles por hacer a los pagos de las anualidades.
Seguidamente se analizardn algunas rentas ant1c1padas, la deduccién para
las vencidas son similares.

Una forma globalizada de algunos tipos de renta vitalicia anticipada estd

dada por el siguiente valor presente actua,rial (VPA):

(VPA), -Zbk a(’fk - kE Zbk &/ a(_)l (4.65)
k=0 k=0

El VPA es la suma de varios valores presentes cada uno representado por
- m pagos que suman by desde = + k hasta x + &k + 1.

Una forma general para el valor presente de las rentas variables antici-
padas con una temporalidad de n afios con pagos bz, bzi1,.-- ;bz4n-1, Pa-
gaderos en fracciones m-ésimas de afio para las edades respectlvas, estd dada
por la férmula:

:c+1"z—

(VPA)= > by ("1)1 gz Ea (4.66)

y=z

4.6.1 Rentas crecientes: -Algunos-casos particulares de interés son obte-"
nidos de (4.65) con m = 1 y by tomando ciertos valores: Cuando br ="k + 1

el VPA es:
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(I8), = Z(k + 1) By = Z Z nBy = Z /o (4.67)

k=0 n—-k k=0

Esta renta paga anticipadamente una unidad monetaria y se incrementa
en una unidad por cada afio transcurrido. El siguiente esquema ilustra el
resultado de la prima neta como una suma de valores presentes de rentas
diferidas de una unidad monetaria.

f N 4 1

{ | | C
| | | |
(z) z+1 z+2 z+3 ---

‘La definicién de la conmutacién Sy se usa para expresar (/&) en términos
de las conmutaciones.

Se = Ny (4.68)
k=0
. . N, k’ S:z:
({d)z = Z k/Qz = Z 5: =D, (4.69)

k=0 k=0

Si by, en (4.65) toma el valor (14 7)F con k = 0,1,2,..., se obtiene
una anualidad que inicia con un pago de una unidad monetana el segundo
afio de (1 + r), el tercero de (1+47)? y asf sucesivamente hasta obtener una
anuahdad con crecimiento geometrlco

) o0
(Vé)z = Z kEz(1+ T)k =Z kEm(e) = &z(e) (4.70)
k=0 - k=0

El resultado es el valor presente de una renta vitalicia con riesgo de pagos
constantes de una unidad monetaria, pero con base técnica de una tasa de
interés real para los descuentos. El incremento del valor de la renta en un r%
y los descuentos basados en un interés técnico bruto 4, arrojan finalmente
! un factor de descuento real e.
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Ejemplo 4.4: Calcular el valor de la prima tnica (PU) que
tiene que dar un hombre de 62 afios a una compaiiia de seguros,
para recibir en contraprestacién un pago de $1.000 al inicio de.
cada afio mientras esté con vida. Los pagos incrementan cada
aflo su valor en 20% con respecto al anterior, y sus descuentos
son hechos con un rendimiento bruto supuesto del 24,8% efectivo
anual.

El exceso de tasas segtin (1.73) arroja una tasa de mteres real
del 4%. | o

1414 1,248
=iy =g Tl

Con base en la tabla del anexo 2:

Neage)

PU = 1 000 - dgz = 1.000——
i 62(e)

= 12.602
Segtin el ejemplo 4.1 si no hay»incremento en los pagos, el valor .
presente es de 8.302,2. El concepto es aplicado al manejo de

pensiones donde se requiere que las mensualidades sean ajusta-
das cada afio y-sigan el ritmo inflacionario de un pais. A

Tomando en (4.66) m =1y by =y — z + 1 se tiene que:
z4+n—1
(VPA) = Y (y—z+1)y Bz

y=x

Mediante la transformacién k& =y — z:

n—1n—1
(VPA), Z(k + DBy = 3> iEs
k=0 k=0 j=k

La sumatoria desde j = k hasta n — 1 tiene n — k termmos luego la
segunda sumatoria de la expresmn anterior segin (4. 17) es una anuahdad
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diferida j afios y temporal a n — k afios. El valor presente actuarial corres-
ponde al valor presente de una anualidad creciente en una unidad monetaria
cada afio, y por un periodo temporal n; su notacién y férmula son:

n—1

(M)z:-ﬁ]=Z,c,a$:;z__.,a SRNRTas (4.71)
k=0 :

El seguro de renta témporal en (4.71) escrito en términos de Seguros de
renta vitalicios y de las conmutaciones es: -

»

(I&)zﬁﬂ = (Ia)m - nE:;:(I&')m+n - nE:z: n- &:L‘+n =‘ Sz — S$+n —~ TZN;B.H;

Dq

(4.72)

Al igual que en los seguros de vida, las diferencias finitas son aplicables
para el célculo de valores presentes de las rentas contingentes a través de las

funciones de conmutacién. La figura seguida muestra beneficios y diferencias

para un seguro temporal creciente. En la primera linea de los flujos de
pagos de la renta quedan los coeficientes de la conmutacién D, la segunda
que representa los valores de las diferencias de primer orden contiene los
coeficientes de Ny, y en la tercera estdn los coeficientes de Sz, o valores de
diferencias de segundo orden.

Sz A%k 1 0 0 0 0 —(ntl) g
Ny  Abgyy 1 1 1 1 1 -n 0
Dz by 1 2 3 4 n 0 0
| | 1 | | | |
(.'zl:) m-lf-l :1:2—2 :z:ll-3 m-:—n—l m-i—n :z:—il-n+1

Sz - (n + 1)Sm+n + 'n,Sz+n+1 - Sg: - S$+n - nNz.,_n
D:z: : Dz

(I a‘) zm] <

Ejemplo 4.5: Una persona de 35 afios tiene una anualidad
~ temporal con pagos anticipados de 10, 8,”"6, 4,2,4,6,8y 10
unidades monetarias. Hallar el valor presente actuarial.
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(35) 36 37 38 39 40 .41 42 43 44'Edad

10 ' 10

La suma 10(N3s — Ny4)/D3s es el valor presente de pagos an-
ticipados con riesgo de 10 unidades entre las edades 35 y 43.
Como el valor presente de una serie de pagos de 2, 4, 6 y 8 uni-
dades entre las edades 36 y 39, y de 8 unidades desde los 40, es *
2(Ss6 — Sap)/D3s, entonces {10(N3s — Na4) — 2(S36 — Sa0)}/Dss
~da el valor presente de los pagos 10, 8, 6, 4 y 2 de los 35 a 39
afios; de 2, 2, 2 y 2 de los 40 a 43, y de -8 a partir de los 44. Por
otro lado, siendo 2(S4g — Saa)/D3s el valor presente de los pagos

2, 4, 6 y 8 unidades entre los 40 y 43 afios y de 8 desde los 44,
entonces el valor presente requerido es:

_ 10(N35 — Naa) — 2(S36 — S10) +2(Sa0 = Sas) - ;

'V Pss

Otra forma de obtener el resultado se basa en la siguiente figura:

35 36 37 38 30 40 41 42 43 44

2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2.2
2 2 2 22 2
2 2 2 2
2 2

“A 10(Nzs — Nus)/Dss que es el valor presente de una serie de
pagos con riesgo de 10 unidades entre las edades 35 y 43, se le
van restando sucesivamente los valores presentes de los bloques
de pagos de 2 unidades entre las edades 36 y 42. En primer lugar
se resta 2(NN3g — Ny3)/D3s (valor presente de pagos de 2 unidades
entre los 36 y 42), por tanto {10(N3s — Naa) — 2(Nas — Naa)}
genera el valor presente de los pagos 10, 8, 8, 8; 8, 8,8, 8 y 10
entre los 35 y 43.
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Repetidamente se llega a:

VPis = 10(Nas—Ny4)—2(N3g—Na3)—2(Nar—Nao)—2(N3g—Na1 ) —2(N3g—Nao)
35 — ‘ Dag

. 10(Nas—Nyq)—2(N3e+Naz+Nag+N39)+2(Ngo+Na1 +Naa+Ny3)
- D3s

— 10(N35~—N44) 2(536—S4o)+2(S4o—-S44)
- D3s

Aplicando el método de diferencias finitas:

Sy A2 10 <12 0 0 0 0 0 -12 10

0 4
Ny Qbgyp. 10 -2 -2 2 -2 2 .2 2 2 -10 0
2 4 6 8 10 0 0

Do bepk 10 8 6 4

'35 36 37 38 30 40 41 42 43 44 45

Con las diferencias de primero y segundo orden respectivamente:

10N3g5= 2(N36+N37+N33+N39)+2(N40+N41 +Nyso+Ny3)—10Nyy

VP =

D3s
=’ 10(N35—N44) — 2(S36—S10)+2(Ss0—S44)
; D35 B .
10535 — 12536 + 4540 — 12544 + 10545
VP = ———

Dss

La ultima no es expresién idéntica a las demés respuestas finales
anteriores, pero es igual; algunos pasos algebraicos lo demues-
tram. R P s : :

[(535 — 535) + (345 344)] 2(536 + Su) + 454'0
Dagg - . ’ ) - '

VP35

=; »10 [N35 —-—N44] 2(536 o 540) + 2(540 - 544)
D35
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El lector escogera el método al que mejor se acomode para hacer
los célculos. A

Restringiendo a n — 1 el limite superior de la sumatoria en (4.67) se
obtiene una renta vitalicia que prevé el pago de una unidad inicial y creciente
‘en una unidad por n afios,. para luego mantener constantes los pagos hasta
la muerte de (z).

. : P SiEias B LRt .
(I5)= =Zk/&¢' e (4T)

Aplicando (4.14b) -y (4.68) en la expresién anterior, se obtiene el valor
presente de la renta en funcién de las conmutaciones. ‘La deduccién’ en

torno a los demds métodos vistos como el grifico y de diferencias finitas, es
propuesta en la seccién de ejercicios.

(Igd)z = —“:5;-——— (4.74)

La renta anticipada que tiene el crecimiento de los pagos en'una umda,d
por m afios y los mantiene constantes por n anos mas, tlene valor presente

(Iﬁ}a)m m (I i)z — (18)z4m ‘m Ez — Mbzinim ntm Bz

— Sz — Sgqm — mM:z:+m+n
Dm'

(4.75)

Cuando las rentas variables son pagables més frecuentemente que una
vez al afio, se tienen dos casos diferentes que dependen de si la tasa de pago
es constante o variable en cada afio de edad. Si la tasa es constante el pago
total anual es hecho en m pagos iguales. Por ejemplo si en (4.67) los pagos
se fraccionan, en el primer afio se tendrdn m pagos de 1/m, en el segundo
‘afio m de 2/m, en el tercero m de 3/m y asf en adelante, y su valor presente
es entonces: ' '

0 o . RIS .
T =Y yam =13 > wB - (476)

k=0 © k=0h=k
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La anualidad anterior limitada a n periodos adquiere el valor presente:

n—1

()5 = 3 ki @)

k=0

El segundo tipo de renta variable resulta en una con m pagos por afio
cuya tasa de pago se incrementa m veces al afio. Supéngase que una anua-
lidad creciente es pagable a la tasa de 1/m por afio al final de la primera
m-ésima. de afio, 2/m por afio al final de la segunda m-ésima de afio y asi
en adelante. El primer pago en z + 1/m serd 1/m? ya que este pago cubre
un periodo de 1/m y la tasa de pago durante el primer periodo es 1/m por
afio, entonces el segundo pago a edad z + 2/m serd-2/m? y asf en adelante.
Su valor.presente es: . - ‘

(I™a) ™ = 1> (k+1) s By (4.78)
, k=0

Cuando la frecuencia de los pagos es continua y la tasa de pago es cons-
tante durante cada afio de edad, el valor presente de la anualidad creciente
en (4. 76) se convierte en una con notacién (I@)g, la cual proporciona pagos
continuos a la tasa de 1 por. afio durante el primer afio, a la tasa de 2' por
afio en el segundo afio y asf en adelante.

- o -
(2= ()M =) 4 (4.79)
k=0

Si la tasa de pago crece durante cada afio de edad, se obtiene una renta
creciente con valor presente (1@)g, la cual provee pagos continuos a la tasa
det por afio'en la edad = + ¢. :

e 1 o0 c. . .
Ia), = 1mg)m) — / ot ypy dt 4.80
(a)s = c,o( )a A Pz d . (4.80)

—

Si los pagos son hechos temporalmente durante n perfodos y continua-
mente a la tasa de ¢ por afio al tiempo t, el valor presente resultante cambia
el limite infinito de la ecuacién (4.80) por n. En este dltimo caso variable,
continuo y vitalicio, las rentas y seguros se relacionan mediante la ecuacién:
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6T+ (A =7 (481)

Férmulas andlogas a (4.65) y (4.66) para las rentas vencidas simplemente
cambian la @ por una a, y algunos casos particulares de ellas dan:

U%-Zﬁk&_zﬂ% (4.82)
k=0
ORTEDY ¥/%R (4.83)
k=0
n—1
(I?ﬂa):c = Z k)G » (4.84)
k=0

4.6.2 Rentas decrecientes: Sien (4.66) se asume by =n+z—yym =1,
para luego hacer la transformacién k = y—z, se llega a una anualidad con un
pago inicial de n unidades monetarias decremente cada afio en una umdad
hasta el fin del periodo:

r+n—1
(Da)ym =Y. (n+z— y>y-mEz
Y=z ‘
1
=§3m4%& : o (4.85a)
k=0 g '
n k-1

—ZZ@, ,“ﬁ~mm

k=1 j=0

k=1

La expresién de la renta en funcién de las conmutaciones queda de la
forma:

(D), g = "o = B (4.86)
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_ Cuando los pagos en cada edad se fraccionan en m pagos al afio, el valor
presente de la renta queda como:

(Da)(m) Z a(m) (4.87)

Una renta con pago inicial de n unidades que decrecen continuamente
hasta que ningin pago es hecho, tiene valor presente:

('Ea);ﬁﬂ - /O " (n— ) Bt (4.88)

4.7 Rentas de vida completas vencidas y anticipa-
das distribuibles

En rentas disAcre"cas;vencidas si el asegurado muere poco antes de vencerse
la fecha de pago este no es efectuado. Incluir la fraccién de tiempo entre la
fecha del 1iltimo pago y la de muerte implica una nueva definicién.

Si una anualidad es hecha a una tasa de una unidad por afio, se obtendréd
un valor presente determinado por @z, pero si se quiere obtener una anua-
lidad cuyo valor presente sea el de pagos que acumulan 1/m por fraccién
m-ésima de afio, mds un pago adicional representado en el perfodo que va
desde la fecha del dltimo pago y la fecha de muerte, se requerird de una
anualidad de pago continuo cuya tasa no sea de uno por afio, sino de 7 por
afio. Dado un pago de 1/m hecho continuamente a la tasa de r por afio,
entonces 1/m = r8—— 7 Y la tasa anual 7 sera:

1 1

1/m

Si la muerte ocurre en una fraccién de tiempo ¢ m4s alld del dltimo pago
de la renta 0 < t < 1/m, el pago ajustado tendr4 el valor:

~ TS—ﬂ
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Con esa definicién de 7 y del pago acumulado de ajuste, €l valor presente
de una anualidad de una unidad monetaria por afio, pagadera en cuotas de
1/m al final de cada fraccién m-ésima de afio mientras (z) viva, més un
pago de ajuste entre la fecha del dltimo pago y la fecha de muerte es:

d:(vm) = ta-z = — Zim

Pero segtin (1.60), (1.44) y (1.13):

om) _ O _

Al valor presente en (4.89) se le denomina renta completa venmda., el
cual es un resultado con ecuacién similar a (1.59). Ahora si la anualidad
es anticipada, se debe contemplar una devolucién al pagador de la renta
"equivalente a un monto representado en la fecha de muerte y la fecha del
siguiente pago. El valor presente se llama renta anticipada distribuible y su
deduccién se deja como eJerc1c1o La notacién y formula de la renta es:

am =L g (490)

4.8 Aplicacion

A continuacién es presentado el desarrollo formal de un seguro de renta
vitalicia, como para reforzar la teorfa con una aplicacién muy utlhzada en
la préctica.

Los sistemas de seguridad social toman las rentas vitalicias como una
de las modalidades de pensién para cubrir los riesgos de vejez, invalidez
y muerte. Si el afiliado a un sistema de seguridad social se invalida. para
trabajar o llega a una edad avanzada, se pensionard él y su familia con un
monto de mesada que determine el sistema. En caso de muerte del afiliado
su familia adquirird el derecho a pensién desde la ocurrencia de su muerte.




W S s —

150 ST Rentas de Vida

La renta vitalicia es pues, un seguro a prima tnica mediante el cual el
tomador contrata con un asegurador, el pago de un nimero determinado
de mesadas anuales hasta el fallecimiento o cesacién del derecho del tdltimo
sobreviviente: ‘ 2 ‘

Cada pafs tiene legislaciones propias que estipulan cuales de los familiares
de un afiliado al sistema gozaran de la pensién y hasta cuando se les garantiza
el pago de la misma. El problema del disefio de un seguro de pensién de
este tipo se enfrenta con una teorfa que encierra la sobrevivencia de vidas
miiltiples, un tépico que no se analizé en el presente texto. Por tal razén, el
seguro presentado seguidamente, s6lo tiene en cuenta la pensién para una
persona sin ningin beneficiario de esta.’ ‘

La formulacién del seguro determinard el valor de la prima tinica nece-
saria para comprar una pension vitalicia. ‘El valor de los pagos periédicos
para reunir la prima tnica es objeto de otro estudio.

La renta considera doce pagos mes vencido. Para mantener el poder
aqu‘uSlthO constante de las mesadas, estas se aJustan cada afio con el mdlce
de 1nﬂac10n del ano mmedlatamente anterlor

4.8.1 Bases técnicas: Las probablhdades de sobrevwencw. estan basadas
en las tablas de mortalidad de la experiencia del Seguro Social entre 1.980
y 1.989.

El interés técnico para el cilculo de las primas es un interés real anual e
del 4%, el cual es equivalente al exceso que hay del interés técnico bruto i,
sobre una inflacién anual tamafio k.

4.8.2 Edad actuarial: La edad usada para el célculo de la renta es la que
tenga el asegurado en la fecha de cumpleafios llevada al enero més cercano.
También se notard como z, teniendo claramente en cuenta que no es la edad
exacta del asegurado.

4.8.3 Prima neta: El célculo de la prima neta tnica de la renta (VP),
parte del célculo de una renta vitalicia inmediata de pagos mes vencido por
valor inicial de un peso creciente cada afio en la inflacién. La determinacién
del VP se hace en dos fases, primero se calcula el valor presente de la renta
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correspondiente a la fraccién de afio que va desde el mes de vigencia de la
poliza hasta el 31 de diciembre de dicho afio (VP;), y posteriormente se
calcula el valor de la renta que va desde el mes de enerc del segundo afio
calendario de vigencia de la péliza hasta el final de la tabla (VPj), de tal
forma que: .

= VP = VP, + VP,

12—t
Célculo del VPy: VP = Y ¢i/12 4 Port/12
- =l

En VPi, t es el niimero de meses transcurridos que hay en el afio de
expedicién de la péliza, entre el primero de enero y el mes de expedicién.
Asumiendo DUM y de acuerdo con (2.42):

12—t i
Zv”/m (1- 1% ) (4.91)

Céleulo del VPy: VP, =q_y/12) EW,12 z 125y a.( ) o @A+R®

Asurmendo DUM segiin (2.42), se tlene para el factor de descuento de
la anterior férmula que:

uwmﬂmm=fwmuwm%wu

npl—t12 1 — (1- Ttﬁ) Gz
N fkl-é%ff
1—¢
— pl-t/12 ( tqm >
o MTue

(12) (12)

De otro lado por (4.37) -1 /%1 T =pn-1 Ez+1-az+m_ﬂ. Bajo el supuesto

de DUM segin (4.52):
w1702 1~y Bans [0(12)a, g +7(12)(1 = By
“n—1 Eoy1[0(12) Ezyn +7(12) — v(12) Egtn)
=n—1 E:z:+1 [0(12) ’)’(12)] z+i + 7(12) ‘n-1 E$+1
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Pero, .
. - : :
© n1Bz41 EBon = (V"7 n-1P241)(VPz4n) = V" nPry1 =n Eoq1
Entonces,

w1/00 gy = [2012) = 712 Bt +7(12) o B

(@12)~1(12) 5 wBea (14"

N ;
+7(12) Zl~n+1Ez+1(1 +E)
c s =t : ;e

VP ~ 1201712 (H—)
. o 159

Ahora,

o0 o0 :
Z nEm+1(1 + k)n = z 'Unnpz-{—l(l + k)n

n=1 o on=1
o= Z'U?é) nPz+1 por (1'74)
RS n=1 . '
= Qgii(e)
También, : Y-
0o L .
Z n—lEa:+1(1 + k)n = Z(vn—ln-—lpm+1)(1 + k)n

n==1 n=1

© . S
> (5t n-1par1) (1 + F) por (1.74)
n=1

V )
L= Z n—-—lE:z:-i—l(e) (1+k)

n==1

[0 o]
=) B (1+k)
n=0

= lgy1(e)(1 + k) v por (4.14a) .
= (1 + a$+1(e))(1 +k) : por (4.22&)
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Luego,
~ _ 1
VP =120t 12<1__ >[(a(12) 7(12)) g1 +7(12) (140 1(0)) (14+5)]
129

=120 /12 (f———?q—) [(a(12) + k7(12)) ax+1(e)+7(12)(1+k)]
4 139 o ,

(4 92)

Para ilustrar el resultado, supéngase que un hombre ha adumulado en
toda su vida laboral un monto de 100.000 délares para su pensién. La pdliza
es emitida en septiembre primero y la persona cumplird los 62 afios en mayo.
La edad actuarial queda ubicada en enero primero del afio de expedicién y
serd ¢ = 62. La determinacién de la renta mensual que puede comprar se
determina como: D i

100.000= Renta mes - VP

Renta mes = 100.000 / VP

Con base en un interés técnico real del 4% y una inflacién proyectada
del 15%, el interés técnico bruto resultante es de 0,196%. Dado que t = 8,
entonces usando la tabla de rentistas sexo masculino del anexo 2, se tiene
que: '

. . .
VP =Y o2 (1 3212 ) _ 38386
et 1— 15962 o

VP = 120412 (Tliis—qﬁé?—) [(@(12) + 0,157(12)) ags(e)+7(12)(1, 15)]
— 13962 R
1

# [ 1—0,015967
=12 ()" |
(1»96) (1—%0,015967)

(( 1,0027+(0,15)-0,43)11,2618+(0,43)-1,15]
= 140, 6996 |

VP = VPy + VPy = 144,5382
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Renta mes = 100.000 / VP = 691,9

La primer mesada al final de septiembre tendra un valor de 691,9 ddlares.
En cada afio siguiente no importando que nivel de inflacién exista, el valor de
la mesada seré ajustado con base en dicha tasa. Si efectivamente la inflacién
es del 15%, para el segundo afio de vigencia y a partir de enero las mesadas
tendrdn un valor de 795,7 ddlares.

El uso de tasas de interés real en el cédlculo de las primas garantiza el
equilibrio del seguro, no importando que virajes bruscos o0 moderados pueda
tomar la inflacién en el tiempo. Es‘de suponerse que si la inflacién se sube
abruptamente, los intereses manejados por el mercado financiero subiran en
medida proporcional a tal aumento y por tanto las reservas del seguro ten-
drén los rendimientos apropiados que le permitan cumplir con los aumentos-
respectivos de las mesadas pensionales. La conclusién es similar cuando
la inflacién se mantiene dentro de los limites proyectados o si disminuye
considerablemente respecto a ellos.

El célculo de la prima comercial se deja a consideracién del lector, una
vez sean revisados los conceptos de la seccién 5.5.

EJERCICIOS

Secciones 4.1 y 4.2

1. Demostrar:

a.” Oy = Epyyym
b.‘ &m-z 1+ Ep a4

c. &iz:ﬂ =1+ T |

d. n/a'.n n-—-l/ ag

00
eam—Za ‘k/ Az = q.
k=1k_+ll /% ‘
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entonces:

f.Siy= ?kﬂ 0
aﬁ] K

Bbl=dm v VBl=d[m-Alg]

2. Si &3:—2—] = 1,5 cuanto vale Gy si p2 = 0,90 e i = 0, 06.

3. Una mujer de 55 afios tiene una renta vitalicia con riesgo de 1.000
anuales anticipados. Si desea cambiar esta por una renta temporal a 30 afios

también con riesgo, ; cudnto valor de renta anual quedarg recibiendo?. Usar
la tabla del anexo 3la cual asume que i = 10%. .

4. Un hombre de 24 afios inicia su vida laboral haciendo aportes de una
unidad monetaria al comienzo de cada afio hasta los 61 afios, y desde los
62 afios comienza a recibir pagos anuales vencidos de una unidad hasta que
muera. Si efectivamente vive a los 62, j cudnto recibird de renta anual? -

. T o

Seccién 4.3 a 4.5 Z. V]

et o L

, 65 a1
5. Demostrar: lem

1=1 +iAl -+ A 2‘%%‘*
a. l=1da,; +iA] - )

S 23

b &) = s — 7k [ - 4] 205

) B2 Tal

c. Apm) = Vlgm — @y mG Y‘

" 6. Si Ay =1 = 0,1 calcular a;.

UNILV

7. Si S((E) =1- IL‘/lOO y 6 = 0,1 calcular @y, E2Ofﬁ)—| y 5/520.
8. Deducir las férmulas que van de (4.30) a (4.32).

9. Deducir las férmulas presentadas en la seccién 4.4 que van de (4.43)
a (4.45) y de (4.51) a (4.56).
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Seccién 4.6

10. El valor presente de una anualidad anticipada que paga una unidad
monetaria creciente en una unidad cada afio hasta el afio n y que desde ah{
mantiene constantes los pagos en forma vitalicia es:

Lon—1

(Fmd)e =Y k/a;

k=0

Expresar el valor presente en funcwnes de conmutacmn usando los dlS-
tintos métodos explicados en el capltulo :

11. Una anualidad variable temporal para (z) proporciona un pago de A
alaedad y (y > z), y pagos anuales sucesivos crecientes en k cada afio hasta
que n.pagos han sido hechos Encontrar el valor presente de la anuahdad en
la edad z. ’ :

12. Calcular el valor presente de una anualidad con pagos anticipados
desde edad 30 con un valor inicial de una unidad, incrementidndose cada afio:
en una unidad hasta llegar a un pago de diez unidades, para luego decrecer
en una unidad cada afio hasta que ningtin pago es hecho.

13. Calcular el mismo valor presente del ejercicio anterior pero supo-
niendo que los pagos desde edad 45 permanecen constantes y se hacen hasta
el final de la tabla.

Seccién 4.7

14. Demostrar que:
a. 1=4m .M L Z,

b. 1=dm.gm™ L 2

C (m) a

d. {m} —T—;az

a7 = orTem
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£ a0 = (1 iy o)

15. a. Si p=0,04 y 6=0,06 calcular a(w‘) 5,12}.

: b Supomendo que S’(:r) =1= :L'/ 100y 6§=0,1 ca.lcular a%z) ag}f}.
Seccidén 4.8

~-En los puntos seguidos usar los resultados (4.91) y (4.92). Asumir una

tasa de interés real e = 4% y una inflacién constante k = 15%, también que

las mesadas se hacen mes vencido con un total de 12 al afio y que su monto
aumenta cada 1° de enero con la inflaci6n. Usar los anexos 2 y 3 segun
convenga. Para los ejercicios que 1mp11quen el calculo de valores presentes o
acumulados ciertos, usar el resultado del ejercicio 12 del capitulo 1.

16 Calcular: '

a.” El valor de la renta mensual vencida que recibird un hombre que
cumple 40 afios en abril del afio de expedicién de la' pélizaa cambio de
100.000 ddlares -de prima nica. El mes de expedxclon es Juho y las. mesadas
pensmnales crecen ‘cada afio el 1° de enero. :

[P}

'b. La prima tinica que necesita la persona descrita en el punto a” para

pensmnarse con una renta mensual de 500

c. El tlempo que dura en agotarse una, renta c1erta con la. prlma dnica
del punto “b”. Compare este periodo de tiempo con la esperanza de vida a
edad 40; jqué comentario le merece el resultado?.

- 17. EL 1° de noviembre del afio Z una mujer cumple 50 afios y comen-
zard a recibir su pensién 5 afios después cuando tenga 55, equivalente al
75% del salario que estuviere devengando en el momento de pensionarse.
Este porcentaje de pensién la mujer lo tiene garantizado por los aportes tra-
dicionales para optar por el derecho, pero ademds estd interesada en hacer
aportes adicionales para que su mesada pensional sea del 100% y no del 75%
del salario devengado.

Suponiendo que efectivamente la persona sobrevivird a los 55 afios, ;, qué
porcentaje de su sueldo debe ahorrar desde noviembre del afio Z para com-
pensar la prima tnica de la renta vitalicia y su salario no sea disminuido?.
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Los ahorros y pagos de mesadas pensionales se asumen mes vencido y los
salarios aumentan cada 1° de enero con la inflacién.

18. Un hombre de 24 afios de edad para poderse pensionar a los 62,
comienza a hacer pagos del 11% de su salario al final de cada mes crecientes
en la inflacién cada 1° de enero. Si efectivamente sobrevive a los 62 anos,
en esa edad tendrd dos opciones de pensién: R

a. El acumulado cierto le es repa,rtldo mensualmente en forma de anua-
lidad con riesgo. " :

b. El valor dela mesada pensmnal pagada en forma de renta, con r1esgo,é
equlvaldra al 75% del salario que estuv1ere devenga,do en, el momento de\
adquirir el derecho a la pensi6n.

Suponiendo que los salarios aumentan cada 1° de enero en la inflacién,
;, cuél de las dos alternativas le proporcionard mayor mesada pensional?.
Suponer ademds que la fecha de cumpleafios, la de inicio de cotizaciones y
de expedicién de la pohza son a 1° de enero del afio respectlvo

19. Un 1° de Juho una muJer cumple 40 afios. y ese mismo dla deja de.
trabajar devengando un salario de 1.000 mensuales. Por la finalizacién del
contrato, la empresa le ofrece una suma tnica en el momento de retiro 6
una pensién mensual con pagos vencidos a partir de los 55 afios. La mesada
pensional serd equivalente a la 1ltima mesada aumentada cada 1° de enero
con la inflacién proyectada. Determinar el monto dnico entregado a edad 40
de tal forma que las dos propuestas sean equlvalentes

20. Un hombre quedé 1mped1do para trabajar a causa de un ax:c1dente
Calcular el costo de la indemnizacién suponiendo que la persona iniciaria su
vida laboral exactamente 5 afios después del accidente, y que ganarfa desde
esa fecha un salario de 1.000 al final de cada mes crecientes anualmente en
la inflacién. El accidente ocurrié el 1° de agosto y la persona cumple los 20 '
afios el 1° de octubre del mismo afio del acmdente




Capitulo 5
Primas netas

Es usual que los seguros sean pagados como una renta con riesgo de primas
cuya periodicidad frecuentemente es mensual y por tiempo limitado, aunque
todos los seguros pueden ser considerados con distintas formas de pago. El
nombre de este capitulo produce confusién pues en el capitulo de seguros,
también se analizaron primas netas, tnicas pero netas. El titulo apropiado
tendria que estar referenciado hacia primas netas no tinicas, pero como la
bibliografia existente las menciona en este sentido, aqui se les denominard,
de la misma forma. Aunque mayormente el capitulo analiza estas primas
netas, en la seccién 5.6 se tratard algo de las primas comerciales.

El monto de la prima requerida para cualquier tipo de seguro se deter-
mina con base en el siguiente principio de equilibrio:

Valor presente de la serie de pagos = Valor presente de la prima simple neta

Si P es el monto de los pagos penodlcos anticipados entonces la equiva-
lencia general queda como:

(5.1)

Cualquier prima puede obtenerse reemplazando en (5.1) los tdpicos re-
levantes a cada tipo de seguro, como cobertura, edad del asegurado, tem-
poralidad y frecuencia de las primas y tiempo de cancelacién de beneficios.

159
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Es simple la indicacién de la férmula (5.1): la prima de un seguro en cuotas
con riesgo equivale a la prima unica dividida por una renta que expresa su
forma de pago.

5.1 Primas totalmente discretas

En esta seccidén se tratan las primas de los seguros cuyo valor asegurado es
pagado al final del afio de muerte y las primas son anualizadas. También se
analizan los dotales, dotales puros y las rentas diferidas de pago anual. -

La prima anual anticipada pagadera mientras el asegurado esté con vida
para un seguro entero de vida con valor asegurado constante segin (5.1) es:

: Pz;=£i

a. (5.2)
Ejemplo 5.1: Con base en el anexo 1 se determina que la prima
tinica por unidad de valor asegurado constante de un seguro con

‘pago de beneficios al final del afio de muerte, le cuesta a una Ny
persona de 75 afios $0,4668. El valor de la prima anual pagadera,
mientras viva el asegurado es: )

- Az _ Mz 20,5036 _
Prs = Grs  Nps  257,5745 $0,0796

Las conmutaciones N; usadas para el célculo de la renta, deben
obtenerse de la tabla de mortalidad de asegurados para ser con-
secuentes con los supuestos de mortalidad usados en el disefio
de las primas. Como se mencioné en capitulos anteriores, las
conmutaciones usadas sern las calculadas con el interés técnico
bruto del 10%, a menos que se especifique lo contrario.

Si K es-el tiempo entero de vida, entonces v*+! es el valor pre-
sente del beneficio por muerte y P, - &m es el valor presente
de las primas pagadas hasta el momento de muerte. Después
de siete afios de firmado el contrato cuando el asegurado tenga
82 afios, el valor presente de los beneficios comienza a ser me-
nor que el valor presente de las primas. Si el asegurado muere
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- cuando tenga 81 afios 0 menos, la compaiifa tendrd en su caso
especifico una pérdida, y si muere después, una ganancia. Te-
niendo muchos negocios de este tipo, unos casos de pérdidas y
otros de ganancias se compensan para que la compafifa ni gane
ni pierda.

Cuadro 5.1: Seguro entero de una unidad pagadem al final del ano
de muerte para una persona de 75 anos: valor
presente de beneficios y de primas anuales.

Edad | 75 76 77 78 79 80 81 82 |83 1
v*+1 10,9091 10,8264 0,7513 10,6830 10,6209 10,5645 10,5132 10,4665 [0,4241

P am 0,0796-0,1520 {0,2178 0,2776 0,3319 10,3814 0,4263 0,4671 [0,5043

La diferencia entre el valor presente de beneficios y el de primas da paso
a la definicién de una nueva variable aleatoria que determina la pérdida para
el asegurador. En el seguro entero de vida con valor asegurado constante es:

szuK“—me&m K=0,1,2,... _, (5.3)

En general, para cada negocio existird un punto en el tiempo durante Ia
v1genc1a del contrato, para el cual la compaiifa tendré pérdida si la muerte
ocurre antes de ese punto y ganancia en el tiempo complementa.no de la
vigencia del seguro. -

- La variable aleatoria L definida para cualquier seguro es un medio méis
riguroso para obtener las f6rmulas de las primas. El equilibrio entre recaudo
de primas y pago de beneficios lo da un valor de P el cual requiere que
E[L) = 0; segtin (5.3):

E(,UK-H)

Fo= E(—

K+11) iim |

Algunos casos particulares de primas anuales aplicando el concepto de
pérdida también conocido como principio de equivalencia, o por simple de-
duccién desde la férmula (5.1) son:
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Seguro dotal puro a n afos:

1
p i e (5.4)
n ¢ a’z:?i]
Seguro temporal a n afios:
AL ,
pi_ = e (5.5)
a7 aa:?z']
Seéu’ro dotal an afios:
P = =0 (5.6)
T g |
Anualidad anticipada, vitalicia y diferida n afios:
Ployin) = 222 (5.7)
RE

La compra de una renta inmediata tiene sentido bajo el esquema de
prima tnica, pero las rentas diferidas se pueden comprar con pagos anuales
en el per1’odo de diferimiento como lo indica la férmula (5.7).

" Puede demostrarse trivialmente que la prima del dotal es la suma de
primas de un dota] puro y uno temporal:

Pom = 7+Pj  (5.8)

- No necesariamente la temporalidad del pago debe coincidir con el perfodo
de cobertura. Un seguro temporal a n afios puede ser pagado en un periodo
inferior h y se le conoce como seguro con pago limitado. Un seguro con
cobertura temporal a n afios y limitado en h pagos anuales tiene una prima
anual neta:

1
Pl =Az—ﬁ|
- b é
z: h)

s h<n (5.9)




Contingencias de vida individual 163

La siguiente es la prima pagadera en h pagos anuales para el seguro
de vida entera (su notacién no debe confundirse con una probabilidad de
sobrevivencia).

WP = 2 (5.10)

Para los otros seguros las férmulas se obtienen con deduccién similar.

Ejemplo 5.2: a. Con base en la tabla de mortalidad del anexo
1, se determina que la prima neta anual que debe pagar una
persona de 35 afios de edad rmentras viva, por un seguro con
valor asegurado de $1.000 pagadero al final del afio de muerte a
los beneﬁc1ar1os en cualquler momento que ella ocurra, es:

1.000 - Pys = 1. oooﬁlﬁ 5,84
5

El tomador debe hacer pagos anua.les ant1c1pa,dos de 85,84 hasta
cuando suceda la muerte del asegurado, para que los beneficiarios
| reciban 1.000 de indemnizacién. Si la persona desea efectuar el
pago en un periodo de 5_afios entonces las primas anticipadas
anuales tienen el siguiente valor:

Ass
1 OOO ‘5 P35 = 1 000
35‘]

= 14,57

Recuérdese del ejemplo 3 3 que la prlma neta umca del seguro »
es de $60,4. -

b. Para el mismo valor asegurado, aprommar la prima neta anual
més baja pagadera hasta que ocurra la muerte de (35), tal que
la probabilidad de una pérdida positiva sea menor a 0,5.

La prima P’ por unidad de valor asegurado se deduce a partir
de: : ’

P(L>O)<05 -
; - P+ 5'5___1>0)<05

- M
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De acuerdo con (1.33): -

PGW“~P’{llfiq>o><05
35 d H

P<K>LMéi$%+dn-l><Q5

P (K < Ln[P?CE}{T(LI[‘:)é]s + d)] - 1) >0,5

De la tabla del ariexo 1 las probabilidades de muerte indican que ’
43q35 = 0,4999 y 44q35 = 0, 5327, luego el menor valor que cumple
estrictamente la cond1c10n es aaqss. Segtin (2.22) G(k) =k+1 o
entonces como caso particular de esta igualdad se presenta que
P(K < 43) =44 g35, ast:

L  In(B/(Ps+ D)
Ln(v)

~1=43

Despejando la prima neta anual por unidad de valor asegurado:

; , d _0,0909 ‘

. Pe=frpm—r=1m_1 - %00
Finalmente se concluye que la prima bajo la condicién propuesta
por cada 1.000 de valor asegurado serd 1,4. Se puede concluir
en general, que si a es la menor edad entera de K, que cumple
este tipo de condicién sobre L, entonces la prima neta anual por
unidad de valor asegurado sera:

T (1+a)e -1

c. Determinar la prima necesaria tal que la probabilidad de una
pérdida positiva en 500 pélizas independientes sea 0,05. Aproxi-
mar la distribucién de la suma de pérdidas mediante la distribu-
cién normal estdndar.




Contingencias de vida individual

La prima P* por mil de valor asegurado determina que segiin el
principio de equivalencia dado en (5.3):

P P*
— K+1 * 35 K+1 35
L=1.000- v+ — Py -ty = (1000+ d) -3

La esperanza y varianza de L son:

P P}
E(L) = ( : 35) Ags — =5F

V()= (1 000 + }Z‘;s> - (PAgs — [Azs)°) |

Si se define la pérdida para la péliza i como Lz, entonces la
pérdida agregada de las 500 pohzas es:

500

5= L

==l

Dado que las pélizas son independientes, entonces la esperanza y
"varianza de S estd dada por la suma de pardmetros individuales.

E(S) = 500 - E(L)

V(S) = 500 - V(L)
Con los resultadbs obtenidos y con la apioximaqién de la dis-
tribucién de S a la normal estindar, entonces la prima neta

anual por mil de valor asegurado P* que cumple la condicién
P(S > 0) = 0,05 se determina como:

P(Z>9:i(5—)-> = 0,05

Os

Como el percentil 95 de la normal estandar es 1,645 entonces:

_E(S)

Os

=1,645

165
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~500 [ (1.000 + 5 ) Ass + Z]
V00 - (1.000 + H) /755 — (Ags)?

Despejando la prima neta anual por mil de valor asegurado P*:

=1,645

1.000-d[\/500A35+1,6‘45,/2A35r- (Aas)z] o
Py =
%7 /500 — v/500 A3 — 1,645+/2A35 — (Ass)?

Como ya fue méstrado en el ejemplo 3.4, el valor de 2A35 es
0,0203. Reemplazando este valor y los demds extraidos del anexo
1 en la ecuacién anterior:

_ (1.000)-0,0909 [\/500(0, 0604) + 1, 645,/0, 0203 — (0, 0604)2]
PL = v ,
% /500 — /500(0, 0604) — 1, 645,/0, 0203 — (0, 0604)2

= 6,83

Si la prima simple neta obtenida en el ejemplo 3.4, se divide por
d3s, el valor resultante de prima anual es 69,89/10, 3361 = 6, 76.
El resultado era el esperado pues los procedimientos de obtencién
de la prima neta anual son similares. A -

Las primas vistas hasta el momento son iguales durante la vigencia del
seguro y por esto se les conoce como primas niveladas. No todos los célculos
de primas tienen este concepto, por ejemplo, la prima anual de una pdliza
de vida entera con una unidad asegurada, cuyo valor los 5 primeros afios
tiene un valor P para luego triplicarse se calcula como:

P-&z:—f’-l+3'P-5/&5=A$

Ay ;
am—gl +3 5/ ds

5.1.1 Las primas netas como factor de acumulacién: La prima anual
de un seguro puede ser expresada en términos de la prima simple neta. En
(4.25) despejando Az y dividiendo ambos lados de la igualdad por dy:
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(5.11)

La m’cerpretacmn se puede hacer en varias vias, la primera supone que
un asegurado toma prestado un capltal Az para comprar un seguro entero
con un valor asegurado constante de una unidad monetaria. El asegurado
se compromete a pagar intereses anuales anticipados por un monto de d- A
y a pagar la totalidad del préstamo con el pago del beneficio al final del afio
de muerte. Asi, el asegurado estard pagando primas anuales por valor de
d - Az para que los beneficiarios reciban un valor asegurado al final del afio
de muerte de 1 — A;. Aplicando regla de tres simple, se deduce que si por
esa prima se recibe tal valor asegurado, para recibir un valor asegurado de
una unidad monetaria deberd pagar entonces la cantidad dada por (5.11).

" Otra via de interpretacién tiene similitud con la interpretacién de la
férmula de equivalencia entre tasas de interés y descuento ¢ = d/(1 — d). El
numerador es el interés anticipado o descuento, y el denominador la dife-
rencia entre valor acumulado a final de periodo de inversién y el descuento
hecho al comienzo. Otra forma de analizar el resultado es ver que i o su
equivalente d, es el factor por intermedio del cual se acumula una unidad
monetaria en un afio a partir de un capital de tamafio 1 —d.

'La semejanza radica en que el numerador de (5.11) también es el interés
del capital en juego, y el denominador es la diferencia del capital a final
de inversién y el descuento retenido al inicio. Ahora, P; es el factor que
permite acumular una unidad monetaria en un tiempo ¢ incierto a partir
de una inversién inicial A;. La conclusién general final es que el seguro es
un sistema de acumulacién con riesgo; en el capitulo siguiente es retomado
nuevamente este concepto. ‘

Una férmula similar a (5.11) es obtenida dividiendo ambos lados de la
igualdad en (4.26) por G,z ,

1 d- Az—l
= - 12
Farm) lpm] =1s 1- Az (5:12)

Todo el andlisis anterior puede ser aplicado a los tipos de seguros no
‘mencionados, como son los diferidos, crecientes y decrecientes, con forma de
pago nivelada o no nivelada. ‘
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5.2 Primas semicontinuas

En esta seccién se presentard la forma de pago anual para seguros frac-
cionarios o continuos. Las primas anuahzadas para seguros que pagan sus
beneficios al final de una fraccién m-ésima de afio no reciben nombre espe-
cial, pero si los seguros pagan los beneﬁcms en /,el /momento de muerte, las
primas netas se llaman sermcontmuas :

En el caso de beneﬁcms pagaderos al final de la fraccién m-ésima de ano,
la notacmn y formula de los : seguros mas lmportantes son-como 51gue

Seguro entero de vida:

(m)y :(vm) AR 7 : »
PLAg) = 2 (513

T

Seguro temporal a n afios:

1(m) . TN
1m)\ _ “Tmin
P (A:t:’ﬁ]> - - (514)
| Seguro dotal a n aﬁoé:
(m) A(n% |
P A, m 7 o 5'15
(45) = Fom (5:15)

Anualidad anticipada, vitalicia y diferida n afios:

.ﬁ/&:(:m) '
Ploji) =2 (5.16)
T: 71|

Por su parte, las primas netas semicontinuas de los seguros analizados
son:
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Seguro entero de vida:

Az
P(4A;) = F (5.17)
Seguro temporal a n afios:
__ A
P(Ar ) =2 (5.18)
: ' m:ﬁ]
Seguro dotal a n afios:
A
p(Z zn] (5.19)
(Am) - 22
Anualidad anticipada, vitalicia y diferida n afios:
[
P(n/G) = / (5.20)
Gz

Si para el célculo de las primas anteriores se cuenta inicamente con mo-
delos tabulares como los del anexo 1, este debe ser hecho con base en el
uso de aproximaciones. Usando el supuesto DUM, las primas pueden ser
aproximadas con base en las primas totalmente discretas; en el caso del se-
guro entero de vida con valor asegurado constante de una unidad monetaria
se tiene que: :

P(A;) L 22 =

" o 21
5 A P . (B2

. On) .

5.3 Primas fraccionarias -

Las primas son frecuentemente pagaderas en periodos m-ésimos de afio. Al-
gunas primas obtenidas aplicando el principio de equivalencia, o el concepto
de pérdida para seguros con beneficios pagaderos al final del afio de muerte
y para la renta diferida anual son: :
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Seguro entero de vida:

Az v
P =
=~ (5.22)
1 .
Seguro dotal puro a n afios:
, 41
(m), _ =7
P mzﬁli] (m) | (5.23)
Bz:7]
Seguro temporal a n afos:
Al _
1(m) _ o '
Pz—] ) (5.24)
7]
Seguro dotal a n afios:
A B
(m) _ Lo
P:r; 7 = 5 (5.25)
27

Renta vitalicia, anticipada.y diferida:

n/ g
(m)
__]

P, i) = (5.26)

Es importante tener en cuenta que P{™) /m es la prima pagadera en cada
m-ésima de afio. La prima fraccionaria puede aproximarse en funcién de la
prima anual usando el supuesto DUM; en el caso particular de un seguro de
vida entera reemplazando (4.46) en (5.22):

pPm™ = Aa ~ A
T g a(m)is — B(m)

Dividiendo numerador y denominador por é&; y con base en (5.2) y (4.25)
se expresa la prima fraccionaria en término de la prima anual:
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(m) o L
B S = Bm) - B+ )

(5.27)

 Se puede tener otra forma de relacionar:la prima fraccionaria con la
anual despejando A; de (5.22) y de (5.2), para luego igualar las ecuaciones
y despejar la prima fraccionaria:

Pm . gm — A Ppdg=Ag

g

Pi™ =P, = (5.28)
ax
Para el seguro dotal es ficil demostrar que:
(m) _ %7
, a
"o R

Ejemplo 5.3: Con la informacién de ejemplo 5.2 y con base en
el supuesto de DUM calcular la prima neta mensual.

p(12) - 1.000 - M35
1.000 - Pg™ =~ (12) Nas = Das - B12)

La prima mensual del seguro es $6,1151/12 = $0,51. A

= 6,1151

Si los beneficios son pagaderos en fracciones m-ésimas de afio, se tiene
la siguiente notacién y férmula para los seguros tratados més importantes:

Seguro entero de vida:

(my ( gm) — A8
P ’(Ax )= R (5.30)
Seguro dotal puro a n afios:
| | (m) 1 AR
(m) ( 4m)1 _ =@ ' o
PO (A=t 63D

z:7)
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Seguro temporal a n afos:

Al (m)
P (a) = S (552
- i 2
Seguro dotal a n afios:
A(m)
P (AT = ) (5.33)
, o
Renta vitalicia, anticipada y diferida:
n/ a:gm)
pim) (n/a‘"‘)) o (5.34)
Gl

Si el seguro es entero continuo la prima fraccionaria es:

pm (4 (4, ) (m)

Las primas para otros tipos de seguros presentan férmulas similares a la
anterior. :

5.4 Primas totalmente continuas

En esta seccidn se trata el caso en que se refina tanto el pago de beneficios,
como el pago de primas netas. Al ser ambos casos continuos, las primas
reciben el nombre de primas totalmente continuas.

Las primas requieren que la esperanza de la variable aleatoria determi-
nante de la pérdida para el asegurador sea cero. Continuando las ilustra-
ciones con base en el seguro entero de vida con valor asegurado constante:
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L=v"-P;-ag (5.35)

Si g es el tiempo tal que L = 0, la muerte antes de tp resulta en pérdida
para el asegurador y si sucede después produce pérdida negativa o ganancia.
Despejando y tomando la esperanza:

ST\ E(’UT) - Ay

(5.36)

Con base en el mismo criterio se obtienen las primas de otros seguros.

Seguro dotal puro a n afios:

A 1
D 1) — =
P(4,2) - (5.37)
Seguro temporal a n afios:
et E
- {11 - i :
PEe)-22 ow
Ségliro dotal a n afios:
VI
. = = B 5.39
P (Am-ﬁ]) - (5.39)
Anualidad vitalicia y diferida n afios:
P(,/a,) = = (540)
(n/z) -

'Si en (5.36) los pagos se limitan a h periodos, se obtiene un valor de:
prima: o
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5.5 Primas distribuibles

El cobro de una prima distribuible permite a la aseguradora devolver la
porcién de prima correspondlente al lapso existente entre la muerte del ase-
gurado y la fecha del siguiente pago. “

La prima distribuible pagadera m-ésimamente en h aiios del seguro en-
tero de vida con valor asegurado pagadero en el momento de muerte es:

WP (@) = {m (4)
Si las primas son consideradas anuales entonces m = 1 y h — oo:
PRYA,) = Z =P(4;) @ (5.42)
: * {1 d s =/ T SN

(5.17) y (5.42) son primas anuales para seguros continuos, la diferencia
entre ellas radica en el desembolso provisto en €l momento de muerte por la
prima distribuible. Por tanto, la diferencia entre las primas dard la prima

neta anual para el reembolso cuya prima simple neta se nota por ZfR

P(Z%) = P{l}(“) P(4,) (5.43)

Reemplazando en (5.43) los resultados de (5.17) y (5.42):

- El valor de la prima neta tnica para el reembolso en el seguro entero de
vida cuya prima neta es pagadera anualmente serd entonces:

A~ =‘13(Az)( ~ (5.44)
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Generalizando el concepto:
P(A"Ry = ptm}(Z) — pm) () (5.45)

El anilisis anterior puede extenderse a otros tipos de seguros, en el ejer-
cicio 9 se propone el desarrollo de la prima neta del reembolso para el seguro
dotal. ‘

5.6 Primas comerciales

En la prictica las primas deben servir para cubrir los beneficios del seguro
de vida y los gastos, y ademds para dejar un margen de utilidad. Los gastos
principales son las comisionés de venta y los gastos de administracién, estos
dltimos son vistos como gastos de expedicién y de mantenimiento del seguro.

Por facilidad del célculo de la prima comefcial, todos los gasyto.vs pueden
incluirse dentro de la prima neta como un solo factor, el cual se conoce
como factor de gastos y se nota por G. También es comin que el margen
de utlhdad sea incluido dentro de dicho factor. Si el factor de gastos estd
cargado sobre la prima neta entonces la prima comermal seréd:

PC=PN+PN- G_’; PN-(1+G) (5.46)

PC : Prima ’Come’rcial
PN : Prima Neta
G : Factor de Gastos

Co’rriéntemente los gastos son recargados sobre la misma prima comer-
cial, asi:
PC = PN + PC.-G
PN

PC=7—¢ | (5.47)

Los factores de gastos pueden ir dentro de la prima comercial por sepa-
rado ﬁgurando como porcentajes de la prima o como porcentajes del valor
asegurado.




176 ' - - Primas Netas

Dentro de los relacionados con el valor asegurado pueden citarse los
gastos de emisién de la péliza o gastos a.

Los factores relacionados con la prima son los pagos por comisiones de
venta y renovacién de las pélizas o gastos 6, y los de cobranza o gastos 8. Si
la venta del seguro es a prima tinica no existe el recargo por cobranza. Asi
pues, las comisiones pueden ser pagadas a los intermediarios al comienzo del
vigor de la péliza en una Gnica suma, o como pagos anuales con porcentajes
constantes o variables de la prima anual.

Los gastos de administracién pueden ser expresados como porcentaje de
la prima comercial (gastos tipo 7), o como porcentaje del valor asegurado
pagado en toda la vigencia del seguro, excepto el primer afio, para este se
establecen cargos fijos por péliza relacionados con la emision.

Los cargos fijos de emisién mas importantes son los relacionados con la
seleccién de asegurados originados una sola vez en cada péliza, como son
los gastos por exdmenes médicos. A medida que el valor asegurado crece es
necesario ser més exhaustivos en los andlisis médicos; los an4lisis esenciales
son los de tensi6n arterial, el ECG y el chequeo médico general. Si el valor
asegurado es muy grande, son incluidos otros andlisis como el de prueba
de esfuerzo y Rx. Hasta cierto monto de valor asegurado considerado bajo
no hay exdmenes, sélo se requiere de una declaracién de asegurabilidad por
parte del asegurado donde él constata su estado de salud. Otros gastos de
emisién como los de papeleria y publicidad por no depender mayormente
del valor asegurado, son 1nc1u1dos como montos fijos dentro de la prima
comercial.

Es claro que los gastos no son los mismos en cada uno de los afios, para
el caso del primer afio de vigencia generalmente se tiene que los gastos son
muy superiores que los de afios subsiguientes. Es por eso que algunos de
los generados allf son diferidos en periodos mds largos al afio o en toda la
vigencia del seguro.

El cobro de los gastos no es rigido, cada compaiifa puede variar los
criterios seglin su conveniencia. Tedricamente se puede ser més explicito
con los factores de gastos, pero en la practica generalmente son usados los
factores globales como se ilustré en principio.

En los seguros de renta la carga obedece basicamente a gastos de admmls—
tracién, por razones obvias no hay exdmenes médicos de ingreso al seguro.
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‘Ejemplo 5.4: Si en la aplicacién. de la seccién 3.10 se fija un
factor de gastos del g% para gastos de administracién y pago
de corms1ones, y del c¢% para gastos de emisién, cargados ambos
sobre la pr1ma comermal entonces:

PC:PNU+g%-PC+c%-PC

PNU

=TT ro%

El porcentaje g se compone del 10% para comisién de intermedia-
cién y 5,5% para gastos de admmlstracmn, los gastos de emisién
serdn del 0,5%. Como el seguro es a prima tnica, es claro que
no se tenga en cuenta la concentracién del cobro de una porcién
de gastos en los primeros afios de vigencia del seguro. Aphcan—
do los porcentajes establemdos a los valores de prima neta tnica
dados en el cuadro 3.1, se presentan algunas primas comermales
del seguro:

Cuadro 5.2: PrimaS'éomerciales de la aplicacién 3.10

Edad Prima Comercial
20 0,024

21 0,027

22 - 0,029

23 - 0,032

24 0,036

25 0,040

26 - 0,044 -

27 0,048

A un asegurado de 23 afios el seguro le costard 3,2 centavos por
cada peso de valor asegurado. Si compra un millén de valor
asegurado el seguro le costarad $1/000.000*0, 032 = $32.000, pero

~si compra el seguro de tal forma que obtenga un crecimiento en
el perfodo de diferimiento con un factor geométrico del 10%, la
prima le costard 32.000*(1 +0.1)}? = 100.430. A

177
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Ejemplo 5.5: Para un seguro temporal a cinco afios pagadero
anualmente se fijan los siguientes gastos en rubros globales:

— Administracién: 4% de la prima comercial anual.
— Comisién: 30% de la prima comercial anual.
— Emisién: 5 unidades por cada mil de valor asegurado.

Pliy5 =1000- 415 +0,3-P+0,04-P+5

o L0004 S
Gy = 0,34

Pesel valor de la pnma por cada Iml de valor asegurado en el
primer qumquemo Dado que la administracién es menos onerosa
en afios posteriores al i inicio del contrato, la renovacién del seguro
para tomadores que deseen continuar con la proteccmn, tiene
primas més economlcas Los rubros de gastos pueden fijarse en
este eJemplo como sigue:

—  Administracién: 3% de la prima comercial anual.
— Comisién: ' 20% de la prima comercial anual.

PG, =1000-A' _+0.2-P+0,03- P

z: 5]
P = 1000 - Aa];':?;]
aza -0,23

P’ serfa la prima por 1. 000 de valor asegurado en renovaciones
posteriores.
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EJERCICIOS

Seccidn 5.1 a 5.2

1. Demostrar e interpretar el resultado P, o] = nP + P! _1(1 Az.,_n)

2. Desarrollar las férmulas (5.4) a (5.6) con base en la variable aleatoria
L.

3. Calcular la prima anual de un seguro con cobertura vitalicia después
de m afios y pagadero al final del afio de muerte. La prima se cancela en
el perfodo de diferimiento, en donde los primeros A afios es la mitad a la de
los restantes m — h pagos (h < m).

4. Calcular el valor que debe pagar un hombre de 55 afos anual y
anticipadamente durante 5 afios, para recibir una renta vitalicia desde los
60 por 1.000 délares anuales anticipados. Usar la tabla del anexo 2.

5 a. Sla3—|—1 75, op3 =0, 72 e z-’-02 calcular P;_l
b. Si Az=z:0,1 calcular Py.

c. Si Ppm=0,2, d=0,1 y A;;:Ti[ = 0,05, calcular P;:_fq.

Secci6n 5.3

6. Demostrar (5.29)

7. Con base en el resultado de la aplicacién de la seccién 3.10:

a. Desarrollar la prima neta pagadera mensualmente en el periodo de
diferimiento.

~b. Calcular para una persona de 25 afios, la prima neta fraccional mensual
por peso de valor asegurado y pagadera en el periodo-de dlfernmento
limitada en 5 afios. Usar la tabla del anexo 1. :




180 ' Primas Netas

Secciones 5.4 y 5.5
8. Demostrar:

a. P(4;) = 15;’%;

I A - 6'Xz'n ‘

asumiendo DUM demostrar:
a. P(Xz) = %Pz
c. P(Aym) = §Pom + Poy

9. Mirar que la prima simple neta para el reembolso del seguro dotal
cuya prima neta es pagadera anualmente tiene el resultado:

Ay — A
—PR S Tary : :
Am:’n = P(Am%']) (ﬂ_g’_ﬂ)

10. Si P(4;) = 0,12 y § = 0,05 calcular P; con base en el supuesto de
DUM.

11. Dado que i = 0,06 y Az = 0,524 calcular P{1} (A;) suponiendo
DUM. o

Seccién 5.6

12. Con base en la aplicacién de la seccién 3.10, calcular la prima co-
mercial anual limitada en cinco afios que debe pagar una persona de 25 afios
por un valor asegurado inicial deuna unidad monetaria. Tomar como base
técnica el anexo 1 y la informacién de gastos del ejemplo 5.5.




Capitulo 6

Reservas de primas netas

En el momento de emisién de una pdliza se tiene previsto el equilibrio entre
el valor presente de los beneficios que debe hacer la aseguradora y el valor
presente de las primas que debe pagar el asegurado. Transcurrido un tiem-
po del contrato dicho equilibrio no permanece; en los contratos de seguros
de vida, el valor presente aumenta para los beneficios asumidos por la ase-
guradora y decrece para los pagos del asegurado. Para la mayorfa de los
contratos de rentas ambos valores presentes disminuyen. A esta diferencia
de valores presentes después de un tiempo transcurrido es a lo que se le
conoce como reserva:

Reserva = Valor presente de beneficios futuros - Valor présente de pagos futuros

Tal diferencia se ocasiona porque las primas netas iniciales son superiores
a las necesarias para cubrir el riesgo del periodo de pago correspondiente.
El exceso de dinero es usado para pagar el riesgo de periodos finales de la
pdliza, pues ahi las primas son insuficientes. El gréfico siguiente sirve para
ilustrar este comentario en el caso de las primas niveladas.

181
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Primas anuales
necesarias

lFaltante

Prima
nivelada

Excesol

@) Edad

Transcurrido un tiempo sin ocurrir la muerte de un asegurado, la ase-
guradora podrd disponer del dinero que sirvié para pagar la proteccién del
periodo. El excedente de prima lo debera reservar para el riesgo que ain
no ha corrido y poder cumplir con el pago de beneficios comprometidos, eso
si, asumiendo que las primas futuras serdn canceladas por el asegurado. La
reserva es pues, ina porcién de primas que atn no han sido devengadas des-
pués de un tiempo especifico. En caso de cancelacién del contrato por parte
del asegurado, la compafifa est4 en la obligacién de devolver este capital,
una vez descontados los respectivos gastos de cancelacién y demés gastos
que se hayan diferido a lo largo del contrato.

Ejemplo 6.1: Con la informacién del ejemplo 5.1, asumiendo
que el asegurado de 75 afios atn estd vivo 23 afios después de
celebrado el contrato, se calcula la diferencia entre el valor pre-
sente actuarial de beneficios futuros menos el valor presente de
primas futuras.

En el cuadro 5.1 se pueden ver varias de las cantidades necesarias

para los célculos, las cuales son extraidas de la tabla del anexo
1. :

Los valores presentes de la obligacién del asegurador y asegurado
son en su orden de mencién:

v-gog+v° - Pog - gog = 0,9091 - (0,857143) +0,8264- (0,142857) - (1) = 0,89728

Prs+ Prs-v-pgg = 0,0796+0,0796-(0,9091) -0, 142857 = 0, 08994
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El valor de reserva o diferencia de valores presentes entre las obli-
gaciones de asegurador y asegurado es 0,80734. Esta diferencia
de valores presentes puede arreglarse de la siguiente forma:

(,U — Prs - &ﬂ) * qog + (02 - P7§ : am) * P98 * 999

El arreglo muestra para cada afio, la diferencia entre beneficios
a cargo del asegurador y el valor presente de primas futuras,
ponderada por la probabilidad de que se haga efectiva tal dife-
rencia. Como cada diferencia es un valor particular de la variable
aleatoria que define la pérdida del asegurador, entonces el valor
de reserva estd definido por el valor esperado de la pérdida del
asegurador en el punto = + k, donde k es el nimero de afios

- posterior a la fecha de celebracién del contrato. El cilculo del
valor esperado es entonces: o V

(0,9091 — 0,0796) - 0, 857143+

(0,8264—0,1520) -0, 142857 (1) = 0,80734 A

6.1 Reserva de las primas totalmente discretas

De acuerdo con la conclusién del ejercicio 6.1, la determinacién de estas
reservas parte de la definicién de la variable:

J: Tiempo futuro de vida en afios enteros de (z + k)

La variable J puede/expresarse como J = K —k; su funcién de densidad
g(j)=P(J=j)conj=0,1,2,..., es:

- , k+jPz * Qe+k+j
o) = P(K =k +/K 2 k) = S0 = g gupens = gydane
T
(6.1)

Generalizando (2.22), se obtiene la funcién de distribucién de J:

G(j) = j+19z+k ’ (6.2)
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El ejemplo 6.1 conlleva a la conclusién de que la reserva k afios después
de la celebracién del contrato, es la esperanza matemdtica de la variable
aleatoria que indica la pérdida del asegurador cuando el asegurado esté en
edad = + k. La generalizacién de la pérdida prospectiva en el _tiempo k se
presenta con la siguiente férmula: ~

kL._bWH vl Z Tgh - U - (6.3)

donde by, es el beneficio a pagar al ﬁnal del afio de muerte si ella ocurre
en el afio de péliza h, y w1 es la prima anual neta pagadera al comienzo
del afio de péliza h, con h = 1,2,. f

Un valor particular de J indica en L, la diferencia entre el valor presente
en z + k, del beneficio por muerte si ella ocurre en un lapso de tiempo que
va de j a j+ 1, y el valor presente de las primas hasta ese tiempo. La
compaiifa debe aportar esta diferencia a las primas futuras para cumplir
con una indemnizacién futura. Siendo J una variable aleatoria, el promedio
de L se toma como reserva para cada uno de los asegurados a edad z+k y se
nota V. Asf{ pues, la pefdida prospectiva esperada es lo que debe tener en
reserva una aseguradora para que, junto con las primas futuras y apoyados
en el principio de mutualidad del seguro, pueda cumphr con las obligaciones
adquiridas en las pdlizas.

oo J
tV = E(L) = Z bk+j+1 It Z Tk+h AR j/qz+k

Al separar los términos de la anterior igualdad, la segunda expresién
queda en términos de una doble sumatoria, la cual se simplifica aplicando
en ella el resultado del teorema 2.2. Asi se define:

j .
25) = mpn- ot
h=0

entonces z(0) =y y,

J+1

Az(]) - Z(J + 1) - z(]) Z 7rk+h 'U - Z Tk4h * ’U = Thtpjt1 '1)‘7+1
h=0 h=0
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o0

E[2(5)] = 2(0) + Y _[1 - G(j)]Az(j)
j=0 _

=+ Y [ =541 Gork] - Togggr -0/
=0 |

o0
=g + Z (hPotk] * Tt - U

h=1
- |
= lhPosk] - Thsn - 0"
h=0
o0 o0
BV = bk poik Goikeg— D Mken 0" wpogr (64)
=0 h=0

~ La férmula (6.4) muestra claramente la definicién de reserva como valor
presente actuarial de beneficios futuros a cargo del asegurador menos el valor
presente actuarial de pagos futuros a cargo del asegurado. -

Para un ntimero inicial de pélizas I, 1, el valor de reserva ;V es el balance
al final del afio de ejercicio del afio k, después de acumular las primas con
interds y sobrevivencia, esto es, después de poner a rentar financieramente
las primas y descontar todos los pagos de beneficios por muerte. Por tal
motivo a gV y k4+1V se les conoce como las reservas terminales de los afios
de pdliza k y k + 1 respectivamente, y a 1V + 7, como la reserva inicial del
aflo de péliza k+1. El siguiente esquema ilustra primas, beneficios y valores
terminales de reserva a partir del afio de pdliza k:

reserva %4 eV k+2V
beneficio b1 br+2
prima Tk Tht1 Th+2

I | I

T i i
edad T+ k z+k+1 z+k+2
afno de pdliza k+1 k+2 k+3

Si el beneficio a pagar al final del afio de muerte es b; = 1 y la prima
anual neta pagadera al comienzo del afio jesmj—1 = Py conj=1,2,..., en-
tonces se obtiene la reserva para el seguro entero de vida con valor asegurado
constante de una unidad monetaria, cuya notacién es ;V;.
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o0 [>]
j+1 h
WVo=Y v ipoik - Gokr;— Pe Y V" Ptk
j h=0

La férmula anterior obtenida directamente desde la definicién de la pérdida
prospectiva en el tiempo k adquiere el desarrollo:

kL= O X =1 (6.5)

¥V = EGL) = E@w/ ™) - P, - B(iggg) = Aotk = Po oy (6.6)

Ejemplo 6.2: Continuando con el ejemplo 6.1, la reserva a edad
98 del asegurado de edad 75 es:

23Vrs = Agg P75 -dgg = 0, 89728 0,0796- (1, 12987) 0,80734

Para mayor precisién, los datos fueron traba_]ados con més deci- |
males que los presentados en el anexo 1 A

Anélisis separados similares a los anteriores, conllevan a las fé6rmulas de
reserva para los seguros més comunes, y se describen como sigue:

Dotal puro a n afios:

Az+k:7i{—-—k—| - Pz%} ) &'a;.*.k;m k<mn
#Vorm) = - (6.7)

Seguro temporal a n afios :

1 - 1
Amm P:z:ﬁ] z+k—”—| k<n

Vi = o | (6.8)
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Seguro temporal a n afios limitado en h pagos:

( 1 _ ' L
Am:n_—ﬂ hP:::?i] a:z:+k: h—F| k<h
hyrt ,
kazm = 'Aﬁ:n_qsﬁ h<k<n (6.9)
\0 k=n
Seguro entero de vida limitado en h pagos:
b Aotk —h Po - a’m+k:rﬂ k<h o
KVe = (6.10)
Atk o k>h
Seguro dotal a n afios limitado en h pagos:
r e ‘
Az+k71,—:l?| - hP.'E'EI . am+km k < h
. _ o .
Wi = J R h<k<n (6.11)
|1 k=n
Renta vitalicia y diferida n afios:
nk Btk  Ggpin — P("/a”’)&ﬂk:m - k<n
£V (n/ls) = « ‘ (6.12)
&z.*_k k 2 n ‘

La definicién de las férmulas anteriores se conoce como definicién pros-
pectiva ya que estdn dadas en términos de beneficios y primas futuras; las
férmulas por tanto, reciben el nombre de reservas prospectivas.
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Ejemplo 6.3: Analizar la evolucién de la reserva de un seguro
temporal a 5 afios con valor asegurado de $1.000 y pagadero al
final del afio de muerte. Se supone que toda la cohorte del grupo
de 40 afios segiin el modelo tabular de sobrevida del anexo 1
compra el seguro.

Myg — Mys

—— = 3, 790657
Nyo — Ngs

i M . 1 fred ) .
La prima anual es: 1.000 P40=3! = 1.000
Las columnas (1) a (10) del siguiente cuadro especifican la pro-
yeccién del total de primas, de su rendimiento bajo la tasa de
interés supuesta, de los respectivos pagos de beneficios y de la
reserva. o ’

Cuadro 6.1: Proyeccién de la reserva de un seguro temporal a 5 afios:

1 @ |

Afio Edad Sobrevivientes Muertes esperadas Primas esperadas a

(3)

(4)

(5)

(6)

Fondo esperado a

esperados a en el afio comienzo de afio comienzo de afio
k comienzo de afio P (3) (5)k + (9)r—-1
1 40 92.936 371 352.288,567 352.288,567 |
2 41 92.565 376 350.882,233 367.399,658
3 42 92.189 383 349.456,946 377.596,570
4 43 91.806 394 348.005,124 380.361,351
5 44 01.412 408 346.511,605 370.909,091
me o (®) (9) (10)
Afio Edad Interés esperado Pagos esperados Fondo esperado a Reserva

a fin de afio a fin de afio fin de afio 1.000 'k ‘/41031
k 0,1-(6)  1.000-(4)r (6)k+ (Nk— (8)x N&/{(3)k — (4)1}
1 40 35.228,857 371.000 16.517,424 0,17844
2 41 36.739,967 376.000 28.139,623 0,30524
3 42 37.759,657 383.000 32.356,226 0,35244
4 43 38.036,135 394.000 24.397,486 0,26689
5 44 37.090,909 408.000 0,000 0,00000

La columna (9) o fondo esperado a fin de afio es la reserva total
en poder de la compaiifa, la cual es especificada péliza a péliza
por un valor fijado en la columna (10).
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El valor de reserva al comienzo de la edad 40 vale cero y al final
0,17844. Asi mismo, la reserva terminal del afio 44 (e inicial
en 45 pues no hay pago de prima), también vale cero, lo cual es
légico, pues siendo la reserva un tipo de provision guardado para
prever el pago de beneficios futuros, entonces no se debe guardar
nada, ya que al comienzo de la edad 45 la cobertura ha cesado.
LA

Del ejemplo anterior se puede ver como la reserva crece hasta la mitad
del periodo y de ahi en adelante comienza a descender hasta agotarse. El
comportamiento general para las reservas de seguros temporales es de cre-
cimiento hasta un determinado punto, para luego decrecer hasta llegar a
ser cero al final del tiempo de cobertura. La figura seguida esquematiza el
comportamiento de la reserva para seguros temporales.

) i

A diferencia de los seguros temporales, las reservas de los seguros de vida
entera, los dotales y dotales puros siempre son crecientes, asi como se ilustra
en la siguiente figura. ' o

V)

Edad
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Para los tres tipos de seguros mencionados anteriormente, si los pagos
son limitados, la reserva crece rdpidamente hasta el periodo de realizacién
de los pagos, en adelante y hasta el final de la tabla, crece més lentamente y
sélo por causa del rendimiento de la reserva hasta alcanzar el monto de valor
asegurado inicial. La figura seguida muestra este comportamiento donde i
representa la temporalidad de los. pagos.

vV

(@ ' PR Edad

En el capitulo anterior se concluyé que el seguro de vida es un sistema de
acumulacién con riesgo. El dinero acumulado serd entregado en un momento
t el cual marca la ocurrencia de un suceso: ”la muerte del asegurado”. Del
capital invertido P y de sus rendimientos financieros se destina una parte
a un fondo y la otra queda en reserva a nombre del asegurado. La reserva
genera interés y se acumula junto con las otras partes de las primas futuras,
de tal forma que el pago del beneficio por muerte sale de esta reserva, y lo
que haga falta lo aporta el fondo.

El fondo es en realidad un sentido figurado, ninguna empresa de seguros
crea uno para dar cumplimiento a sus obligaciones, lo que efectivamente
hace es calcular con base en unos supuestos de mortalidad y de rendimiento
financiero, la reserva que debe tener cada asegurado vivo, pues es un dinero
que le pertenece y que debe ser devuelto en caso de cancelacién de la péliza.
Como la reserva hace unos descuentos por una mortalidad supuesta, el con-
junto de descuentos de pélizas formara una provisién destinada para el pago
de beneficios si los hay, en caso contrario la compaiifa podrd disponer de ta-
los sumas. De todas formas como se ver4 en la seccién 6.9, bajo condiciones
especiales, parte de ese fondo se retribuird a los asegurados.
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En los seguros enteros si la muerte no ocurre antes de w o final de la
tabla de mortalidad, la reserva acumulada serd igual al capital contratado
como beneficio y tendrd que ser entregada como pago del seguro. En los
seguros temporales si la muerte no ocurre antes del periodo de cobertura,
todo el dinero se va al fondo comin y el asegurado terminard sin dinero
acumulado propio.

6.1.1 Reservas retrospectivas: La reserva también puede determinarse
encontrando la porcién de prima que aiin le pertenece a cada asegurado,
después de descontada la parte destinada a la proteccién del riesgo. La
deduccién matematica se hace para el seguro de vida entera, las demds son
semejantes. Reemplazando (3.6) y (4.14b) en (6.6):

Ma:+lc - Pa: . Nm}k

Ve =
k D:z:+k. )

Ahora reemplazando (3.6) y (4.14b) en (5.2) y despejando M;, se ob-
tiene que P, - Ny = M, entonces sumando y restando esta cantidad en el
numerador de la expresién anterior de xV;:

Pa: * (N:z: - N:z:+k) _ (M:z: - Mz+k)

Ve =
k Dy ik Dz
. 1
— By a':z::_l _ Az'EI
ko kEz

El primer término del lado derecho de la igualdad es el valor acumulado
de las primas pagadas hasta un tiempo k, y el segundo es la prima simple
neta necesaria para dar proteccién en los primeros k afios y acumulada al
final de ellos. La cantidad K, recibe el nombre de costo acumulado del se-
guro y seria el aporte que hace cada asegurado al fondo figurado mencionado
‘anteriormente.

El célculo de reservas asi definido, estd dado en términos de primas
pasadas y beneficios pasados, por tal motivo se conocen como reservas
retrospectivas. Otras férmulas por la definicién retrospectiva:
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kvl_1 Prr -8 kKo (6.14)

gv(n/&m) = hP(n/&:z) ’ Sm',a kE<h (6.15)

Cuando el tiempo de célculo de reserva es superior al término del pago
de las primas, la definicién prospectiva es més conveniente, pues sélo es
necesario calcular el valor presente de los beneficios futuros, por ejemplo, si
k > h entonces kV Az+k Por su parte, la definicién retrospectiva es més
conveniente calcular en perfodos diferidos pues no hay costo acumulado del
seguro; un ejemplo se puede ver en la férmula (6.15).

6.1.2 Relaciones especiales: Es posible expresar las reservas sélo en
funcién de rentas con riesgo, o de primas simples netas de un seguro de
vida, o de las primas anualizadas. Reemplazando (4.25) en (6.6):

Vo =1—(Pp+d) - bors

Segin (5.11) Py + d = 1/dg, entonces,

WV = 2 Ttk (6.16)

ax

Ahora bien, reemplazando (4.24) en (6.16):

A:z:+k - Am

Ve = 1A,

(6.17)

Por otro lado factorizando A4 en (6.6):

, P ins P ,
Vo.=A 1— 2z Gatk ) _ _tz Y _
kVzx -tk < - Am-}—k ) A$+k (1 Pm+kk) Az ik (P +k P, :z:)

Despejando d de (5.11) y reemplazando en la anterior ecuacidn:

£Vz ST

Brd (6.18)
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Ahora se desarrollardn unas férmulas que conectan reservas terminales
sucesivas. Tratando de nuevo el seguro entero de vida, si sobre (3.14) se
toma n = 1, y se evalia en edad = + k entonces:

A:z:—l—k =V Qeik + A:z:+k+1 . Em-}-k

Ahora reemplazando en (6.6) el resultado anterior y las expresmnes de
(4.22a) y (4.22b) se obtiene:

kVz =V Qoik + Asyii1 Bork — Po - Goyki1 - Eopk — Pr
=0 Gork + Eoqk * (Acyks1 — Po - opky1) — P

=A —::k _] + Eg;+k ‘k+1 I/z Pg; (619)

Despejando la prima anual de la expresién final anterior:

P = Am-{—LkT{ + (Em—{-k 'kfl Ve —& V;;) (620)

La prima es suficiente para dar proteccién por un aiode z+k az+k+1
y queda un excedente equivalente al término entre paréntesis de (6.20). En
el excedente el valor Fpik -k+1 Vz es la reserva terminal en k + 1 llevada
al inicio del afio, luego si al excedente se le suma la reserva terminal en k,
toda la suma acumular4 bajo interés y sobrevivencia, la reserva terminal en
k + 1. Esto indica, como es obvio, que la reserva final en k por si sola no
acumularé la reserva final en &k + 1.

Ejemplo 6.4: Con base en el resultado (6.20) y la tabla del
anexo 1, se presenta para un seguro de vida entera de una unidad
monetaria tomado por un asegurado de 30 afios, las primas de
un seguro temporal a un afio, el excedente comparado frente a
‘la prima nivelada y la evolucién de la reserva.
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Edad Prima necesaria. Exceso Reserva
Seguro temporal
a un ano S B :

30 0,00332 0,00154 0,00000
35 0,00344 0,00142 0,01014
40 0,00363 .0,00123 | 0,02594
45 0,00427 0,00059 0,04993
o0 0,00636 -0,00150 0,08243
95 0,00893 -0,00408 0,12118
60 0,01073 -0,00587..} 0,17365 -
65 0,01705 -0,01219 0,24588
70 0,02683 -0,02198 0,33164
75 0,04290 -0,03804 0,43836
80 0,07808 -0,07322 0,56304
85 0,16998 -0,16513" 1| 0,68826
90 0,29895 -0,29409 0,77963
95 0,52632 -0,52146 0,85280

La prima nivelada para (30) es de 0,00486. En la tabla se ve
claramente el comportamiento ilustrado en la figura 6.1 entre las
primas anuales necesarias y las niveladas. También se confirma

- el comportamiento de la reserva ilustrado en la tltima figura
presentada en la pagina 148. A

Si en (6.19) se retinen los valores de la reserva terminal en & y el valor
de la prima neta anual y luego multiplicando por 1 + 7 ambos lados de la
ecuacién: : ' b

(kVe + Pr)(1 4 1) = ok + Dotk k1 Va
= geik + (1 = Goqk) k1 Vo
=p41 Vo + goyi(l —k+1 Vz) (6-21)

La cantidad (1 —41 V) es el monto neto en riesgo para el afio k+1 y la
cantidad (1 —41 Vz)gz4k es el costo del seguro basado en el monto neto en
riesgo para el afio k +1, o esperanza de tener que pagar el monto en riesgo.
La reserva inicial en X+ 1 o (Vi + P;), acumulada con interés al final del
afio k + 1, es suficiente para prever el monto de reserva terminal en k + 1
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més el monto neto en riesgo de los siniestros del afio k + 1. Esto sugiere que
la reserva puede ser expresada como la acumulacién de las primas netas con
interés, menos el costo del seguro basado en el monto en riesgo.

La prima neta anual de acuerdo con (6.21) también puede ser expresada
por:

Po=goir-v (1= g1Va)+v- k+11/:1:"‘; EVz
= Am-{-;k:“ﬂ . (1 - k+1V$) + (v k41 Ve -‘ls:V:z) (6.22)

Este arreglo significa que la prima es suficiente para proveer un seguro
de z+k az +k+ 1 por un valor asegurado equivalente al monto en riesgo
mas un excedente, al cual si se le adiciona la reserva que se trae del afio
- anterior, acumularé con interés la reserva terminal del presente afio.

Las férmulas de (6.20) a (6.22) pueden generalizarse a todo tipo de seguro
a partir de (6.4). Si h=1,2,3,... es el afio de péliza, 7, la prima pagadera
en el inicio del afio de pdliza h + 1, by €l beneficio por muerte a pagar al
final del afio de pdliza h + 1, 4V la reserva terminal del afio h y re1V la
reserva terminal del afio h + 1, entonces: »

Th = bhy1 ¥ Qo + (h41V * Bon — 1V) (6.23)

WV + 7)1 +19) = p1V + dotn* (bag1 — n41V) (6.24)
Th = (bht1 — h41V) v Goin+ (v 2V = V)  (6.25)

6.2 Reserva de primas semicontinuas

Asf como en el capitulo anterior se trataron las primas anualizadas para
seguros fraccionarios en la seccién de primas semicontinuas, seguidamente se
presentan las reservas de estas primas, cuya denominacién no tiene referencia
especial. A continuacién se presentan algunas reservas de planes especiales:

Seguro entero de vida:

oV (40 = AT, - P (ALY) o (6.26)
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Seguro temporal a n aiios limitado en h pagos:

¢ (m) (m) .
1
Arm ™ (Az‘""l ) G rtom F<h
(m) (m)
VA ) =40 (6.27)
\0 k=n
Seguro dotal a n éﬁoé limitado en h pagos:
A g WP (A _‘) ey KB
(m) (m) . o 5
iV (45m) = ) AT = | h<k<n (628)
1 h=n

Renta vitalicia y diferida n afios:

n—kBzih - G’:S:—{—n P( '”'/a'z )) '8 T-k: k| k<n

i) k>n

Si los seguros continuos son pagados sobre una base anual, las primas,
como ya se dijo, se denominan semicontinuas. Las méds importantes de los
seguros analizados se presentan a continuacién:

- Seguro entero de vida:

vV (As) = m+k-P(— )+ otk - (6.30)

Seguro temporal a n afios limitado en h pagos:
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T

1 —1 . : .
Arpwm— P (Awﬁl) @ eim B<h

3 1
Arrw

0  k=n

\

Seguro dotal a n afios limitado en h pagos:

f— .. ,
A:z:+k:71.?l;l = nP (Zm—ﬁl) ) a’:l:—}-k:‘l—z:—la k<h
;cLV (Zm:ﬁ]) = 4 —A_z+k:7rT—:E| h Sk <n (6’32)

1 k=n

\
Renta vitalicia diferida n ahos:

n-—kE:z:-i—k. *Qgtn — P( n/—d:c) * a’z+k'1;75] k <n
KV (n/8c) = (6.33)
’ E:l:-{-k k __>_ n

Si el supuesto DU M es usado para determinar las reservas semicontinuas,
al igual que en el cdlculo de primas de seguros, estas pueden ser evaluadas
facilmente con base en el caso totalmente discreto.

1

£V (Zm) & Ak — 6P:z: *Apik 2’3‘ £V (6-34)

SERRCY

6.3 Reserva de primas fraccionarias

Si las pdlizas pagan los beneficios al final del afio de muerte, y las primas
son canceladas en fracciones m-ésimas de afio, entonces la denominacién
de prima neta fraccionaria cabe en esta clasificacién de primas de seguros.
La notacién V(™ sirve para definir la reserva al final de k afios de dichas
pélizas con primas fraccionarias P(™),




198 Reservas de primas netas-
Seguro entero de vida:

@$M=A4*~PW>GW> ~ (6.35)

Dotal puro limitado en h pagos:

( S (m)y  .(m)
A:z:—{-k:n] nP 7| az+k:m k<h
hV@?=JAﬂhim h<k<n (636)

0 k=n

Seguro temporal a n afios limitado en h pagos:-

(4 1 . (M) .(m)
AERGEE L RO k<h

hyr(m)

1 . 1
WVom = TAm;n“—a h<k<n (6.37)

0 k=n

\

Seguro dotal a n afios limitado en h pagos:

(4 _ (m) | .(m)
o4k n—k| hP ._—1 :z:+k h_kl k< h
h
Vm("_? $ Am-;—k:?[—"k[ , ’ h<k<n (6.38)
! | k=n

Renta vitalicia, y diferida a n afios:

N (o S L PR
VI (ylda) =9 : B | (6.39)

[ | | k>n




Contingencias de vida individual 199

Si las primas se pagan en fracciones m-ésimas y también los seguros
pagan sus beneficios en estos espacios de tiempo, se tienen las siguientes
notaciones y férmulas de reserva:

Seguro entero de vida:
V™ (A(:ﬂ) = Alm) _ ptm) (A;m>) &, (6.40)

Seguro temporal a n anos limitado en h pagos:

r (m)

_ (m) { 41(m) (m)
A~ P (Aﬂ ) & FP
hys(m) [ 41(M)) _ (m)
vV Al = <
0 k=n
(6.41)

Seguro dotal a n afios limitado en h pagos:

(4 (m) —  pm) (4m) | sm)
Aiwmr M (Az‘l) = k<h
hys(m) [ 4(mM)) _ (m) ,
by (4l = g h<k<n
(1 h=n
(6.42)

Renta vitalicia y diferida n afios:

ok Earr ag+)n pm)( /a(m)) a(ﬁm k<n
VO (i) =

i) =

(6.43)

\,
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"
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6.4 Reserva de primas totalmente continuas

Retomando el concepto de la pérdida del asegurador, para el desarrollo de
la reserva es necesario definir la variable aleatoria:

U : Tiempo futuro de vida de (z +1)

A partir de U se define otra variable aleatoria conocida como la pérdida
prospectiva en el tiempo ¢. Para el seguro entero de vida con valor asegurado
constante es: !

(L =29 —P(4,) ap (6.44)

Un valor particular de U indica en L, la diferencia entre el valor presente
en z + t del beneficio por muerte si ella ocurre en un tiempo u y el valor
presente de las primas hasta ese tiempo. Esta diferencia la compaiiia la debe
aportar a las primas futuras para cumplir con una indemnizacién futura.

V(&) = EGL) = Aot — P(Ay) - Gops (6.45)

Otras reservas de seguros totalmente continuos se presentan a conti-
nuacion:

Seguro temporal a n afios:

tV (Aomy) = (6.46)

Seguro temporal a n afios limitado en h pagos:

’

- 1 — _
| Amm——- hP(Z;:ﬁ')'am_{_t:m t<h

TV (Lom)) =  Arteamy h<t<n  (647)

\0 t=n
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Seguro de vida entera limitado en h pagos:

e Aovi— WP (&) Ty gy t<h
MY (A,) = o | (6.48)
Azt t>h
Seguro dotal a n afios limitado en h pagos:
(- = _ ,
Am+t:ﬂ - nP (-Zzﬁ]) ) a:c—}—t:E:i_i t<h
B Bam) = Aoy h<t<n (6.49)
1 t=mn
\
Anualidad vitalicia diferida:
tV(n/8z) = (6.50)
Zi:z:+t ' t 2 n

Las reservas para seguros con pago de prima proporcional, pueden ser
calculadas con base en las reservas de seguros continuos, la demostracién se
plantea con un caso particular en la seccién de ejercicios.

6.5 Reserva de duraciones fraccionales

El balance es el propdsito fundamental del cdlculo de las reservas matematicas
de las compaififas. En la mayoria de los casos la finalizacién de un afio de
seguro de un contrato vigente no coincide con la fecha de balance, por tanto
en ese dia, con la necesidad de determinar la reserva, los cilculos tendrén
en cuenta apenas la parte del afio transcurrido del seguro. -

Las férmulas para V suponen valores enteros de k; la notacién x4,V con
k entero y 0 < h < 1, se da a las reservas con duraciones fraccionales.
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Como la motivacién que conlleva su célculo es el balance, también se les
llama reservas de balance.

Una expresién exacta para la reserva prospectiva de un seguro de vida
entera de duracién fraccional viene dada por:

krbVe = [P o Gorkah + Acikrt 1—h Botkih] — Poloikt1 ‘1-h Bovktn
| (6.51)

Como el célculo no es simple, x4V es obtenido por interpolacién lineal
tomando a V; basado en k primas anuales y a x4pVe y k+1Vz €n k + 1.
El siguiente esquema ilustra la reserva inicial y terminal en el afio de péliza
k + 1 y sirve de guia para la interpolacion:

k kE+h kE+1

] ] |
l 1 {

Ve + Po kinVe k+1Vz

Por interpolacién lineal,

k+hVe R b [ e Vo — (6Vo + Bo)] + [ Ve + Pl
— (=R Vet Po)+h- Ve (6.52)

La ecuacién (6.52) también puede hallarse aplicando la siguiente regla
general: Interpolar entre reservas terminales y adicionar el monto de la
prima neta pagada en cualquier perfodo superior a la fecha de valoracién:

ko k+h k+1

| 1 }
1 ] 1

Ve k4R Vz k+1Vz

Interpolando entre reservas terminales:

k+hVe R b (o1 Ve — Ve) + kVa
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Adicionando al resultado de interpolacién el monto de la prima pagada
proporcional a la fecha de valoracién:

k+h,Vz "’:",h : ( k+1Va:," ka) + sz + (1 - h)P:z:
=(1-—h)( ka+Px)+h- k+1V$ )

- Cuando las primas fraccionales son pagadas m veces al afio se presentan
dos casos a considerar:

a) h es un miltiplo de 1/m, esto es, h = j/m, y 51e11do k un entero
posﬂ:wo

pea VO (1 - ;J}L') SVt 4 (i_) eV (6.53)

b) h 1o es miltiplo de 1/m, esto es, h= j/m‘+ 7 con 7 < 1/m. Interpo-
lando entre V(™ y 1, V™ y adicionando (1/m — r)P(m):

Coym (1 w (L Npm, (I (m)
k+J,,;+rV (1 = r)kV +(m T)P +(m+r>k+1V
(6.54)

La elaboracién de productos de seguros de vida con coberturas especia-
les muchas veces finaliza en formulaciones complicadas, como por ejemplo
la aplicacién dada en la seccién 3.10. La aplicacién de estos productos en-
cuentra principal dificultad en el manejo de reservas y no en el disefio de las
primas.

Hacer el desarrollo de la reserva de duracién fraccional de la aplicacién
3.10 cuando se cobra una prima mensual nivelada, es tarea dispendiosa
con resultados finales de férmulas un poco complejas. Asi, una solucién
bastante aceptable es la aplicacién de los resultados anteriores obtenidos
por interpolacién. Apoyados en el desarrollo informdtico y en el cilculo de
reservas terminales, sélo habria que variar la edad y el tiempo de cbbertura
en la formulacién de la -prima tnica definida en (3.63), la cual se asume
estarfa ya implantada como algoritmo.
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6.6 Reserva de rentas contingentes inmediastas

Como la compra de rentas se hace a prima tnica, el valor de reserva que debe
hacer la compania para poder cumplir con sus obligaciones futuras, corres-
ponde al valor presente de la renta para el mismo asegurado, pero cambiando
los pardmetros inherentes a su cédlculo que varian con el tiempo. Siendo asi
el caso, la misma formulacién del valor presente sirve expresamente para
el célculo de reserva, sélo toca ir recalculando los valores presentes COn SUuS.
correspondientes pardmetros. '

Transcurrido un tiempo del contrato el valor presente de los beneficios
asumidos por la aseguradora disminuyen si los pagos son constantes y anua-
les, no ocurre lo mismo cuando se trata de algunas anualidades con pagos
fraccionarios y con crecimiento geométrico. Para ilustrar lo anterior con-
sidérese la aplicacién de la seccién 4.8 en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 6.5: En la seccién 4.8 se determiné que el valor pre-
sente actuarial de una renta inicial en septiembre de una unidad
monetaria pagadera mes vencido, creciente en la inflacién cada
primero de enero, es de 144,5 para una persona que cumple 62
afios en mayo. La inflacién proyectada es del 15% y la tasa de
interés técnico bruto del 19,6% esté en exceso de la inflacién en

4%.

Fecha | Edad actuarial VP Reserva = V P*1.000*(1, 15)"

Sep./ Z 62 1445 144,500
Oct./ Z 62 1459 145.900
Nov./Z | 62 ° 147,3 147.300
Dic./ Z 62 148,7 148.700
Ene./ Z +1 63 130,6 150.190
Feb./ Z +1 63  131,7 151.455
Abr./ Z+1 63 134,1 | 154.215
Jun./ Z +1 63 1365 " 156.975
Ago./ Z+1. 63 139,1 - 159.965
Oct./ Z+1 63 141,7 162.955
Dic./ Z+1 | 63 144,4 166.060
Ene./ Z +2 64 126,3 167.693
Sep./ Z+2 64 136,2 180.125
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En la tabla seguida se muestran los valores presentes de las rentas
con valor inicial de una unidad monetaria (VP), en distintas
fechas de célculo de acuerdo con las férmulas dadas en (4.91) y
(4.92). También se presenta la reserva para una renta con pago’
inicial de 1.000 la cual crece cada 1° de enero en una inflacién
proyectada del 15%. La fecha de expedicién ocurre en el afio Z y
n=0,1,2,..., es el nimero de cambios de afio. Dentro de cada
~ afio el V P aumenta porque el descuento por cada pago mensual,
es inferior al aumento mensual de la reserva por concepto de un
interés anual del 19,6%. El VP de diciembre a enero disminuye
porque aumenta la edad actuarial, pero el valor de reserva para
una renta inicial de 1.000 sigue aumentando, porque el pago
mensual ha aumentado en un 15%. La siguiente tabla continua
mostrando la evolucién de las cifras pero en periodos anuales.

Fecha Edad actuarial VP Reserva = V P*1.000*(1, 15)”
Sep./ Z 62 1445 144.500 '
Sep./ Z+3 65 132,0 200.756
Sep./ Z +8 70 111,3 340.469
Sep./ Z +13 75 91,3 561.750
Sep./ Z +18 80 72,6 898.458
Sep./ Z +23 85 56,0 1.393.922
Sep./ Z + 28 90 41,8 2.092.743
Sep./ Z +33 95 30,3 3.051.205
Sep./ Z + 38 100 21,4 4.334.427
Sep./ Z + 41 103 17,6 5.421.558
Sep./ Z +42 104 16,6 5.880.542
Sep./ Z + 43 105 15,4 6.273.759
Sep./ Z + 44 106 13,9 6.512.081:
Sep./ Z + 45 107 12,0 6.465.231
Sep./ Z +46 108 9,7 - 6.009.971 .
Sep./ Z + 47 109 6,3 4.488.891 = -
Sep./ Z + 48 110 2,9 2.376.262
Ene./ Z 4+ 49 111 0,0 0

Sélo después de 44 afios de vigencia de la péliza, comienza a
descender la reserva hasta agotarse, debido a que el crecimiento
en los pagos comienza a ser més fuerte que el crecimiento de la
reserva. A
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6.7 Valores de cesién

Al rescindirse una poliza de segurd de vida inmediatanﬁente cesan las obli-
gaciones del asegurador y éste debe devolver al asegurado las primas corres-
pondlentes al nesgo no devengado , :

La devolucién de primas no corresponde a la totalidad de la reserva, en
primer lugar porque la aseguradora descuenta los gastos de adqulslcmn que
se esperaba recaudar en primas futuras. En segundo lugar, se retiene una
parte de la reserva a manera de mdemmzacmn por los per3u1c1os causados
con la resmsmn prematura, del contrato.

El resultado financiero exitoso de una compafia de seguros, depende
béasicamente del cumplimiento de los principios de riesgo asumidos en los
célculos de las primas y de las colocaciones estables y lucrativas de los re-
caudos. Si las cancelaciones son numerosas, se ve seriamente afectada la ley
de los grandes nimeros la cual es imprescindible para-el equilibrio del se-
guro, ademsds se desestabilizan los proyectos de inversién, produciendo muy
probablemente pérdidas por descolocaciones financieras.

El proceso de seleccién que rechaza o declina contratos considerados
como malos riesgos y que recarga primas ante la presencia de riesgos adicio-
nales de muerte en los asegurados, se deteriora por las salidas tempranas,
pues las rescisiones no son precisamente de quienes se consideran con al-
to riesgo de muerte. Estas salidas dan lugar a un proceso conocido cbi’no
antiseleccién; tal contexto de inpersistencia de los riesgos buenos para la
aseguradora afecta la estabilidad del seguro.

El valor de reserva disminuido por el valor presente de los gastos diferi-
dos y de una cantidad indemnizatoria, es a lo que se llama valor de cesién
(VC), también conocido como rescate. Los principios bésicos de célculo
son iguales a los de reservas puras, pero la prima neta es reemplazada por
la prima pura cargada con la porcién de gastos de adquisicién. El resultado
es un valor de reserva menor al de reserva pura.

VCi= A(k) — B, - (k)
= {WV 4+ Pa(k)} - B - a(k)
=V ~ (P, — P)- (k)  (655)
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A(k), d(k), xV y VCy son en su orden los simbolos de una prima simple
neta del seguro, de una anualidad, de la reserva y del valor de cesién apropia-
dos para el seguro analizado en el tiempo k = 1,2,3,...; P es la prima pura
del seguro y P; es la prima pura cargada o prima ajustada. A P, también se
le llama prima de Zillmer en honor al matemético alemén Augusto Zillmer,
quien fue el primero en tratar el tema con rigor matemadtico.” Su propuesta
en 1.863 ha evolucionado con el transcurso de los afios.

Zillmer calculé P, asumiendo que la primera prima del seguro, es inferior
a las restantes en una cantidad F,, valor de los gastos de adquisicién. Segiin
el principio de equivalencia:

A=(P2—E1)+Pz-a

“q” es el simbolo apropiado de una renta vencida, pues en la férmula

representa el valor actual de los pagos de las primas a partir del segundo
periodo. Despejando P, de la anterior ecuacién y luego reemplazando en
(6.55) se obtiene:

P.=P+22

VCi= 4V -B- “g“)

(6.56)

La férmula en (6.56) se conoce como reserva de Zillmer y a Ej se le
llama la cuota de Zillmer, generalmente limitada por los entes fiscalizadores
de cada pafs. Sobre E; puede ser tenida en cuenta la penalizacién por
rescisién temprana, en consecuencia a V' Cjy, algunos autores lo notan como:

VCi= 1V — f(P) - “(k) (6.57)

En 1.975 la Sociedad Americana de Actuarios obfiene la prima de Zillmer

separando los gastos en dos tipos E y F; para expresar la prima comercial.
E es un monto por unidad de valor asegurado pagadero cada periodo en el
término de pago del seguro y F) es una cantidad adicional para el primer
afio, pretendiendo definir la porcién de carga de gastos de adquisicién; se
supone que este valor estd incluido en P.
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PC=P,+E=(P+c)+E

Multiplicando por @ en ambos lados de la ecuacién:

PC-i6=(P,+E) 4=P,-6+E-a={P-da+c-a}+E-d

c serfa la cuota anual cuyo valor presente con riesgo es el monto total
Ela aSi .
(P,+E)-a=A+E,+E-a
A+ F E1

a

a

P, = =P+

De la anterior férmula tomando é = a+1 se llega al supuesto de Zillmer.

Es posible que VC}, presente valores negativos en los primeros afios de
vigencia del seguro. En el primer afio el valor de cesién es:

VO, = A(l) P, -4(1) = P(1) - a(1) = P, - a(1) = {P(1) — B} - 4(1)

Para evitar el contratiempo de rescates negativos se supone que VCj, no
puede ser ‘menor a cero, luego de la anterior expresién P(1) = P, esto es,
la"'prima de Zillmer no puede ser superior a la prima pura que corresponde
a la edad superior inmediata.

6.8 Seguros saldado y prorrogado

En ocasiones el asegurado no continda pagando las primas pero no quiere o
no necesita cancelar la pdliza, entonces el valor de cesién que le pertenece
lo puede usar para la compra de un seguro con dos opciones. La reserva
puede ser invertida en un seguro entero de vida, denominédndose la figura
de inversién como seguro saldado. En este caso interesa encontrar el valor
asegurado que puede comprar el cliente de la compama con su valor de
rescate. o

El asegurado de edad x al saldar el seguro después de un tiempo ¢, tendrd
edad z + ¢ y un valor de cesién VCyys. Por regla de tres simple se deduce
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que si una prima tnica de monto Az4¢ asegura una unidad monetaria, una

prima de VCy4¢ asegurard un capital V Az reducido proporcmnalmente,
luego:

VCm+t

(6.58)

Si el asegurado prefiere mantener el mismo valor asegurado que tenia
antes de la conversién al nuevo seguro la figura concluye en un seguro
denominado seguro prorrogado. En este caso, interesa hallar el tiempo o
prérroga de vigencia de la péliza con el dinero de reserva disponible.

La reserva necesaria para asegurar una unidad monetaria en un tiempo
de prérroga s desde el tiempo z 4 k se notard como A lk il Siendo poco

probable que s sea entero, s estard entre n y n+1, asi la poéliza culminari la
vigencia cuando el asegurado tenga una edad entre z+k+ny z+k+n+1.
Por interpolacién lineal se halla el tiempo de prérroga s.

n s n-4+1

| I i

1 i i

1 1 1

Aa Yamw Aawen
Al _ AL
s=n+ ol ik (6.59)

tk:ntl] otk

= Marten = Mattrs (6.60)

Ma:'—l—t-}-n - z4t4nt1 -

El tiempo de prérroga vale entonces n afios enteros, mis una fraccién
de ano equivalente a la segunda parte de la expresmn del lado derecho de
(6.60).

Los valores de cesién generalmente son la reserva pura del seguro original
puesto que las primas, aunque pertenecerén con la conversién a otro fondo de
reserva, contintian dentro de la compaiifa. Por otro lado no hay evaluacién
del riesgo, a menos que el asegurado manifieste el deseo de aumentar el valor
asegurado adicionando capital a la reserva; en este caso obviamente habrd
que hacer el andlisis de riesgo respectivo al aumento de valor asegurado.
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Cuando el seguro original es un vida universal, las compaiiias permiten el
traslado de la cuenta de ahorros adiciondndola al rescate. En algunos casos
puede suceder que el valor de reserva sea mayor al requerido para generar
en la conversién, obteniéndose seguros saldados con valor asegurado igual
al del seguro original, o prérrogas que llegan al final de la tabla, esto es, la
conversién a seguros saldado o prorrogado darfa iguales resultados.

Ejemplo 6.6: a. Una persOna"de 50 afos tiene un valor de
cesi6én de 40 como resultado de una conversién a seguro saldado. -
Con base en la tabla del anexo 1, calcular el valor asegurado que"
puede comprar en la conversién. ‘

VCso 40
Asp 01290

VAs= =310,1

Si la conversién es a seguro prorrogado y la persona tiene un

valor asegurado alcanzado en la conversién de 550, jcudnto es el
tiempo de prérroga del seguro?.

Con s = n+j el tiempo de prérroga, donde n son afios enteros y
J una fraccién de aflo, y tomando el valor de cesién como prima
Unica del seguro, entonces ésta en términos de las conmutaciones
serfa:

40 = 550-A! _ = 550 - (M50 - Mso.4.s) _ 550 - (97,2837 — Ms04s)
S0l Dso 754, 2751

Mso.s = 42,4273

La conmutacién que hace que la prima de un seguro temporal a
s anos cueste 40, es aproximadamente 42,4. Al observar la tabla
del anexo 1, este valor se encuentra entre las. conmutaciones de
las edades 65 y 66, que son 43,5036 y 40,8933 respectivamente.
La prérroga estd determinada por una cantidad de tiempo de
n = 65— 50 = 15 afios, mds una fraccién de afio segtin (6.60) de:

_ Mes — Mes,; _ 43,5036 — 42,4273
Mes — Mgs 43,5036 — 40,8933

=0,4123

‘Asuxmendo afios de 365 d1as la prérroga de la fraccién de afio
es de aproximadamente 150 dias.
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El asegurado ahora de edad 50, tiene la opcién de tomar un
seguro entero con valor asegurado constante de 310,1, o un seguro -
temporal a 15 anos més 150 dias con un valor asegurado de 550.
A .

6.9 Participacién de utilidades

Como ya se menciond, el seguro es un contrato juridico que debe pagarse en
todos los casos de reclamacién no fraudulenta, y donde normalmente la pri-
ma permanece constante sin poder ser adaptada. Siendo las obligaciones de
las compaiiias prolongadas durante largos periodos, las primas se calculan
cuidadosamente con ciertos mérgenes de segundad en los factores bésicos
supuestos que inciden en ella: mortalidad, interés técnico y carga adminis-
trativa. Son realizadas as{ mds probablemente, ganancias y no pérdidas.

Cuando hay ganancias desbordadas, las compaiifas, en aras de cumplir
los principios de equilibrio del seguro, deben distribuir sus dividendos. Se
devuelve parte de. lag prima no usada en el pago de beneficios o no usada para
admlmstrar el negocio, ademas se entrega parte de los intereses ganados en
_ exceso a la supuesta tasa de mteres tecmco

Los mérgenes hacen que la prima parezca alta en comparacién con los
beneficios convenidos. Por esto se creé una figura de correccién a postenon
en favor del asegurado que mejora las condiciones de pPago del seguro o de
los beneficios. La- part1c1pac1on de utilidades es pues, un instrumento que
garantlza a los asegurados un amparo méximo tan barato como sea posible.

Las tablas de mortahdad son tales que normalmente la morta.hdad real
es menor. a la prevista. De otro lado, el interés técnico supuesto en la acu-
mulacién de la reserva, debe ser lo suficientemente bajo, para que con gran
seguridad a largo plazo, los intereses efectivamente devengados no lleguen
a quedar por debajo de él. Normalmente ciertos rublos de gastos previstos
en la prima comercial subestiman los realmente efectuados, pero ellos se
compensan con ganancias provenientes de los otros.

Por lo comin el interés técnico y los factores de carga administrativa
evolucionan con la dindmica del mercado y las compaiifas los fijan segin
su criterio. En algunos casos debido a la competencia, se fijan factores de
carga insuficientes y tasas de interés técnico muy optimistas, de modo que
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la acumulacién de reservas segiin los intereses del mercado no alcanza los ni-
veles que deberian tener con las tasas supuestas, dejando a las compaiifas en
serfas dificultades financieras. Los patrones de mortalidad son generalmente
establecidos por la entidad fiscalizadora, tan conservadores sin ser excesivos,
de tal forma que aseguren estabilidad en el mercado del seguro.

Los sistemas del reparto de dividendos varian de una compaiifa a otra
y a menudo son complicados. Se comparan la mortalidad técnica y la real,
el rendimiento efectivo de las inversiones con los intereses técnicos, y los
gastos de administracién previstos con los costos reales correspondientes a
las pélizas emitidas. Estas analizan numerosos flujos de ingresos y egresos
en cada aspecto. :

La forma m4s usual de distribuir las utilidades es en forma de aumento de
la suma asegurada, aunque también existe el pago en efectivo y la reduccién
de la prima. Por lo regular €l reparto se da al final del ejercicio anual de
las compaiifas y conviene iniciarlo después de un periodo de carencia en un
lapso que va de dos a cinco afios.

En épocas inflacionarias la partlc1pamon de los beneficios cobra ain ma-
yor importancia. Variaciones elevadas de los indices de inflacién 1mphca.n
tasas de interés elevadas, pero las primas no deben ser calculadas con dichos
niveles de tasas. Si asi fuere, en algin momento los {ndices inflacionarios
pueden caer arrastrando consigo las tasas de interés, y dificilmente las com-
pafifas podrfan hacer crecer las reservas al tope que les permita cumplir con
sus obligaciones. Usando tasas de interés técnico pequeiias los beneficios a
prestar no son llamativos y van dlsmlnuyendo a causa de la inflacién en el
curso de vigencia del seguro; la participacién en beneficios contrarresta este
efecto aunque no totalmente. Algunas compafifas que usan tasas bajas de
interés técnico en tiempos inflacionarios, para hacer atractivos sus planes
de seguros, ofrecen la participacién en beneficios por adelantado asumiendo
tasas atractivas sobre la inversién de sus reservas a corto plazo.

|
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EJERCICIOS

Seccidn 6.1

1. Desarrollar a partir de ;L las férmulas (6.8) a (6.11).

2. Verificar si las siguientes ecuaciones son ciertas:
a. m+n+.kV:z: =1~ (]- - me)(l - n‘/:z:—i-m)(l - k%+n+m)~
b mistkV; m T =1-(l-m fL‘—])( s m+m:?).—:77ﬂ) (1 - ka+s+m:m)‘

3. Demostrar que ka:m = iV, A +k melﬂ ©mV,, ) si0 < k<m.

4. Repetir el ejemplo 6.3 pero con una temporalidad de 10 afios y edad
50.

Seccién 6.2 a 6.3

- 5. Mostrar que 15V4(gn ) = (Pé?) - Pg)n )) éigsn).

6. Con base en el ejercicio “7. b” del Capitulo 5.
a. Calcular la reserva después de tres anos de vigencia del seguro.

'b. Calcular la reserva después de tres afios y nueve meses de vigencia del
seguro. Usar el concepto de reserva retrospectiva.

Seccién 6.4

7. Desarrollar a partir de ;L las férmulas (6.46) y (6.49).
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8. Demostrar:

Al

— __ — rd AzzTI
o V(A m) = Plim)B, —

b. V(Ag) =1- Ztt = P(A:41)-P(4z) _

Reservas de primas netas

-/_1.':: -+ t:zz

Gz P(Azyi)+6

1-Az

9. Demostrar que la reserva totalmente continua puede ser usada para
la prima distribuible, con base en el siguiente caso:

Wi Ay m) =

10. Si pg =

Secciones 6.7 a 6.8

— _ R
z+lc m" hP(Am:'ﬁ])a'z-}-k:_h———Tl = kV(AmTil)

100 — e 4= 0,06 calcular 10V(A35).,

11. Una persona de 40 afios tiene un valor de cesién de 100 como resul-
tado de una conversién a seguro saldado. Con base en la tabla del anexo 1,
calcular el valor asegurado que puede comprar en la conversién.

12. Continuando con el ejercicio 11, si la conversién es a seguro prorro-
gado y la persona tiene un valor asegurado alcanzado en la conversién de
2.000, jcuédnto es el tiempo de prérroga del seguro?
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Anexo 1. Tabla colombiana de mortalidad de asegurados B4—89

X 1x dx gx px ex Dx(i) Cx(i) Mx(i) Rx(i)
30 100.000 345 0,003450 0,996550 52,2 | 14.864,3628 46,6200  597,8363  9.221,9564
21 99.655 345  0,003462 0,996538 51,4 | 13.466,4370 42,3819  551,2163  8.624,1200
22 99.310 346  0,003484 0,996516 50,5 | 12.109,8336 38,6406 508,8344  8.072,9038
23 98.964 347 0,003506 0,996494 49,7 | 11.052,1172 35,2294  470,1938  7.564,0694
24 98.617 348  0,003520 0,996471 48,9 | 10.012,1499 32,1190  434,9644  7.093,8756
25 98.269 348  0,003541  0,996459 48,1 9.060,8354 29,1991  402,8454  6.658,9112
26 97.921 349  0,003564  0,996436 47,2 8.216,1059 26,6209  373,6463  6.256,0658
27 97.572 350 0,003587 0,996413 464 7.442,5662 24,2702  347,0254  5.882,4195
28 97.222 350  0,003600 0,996400 45,6 6.741,6991 22,0638  322,7552  5.535,3942
29 96.872 351  ©0,003623  0,996377 44,7 6.106,7536 20,1153  300,6914  5.212,6390
30 96.521 352  0,003647 0,996353 43,9 5.531,4780 18,3387  280,5761  4.911,9476
31 96.169 354  0,003681 0,996319 43,0 5.010,2784 16,7663  262,2374  4.631,3715
32 95.815 355  0,008705  0,996205 42,2 4.538,0323 15,2852 2454711  4.369,1341
33 95.460 357 0,003740  0,996260 41,4 4.110,1987 13,9739  230,1859  4.123,6630
34 95.103 358 0,003764 0,996236 40,5 3.722,5704 12,7301  216,2120  3.893,4771
35 04.745 358  0,003779  0,096221 39,7 3.371,4158 11,5810  203,4729 = 3.677,2651
36 94.387 359  0,003803 0,996197 38,8 3.053,3425 10,5576  191,8019  3.473,7922
37 94.028 361 0,003839 0,996161 38,0 2.765,2083 9,6513  181,3343  3.281,9003
38 93.667 364 0,003886 0,996114 37,1 | 2.504,1744 8,8468  171,6830  3.100,5659
39 93.303 367 0,003933  0,996067 36,2 2.267,6754 8,1088  162,8362  2.928,8829
40 92.936 371 0,003992 0,996008 354-| 2.053,4142 7,4520  154,7274  2.766,0467
41 92.565 376  0,004062  0,095938 34,5 1.859,2882 6,8659  147,2754  2.611,3193
42 92.189 383  0,004155  0,995845 33,7 1.683,3961 6,3579  140,4095  2.464,0439
43 91.806 394  0,004292 0995708 32,8 1.524,0022 5,9459  134,0516  2.323,6344
44 91.412 408  0,004463  0,995537 31,9 1.379,5107 5,5974  128,1057  2.189,5828
45 91.004 427  0,004692  0,995308 31,1 1.248,5032 5,3255  122,5083  2.061,4771
46 90.577 452  0,004990 0,995010 30,2 1.129,6773 5,1249  117,1827  1.938,9688
47 90.125 485  0,005381  0,994619 294 1.021,8545 4,9991  112,0579  1.821,7861
48 89.640 525  0,005857  0,994143 285 923,9596 4,9195  107,0587  1.709,7283
49 89.115 570 0,006396  0,993604 27,7 835,0438 4,8556  102,1393  1.602,6695
50 88.545 619 0,006991  0,993009 26,9 754,2751 4,7936 97,2837  1.500,5302
51 87.926 669  0,007609  0,992391 26,1 680,9110 4,7098 92,4901  1.403,2465
52 87.257 718  0,008229 0,991771 25,3 614,3002 4,5953 87,7802  1.310,7564
53 86.539 763 - 0,008817 0,991183 24,5 553,8594 4,4394 83,1850  1.222,9762
54 85.776 803 0,009362  0,990638 23,7 499,0692 4,2473 78,7456  1.139,7912
55 84.973 835  0,000827 0,990173 22,9 449,4519 4,0151 74,4983  1.061,0456
56 84.138 858 0,010198  0,980802 22,1 404,5776 3,7506 70,4832 986,5474
57 83.280 873  0,010483  0,989517 21,3 364,0472 3,4693 66,7325 916,0642
58 82.407 887  0,010764  0,989236 20,6 327,4827 3,2045 63,2633 849,3317
59 81.520 910 0,011163 0,988837 19,8 294,5071 2,9887 60,0588 786,0684
60 80.610 951  0,011798  0,988202 19,0 264,7450 2,8394 57,0701 726,0096
61 79.659 1.012 0,012704 0,987296 18,2 237,8379 2,7468 54,2307 668,9395
62 78.647 1.080 0,013859 0,986141 17,4 213,4694 2,6896 51,4839 614,7088
63 77.557 1.184 0,015266  0,984734 16,7 191,3735 2,6559 48,7943 563,2249
64 76.373 1.292 0,016917 0,983083 15,9 171,3200 2,6347 46,1383 514,4307
65 75.081 1.408 0,018753  0,981247 15,2 153,1107 2,6103 43,5036 468,2923
66 73.673 1.532  0,020795 0,979205 14,5 136,5813 2,5820 40,8933 424,7888
67 72.141 1.655  0,022941 0,977059 13,8 121,5828 2,5357 38,3114 383,8955
68 70.486 1.769 .0,025097  0,974903 13,1 107,9942 2,4640 35,7757 345,5841
69 68.717 1.874 0,027271  0,972729 12,4 95,7126 2,3729 33,3117 309,8084
70 66.843 1.973  0,020517  0,970483 11,7 84,6385 2,2712 30,9388 276,4967
71 64.870 2.076 0,032002 0,967998 11,1 74,6729 2,1725 28,6676 245,5579
72 62.794  2.182  0,034749  0,965251 10,4 65,7120 2,0758 26,4952 216,8003
73 60.612 2.204 0,037847  0,962153 9,8 57,6624 1,9840 24,4194 190,3951
74 58.318 2457  0,042131  0,957869 9,2 50,4364 1,9318 22,4354 165,9758
75 55.861  2.636  0,047189  0,952811 8,5 43,9195 1,8841 20,5036 143,5404
76 53.225 2.888  0,054260  0,945740 7,9 38,0427 1,8766 18,6195 123,0367
77 50.337 2.951 0,058625  0,941375 7,4 32,7077 1,7432 16,7430 104,4172
78 47.386  3.107 0,065568  0,934432 6.8 27,9911 1,6685 14,9998 87,6742
79 44.279  3.365  0,075995  0,924005 6,2 23,7780 1,6427 13,3313 72,6744
80 40.914 3.514  0,085887  0,914113 5,7 18,9736 1,5595 11,6886 59,3430
81 37.400 3.685 0,008529  0,901471 5,2 16,5983 1,4867 10,1291 47,6544
82 33.715 3.878 0,115023  0,884977 4,7 13,6026 1,4224 8,6423 37,5254
83 29.837 4.054 0,135872  0,864128 4,3 10,9437 1,3518 7,2199 28,8831
84 25.783 4.075 0,158050  0,841950 3,8 8,5970 1,2352 5,8682 21,6631
85 21.708 4.059 0,186982  0,813018 3,5 6,5802 1,1185 4,6330 15,7949
86 17.649  3.692  0,209190  0,790810 3,2 4,8635 0,9249 3,5144 11,1620
87 13.957 3.268  0,234148  0,765852 2,9 3,4965 0,7443 2,5895 7,6475
88 10.689  2.803  0,262232  0,737768 2,6 2,4343 0,5803 1,8453 5,0580
89 7.886 2.315  0,293558  0,706442 2,3 1,68327 0,4357 1,2649 3,2128
90 5571 1.832 0,328846  0,671154 2,1 1,0486 0,3135 0,8202 1,9479
91 3.739  1.377 0,368280  0,631720 1,9 0,6398 0,2142 0,5157 ¥1,1187
92 2.362 974  0,412362  0,587638 1,7 0,3674 0,1377 0,3015 0,6029
93 1.388 641  0,461816  0,538184 1,5 0,1963 0,0824 0,1638 0,3014
94 747 386 0,516734  0,483266 1,3 0,0960 0,0451 0,0814 0,1376
95 361 209 0,578947  0,421053 1,1 0,0422 0,0222 0,0363 0,0562
96 152 99  0,651316  0,348684 1,0 0,0161 0,0096 0,0141 0,0199
97 53 39 0,735849  0,264151 0,8 0,0051 0,0034 0,0045 0,0058
98 14 12 .0,857143  0,142857 0,6 0,0012 0,0010 0,0011 0,0012
99 2 2 1,000000  0,000000 0,5 0,0002 0,0001 0,0001 0,0001
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Conmutaciones para una vida

(i=10% ; e=4%)
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Nx(i) Ax(i) % Ax(D) Dx(e) Mx(e) Rx(e) Ax(e)
156931,7913  0,0402  0,0167 | 45.638,6046  7.571,3089  284.237,0027  0,165808674
142067,4285  0,0409 0,0168 | 43.731,9626  7.420,0013  276.666,5937  0,169669983
128600,9915  0,0417  0,0170 | 41.904,3894  7.274,4267  269.246,6924  0,173595817
116401,1578  0,0425  0,0171 | 40.152,3009  7.134,0454  261.972,1657  0,177674636 :
105349,0406  0,0434 0,0172 | 38.472,6094 6.998,6733  254.838,1202  0,181913142 i
- 95336,8007 0,0444 0,0174 | 36.862,3530 6.868,1326  247.839,4470  0,186318345
86267,0553  0,0455  0,0176 | 35.319,0504 6.742,6128  240.971,3143  0,190905834 \
78050,9494  0,0466  0,0177 | 33.839,5864  6.621,5738  234.228,7015  0,195675376
70608,3832  0,0479  0,0179 | 32.421,3467  6.504,8567  227.607,1278  0,200634993 .
63866,6841  0,0492  0,0182 | 31.062,1438  6.392,6287  221.102,2711  0,205801271 i
57759,9305  0,0507 0,0184 | 20.759,2262  6.284,4088  214.709,6424  0,211175143 :
52228,4516  0,0523  0,0187 | 28.510,2865  6.180,0548  208.425,2336  0,216765791
47218,1732  0,0541  0,0191 | 27.312,8265  6.079,1443 - 202.245,1787°  0,222574705
42680,1409  0,0560  0,0194 | 26.165,0288  5.981,8409 196.166,0344  0,228619686
38569,9422  0,0581  0,0199 | 25.064,5044 5.887,7528  190.184,1936 - 0,234903174
34847,3718  0,0604 0,0203 | 24.009,8488  5.797,0300  184.206,4408  0,241443838
31475,9560  0,0628  0,0209 | 22.999,1596  5.709,7966  178.499,4107  0,248261099
28422,6135 0,0656  0,0216 | 22.030,4640 5.625,6841  172.789,6141 0,255359309
25657,4052  0,0686  0,0223 | 21.101,8104 5.544,3560  167.163,9300 . 0,262743145
23153,2308  0,0718  0,0232 | 20.211,3524  5.465,5061  161.619,5740 0,270417635
20885,5554  0,0754  0,0243 | 19.357,5507  5.389,0641 = 156.154,0678  0,278395968
18832,1412  0,0792  0,0255 | 18.538,7264  5.314,7609 . 150.765,0038  0,286684254
16972,8530  0,0834 0,0269 | 17.753,2903  5.242,3528  145.450,2429  0,205289081
15289,4568  0,0880  0,0285 | 16.999,5520 5.171,4333  140.207,8901  0,304209979
18765,4546  0,0929  0,0303 | 16.275,5728  5.101,2831  135.036,4567  0,313431862 :
12385,9439  0,0981  0,0324 | 15.579,7403  5.031,4341  120.935,1737  0,322047241 ]
11137,4408  0,1037  0,0347 '| 14.910,2294  4.961,1440 = 124.803,7395  0,332734252 i
10007,7634 0,1097  0,0871 | 14.265,2153  4.889,6003  119.942,5955  0,342763863
8985,9089  0,1159¢  0,0398 | 13.642,7387  4.815,7858 - 115.052,9952  0,352992602
8061,9494 0,1223  0,0425 | 13.041,1880  4.738,9568  110.237,2094  0,363383798
7226,9056  0,1290  0,0453 | 12.459,3985  4.658,7506 = 105.498,2526  0,373914563
6472,6305 0,1358  0,0482 | 11.896,4398  4.574,0995  100.839,5021  0,384568792
5791,7194 0,1429  0,0511 | 11.351,8497  4.487,9648 06.264,5026 - 0,395350968
5177,4192  0,1502 0,0541 | 10.825,4234  4.398,1480 91.776,5378  0,406279539
4623,5598  0,1578  0,0571 | 10.317,2860  4.306,3730 87.378,3898 0,41739398
4124,4906  0,1658  0,0603 9.827,5959  4.213,5017 . 83.072,0167  0,428741853 .
3675,0386  0,1742  0,0638 9.356,7534  4.120,6436  78.858,5150  0,440392459
3270,4610 0,1833  0,0677 8.905,1323  4.028,8977 74.737,8714  0,452424236
2906,4139  0,1932  0,0721 8.472,8677  3.939,1382 70.708,9737  0,464912034
2578,9312  0,2039. - 0,0773 8.059,2968  3.851,4468 66.769,8356  0,477888693
2284,4241  0,2156  0,0834 7.662,8189  3.764,9419 62.918,3887 0,49132596
2. “A791  0,2280  0,0901 7.281,1607  3.678,0164 59.153,4469 . 0,505140877
17 . 20,2412  0,0976 6.912,1814  3.589,0731 55.475,4304  0,519238849
1568,3717  0,2550  0,1057 6.554,2141  3.496,9590 51.886,3573  0,533543599
1376,9982  0,2693  0,1144 6.205,9195  3.400,7495 48.389,3983  0,547984792
1205,6782  0,2841  0,1236 5.866,2828  3.299,8020 447088,6489 0,56250306
1052,5676  0,2094  0,1333 5.534,8768  3.194,0223 41.688,8468  0,577071979
915,9863  0,3151  0,1434 5.211,3282  3.083,3536 38.494,8245  0,591663671
794,4035  0,3313  0,1541 4.895,0367  2.968,3978 35.411,4709.  0,606208233
686,4003 03480  0,1656 4.589,4831  2.850,2495 32.443,0732  0,621039316
590,6067 0,3655  0,1779 4.292,6174  2.729,9023 29.592,8237  0,635952861
506,0582 0,3839  0,1914 4.005,6851  2.608,0707 26.862,9214  0,651092201
431,3853  0,4032  0,2062 3.728,3590  2.484,8094 24.254,8507  0,666461942
365,6733  0,4235  0,2225 3.460,3884  2.360,2372 21.770,0413  0,682072917
308,0109 0,4448  0,2405 3.201,3674  2.234,3080 19.409,8041  0,697923039
257,5745  0,4668 - 0,2598 2.948,5484  2.104,6186 17.175,4961 . 0,713781258
213,6550  0,4804 - 0,2804 2.701,3564  1.970,8323 15.070,8775  0,728571371
175,6123 0,5119  0,3013 2.456,5194  1.829,8936 13.100,0452  0,744913159
142,9045  0,5359  0,3250 2.223,5637  1.691,4195 11.270,1516 - 0,760679556
114,9134  0,5607  0,3507 1.997,8552  1.551,2326 9.578,7321  0,776448969
91,1354 0,5852  0,3770 1.775,0263  1.405,2443 8.027,4995  0,791675203
71,1618  0,6102  0,4051 1.560,1671  1.258,6554 6.622,2552  0,806743936
54,5634  0,6353  0,4345 1.352,3507  1.110,8454 5.363,5998  0,821418127
40,9608  0,6597  0,4641 1.150,7686 961,2767 4.252,7544  0,835334539
30,0171 0,6826  0,4926 956,1652 810,9337 3.201,4777  0,848110449
21,4201 0,7041  0,5202 774,0802 665,6243 2.480,5440  0,850890592
14,8399  0,7226  0,5442 605,1359 526,4523 1.814,0197  0,869973662
9,9764  0,7406  0,5681 460,1417 404,7325 1.288,4674  0,879582415
6,4799  0,7580  0,5919 338,8467 301,1353 883,7349  0,888706618
4,0456  0,7747  0,6153 240,3752 215,6963 582,5996  0,897332036
2,4120  0,7908  0,6383 163,2799 147,8462 366,9033  0,905477447
1,3643 0,8061  0,6607 105,3711 96,2175 219,0570  0,913129567
0,7246  0,8207  0,6826 64,0048 58,9039 122,8395  0,920304449
0,3572 0,8346  0,7038 36,1650 33,5259 63,9356  0,927024116
0,1608  0,8477  0,7244 18,7149 17,4667 30,4098  0,933303684
0,0648 0,8603  0,7444 8,6964 8,1680 12,9431 0,939238133
0,0227 0,8725  0,7642 3,5208 3,3269 4,7751  0,944918189
60,0065 0,8844 - 0,7841 1,1804 1,1219 1,4482  0,950427684
0,0014 0,8973  0,8060 0,2998 0,2867 0,3263  0,956255283
0,0002 0,9091  0,8264 0,0412 0,0396 0,0396  0,961538462




218 Anexos

Anexo 2. Tabla colombiana de mortalidad de rentistas sexo masculino 80-88.

x 1x dx ~gx pX e’z Dx(i) Nx(i Sx(i)
15 100.000 30 0,000300 0,999700 60,8 23.939,2049 260.298,8959 2.777.894,2219
16 99.970 35 0,000350 0,999650 59,8 21.756,3847 236.359,6809 2.517.595,3261
17 99.935 40" 0,000400 0,999600 58,8 19.771,6070 214.603,3062 2.281.235,6352
18 99.895 45 0,000450 0,999550 57,8 17.966,9938 194.831,6992 - 2.066.632,3289
19 99.850 50 0,000501 0,999499 56,8 16.326,2729 176.864,7054 1.871.800,6297
20 99.800 54 0,000541 0,999459 55,9 14.834,6341 160.538,4325 1.694.935,9243
21 99.746 58 .0,000581 0,899419 54,9 13.478,7339 145.703,7985 1.534.397,4917
22 99.688 62 0,000622 0,959378 53,9 12.246,2694 132.225,0645 -1.388.693,6933
23 99.626 67 0,0006873 0,999327 53,0 11.126,0481 119.978,7951 1.256.468,6288
24 99.559 71 0,000713 0,899287 52,0 10.107,7870 108.852,7470 1.136.489,8336
25 §9.488 74 0,000744 0,999256 51,0 9.182,3443 98.744,9600 1.027.637,0867
26 99.414 79 0,000795 0,999205 50,1 8.341,3767 89.562,6157 928.892,1267
27 99.335 82 0,000825 0,899175 49,1 7.577,0438 81.221,2390 839.329,5110
28 99,253 87 0,000877 0,999123 48,2 6.882,5355 73.644,1952 758.108,2720
29 99.166 89 0,000897 0,899103 47,2 6.251,3660 66.761,6597 684.464,0768
30 99.077 93 0,000939 0,999061 - 46,2 5.677,9595 60.510,2937 617.702,4171
31 98.984 98 0,000990 0,999010 45,3 5.156,9362 54.832,3342 557.192,1233
32 98.886 103 0,001042 0,998958 44,3 4.683,4823 49.675,3980 502.359,7891
33 98.783 110 0,001114 0,998886 43,4 4.253,2763 44.991,9157 452.684,3911
34 98.673 116 0,001176 0,998824 42,4 3.862,3092 40.738,6393 -+ 407.692,4754
35 98.557 125 0,001268 0,998732 41,5 3.507,0624 36.876,3301 366.953,8361
36 98.432 135 0,001372 0,998628 40,5 3.184,1949 33.369,2677 330.077,5060
37 98.297 147 0,001495 0,998505 39,6 2.890,7525 30.185,0728 296.708,2382
38 98.150 158 0,001610 0,998390 38,6 2.624,0268 27.294,3203 266.523,1654
39 97.992 171 0,001745 0,998255 37,7 2.381,6388 24.670,2935 239.228,8451
40 97.821 187 0,001912 0,998088 36,8 2.161,3480 22.288,6547 214.558,5516
41 97.634 203 0,002079 0,997921 35,8 1.961,1057 20.127,3067 192.269,8969
42 97.431 222 0,002279 0,997721 34,9 1.779,1165 18.166,2011 172.142,5902
43 97.209 242 0,002489 0,997511 - 34,0 1.613,6934 16.387,0846 153.976,3892
44 96.967 265 0,002733 0,997267 33,1 1.463,3419 14.773,3912 137.589,3046
45 96.702 288 . 0,002978  0,997022 32,2 1.326,6752 13.310,0493 122.815,9134
46 96.414 315 ¢ 0,003267 0,996733 31,3 1.202,4765 11.983,3741 109.505,8641
47 96.099 346 0,003600 0,996400 30,4 1.089,5889 10.780,8976 97.522,4901
48 95.753 379 0,003958 0,986042 29,5 986,9690 9.691,3087 86.741,5925
49 95.374 416 0,004362 0,995638 28,6 893,6931 8.704,3397 77.050,2838
50 94.958 456 0,004802 0,995198 27,7 808,9046 7.810,6466 68.345,9440
51 094.502 501 0,005301 0,994699 26,8 731,8365 7.001,7420 60.535,2975
52 94.001 ‘551 0,005862 0,994138 26,0 661,7788 6.269,9055 53.533,55565
53 93.450 606 0,006485 0,993515 25,1 598,0906 5.608,1267 47.263,6500
54 92.844 668 0,007195 0,992805 24,3 540,1929 5.010,0361 41.655,5233
55 92.176 734 0,007963 0,992037 23,5 487,5511 - 4.469,8432 36.645,4872
56 91.442 808 0,008836 0,991164 22,6 439,6989 3.982,2021 32.175,6439
57 90.634 885 0,009765 0,990235 21,8 396,1942 3.542,5932 28.193,3518
58 89.749 971 0,010819 0,989181 21,0 356,6596 3.146,3990 24.650,7586
59 88.778 1.060 0,011940 0,988060 20,3 320,7280 2.789,7395 21.504,3596
60 B7.718 1.187 0,013190 0,986810 19,5 288,0896 2.469,0114 18.714,6201
61 86.561 1.258 0,014533 0,985467 18,8 258,4452 2.180,9218 16.245,6087
62 85.303 1.362 0,015967 0,984033 18,0 231,5356 1.922,4766 ' 14.064,6869
63 83.941 1.471 0,017524 0,982476 17,3 207,1262 1.690,9410 12.142,2103
64 82.470 1.584 0,019207 0,980793 16,6 184,9968 1.483,8148 10.451,2693
65 80.886 1.699 0,021005 0,978995 15,9 164,9487 1.298,8180 8.967,4545
66 79.187 1.817 0,022946 0,977054 15,3 146,8036 1.133,8694 ° 7.668,6364
67 77.370 1.937 0,025036 0,974864 14,6 130,3955 987,0658 6.534,7671
68 75.433 2.057 0,027269 0,972731 14,0 115,5736 856,6703 5.547,7013
69 73.376 2.179 0,029696 0,970304 13,4 102,2018 741,0966 4.691,0310
70 71.197 2.303 0,032347 . 0,967653 12,7 90,1517 638,8948 3.949,9344
71 68.894 2.424 0,035184 0,964816 12,2 79,3050 548,7431 3.311,0396
72 66.470 2.547 0,038318 0,961682 11,6 69,5588 469,4381 2.762,2965
73 63.923 2.666 0,041706 0,958294 11,0 60,8123 399,8792 2.292,8585
74 61.257 2.786 - 0,045481 0,954519 10,5 52,9782 339,0670 1.892,9792
75 58.471 2.892 0,049460 0,950540 10,0 45,9715 286,0888 1.553,9123
76 55.579 2.990 0,053797 0,946203 9.4 39,7253 240,1172 1.267,8235
77 52.589 3.079 0,058548 G,941452 9,0 34,1710 200,3920 1.027,7062
78 49.510 3.153 0,063684 0,936316 8,5 29,2458 166,2210 827,3142
79 46.357 3.210 - .0,069245 0,930755 8,0 24,8939 136,9752 661,0033
80 43.147 3.248 0,075278 0,924722 7,6 21,0638 112,0812 524,1181
81 39.899 3.265 0,081832 0,918168 7,2 17,7074 91,0175 412,0369
82 36.634 3.256 0,088879 0,911121 6,8 14,7803 73,3101 321,0194
83 33.378  3.223  0,096561  0,903439 6,4 12,2424 ' 58,5208 247,7093
84 30.155 3.162 -.0,104858  0,895142 6,0 10,0548 46,2873 189,1795
B5 26.993 3.071 0,113770 0,886230 5,6 8,1823 36,2325 142,89022
86 23.922 2.953 0,123443 0,876557 5,3 6,5021 28,0503 106,6597
87 20.969 2.806 0,133817 0,866183 5,0 5,2531 21,4581 78,6094
88 18.163 2.635 0,145075 0,854925 4,7 4,1365 16,2051 57,1512
89 15.528 2.439 0,157071 0,842929 4,4 3,2149 12,0686 40,9462
90 13.089 2.226 0,170066 0,829934 4,1 2,4636 8,8537 28,8776




Contingencias de vida individual

Conmutaciones para una vida. (i=10% ; e=4% )

Ax(i) 2Ax(i) ax(i) Dx{e) Nx(e) Sx(e) ax(e)
0,0115 0,0025 10,8733 55.526,4503 1.287.183,4449 25.468.567,3474 23,1814
0,0124 0,0028 10,8639 53.374,8003 1.231.656,9947 24.181.383,9025 23,0756
0,0133 0,0030 10,8541 51.303,9553 1.178.282,1943 22.949.726,8078 22,9667
0,0142 0,0033 10,8439 49.310,9811 1.126.978,2390 21.771.444,7135 22,8545
0,0152  0,0035 10,8331  47.393,0460 1.077.667,2579  20.644.466,4744 22,7389
0,0162  0,0037 | 10,8219  45.547,4172  1.030.274,2118  19.566.799,2166 22,6198
0,0173 0,0040 10,8099  43.771,8965 984.726,7946  1B.536.525,0047 22,4968
0,0184 0,0042 | 10,7972  42.063,8886 940.954,8981 17.551.798,2101 22,3697
0,0197  0,0045 | 10,7836  40.420,8917 898.891,0095 16.610.843,3120 22,2383
0,0210  0,0048 10,7692  38.840,1039 858.470,1179  15.711.952,3025 22,1027
0,0224  0,0051 10,7538  37.319,6204 819.630,0140  14.853.482,1846 21,9624
0,0239 0,0054 10,7372 35.857,5594 782.310,3936 14.033.852,1706 21,8172
0,0255 0,0057 | 10,7194  34.451,0240 . ~746.452,8342  13.251.541,7771 21,6671
0,0273 0,0061 10,7002  33.098,6395 712.001,8102  12.505.088,9429 21,5115
0,0291 0,0065 10,6795 31.797,7182 678.903,1707 11.793.087,1327 21,3507
0,0312 0,0070 10,6570 30.547,2887 647.105,4525 11.114.183,9620 21,1837
0,0334  0,0075 10,6327  29.344,8221 616.558,1639  10.467.078,5095 21,0108
0,0358 0,0081 10,6065 28.188,2395 587.213,3417 9.850.520,3456 20,8319
0,0383  0,0088 | 10,5782  27.075,8447 559.025,1023 9.263.307,0039 20,6466
0,0411 0,0095 10,5477 26.005,4753 531.949,2575 8.704.281,9016 20,4553
0,0441 0,0104 | 10,5149  24.975,8685 505.943,7822 8.172.332,6441 20,2573
0,0473 0,0113 10,4797  23.984,7996 480.967,9137 7.666.388,8619 = 20,0530
0,0507  0,0123 | 10,4419  23.030,6773 456.983,1140 7.185.420,9482 19,8424
0,0544 0,0134 10,4017 22.111,7650 433.952,4368 6.728.437,8342 19,6254
0,0583 0,0147 10,3585 21.227,0865 411.840,6718 6.294.485,3974 19,4017
0,0625 0,0160 10,3124 20.375,0426 390.613,5853 5.882.644,7256 19,1712
0,0670 0,0175 10,2632 19.553,9352 370.238,5426 5.492.031,1403 18,9342
0,0717 0,0191 10,2108 18.762,7680 350.684,6075 5.121.792,5977 18,6905
0,0768  0,0209 10,1550  18.000,0158 331.921,8394 4.771.107,9902 18,4401
0,0822 0,0229 10,0957 17.264,6203 313.921,8237 4.439.186,1508 18,1830
0,0879 0,0250 10,0326 16.555,2288 296.657,2034 4.125.264,3271 17,9192
0,0940 0,0274 9,9656  15.871,0805 280.101,9746 3.828.607,1237 17,6486
0,1005 0,0300 9,8945 15.210,7953 264.230,8941 3.548.505,1492 17,3713
0,1073 0,0328 9,8193 14.573,1053 249.020,0988 3.284.274,2550 17,0876
0,1146 0,0358 9,7397 13.957,1380 234.446,9935 3.035.254,1562 16,7976
0,1222  0,0392 9,6558  13.361,7885 220.489,8555 2.800.807,1627 16,5015
0,1302  0,0428 9,6674  12.786,1765 207.128,0670 2.580.317,3071 16,1994
0,1387  0,0467 9,4743  12.229,2220 194.341,8905 2.373.189,2401 15,8916
0,1476  0,0510 9,3767  11.689,9411 182.112,6685 2.178.847,3496 15,5786
0,1569  0,0555 9,2745  11.167,4372 170.422,7274 1.996.734,6811 15,2607
0,1666  0,0604 9,1679  10.660,6625 159.255,2901 1.826.311,9538 14,9386
0,1766 0,0657 9,0569 10.169,0110 148.594,6276 1.667.056,6636 14,6125
0,1871 0,0713 8,9416 9.691,4957 138.425,6166 1.518.462,0361 14,2832
0,1980 0,0772 8,8219 9.227,7525 128,734,1209 1.380.036,4195 13,9508
0,2093  0,0835 8,6981 8.776,8432 119.506,3684 1.251.302,2985 13,6161
0,2209  0,0902 8,5703 8.338,5083 110.729,5252 1.131.795,9302 13,2793
0,2329 0,0973 8,4386 7.912,0417 102.391,0170 1.021.066,4049 12,9412
0,2452  0,1047 8,3032 7.497,1684 94.478,9753 918.675,3880 12,6020
0,2578  0,1125 8,1638 7.093,7154 86.981,8068 824,196,4127 12,2618
0,2708 0,1207 8,0208 6.701,3497 79.888,0914 737.214,6059 11,9212
0,2842  0,1293 7,8741 6.319,8432 73.186,7417 657.326,5145 11,5805
0,2978  0,1384 7,7237 5.949,1305 66.866,8985 584,139,7728 11,2398
0,3118 0,1479 7,5698 5.589,0612 60.917,7680 517.272,8744 10,8995
0,3262 0,1578 7,4123 5.239,5538 55.328,7068 456.355,1064 16,5598
0,3408  0,1683 7,2513 4.900,6493 50.089,1529 401.026,3996 10,2209
0,3557  0,1793 7,0869 4.572,2287 45.188,5037 350,937,2466 9,8833
0,3710 0,1907 6,9194 4.254,1648 40.616,2750 305.748,7430 9,5474
0,3865  0,2027 6,7488 3.946,6194 36.362,1102 265.132,4680 9,2135
0,4022  0,2152 6,5756 3.649,4161 32.415,4908 228,770,3578 8,8824
0,4182  0,2282 6,4001 3.362,7038 28.766,0747 196.354,8670 8,5544
0,4343  0,2417 6,2232 3.086,3138 25.403,3709 167.588,7923 8,2310
0,4505  0,2556 6,0444 2.820,8302 22.317,0571 142.185,4214 7,9115
0,4669  0,2700 5,8644 . 2.566,4203 19.496,2270 119.868,3642 7,6967
0,4833 0,2848 5,6836 2.323,2314 16.929,8066 100.372,1373 7,2872
0,4998  0,3001 5,5024 2.091,6139 14.606,5753 83.442,3307 6,9834
0,5163 0,3157 5,3210 1.871,9035 12.514,9614 68.835,7554 6,6857
0,5327 0,3317 5,1401 1.664,4146 10.643,0579 56.320,7940 6,3945
0,5491  0,3480 4,9600 1.469,4355 8.978,6432 45.677,7361 6,1103
0,5654  0,3646 4,7809 1.287,3397 7.509,2077 36.699,0929 5,8331
0,5815  0,3815 4,6035 1.118,3013 6.221,8681 29.189,8852 5,5637
0,5974  0,3985 4,4282 962,5367 5.103,5668 22.968,0171 5,3022
0,6132 0,4157 4,2551 820,2199 4.141,0300 17.864,4503 5,0487
0,6286  0,4330 4,0849 691,3169 3.320,8101 13.723,4203 4,8036
0,6439  0,4504 3,9176 575,7762 2.629,4932 10.402,6101 4,5669
0,6587  0,4678 3,7540 473,3129 2.053,7170 7.773,1169 4,3390
0,6733 0,4852 3,5938 383,6241 1.580,4041 5.719,3999 4,1197
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O

SO e 0RO O 1O 10 00 00 0 10|
B S ey e e

D) Nx() Sx(1)
1,8587  6,3901 90,0239
1,3788  4,5314 13,6338
1,0042  3,1526  9,1024
0,7168 2,1484  5,9498
0,5005 1,4316  3,8014
0,3413 0,9311  2,3698
0,2267 0,5808  1,4387
0,1464 = 0,3631  0,8489
0,0916 = 0,2168  0,4858 .

x 1x dx gx px
91 10.863 1.899  0,1B4019  0,815981
92 8.864 1.763 0,198894  0,801106
93 7.101 1.525 0,214758  0,785242
94 5.576 1.293  0,231887  0,768113
95 4.283 1.071 0,250058  0,749942
96 3.212 865  0,269303  0,730697
97’ 2.347 680  0,289732  0,710268
98 1.667 519  0,311338 0,688662
99 1.148 384  0,334495 0,665505

100 764 274  0,358639 ' 0,641361 0,0554  0,1251  0,2690
101 490 188  0,383673 . 0,616327 , 0,0323  0,0697  0,1439
102 302 124  0,410596. 7 0,589404 , 0,0181 0,0374 - 0,0742
103 178 78  0,438202 = 0,561798 ,7 | 0,0097 = 0,0192 0,0369
104 100 45  0,450000 - 0,550000 , 0,0050 - 0,0095 0,0176
105 55 26 0,472727 - 0,527273 , 0,0025 0,0046  0,0081
106 29 14 0,482759 .0,517241 , 0,0012 0,0021  0,0035
107 i5 8  0,533333" :0,466667 , 0,0006  0,0009  0,0014
108 7 4  0,571429 - 0,428571 , 0,0002 0,0004  0,0005
109 3 2 0,666667 " 0,333333 s 0,0001  0,0001 0,0001
110 1 1 1,000000 ©0,000000 \ 0,0000 0,0000  0,0000




S

Contingencias de vida individual

Ax(i) 2Ax(i) ax(i) Dx(e) Nx(e) Sx(e) ax(e)
0,6875 0,5025 3,4379 306,1371 1.196,7800 4.13B,9958 3,9093
0,7012 0,5196 3,2865 240,1942 890,6429 2.942,2159  ° 3,7080
0,7146 0,5366 3,1395 185,0201 650,4487 2.051,5730 3,5156
0,7275 0,5533 2,972 139,6976 465,4286 1.401,1243 3,3317
0,7400 0,5697 2,8601 103,1765 325,7310 935,6958 3,1570
0,7520  0,5858 | 2,7284 74,4003 222,5545 609,9648  2,9913
0,7635 0,6015 2,6019 52,2732 148,1541 387,4103 . 2,8342
0,7745 0,6168 2,4809 35,7000 . 95,8809 239,2562 2,6857
0,7850 0,6317 2,3654 23,6397 60,1809 143,3752 2,5458
0,7948 0,6459 2,2568 15,1272 36,5412 83,1943 2,4156
0,8040 0,6593 2,1556 9,3289 21,4140 46,6531 2,2955 .
0,8125 0,6719 | 2,0625 5,5285 12,0851 25,2391 2,1860
0,8197 0,6826 1,9829 3,1332 6,5567 13,1539 2,0927
0,8251 0,6903 | 1,9244 1,6925 3,4235 6,5973  2,0227
0,8319 0,7004 1,8489 0,8951 1,7310 3,1738 1,9339
0,8390 0,7107 1,7710 0,4538 0,8359 1,4428 1,8420
00,8509 0,7293 1,6396 0,2257 0,3821 0,6069 1,6929
0,8629 0,7480 1,5077 0,1013 0,1564 0,2249 1,5442
0,8815 0,7786 1,3030 0,0417 0,0551 0,0685 1,3205
0,9091 0,8264 1,0000 0,0134 0,0134 | 0,0134 1,0000
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222 Anexos
Anexo 8. Tabla colombiana de mortalidad de rentistas sexo femenino 80-89.

x Ix dx ax px ex Dx(3) Nx(i) Sx(i
15 100.000 30 0,000800  0,999700 62,3 | 23.930,2049 = 260.520,0150  2.787.204,9465
16 99.970 34 0,000340  0,999660 61,3 | 21.756,3847 = 236.580,8101  2.526.774,9314
17 99.936 39  0,0003%0 - 0,999610 60,3 | 19.771,8048  214.824,4254  2.290.194,1213
18 99.897 43 0,000430 = 0,999570 59,4 | 17.967,3535  195.052,6206  2.075.369,6960
19 99.854 46  0,000461 0,999539 - 58,4 | 16.326,9269 -177.085,2670  1.880.317,0754
20 99.808 50  0,000501 - 0,989499 - 57,4 | 14.835,8232  160.758,3401  1.703.231,8084
21 99.758 54  0,000541  0,999459 ° 56,4 | 13.480,3555 145.922,5169  1.542.473,4682
22 99.704 57  0,000572 0,999428 - 55,5 | 12.248,2340 = 132.442,1614  1.396.550,9514
23 99.647 61  0,000612  0,999388 54,5 | 11.128,30934 ~120.193,9264  1.264.108,7900
24 99.586 65 0,000653 0,999347 53,5 | 10.110,5282  109.065,5331  1.143.914,8635
25 99.521 69  0,000693 0,999307 52,6 9.185,3900 98.955,0049 - 1.034.849,3305
26 99.452 72 0,000724 0999276 51,6 8.344,5651 89.769,6148 935.894,3256
27 99.380 77 0,000775 0,999225 50,6 7.580,4763 81.425,0497 846.124,7108
28 99.303 81 0,000816 0,099184 49,7 6.886,0026 ©  73.844,5734 764.699,6611
29 99.222 86 0,000867 0,999133 48,7 6.254,8962 66.958,5708 690.855,0877
30 99.136 90 ©0,000008 0,809092 47,8 5.681,3407 60.703,6746 623.896,5169
31 99.046 95  0,000959  0,999041 46,8 5.160,1663 55.022,3339 563.192,8423
32 98.951 101  0,001021 ° 0,998979 45,8 4.686,5609 - 49.862,1675 508.170,5084
33 98.850 107  0,001082  0,998918 44,9 | 4.256,1612 45.175,6066 458.308,3409
34 98.743 116  0,001175  0,998825 43,9 3.865,0492 40.919,4455 413.132,7342
35 98.627 124 0001257 0,998743 43,0 3.509,5533 37.054,3963 372.213,2887
36 98.503 134 0,001360  0,998640 42,0 3.186,4917 33.544,8430 335.158,8924
37 98.369 145  0,001474  0,998526 41,1 2.892,8699 30.358,3513 301.614,0494
38 98.224 156  0,001588  0,998412 40,2 2.626,0052 27.465,4814 271.255,6980
39 98.068 169  0,001723  0,998277 39,2 2.383,4860 24.839,4762 243.790,2166
40 97.899 183  0,001869 0,998131 38,3 2.163,0714 22.455,9903 218.950,7404
41 97.716 198  0,002026 0,997974 37,4 1.962,7527 20.292,9189 196.494,7501
42 97.518 215  0,002205 0,997795 36,4 1.780,7051 18.330,1662 176.201,8313
43 97.303 233 0,002395 0,997605 35,5 1.615,2538 16.549,4610 157.871,6651
44 97.070 254 0,002617 0,997383 34,6 1.464,8963 14.934,2073 141.322,2040
45 96.816 275 0,002840 0,997160 33,7 1.328,2392 13.469,3109 126.387,9968
46 96.541 297  0,003076 0,996924 32,8 1.204,0604 12.141,0717 112.918,6858
47 96.244 321 0,003335 0996665 31,9 1.091,2329 10.937,0113 100.777,6141
48 95.923 346  0,003607 0,996393 31,0 988,7212 9.845,7784 89.840,6028
49 95.577 370  0,003871 0,996129 30,1 895,5953 8.857,0571 79.994,8244
50 95.207 397  0,004170 0,995830 29,2 811,0257 7.961,4618 71.137,7673
51 94.810 427  0,004504 0,995496 28,3 734,2217 7.150,4361 63.176,3055
52 04.383 465  0,004927 0,095073 27,5 664,4681 6.416,2144 56.025,8694
53 93.918 505 0,005377 0,994623 26,6 601,0859 5.751,7463 49,609,6550
54 93.413 552  0,005909  0,994001 25,7 543,5035 5.150,6604 43.857,9087
55 92.861 603  0,006494 0,993506 24,9 491,1743 4.607,1570 38.707,2483
56 92.258 658  0,007132  0,992868 24,0 443,6226 4.115,9826 34.100,0913
57 91.600 714  0,007795  0,992205 23,2 400,4169 3.672,3600 29.984,1087
58 90.886 772 0,008494 0991506 22,4 361,1780 3.271,9431 26.311,7487
59 90.114 835 0,009266 0,990734 21,6 325,5546 2.910,7651 23.039,8056
60 89.279 900 0,010081 0,989919 20,8 293,2164 2.585,2105 20,129,0405
61 88.379 979  0,011077 0,988923 20,0 263,8732 2.291,9941 17.543,8300
62 87.400 1.073  0,012277 0,987723 19,2 237,2275 2:028,1209 15.251,8358
63 86.327 1.184 0,013715 0,986285 18,4 213,0137 1.790,8935 13.223,7149
64 85.143  1.308 0,015362 0984638 17,7 190,9928 1.577,8798 11.432,8214
65 83.835  1.447 0,017260 0,982740 17,0 170,9625 1.386,8870 9.854,9416
66 82.388  1.586 0,019250 0,980750 16,2 152,7379 1.215,9245 8.468,0546
67  80.802 1.723 0,021324 0,978676 15,6 136,1796 1.063,1866 7.252,1301
68 79.079  1.860 0,023521  0,976479 14,9 121,1598 927,0070 6.188,9435
69 77.219  1.995 0,025836 0,974164 14,2 107,5546 805,8471 5.261,9366
70 75.224 2,126 0,028262 0,971738 13,6 95,2508 698,2926 4.456,0894
71 73.098  2.250 0,030781 0,969219 13,0 84,1443 603,0418 3.757,7969
72 70.848 2364 0,033367 0,966633 12,4 74,1403 518,8975 3.154,7551
73 68.484 2466 0,036008 0,963992 11,8 65,1513 444,7572 2.635,8576
74 66.018 2.560 0,038777 0,961223 11,2 57,0957 379,6059 2.191,1004
75 63.458  2.745 0,043257 0,956743 10,6 49,8925 322,5102 1.811,4945
76 60.713  2.869 0,047255 0,952745 101 43,3948 272,6177 1.488,9843
77 57.844 2,984 0,051587 0,948413 9,6 37,5856 220,2229 1.216,3666
78 54.860  3.090 0,056325 0,043675 9,1 32,4061 191,6373 987,1438
79 51770  3.182  0,061464  0,938536 8,6 27,8007 159,2312 795,5065
80 48.588  3.258  0,067054  0,932046 8,1 23,7200 131,4305 636,2752
81 45.330  3.316 0,073152  0,926848 7,6 20,1177 107,7105 504.8447
82 42.014  3.351 0,079759  0,920241 7,2 16,9500 87,5928 397,1342
83 38.663  3.362 0,086957 0,913043 6,8 14,1809 70,6419 300,5414
84 35.301  3.346  0,094785  0,905215 6,4 11,7707 56,4610 238,895
85 31.955  3.299  0,103239  0,896761 6,0 9,6864 44,6903 182,4385
86  28.656 3.221 0,112402 0,887598 56 7,8067 35,0040 137,7481
87 25435 3.111 0122312 0877688 5.3 6,3719 27,1073 102,7442
88 22324 2.971 0,133085  0,866915 5.0 5,0841 20,7354 75,6368
89 ©  19.353  2.800  0,144680  0,855320 4,6 4,0068 15,6513 54,9014
20 16.553 2.602 0,157192 0,842808 4,3 3,1156 11,6445 39,2501




Contingencias de vida individual

Conmutaciones para una vida. (i=10% ; e==4%)

Ax(i) 2Ax(i) ax(i) - Dx(e) Nx(e) Sx(e) ax(e)
0,0107 0,0024 | 10,8826 55.526,4503 1.295.496,9441 25.944.182,6450 23,3312
0,0114 0,0026 10,8741 53.374,8003 1.239.970,4938 24.648.685,7009 23,2314
0,0123 0,0028 10,8652 51.304,4687 1.186.595,6935 23.408.715,2071 23,1285
0,0131 0,0030 10,8559 49.311,9684 1.135.291,2248 22.222.119,5137 23,0226
0,0140 0,0033 10,8462 47.394,9446 1.085.979,2564 21.086.828,2889 22,9134
0,0149 0,0035 10,8358 45.551,0683 1.038.584,3118 20.000.849,0325 22,8004
0,0159  0,0037 | 10,8248  43.777,1625 993.033,2434  18.962.264,7208 22,6838
0,0170  0,0040 | 10,8132  42.070,6399 949.256,0810  17.969.231,4773 22,5634
0,0181 0,0042 10,8007 40.429,4119 907.185,4411 17.019.975,3964 22,4387
0,0193 0,0045 10,7873  38.850,6371 866.756,0292 16.112.789,9553 22,3100
0,0206  0,0048 10,7731 37.331,9993 827.905,3920  15.246.033,9261 22,1768
0,0220 0,0051 10,7579 35.871,2656 780.573,3927 14.418.128,5341 22,0392
0,0235 0,0055 10,7414 34.466,6307 754.702,1271 13.627.555,1414 21,8966
0,0251 0,0058 10,7239  33.115,3133, 720.235,4964 ~ 12.872.853,0142 21,7493
0,0268 0,0062 10,7050 31.815,6747 687.120,1831 12.152.617,5179 21,5969
0,0287 0,0067 10,6847 30.565,4795 655.304,5084 11.465.497,3348 21,4394
0,0306  0,0072 | 10,6629  20.363,2027 624.739,0289  10.810.192,8264 21,2763
0,0328  0,0078 10,6394  28.206,7682 =  595.375,8262  10.185.453,7975 21,1076
0,0351 0,0084 10,6142 27.094,2090 567.169,0580 9.590.077,9712 20,9332
0,0375 0,0091 10,5870 26.023,9240 540.074,8490 9.022.908,9132 20,7530
0,0402 0,0098 10,5582 24.993,6076 514.050,9250 8.482.834,0642 20,5673
0,0430 0,0106 10,5272 24.002,1001 489.057,3174 7.968.783,1392 20,3756
0,0460 0,0115 10,4942 23.047,5466 465.055,2173 7.479.725,8218 20,1781
0,0492 0,0124 10,4590 22.128,4361 442.007,6707 7.014.670,6045 19,9746
0,0526 0,0135 10,4215 21.243,5496 419.879,2345 6.572.662,9338 19,7650
0,0562  0,0146 10,3815  20.391,2892 398.635,6849 6.152.783,6993 19,5493
0,0601 0,0159 10,3390 19.570,3580 378.244,3957 5.754.148,0145 19,3274
0,0642 0,0172 10,2938 18.779,5221 358.674,0377 5.375.903,6188 19,0992
0,0686 0,0186 10,2457 18.017,4216 339.894,5157 5.017.229,5810 18,8648
0,0732  0,0202 | 10,1947  17.282,9590 321.877,0941 4.677.335,0654 18,6240
0,0781 0,0219 | 10,1407  16.574,7454 304.594,1350 4.355.457,9713 18,3770
0,0833  0,0237 | 10,0834  15.891,9864 288.019,3896 4.050.863,8363 18,1236
0,0889  0,0257 { 10,0226  15.233,7463 272.127,4032 3.762.844,4467 17,8635
0,0947  0,0278 9,9581 14.598,9784 256.893,6569 3.490.717,0435 17,5967
0,1009 0,0302 9,8896  13.986,8452 242,294,6785 3.233.823,3865. 17,3230
0,1076  0,0328 9,8165  13.396,8260 228,307,8333 2.991.528,7080 17,0419
0,1147  0,0336 9,7388  12.827,8491 214.911,0073 2.763.220,8747 16,7535
0,1222  0,0388 9,6562 12.278,9190 202.083,1582 2.548.309,8674 16,4577
0,1301 0,0422 9,5689  11.748,4846 189.804,2392 2.346.226,7092 16,1556
0,1385 0,0460 09,4768  11.235,8776 178.055,7546 2.156.422,4700 15,8471
0,1473  0,0500 9,3799  10.739,8866 166.819,8771 1.978.366,7153 15,5327
0,1565 0,0544 9,2781 10.259,7561 156.079,9905 1.811.546,8383 15,2128
0,1662 0,0591 9,1713 9.794,7901 145.820,2344 1.655.466,8478 14,8875
0,1764  0,0642 9,0591 9.344,6558 136.025,4443 1.500.646,6134 14,5565
0,1872  0,0698 8,9409 8.908,9239 126.680,7885 1.373.621,1690 14,2195
0,1985  0,0759 8,8167 8.486,8975 117.771,8646 1.246.940,3805 13,8769
0,2104  0,0826 8,6860 8.078,2146 109.284,9671 1.129.168,5159 13,5284
0,2228  0,0898 8,5493 7.681,4710 101.206,7525 1.019.883,5480 13,1754
0,2357  0,0976 8,4074 7.295,3524 93.525,2814 918.676,7964 12,8198
0,2490  0,1059 8,2615 6.918,5524 86.229,9291 825.151,5150 12,4636
0,2625  0,1145 8,1122 6.550,2566 79.311,3767 738.921,5859 12,1081
0,2763 0,1234 7,9609 6.189,6140 72.761,1201 659.610,2092 11,7554
0,2903  0,1326 7,8072 5.836,9823 66.571,5061 586.849,0891 11,4051
0,3044  0,1422 7,6511 5.492,8039 60.734,5238 520.277,5830 11,0571
0,3189  0,1521 7,4924 5.157,3162 55.241,7198 459.543,0592 10,7113
0,3335 0,1624 7,3311 4.830,8402 50.084,4036 404.301,3394 10,3676
0,3485  0,1731 7,1668 4.513,7594 45.253,5634 354.216,9358 10,0257
0,3637  0,1843 6,9989 4.206,5608 40.739,8040 308.963,3724 9,6848
0,3794  0,1962 6,8265 3.909,8073 36.533,2433 268.223,5683 9,3440
0,3956 0,2089 6,6486 3.624,0590 32.623,4360 231.690,3251 9,0019
0,4124  0,2226 6,4641 3.349,5459 28.999,3770 199.066,8890 8,6577
0,4289  0,2364 6,2823 3.081,3988 25.649,8311 170.067,5120 8,3241
0,4456  0,2506 6,0987 2.822,8720 22.568,4324 144.417,6809 7,9948
0,4624  0,2653 5,9136 2.574,2774 19.745,5603 121.849,2485 7,6703
0,4793 0,2805 5,7276 2.335,8468 17.171,2830 102.103,6882 7,3512
0,4963 0,2961 5,5409 2.107,9576 14.835,4361 84.932,4052 7,0378
0,5133 0,3122 5,3540 1.890,9726 12.727,4785 70.096,9691 6,7307
0,5302  0,3287 5,1674 1.685,2340 10.836,5059 57.369,4906 6,4303
0,5471 0,3455 4,9815 1.491,1742 9.151,2719 46.532,9847 6,1370
0,5639  0,3626 4,7968 1.309,1412 7.660,0977 37.381,7127 5,8512
0,5806 0,3800 4,6137 1.139,4755 6.350,9564 29.721,6150 5,5736
0,5970  0,3976 4,4327 982,5358 5.211,4810 23.370,6586 5,3041
0,6133 0,4154 4,2542 838,5544 4.228,9452 18.159,1776 5,0431
0,6292 0,4333 4,0785 707,6820 3.390,3908 13.930,2325 4,7908
0,6449 0,4513 3,9062 589,9037 2.682,7088 10.539,8417 4,5477
0,6602  0,4693 3,7375 485,1502 2.092,8051 7.857,1329 4,3137
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224 ’ : Anexos

Dx() Nx()) Sx(1)
33871 - 8,6280 97,6056
1,7997  6,1418 ° 19,0767
1,3331 . '4,3421 12,9349
0,9685  3,0090 . 8,5928
0,6891 2,0405  5,5838
0,4789 . 1,3514  3,5433
0,3245 0,8725  2,1918
0,2139  0,5480  1,3193
0,1368  0,3341.  0,7713
0,0846 00,1973  0,4373

x Ix dx qx - px
91 13.951- 2.381  0,170669 - - :0,829331 -
92 11,570  2.143  0,185220 = 0,814780
93 9.427  1.893 | 0,200806 . 0,799194
94 7.534 1.638  0,217414  0,782586
95 5.806 1,388  0,235414 - 0,764586
96 4.508 1.148  0,254658 = 0,745342
97 3.360 924  0,275000  0,725000
98 2.436 722  0,296388  0,703612
99 1.714 548  0,319720 - 0,680280
100 1.166 401  0,343911  0,656089

o
®

COMRHPPHERRNNNNNN OB
RO NNoo RN ORI -

101 765 282  0,368627 - 0,631373 0,0505 0,1127 0,2400
102 483 183 0,378882 0,621118 . 0,0280 0,0622 0,1273
103 300 128 0,426667  0,573333 ' 0,0164 0,0332 0,0651
104 172 74 0,430233 0,569767 , 0,0085 0,0169 . -.0,0319
105 98 45 0,459184 0,540816 , 0,0044 0,0083 - 0,0150
106 53 25 0,471698 0,528302 , 0,0022 0,0039 0,0067
107 .- 28 14 0,500000 - 0,500000 s 0,0010 0,0018 0,0028
108 14 8 0,571429 .. 0,428571 f 0,0005 0,0007 0,0010
109 6 4 0,666667 - 0,333333 . 0,0002 0,0002 0,0003

110 2 2 1,000000 . 0,000000 0,0001 0,0001 0,0001

|
|
|
|




Contingencias de vida individual

Ax(i) 2Ax(i) ax(i) Dx(e) Nx(e) Sx(e) ax(e)
0,6752  0,4872 | 3,6729  1393,1619  1.607,6550  5.764,3278  4,0890
0,6898  0,5051 | 3,4126  313,5206  1.214,4930  4.156,6728  3,8737
0,7039  0,5228 | 3,2572  245,6252 900,9724  2.942,1798  3,6681
0,7176  0,5402 | 3,1068  188,7521 655,3472  2.041,2074  3,4720
0,7308  0,6575 | 2,9613  142,0333 466,5951  1.385,8608  3,2851
0,7435  0,5743 | 2,8217  104,4199 324,5618 919,2652 43,1082
0,7556  0,5907 | 2,6885 74,8351 220,1419 594,7034  2,9417
0,7671  0,6066 | 2,5619 52,1687 145,3068 374,5615  2,7853
0,7780  0,6219 | 2,4419 35,2948 93,1380 2292548  2,6389
0,7880  0,6362 | 2,3315 23,0868 57,8433 136,1167  2,5055
0,7971  0,6491 | 2,2323 14,5645 34,7564 78,2735  2,3864
0,8048  0,6602 | 2,1470 8,8419 20,1920 43,5170  2,2837
0,8153  0,6761 | 2,0314 5,2806 11,3501 23,3250  2,1494
0,8201  0,6827 | 1,9788 2,9111 6,0694 11,9749  2,0849
0,8282  0,6947 | 1,8896 1,5949 3,1583 5,9055  1,9803
0,8355  0,7052 | 1,8094 0,8204 1,5634 2,7472  1,8851
0,8468  0,7223 | 1,6853 0,4213 0,7341 1,1838  1,7424
0,8629  0,7480 | 1,5077 0,2025 0,3128 0,4497  1,5442
0,8815  0,7786 | 1,3030 0,0835 0,1102 0,1370  1,3205
0,9091 0,8264 | 1,0000 0,0268 0,0268 0,0268  1,0000
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(Glosario de notaciones

En las siguientes notaciones la nominacién discreto implica una forma de
pago al final del afio; continuo; una forma de pago continua, y fraccionario
una forma de pago al final de subperiodos anuales.

Simbolo | Seccion Descripcion

A m:”nl‘i 3.3 prima simple neta de un seguro dotal puro
Agw 3.3 | prima simple neta de un seguro dotal continuo
Azw) 3.5 prima simple neta de un seguro dotal discreto

prima simple neta de un seguro de vida a edad z:

;:—ﬁj 3.4.1 |continuo con cobertura temporal -
A 3.4.2" | continuo con cobertura vitalicia
m/ Az 3.4.3 |continuo y cobertura vitalicia diferida m afios

1 343 ‘continuo con cobertura temporal a n afos y
m/nfiz o diferida m afios

=@ | 3.5 [discreto con cobertura temporal

Az 3.5 |discreto con cobertura vitalicia

m) Az 3.5 | discreto con cobertura vitalicia diferida m afios

/o 35 discieto con cobertura temporal a n afios y diferida

V m afios

A 3.6 |entero fraccionario

A(t) 1.1  |funcién de acumulacién cierta de un capital k > 0

al?) 11 funcién de acum.ulacién cierta de un capital de una
unidad monetaria ‘

a=1(t) 15 funcién de descuento cierta de un capital de una

unidad monetaria
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228 Glosario de notaciones
Sfmbolo [ Seccién | Descripcién
valor presente de una anualidad cierta temporal a n afos:
A 1.9.1 |vencida
dmy 1.9.2 | anticipada
m/ %7 1.9.3 |diferida m afios y vencida
m/ 87 1.9.3 | diferida m aifios y anticipada
a%n ) 1.9.5 |con pagos vencidos fraccionados en m subperiodos
Zi%n ) 1.9.5 | con pagos anticipados fraccionados en m subperiodos
T 1.9.6 |con pagos continuos
) - 194 | perpetuidad vencida
sy - 1.9.4 |perpetuidad anticipada ,
by 3.9 funcién de beneficio definida para el célculo de pri-
mas de seguros
Cy 3.5.1 |funcién de conmutacion
D 1.6 |interés anticipado de una inversién
D, 3.5.1. |funcién de conmutacién
: variable aleatoria del niimero de muertes entre = y
ke Dz 24
= z+k
d - 1.6 tasa efectiva de descuento
dn 1.6 |tasa de interés de descuento del n—ésimo periodo
dim 1.7 | tasa nominal de descuento
nimero esperado de muertes entre las edades z y
kdz 2.4
z+k ,
nimero esperado de muertes entre las edades = y
ndiz)+k 2.5 z + k + n de un grupo selecto con k afios de an-

tigiiledad en el grupo

factor de descuento con riego; prima del seguro do-
: ‘tal puro

e .71 1.9.7 | tasa de interés real

nliz 3.3

esperanza de vida:

€y 2.3 | en afios continuos

ez | - 2.3.1 |en afios enteros

0 249 ‘en afios continuos de una persona en edad z previo
=7 azr+n

. 949 en afios enteros de una persona en edad z previo a
7] o T+n
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Sfmbolo | Seccién Descripcidn
F(z) 2.1 |funcién de distribucién de X
f(z) 2.1  |funcién de densidad no condicional de X
g(t) 2.2.1 |funcién de densidad de T'
I, 1.1  |interés ganado en el n—ésimo periodo

. prima simple neta de un seguro entero creciente a
(14)z . 371 edad z y discreto

prima simple neta de un seguro temporal crec1ente

(14)zem 3.7.2 a edad z y discreto.
(I A) 3.7.3 prima simple neta de un seguro entero a edad x,

T} 41)z .

discreto, creciente y nivelado desde = +n

tasa de interés:

i 1.2 efectiva

1.3 simple

14 compuesto
(™ 1.7 |nominal
J 6.2 |tiempo futuro de vida en afios enteros de (z + k)

variable aleatoria del nimero de sobrevivientes a la
z 24 e
edad = de un grupo inicial [y

lg 2.4 raiz de la tabla de mortalidad -
Iy 2.4 numero esperado de sobrevivientes a edad z
] 9.5 nimero esperado de sobrevivientes a edad = de un
=] ’ grupo selecto’ '

9.5 nimero esperado de sobrevivientes a edad z+k de un
[=l+k ’ grupo selecto con k afios de antigiiedad en el grupo
Ly 2.4.2 |total de afios vividos entre z y £+ 1 por el grupo I
kL 5.1 perdida del asegurador
Mg 2.4.2 |tasa central de mortalidad dez az +1
M 3.5.1 |funcién de conmutacién
P 5.1 prima anual de un seguro entero de vida discreto
P = 5:1 prima anual de un seguro dotal puro
P 5.1 prima anual de un seguro temporal discreto
Prm 5.1 prima anual de un seguro dotal discreto
P( ,/dz) 5.1 prima anual de una renta diferida anticipada ..
WPl 51 prima anual limitada de un seguro temporal disgreto
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Simbolo |Seccién Descripcién
prima anual limitada de un seguro entero de vida
wtz 51 discreto
P(";’J1 5.2 | prima fraccionaria de un seguro dotal puro
pt(m 59 - prlma fraccionaria de un seguro temporal dlscreto
7 e
1 ptm) 5.9 prima fraccionaria de un seguro entero de vida
Ty = discreto
p‘m’"_}z] , 5.2 | prima fraccionaria de un seguro dotal discreto
plm)( /i) 5.9 gzma fraccionaria de una renta diferida anticipa
P(Am) 5.3 - | prima continua de un seguro entero continuo
| P(A,L ) 5.3 | prima continua de un seguro dotal puro
,P(A —1) 5.3 prima continua de un seguro temporal continuo
P(A; %) 5.3 prima continua de un seguro dotal continuo
P( /8z) 5.3 -- | prima continua de una renta diferida continua
P Az) 5.3 prima anual de un seguro entero continuo- (prima
semicontinua)
, plm} ( A:z:) 5.4 ilrlllrlrézdilstnbulble de un seguro entero continuo
PC 5.5 | prima comercial
: probabilidad de sobrevivir a z+t dado que se tiene
Pz 2.2 edad z B
probabilidad de sobrevivir a z + ¢ por un grupo
tPls] 2'5 | selecto de edad =
: probabilidad de sobrevivir a £+ k+t por un grupo
tPlz]+k 2.5 |selecto de edad z + k y k afios de antigiiedad en
‘ el grupo
P, 6.5 prima de Zillmer
I 9.9 probabilidad de mdrir antes de ¢ afios dada una
R " |edad x :
95 probabilidad de morir entre z+tyz+t+u para
tfuds -7 | una persona de edad z
S I 25 | probabilidad de morir antes de ¢ afios por un gru-
Ha]...- 17" | po selecto de edad , ;
_ . | probabilidad de morir entre z+k+ty z+k-+t+u
t/udlz]+k 2.5 por un grupo selecto de edad z + k y k afios de

antigiiedad en el grupo
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| Simbolo | Seccién |

Descripcién

tq[z]+k 2.5

probabilidad de morir antes de ¢ afios por un grupo
selecto de edad = + k y k afios de antigiiedad en el

grupo

valor futuro de una anualidad cierta temporal a n afios:

57 1.9.1 |vencida
Sz 1.9.2 | anticipada

(m) con pagos vencidos fracmonados en m subperiodos
S%'l 1.9.5
Gm) ' con pagos anticipados fraccionados en m subperiodos
S?q 1.9.5 :
S5 1.9.6 |con pagos continuos
S(x) 2.1 |funcién de sobrevivencia
T(z)=T| 212 |tiempo futuro de vida de una persona en edad z

v total de anos vividos por el grupo I, més halla de
T 2.4.2
la edad z -

U 6.1 |tiempo futuro de vida de (a;-i—t) en aflos continuos
v 1.5 factor de descuento sin riesgo
Vi 3.2 |funcién de descuento
V() 6.1 reserva de prima continua de un seguro entero con-

tinuo

reserva de prima continua de un seguro temporal
continuo

reserva de prima continua de un seguro temporal
continuo limitado

| BV (Az) 6.1

reserva de prima continua de un seguro entero con-
tinuo limitado

W(Am)| 61

reserva de prima continua de un seguro dotal con-
tinuo limitado

tv( n/a_m) 6.1

reserva, de prima continua de una renta diferida
continua

kVz 6.2

reserva de prima discreta de un seguro entero dis-

creto
KV 6.2 |reserva de prima discreta de un seguro dotal puro
[ reserva de prima discreta de un seguro temporal
4% 6.2
7] discreto limitado
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Simbolo | Seccién ‘ Descripcion

h reserva de prima discreta de un seguro dotal dis-
kVorm 6.2 creto ; ' ,
V( nsiia) 6o |Teserva de prima discreta de una anualidad discreta,

n/e ‘ diferida y anticipada B N
(m) reserva de prima fraccionaria de un seguro discreto

£V 6.3 B ,

hy(m) 6.3 |reserva de prima fraccionaria de un seguro dotal
kYzm| | discreto limitado

vC 6.5 valor de cesidén

w 91 e(.ia'd minima a la cual una persona no puede sobre- ’

vivir : -
X 2.1 tiempo futuro de vida de un recién nacido
(z) 2.1  |persona con edad z
: valor presente de una indemnizacién futura por un
Zy 3.2 . . . :
siniestro de muerte en un tiempo ¢ incierto

bt 1.7  |fuerza de interés

p(z) =pg| 2.1 |fuerza de mortalidad

P 6.2 costo acumulado del seguro
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Respuestas a ejercicios
propuestos e

Capitulo 1

10.

11.

12.

10%

. 4,88 .

a. 10% b. 0,1257
b. 1,125
16,88%

2.735,54

a. 32.612,62;  21.72951;  11.500,75;

b. 20.771,68;  18.183,85;  6.614,81;

32,41

G| o

b. s&ydmie) = T V() (e)
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10.486,73;  9.724,17

517744, 3.571,66
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Respuestas a ejercicios propuestos

Capitulo 2

1. Ejemplo 2.1.

o

b. 5(20) = 0,8944

c 20/3590 = 0,2236

d 35p20 = 0,75

e. 35q20 = 0,25

£ f(z)=0,05(100 — z)~*/2

g 4(20) = 0,0063
§(20)(20) = 0, 0056

e

Ejemplo 2.2.

_ 0,5
2. 9(t) = iy
b.  20po - 420 = 0,0056

C. 5/10(]20 = 0, 0669
d. 2090 = 0, 1056
e. 35920 = 0,25

a. 0
b.
. 53,3

n+2Pz+1

. 35,0; 23,57
b. 19,4; 15,54

a. DUM: 0,976961
b. Balducci: 0,976958

Exponencial: 0,976960

a. goo = poo = 0,0143; mgy = 0,0144
b. gao = 0,0488; pgp = magp = 0,05

a. 0,61
b. 0,08948

. 117,5b. 0,25
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11.

a. Plzj+2

b e +2_l36
" o

c ligoj+3— 138

lipg)1

d ligoj—lae  lpojr1—lss
lizg) © poa

Capitulo 3

10.

11.

12.

a. 0,1611
b. 0,2071

. E(Z)=128,9764; V(Z)=28.708,6082; h=70.720, 62 yun ajuste

de prima a 141, 44 para un aumento del 9,66 %

a. 0,7396
b. 0,0401

. a. 0,0631 ; b. 0,0633 .

0,5575

Rog—2R30+R40
Dao

A7)~ A

n—1.m~—1

R |
(DA);;(Z}L) = ZO ZO W + ; k+_l.pz L Oztktj/m [n k— J/m]
k=0 j= ) ‘ -
a. 0,0809
i 1 . -
b. PNUA =V Ay {A =tk (B 1IA>m:_1}.

c. 0,0893
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Respuestas a ejercicios propuestos

Capitulo 4

10.
11.
12.

13.
15.

16.

17.
18.

19.
20.

. 1,2736
. 1.009,8 SR o

Sm)

ag2

. 8,9

a. 8,7504; b. 5,9909; c. 4,9285

Sz: “Szin

Dz

hNy+k(Sy+1—Sysn41)—(htnk)Nyin

T

S30=2S40+Ssg
Da3o

Sag—2S49+Sag
D3o

a. 9,9750; 10,0250

b. 8,7104; 8,7869

a. z=40; t=6; VP, =5,6935; VP =215,2221; VP = 220, 9156,
Mesada = 452,7

b. 110.457,8

c. 38,5

Si la expedicién de la pdliza fuera el primero de enero y la persona
cumpliera los 40 afios también en esa fecha, se requeriria un valor
presente para compara la renta de 103.753, el cual terminarfa por
agotarse de forma cierta en 33,6 afos. '

68% (redondeado al entero m4s cercano)

La mesada pensional generada por la opcién “a” serd 1,06 veces la
generada por la opcién “b”, esto es, serd un 6% més grande.

95,2 salarios mensuales

105.665
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Capitulo 5

10.
11.
12.

m/A:z:
a:::T'L-] +2'a’z+h:—'n_1.m “hBe

1.234

a. 0,1190
b. 0,0101
c. 0,0150

%{Mwm‘ zt+manpt k2 (Rz4mii—Retmin=—(n—1) Mz yminst)}
a.

a(12) 2" ztm _g(19) (13_%1;2)

Dz
b. 0,0007
0,1170
0,0663
primer quinquenio 0,0100

segundo quinquenio 0,0084

Capitulo 6

10.
11.
12.

. a. 00291 b. 0,04

0,0243
1.326,3
21 anos y 288,9 dias
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