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1. Introduccién

En el presente informe se describe la metodologia y las estrategias, aplicadas durante el curso
de matematicas béasicas, ofrecido a estudiantes de primer semestre en la Universidad Nacional
de Colombia sede Medellin, en el primer semestre del afio 2011. Esto se dio mediante la imple-
mentacion de la practica docente, por medio de la coordinaciéon de la Maestria en ensenanza de
las Ciencias y la Escuela de Matematicas. El objetivo principal del curso es ofrecer al alumno
recién admitido la oportunidad de nivelarse en temas que forman parte de los programas oficiales
de la educacién secundaria en matemaéticas, y cuyo conocimiento es prerrequisito esencial para
la asignatura Calculo Diferencial.

Actualmente en los cursos de matematicas basicas ofrecidos en la Universidad Nacional sede
Medellin no se fortalece la interaccién y participacién activa de los estudiantes en el aula de
clase. En la mayoria de dichos cursos estan matriculados entre 80 y 120 alumnos, lo que dificulta
al momento de impartir un tema, verificar el grado de apropiacién de conceptos por parte del
alumno. Por tal motivo se debe esperar hasta la aplicacién de un examen reglamentario como
los parciales, para medir el nivel conceptual de los educandos.

El docente juega un papel importante en el aprendizaje del estudiante. Es el encargado de
mantener el interés en la actividad desarrollada, propiciando el espacio para generar interrogantes
y respuestas a que hubiera lugar. A partir del aprendizaje significativo de Ausubel (1992). El
aprendizaje es donde el alumno relaciona lo que ya sabe con los nuevos conocimientos. Es decir,
sus experiencias representan un factor de mucha importancia, es por ello que el docente debe
enfocar su labor facilitadora y ensenar en consecuencia de lo que descubra sobre lo que el alumno
ya conoce. En el estudio de las matematicas, este tipo de aprendizaje representa un modo eficaz
para lograr que los conocimientos sean aprendidos significativamente en base a las experiencias
propias del alumno. Ello significa que antes del aprendizaje de un concepto matemético el docente
debe explorar lo que el alumno conoce sobre el tema. Sélo asi determinard si los conocimientos
previos le permitiran construir con mayor facilidad los nuevos conocimientos e integrarlos a sus
estructuras cognitivas.

Ademas, Santos (2007), reporta que las estrategias de ensenanza en el aula de clase requieren
de metodologias pertinentes de acuerdo con los avances culturales, como lo son las nuevas tec-
nologias. En particular, buscando que en el proceso de aprendizaje el educando sea un agente
activo. En coherencia con los avances de la capacidad computacional de la ciencia aplicada, la
ensenianza moderna de las matemaéticas se enmarca hacia las aplicaciones de modelacién de fené-
menos fisicos e industriales. Por tal razén se ha enfatizado en conceptos como el de variable y
funcién, como introduccién al concepto de modelo matematico, necesario en la vida profesional
de un ingeniero. Segtn Stewart (2007), “una variable es un simbolo que representa un elemento no
especificado de un conjunto dado. Este conjunto es denominado conjunto universal de la variable
o universo de la variable, y cada elemento del conjunto es un valor de la variable. Una funcién es
una regla que describe la forma en que una cantidad depende de otra; por ejemplo, al estudiar
el movimiento, la distancia recorrida es una funcién del tiempo. En muchas ocasiones resulta
util poder describir matematicamente hechos o fendomenos del mundo real, es decir, modelizar el
mundo real. El objetivo del modelo matematico es entender ampliamente el fenémeno y tal vez
predecir su comportamiento futuro”. Asi por ejemplo, en textos de célculo como el de Stewart,



utilizado hoy en dia, se usan con frecuencia casos particulares de problemas reales de diversa
indole, que llevan al concepto de modelacién.

Existen diferentes métodos de abordar un problema de modelacién matemética a nivel bésico
como: tanteo, deduccién o induccién entre otros. El método que se promovié en el curso fue el
inductivo, por la facilidad de comprensién que presenta al momento de desarrollar una situaciéon
problema (Polya, 1970). El razonamiento inductivo es la acciéon del pensamiento humano, adop-
tada para producir afirmaciones y alcanzar conclusiones, partiendo de casos particulares y bus-
cando una generalidad (Canadas, 2002). En general, cuando se intenta resolver un problema por
el método inductivo, sea este de solucién tnica, de respuestas variadas, de analisis, de manejo de
datos, entre otros, es conveniente implementar las siguientes etapas sugeridas por Polya (1970):
comprender el problema, concebir un plan, ejecucién del plan y verificacion.

En el desarrollo de la metodologia y las estrategias propuestas, se permitié la participacion
activa de los estudiantes en cada clase, y se promovié la relacién entre los conceptos mateméticos
con los procesos de ingenieria. Ademas de propiciar constante motivacion para el aprendizaje.
Como propuesta tedrica para el desarrollo de dicha metodologia se siguieron los planteamientos de
Ausubel (1992) y Santos (2007). Para las estrategias que ayudaron a desarrollar la metodologia,
se siguieron las etapas en la resolucién de problemas (método inductivo) propuestas por Polya
(1970).

La metodologia implementada para el curso en el cual se llevé a cabo la practica docente, tiene
como objetivo principal, desarrollar en los estudiantes habilidades para mejorar el planteamiento
y solucién de problemas. Esta se realiza como estrategia para la enseflanza y aprendizaje de los
conceptos béasicos necesarios para los cursos de célculo. Se pretende, con la implementacion de
situaciones problema, que el educando empiece a desarrollar las habilidades necesarias que re-
quiere un ingeniero en su formacion. Estas incluyen imaginacion, analisis, busqueda de diferentes
soluciones que lleven a resultados 6ptimos, y lo mas importante, su interpretacion.

Como estrategia para fortalecer la metodologia propuesta, se implementé la ejecucion de ac-
tividades por parte de los estudiantes en clase y fuera de ésta, involucrando situaciones reales
en lo posible aplicadas a la ingenieria. Las actividades incluyeron: resolucién de ejercicios, ac-
tividades grupales y la implementacién de evaluaciones cortas y peridédicas. Lo anterior permitio
promover la participacién activa del educando y el trabajo conjunto docente-estudiante, para
propiciar ambientes de discusion en torno a ideas matematicas. La finalidad de dichas estrategias
es brindar el medio y los recursos necesarios, para que el estudiante afiance el planteamiento y
solucion de situaciones problema. Por consiguiente; se introducen los conceptos de variable, fun-
cién y modelos matematicos, fundamentales en los procesos de aplicacién. Esto con el propésito
de que los alumnos evidencien la aplicabilidad de los conceptos tedricos a situaciones reales.

El curso cubre los temas desde geometria elemental hasta trigonometria (ver anexo 1). Du-
rante el desarrollo del curso se realizaron evaluaciones periddicas y talleres extra clase (ver anexos
2 para evaluaciones, y anexo 3 para talleres propuestos). De acuerdo a los resultados arrojados
por la evaluacion, es posible identificar componentes de menor y mayor rendimiento. En par-
ticular, los temas de funciones y trigonometria, presentaron menor rendimiento a nivel grupal.
Los temas de funciones posiblemente al componente grafico, que requeria el conocimiento de
algunas funciones genéricas para realizar transformaciones elementales. Por otra parte la unidad



de trigonometria, en el desarrollo de identidades y ecuaciones trigonométricas, posiblemente
cuando éstas no estaban representadas mediante las funciones seno y coseno. Por el contrario,
las unidades de conjuntos y geometria obtuvieron mayor rendimiento por los estudiantes. Dichas
unidades permiten con facilidad hallar una representacién geomeétrica de la mayoria de los prob-
lemas propuestos. Se puede argumentar entonces, que puede resultar mas facil para el alumno
analizar y resolver éste tipo de situaciones, que las que no tienen o no se pueda generar compo-
nente grafico (ver anélisis de resultados).

Después de implementar la metodologifa propuesta, se aprecia que partir de una situaciéon
problema que sea aplicable a la vida o procesos de ingenieria, puede facilitar la comprension de los
contenidos, en particular para los temas de funciones, geometria y trigonometria. El desarrollo del
procedimiento y la solucién de la situacion problema, es pertinente realizarlo de forma inductiva,
como lo sugiere Polya (1970). Dicho método permite al estudiante una forma clara y precisa para
hallar la solucién. Otros temas como racionalizacion, identidades trigonométricas y divisién de
polinomios, posiblemente son mejor abordarlos como herramientas operativas, y no desde una
situacion problema (ver conclusiones).

Como resultado de la metodologia y a la luz de su objetivo principal, se recomienda, antes de
introducir en el curso una nueva tematica, indagar acerca de los conocimientos previos del estudi-
ante. Esto con la intencién de promover interés en el tema y ademas tener presente qué teméticas
requieren un poco mas de énfasis. Asi se genera confianza en el estudiante y se ofrece una mirada
amplia al docente sobre el nivel conceptual que tiene el grupo. Igualmente, al iniciar un tema,
se recomienda partir con el planteamiento de una situacién real o un problema de aplicacién, en
lo posible que se pueda representar graficamente, con el propdsito de facilitar la comprension y
asimilacion del concepto. Convirtiéndose ésta, en una estrategia para el acercamiento inicial del
educando con nuevos conocimientos.

A continuacion se relaciona la organizacion del presente informe: en la secciéon 2 se hallan
los planteamientos y fundamentos teéricos que la sustentan. En la seccién 3 se presenta la de-
scripcién. En la seccion 4 los resultados desde el diagnostico hasta la prueba final. En la seccion
5 las conclusiones y recomendaciones con base en los resultados y a la luz del objetivo de la
metodologfa, como propuesta desde lo pedagbgico y experiencia de aula. Y en la seccién 6 la
bibliografia donde se relacionan las fuentes teéricas consultadas.



1.1. Objetivo General

Mejorar en los estudiantes el planteamiento de situaciones problema y su desarrollo dentro
del curso de matemaéticas béasicas en la Universidad Nacional Sede Medellin.

1.2. Objetivos Especificos

= Ofrecer al estudiante la oportunidad de nivelar sus conocimientos sobre determinados temas
que seran requeridos para la asignatura de Calculo Diferencial.

= Lograr que los estudiantes del curso de Matematicas Bésicas, asimilen y comprendan los
conceptos basicos que serviran como ayuda preliminar para el calculo.



2. Marco teodrico

Respecto al estudio de las mateméticas, Duval, R (2004), propone que el pensamiento matematico

es considerado como modelo de conocimiento cientifico, puesto que ningtin otro tipo de ciencia
alcanza su objetivo propio con tanta eficacia y evidencia. Es el conocimiento que mas dificultad
presenta a los estudiantes para ser alcanzado, lo cual es tema de investigacién de estudiosos de
las diferentes ramas del conocimiento.

El aprendizaje significativo de Ausubel (1992), es el aprendizaje en donde el estudiante rela-
ciona lo que ya sabe con los nuevos conocimientos, es decir, sus experiencias representan un
factor de mucha importancia. Es por ello que el docente debe enfocar su labor facilitadora y en-
sefiar en consecuencia de lo que descubra sobre lo que el alumno ya conoce. En el estudio de las
matematicas este tipo de aprendizaje representa un modo eficaz para lograr que los conocimien-
tos sean aprendidos significativamente con base en las experiencias propias del alumno. Ello
significa que antes del aprendizaje de un concepto matematico el docente debe explorar lo que
el alumno conoce sobre el tema. So6lo asi determinard si los conocimientos previos le permitiran
construir con mayor facilidad los nuevos conocimientos e integrarlos a sus estructuras cogniti-
vas. Todo esto pretende buscar que el alumno edifique su propio aprendizaje, orientdndolo hacia
la autonomia al momento de pensar y plasmar conceptos. Asi él mismo ird desarrollando su
inteligencia, relacionando de manera integral lo que tiene y conoce respecto a lo que se desea
aprender.

Para que los nuevos conocimientos adquiridos no se olviden, es poco recomendable el uso
de procedimientos memoristicos. Estos son a corto plazo y posiblemente la parte conceptual no
queda bien plasmada en lo cognitivo, por lo tanto el aprendizaje no es significativo. Si se quiere
que el aprendizaje no sea repetitivo, se debe dar cabida al trabajo desde los saberes previos con
los que cuenta el individuo (Ausubel, 1992). Para que los nuevos conocimientos se vinculen de
manera estrecha y estable con los anteriores, se deben dar las siguientes condiciones propuestas
por Ausubel (1992):

= El estudiante debe poseer en su estructura cognitiva los conceptos utilizados previamente
formados, de manera que el nuevo conocimiento pueda vincularse con el anterior.

= El alumno debe manifestar una actitud positiva hacia el aprendizaje significativo, debe
mostrar una disposicién para relacionar el material de aprendizaje con la estructura cog-
nitiva particular que ha desarrollado.

El desarrollo de esta préactica docente tiene como fundamento pedagogico, el aprendizaje
significativo dentro de un enfoque cognitivo constructivista. Se dice cognitivo porque fortalece el
conocimiento desde los saberes previos en el individuo, y constructivista porque considera que
ese saber debe darse en ambientes significativos, es decir, fortalecer el ejercicio de construccion
de nuevos significados. El aprendizaje debe por lo tanto correlacionarse con el nivel de desarrollo
de las estructuras cognitivas y a su vez servir como elemento formador de ellas (Ausubel, 1992).

Ademas, La NCTM (1970) en un trabajo sobre resolucion de problemas, propone que los
problemas mateméticos que movilizan el pensamiento de los estudiantes son aquellos que hacen
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énfagis sobre el descubrimiento, la generalizacion y la realidad, hacen el aprendizaje permanente
y proporcionan una gran transferencia a otros problemas especificos. El éxito del estudiante en
esta clase de problemas depende en parte de su conocimiento y de su recuerdo de generalizaciones
que se acomoden a la situacién que se considera.

Para Santos (2007) las estrategias de ensenanza en el aula de clase requieren de metodologias
pertinentes de acuerdo con los avances culturales, como lo son las nuevas tecnologfas. En partic-
ular buscando que en el proceso de aprendizaje el educando sea un agente activo. En coherencia
con los avances de la capacidad computacional de la ciencia aplicada, la ensenanza moderna de las
matematicas se enmarca hacia las aplicaciones de modelacion de fenémenos fisicos e industriales.
Por tal razén en el desarrollo de todas las unidades, para el curso de matematicas béasicas en el
cual se implement6 la practica docente, se enfatizé en los conceptos de variable y funcién, como
introduccién al concepto de modelo matematico, necesario en la vida profesional de un ingeniero.
A continuacion se citan las definiciones de los conceptos mencionados, dadas por Stewart (2007):

= Una variable es un simbolo que representa un elemento no especificado de un conjunto dado.
Este conjunto es denominado conjunto universal de la variable o universo de la variable, y
cada elemento del conjunto es un valor de la variable.

= Una funcién es una regla que describe la forma en que una cantidad depende de otra; por
ejemplo, al estudiar el movimiento, la distancia recorrida es una funcién del tiempo. En
muchas ocasiones resulta util poder describir mateméticamente hechos o fené6menos del
mundo real, es decir, modelizar el mundo real.

= Un modelo es una representacion de la realidad, una expresién simplificada y generalizada
de las caracteristicas de un objeto, una situaciéon, un fenémeno, o un sistema del mundo real.
Es una abstraccién de la realidad que sélo incluye algunas de sus caracteristicas y representa
en forma apropiada las relaciones entre ellas, las cuales se expresan mediante palabras,
numeros, simbolos, ecuaciones, graficas o analogia en cuanto apariencia o comportamiento
entre el modelo y la entidad modelada. En muchas ocasiones resulta ttil poder describir
matematicamente hechos o fenémenos del mundo real, es decir, modelizar el mundo real.
El objetivo del modelo matemético es entender ampliamente el fenémeno y tal vez predecir
su comportamiento futuro.

Después de que el estudiante tenga, claro los conceptos de variable y funcién, es conveniente
introducirlo, en el planteamiento y solucion de situaciones problema. A continuacién se ilustra
el método sugerido durante la implementacién de la practica docente.

2.1. Etapas en la resolucién de problemas - Planteamiento Inductivo

Para Polya (1970), la capacidad para resolver problemas mateméaticos es una actividad de
trascendental importancia en el aprendizaje universitario, la cual involucra el pensamiento y la
creatividad. Resolver un problema es abordar la situacién con un cierto nimero de esquemas de
respuestas que se intentan aplicar, pero que muestran no ser eficaces y desean ser modificados o
reemplazados por otro que el sujeto inventa. Existe un problema cuando el sujeto se encuentra
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verdaderamente desarmado ante los estimulos. De donde se deriva la importancia que se atribuye
a la invencioén.

En general, cuando se intenta resolver un problema por el método inductivo, sea este de
solucién tnica, de respuestas variadas, de anélisis, de manejo de datos, entre otros, es conveniente
implementar las siguientes etapas sugeridas por Polya (1970):

= Comprender el problema: el objetivo de esta etapa es identificar qué es lo que pide el
problema y cuél es la informacién que se necesita para resolverlo. Si un problema no esta
bien definido puede traer consigo méas dificultades y tropiezos para el estudiante, puesto
que puede llevar a contradicciones y resultados ilogicos.

Para la comprensién del problema es importante que el estudiante sea capaz de separar
los elementos: primero determinar cuales son los datos (lo que se conoce), estos datos
son llamados en algunos casos condiciones iniciales del problema; segundo cudles son las
operaciones bésicas que se deben manejar para resolverlo; cuéles son las incognitas (datos
desconocidos), lo que se pregunta.

= Concebir un plan: después de analizar toda la informacién que proporciona el problema
se debe organizar en el orden que mejor convenga y compararla con la utilizada en algtin
problema que se haya resuelto y asi formar la estrategia o plan para su desarrollo. También
se pueden hacer dibujos o graficas para ilustrar la situacion y expresar las ecuaciones
algebraicas o relaciones mateméaticas que pueden servir para solucionar el problema.

= Ejecucion del plan: una vez que el estudiante ha concebido el plan de solucién, debe
ponerlo en ejecucién. Es bueno que él mismo compruebe el desarrollo de cada paso, para
ello es aconsejable:

e Examinar los razonamientos para tratar de detectar lagunas o errores légicos.

e Analizar la resoluciéon elegida y expresarla con suma claridad.

Releer el enunciado del problema para luego expresar la respuesta adecuada.

e Si no se soluciono el problema, volver a concebir otro plan, revisar y seguir avanzando.

= Verificacion: en esta etapa se verificara si la respuesta tiene sentido y satisface las condi-
ciones dadas en el problema, si el proceso seguido mediante ecuaciones, cdlculos mateméti-
cos, solucién, unidades, entre otros, fueron los apropiados. Este es el momento de mirar
atras para:

e Comprobar la resolucién: que la solucién corresponde al problema original.
e Reflexionar en las ideas e instancias claves: las implicaciones de las conjeturas y ra-
zonamientos.

e Generalizar la solucién a un contexto mas amplio: buscar una modalidad distinta de
resolverlo.

Como propuesta tedrica para el desarrollo de metodologia propuesta descrita a continuacioén,
se siguieron los planteamientos de Ausubel (1992) y Santos (2007). Para las estrategias que
ayudaron a desarrollar la metodologia, se siguieron las etapas en la resolucién de problemas
(método inductivo) propuestas por Polya (1970).
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3. Metodologia

A continuacién se describen la metodologia y las estrategias aplicadas durante el curso de
matematicas basicas, ofrecido a estudiantes de primer semestre en la Universidad Nacional de
Colombia sede Medellin, en el primer semestre del ano 2011. Esto se dio mediante la imple-
mentacion de la practica docente, por medio de la coordinacion de la Maestria en Ensenanza de
las Ciencias y la Escuela de Matemaéticas. En el curso de matematicas basicas participan todos
los estudiantes que no aprobaron el componente de matematicas, propuesto en el examen de
admision de la Universidad. Este curso pertenece al componente de nivelacién de los programas
de ingenieria, y es propuesto desde la direcciéon académica como preparatorio para los cursos de
calculo. El objetivo principal del curso, para todas las sedes de la Universidad Nacional es ofrecer
al alumno recién admitido la oportunidad de nivelarse, en temas que forman parte de los progra-
mas oficiales de la educacién secundaria en matematicas, y cuyo conocimiento es prerrequisito
esencial para la asignatura Céalculo Diferencial. En particular, se introducen los conceptos de
variable, funcién y modelos matematicos, fundamentales en los procesos de aplicacién. Esto con
el propésito de que los alumnos evidencien la aplicabilidad de los conceptos teoéricos a situaciones
reales.

La Maestria en Ensenanza de las Ciencias Exactas y Naturales se inicia en el primer semestre
del ano 2010, presentando la practica docente como una modalidad de trabajo final. La escuela de
matematicas en apoyo a la primera cohorte de la maestria, realiza una convocatoria ofreciendo
12 cupos para realizar la préctica docente orientando el curso de mateméticas bésicas, para
facilitar la labor pedagogica de los 12 docentes que realizaron la practica docente, la escuela de
matematicas estipuld 12 grupos de maximo 35 estudiantes para los docentes practicantes y 11
grupos cada uno con mas de 70 estudiantes para los docentes de la escuela de mateméaticas. A
cada docente practicante se le asigno un tutor de la escuela de mateméticas, como director de la
préactica y del trabajo final de maestria.

La direccion académica de la Universidad como forma de evaluar el resultado del curso de
nivelacion, realiza un examen final del 30 % a todas las sedes pertenecientes a la Universidad.
El examen final contiene todos los temas vistos en el semestre, desde geometria elemental hasta
trigonometria (ver anexo 1). Por tal razon la evaluacion realizada por parte del docente dentro
del aula, se reduce a un 70 %(ver anexo 1).

El curso fue orientado en el horario de 6 : 00am a 8 : 00am los dias miércoles y viernes. En
total estaban matriculados 34 alumnos de primer semestre, de los cuales el 82 % pertenecian al
programa de ingenieria forestal y la edad de éstos oscilaba entre 17 y 18 afios (Tabla 1.1).

La metodologia implementada para el curso en el cual se llevé a cabo la practica docente, tiene
como objetivo principal, desarrollar en los estudiantes habilidades para mejorar el planteamiento
y solucién de problemas. Esta se realiza como estrategia para la enseflanza y aprendizaje de los
conceptos bésicos necesarios para los cursos de célculo. Se pretende, con la implementacion de
situaciones problema, que el educando empiece a desarrollar las habilidades necesarias que re-
quiere un ingeniero en su formacion. Estas incluyen imaginacion, analisis, busqueda de diferentes
soluciones que lleven a resultados 6ptimos, y lo més importante, su interpretacion.

Esta metodologia fue direccionada en la solucion de situaciones problema, debido a que estas
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representan una buena estrategia para movilizar el pensamiento matemético de los estudiantes,
aumentar sus capacidades para establecer conjeturas, aplicar procesos algoritmicos, definir vari-
ables, establecer relaciones, y resolver problemas. La situacién problema como estrategia de
intervencion pedagogica, es un espacio que posibilita la conceptualizacion (Polya, 1970).

Cuadro 1: Estudiantes por Programa
PROGRAMA CANTIDAD ESTUDIANTES

Ingenieria Forestal 28

Ingenieria Industrial
Ingenieria De Control
Ingenieria Eléctrica
Ingenieria Mecéanica
Zootecnia

= DN | = =

Para el desarrollo del curso se implementaron diferentes situaciones, para que los estudiantes
a partir de sus conocimientos previos hicieran deducciones, crearan hipétesis, conclusiones y
formalizaran los conceptos a desarrollar durante el curso. Luego para el desarrollo de cada clase
se establecieron parametros de ensenanza y evaluaciéon teniendo presente el objetivo especifico,
caracteristicas del curso, alumnos, motivacién y enfoque pedagogico.

Como estrategias para fortalecer, evaluar y ejecutar la metodologia, se plante6 la modalidad
del curso mediante un sistema integrado de clase expositiva, actividades de clase, asistencia
participativa, asesorfas, evaluacién periédica y talleres para resolver en su tiempo libre, con
diversos momentos de aprendizaje desarrollados a partir del trabajo en equipo e individual (ver
anexo 1). Estas estrategias se implementaron mediante resolucion de ejercicios y actividades
grupales.

3.1. Estrategias para fortalecer, evaluar y ejecutar la metodologia

La evaluacién es un componente del proceso de ensenanza-aprendizaje, ésta debe ser continua
y aplicada en diferentes ambitos. Por ejemplo Ausubel, D; Novak, J y Hanesian, H (1976), dicen
que: “cada maestro debe tener presente que lo importante no es evaluar, sino establecer los
propositos de ésta en la direcciéon del proceso de ensenanza-aprendizaje, para determinar qué
aspectos en el desarrollo cognitivo de los alumnos son necesarios potenciar, y en qué momento
de la clase, curso o etapa es més propicio considerarlos para que se traduzcan en aprendizaje”.

De acuerdo con Rojas, P (2011), cuando se prepara una leccion de matemadtica, una de las
preocupaciones principales radica en como mantener a los estudiantes interesados en el tema que
se va a desarrollar y cémo se deben estructurar los discursos didacticos para atraer y mantener
la atencion de los estudiantes. Por tal razén, cada docente debe tener bien estructurada la labor
pedagégica v académica a desarrollar en el aula, que promueva la motivacién hacia el aprendizaje
en los estudiantes.

Se propuso para la evaluacion del curso, aparte de la evaluacion escrita, implementar otros
instrumentos de evaluacién como talleres y asistencia participativa. De esta forma se promueve
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la motivacién y la evaluacion se vuelve integra, promoviendo asf el estudio después de clase.
En el anexo 4 se relaciona el programa del curso y la estructura de la evaluacién mediante los
porcentajes asignados. Por consiguiente, a continuacién se describe la dindmica de cada una de
las estrategias utilizadas en el desarrollo de la practica docente, intentando seguir lo propuesto
por Rojas, P (2011) y Ausubel, D; Novak, J y Hanesian, H (1976).

= Actividades de clase : al comienzo de cada clase se indagaba acerca de los conocimientos
previos del estudiante y se realizaban preguntas generales del tema a tratar. Por ejemplo,
si el tema correspondiente era combinatoria, se realizaban preguntas como ;qué es un
arreglo? O simplemente se proponia un ejercicio como: si tengo 3 libros, ;de cuantas formas
diferentes los puedo organizar en un estante? A partir de este tipo de preguntas se iniciaban
las clases, para luego introducir los conceptos teéricos y profundizar en el tema a tratar. En
la clase se desarrollaban desde problemas de aplicacién hasta ejercicios operativos, siempre
teniendo en cuenta la participacién del estudiante.

Siempre se traté de motivar a los estudiantes a que respondieran las preguntas planteadas,
haciendo ver el valor de sus respuestas aunque no fueran acertadas. Del total de alum-
nos habia 5 de éstos que siempre participaban ofreciendo buenos aportes a la clase. Para
hacer participe al resto del grupo, se realizaban preguntas aleatorias al resto de los estu-
diantes, algunos de éstos respondian correctamente, otros tenfan indicios y unos pocos no
respondian.

Ademas, la aplicacion de los diferentes instrumentos de evaluacién estuvo acompanada de
retroalimentacién por parte del docente y los estudiantes, mediante la solucién de algunos
puntos que presentaron mayor dificultad a nivel grupal. Esto con el propésito de conocer
el avance de los educandos en las teméaticas abordadas en clase y asi poder fortalecer su
proceso de aprendizaje.

= Asesorias: el estudiante tenia la opcién de asistir a una asesoria semanal de dos horas,
que le permitia consultar dudas teéricas y recibir orientacién acerca de los ejercicios que
no pudo resolver en su trabajo personal. A la asesoria programada asistian un promedio de
10 estudiantes, de los cuales 2 alumnos asistian continuamente. Los estudiantes también
tenfan la oportunidad de asistir a otras asesorfas programadas por docentes y monitores
de la escuela de mateméticas.

La mayoria de las preguntas realizadas por los estudiantes en la asesoria, eran sobre dudas
conceptuales del taller propuesto, en particular sobre las situaciones problema. El tipo de
preguntas estaban relacionadas con el planteamiento inicial o como definir y escoger las
variables de una situacén problema.

La finalidad de esta estrategia era que los alumnos, llevaran a la asesoria los ejercicios que
no pudieron solucionar en su trabajo individual o grupal. Que llevaran dudas concretas y
que no llegaran a una asesoria sin saber qué preguntar.

= Asistencia Participativa: el reto de la asignatura fue generar estrategias para que el
curso resultara atractivo y enriquecedor para los estudiantes. Por tal motivo durante el
curso se promovio la generacion de interrogantes y asi mismo la solucion a éstos, mediante
el desarrollo de ejercicios de forma individual y grupal en el aula. Por ejemplo, en el
curso se utilizé la siguiente estrategia de motivacion: se asignaban algunos ejercicios o
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problemas para que los estudiantes los solucionaran en clase, y a los 3 primeros alumnos
que terminaran el ejercicio propuesto, obtenfan un 0,1 adicional en el Quiz correspondiente
a la temaética tratada en el momento. Cada alumno podia obtener un s6lo 0,1 por clase,
por lo cual todos los estudiantes tenfan la oportunidad de obtener su bonificacién en la
nota. Estas actividades con el fin de fortalecer y motivar el aprendizaje del estudiante. En
algunas clases que no se utilizaba la estrategia de motivacién mencionada, los estudiantes
proponian que se propusiera algunos ejercicios para ellos realizarlos.

Como estrategia para evaluar la asistencia participativa, la cual tenfa un 10 % de la eval-
uaciéon del curso, al final de algunas sesiones se proponia un problema o ejercicio para
entregar. Con esto se pretendia que el estudiante asistiera a la mayoria de las sesiones pro-
gramadas, y en cada sesién desarrollara por lo menos un problema y un ejercicio del tema
orientado. Con el fin de que el educando se hiciera participe y no fuera solo un receptor.
El ejercicio propuesto lo debian realizar en conjunto con otros compafieros. La conforma-
cion de los grupos de estudiantes era libre, éstos conformaban en promedio grupos de 4
companeros, de esta forma se promovio el trabajo en equipo y la interaccion personal.

De los ejercicios entregados por los grupos de estudiantes, aproximadamente un 80 % de los
ejercicios propuestos tenian un buen desarrollo. Respecto a la conformaciéon de los grupos
se notd que siempre eran los mismos companeros que se reunian, de los cuales por lo menos
uno de ellos dominaba el tema y era el que llevaba la direccién del ejercicio o problema
planteado.

Talleres: los talleres tenfan un 12% de la evaluacion del curso, como forma de evaluar
esta estrategia, se propuso un taller semanal acerca de la tematica desarrollada durante la
semana de clase. El taller lo debian entregar resuelto y de forma individual, sin embargo
la idea era que se reunieran dos o mas alumnos a desarrollarlo. Los talleres contenfan en
promedio 6 problemas y 6 ejercicios, con diferentes niveles de dificultad, dirigidos a mejorar
la parte operacional y conceptual del estudiante (ver anexo 3).

En los talleres propuestos se observé que los estudiantes presentaron mas dificultad en las
situaciones problema que no se podian graficar, que las que si lo permitian. El cumplimiento
de esta estrategia por parte de los estudiantes fue alto. Cada semana aproximadamente el
90 % de los estudiantes entregaban el taller propuesto, algunos lo entregaban resuelto en
su totalidad y otros con ciertos puntos sin resolver, en particular los ejercicios operativos.

Esta estrategia se desarrollé para que el estudiante, por medio de la solucién de talleres,
mejorara su ritmo de estudio y se preparara para las evaluaciones cortas y de fin de semestre.

Quices : los quices tenian un 48 % de la evaluacion del curso, en total se realizaron 6 quices,
cada uno del 8%, correspondientes a cada unidad programada (ver anexo 4). Los quices
eran individuales, se realizaban una hora antes de finalizar la clase y tenfan en promedio
3 puntos, de los cuales uno era una situacién problema y los otros ejercicios operativos.
Algunas veces se propuso una pregunta teorica como punto del quiz.

Los quices se programaron desde el inicio del semestre, y se realizaban 3 clases después de
haber terminado la temética correspondiente. La dificultad de los quices estaba clasificada
en término medio. Los ejercicios que contenian los quices eran extraidos del libro guia y de
los talleres propuestos, en algunas ocasiones se ponian ejercicios que se habian resuelto en
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el aula de clase. Esto para promover el estudio y la realizacién de los talleres por parte de
los estudiantes.

La finalidad de esta estrategia, era tratar de evaluar continuamente al estudiante como lo
propone Ausubel, D; Novak, J y Hanesian, H (1976), esto permite que los procesos del
aprendizaje sean continuos. Asi el estudiante puede utilizar sus conocimientos adquiridos,
como fundamentos para la adquisiciéon de nuevos conceptos.

= Evaluacién final : esta evaluacion fue programada por la direcciéon académica en Bogoté.
La prueba fue disefiada en un cuadernillo con su respectiva hoja de respuesta, tenia un total
de 30 preguntas de escogencia multiple. Los estudiantes tenfan 2 horas para la realizacién
de la prueba, la cual tiene un 30 % de la evaluacion del curso. Por medida de seguridad la
evaluacion es enviada desde Bogotd a todas las sedes de la Universidad Nacional. Es recibida
por las respectivas escuelas de matematicas, las cuales asignan un grupo de docentes para
que se encarguen de ubicar y dar las instrucciones a los estudiantes, al momento de realizar
el examen.

Después de realizada la prueba, por parte de los estudiantes se deben entregar las hojas de
respuesta, con sus respectivos cuadernillos para ser enviados a Bogota. Respecto al estilo de
preguntas, no se tiene ningtin conocimiento, debido a que la direccién académica restringe
la informacién por medida de seguridad. La tnica informacién que se tiene, es acerca de
los temas que se evaluaron (ver anexo 4).

Se obtuvo buena participacién por parte de los estudiantes en las estrategias mencionadas.
En particular, se resalta la participacién en las actividades de clase, debido al incentivo por parte
de la bonificacién en los quices. La finalidad de las estrategias mencionadas anteriormente, fue
brindar el medio y los recursos necesarios, para que el estudiante afianzara el planteamiento y
solucién de situaciones problema. Finalmente, mediante la aplicacién de las estrategias, se observd
e identific6 el grado de avance que se obtuvo durante el desarrollo del curso. La informacion
obtenida durante este proceso fue sistematizada y analizada para observar la viabilidad de la
propuesta y poder formular conclusiones y recomendaciones pertinentes.
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4. Resultados

A continuacion se relacionan los resultados de la evaluacion escrita (ver anexo 2) y de
seguimiento (ver anexo 3) aplicada durante el primer semestre del afio 2011 al grupo No 20
de matematicas basicas.

4.1. Evaluacion

En la figura 1 se relacionan los resultados de las evaluaciones realizadas durante el semestre,
cada evaluacién corresponde a una temética diferente. Posteriormente se muestran los anélisis de
las teméticas segun el orden de aplicacion. Ademés se muestran los resultados de la evaluacién
final, aplicada y disenada por la direccién académica.

EVALUACIONES
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Figura 1: Evaluaciones Porcentaje

4.1.1. Conjuntos y Sistemas Numéricos

De las seis unidades ésta obtuvo mejor desempernio grupal. En la parte operativa se encontraron
falencias en la simplificacién de fracciones y en algunas propiedades de la potenciacién, como
potencia de una potencia y manejo de potencias negativas. Respecto al planteamiento y solucién
de situaciones problema se hallaron dificultades en la etapa de verificacion (ver marco tedrico).
A continuacién se relaciona un problema propuesto en el quiz 1 correspondiente al tema de
conjuntos y sistemas numéricos.

“Se realizo una encuesta con 550 personas. Se enconlré que 130 veian la television, 215
escuchaban la radio, 345 leian el periddico para enterarse de las noticias, 100 leian el periddico
y escuchaban radio, 35 veian la television y escuchaban radio y 65 veian television y leian el
periodico. Si 20 personas se enteraban de la noticias por los tres medios, determine:”
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1. ;Cudntas solo veian TV?

2. ;Cudntas usaban al menos dos medios de comunicacion para enterarse de las noticias?
3. s Cudntas usaban exclusivamente sélo dos medios de comunicacion?

4. ;Cudntas usaban uno y sélo un medio para enterarse de las noticias?

5. ;Cudntos no utilizaban ninguno de estos tres medios?

En la ejecucion de las 4 etapas sugeridas por Polya (1970) para la solucion de problemas,
aplicadas al anterior problema por parte de los estudiantes, se observé un buen dominio en las
3 primeras etapas: comprender el problema, concebir y ejecutar el plan. Respecto a la etapa
de verificacién hay errores en la concordancia de la respuesta, es decir, se realizan bien los
procedimientos aritméticos, pero no se verifica para obtener los resultados que estan implicitos
o que surgen al momento de verificar los resultados. Por ejemplo, un estudiante al realizar el
diagrama Venn, para representar la situacién mediante la informacién ofrecida, obtuvo como
resultado una encuesta realizada a 700 personas, este tipo de errores se pueden eliminar si se
realiza una verificaciéon con lo planteado en el problema.

De los talleres realizados y las actividades de clase para el quiz 1, se observé que los estudiantes
presentaron buena asimilacién con situaciones problema que se podian dibujar, como el problema
propuesto para el quiz 1, puesto que se lograba realizar un mejor planteamiento de las variables
iniciales a partir de la gréafica. La mayor dificultad se centr6 en la parte operativa de las fracciones,
como suma, resta, simplificacion y al aplicar la ley de signos, encontrando los siguientes tipos de
errores:

9 3

20 10

1 2 3

6 5 11
1-(2-5)=1-2-5

4.1.2. Algebra

De la figura 1, se aprecia que aproximadamente un 52 % de los estudiantes aprobaron la
unidad de algebra. Se encontraron algunas difiultades por parte de los alumnos en operaciones
de fraccionarios con expresiones algebraicas y factorizacién para polinomios de grado mayor o
igual a 3. Esto se present6 debido a la poca agilidad en la parte operacional de los estudiantes, es
decir, en lugar de simplificar una expresion, la amplifican para luego simplificarla, lo cual refleja
el bajo grado de destreza del estudiante, al proponer un procedimiento que lleve directamente a
la respuesta adecuada y con el menor ntimero de errores posibles.

Respecto a la factorizaciéon de expresiones algebraicas, se identificé el desconocimiento de
algunas propiedades como teorema del factor y del residuo. También hay desconocimiento en el
manejo operacional de productos notables, llegando a errores como:
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(a+b)? =a? + b2

Para trabajar con expresiones algebraicas es fundamental un buen manejo de la parte arit-
mética y la simplificacién. Uno de los mayores errores es la extraccion correcta del factor comun
para reducir una expresion matematica. En la figura 2 se relaciona un punto propuesto en el
taller 2 correspondiente al tema de algebra, donde se puede apreciar la dificultad que representa
para los estudiantes la extraccion correcta del factor comtn.
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Figura 2: Taller 2 - Tema Algebra

De la figura 2 se aprecia que el estudiante no tiene dificultad al transformar un radical en
exponente fraccionario ( V22 + 2 = (22 + 2)/2). El factor comtn que se presenta en el ejercicio
es el correcto ((x2+2)'/2). La dificultad radica en que el estudiante no realiza una verificacion, es
decir, se debe verificar si la multiplicacién del factor comin por cada uno de los factores, da como
resultado el polinomio original. A continuacion se muestra el resultado dado por el estudiante:

(22 + 2)2(1%2 + 22 + 2?).
Realizando la verificacion se obtiene:

(z% + 2)1/2 + 2x(2% + 2)1/2 + 2% (2 + 2)1/2.

El resultado ofrecido por el estudiante, difiere del polinomio inicial en los exponentes de los
dos primeros factores. Lo que implica que el estudiante tiene dificultad al establecer los factores
correctos después de extraer el factor comun. A continuacion se relaciona el polinomio inicial, al
cual se debfa llegar después de hacer la verificacion:

(.1‘2+2)5/2+2.1‘(ZC2+2>5/2+$2($2—|—2)1/2.

Otro tipo de dificultad es el planteamiento y solucién de situaciones problema. Se hallaron
inconvenientes al momento de interpretar la informacién que se ofrece en el enunciado. A contin-
uacién se relaciona un problema propuesto en el taller 2, perteneciente a la unidad de algebra:
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“El triple del numero de monedas que tiene Jorge, aumentado en 29, es igual a dos veces el
nidmero de monedas que tiene Jorge, aumentado en el nimero de monedas de Carlos. Si Carlos
tiene 101 monedas, ;cudntas tiene Jorge? ”

Del problema anterior se hallaron los siguientes planteamientos por parte de los estudiantes:

Sea x namero de monedas que tiene Jorge.
Sea 101 nimero de monedas que tiene Carlos.

3429z =2+ 101x [1]

Segun las etapas en resolucion de problemas propuestas por Polya (1970), el estudiante tiene
dificultades en la primera etapa, que es la comprension del problema. El alumno extrae toda la
informacién del enunciado, pero no sabe interpretar algunas frases matematicas como: “aumen-
tado en el nimero de monedas de Carlos” y “es igual a dos veces el niimero de monedas que tiene
Jorge”. Obteniendo un mal resultado en la solucién de la situaciéon problema.

De la ecuacion [1] , se observa que el estudiante interpreta la palabra “aumentado” como un
producto y la palabra el “doble o triple” como una adiciéon. Segin Ausubel (1992) el estudiante no
tiene dificultades al efectuar las operaciones elementales (suma, resta, multiplicacion y division),
el alumno tiene falencias en preconceptos concernientes a la interpretacién de frases.

En general para la solucién de problemas y ejercicios, se hallaron dificultades con la suma y
resta de expresiones algebraicas, en particular cuando éstas se proponian mediante operaciones
con fraccionarios.

Se puede concluir entonces que el estudiante no esta realizando una relacién entre los conocimien-
tos previos y los nuevos (Aprendizaje significativo de Ausubel). Por tal razon el docente desde
aula debe incitar a que el alumno, utilice sus conocimientos previos para que éstos no sean olvi-
dados. Por ejemplo el tema de algebra es conveniente desarrollarlo con ejercicios en los que se
aplique dos o mas casos de factorizacion, en los que se intervenga operaciones con fraccionarios,
lo anterior como estrategia para articular los diferentes temas vistos. Ademés, se debe realizar
énfasis en el manejo acertado del factor comun, para reducir las expresiones matematicas a su
minima expresion.

4.1.3. Ecuaciones y Desigualdades

Aproximadamente un 67 % de los alumnos aprobaron esta teméatica, sin embargo se encon-
traron dificultades en el planteamiento de problemas, al momento de definir e identificar variables.
La mayor falencia se centra en que los estudiantes no saben comprender un problema, les cuesta
interpretar frases como: “a lo sumo”, “el inverso aditivo”, “su inverso aumentado en el doble”, entre
otros. Ademas, se presentan inconvenientes al identificar el valor absoluto como una distancia y

en algunas operaciones que impliquen desigualdades.

Otra dificultad observada fue al identificar el conjunto solucién de una desigualdad, especial-
mente para polinomios de grado mayor o igual a 2, y reconocer la derecha e izquierda de un
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ntmero negativo en la recta real.

A continuacién se relaciona el enunciado de un punto propuesto en el quiz 3, en el que se
muestra un buen planteamiento de la situacién problema, pero con un error en la solucién.

“Un alimento debe ser transportado por un camidn que maneja una escala de temperatura
en grados Fahrenheit. St el alimento debe estar entre —2 y 10 grados Celsius, ;Cudl debe ser la
escala en Fahrenheit para que el alimento se conserve en buen estado?.”

En la figura 3 se muestra el resultado dado por un estudiante de la situacién problema
propuesta en el quiz 3. Se puede apreciar que el planteamiento y la parte operacional de la
situacion problema estan bien, el error se encuentra en que el estudiante olvida, que al dividir
o multiplicar por un signo negativo, el sentido de una desigualdad cambia. Segin Polya (1970),
en las etapas de resoluciéon de problemas, la dificultad se centra en la etapa 4, es decir, no hay
verificaciéon de los resultados obtenidos en concordancia de la situacién problema planteada.
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Figura 3: Quiz 3 - Tema Desigualdades

En general, siguen presentes errores en la parte operacional y en la simplificacion por medio de
factor comin, en especial cuando hay fracciones y signos negativos. Los componentes aritmético
y algebraico requieren de continuo refuerzo, por tal razon en el desarrollo de cada unidad se
deben articular los preconceptos.

El tema de desigualdades y valor absoluto es conveniente abordarlo con ejercicios en los que se
intervenga un fuerte proceso aritmético y algebraico, con el fin de fortalecer la parte operacional
y conceptual del estudiante.

4.1.4. Geometria Elemental

De la figura 1 se observa que aproximadamente un 61 % de los estudiantes, aprobaron el Quiz
4 correspondiente a los temas de geometria elemental. La mayoria de las dificultades acerca de
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este tema se centran en el procedimiento aritmético y desconocimiento de la féormula asociada
al area y volumen de figuras como: cono, cilindro, tridngulo, y circunferencia. A continuaciéon se
muestra un ejemplo de dificultad, presentada por un estudiante en una actividad realizada en
clase, correspondiente a la unidad de geometria (ver figura 4).
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Figura 4: Actividad - Tema Geometria

De la actividad de clase mostrada en la figura 4, el estudiante comienza planteando el area
de la circunferencia de radio [ inscrita en el cuadrado de lado 2[, luego halla el area de un cuarto
de circunferencia de radio [ y efectiia una resta entre el drea completa y el cuarto de area de la

circunferencia. Obteniendo como resultado:

A, = rwl?.
Acyy = 212.
Ae— Ay, =7l — 212.
Ae— Ay, = %ﬂz?.

Luego el resultado obtenido es multiplicado por 4, obteniendo como resultado final:

A(A. — Ac,,,) = 37l2.[2]

El resultado [2] es la solucion dada por el estudiante. Segtin Polya (1970) la dificultad en el
desarrollo de la situacién problema estd en la comprensién del enunciado y en la verificacién. La
parte operativa es correcta pero no concuerda con la solucién que se debe obtener. El estudiante
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no sigue las etapas en la solucién de problemas, puesto que éste no verifica el resultado obtenido,
con lo planteado inicialmente.

Se identificé a partir del trabajo en el aula, que es positivo abordar este tema con situaciones
que involucren inicialmente una figura geométrica, luego ir introduciendo situaciones geométricas
con dos o més figuras, en las que la ayuda grafica se construya a partir del enunciado. Por medio
de la representacion grafica, el estudiante puede obtener facilmente la informacién necesaria para
el planteamiento y la solucién de situaciones problema.

4.1.5. Funciones Reales

Aproximadamente un 50 % de los estudiantes aprobaron el quiz 5 correspondiente al tema
funciones. En particular para las situaciones problema, se hallaron dificultades al definir las
variables dependientes e independientes, dificultad al relacionar entre si las variables planteadas.
Lo cual ocasiona inconvenientes en procedimientos aritméticos y algebraicos para poder llegar a
la solucion exacta. A continuaciéon se muestra una situacion problema trabajada en una actividad
de clase, correspondiente a la unidad de funciones.

“Un alambre de 100cm de longitud, se corta en dos partes formando con una de ellas un
circulo y con la otra un cuadrado. Hallar un modelo matemdtico que represente la suma de las
dreas de las dos figuras, en términos del lado del cuadrado”.

La solucién dada por el estudiante fue la siguiente:

Sea z longitud para formar el cuadrado.
Sea y longitud para formar el circulo.

Lado del cuadrado = %

Radio del circulo = %

2
. —)
Aczrculo = 4x-
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Acuadrado = 16 -

Solucién final:

Atotal = Acirculo + Acuadrado

Atotal = % + %, — Respuesta dada por el estudiante.

La solucién final presentada por el estudiante estd en funcién de dos variables, falta relacionar
las variables x y y entre si, por medio de la longitud del alambre. Segtin Polya (1970), la dificultad
presentada radica en que el estudiante no esta utilizando toda la informacién brindada, es decir,
el enunciado no se comprendié en su totalidad.
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Otro tipo de dificultad se presenté para graficar funciones en el plano cartesiano, cuando una
funcién estaba trasladada, comprimida o reflejada. Ademas no se nombraban los ejes coordenados,
aspecto muy importante al momento de trabajar con procesos de ingenieria. Por ejemplo en la
figura 5, se relaciona un punto realizado por un estudiante en el taller 8 propuesto para la unidad
de funciones. La figura muestra algunos errores al momento de graficar y determinar el rango de
la funcién:

Figura 5: Taller - Tema Funciones

De la figura 5, se observé que no se nombran los ejes coordenados y hay problemas al momento
de graficar la funcién, debido a que ésta se encuentra desplazada tanto en el eje z como en el
¥, lo que conlleva a la mala obtencion del rango. Segtiin Ausubel (1992) el estudiante maneja los
conceptos previos necesarios para realizar la grafica, puesto que conoce la grafica de la funcion
genérica:

1
T)=—.
fla) =~
Esto se puede comprobar en la forma de la grafica propuesta por el estudiante, la cual es
correcta. El problema radica en que el alumno no sabe realizar las transformaciones elementales.

En algunos casos se observo que para orientar el tema de grafica de funciones, posiblemente
es mejor partir de funciones pares, impares y gréaficas de funciones trigonométricas, debido a la
simetria que éstas presentan, respecto a los ejes coordenados.

Una de las estrategias identificadas que tuvo buen resultado al ensenar estos temas, fue partir
de la funcién lineal, esta funcién ofrece una buena comprensién por parte de los estudiantes,
debido a que es facil realizar transformaciones elementales y formular gran variedad de situaciones
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problema aplicadas a lo cotidiano. A continuacién se muestra un ejemplo trabajado en el aula
de clase, empleando la funcién lineal.

“Un estacionamiento en la ciudad cobra 2000 pesos por la primera hora y 1000 pesos por
cada hora adicional. Expresar la cuota de estacionamiento como una funcidn del niimero de horas
estacionadas.”

El problema anterior se resolvi6 como lo propone Polya (1970)
Sea x nimero de horas que permanece un auto en el estacionamiento.
Sea y Cuota del estacionamiento en funcién del ndmero de horas.

No de horas Cantidad a pagar

2000
2000-+1000
2000-+1000
20001000
20001000

Tk W N~

2-
3-
4-
5-

—_— ==

1)
1)
1)
1)

x 2000-+1000(x-1)

Como resultado final se obtiene el pago en funcién del ntimero de horas, y = 2000+1000(z—1).
Situaciones problema como ésta permite al estudiante observar el comportamiento paso a paso
de la funcién, hasta llegar a la solucion final.

4.1.6. Quiz 6: Trigonometria

La unidad de trigonometria la aprobaron un 47 % de los estudiantes. Esta unidad presenté
mayor dificultad respecto a las demés, pues se evidencié el poco pre-conocimiento de los estudi-
antes en temas como, identidades y ecuaciones trigonométricas. Sin embargo en el planteamiento
y solucién de problemas se encontré un buen dominio por parte de los estudiantes.

Para el manejo del tema de identidades trigonométricas es necesario el conocimiento de
identidades bésicas, como las pitagéricas y de angulo doble, pertinentes para el desarrollo de
los ejercicios. Durante el desarrollo del curso se encontré como posible estrategia para abordar
el tema, la ejecucién de ejercicios que involucren por lo menos tres funciones trigonométricas,
asf los estudiantes se ven en la necesidad de recordar algunas identidades basicas. Con esto se
pretende que el estudiante repase y articule sus conocimientos previos, para el aprendizaje de los
nuevos temas.

Respecto al desarrollo de problemas de aplicacién que se pueden abordar mediante las leyes
del seno y coseno y el teorema de Pitdgoras, se noté un buen desempeno en la parte grafica,
planteamiento de variables y desarrollo algebraico. Fsta temética es bueno abordarla con prob-
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lemas en los que se muestre diferentes formas de hallar la solucién. Esto con la finalidad de que
sea el propio estudiante quién decida qué procedimiento es el adecuado, y le permita optimizar
tiempo en el desarrollo algebraico y aritmético del problema. A continuacién se relacionan dos
problemas, uno propuesto como actividad de clase y el otro en el quiz 6.

Problema 1: encuentre el dngulo de elevaciéon del sol si un hombre de 1, 75m de estatura,
produce una sombra de 82cm de longitud en el suelo.

El ejercicio anterior tuvo dos desarrollos diferentes por parte de los estudiantes, los cuales
obtuvieron el mismo resultado. Las dos soluciones presentadas estuvieron acompaifas de la ayuda
grafica. La primera soluciéon se obtuvo mediante la relacion de la tangente para determinar el
angulo pedido, la cual se muestra a continuaciéon:

1,75
tan(9> = O’@
6 = tan1(2,13).
0 = 64,9.

En la segunda forma para hallar la solucién, se hallé primero la hipotenusa por medio del
teorema de Pitagoras, para luego aplicar la ley del seno y obtener asi el angulo pedido. El
desarrollo se muestra a continuacion:

2 =1,75% 4+ 0,822
xz = 1,93.

Después de hallar = se procede a aplicar la ley del seno de la siguiente forma

x L7
sin(90) 6
1,93 1,75

sin(90)  sin(6)’
1,75
in(f) = .
sin(6) 1.03
0 = sin~1(0,91).
0 = 65,0.

Segun Polya (1970), en el problema propuesto se cumplen las etapas en la solucion de proble-
mas, la diferencia radica en que hay procedimientos que son mas cortos que otros. Los resultados
presentados por los estudiantes son iguales, solo difieren en décimas.

Problema 2: un hombre eleva una cometa. La cometa estd a una distancia de 1000cm de
él, el angulo que forma la cometa con la vista del hombre es de 60° por encima de la horizontal.
Si el hombre sostiene el hilo a la altura de la cabeza, determine:
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= El valor exacto de la altura a la cual se halla la cometa del piso, si el hombre mide 1,8m

La figura 6 muestra el resultado de la situacioén problema propuesta en el Quiz 6, presentado
por un estudiante.

A) ;
@ JORCht 3 — 2 A
aled e |
o BL S .
“';h Zent '(-‘i"i'-/]-':ff?-}'i' A )
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Figura 6: Quiz 6 - Tema Trigonometria

De la figura 6 se aprecia que el estudiante realizé un grafico que representaba la situacion
problema, luego en base a la grafica realiz6 el planteamiento y la solucién del problema, apli-
cando la ley del seno. Segin Polya el alumno aplica las etapas en la resolucion del problema, en
particular la comprensiéon de la situacién problema la realiza a partir de la grafica que el mismo
construye. Segin Ausubel (1992), el estudiante maneja los preconceptos necesarios para abordar
el problema planteado, esto se evidencia, en la conversiéon de unidades de centimetros a metros
y en el conocimiento del valor exacto de las funciones trigonométricas, evaluadas en los dngulos
de 30 y 60 grados.

4.2. Talleres y Actividades de clase

La figura 7 relaciona el porcentaje de cumplimiento en la evaluacién de seguimiento asignado
para el curso. Al seguimiento le correspondia un 22 % de la asignatura, distribuido de la siguiente
forma: un 10 % para la asistencia participativa y actividades en clase y el 12% en talleres que se
entregaban cada semana.

Con esta propuesta de evaluacidon se pretendia que aumentara la participacion activa y con-
tinua de los estudiantes en la clase, con el fin de promover el estudio constante de los temas
vistos en la asignatura y poder obtener buenos resultados en quices y la prueba final del curso.

Se realizaron un total de 11 talleres y 10 actividades o talleres grupales en clases (ver anexo
3). En estas actividades se obtuvo un 91 % en el cumplimiento de las tareas asignadas por parte
de los estudiantes. Este porcentaje representa un buen resultado para el trabajo de seguimiento,
teniendo en cuenta que el curso se ofrece a estudiantes de primer semestre, los cuales se estan
adaptando a la vida universitaria.

Las actividades en clase y talleres semanales siempre involucraban situaciones problema. Unas
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SEGUIMIENT O
91,2%

91.2%

91.1%

91,1%

91,0%

91.0%

90,9% -~

TALLERES ASISTENCIA

Figura 7: Seguimiento

podian desarrollarse con ayuda grafica, lo cual facilitaba la solucién del problema, sin embargo las
situaciones que no se podian representar mediante una grafica presentaban casi siempre errores
en su planteamiento. A continuaciéon se relacionan dos problemas propuestos en el taller 2 (ver
anexo 3), en el primero no es posible obtener ayuda gréfica y en el segundo se puede obtener un
grafico que represente la situacién problema.

1. El triple del nimero de monedas que tiene Jorge, aumentado en 29, es igual al doble del
numero de monedas que tiene Jorge, mds el nimero de monedas de Carlos. Si Carlos tiene
101 monedas, ;cudntas tiene Jorge?

2. Una compania tiene 350 empleados, de los cuales 160 obtuvieron un aumento de salario,
100 fueron Promovidos y 60 fueron promovidos y obtuvieron un aumento de salario.

a) ¢Cudntos empleados obtuvieron un aumento pero no fueron promovidos?
b) ¢Cudntos empleados fueron promovidos pero no obtuvieron un aumento?

¢) ¢Cudntos empleados no obtuvieron ni aumento de salarios ni fueron promovidos?

De la revisién que se realizé a los talleres entregados por los alumnos, se observé que aprox-
imadamente un 70 % entregaron el punto 1 con el procedimiento correcto y aproximadamente
un 85 % entregaron el punto 2 con el procedimiento correcto. En el punto 1, la mayoria de los
errores fueron en el planteamiento inicial del problema como se muestra en la seccion 4.1.2. En el
punto 2 se observé que todos los estudiantes realizaron un grafico para representar el problema,
por medio del cual se realiz6 el planteamiento inicial del enunciado. La mayoria de los errores en
el punto 2, se hallaron en la respuesta del item c. Segin Polya (1970), no se cumple la primera
y cuarta etapa en la resolucién de problemas, que es la comprensién total del problema y la
verificacién de resultados en concordancia con la informacién dada.

. Qué hace que un problema como los mostrados anteriormente se haga facil o dificil para
los estudiantes? Es evidente que los alumnos que llegan al primer semestre presentan unos
conocimientos previos ubicados en diferentes niveles de conocimiento. Unos tienen mejores bases
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en su formacion matemética y/o en otras areas del conocimiento, como lo es la comprension e
interpretacion de textos, fundamental al momento de leer y comprender una situacién problema.
Para Ausubel (1992), los preconceptos y otra informacién que el estudiante traiga consigo, es
necesaria y facilita la comprensién de los nuevos conceptos.

De la aplicacién de las actividades de clase y los talleres, se puede concluir que los estudiantes
cumplieron con la mayoria de las tareas establecidas. Segin Ausubel (1992) se deben articular
y repasar continuamente los temas vistos, para que éstos no se olviden y se empleen como
fundamento en la adquisicion de nuevos conceptos. Segin Polya (1970), es importante que el
alumno desarrolle las 4 etapas en la resolucién de problemas, enfatizando en la comprensién del
problema y la verificacion, puesto que en estas etapas la mayoria de los resultados presentados
por los estudiantes mostraron errores.

4.3. Evaluacion final

La evaluacion final tenia un 30 % de la evaluacion del curso, esta prueba fue aplicada después
de terminar todas las teméticas propuestas, y de realizar la evaluacion y el seguimiento propuesto
para el 70 %. En la tabla 2 se muestran algunos resultados obtenidos en la prueba.

Cuadro 2: Resultados Evaluacién Final

% DE ESTUDIANTES CRITERIO
37 % Aprobaron con calificaciéon > 3,0
27 % Obtuvieron calificacién entre 2,7 y 2,9
24 % Obtuvieron calificacién entre 1,5 y 2,6
12% No presentaron la prueba

Respecto a los procedimientos realizados por los estudiantes en la prueba final, no se tiene
ninguna informacion. Esto se debe a que la hoja de respuestas y el cuadernillo de la evaluacion
fueron enviados a Bogota, puesto que asf lo estipul6 la direccién académica. La prueba fue dis-
enada mediante preguntas de seleccion multiple, de las cuales se desconoce si el tipo de pregunta
estaba basado en ejercicios o en situaciones problema.
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5. Conclusiones y Recomendaciones

A continuacion se relacionan algunas conclusiones y recomendaciones que surgieron, después
de implementar la metodologfa propuesta en el desarrollo de la practica docente.

Después de orientar las diferentes tematicas en el curso de matematicas bésicas hacia un
mejor planteamiento y resolucién de problemas, se observé a partir de la evaluaciéon que una
buena forma de enseniar una temética es partiendo de una situacién que sea aplicable a la vida
o procesos de ingenierfa. El desarrollo del procedimiento y la solucién de dicha situacién es
conveniente realizarlo de forma inductiva como lo propone Polya (1970). A continuacion se cita
un ejemplo realizado en clase.

“De una larga pieza de hoja de lata de 25c¢m. de ancho se va a hacer un canalon para lluvia,
doblando hacia arriba sus orillas para formar sus lados. Expresar el drea de la seccion transversal
del canalon para lluvia como una funcion de su altura”.

Problemas como el anterior permiten al estudiante generar un panorama holistico que le
ayude en la construccién de un buen planteamiento, para extraer los elementos correctos y
necesarios para llegar a la solucidon. En este tipo de problemas la mayoria de los errores fueron
procedimentales.

Resolver un problema de forma inductiva permite que el estudiante defina de forma acertada
cada variable, ademés de experimentar el comportamiento de éstas en un proceso paso a paso,
desde las condiciones iniciales hasta el planteamiento final que conlleva a la solucién. En esta
forma de solucionar problemas el estudiante vive el problema y él mismo decide qué pasos omite
o que le falta para que todo sea claro.

En el desarrollo de las clases y de las actividades programadas, se observd que para los
temas de conjuntos, funciones, geometria y trigonometria, las situaciones problema obtuvieron
buen resultado en cuanto a la comprensién por parte de los estudiantes. Otros temas como
racionalizacion, identidades trigonométricas y division de polinomios (ver anexo 4), posiblemente
son mejor abordarlos como herramientas operativas, y no desde una situacién problema.

Las unidades de algebra y funciones son las que requieren de mayor trabajo en el aula. El
algebra por la factorizacion y procedimientos aritméticos, y las funciones en la parte de graficas
e interpretacion de dominio y rango.

Parala unidad de funciones, se sugiere abordarla inicialmente con funciones lineales y cuadrati-
cas, luego implementar las graficas de funciones trigonomeétricas, puesto que éstas presentan un
mejor efecto respecto en las transformaciones elementales, ademas de un sin fin de problemas
aplicados a la ingenierfa.

El manejo del algebra es fundamental y estd inmerso en casi todas las unidades de la asig-
natura, ademads de ser una de las unidades que gener¢ dificultades para los estudiantes, presen-
tando falencias como: simplificar fracciones algebraicas, factorizacion, generalizacion (casi siem-
pre se trata de asociar con valores numeéricos) e interpretacion de una solucién. Por tal razon,
una buena estrategia para abordar dicha temética es permitir que los estudiantes comiencen
utilizando el lenguaje cotidiano para explicar sus razonamientos algebraicos; paso a paso ir in-
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corporando el uso de las variables en ejercicios practicos. Después de esto se puede implementar el
uso de ecuaciones de primer grado y segundo grado como ayuda preliminar para la factorizacion.

En la unidad de geometria se sugiere mostrar problemas, donde el alumno se vea en la
necesidad de construir un modelo geométrico a partir de un enunciado, para luego realizar el
planteamiento y la solucién. A continuacién se cita un ejemplo trabajado en el aula con los
estudiantes:

“Se ha pintado un recipiente cilindrico de 20m de didmetro y 15m de altura, con la punta del
cilindro en semiesfera. Se ha pagado a 750 pesos el metro cuadrado de la parte cilindrica y 550
pesos la parte esférica, ;cudnto se pago por todo?”

El ejemplo anterior permite que el alumno realice su propio esquema, ademés con este se
introduce al concepto de funcién.

En el desarrollo de las clases se observd, que al indagar sobre los preconceptos de los estu-
diantes acerca del tema a orientar, se promueve el interés en el tema, se genera confianza en el
estudiante y se ofrece una mirada amplia al docente sobre el nivel conceptual que tiene el grupo.

Se observo que es bueno articular en cada nueva unidad los conocimientos previos con los
nuevos. De esta forma se repasan los temas de unidades anteriores, es decir, con un problema o
ejercicio se pueden evaluar una serie de temas, por ejemplo: desde trigonometria se puede evaluar
factorizacion y funciones.

Se propone utilizar los problemas de aplicaciéon real como camino para alcanzar procesos
de pensamiento matemaético, para que el estudiante razone y elabore conjeturas, que las enun-
cie verbal y simboélicamente, que establezca leyes generales y darle libertad para que utilice
las estrategias que quiera: dibujos, tablas, graficas, entre otros, con el fin de que comunique y
transforme su pensamiento matematico.
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7. ANEXO 1

CLASES MATEMATICAS BASICAS
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MATEMATICAS BASICAS
UNIVERSIDAD NACIONAL DE COLOMBIA - SEDE MEDELLIN
Semestre 01/2011
Clase 1

s Presentacién del curso.

= Predmbulo para tomar la asistencia por medio de las siguientes preguntas:

. Qué se entiende por conjunto y cémo se describen?.
Enuncie y dé ejemplos algunos tipos de operaciones entre conjuntos.
LEn qué areas del conocimiento cree que es posible aplicar los conjuntos?.

CONCEPTOS A TRABAJAR

= NOCIONES SOBRE CONJUNTOS: Conjunto, elemento, conjunto vacio, conjunto
finito, conjunto infinito.

= OPERACIONES ENTRE CONJUNTOS: Inclusién, unién, interseccién, complemento,
diferencia.

» EJEMPLOS: Sistemas Numéricos.

CONJUNTOS

Establecer con claridad conceptos: conjunto, elementos, conjunto vacio, conjunto finito, con-
junto infinito.

Los conjuntos se describen por extensiéon o por compresnsion.
Un conjunto es finito si es vacio o el nimero de elementos que contiene es un niimero N
Si un conjunto no es finito, implica que es infinito.
Tener en cuenta que el conjunto de los nimeros reales R es un conjunto infinito.

OPERACIONES ENTRE CONJUNTOS

» INCLUSION: Un elemento a pertenece a un conjunto si dicho elementos est4 incluido en
él. Es decir, a € A.
Sean A y B conjuntos, se dice que A es subconjunto de B, es decir, A C Bsitodoa € A
cumple que a € B.
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PROPIEDADES

Si A, By C son conjuntos

1.0 CA
2. ACA
3. SSAC By BCC(C, entonces ACC
4. A=BsiysolosiACByBCA

UNION: AUB = {x/x € Az € B}
INTERSECCION:AN B = {z/z € Ayz € B}

PROPIEDADES
UNION INTERSECCION
AUA=A ANA=A

Aud=A AND=10
AC(AUB),BC (AUB) (ANB)CA (ANnB)CB
AUB=BUA ANB=BNA
AU(BUC)=(AUB)UC AN(BNC)=(ANB)NC

AU(BNC)=(AUB)N(AuC) An(BUC)=(ANB)U(ANCQC)
COMPLEMENTO:Si U es el conjunto Universal y A C U, el complemento de A, deno-
tado A" es:

A ={zeU/zc A}

PROPIEDADES

Si A, y B son conjuntos

1. (A)Y =4
2. AUA =U
3. AnA =0

Leyes de Morgan
4. (AUB) =A'nB
5 (AnB) =(A'UB)
DIFERENCIA: Sean A y B dos conjuntos, la diferencia entre A y B, denotada A — B
es:

A—-B={z/xc Ay x ¢ B}
PROPIEDADES
Sean A y B conjuntos
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1. A-B=ANDB
2. A—-B+B—-A
3. A—A=10
4. A-p=A
5 U—-A=A

Ejemplos Para trabajar en clase

1. Para tres conjuntos A,B y C hallar graficamente:

) AUB

b) (AuB)NC
c) BNC

d)y A

a

2.5 A={zeR/-4<z<-1},B={reN/z <4}y C ={x € R/0 <z < 2} Hallar:

a) ANBNC
b) BUC
c) (AuCy
d)y A

e) A-C

3. El diagrama representa un grupo de estudiantes que fueron encuestados y a los cuales se
les pidi6 su opinién respecto de los temas A, By C.

a) ;Numero de estudiantes de la muestra?

b) ;Numero de estudiantes que opinaron del tema B o C
¢) ¢ Cuantos no opinaron?
d) ;Cuéntos estudiantes que habian opinado sobre el tema B opinaron sobre los temas

Ao C?

iNumero de estudiantes que opinaron de los temas A y B?

89

~

i.Cuantos dieron su opinion sélo referente al tema A?

. Cuantos manifestaron su opinién sobre los tres temas

> @

)
)
)
) ¢ Cuantos opinaron sobre el tema C pero no sobre el tema B

4. Se realiz6 una encuesta con 550 personas. Se encontré que 130 veian la television, 215
escuchaban la radio, 345 lefan el periédico para enterarse de las noticias, 100 leian el
periddico y escuchaban radio, 35 veian la television y escuchaban radio y 65 vefan television
y leian el periddico. Si 20 personas se enteraban de la noticias por los tres medios, determine:

a) jcuantas solo veian TV?
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)
)
)
)

€

icudntas usaban al menos dos medios de comunicacion para enterarse de las noticiag?
jcuantas usaban exclusivamente sélo dos medios de comunicacion?
jcuantas usaban uno y sélo un medio para enterarse de las noticias

jcudntos no utilizaban ninguno de estos tres medios?

5. En el jardin de mi casa, hay tres tipos diferentes de flores, unas son de color rojo, otras son
celestes y las otras son amarillas. Ayer me puse a contar las flores de mi jardin y descubri
que en total 38 flores no son de color celeste. En total 45 flores no son de color amarillo. Y
por ultimo, 57 flores no son de color rojo. jCudl es el nimero total de flores de mi jardin?

SISTEMAS NUMERICOS

Matematicamente se tienen definidos seis conjuntos numeéricos, los Numeros Naturales, los
ntimeros enteros, los nameros racionales, los ntmeros irracionales, la unién entre los nameros
racionales e irracionales que dan como resultado los nimeros reales y los nimeros complejos que
comprenden los imaginarios y los reales.

= Numeros Naturales: Representamos por N al conjunto de todos lo ntimeros naturales,
es decir, N = {1, 2, 3,...}. De la definicion de ntimeros naturales se desprende:

1.
2.

El conjunto de los niimeros naturales es infinito.

Es un conjunto discreto, es decir, entre dos ntimeros naturales cualquiera existe un
numero finito de elementos pertenecientes al mismo conjunto.

El primer elemento es el 1, desde este elemento se define para todo numero natural
un sucesor y un predecesor.

= Nameros Enteros: estan formados por los nimeros naturales junto con los ntimeros
negativos y el 0. Denotamos por Z al conjunto de los nimeros enteros: Z = {...3,2,1, 0, 1,

2,3,

...}. Algunas veces, se acostumbra escribir ZT— N.

La importancia de los numeros enteros Z, radica en que admiten operaciones aritméticas
que no estan definidas en el conjunto de los N
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= El conjunto de los ntimeros racionales se obtiene al formar cocientes de nimeros enteros.

Este conjunto lo denotamos por Q. Luego r € Q, si y solo si »r = 2, con p,q € Z, q # 0.

q )
Nameros como:% =1, %, g = 0, son ejemplos de numeros racionales. Es importante recordar

que la division por cero no es posible llevarla a cabo, luego % no esta definida.

= Nuameros Irracionales: son una cantidad de niimeros que no pueden ser expresados como
un namero racional, algunos de ellos son: v/2, v/5, e ,m. Se denotan por medio del simbolo
I.

= Numeros Reales se representan por R y consta de la unién de los racionales y los irra-
cionales, es decir, R=Q UL

Todos los nimeros reales tienen una represenaciéon decimal. Si el niimero es racional,
entonces, su decimal correspondiente es periédico. Por ejemplo % = 0,5000 = 0,50,
$=0,3333=0,3

La barra significa que la sucesion de cifras se repite indefnidamente. Si el nimero es irra-
cional, la representacion decimal no es periodica, por ejemplo /2 = 1 : 414213562373095...;
e = 2,7182818284590452354.... En la practica, se acostumbra aproximar un ntmero irra-
cional por medio de uno racional. por ejemplo /2 ~ 1,4142; e ~ 2,71828; = ~ 3, 1416.

Ejemplos Para trabajar en clase

1. Clasifique los siguentes Numeros en: N, 1, Q, Z

_577T> €, \/§> \/57 %a %7 67 07 ?7 1500
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MATEMATICAS BASICAS
UNIVERSIDAD NACIONAL DE COLOMBIA - SEDE MEDELLIN
Semestre 01/2011
Clase 2

CONCEPTOS A TRABAJAR

= SISTEMAS NUMERICOS - CONJUNTOS NUMERICOS

= PROPIEDADES DE LOS NUMEROS REALES R

= OPERACIONES CON FRACCIONES

» LA RECTA NUMERICA

= ORDEN E INTERVALOS: PROPIEDADES DE ORDEN, INTERVALOS
= VALOR ABSOLUTO Y DISTANCIA

= PROPIEDADES DEL VALOR ABSOLUTO

SISMETAS NUMERICOS

OPERACIONES CON LOS NUMEROS REALES.

En el conjunto de los nimeros reales R se definen las dos operaciones basicas aritméticas:
suma, o adiciéon, multiplicacién o producto. Si a € Ry b € R, la adicién a y b, se denota como:
a + b, la multiplicacién de a v b se denota como a X b, a.b o simplemente ab son elementos de
los Ry cumplen las siguientes propiedades.

Propiedad Suma Producto
Conmutativa a+b=b+a a.b=b.a
Asociativa (a+b)+c=a+(b+c) (a.b).c=a.(b.c)

Distributiva del producto con respecto a la suma a.(b+¢) = a.b+ a.c —

A partir de las propiedades anteriores se tiene que:
(a+0b)(a+b) =aa+ 2ab+ bb

Y sabiendo que por propiedad de los numeros R, a.a = a?
De lo anterior se tiene que:

(a+b)? = a2+ 2ab+ b2

De forma similar, se enfatizara en:
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Distributiva del producto con respecto a la suma para visualizar la formulaciéon de
los trinomios algebréicos. leyes de los signos, evidenciando su aplicacién en la solucién de
ejercicios aritméticos que contienen signos de agrupacion. Caracterizacion y propiedades de
algunos R. Especialmente la definicién de numeros pares e impares.

Teorema fundamental de la aritmetica

Operciones con los fraccionarios, enfatizando en el manejo de las propiedades que permiten
una mejor operabilidad entre estos ntmeros.

Otros subconjuntos de los R enfatizando en la definicién de orden, de intervalo y de desigual-
dad y sus propiedades.

Definicion de Valor absoluto y Distancia, es muy importante evidenciar el manejo de las
propiedades y sus aplicaciones.

Ejemplos a Desarrollar en Clase No 2

1. Clasifique los siguentes Numeros en: N, 1, Q, Z
—5,m,¢,v/2,V/5,4,1,6,0,%2,1500

) "3
2. -{-(a-b)+(-a-c)}

3. Simplificar las siguientes fraciones:

a) %
by X
c) %
d)y 8
e) %
4. Resolver:
a) %
s e
¢) 2.2 =
) 4% =

5. Determine por extension y mostrar la soluciém grafica.

a) [-3,1)

b) (0,4)
6. | — 13| =
74— 9| =
8. |-8—1=
9. [2+3| =
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

De una cuerda, Hipoélito coge la mitad; de lo que queda, Ramon coge la mitad; de lo que
queda, Carmen coge % Al final quedan 30 cm. ;Cudl era la longitud de la cuerda?

Arcadio tiene una docena y i de limones, Baltasar tiene % de docena mas que Arcadio y
Octavio %de docena menos que Baltasar. Que cantidad de limones tiene cada uno

Una tormenta de granizo en Candelaria ha dafiado 7 platanos de cada 15 en la huerta de
Eduardo mientras que en la de David ha danado 4 de cada 9. ; En qué huerta se han dafiado
proporcionalmente mas platanos?

Un grifo es capaz de llenar un depédsito en 10 horas y otro en 8 horas. ;Qué fraccién de
deposito se llenard si ambos grifos estan abiertos durante 2 horas?

En una ciudad viven 200000 personas, % de los cuales son inmigrantes y % de los inmigrantes
son jovenes:

a) ;Qué fraccion de la poblacion representan los inmigrantes jovenes?.
b) ;Cuéntos inmigrantes viven en dicha ciudad?.

¢) (Cuéntos de ellos son jovenes?.

Hades tiene la mitad de edad de su padre aumentada en 50, Zeus tiene % de la edad de
Hades disminuida en 10, Era tiene el doble de la edad de Zeus disminuida en sus % partes,
Si la edad del padre de Hades es 500 Anos jCual seré la edad de Era?
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MATEMATICAS BASICAS
UNIVERSIDAD NACIONAL DE COLOMBIA - SEDE MEDELLIN
Semestre 01/2011
Clase 3

CONCEPTOS A TRABAJAR

1. Exponentes

a) Exponentes enteros

b) Leyes de los exponentes

2. Radicales

a) Radicales
b) Exponentes racionales

¢) Racionalizacion del denominador

1. POTENCIACION
Si a,z € R; una expresion de la forma a” se llama expresidon exponencial, el nimero a se
llama base, y el nimero x se conoce como exponente.

a) Exponentes enteros positivos 6 naturales
Si a € R; el producto a.a.a...a, se denota por a*, donde n € N indica el namero de
veces que se repite el factor a; y se llama la n-ésima potencia de a:

b) Exponente 0
Recordar que todo R elevado a la cero es igual a cero; a excepciéon del 0, es decir
0040
¢) Exponentes enteros negativos
Sia ™= %, se debe cumplir:
a€Rcona#0
n es un entero positivo, es decir, n >0
—n < 0; o un Z Negativo

d) Leyes de los Exponentes
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1) Producto de potencias de igual base con exponente diferente. Se conserva la base
y los exponentes se suman.
am.a = am-{—n
2) Cociente de una potencia de igual base con exponente diferente.Se conserva la
base y los exponentes se restan.

3) Potencia de una potencia: Se conserva la base y los exponentes se multiplican.

4) Producto de dos R elevados a una potencia. Se conserva el exponente para cada
base y se efectua el producto.

(ab)™ = a™.b"

5) Cociente Elevado a una potencia positiva. Se conserva el exponente para cada
base y se efectua la division.

a., a”
—)"=—b#0
()" =it #
6) Cociente Elevado a una potencia negativa. Se conserva el exponente para cada
base y se efectua la division, cabiando el orden del denominador por el numerador
y viceversa.
a,_, b"
- =—b#0,a#0
(3) b #0aF
7) Cociente de diferente base y potencia negativa. Se conserva el exponente para
cada base y se efectua la divisiéon y cabiando el orden del denominador por el
numerador y viceversa.

a*’ﬂ

pm
_ :77[);&07@;&0
b—m  a®

8) Notacion Cientifica.Un nimero x estd escrito en notacion cientifica si estd expre-
sado en la forma:

r=ax 10"

2. RADICACION
P .
Vamos a considerar ahora las expresiones de la forma a¢ con a € R y %’ € Q es decir,
expresiones exponenciales en las cuales el exponente es un niimero racional.

a) Expresiones exponenciales de la forma aw con n €N

Cuando el numero racional es de la forma % con n € N la expresiéon an se escribe Va
y se llama raiz n-ésima principal de a. En particular, si n = 2; la expresion Ja = /a.
Definicion:
Ya = \/a = b significa que b*> = a Ya = b significa que b" = a

En resumen {/a estd de.nida para todoa € R, si n es impar; y solo esta definida para
a > 0 sin es par.
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. . m
b) Expresiones exponenciales de la formaan» con m,n € N,n # 0
Recordemos que si la expresion {/a estd de.nida, puede escribirse como an» , es
. 1
decir, ¥/a = ax

En general si, 7 € Q y n > 0 tenemos:

Con a > 0 si n es par.
Ejemplos a Desarrollar en Clase
1. Problemas

= Aproximadamente la masa del Sol es de 2 x 1030 kilogramos, y la de Jupiter, de 2x 10?7
kilogramos. ;Cudntas veces es mayor la masa del Sol que la de Juapiter?

= Los terrenos de dos parcelas miden 3% y 3% metros cuadrados, respectivamente. Judas
duda si la primera parcela es doble que la segunda o no. De no ser doble, jcuantas
veces es mayor la primera que la segunda?

= La distancia media de la Tierra al Sol es aproximadamente de 150 millones de kilémet-
ros. Exprésala en metros como producto de un niimero natural y la méxima potencia

de 10 posible.

= La cara de un cubo de madera tiene 40 cm de perimetro. Escribe el volumen del cubo
en forma de potencia y calcula el resultado.

= La plaza principal de una ciudad es cuadrada y mide 100 m de lado. Calcula el ntimero
de personas que pueden entrar en ella para oir un concierto, sabiendo que en cada
metro cuadrado caben 4 personas.

2. Potenciaciéon

3. Simplificar Usando Exponentes positivos

y2z—3 -2
a) x2y3
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- (VE22) =1 -2=

6. Simplificar y mostrar con exponente positivo

- (Vro ™)

. ((a)*%%fl/s ) -1/2
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MATEMATICAS BASICAS
UNIVERSIDAD NACIONAL DE COLOMBIA - SEDE MEDELLIN
Semestre 01/2011
Clase 4

ELEMENTOS A DESARROLLAR EN CLASE

» EXPRESIONES ALGEBRAICAS

1. Polinomios

2. Suma y resta de polinomios

3. Multiplicacién o producto de polinomios
4. Productos notables

5. Interpretaciéon geométrica

6. Divisién entre polinomios

7. Division sintética

PREGUNTAS INICIALES

» ; Es (a+0)™=am+ b"™ verdadero para todos los ntimeros? Si no, dar un contraejemplo.

= FExpresar en términos de una expresion algebraica el doble de la suma de x e y menos el
producto de x e y.

EXPRESIONES ALGEBRAICAS

Una expresion algebraica es una combinacién de constantes (ntumeros) y variables (el-
ementos genéricos de un conjunto numeérico, representados por letras), mediante suma, resta,
multiplicacién, divisién y potenciacion con exponentes enteros o racionales. Generalmente las
variables se representan con las dltimas letras del alfabeto: u; v; w; x; v; z.



2t — 223 — 2% + 622

(a)3.b+ a.b* + (a)®.b

(zy)® + 2(xy)® + 1
3+ 1

Un polinomio en la variable x es una expresion algebraica de la forma

(an(x)" +an — 1(x)" + ... + alz + a0)

donde a0; al; ... ; an son nimeros reales, llamados coeficientes del polinomio y n es un entero no
negativo. Si an # 0, se dice que el polinomio es de grado n; es decir, el grado de un polinomio
corresponde al mayor exponente de la variable que aparece en el polinomio.

RECORDAR QUE... se llaman términos semejantes, a los términos como 3z2y> y 4223
cuyos factores variables son exactamente los mismos.

p(z) = 2% — 223 — 22 + 62z

= Suma de Polinomios: Para sumar o restar polinomios se tenien en cuenta los términos
semejantes y se aplican las propiedades de la suma y la multiplicacién en los reales

Ejemplo (desarrollado paso a paso segin las propiedades)

1.
2.
3.

sumar p(z) = vt — 223 — 22 + 62z con q(v) = 322 — 523 + 42* — 62

De p(x) = —622 — 5z — 24 restar g(z) = 21 + 10z — 7z?

De la suma de p(z) = g2° + 2z — 323 — 22 + % con q(z) = 32° + 223 + o
restar z(z) = £2° — 32% + 122 + 10

= multiplicacién de Polinomios: Para multiplicar polinomios se utilizan las propiedades
de la suma y la multiplicacion en los reales (distributiva) y las leyes de los exponentes

Se desarrollaran varios tipos de ejemplo, que incluyen multiplicacién de monomio por poli-
nomio, polinomio por polinomio y como caso especial los productos notables:

(a+b)? = a® + 2ab + b*
(a —b)* = a® — 2ab + b*
(a+b)® = a® + 3a®b + 3ab® + b°
(a —b)® = a® — 3a®b + 3ab* — b?
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Interpretacion geométrica: Podemos utilzar el calculo de areas para ilustrar la multi-
plicacién de dos binomios

} x+4 |
<4x
x+5
<20
B +
5
22 + 92 + 20

Ejercicio:

1. si un monomio se multiplica o divide entre un segundo monomio, obtenemos el mismo
resultado. Para que esta afirmacién pueda ser cierta, ;que debe ser cierto respecto al
segundo momonio?

2. una caja cerrada de 4m por 4m se coloca en un prado cuadrado cuyo lado tien x
metros de largo. Expresar el drea restante en términos de un polinomio.

4m

3. Expresa el 4rea sombreada en términos de un polinomio

\/

= Division de Polinomios: En este caso se trabajard con dos procedimientos, division entre
polinomios y division sintética(para los casos en lo que el divisor es de la forma

r—a
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Divisién de Polinomios Si P(z) y D(x) son polinomios tales que el grado de P(z) es mayor
o igual que el grado de D(x) y si D(z) # 0, entonces existen polinomios Q(x) y R(x) tales
que:

P(x) R(z)
D(z) D(x)

con grado de R(x) menor que grado de D(zx). Los polinomios P(z) y D(z) se llaman divi-
dendo y divisor respectivamante, Q(x) es el cociente y R(z).es el residuo. Si en la ecuacion
anterior, multiplicamos en ambos lados por D(z) obtenemos la ecuacion equivalente:

P(z) = D(z).Q(z) + R(x)

= Q)+

Ejemplos a Desarrollar en Clase No 4

. Si al cuddruplo del nimero de estudiantes que hay en un salon le agregamos 21 personas,
ocupamos la totalidad de las sillas del lugar. ;Cuantos alumnos hay en la sala, si la sala
tiene 109 sillas?

. El triple del namero de monedas que tiene Jorge, aumentado en 29, es igual al doble del
numero de monedas que tiene Jorge, mas el nimero de monedas de Carlos. Si Carlos tiene
101 monedas, jcuantas tiene Jorge?

. En 16 afos més, mi hermano mayor tendra el doble de la edad actual de mi hermana. Si
ella tiene 33 afios, ;cuantos tiene mi hermano mayor?

. Sumar las siguientes expresiones algebraicas

a) (z* —32% — 2 —18) + (—ba* + 223 — 22 — 8z + 3)
b) (323222 — 8) + (=323 4+ 622 + 1)

. Producto

a) (r—2y)(3z +4)
b) (Vo —3)(4—5yx)

o) (2 —)’

. Cociente

a) 4% — 8z +2 entre z + 1
b) 22° — 3z* + 223 — 62 — 1 entre x + 1
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7. Division Sintética

a) (z* — 523 — 32 + 8) entre (v — 1)
b) (23 + 222 + 42 + 8) entre (v + 2)
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MATEMATICAS BASICAS
UNIVERSIDAD NACIONAL DE COLOMBIA - SEDE MEDELLIN
Semestre 01/2011
Clase 5, Febrero 23 de 2011

CONCEPTOS A TRABAJAR

1. TEOREMA DEL RESIDUO
2. TEOREMA DEL FACTOR

3. TEOREMA DE CEROS RACIONALES

Teorema del Residuo
Si un polinomio denotado por P(z) se divide por el factor (x — ¢), el residuo de dicha division es
equivalente a evaluar a P(z) en x = ¢, es decir realizar P(c).

Teorema del Factor
Si en la divisién entre un polinomio P(z) entre un factor  — ¢ ocurre que el residuo al hacer la
division es cero, entonces se puede afirmar que x — ¢ es un factor de P(x).

Veamos un ejemplo:
Determinar sin hacer la division el residuo de dividir 2% + 22 — 11z + 10 entre = — 2.
Entonces dicho de otra forma: Si ¢ € Ry P(z) es un polinomio, x — ¢ es un factor de P(x) siy
solo si P(c) = 0.

Comprobacion con la division sintetica.
Ejemplos:

Utilizar el teorema del residuo para evaluar el resultado de la divisién entre el polinomio y el
factor dados, en caso de que el residuo sea igual a cero, utilizar el teorema del factor y la divisién
sintética para factorizar el polinomio P(x).

» P(z)=a2*— 323 — 222 + 52 + 6 entre  — 2
» P(x) =323 — 22 + 5z + 4 entre x — 2
» P(x) =2 — 62% + 42 — 18 entre z + 3

A partir de los conceptos del teorema del factor y del teorema del residuo, hallar un polinomio
P(x) con coeficiente principal 1 y el grado y ceros dados:
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= grado 3; ceros —2,0,5
= grado 4; ceros —2,+1,4

= grado 4; ceros —3,0,1,5

Ceros reales de Polinomios

Los ceros reales de un polinomio P(z) = apx™ + 12" 1+ ...+ a1z + a,, o las raices de la
ecuacion polinémica P(z) = 0 son los valores ¢ € R tales que P(c) = 0.

Ejemplo:

Para el polinomio P(z) = 2% — 322 — 42 4 12, los valores * = 2, + = —2 y & = 3, pues:
P(2)=23-3.(2%-4.(2)+12=8-12-8+12=0
(—2) = (-2 —-3.(-2)2 —4.(-2)+12=-8—-12+8+12=0
(2) =032 -3.(3)2-4.(3)+12=27-27-12+12=0

el

Y por el teorema del factor sabemos que (x — 2), (x +2), (z — 3) son factores de P(x), luego:

P(z) = (x —2)(z + 2)(x — 3)

Observaciones

1. Si P(x) es un polinomio en x y ¢ es un numero real, entonces los siguientes enunciados son
equivalentes:

» cesun cero de P(z)
» 7 = c es una raiz o una solucion de la ecuacién P(x) =0
» (z — ¢) es un factor de P(x)

» El punto (¢,0) es un punto de la interseccién de la grafica de y = P(x) con el eje x.

2. Si un polinomio P(x) puede factorizarse como:

P(2) = (& - )" Q(a)

donde ¢ no es cero de Q(x) y € Z* tal que ¢ > 1, decimos que ¢ es un cero de P(z) de
multiplicidad m.

Ejemplo: Factorizar y graficar el siguiente polinomio. P(x) = x? 4+ 3z — 10 establecer los ceros
del polinomio.
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Los terminos que dividen al término independiente —10 son: £1, 42, 45, +10

P(1) = (1)2 +3(1) — 10 = —6 Por lo tanto x = 1 no es un cero de P(z).

P(—1) = (=1)243(—1) — 10 = —12 Por lo tanto £ = —1 no es un cero de P(x).

P(2) = (2)2 +3(2) — 10 = 0 Por lo tanto = = 2 es un cero de P(x).

Asi sucesivamente se hace la evaluacion con los términos que dividen al término independiente
y se obtiene:

P(—5) = (=5)? 4+ 3(—5) — 10 = 0 Por lo tanto z = —5 es un cero de P(r)

Veamos esto a manera grafica.

\u=P.r'_vc,l=_3+3x-IO e /
\\ 11/
\ /
! \q,,l ! )

iy
\ Eai)

u ] (8]

Teorema de Ceros Racionales
Si el polinomio P(z) = apa™ + an_12" * +...+ a1z +ap tiene coeficientes enteros, entonces, todo
dero racional de P tiene la forma %, entonces:

= p es un factor del coeficiente (constante) ag.

= g es un factor del coeficiente a,,.
EJERCICIOS A DESARROLLAR EN CLASE:

1. Dados los siguientes polinomios hallar: los ceros reales y la forma general del polinomio.

» G(z)=(z—-3)dz+1)(z+2)
s R(z)=(x)(2x+5)Bx —T7)(z —5)(x+ 1)
s Qr)=(z—1)(x+1)Bx—1)(3z+ 1)

2. Determinar sin hacer la divisién, el residuo de dividir:
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w 204 + 523 — 22 — 8 entre = + 3.
» P(z) = (223 — 42® + 2 — 1) entre (z — 1)

. Determinar el valor de b para que al dividir el polinomio P(z)) = 23 + 822 — 5z + b entre
(x — 1), el residuo sea 4

. Determinar el valor de ¢ para que —1 sea rafz del polinomio Q(z) = 23 — 622 + cx — 2
. Encuentre los ceros racionales de:

» Plz)=a* 203 +222 —~2 -6

» P(z) = 32° — 142* — 143 + 362% + 432 + 10

. Volumen de un silo. Un silo de granos consta de una seccién principal cilindrica es y un
techo semiesférico. si el volumen total de silo (incluyendo la parte inferior de la seccion del

techo es de 85000cm? y la parte cilindrica tiene 900cm de alto, jcual es el radio del silo,
correcto hasta la décima de ¢m mas proxima?
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MATEMATICAS BASICAS
UNIVERSIDAD NACIONAL DE COLOMBIA - SEDE MEDELLIN
Semestre 01/2011
Clase 6

ELEMENTOS A DESARROLLAR EN CLASE

» PRODUCTOS NOTABLES

1. Binomio al Cuadrado
2. Producto de la suma por la diferencia
3. Binomio al Cubo

4. Triangulo de Pascal
» FACTORIZACION

Factor comin
Diferencia de cuadrados
Trinomio de la forma z2" + bx" + ¢

Trinomio de la forma az?" + bx™ + ¢

A

Suma o diferencia de cubos

PRODUCTOS NOTABLES

Son aquellos productos que se rigen por reglas fijas y cuyo resultado puede hallarse por simple
inspeccion. Denominados también Identidades Algebraicas". Son aquellos productos cuyo desar-
rollo es clasico y por esto se le reconoce facilmente. Esta igualdad permite ver como el término
de derecha es el polinomio cuya factorizacion estéa al lado izquierdo es decir el producto notable,
los mas importantes son:

1. Binomio al Cuadrado

(a +£b)? =a® + 2ab+ V?

a

a b
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El cuadrado de lado (a+b) esta dividido en cuatro regiones. Por tanto, el area del cuadrado
se puede representar como la suma de las areas de las regiones que lo conforman.

Ejemplo: Desarrollar (a + b + c)?

2. Producto de la suma por la diferencia
(a+b)(a—0b)=a®—b?

3. Binomio al Cubo (a £ ) = a® + 3a%b + b3

NOTA: Observar la relaciéon que existe entre los productos notables y la factorizacion.

4. Triangulo de Pascal

Mostrar a través de ejemplos el desarrollo de binomios de la forma (a £ b)"), donde n es
un nimero natural

FACTORIZACION

Factorizar una expresiéon algebraica es expresarla como un producto de expresiones mas
simples. En los productos notables, desarrollamos productos de expresiones algebraicas utilizando
reiteradamente la propiedad distributiva del producto con respecto a la suma. Si reversamos.®te
proceso hasta tener las expresiones algebraicas en términos de productos, decimos que hemos
factorizado las expresiones.

Ejemplo: Se fabricara una caja rectangular a partir de un trozo cuadrado de hoja que mide
12cm de lado, cortando cuadrados pequenios del mismo tamano en las esquinas y doblando los
lados. Si se desea que el volumen de la caja sea de 108cm3, jcual debe ser la longitud del cuadrado
que debe cortarse en cada esquina?

La explicaciéon de los diferentes casos se da desde el reconocimiento de las caracteristicas del
polinomio y luego el procedimiento a aplicar

1. Factor comiun
Ejemplo:
factorizar

—1073s%t% — 20135213 + Hr2sttt
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2. Diferencia de cuadrados

Factorizar

= 25a* — 360°

2,3 5
" T 32x

3. Trinomio de la forma x2" + bx" + ¢

Factorizar

] x2—27m—|—50

w2t 4 T2y — 450n2

4. Trinomio de la forma ax?™ + bax" + ¢

Factorizar

» 6m2 —Tm+2
» 2022 — 15 + 44x

s 403 + 1542 + 9a
5. Suma o diferencia de cubos
Factorizar

» 27a% — 8b3

- t12—1

EJERCICIOS A DESARROLLAR EN CLASE 6:

1. Factorizar:

a) 9a’r — 18ax?

b) x732 4 207 1/2 4 21/2
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2522y + 30zy® + 20z

—2z — 3y + 2mz + 3my
16y — m10
9¢% — 30¢3 + 25

22 +2x(b+c) + (b+c)?

¢) (22 +2)52 4 22(x? + 2)%% 4 22(V22 + 2)
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Semestre 01/2011
Clase 7

ELEMENTOS A DESARROLLAR EN CLASE

= CONTEO

1. Principio fundamental del conteo
2. Permutaciones

3. Combinaciones

s Teorema del binomio

1. Coeficiente del binomio

2. Teorema del binomio

PREGUNTAS INICIALES

= ; Que se entiende por conteo?

= Como o de cuantas formas diferentes podemos arganizar un fila conformada por 6 personas

1. Conteo

a) Principio fundamental del conteo:Cuando una tarea consiste en k fases separadas,
si la primera puede realizarse en ny formas, la segunda en ny formas,., y asi hasta la
k — stma fase, que puede hacerse de nj formas. Entonces el nimero total de resultados
posibles para completar la tarea estd dado por el producto de: ni.ns.ns....ng

b) Factoriales: Para todo entero positivo n se define n factorial como: n! = n(n—1).(n—
2).(n —3)...,3,2,1 y definimos 0! =1

¢) Ordenamiento de n objetos: El namero total de formas diferentes de acomodar n
objetos distintos es n!, si los objetos estan de formacircular es (n — 1)!
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d) Permutaciones:El nimero de permutaciones, o arreglos de n objetos distintos toma-
dos en grupos de r a la vez, donde r < n, puede calcularse como

Las permutaciones solo se aplican cuando no se permiten las repeticiones y el orden
es importante.

e) Combinaciones: El nimero de combinaciones o subconjuntos de n objetos distintos
tomados en grupos de r a la vez, donde r < n, estd dado por
P(n,r n!
C(n,r) = (n,r) =

7! rl(n —r)!

Las combinaciones se aplican iinicamente cuando no se permiten las repeticiones y el
orden no es importante.

f) :Cémo escoger un método de conteo?

1) Si los elementos seleccionados se pueden repetir, utilice el principio fundamental
del conteo.

2) Si los elementos seleccionados no se pueden repetir y el orden es importante,
utilice permutaciones.

3) Si los elementos seleccionados no se pueden repetir y el orden no es importante,
utilice combinaciones.

2. Teorema del binomio
(z+y)* = 2® + 2zy + 3

(z +y)® = 2° 4+ 32%y + 3zy® + o°
(z + )t = 2t + 423y + 622% + day® + !
La forma en que hemos hecho los anteriores productos nos lleva a dos conclusiones: Pode-
mos encontrar una potencia fija del binomio de una manera sencilla si conocemos la anterior

como lo hicimos en el caso de 3 a 4. Adn mas: Se conoce una forma de encontrar los coefi-
cientes de (x + y)"™ , dicha forma se conoce como el triangulo de pascal.

Esta forma tiene un defecto: para encontrar los coeficientes de (z + )% tenemos que con-
struir los 24 renglones anteriores.

;. Cémo encontrar este coeficiente?

Sean n,r > 0
C(n,r) que también se nota ( : ) v esigual a #lr),, donde n seré el grado del polinimio

y r el grado del segundo termino.
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.Forma general del Teorema del binomio?

(z+y)" = i ( Z ) 'y = i T!(nnir)'x”y”’”

r=0 r=0

3. Ejemplos a Desarrollar en Clase No 7

;Cuantos numeros de cuatro cifras distintas pueden escribirse con las cifras 0, 1, 3, 87
Dibuja una circunferencia y marca sobre la misma diez puntos. Uniendo parejas de

esos puntos ;Cudntos pentigonos distintos se podrian formar?

Con las cifras 0, 1, 3, 7 y 9 ;jcudntos numeros distintos de tres cifras, todas ellas
diferentes, pueden formarse?

,Cuantos ntmeros mayores que 4100 se pueden formar con las cifras 1, 2, 3, 4 sin que
se repita ninguna?

Recordando que una diagonal de un poligono convexo es el segmento que une dos
vértices no consecutivos ; cuéntas diagonales se pueden trazar en un octégono convexo?

Averiguar cuéntas guardias de cinco personas se pueden programar con 15 soldados,
con la condicién de que el més antiguo de ellos ha de participar en todas.

i.Cuantos nimeros de 4 cifras distintas que se pueden formar con las cifras 1, 3, 5, 77
En una fabrica hay varios centros de almacenamiento, cada uno de los cuales esta

unido a los demé&s por una cinta transportadora. Calcula el nimero de centros de la
fabrica si se sabe que el niimero de cintas transportadoras es 66.
i Cuantos nimeros distintos de tres cifras diferentes pueden formarse con las cifras 2,
3, 5, 7, 8, teniendo que ser la primera cifra par?
Determine el séptimo término en el desarrollo binomial (2z — y)!?

: _ . . 60 _
Si uno de los términos en el desarrollo binomial (2:1:2 — %) es de la forma az—%*
Determine el valor de a

Determine el valor de a en el desarrollo binomial (% + %)20, de tal forma que el término
independiente de z sea igual al coeficiente de z2
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Clase 8
ELEMENTOS A DESARROLLAR EN CLASE

» EXPRESIONES RACIONALES

1. Simplificaciéon

2. Operaciones

3. Fracciones complejas
4

. Racionalizacién

EXPRESIONES ALGEBRAICAS
Una expresion fraccionaria es un cociente de dos expresiones algebraicas. Algunos ejemplos
de ellas son:

(323 — 3) 22 —4 Va+h—yz
x+2 2— /2 h

Una expresion racional es un cociente de dos polinomios. Las expresiones racionales cumplen

las mismas propiedades que los niimeros racionales. Debido a que el denominador no puede ser

cero, se entiende que la sustitucién de variables que hacen que el denominador sea cero no son
aceptables. Son ejemplos de expresiones racionales :

5 e 4+ 222 —x+ 1 3z +6
y—T 4zt + 222 4+1 x2 —4

1. Simplificaciéon
Para simplificar expresiones racionales, factorizamos el numerador y denominador. Los
factores comunes se simplifican hasta 1. Se restringen los valores de las variables a aquellos
que no hagan cero el denominador.

Ejemplo

Simplificar:

a) z24+3z4+2

r2—1

b) 41—z

3 —4x22

Solucién:

(z+2)(z+1) _ 242

a) 243242 _
(z+1)(z—1) z—1

2 -1
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b) 4—a _ (4—.7})
x3—4z? — (22)(z—4)
El numerador y el denominador en la expresién racional parecen no tener ningin

factor comun diferente de 1. Sin embargo, como (4 —z) y (x —4) son inversos aditivos,

por lo que se puede reescribir uno de ellos como inverso del otro.
_ @4 -1
T 22(z—4) T 2

2. Operaciones
La multiplicaciéon y divisién de fracciones algebraicas se definen y cumplen las mismas
propiedades de los nameros racionales.
Ejemplo

Multiplicar o dividir y simplificar:

m—i—l/ 41

22—1/ 22—2z+1
2 4)5
y“—8y+16

b) y2+8y+16/(y+4 5

a)

Solucién:

) x+1/ z+1 (z+1) > (z=1)% _ z-1
x2-1/ 22-2x+1 — (z+1)(z—1)) z+1 T z+l

b) Y —8y+16/ f — =92 (4
y2H8y+16/ (y+4)° — ((y+4)* & (y—4)° — (y—4)*

Ejercicios

Multiplicar o dividir y simplificar:

a) 2 —ztzy—y / 2 +2xy+y?

z24—7 4x+4y
b) LA5pt6 | 36y’ uP—y
y? yi-y—12  y?-2y—8
) 4y%2—9 y2+5y—6
2y2+9y—18 2y2+y—3

La adiciéon y sustraccion de fracciones algebraicas se definen y cumplen las mismas
propiedades de los nimeros racionales.Para obtener el minimo comtn denominador (MCD),
factorizamos los denominadores y el MCD es el producto de los factores comunes y no
comunes con el mayor exponente.

Ejemplo

Sumar o restar y simplificar:
3

a) i
il

2

+
b) +

l\)
"k ot
H

Solucién:
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a) S 4 5= 3(z=1)45(+1) _ 3z—345x+5 _ _ Sax+t2
z+1 z—1 = (z4+1)(z—1) — (z+1)(z—1) — (z+1)(z—1)
2 4 2 4 2_y t42)(t—2 t+2
) ot = i ot = e = 24— 03
Ejercicios

Sumar o restar y simplificar:

a) T _ 5
224+112+30 224+92+20

—2 4 6
b) st G

3y -3 —2
C) {y4y_4 nyj_zz 6} y

3. Fracciones complejas
Si en una fraccién el numerador o el denominador son, también fracciones, la expresion se

llama fraccién compuesta o fracciones complejas
Ejemplo

Simplificar las siguientes fracciones compuestas:

(L‘+}2L _ 21
(z+h)“+1  z*+1
a) e
b) $—1+y—1
(z+y) "
) () (-0
¢ 1—a2
1 1
d) Try=07g
r—a
Racionalizacion

Dada una expresién fraccionaria con radicales en el denominador, racionalizar el de-
nominador en tal expresion consiste en multiplicarla y dividirla por un factor adecuado
de manera que se eliminen los radicales en el denominador.

» Si el denominador es de la forma /a, para racionalizar el denominador multiplicamos
numerador y denominador por +/a.

1 _1va_ va _va
Vi Vava (Vap~ a

= Si el denominador es de la forma +/a™, m < n, para racionalizar el denominador
multiplicamos numerador y denominador por va™ ™. Sia > 0

1 1 Van—m B ’C/an—m B {L/an—m

nam nam' n an_m - nan - a
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» Si el denominador es de la forma a + by/c, para racionalizar el denominador multipli-
camos numerador y denominador por a — by/c, llamado el conjugado de a + by/c.

1 1 a—byc a—by/c a—byc

a—i—b\ﬁ:a%—b\/aa—b\/é_(a—&-bﬁ)(a—bﬁ) a? — b
., Como se procede en el caso en que el denominador sea de la forma a — by/c?

= Si el denominador es de la forma &a — v/b, para racionalizar el denominador multi-
plicamos numerador y denominador por Va2 + Vab + Vb2

11 V@4 Vab+ V0 Va4 Vab+ V8 Ve + Vab+ Vb2
N O TR R T e Nt £ L

..Como se procede en el caso en que el denominador sea de la forma /a + Vb7

De manera similar, racionalizar el numerador en fracciones cuyo numerador contiene
radicales es eliminar los radicales del numerador. Para ello se procede como en la racional-
izacién del denominador.

Ejemplo

a) Racionalizar el denominador:

(7i7) Y-
(i) 2E =Y
VT =y
b) Racionalizar el numerador:
(i)\f_— vz +h
hy/x\/x + h
Vx4 V2

(4) x+2

Ejercicios y Problemas propuestos:

Simplificar las siguientes expresiones:

2_3z—1 1
) u%_g
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z+9
1 1 1
<) =1 [z — 6]
11
d) 2

Ejemplos a Desarrollar en Clase No 8

1. Simplificar

m2_n2
a') m24+2mn—+n?2
r2—5x+6
b) x2—2x
¢) 322 —272+42
522 —15x—140
d) 4p+2q
8p2+8pg+2q
6) ac—ad+bc—bd
2c+3bc—2d—3bd
f) 16xy—25y
4z2y—3xy—10y

2. 8i §y g, conb,d# 0 son dos fracciones tales que que § < 5, determine a lo menos dos
fracciones que se ubiquen entre ambas de forma general y resolver la situacién con algunos

ejemplos numeéricos.
3. jPara qué valores enteros positivos de n la fraccién Z—J_rg representa un namero entero

positivo?

4. Realizar las operaciones indicadas y simplificar:

a) ?12 + x+12302
b) 255~ Saoa T ared ~ sees
o) TSR
—1 1
0 En

5. Racionalizar

8
V) v

b) \/:r+1f\/x71
Yz+ /2
C) 42

) ye

) Vo

67
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Clase 9

PREGUNTAS INICIALES

= ; Que se entiende por desigualdad?
= ;Que es un intervalo?

= ; Que Clases de intervalos conoce?

1. Desigualdades

a) Resolver una desigualdad en una variable es encontrar todos los valores de la variable
que convierten la funcién proposicional en una proposicién verdadera.

b) Al conjunto de todas las soluciones de una desigualdad se le llama conjunto solucion
de la desigualdad.

¢) Dos desigualdades son equivalentes si tienen el mismo conjunto solucion.

d) Para resolver una desigualdad la transformamos en una desigualdad equivalente, en la
que la solucién es obvia, y para ello usamos las propiedades de orden que estudiamos
para los ntimeros reales.( Recordarles las propiedades de orden)

e) Una desigualdad en una variable se dice lineal si el exponente de la variable es 1 y es
no lineal cuando el exponente de la variable es diferente de 1.

f) Recordemos que la expresion a < x < b se puede representar por a < x y x < b, si
a < b, por lo tanto ., el conjunto solucién son todos los valores de x que satisfacen
simultdneamente las dos desigualdades.

a<zx

z<b

2. Desigualdades no lineales
Para resolver este tipo de desigualdades procedemos en forma similar como lo hacemos en
ecuaciones, es decir, aplicamos propiedades y realizamos operaciones hasta tener 0 a un
lado de la desigualdad, y el otro lado factorizado, y resolvemos la desigualdad teniendo en
cuenta las "leyes de signos".
Sean a,b,c € R:

= Sia<0yb<06a>0yb>0entoncesab>y £ >0conb#0

<0Oconbz#0

e o

" Sia<0yb>06a>0yb<0 entonces ab <y
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10.

11.

12.

= abc > 0 si los tres factores son positivos, o, si uno de ellos es positivo y los otros dos
son negativos.

= abc < 0 si los tres factores son negativos, o si uno de ellos es negativo y los otros dos
positivos.

Ejemplos a Desarrollar en Clase No 10

. Hallar los valores de a para que P(z) = 422 — 62 + a sea factorizable en R.

Cual es el area de la regiéon descrita por el sistema de desigualdades lineales x < 3, y < 1
yr +y > 07

Supongamos que trabajas un maximo de 20 horas semanales repartidas entre dos empleos.
Como cuidadora de ninos, cobras 5 a la hora y como cajera, 6. Necesitas ganar al menos
90 cada semana para poder cubrir tus gastos.

a) Escribe un sistema de desigualdades que muestre las diferentes combinaciones de horas
que podrias dedicar a cada trabajo. Representa graficamente el resultado.

b) Indica dos posibles formas de repartir las horas entre los dos trabajos.

Una revista mensual contrata reporteros para cubrir los acontecimientos locales y escolares.
Para cada niimero de la revista, el director gerente quiere que haya al menos 4 reporteros
encargados de las noticias locales y al menos 1 encargado de las escolares. El presupuesto
permite que en cada nuimero se publiquen, como méaximo, los articulos de 9 reporteros
diferentes. Representa graficamente la regiéon que muestre las posibles combinaciones de
acontecimientos locales y escolares tratados en un numero de la revista.
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Semestre 01/2011
Clase 10

Ecuaciones

Una ecuacién es la afirmacion de que dos expresiones algebraicas son iguales.

Los siguientes son ejemplos de ecuaciones:

22 4+4=16
3r+5=-1
y—3=4

1 1

- —4
a:+:1c—1

2zy — bz +4y = 0.

Si en una ecuacion se reemplazan las variables por nimeros que convierten la ecuacién en una
proposicién verdadera, decimos que dichos ntimeros son soluciones o raices de la ecuacion.

El conjunto de todas las soluciones de una ecuacién se llama conjunto solucién de la ecuacion.

Dos ecuaciones son equivalentes si tienen el mismo conjunto solucién.

Resolver una ecuacion es encontrar todas las soluciones de la ecuacién, y para ello trans-
formamos la ecuacién inicial en una ecuacién equivalente mas simple, usando las siguientes
propiedades de la igualdad entre expresiones algebraicas:

Si A, By C representan expresiones algebraicas:

1. A=B < A+C=B+C
2. A=B <= CA=CB (C#0).

Una ecuacion lineal o de primer grado en x es una ecuaciéon de la forma

ar+b=0
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con a y b constantes (nimeros reales) y a # 0.

Estas ecuaciones tienen una tnica solucién x = —— ya que
a

(=b) <=2z = —é.

1
ar+b=0<=ar+b—-b=0—-b<= ar = —b<—= —ax =
a a

SHE

Ejemplo

2x + 3 = 23 es una ecuacién lineal 6 de primer grado en la variable z.

Las siguientes ecuaciones no son lineales:
9 5
x4+ 3x =2, Jx+1=2x, — =2z
x
Ejemplo

Resolver las siguientes ecuaciones lineales:

a) bx —3=17
y y+1
b) 2y — = + ¥— = 6.
) 2y 5T y
Soluciéon

a) Debemos transformar la ecuacion original en una equivalente, que s6lo involucre la variable
y su valor, es decir, debemos "despejar la variable"

Sx —3="7 (Ecuacion original)

S5r —3+3=7+3 (Se suma 3 a cada lado de la igualdad)

5x = 10 (Se realizan las operaciones)

1 1 1

B bx = 5 10 (Se multiplica por 5cada lado de la igualdad)
x =2 (Se realizan las operaciones)

Decimos entonces que x = 2 es la solucién de la ecuacion.
Para verificar que = = 2 es la solucion reemplazamos x por 2 en la ecuaciéon original, asi:

5(2) —3 =10 — 3 y obtenemos 7 = 7 que es una proposicion verdadera. Luego x = 2 si es
la solucién de la ecuaciéon 5x — 3 = 7.
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b) Simplificamos la ecuacion original, realizando las operaciones indicadas en cada lado de la

igualdad:

1 8y — 2 1
oy~ YUt gy Y y4+y+ — Gy = Ty +1 =24y — Ty+1— 24y =
24y — 24y

-1

<:>—17y+1:O<:>—17y+1—1:0—1<:>—17y:—1<:>1—7-(—17y):
-1 (=1) <=y =
17 YTar

1
Luego, y = T es la solucién de la ecuacion.

Nota: En muchas aplicaciones se tiene ecuaciones que relacionan dos 6 mas variables, y es
importante expresar una de éstas en términos de las otras.

Ejemplo

Escribir la variable indicada en términos de las otras:

GmM

a) F'= ——5—, variable m (I es fuerza gravitacional de la tierra)
T

b) P = 2]+ 2w, variable w (P es el perimetro de un rectangulo de lados [ y w.)

Soluciéon

GmM r’F r2  GmM rF
2 MG~ MG 2 " ua

P -2l
2

P
b) P=2l42w <= P —2] =2w <= :w<:>w:§—l.
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Ecuaciones cuadraticas

Una ecuacién cuadratica o de segundo grado enz, es una ecuacion de la forma
azr® +bxr+c=0

con a, by ¢ constantes (ntimeros reales) y a # 0.
Ejemplo
322 +2r=1— y 42? +2 =0 son ecuaciones cuadraticas.

Las ecuaciones cuadraticas en una variable pueden tener una raiz de multiplicidad 2, es decir dos
soluciones iguales, dos soluciones distintas, o no tener solucién real.

= Las ecuaciones cuadraticas pueden resolverse usando factorizacion y la siguiente propiedad:
AB=0siystlosiA=006 B=0,

con A y B expresiones algebraicas.

Para utilizar esta propiedad agrupamos todos los términos a un lado de la igualdad, de tal
forma que el otro lado de la igualdad sea cero (= 0)

Ejemplo
Resolver las ecuaciones:

a) 22+ 32z —4=0
b) 2y + Ty = —3.

Solucién

a) Factorizamos el lado izquierdo de la ecuacion y aplicamos la propiedad
2 +32-4=0+= (z+4)(x—1)=0.

Luego,z+4=06x—1=0 < x=-46 x=1. Asi, las soluciones de la ecuacién son
r=—-4yx=1.

Verificamos que éstas son soluciones reemplazando los valores de z en la ecuaciéon original:
(—4)24+3(—4)—4=16-12—-4=0

(1)243(1)—4=1+3-4=0.

Como —4 y 1 satisfacen la ecuacién original, son efectivamente las soluciones de la ecuaciéon

22 4+3x—4=0.
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b)

Agrupamos todos los términos al lado izquierdo de la ecuacion, factorizamos y aplicamos
la propiedad:

22 +Ty=-3+= 22 +Ty+3=0<= 2y+1)(y+3) =0.

N = ~—

Entonces, 2y +1 =06 y+3 =0 < y = —= 6 y = —3. Luego, las soluciones de la

1
ecuacion son y = —yey= —3 (Verificarlo).

Si la ecuacion cuadratica es de la forma 22 = ¢, ¢ > 0, es decir, es una ecuacion cuadratica

que no tiene término lineal, se dice que es una ecuacién cuadratica simple y siempre se
puede resolver factorizando y aplicando la propiedad.

En efecto, 22 =c <= 22 —c=0 <= (z++/c)(z —+/c) =0.
Luego, las soluciones de 22 = ¢ son # = \/cy x = —/c (6 © = +/c) (Verificarlo).

Ejemplo

Encontrar el conjunto solucién de las siguientes ecuaciones:

a) 22 =17
b) (x+2)%=09.
Solucién
a) 22 =7 <= 22 -7=0 < (2+V7)(z —+/7) =0. Entonces z = £1/7 y el conjunto
solucion de la ecuacion 2? = 7 es {V/7, =7} (Verificarlo).
b) (z+42)7°=9 <= (#4+2)2?-9=0 < (@+2+3)(2+2-3)=0 < (z+5)(z—1)=0.

Luego, z = —5 y « = 1 son las raices de la ecuacion original (Verificarlo).

En algunos casos la ecuacion cuadratica puede llevarse a la forma de los ejemplos anteriores,
escribiendo a un lado de la ecuacién los términos que involucran la variable y en el otro los
términos independientes, para luego convertir la expresiéon que involucra la variable en un
cuadrado perfecto, sumando o restando un ntmero adecuado, que también debe sumarse
o restarse al otro lado de la ecuacién, para conservar la igualdad. Este procedimiento se
conoce como completacion del cuadrado. Es decir,

P 4br+ce=0 < 2?2 +br=—c
Para completar un cuadrado perfecto a la izquierda, debemos sumar a ambos lados de la

b 2
ecuacién (2) ,es decir,

b\ 2 b\ 2
x2+bx:—c<:>x2+bx+<2> :—c+(>
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b
y asi el lado izquierdo de la ecuacion es (x4 =)2. Si el lado derecho es una cantidad positiva,

podemos continuar transformando la ecuacién para obtener una diferencia de cuadrados
igual a 0, y luego procedemos como en el ejemplo anterior.

Si el lado derecho es una cantidad negativa, la ecuacion no tiene soluciéon Por qué?

En forma similar se trabajan las ecuaciones de la forma x? — bz + ¢ = 0.

Ejemplo
Resolver la ecuaciéon 22 — 4z + 2 = 0.

Solucién:

22 —dr+2= (Ecuacion original)

22 — 4 = -2 (Ecuacion equivalente)
Completamos el cuadrado)

Realizamos operaciones)
T — 2)2 =

(r—2)2-2=0

(z—2)+ V2] [(z—2)—Vv2] =0
r=2++2

Factorizamos)
[gualamos a 0)

Factorizamos)

o~ o~ o~ o~ o~

Obtenemos las raices)

Luego, las soluciones de la ecuacién son: x = 2 + V2 vyar=2-— V2.

Cuando el coeficiente del término en 22 es diferente de 1, se factorizan los términos que contienen
la variable tomando como factor comun el coeficiente del término en z2, es decir,
2 2 b
ar*+br+c=alz+-x|+c, a#l,
a

y luego se completa el cuadrado de la expresion que estéd dentro del paréntesis.

FEs importante tener en cuenta que al sumar una cantidad al interior del paréntesis, al otro lado
debe sumarse la misma expresion multiplicada por el coeficiente de z2.

Ejemplo
Resolver la ecuaciéon 322 — 6z —1 =10

Soluciéon
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322 —6r —1=0<=32?—6br=1<=3(2?-22)=1<=3(2? - 22+ 1) =1+ (1)(3)

—=3(x-1)°=4=3@-1)2-4=0< (/3x-1)+2)(/3(xz—1)—2) = 0.

Asi, las soluciones de la ecuacién son:

2 2
1—&-\3/gyx \/§

= Usando la técnica de completar el cuadrado, puede probarse que las raices de cualquier
ecuacion cuadratica son de la forma az? 4 bx + ¢ = 0 con a # 0,son:

. —b+ Vb? —4ac
- 2a '

Esta ultima se conoce como la formula cuadratica.

En este caso la factorizacién de la ecuacién original seria

(x_ —b+ Vb? —4ac> <x— —b— \/b2—4ac> 0

2a 2a
Ejemplo
FEncontrar las soluciones de cada una de las siguientes ecuaciones:

a) 22+52+3=0
b) 922 — 122 +4=0
¢) 522 — Tz +5=0.

Solucién
a) En este caso, a =1, b =5y ¢ = 3. Reemplazando en la formula cuadratica tenemos:

_ 552 -4(1)(3) _ —5++/13

z

2(1) 2
) -5+ V13 -5 —+/13
Luego, las soluciones son z = —  YE=E——5
b) En este caso, a =9, b= —12 y ¢ = 4. Usando la formula cuadratica,
124+ 4/122-4(9)(4) 12++/144—144 12 2
xTr = = = — = —.
2(9) 18 18 3

2
Luego, la ecuacién tiene una raiz de multiplicidad 2, x = 3
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c) Ahora, como a =5, b= —Ty ¢ =5, entonces

_ TP —A()(5) _ 7+ V-5l

2(5) 10

X

Como v/—51 no es un numero real, la ecuacién no tiene soluciéon en el conjunto de los
numeros reales.

» Se llama discriminante de la ecuaciéon ax? 4 bz + ¢ = 0, y se denota D a la expresion
b? — 4ac,es decir,
D = b% — dac.

Con base en la formula cuadratica, las siguientes proposiciones son verdaderas:

1. Si D > 0 la ecuacion tiene dos soluciones reales distintas.
2. 81 D = 0 la ecuaciéon tiene una solucién real de multiplicidad 2.

3. Si D < 0 la ecuacion no tiene soluciones reales.(Las soluciones son nimeros complejos)

En el ejemplo anterior, en a) D = b? — 4ac = 52 — 4(1) (3) = 13 > 0, entonces la ecuacion
tiene dos raices reales distintas; en b), D = 144 — 144 = 0, la ecuacién tiene una raiz real de
multiplicidad 2 y en ¢) D = —51 < 0 y la ecuacién no tiene raices reales.

En la Fisica se presentan problemas que involucran ecuaciones cuadraticas, entre ellos los de
cafda de cuerpos.

Ejemplo

Si dejamos caer un objeto desde una altura hg por encima del suelo, su altura, después de t
segundos, esta dada por la ecuacion h = —16t% + hg, donde h se mide en pies.

Si se deja caer una pelota desde una altura de 288 pies, jcudnto tiempo se demora la pelota para
tocar el piso?

Solucién:

La pelota llega al suelo cuando h = 0 (pies) y, como hg = 288 (pies), reemplazando en la ecuacion
tenemos

0= —16¢% + 288.

Para calcular el tiempo debemos resolver esta ecuacién cuadratica en la variable .

0= —1612 +288 <= 0 = 16 (1 = 18) — 2 =18 =0 = (¢~ V18) (¢+ Vi8) =0,
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Luego, t = /18 6t = —+/18 pero como t no puede ser negativo (;Por qué?), entonces,

t = V18 = 3V2 (segundos).
Luego la pelota llegara al suelo 3v/2 segundos después de dejarse caer.
Otros tipos de ecuaciones

Algunas ecuaciones se presentan en otras formas, las cuales, mediante operaciones algebraicas se
transforman en ecuaciones lineales o cuadraticas.

1. Ecuaciones en las que la variable o variables hacen parte del denominador de
expresiones fraccionarias

Si en una ecuacion las variables aparecen en los denominadores de expresiones fraccionarias,
realizamos las operaciones indicadas, y analizamos la expresion simplificada para determi-
nar qué ecuacién debe resolverse.

Ejemplo

1 12
Resolver la ecuacion — — —— +4 = 0.
x r—3

Solucién

Primero realizamos las operaciones indicadas al lado izquierdo de la ecuacién, asi:

10 12 10 (x — 3) — 122 + 4z(z — 3) 10z — 30 — 122 + 42% — 122
————+4=0 <~ =0 <~ =0
x x-—3 x (r —3) x(x — 3)

4o? — 14z — 30 2(22% — 7x — 15)

0

v(r—3) — x(r — 3) =0

Como z(x — 3) no puede ser cero (0) porque la division por cero no esta definida, entonces, para
que el cociente sea igual a cero(0), el numerador tiene que ser igual a cero, y como 2 # 0,la
tinica posibilidad es que (222 — 72 — 15) = 0. Es decir, nuestro problema se reduce a resolver la
ecuacion cuadratica

(222 — Tz —15) =0 <= (22 +3)(z —5) = 0.

3
Por tanto las soluciones de la ecuacién original son z = —p Y= —5. (Verificarlo).
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2. Ecuaciones en las que la variable o variables son parte de cantidades subradi-
cales

Si en la ecuacién sélo aparece un radical, la escribimos de tal forma que a un lado de la igual-
dad sélo aparezca el radical, luego elevamos al cuadrado ambos lados de la ecuacién. Con
este procedimiento la ecuacién resultante puede tener rafces que no lo sean de la ecuacion
original, por lo que debemos determinar cuales de las raices de la ecuacién resultante son
rafces de la ecuacién original.

Ejemplo
Resolver la ecuacion vo—z+1=x — 2.

Soluciéon

Vi—z+1l=2-2 <= Vi—z=z-3 < (V5—1)%=(z—3)*
= 5-r=2"-62+9 < 2°-504+4=0 < (x—4)(z—1)=0.

Luego, x =4 y x = 1 son las soluciones de la ecuaciéon z? — 5z + 4 = 0.

Veamos si son raices de la ecuacién original 6 —z+1=2—2:

Al reemplazar z por 4 en esta ecuacion tenemos:
Vb—4+1=4-2,

ya que 2 = 2. Luego = = 4, que es solucién de 22 — 52 4+ 4 = 0, lo es también de la ecuacion
original Vb —xz+1 =2 — 2.

Al reemplazar ¢ = 1 en la ecuacién original, tenemos
VH—-1+1#1-2,

ya que 3 # —1. Luego, = 1 que es solucion de 22 — 52 +4 = 0, no lo es de la ecuacion original

vo—z+1l=z-2.
Entonces, la tnica solucién de la ecuacién original es z = 4.

Si en la ecuacién aparece mas de un radical con variables en su interior, se escribe uno de éstos
a un lado y los demas al otro lado, de la igualdad y se realizan las operaciones. El procedimiento
se repite hasta que desaparezcan todos los radicales.
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En las ecuaciones que involucran radicales siempre se deben chequear las soluciones obtenidas
en la ecuacién original, para determinar si son o no soluciones de ésta.

3. Ecuaciones de la forma 22" +2" +¢=0

Estas ecuaciones se pueden transformar en ecuaciones cuadraticas utilizando otra variable
en reemplazo de 2. Siy = ", la ecuacién original se escribe como y? £y + ¢ = 0,que es
una ecuacién cuadratica en la variable y la cual sabemos resolver Conociendo los valores
de y que satisfacen esta nueva ecuacion. los reemplazamos en y = ", y hallamos los corre-
spondientes valores de x que son las soluciones de la ecuacién original. El procedimiento
anteriormente descrito se llama solucién de ecuaciones usando cambio de variable.

Ejemplo
Encontrar todas las soluciones de la ecuacion z* — 522 + 4 = 0.
Solucion

Como la ecuacion z* — 522 +4 = 0 puede escribirse como (:1:2)2 -5 (.TQ) +4 =0, hacemos y = 22
y entonces la ecuacion original puede escribirse como 4% — 5y + 4 = 0, la cual sabemos resolver.

En efecto, 4> —5y+4 =0 <= (y—4)(y—1) = 0 entonces y = 4 y y = 1 son las soluciones de
la nueva ecuaciéon. Como y = 22, paray =4, x = +2 y paray = 1, v = +1.

Luego, las soluciones de la ecuacion x* — 522 +4 =0 son x = £2, v = +1.

Observemos que la ecuacion tiene 4 raices y el grado del polinomio a la izquierda del 0, es 4.

4. Ecuaciones con potencias racionales

Se resuelven como en la situacién anterior, haciendo cambio de variable, de tal manera que
la nueva variable sea la variable original elevada a la menor potencia.

Ejemplo

. ) ., 1 1 1
Determinar todas las soluciones de la ecuaciéon 2 — 3x3 = 36 — 9.
Soluciéon
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Agrupamos todos los términos a la izquierda de la igualdad, de manera que el lado derecho sea

cero (0) y hacemos el cambio de variable w = a:6 entonces w? = 73 y wd = :cz

Asi, 27 — 323 =325 +9=0 < w3 —3w?—3w—9=0.

i, Cuantas raices reales tendré esta ecuacién?

En esta ultima ecuacién factorizamos el lado izquierdo de la igualdad, asi:

w? —3uw? —3w—-9=0<= w(w-3)-3(w-3)=0

<:>(w2—3)(w—3):0<:>(w—3)<w— )( )

y las soluciones de la nueva ecuacién son: w = 3, w = V3 vw= —/3.

Para hallar las raices de la ecuacién original, reemplazamos estos valores en la ecuacién w = T .
Para w = 3,2 = 3% = 486 y para w = +v/3, z = (i\/§)6 = 27.

Nuevamente, debemos verificar estas soluciones en la ecuacion original:
1 1
(3%)2 —3(3%)3 —3(36) +9=3"-3.32-3.3+9=0.
Luego = = 35 es solucién de la ecuacion original.

1 1 1 1
3(27)3 —3(27)s +9=3-32 —3-32 =0.

N

(27)

Luego x = 27 es solucién es solucién de la ecuaciéon original.

5. Ecuaciones con valor absoluto

Para resolver ecuaciones que involucran valor absoluto, recordemos que |a| = *a.

Ejemplo

Resolver la ecuacion |3z + 5| = 1.

Solucién

De acuerdo con la definiciéon de valor absoluto, |3z + 5| = + (32 + 5) luego,

3z +5|=1 <= 32+5=16—(3x+5) =1
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4
3x+5=1 = 3x=-4 ac:—g
—Br+5)=1<«= 3r+5=-1 <= 32 =—-6 < = =-2.

Luego, las soluciones son x = =2y & = —3

Verifiquemos que estos dos valores de x satisfacen la ecuacion original
Siz=-2,13(-2)+5|=|-6+5=]-1=1.

4

3(~3) +5’ = |-4+5|=|1 =1

4
S. = ——
iz 3

Ejemplos a Desarrollar en Clase

1. Ecuaciones Lineales

a) 2y —45 = -3y + 18

b) 3y—3=75y-3

¢) bx—12— 23 =354 1
2. Ecuaciones cuadraticas

a) 122% + 192 = 21

b) 1022 =z + 2
c) 2 =13
d) 22 = -2

) (22 —3)2 =16

) 2?2 —4x+2=0

) 322 —6x—1=0

) 9y —12y+4=0

1) Si dejamos caer un objeto desde una altura hg por encima del suelo, su altura, después
de t segundos, esta dada por la ecuacién h = —16t2 + hg, donde h se mide en m. Si se

deja caer una pelota desde una altura de 288 m, jcuénto tiempo se demora la pelota
para tocar el piso?

9]

~

S

3. Otros tipos de ecuaciones

02 44=0

a) T z—3

b) Vb—z+1=2-2

¢) t =522 +4=0

d) z'/? — 323 = 32Y/6 — 9
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4. Ecuaciones con valor absoluto

a) |bxr—2|=4
b) |Tx+ 3| =3
c) |2$+%\=%
d) |6z +5/=3

5. Circunferencia

a) {Cudl de los puntos A = (—6;3) 6 B = (3;0) esta mas cercano al punto C' = (—2;1).

b) Graficar la circunferencia descrita por la ecuaciéon (z — 1)% + (y + 3)2 = 16

)
)
¢) Encontrar una ecuacion de la circunferencia que tenga centro en (—1;4) y radio 8.
d) Demostrar que la ecuacion 22 + y? + %m + 2y + % = 0 es una circunferencia.

)

e) Comprobar que el punto A(2, —3) pertenece a la circunferencia 22 + (y —4)? =53 =0
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MATEMATICAS BASICAS
UNIVERSIDAD NACIONAL DE COLOMBIA - SEDE MEDELLIN
Semestre 01/2011
Clase 11

Ejemplos a Desarrollar en Clase

1. Si L1 y Lo son rectas paralelas y b = 30°, ;cudl es la medida de los dngulos restantes?.

L: a b=30°

2. Si Ly y Ls son rectas paralelas y ¢ = 45° v m = 60°, encuentre la medida de los dngulos
restantes.

L1

3. Silas rectas L1 y L2 son paralelas, halle la medida de los angulos restantes:

4. Si L1 y L2 son paralelas, encuentre los valores de z y de y.
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L:

L:

.J.+my

5. Si L1y L2 son paralelas, encuentre los valores de z y de y.

85



MATEMATICAS BASICAS
UNIVERSIDAD NACIONAL DE COLOMBIA - SEDE MEDELLIN
Semestre 01/2011
Clase 12

Desigualdades que involucran valor absoluto

Recordemos que el valor absoluto de un niimero real corresponde a la distancia que hay entre

él y el origen.

Sia€eR,cona>0

1. |z| < asiysolosi —a <z < a, En palabras, |z| < a es equivalente a decir, que z esta a
una distancia de 0 en la recta real menor que a.

|x

= —

=il il

2. x| <asiysolosi—a<z<a

3. || > asiysolosix < —aa < x, En palabras, |x| > a es equivalente a decir, que x esta a
una distancia de 0 en la recta real mayor que a.

|x

-it ] i

4. |x| >asiysolosiz < —a,a<zx

Ejemplos a Desarrollar en Clase

I |z -3 <2
2. |4z +2| < 3

1
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4. Si Planificas el mend de tu restaurante. Cada noche ofreces dos cenas diferentes a las que
acuden al menos 240 clientes. La noche del sdbado ofrecerds Rosbif y pollo, Crees que el
rosbif se pedira menos que el pollo. La porcion de rosbif te cuesta 5 y la de pollo, 3. Puedes
gastar un maximo de 1200 entre los dos platos.

a) Escribe un sistema de desigualdades lineales que muestre las diferentes combinaciones
de porciones de rosbif y de pollo que podrias preparar para la noche del sabado.

b) Representa graficamente el sistema de desigualdades lineales.
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MATEMATICAS BASICAS
UNIVERSIDAD NACIONAL DE COLOMBIA - SEDE MEDELLIN
Semestre 01/2011-Clase 13

1. Dado que AC es perpendicular a CE, que BF es bisectriz de £ ABD y que DF es bisectriz
de £ BDE, halle el valor de £ BF D

2. Dado que A ACE es rectangulo en C, que AB = AF y que FE = DE | halle el valor de
ABFD.

(o]
)
m

3. Sabiendo que AE =2 EB y que AC y BD son paralelos, encuentre los valores de z y 4.

4. Sabiendo que CD = CE y que £ACD = £ BCE, encuentre los valores de = v v.
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MATEMATICAS BASICAS
UNIVERSIDAD NACIONAL DE COLOMBIA - SEDE MEDELLIN
Semestre 01/2011
Clase 14

Ejemplos a Desarrollar en Clase

1. Hallar el volumen y el area superficial de la siguiente figura:

o

2. El volumen de un cubo mide 2197c¢m?. Calcula el lado del cubo y la diagonal principal

3. Se ha pintado un recipiente cilindrico de 20m de diametro y 15m de altura, con la punta
del cilindro en semiesfera. Se ha pagado a 750 pesos el metro cuadrado de la parte cilindrica
y 550 pesos la parte esférica, jcudnto se pago por todo?.

4. Un reloj de arena esta formado por dos conos rectos unidos por su cispide. La altura del
reloj es de 10cm y su didmetro 5cm. Calcular el volumen de arena que hay en el interior
de uno de los conos. Sabiendo que cae 0, Lem? de arena por segundo, jcuanto tiempo tarda
en pasar la arena de un cono al otro?.

5. Calcula el area visible y el volumen de un depésito cilindrico de radio 8m y altura 12m
terminado en una semiesfera.

6. ;Cuantos litros de agua hay que sacar de un depdsito cilindrico de 8m de altura y 3,5m
de radio, para que el nivel de agua descienda 3m?
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MATEMATICAS BASICAS
UNIVERSIDAD NACIONAL DE COLOMBIA - SEDE MEDELLIN
Semestre 01/2011
Clase 15

PREGUNTAS INICIALES

= ; Que se entiende por modelo matematico?

= Como podemos representar un modelo?

Modelado mediante ecuaciones

Tanto en matematicas como en otras ciencias, y atn en situaciones de la vida real, encontramos
problemas que involucran dos o méas cantidades relacionadas entre si, y entonces debemos plantear
y resolver un modelo matematico, que puede ser una ecuacidén, para relacionar y encontrar
estas cantidades.

Para resolver este tipo de problemas es conveniente proceder de acuerdo con las siguientes in-
strucciones:

1. Leer cuidadosamente el problema resaltando la informacién més importante y, de ser posi-
ble, hacer un dibujo que ilustre la situacién planteada, indicando las cantidades conocidas
en el problema.

2. Identificar claramente la cantidad o cantidades desconocidas (variables o incognitas) que
debemos encontrar y asignarles una letra. Por lo general, éstas aparecen en la pregunta que
plantea el problema. Si es posible, se deben identificar en el dibujo hecho en 1.

3. Encontrar, en el enunciado del problema o en el dibujo, la informacién que permita rela-
cionar las cantidades y las variables definidas en 1. y 2.

4. Plantear un modelo matematico o ecuacién que permita expresar esta relacion.

5. Resolver la ecuacion, verificar la respuesta y responder en palabras las preguntas planteadas.
Ejemplo 1
Exprese el drea A de un triangulo equilatero en términos de su altura h.
Ejemplo 2
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2

s
|
b

Carlos invirtio $ 120,000 en dos fondos de inversion diferentes. En uno de ellos a un interés simple
de 4,5% por afio y en el otro a una tasa de 4% anual. Después de un ano, el dinero obtenido
por intereses en las inversiones es de $5,250 ; Cuanto dinero invirtio en cada fondo?

Ejemplo 3
Un hombre se aleja caminando de un poste cuya lampara estd 6 m por arriba del suelo. El

hombre tiene una estatura de 2 m. ;Cuanto mide la sombra del hombre cuando estad a 10m del
poste?

B

10m T X i

Ejemplo 3

Se tienen 1287 em? de hojalata para fabricar un envase cerrado en forma de cilindro circular
recto.
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1. Disenar un modelo matemético para expresar el volumen V del envase en términos del
radio r de la base del envase.

2. ;Para cudles valores de r el volumen V' del envase es igual a cero?

Ejemplo 4

Marfa emprende un viaje de Manizales hasta Cali ciudades que estan a una distancia de 300km.
Viaja un tramo en bus, y éste llega a la estacién de tren justo a tiempo para que Maria continte
su viaje por tren. El bus viaja a una velocidad promedio de 40km por hora y el tren se mueve a
60km por hora. Si el viajecompleto dura 5,5 horas. ;Cuénto tiempo pasard Maria en el tren?

Ejemplo 5
Un alambre de 100c¢m. de longitud, se corta en dos partes formando con una de ellas un circulo
y con la otra un cuadrado. Hallar un modelo matematico en funcién del area.

X 100-x S

|‘ ——] 1 x = : (100-x)

Problemas

1. Un estacionamiento en la ciudad cobra 20000 por la primera hora y 10000 por cada hora
adicional. Expresar la cuota de estacionamiento como una funcién del nimero de horas
estacionadas.
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. De una larga pieza de hoja de lata de 25¢m. de ancho se va a hacer un canalén para lluvia,
doblando hacia arriba sus orillas para formar sus lados. Expresar el area de la seccién
transversal del canal6n para lluvia como una funcién de su altura.

. Se sabe que 100 gramos de granos secos de soya contienen 35gr. de proteinas y 100gr. de
lentejas secas contienen 26gr. de proteinas. Los hombres de talla media que viven en un
clima moderado necesitan 70gr de proteinas en su alimentacién diaria. Supongamos que
un hombre quiere conseguir esos 70gr de proteinas comiendo soya y/o lentejas. Sea x la
cantidad de soya e y la cantidad de lentejas diarias (z ,y medidas en gr.) ;Halle un modelo
que represente la relacion entre x y y?

. Un lote rectangular va a cercarse en tres de sus lados. Si el drea del lote es de 30m cuadrados,
exprese la longitud de la cerca como una funcion de la longitud del lado no cercado.

. Se desea construir un recipiente con la forma de un cilindro circular sin tapa con un volumen
de 24mem? . El precio del material que se usa para el fondo es el triple que el del material
que se usa para la parte curva. Exprese el costo del recipiente en funcién del radio de la
base del cilindro.

. Se dispone de una cartulina cuadrada de lado x y se quiere hacer una caja sin tapa recor-
tando cuadrados iguales en las esquinas y doblando sus lados. Halle el volumen de la caja
en funciéon del ancho
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UNIVERSIDAD NACIONAL DE COLOMBIA- SEDE MEDELLIN
MATEMATICAS BASICAS - Semestre 01/2011
Clases 17 y 18

Funciones definidas por partes Una funcién por partes se define mediante formulas dis-
tintas en pertes diferentes de su dominio. Ejemplo Para la siguiente funcién encontraremos su
grafico, dominio y rango.

l1—-z <1

ro={ 1

T z>1

Realizar la grafica para observar el comportamiento de la funcién,evaluar £(0), f(1) y f(2). Fun-
cién valor absoluto otro ejemplo particular de funcién por partes. f(z) = |z|, recordar la
definicién.Encontrar grafico.

Funcion maximo entero otro ejemplo de funciéon por tramos, se define por ||z|| = méximo
entero menor que o igual a x. mostrare por medio del grafico y la tabla.

Encontrar una féormula para la funcién f graficada Ejemplo 9 del texto contextos de
James Stewar.

SimetriaSi una funcion f satisface f(—z) = f(z) para todo nmero x en su dominio, entonces
f se llama funcién parpor ejemplo f(x) = 22 es par, la importancia geométrica de una funcion
par es que su grafica es simetrica con respecto al eje y (mostrare ejemplos de ello como la figura
19 del texto contextos ).

Si satisface f(—z) = —f(z) para todo nimero x de su domini, entonces f se llama funcién
impar. Por ejemplo, la funcién f(z) = 23 es impar.
La grafica de una funcion impar es simétrica respecto del origen( figura 20 del texto contextos).

Ejemplo Determine si cada una de las siguientes funciones es par, impar o ninguna de estéas.

(a) f(z) =2 +2 (b) f(z) =1—2a" (c) f(z) =22 —2”,
Funciones de la formaf(z) = 2"para nelN.
Sin =1 es delaforma f(zr) =max + by es una funcién lineal.
Si n = par, la grafica es una cuadratica similar a la grafica de una parabola.
Si n = impar su grafica es similar a la grafica de una cubica.

ejemplos encontrando el grafico, dominio, rango

1. f(z) =+ a y su familia como son f(z) = 2z, f(z) = bz, f(z) = iz

2. f(x) = 23 y su familia como son f(z) = 2%, f(z) = 2"
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3. f(x) = 2% y su familia como son f(z) = z* f(z) = 28

Funciones de la forma f(x) = o = {/x es una funcién raiz Para nelN,n > 2.

Si n es un namero par, el dominio de la funcién es [0, co).

Si n es impar, las graficas son similares a la de y = J/z

Ejemplo

1. Estudios recientes indican que el promedio de la temperatura de la superficie de neustro
planeta ha estado subiendo continuamente. Algunos cientificos han modelado le temper-

atura por medio de la funcién lineal T = 0,02t 4 8,50 donde T es temperatura en °C y t4
representa anos desde 1900

a) ;Qué representa la pendiente y la interseccion de 17

b) Use la ecuacion para predecir el promedio de temperatura de la superfiice del mundo
en 2100

2. Fjercicios del texto Precalculo de Stewar 86, 87
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MATEMATICAS BASICAS
UNIVERSIDAD NACIONAL DE COLOMBIA - SEDE MEDELLIN
Semestre 01/2011
Clase 19 y 20

Tomado del texto Precalculo de Stewar.

Transformacion de funciones
Desplazamiento vertical. Sumar una constante a una funcién desplaza su grafica en direccion
vértical: Hacia arriba si la constante es positiva y hacia abajo si es negativa.

Ejemplos desplazamientos verticales de graficas. Mostrar en los siguientes ejemplos
por medio del grafico.

1. Use f(z) = 22 para desplazar la grifica de cada funcion

. f(:z:):x2+5
o flz) =222

2. Use f(r) = 2% — 92 para desplazar la gréifica de cada funcion

» f(x)=a3—92+5
o f(x) =292 —20

En general, suponga que se conoce la grafica de y = f(z). Como se obtienen de ésta las
graficas de.

y=f(@)+cyy=f(z)—c (¢>0)

Desplazamiento horizontal. suponga que se conoce la grafica de y = f(z). ;jComo se
emplea para obtener las graficas de

y=fl@+ec).y=Fflz—c).(c>)

1. Use f(z) = 22 para desplazar la gréfica de cada funcién

- g(a) = (x - 2)?
- hx) = (2 +4)?

2. combinacion de desplazaminetos horizontal y vertical. Bosqueje la graficade f(x) = Va — 3+
4
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Reflexion de graficas. Para graficar y = — f(x), refleje la grafica de y = f(z) en el eje x.
Para graficar y = f(—=z), Refleje la grafica de y = f(x) en el eje y.

Ejemplos () f(z) = —a? (b) g(z) = /~2)

Estiramineto y acortamineto de funciones.

ejemplos

Por medio de ejemplos mostrare como suceden graficamente

1. use la grafica de f(x) = 22 para trazar la grafica de cada funcion.
= g(2) = 327
» h(r) =222

2. trazar gréifica del texto Stewar ejercicio 54 pagina 192
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UNIVERSIDAD NACIONAL DE COLOMBIA- SEDE MEDELLIN
MATEMATICAS BASICAS - Semestre 01/2011
Clase 21 y 22

Algebra de funciones Dadas dos funciones f y g

» Su suma, denotada por f + g, es la funcién definida (f + g) = f(x) + g(z).
» Su diferencia, denotada por f — g, es la funcion definida por (f — g) = f(z) — g(x).
» Su producto, denotada por f * g, es la funcion definida por (f * g) = f(z) * g(z).

» Su cociente, denotada por f/g, es la funcion definida por (f/g) = f(x)/g(x).Con g(z) # 0.

observacion En acada caso, el dominio de la funcion resultante consta de auqellos valores
de xcomunes a los dominios de f y g, con el requerimiento adisional en el caso cuatro de
que se excluyan los valores x para los cuales g(x) = 0

Ejemplo Dado que fy g son las funciones definidas por f(x) = vz + 1y g(x) = Vo — 4.
Defina las funcines y determine el donimio de las funciones y determine el dominio de las resul-

tantes: f+g; f—g; f*g;f/g.

Composicion de funciones Dadas las dos funciones f y ¢. La funcién compuesta, dada por
fog.esta definida por (fog)(z) = f(g(x)) y el dominio fog es el conjunto de todos los nameros
x del dominio de g tales que g(x)esta en el domino de f(z).

Ejemplo Si fy g estan definidas por f(x) = /x y g(x) = 22 — 3 Hallar fog. Ejemplo Sean
f(z) = =25 y g(z) = 22 + 1 Hallar (fog)(3)

Ejemplo En un bosque un depredador se alimenta de su presa, y para las primeras 15
semanas a partir del fin de la temporada de caza, la poblacién de depredadores es una funcién
fde x, el niimero de presas en el bosque, la cual a su vez, es una funcién de gde ¢, el ntmero
de semanas que han pasado desde el fin de la temporada de caza. Si f(x) = 4%%2 —2x 450y
g(t) = 4t+52, donde 0 < t < 15, encunentre, a) Un modelo matematico que exprese la poblacion
de depredadores como una funcién del nimero de semanas a partir del fin de la temporada de
caza. b) Determine la poblacion de depredadores 11 semanas después del cierre de la temporada
de caza.

Ejercicios a desarrollar en clase

1. En un cierto lago, el pez rébalo se alimenta del pez pequeno gobio, v el gobio se alimenta
de plankton. Supongamos que el tamano de la poblacion del robalo es una funcion f(n) del
namero 1 de gobios presentes en el lago, y el nimero de de gobios es una funcion g(z) de
la cantidad = de plankton en el lago. Exprese el tamafio de la poblacién del rébalo como
una funciéon de la cantidad de plankton, si: f(n) =50 + 155 v g(x) = 4z + 3

2. Un charco circular de agua se estd evaporando y disminuye lentamente su tamano. Después
de ¢ minutos, el radio del charco mide r(t) = % cm; en otras palabras, el radio es una
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funcion del tiempo. El area A del charco est4d dado por A(r) = 772, es decir, el 4rea es una
funcién del radio r. Expresar el drea como una funcién del tiempo.

. Los defensores del medio ambiente han estimado que el nivel promedio de mondxido de
carbono en el aire es M (m) = (1 + 0,6m) partes por millén cuando el namero de personas
es m-miles. Si la poblacién en miles en el momento t es P(t) = 400 + 30t + 0,5t> Hallar:
a) Exprese el nivel de monoxido de carbono en el aire como una funciéon del tiempo
b) Calcule el nivel de monéxido de carbono en ¢ = 5.
. Se conoce que la poblacién de ranas R calculada en miles en una determinada regiéon
depende de la poblacién de insectos m en millones. La poblacién de insectos I a su vez varia

con la cantidad de lluvia c dada en centimetros. Si la poblacion de ranas es R(m) = 65+ ¢
y la poblacion de insectos es I(c) = 43¢+ 7,5

a) Exprese la poblacion de ranas como una funcion de la lluvia

b) Estime la poblacion de ranas cuando la lluvia es de 1,5 centimetros

. Para las funciones f(z) y g(x), hallar: fog, gof, gog, fof,f+g9,.f—g,9— f, f-g, %, g,con sus
respectivos dominios.

Q) f@) = Asg(@) =P +a

b) f(a) = .9(x) =6

. Ejercicios del texto 1 al 6

. Ejercicios del texto 11 al 12 para tener la claridad de las graficas.
. Ejercicio 17, 21

. Ejercicio 61 pagina 222.
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FUNCIONES UNO A UNO Y SUS INVERSAS.
Funciones Uno a Uno.
Definicion.

Una funcién con dominio A se llama funcién uno a uno si no hay dos elementos de A que
tengan la misma imagen, es decir,

f(z1) # f(z2) siempre que 1 # x2
Prueba de la horizontal. Una funcién es uno a uno si y sélo si ninguna recta horizontal
cruza méas de una vez la grafica.
Ejemplo
Determina si es uno a uno g(z) = |z| y h(z) = 23 + 8

La inversa de una funcién Las funciones uno a uno son importantes por que son presisa-
mente las funciones que poseen funciones inversas de acuerdo con la siguiente definicién

Definicién de la inversa de una funcién Sea f una funcién uno a uno con dominio A y
rango B. Entonces su funcién inversa f~! tiene dominio B y rango A y esté4 definida por

fFlly) =2 = f(z) =y
Para cualquier yen B

dominio de f~! =rango de f

Rango de f~! =dominio de f

Propiedad de la funcién inversa Sea f una funcién uno a uno con dominio A y rango
B. La funcion inversa f~! satisface las siguinetes propiedades.

f~Y(f(z))) = = para toda x en A f(f~(x)) = = para toda = en B.

ejercicios de la seccion 2.8

» Ejercicio 21 Mostrar que fy g son inversas entre si. f(x) = — 6y g(x) = 2 + 6.

» Ejercicio 27 Mostrar que fy g son inversas entre si. f(z) =22 —4, 2 > 0y g(z) = vz + 4,
T > —4.

= Ejercicio 37 Encuentre la funcién inversa de f(z) = 35.
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Ejercicio 41 Encuentre la funcion inversa de f(x) = /2 + 5.
Ejercicio 45 Encuentre la funcion inversa de f(z) =4+ J/x.

Ejercicio 71 Por sus servicios, un investigador privado requiere una cuota de retencion de
500 mas 80 por hora. Sea x el numero de horas que el incestigador pasa trabajando en
un caso a) Halle una funcion f que modela la cuota del investigador como una funcion
de x.b)Encuentre f~1. ;Qué representa f~! ? ¢) Encuentre f~1(1220);Qué representa su
respuesta’.

Ejercicios de aplicacion 73,75, 77
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MATEMATICAS BASICAS
UNIVERSIDAD NACIONAL DE COLOMBIA - SEDE MEDELLIN
Semestre 01/2011
Clase 23 y 24

SITUACIONES INICIALES

Las funciones exponenciales tienen aplicaciones variadas en procesos de crecimiento y de-
crecimiento. Entre los ejemplos cabe senalar el crecimiento de la poblaciéon, capitalizacion del
dinero, valoracién de activos, la inflacién, depreciacién de activos, reproduccién de virus o bac-
terias, entre otros. Por lo tanto se pretende explorar algunas aplicaciones antes de desarrollar las
caracteristicas de la funcién exponencial

= Historia del ajedrez. Cuentan que el inventor del ajedrez pidi6 al rey como pago de su
invento 1 grano de trigo por el primer cuadro, 2 por el segundo, 4 por el tercero, 8 por
el cuarto, y asi sucesivamente hasta cubrir los 64 cuadros del tablero. Al rey, poco ducho
en matematicas, le parecié justo; pero cuando fue a pagar, su tesorero descubrié que la
cosecha del reino durante numerosos afios no permitiria cubrir la deuda. jporqué? Si un
grano pesase s6lo 0,1 gramo, ;jcuantas toneladas serfan necesarias para cubrir el precio?

= Interés compuesto. Supongase que se dispone de 100000 y desea invertirlos en algin
tipo de negocio que evite que su ahorro se deprecie. Para ello cuenta con dos opciones: la
primera, prestarle a un amigo al 3% mensual y cada mes se le liquidan los intereses; la
segunda, ahorrarla en una entidad financiera que le paga 2 % mensual y donde los intereses
producidos se mantienen en el dep6sito para engrosar el capital disponible y en lo sucesivo
también produzca intereses.

a) Realice una tabla donde muestre el rendimiento de la inversion a dos anos, para cada
caso y grafique.

b) Halle una funcion que represente el capital en cualquier instante de tiempo.

Funciones Exponenciales

Definicion

Si z € R, la funcién definida por

f(z) =a", con a constante, a >0y a # 1,

se llama funciéon exponencial con base a.
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Ejemplo

Graficar

y hacer observaciones intuitivas acerca de ambas funciones.




Como g (z) = (%)x = 5= =27% = f(—x), entonces la grafica de g es la reflexién respecto al eje

y de la grafica de f.
En general, si f (z) =a”, a > 0, a # 1 se tiene:

= El dominio de f es el conjunto de los niimeros reales, Dy = (—o00, +00)

= El rango de f es el conjunto de los niimeros reales positivos, Ry = (0,400)
» El intercepto con el eje y esta (0,1) y no tiene intercepto con el eje x.

= La grafica es continua y crecente si @ > 1 y decreciente si 0 < a < 1.

» La funcién tiene una asintota horizontal. Si a > 1, f () = a® — 0 cuando z — —oo y si
0<a<l, f(z) =a" — 0 cuando x — 400

s La funciéon es uno a uno.

Si a > 1, la grafica de f (x) = a” tiene la siguiente forma:

/)

La grifica de f se va acercando y=a
al eje x, a medida que x (a>1)
disminuye.

(0,1)

o X

Ademas, a medida que la base a aumenta, la grafica de f es "mdas empinada'(esta mas cerca
al eje y,0 crece mas rapido) para z > 0 y estd mas cerca del eje z (crece més lentamente) para
z < 0.

Si0<a<1,lagréficade f(x) = a® tiene la siguiente forma:
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La grdfica de f se va acercando
=" al eje x, a medida que x

(O <g< 1) aumenta.
0, 1)

Ademas, a medida que la base a disminuye, la grafica de f es "mas empinada"(estd mas
cerca al eje y, 6 "decrece méas rapido") para < 0 y estd mas cerca del eje z ("decrece ma s
lentamente") para x > 0.

Ejemplo

Trazar la grafica de h(z) = —(3)™® + 1 a partir de la grifica de y = (3)?, utilizando transfor-
maciones de funciones.

Solucién

Partiendo de la grafica de y = (%)x, una secuencia para trazar la gréafica de h es:

Ly=(3)"

2. y= (%)‘x (Reflexion de la grafica anterior con respecto al eje y).

3. y=—(3)"" (Reflexion de la grafica anterior con respecto al eje ).

4. y=—(3)"® + 1 (Traslacién de la grafica anterior, 1 unidad hacia arriba).

noindent Funcién Exponencial Natural

La funcién exponencial natural es la funcién exponencial con base e

f(z)=¢€".



Nota: ver defincion de e como limite.
Como 2 < e < 3, la gréfica de f (z) = e” esta entre las graficas de y = 2% y y = 3*.
Ejemplo

Trazar la grafica de f (x) = 2 — e~ a partir de la grafica de y = €%, utilizando transformaciones
de funciones.

Solucién
Partiendo de la gréifica de y = e”, una secuencia para trazar la grafica de f es:

1. y=e¢€".
2. y = e " (Reflexion de la grafica anterior con respecto al eje ).
3. y = —e " (Reflexion de la gréfica anterior con respecto al eje x).

4. y=2— e " (Traslacion de la grafica anterior, 2 unidades hacia arriba).
Ejemplo

Suponga una poblacién biologica; por ejemplo de conejos. El tamanio de la poblacién se multiplica
cada mes por cierto factor a que se mantiene mas o menos constante; supongamos que crece 20 %
al mes, es decir que el factor es 1,2. Entonces al cabo de 2 meses se ha multiplicado por a?, al
cabo de 3 meses por a? y asi sucesivamente. Determine una funcién que modele la poblacién de
conejos en cualquier instante de tiempo.

Ejemplo

Resuelver las siguientes ecuaciones:

1. Un cultivo de bacterias, con un ntmero inicial de 1000 bacterias, dobla su tamano cada
hora. Encuentra una formula para el ntimero N (¢) de bacterias presentes después de t horas.
Cuantas bacterias estardn presentes después de 8 horas.

2. Hay un limite méximo sobre la poblacién de peces en un cierto lago debido a la cantidad
de oxigeno . La poblacién de peces en este lago en el tiempo ¢, en meses estd dada por la

funcion: P(t) = H2+13(0—tﬂ4)’ i Cuél es el limite maximo de la poblacién de peces?

3. Un medicamento se elimina del cuerpo a través de la orina. La dosis inicial es de 10 mg
y la cantidad A(t) que queda en el cuerpo t horas después estd dada por A(t) = 10x0, 8.
Para que el farmaco haga efecto debe haber en el cuerpo por lo menos 2 mg.
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a) Determine el tiempo para que queden sélo 2 mg de medicamento

b) ;Cuél es la semivida (o vida media) del medicamento.

. El ntimero de bacterias de cierto cultivo incremento de 600 a 1800 entre las 7 y las 9 am.
Suponiendo que el crecimiento es exponencial y ¢ representa las horas después de las 7 am.
El namero f(t) de bacterias esta dado por la formula f(t) = 600,3"/2.

a) Calcule el numero de bacterias en el cultivo a las 8 : 00 a las 10 : 00 y a las 11 : 00
am.

b) Trace la grafica de f(t), halle su dominio y rango
o(a—3) _ gla+l).

- 72D = 343,

.37 —27(3)" =0.

.30 =277,

. (5%)? — 26(5%) + 25 = 0.
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Funciones Logaritmicas
SITUACION INICIAL

Retomando el caso de la poblacién de conejos, considere que se que se quiere medir el tiempo
en aquelos lapsos que tarda la poblacién en duplicarse, de manera que el crecimiento siga una
exponencia de base 2. ;Como6 se transformaria la funcion?

Como una funcién exponencial f(z) = a® es uno a uno, debe tener una funcion inversa f~!, que
se llama funcién logaritmica con base a y se denota log,,.

Definicién

Sea a >0, a # 1. La funcién logaritmica con base a, denotada log,, esta definida por
log,z =y <= ad’ ==x.

Asi, log, = es el exponente (y) al que se debe elevar la base a para obtener x.
Gréfica de la Funcién Logaritmica

Como la funcién logaritmica con base a es la inversa de f(x) = a®, a > 0, a # 1, entonces su
grafica se obtiene reflejando la grafica de f(x) = a® con respecto a la recta y = x.
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En general, si f (z) =log,z, a > 0, a # 1 se tiene:

= El dominio de f es el conjunto de los ntimeros reales positivos, D; = (0, +00)
= El rango de f es el conjunto de los nimeros reales, R; = (—00,+00)

» El intercepto con el eje x esta (1,0) y no tiene intercepto con el eje y.

» La grafica es continua (0,00) y crecente si a > 1 y decreciente si 0 < a < 1.

» La funcion tiene una asintota vetical. Sia > 1, f () = log, z — —oc cuando z — 0 por la
derecha y si 0 < a < 1, f (z) =log, x — 400 cuando x — 0 por la derecha

s La funcion es uno a uno.
Ejemplo

Graficar f (z) = log;y(x + 10)

Propiedades de los Logaritmos
Sea a >0, a # 1.

1. log, 1 =0, porque a’ = 1.

2. log, a = 1, porque a! = a.

3. log, a® = x, x € R, porque a” = a”.

4. a'°8® = g x> 0, porque log, = es el exponente al cual se debe elevar a para obtener .

Logaritmos Especiales

= Fl logaritmo con base a = 10, se llama logaritmo comn y se denota log.

log z = logg .

= Fl logaritmo con base a = e, se llama logaritmo natural y se denota In.

Inz = log, .
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Si en las propiedades de los logaritmos hacemos a = e obtenemos:

In1=0, lne=1; Ine*=z, zeR; " =z,2>0.

Leyes de los Logaritmos

A partir de las leyes de los exponentes se deducen Las siguientes propiedades de los logaritmos.
Para visualizarlo supongamos que se escriben M = b* y N = bY, entonces de acuerdo con
la defincion de logaritmo = = logy, M y y = log, N; segin las propiedades de los exponentes
MN = b*t¥ y expresado como logaritmo, z + y = log, M N, luego log, M + log, N = log, M N

Seaa>0,a#1,z>0yy>0.

1. log, (zy) = log, x + log, y.

2. log, (

3. log, (z") = rlog, .

> = log, z — log, y.

<8

Ejemplos

» a) simplificar y escribir en un solo logaritmo: %ln 36+2In64 —1n4
» b)Despejar « de In2 + In(4z — 1) = In(22 + 5)

2x:3m

= c)Resolver e —4 para z.

» d)Determinar el tiempo que debe permacer una capital de 2000000 para ser duplicado si
se invierte a 8 % anualmente y al 8 % por ano capitalizado continuamente.

Importante: Al trabajar con logaritmos debe tenerse en cuenta que:

log, (x + y) # log, = + log, y.

log, x

# log, (x> :
log, y Yy
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(log, )" # rlog, x.

Cambio de Base

Dado y = log, x, queremos expresar y en términos de log, z : Como y = logy x <= V¥ =z,

Y asi,

1
log, vY = log, r < ylog, b =log, r <y = 08a T
log, b
log, x
1 = a .
o8y log, b

otros ejemplos propuestos

1. Las estrellas se clasifican en categorias de brillo llamadas magnitudes. A las estrellas mas
débiles (con flujo luminoso L,) se les asigna magnitud 6. A las estrellas més brillantes se le
asigna magnitud conforme a la férmula:m = 6 — 2,5 log L% , en donde L es el flujo luminoso
de la estrella. Determine m si L = 10°%*L,

2. Se sabe que el tiempo de duplicacién de bacterias E. coli que residen en el intestino grueso
de las personas saludables, tan so6lo es de 20 minutos. Usar el modelo de crecimiento expo-
nencial, P(t) = Pye*, k > 0 para calcular la cantidad de bacterias de E. coli en un cultivo,
despues de 8 horas.

3. Supongamos que inicialmente se tiene 20gr de radio. A los ¢ anos, la cantidad que queda
se modela con la funcion A(t) = 20e~ 900048 Calcular la cantidad de radio que queda
pasados 100 anos. ;Qué porcentaje de los 20gr originales ha decaido en 100 afios?. Hallar
la vida media del radio.

4. El sismo del 26 de diciembre de 2004, frente a la costa oeste del norte de Sumatra, se
produjo un tsunami causante de 200000 muertes, se clasificé inicialmente como de 9,3 en
la escala Richter. Este ano, un sismo en Japo6n que afecté una planta nuclear se clasifico
como de 8,3 grados en la escala Richter. Sabiendo que la magnitud,M, de un sismo se
define como loglo(A%); donde A es la amplitud de la onda sismica méxima del sismo, y Ag
es una amplitud de referencia que corresponde a una magnitud M = 0, determine cuéntas
veces mas intenso fue el sismo de 2004.
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MATEMATICAS BASICAS
UNIVERSIDAD NACIONAL DE COLOMBIA - SEDE MEDELLIN
Semestre 01/2011
Clases 25 - 26

TRIGONOMETRIA
Conceptos Basicos

La Trigonometria es el estudio de la relaciéon entre las medidas de los lados y los dngulos del
tridngulo.

Angulos

En este capitulo usaremos la definicién y las propiedades de los dngulos estudiadas en el capitulo
4, en el cual trabajamos lo relacionado con geometria.

Un angulo es la unién de dos rayos, llamados lados del angulo, que tienen un extremo comtn
llamado vértice.

Cualquier dngulo es congruente con algin angulo ubicado en el plano xy, cuyo vértice esta en el
origen y tiene un lado, denominado lado inicial, coincidiendo con la direccién positiva del eje
x; el otro lado del angulo se llama lado terminal. De este ultimo angulo se dice que esti en
posiciéon estandar.

A
Angulo 6

Angulo © en posicion estindar

En el angulo LAOB de la figura, el lado OA es el lado inicial y el lado OB es el lado terminal.
El 4ngulo LAOB puede generarse al rotar el lado OA alrededor de O hasta el lado OB.

Decimos que un angulo en posicién estandar es positivo si la rotacién del lado inicial se hace
en sentido contrario a las manecillas del reloj, en caso contrario es negativo.

Medida de Angulos
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Los 4dngulos se miden en grados o en radianes.

Si dividimos una circunferencia en 360 partes iguales, y trazamos los rayos desde cada divisién al
centro, se forman 360 dngulos congruentes. Decimos que cada uno de esos dngulos mide 1 grado,
denotado 1°.

1
1° es la medida del 4ngulo equivalente a %de una vuelta completa.

360° = 1 vuelta completa.

Si se divide la longitud L de una circunferencia por su didmetro, el resultado es la constante 7,

L L
— =, por ello L = 27r.

decir, — =
es decir, 1= 9

Un radian, denotado 1 rad, es la medida del dngulo formado por dos rayos que se intersectan
en el centro de una circunferencia de radio r, de tal forma que el arco sobre la circunferencia que
se encuentra entre los dos rayos tiene longitud r.

1 rad

Podemos expresar la medida de un angulo en radianes o en grados. A partir de la equivalencia
2rrad < 360°

encontramos que:

180°
lrad <— ——.
T

o

= 7r—1"ad.
Ejemplo

1. Encontrar la medida en radianes de un angulo que mide 36°.

36
36° <— ﬁ‘grad = %T(Ld.
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2. Cual es la medida en grados de un angulo que mide 37 rad.

180°
7

= 540°.

31 rad = 3w

Angulos Coterminales

Dos angulos en posicién estandar son coterminales si sus lados terminales coinciden.

Si 6 es un angulo en posicién estandar, 6 y 0 4+ 360°n, con n € Z, son angulos coterminales.
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Ejemplo

a) Encontrar dngulos coterminales con el angulo 6 = 45°, ubicado en posicion estandar.

Z M Z 7-‘- . * 2z 2
b) Encontrar angulos coterminales con el angulo 6 = ~% en posicién estandar.

Solucién

a) Para hallar dngulos coterminales con 6, sumamos multiplos positivos o negativos de 360°,
asi:
45° + 360° = 405°,45° 4+ 720° = 765°,45° — 360° = —315°, ...,

son angulos coterminales con § = 45°. Graficamente, tenemos:

y y y
rLM/ x ﬂL/ x J 50 x
\‘/405° Two -315°T

b) De manera anédloga para hallar dngulos coterminales con 6 = —%, sumamos multiplos
positivos y negativos de 27 de tal forma que,
s 11 =« 47 T —257
——+2r=— ——=+8r=—,—= —4dnr =
A S S S

. T
son angulos coterminales con ~%

Ejemplo
Encontrar un angulo 6 tal que 0° < 6 < 3607, que sea coterminal con el angulo de medida 1,125°.
Solucién

Para hallar el angulo 0 restamos 360° de 1,125° tantas veces como sea necesario o, equivalente-
mente, dividimos 1,125° entre 360° y el residuo sera el angulo buscado.

Asi,
1,125 45

360 > 360
Luego, 6 = 45°.
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Funciones Trigonomeétricas de Angulos
Definicion:

Sea 6 un 4ngulo en posicion estdndar y sea P = (z,y) un punto sobre el lado terminal de 6,
distinto al origen. Sir = /22 + y2 es la distancia del origen al punto P, definimos las funciones
trigonométricas de 6 asi:

P(x,y)
vy
6 x
ol x =

Es importante anotar que las funciones trigonométricas de un dngulo no dependen de la eleccion
del punto P = (x,y). Si P’ = (2/,%') es cualquier otro punto sobre el lado terminal del angulo,
como los tridngulos APOQ y AP'OQ’ son semejantes (jpor qué?), sus lados correspondientes
son proporcionales.

P'(xy')
me, i
(@) Q qQ

En forma similar se muestra el resultado para las tres funciones restantes.

Observacion

Sea 6 un angulo agudo en posicion estandar y sea P = (x, y) un punto sobre el lado terminal de 6.
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y
P
¥ Cateto
f Yy x opuesto a ©
ol ¥ g
Cateto
adyacente a 0

El AOQP es rectangulo en @, la hipotenusa es el segmento OP= \/x2 + 42 y los catetos son los

segmentos OQ llamado cateto adyacente a 6,y QP llamado cateto opuesto a 6, de longitudes z
e y respectivamente.

Con base en este tridangulo y en la definicién de las funciones trigonométricas de angulos tenemos:

Y de esta forma podemos calcular las funciones trigonométricas de cualquier angulo agudo de
un tridngulo rectangulo.

Hallemos las funciones trigonométricas de los angulos 0 = 45° 6 I; 0 =60°6 y 6 =30°6 %

Para 0 = 45° 6 — :

4
Dibujamos un cuadrado de lado 1 y trazamos una diagonal cuya longitud, usando el Teorema de
Pitagoras, es v/2. Los angulos agudos de cada uno de los triangulos que se forman son de 45°.

2

45°
1

. . " . 2 7T
Entonces, las funciones trigonométricas de 6 = 45° 6 7 som

Para@zﬁooég:

Dibujamos un triangulo equilatero AOPQ de lado 2 y trazamos la altura relativa a uno de sus
lados. Como la altura es también mediana, la longitud de PR es 1 y usando el Teorema de
Pit4goras encontramos que la longitud de la altura es v/3.
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2 /30 2

3
60°

P 1 R 1 Q

Como cada uno de los angulos interiores del tridngulo mide 60° (;por qué?), con base en la

informacién anterior, calculamos las funciones trigonomeétricas de § = 60° 6 3

Usando el mismo tridngulo y el hecho de que la altura es también bisectriz, calculamos las
funciones trigonométricas de 8 = 30° 6 —

Estos resultados se usan con mucha frecuencia y se encuentran facilmente si se trabaja con los
tridngulos aquf descritos.

Las funciones trigonométricas de angulos mayores de 90°; se hallan con base en las de los angulos
agudos.

Angulo de Referencia

El angulo de referencia 6 de un angulo # en posicién estandar, es el angulo agudo formado
por el lado terminal de 6 y el eje x.

|
Il
Sa)
|
Il
3

|
Sa)
|
Il
Sa)
|
N
|
Il

2 — 40
Ejemplo
Encontrar el angulo de referencia de los siguientes dngulos:

i) 780°

Ly O
ii) 5

Soluciéon
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i) Los angulos 780° y 60° son coterminales ya que 780° — 2(360°) = 60°. Luego, § = 60°
porque el lado terminal de 780° esta en el cuadrante 1.

Yy

7800 600 x

D)
\

5
ii) El dngulo de referencia es el dngulo agudo formado por el lado terminal de —g v el eje

— St 0w
CAsi, 0= — — = —.
x. Asi, T 5 5

Puede probarse que los valores de las funciones trigonométricas de un angulo 6 en posicion
estandar son las mismas que las de su angulo de referencia € salvo por el signo.

Para hallar los valores de las funciones trigonométricas de cualquier angulo 6, se procede asi:

1. Se encuentra 6.

2. Se determina el signo de cada una de las funciones trigonométricas de 6, teniendo en cuenta
el cuadrante en el cual se ubica 6.

3. Se halla el valor de las funciones trigonomeétricas de 6, que es el mismo para 6, excepto por
el signo.

Ejemplo

Encontrar los siguientes valores:

i) cos m
3

i) T
11) CSC —
4

iii) cot (—2)

Soluciéon
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T 7
i) Sif = %, 0= g ya que % — 27 = g y como € es un angulo del cuadrante I, cosé > 0,
luego
7 ™ 1
COS — = COS — = —.
3 3 2

5 _
ii) Sif= Zﬂ, entonces 0 = % Ademas, en el cuadrante III, csc 0 es negativa. Luego,

)
CSCZW:—CS(:%:—\/E

- 7T .
iii) En este caso, 0 = R en el cuadrante IV, cot § es negativa. Luego,

t( ﬂ) t T =
cot([—=) = —cot— = —1.
1 1

Aplicacién - Area de un triangulo

1
Sabemos que el area de un tridngulo es A = 3 (base x altura) .

Consideremos los siguientes triangulos

Supongamos que, en cada caso, conocemos a, b y 6. Luego, para hallar el area, necesitamos la
altura h.

Luego, si a y b son las longitudes de dos lados de un tridngulo y 6 es el angulo entre ellos entonces
el area A del tridangulo es:

Solucion
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Ejercicio: Resolver el ejemplo anterior sin usar la nueva forma de calcular 4reas.
Funciones Trigonométricas de Angulos Negativos

Si 6 es un angulo en posicion estandar y P = (x,y) es un punto sobre el lado terminal de 6,
entonces el punto P'= (x, —y) esta sobre el lado terminal de —6.

y

P(x,y/

Vol
0, X
O(\-6
-y

r
P'(x,-y)\

Luego las funciones sen, tan, csc, y cot son funciones impares y cos y sec son funciones pares.

Asi:
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APLICACIONES DE LA TRIGONOMETRIA

SOLUCION DE TRIANGULOS RECTANGULOS

Un tridngulo tiene seis elementos: tres angulos y tres lados. Resolver un tridngulo significa
hallar la medida de todos sus elementos a partir de la informacién que se tenga acerca del
triangulo.

LEY DE SENOS: Introducir la expresion de ley de senos, y enfatizar en que momento se
utiliza.

Para resolver algunos problemas de aplicacién hallamos uno o mas elementos de un triAngulo
rectangulo,y para ello usamos la definicion de las funciones trigonométricas de un angulo agudo
y el Teorema de Pitagoras, que sélo es valido para tridAngulos rectangulos.

Se presentan ademads problemas en los cuales se deben hallar uno o méas elementos de un trian-
gulo acutangulo oobtusangulo,en los que no se puede usar de manera directa el Teorema de
Pitagoras ni la definicién de las funciones trigonométricas.

Vamos a estudiar dos nuevas herramientas, llamadas Ley de Seno y Ley de coseno, que expresan
ciertas relaciones entre las medidas de los lados y los dngulos de un tridngulo cualquiera.

Ley de Seno
En cualquier triangulo ABC se cumple que:

sinA sinB sinC

a b c

LEY DE COSENOS: Introducir la expresién ley de cosenos y enfatizar cuando se aplica.

Ley de Coseno

En cualquier triangulo AABC

a? = b+ —2bccos A
¥ = a®>+c® —2accos B
A = a>+b%>—2abcosC.
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Es decir, en cualquier tridngulo, el cuadrado de la longitud de cualquiera de los lados es igual a
la suma de los cuadrados de las longitudes de los otros dos lados menos el doble producto de la
longitud de estos dos lados y del coseno del dngulo entre ellos.

EJERCICIOS PROPUESTOS

10.

. Si medimos los dangulos de elevacién de una montaiia desde lo mas alto y desde la base de

una torre de 20 metros de alto y éstos son 38,5° y 40,2° respectivamente ; Cuél es la altura
de la montafia?

. Encuentre el angulo de elevacién del sol si un hombre de 1, 75m. de estatura, produce una

sombra de 82cm. de longitud en el suelo.

. Desde un punto que esta a 12m. del suelo, un observador obtiene una medicién de 53 grados

para el angulo de depresion de un objeto que se encuentra en el suelo. ; Aproximadamente
qué tan lejos esta el objeto del punto en el suelo que esta directamente bajo el observador?

. El cordel de un cometa se encuentra tenso y forma un angulo de 48 grados con la horizontal.

Encuentre la altura del cometa con respecto al suelo, si el cordel mide 87m. y el extremo
de la cuerda se sostiene a 1,3m. del suelo.

. Un avién vuela a una altitud de 10,000 metros y pasa directamente sobre un objeto fijo en

tierra. Un minuto més tarde, el &ngulo de depresiéon del objeto es 42 grados. Determine la
velocidad aproximada del avién.

. Calcule el ancho de una calle, si un observador situado sobre un edificio, ve el otro lado de

la misma bajo un dngulo de 60 grados con respecto a la horizontal.

. Una persona se encuentra en la ventana de su apartamento que esta situada a 8m. del suelo

y observa el edificio de enfrente. La parte superior con un angulo de 30 grados y la parte
inferior con un angulo de depresién de 45 grados. Determine la altura del edificio senalado.

. Un rio tiene las dos orillas paralelas. Desde los puntos P y Q de una orilla, se observa un

punto R de la orilla opuesta. Si las visuales forman con la direcciéon de la orilla dngulos de
40 grados y 50 grados, respectivamente, y la distancia entre los puntos P y Q es 30 metros,
determine el ancho del rio.

. Una escalera de 6m. de longitud descansa sobre una pared vertical de tal manera que el

pie de la escalera queda a 1,5m. de la base de la pared. ; Cuél es el 4ngulo que la escalera
forma con la pared y hasta qué altura de la pared llega la escalera?

Las longitudes de las sombras de dos postes verticales son 22m. y 12m. respectivamente.
El primer poste es 7, 5m. mas alto que el segundo. Encuentre el &ngulo de elevaciéon del sol
y la longitud de cada poste.
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MATEMATICAS BASICAS
UNIVERSIDAD NACIONAL DE COLOMBIA - SEDE MEDELLIN
Semestre 01/2011
Clase 27-28-29

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE NUMEROS REALES

Circunferencia Unitaria

Es la circunferencia de radio 1, con centro en el origen de coordenadas del plano xy.

Funcion Periodica

Se dice que una funcién f es periédica si existe un namero positivo p tal que f(t+p) = f (t)
para todo ¢ € Dy El menor de los ntimeros p que cumple la condicién se llama periodo de f.

Si f tiene periodo p, se dice que la grafica de f en cualquier intervalo de longitud p es un
periodo completo de f.

Funciones Trigonométricas Para Cualquier Niimero Real

En la circunferencia unitaria consideremos un angulo en posicién estandar cuya medida en radi-
anes es t, con t € R.

_1:’ X1

Funcién Seno Para determinar como es la variacion de sen(t) para 0 < t < 27; analizamos
como cambia la ordenada y del punto P = (x; y) sobre la circunferencia unitaria, al variar ¢; ya
que sen(t) = y:

Funciéon Coseno
Funcion Tangente

;Como cambia la funcion tangente cuando P = (x,y) se mueve en la circunferencia unitaria?
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y=sent

~2/2
32|

i
ol

o
1

Como tan(t) = SLZZ((:)),

izquierda tan(z) toma valores cada vez mayores, lo cual se simboliza: tan(x) — oo cuando
rT— 5 .

cos (g) =0,y sen (g) = 1, a medida que z se acerca a 7 por la

Similarmente, como cos (—%) =0y sen (—g) = —1 cuando z se acerca a —3, por la derecha,
tan(z) toma valores cada vez menores. En simbolos: tanx — —oo cuando x —» —g+.
La funcién tangente no estd definida en t = —F ni en ¢ = §,de hecho no estd definida para

t = 5 +nm, n € Z, porque para estos angulos el coseno es igual a cero.

Graficas de las Otras Funciones Trigonométricas
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y=cost

=

y=tant

IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS

Una identidad trigonométrica es una ecuaciéon que contiene funciones trigonométricas que
cumplen para todos los valores de la variable". (Definiciéon tomada del texto guia).

Por la premura del tiempo solo mostrare como obtener las identidades basicas con el tridngulo
rectangulo en la circunferencia de radio uno, para pasar a resolver algunas de las identidades del
texto entre ellas:

1. (tany + coty)sinycosy =1
2. Demuestre que la ecuacién no es una identidad sin 2z = 2sinx

3. Demuestre la identidad de la cofuncién usando las féormulas de adicién y sustraccion.

4. Calcule sin §, cos § y tan 5 a partir de la siguiente informacién sin(z == %, 0<ax<90

Ecuaciones Trigonométricas

Una ecuacién trigonométrica es una ecuaciéon en términos de expresiones trigonométricas,
para la cual las variables o incégnitas representan nimeros reales, que son la medida en radianes
de 4ngulos. Una identidad es una ecuacién trigonométrica que tiene como solucién todos los
valores de la variable para los cuales estan definidas las expresiones trigonométricas involucradas.
Resolver una ecuacion trigonomeétrica es hallar el angulo, o los 4ngulos que satisfacen la ecuacion,
es decir, los d4ngulos que convierten la ecuacién en una proposiciéon verdadera. Para resolver una
ecuacién trigonométrica usamos las operaciones algebraicas y las identidades trigonométri- cas
para escribir, en términos de una funcién trigonomeétrica, y a un lado del signo igual, todas las
expresiones trigonométricas, y luego encontramos los angulos que satisfacen la ecuacion.

En los siguientes ejemplos Mostrare la solucién de la ecuacion y la solucion grafica en el plano
catresiano.

Ejemplo
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y=csct

Resuelva la siguiente ecuacion trigonométrica:
V3tanz +1=0

Ejemplo

Resuelva la siguiente ecuacién trigonométrica:
4cos?x —4cosx+1=0.

Ejemplo

Resuelva la siguiente ecuacion trigonomeétrica:
sin 2x = 2tan 2x.

Ejemplo

Resuelva la siguiente ecuacién trigonomeétrica:
cos 2z + cosx = 2.

Aplicacién

En Filadelfia, la cantidad de horas de luz de dia en el dia t, donde t es el nimero de dias
después del primero de enero, se modela con la funcién.

L(t) = 12 + 2,83 sin(Z% (¢t — 80))

i Qué dias del ano tienen alrededor 10 h de luz de dia?.

. Cuéntos dias del ano tienen mas de 10 h de luz del dia?
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Aplicacién

El desplazamiento de un resorte que esti vibrando en movimiento armonico amortiguado se
representa por medio de:

y = 4e 3! sin 2rt.
Calcule los tiempos en que el resorte se encuentra en su posicion de equilibrio (y = 0)
Ejercicios

1. Simplifique las siguientes expresiones trigonométricas.

SeCx — COST

a)
b)

tanx
tanx

sec (—x)
sinx cosx
+

cscr  secw
d) tanxcoszcscx
cos

secx + tanx

2. Verifique la identidad.

t
2) cotzseca
cse T
b) i;;iﬁi = (secx — tanz)?

14sec’z _ 1 _ 2
) Trianzy =1 —cos™x

: 1 —sinxz
%f:gi — . =4dtanzsecx
1+sinz

)

) ( sinf —tanf) (cos@ — cot ) = (cosf — 1) (sinf — 1)
f) cot (m-l-y) — cot x cot y—1
)
)

cot x+cot y
4 (Sin6 x + cos® :c) =4 — 3sin? 2z

cos (z + 1) cos (z — y) = cos? x — sin’ y
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i) 1—tanztany = <Sety)
COS T COS Y

) sin x+sin 3x+sin 5x
J cos x+cos 3x+cos bz
/{7) sin 3xz+sin 7x
cos 3z—cos Tz

= tan 3z

= cot 2x

3. Cacule el valor exacto de las siguientes expresiones sin usar calculadora.

) 177
a) cos —-
12
tan - + tan
an — + tan —
b) 18 9
1 — tan - tan
18 9
¢) cos112,5°
3
d) cos X
8
. 11w
e) sin —-
12

f) 3cos37,5°cos 7,5°

4. Escriba la funcién 3sin 7z + 3v/3 cos 7z s6lo en términos de seno.
5. Escriba la funcion 5 (sin 2z — cos 2x) s6lo en términos de coseno.

6. Determine sin 2z, cos 2z y tan 2z a partir de la informacién proporcionada.

Q

b

&

tan —3 z en el cuadrante II

cscx =4, tanz < 0

secx = 2, x en el cuadrante TV

)
)
)
) ©

2
d :3,sin:c>()
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8. ANEXO 2

QUICES MATEMATICAS BASICAS
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Universidad Nacional de Colombia - Sede Medellin
Matematicas Basicas - Semestre 01/2011 - Quiz 1
Viernes 18 de Febrero, 6 AM

Nombre:

1. (Valor 20 puntos)Se realiz6 una encuesta con 550 personas. Se encontré que 130 veian la
televisién, 215 escuchaban la radio, 345 lefan el periédico para enterarse de las noticias,
100 lefan el periédico y escuchaban radio, 35 vefan la televisiéon y escuchaban radio y 65
vefan television y lefan el periddico. Si 20 personas se enteraban de la noticias por los tres
medios, determine:

a) ;cuantas solo veian TV?

<>

jcudntas usaban al menos dos medios de comunicacion para enterarse de las noticias?

ISURINY

) icuantas usaban exclusivamente sélo dos medios de comunicacion?
) icuantas usaban uno y s6lo un medio para enterarse de las noticias

e) jcuantos no utilizaban ninguno de estos tres medios?
2. (Valor 15 puntos) Representar el siguiente intervalo en forma grafica y de conjunto.
a) [-3,1)

3. (Valor 15 puntos)Si a = —4 y b = 3, con a,b € R, hallar la distancia entre a y b usando
valor absoluto
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Universidad Nacional de Colombia - Sede Medellin
Matematicas Basicas - Semestre 01/2011 - Quiz 1
Lunes 28 de Febrero

Nombre:

1. Una compania tiene 350 empleados, de los cuales 160 obtuvieron un aumento de salario,
100 fueron Promovidos y 60 fueron promovidos y obtuvieron un aumento de salario.

a) ;Cuéntos empleados obtuvieron un aumento pero no fueron promovidos?
b) ;Cuéntos empleados fueron promovidos pero no obtuvieron un aumento?.

¢) {Cuantos empleados no obtuvieron ni aumento de salarios ni fueron promovidos?

2. (Valor 15 puntos) Sia = —7y b= —2, con a,b € R, hallar la distancia entre a y b usando
valor absoluto.

3. (Valor 15 puntos)Juan es un prestamista de dinero que cobra un interés simple del 5
porciento mensualmente. Si uno de sus deudores le paga por concepto de intereses 252000
pesos, sobre un préstamo de 560000 pesos, ; durante cudnto tiempo le prest6 Juan el dinero?.

132



Universidad Nacional de Colombia - Sede Medellin
Matematicas Basicas - Semestre 01/2011 - Quiz 2
Viernes 11 de MARZO, 6 AM

Nombre:

1. (Valor 20 puntos) Determinar el valor de ¢ para que —1 sea raiz del polinomio, después de
hallar ”¢” Factorice el polinomio.

Q(z) = 2% — 622 + cx — 2

2. (Valor 15 puntos)Los terrenos de dos parcelas miden 3% y 3* metros cuadrados, respecti-
vamente. Judas duda si la primera parcela es doble que la segunda o no. De no ser doble,
jcuantas veces es mayor la primera que la segunda?.

3. (Valor 15 puntos) ;Cuantos nimeros de cuatro cifras mayores e impares que 4100 se pueden
formar con los digitos 1,2,4,5,6,7,8,9 sin que se repita ningtn digito?

4. (0,2 Bonificacién) Un cubo duplica su contenido cada segundo, si en media hora esta lleno
hasta la mitad ;en cuanto tiempo estara lleno por completo?.
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Nombre:

1. (Valor 15 puntos) Encontrar una ecuacion de la circunferencia que tenga centro en (—1;4)
y radio 8.

x2—x—
2. (Valor 15 puntos) Resolver: Z=2=2 < (.

3. (Valor 20 puntos) Un alimento debe ser transportado por un camién que maneja una
escala de temperatura en grados Fahrenheit. Si el alimento debe estar entre —2 y 10 grados
Celsius, ;Cuéal debe ser la escala en Fahrenheit para que el alimento se conserve en buen
estado?.
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NOMBRE:

1. (2.5 puntos)Con un alambre de 100 cm se construyen un cuadrado y una circunferencia,
usando todo el alambre disponible.

= Si L denota la longitud del lado del cuadrado, calcule la la suma de las areas de las
dos figuras, en términos de L.

= Sir denota el radio de la circunferencia, calcule la suma de las areas de las dos figuras,
en terminos de r.

2. (2.5 puntos) Se tiene un tanque en forma de cono recto invertido de 3 m de altura y 2 m de
didmetro en la parte superior (ver la figura). Si el tanque esta parcialmente lleno de agua,
con 1,8 m desde el vértice hasta la superficie, calcule el radio de la superficie de agua y el
volumen que ocupa.

3. (Bonificacion 0.2 puntos) Calcular el valor del dngulo formado por las bisectrices de dos
angulos consecutivos A y B de un paralelogramo.
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Nombre:

1. (10 Puntos) Suponga que se conoce la grafica de f(z). Describa como puede obtenerse la
grafica de la siguiente funcion 2f(x — 3) + 1, a partir de la grafica de f(z).

2. (20 Puntos) Dona Cecilia vive en la ciudad de Medellin en una zona que es estrato 1. El
pago de la energia esta discriminado de la siguiente forma: debe pagar un cargo fijo de 6200
pesos independiente del consumo, el precio de cada Kwh es 560 pesos si el consumo esté
entre 0 y 60 Kwh, y si es mayor de 60K wh el valor se incrementa en un 10 Por ciento, por
cada Kwh. Hallar:

a) Una funcién que represente la situacion.

™

La grafica.

o)

El dominio y el rango para la funcién.

d) Si el consumo para el mes de Marzo fue de 60K wh, qué dinero debera cancelar donia

Cecilia?.

e) Si dona Cecilia pagd 38680 pesos por concepto de energia para el mes de Febrero, cual
fué el consumo realizado para este mes?.

)
)
)
)

3. (20 Puntos) A partir de la grafica de f(z) = 1 Hallar:

a) La grafica de f(—xz+ 1)
b) El dominio y el Rango de f(—z + 1)

4. (0,2 Bonificacion) Defina de una forma clara y concisa, qué es una funcién?.
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Nombre:

1. (20 Puntos) Un charco circular se estd evaporando y disminuye lentamente su tamano.
Después de t minutos, el radio del charco mide 7(t) = m cm. Determine:

a) El area del charco como una funcion del tiempo.
b) El area del charco a los 560s.

2. Dada la siguiente funcion f(z) =2 — (%) Hallar:

a) (8 Puntos)La grafica f(zx).

b) (8 Puntos)El dominio y el Rango de f(z)
¢) (8 Puntos)f~!(x)

d) (6 Puntos)f(—2) y ubicar en la grafica.

3. (0,2 Bonificacion) Defina de una forma clara y concisa, qué es una funcion inversa?.
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Nombre:

1. (20 Puntos) Un hombre eleva una cometa. La cometa esta a una distancia de 1000cm de él,
el &ngulo que forma la cometa con la vista del hombre es de 60° por encima de la horizontal.
Si el hombre sostiene el hilo a la altura de la cabeza Determine:

a) El valor exacto de la altura a la cual se halla la cometa del piso, si el hombre mide
1.8m

b) Sila cometa cayera perpendicularmente, a que distancia caeria del hombre(Recuerde
El valor exacto)

2. (15 Puntos) Si sen(d) = 2 y cos(f) > 0, calcule el valor exacto de cos(f) y tan(9). “Valor
exacto” significa que la respuesta no puede ser un ntimero decimal.

3. (15 Puntos) Demuestre la siguiente identidad:

1+sen(z) 1—sen(z)
1 —sen(z) 1+ sen(z)

= 4tan(x) sec(x)
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1. Si en un total de 50 alumnos de primer ingreso, 30 practican Karate, Yoga y 10 practican
ambos deportes. ;Cuantos alumnos de primer ingreso estudian al menos un deporte?

2. Una compania tiene 350 empleados, de los cuales 160 obtuvieron un aumento de salario,
100 fueron Promovidos y 60 fueron promovidos y obtuvieron un aumento de salario.

a) ;Cuéntos empleados obtuvieron un aumento pero no fueron promovidos?
b) ;Cuéntos empleados fueron promovidos pero no obtuvieron un aumento?.

¢) Cuantos empleados no obtuvieron ni aumento de salarios ni fueron promovidos?

3. En un grupo de 165 estudiantes, 8 toman calculo, psicologia y computaciéon; 33 toman
calculo y computacién; 20 toman calculo y psicologia; 24 toman psicologfa y computacion;
79 estan en calculo; 83 estan en psicologia y 63 toman computacion.

a) ;Cuéantos estudiantes toman exclusivamente psicologia?

™

. Cuéntos estudiantes toman solamente dos materias?

o

ISW

)

)

) iCuantos estudiantes toman célculo y computacion?

) ¢Cuantos estudiantes toman al menos una de las tres materias?
)

e) ;Cuantos estudiantes no toman ninguna de estas asignaturas?

4. En una encuesta realizada a 120 pasajeros, una linea area descubrié que a 48 les gustaba el
vino (V) con sus alimentos, a 78 les gustaba las bebidas preparadas (P) y a 66 el té helado
(T). Ademas, a 36 les gustaba cualquier par de estas bebidas y a 24 pasajeros les gustaba
todo. Encuentre:

a) ;Cuéntos pasajeros solamente les gusta el té?

™

JA cuantos de ellos solamente les gusta el vino con sus alimentos?

o

ISW

)

)

) ¢ A cuantos de ellos solamente les gusta las bebidas preparadas?

) i Cuantos de ellos les gusta al menos 2 de las bebidas para acompanar sus alimentos?
)

e) ;Cuantos de los pasajeros no beben ni vino. ni té, ni bebidas preparadas?

5. Se tienen 3 juegos de video: llamados A, B y C. Un nino juega los tres, 3 ninos juegan A
o B, 3 nifos juegan A o C, 4 nifios juegan B o C. Si sabemos que 8 nifios juegan el juego
A, 12 el juego B y 10 el C, entonces;

a) ;Cuéntos ninos juegan a lo més los tres juegos?

<>

;Cuantos nifios usan los juegos A o B?

[S VRN

)

)

) iCuantos usan B o C?

) i Cuantos ninos juegan solo el juego C?
)

e

,Cuantos nifios s6lo juegan un juego y s6lo un juego?

140



6. Un grupo de primer ingreso de una escuela de ingenieria tiene 300 estudiantes. Se sabe que
180 pueden programar en Pascal, 120 en Fortran, 30 en Java, 12 en Pascal y Java, 18 en
Fortran y Java, 12 en Pascal y Fortran y 6 en los tres lenguajes. Conteste:

a) ;Cuéntos estudiantes pueden programar exactamente en dos lenguajes?

C

)

b) ;Cuéntos estudiantes pueden programar a lo menos en dos lenguajes?
) i Cuantos estudiantes pueden programar a lo sumo en tres lenguajes
)

d) ;Cudantos estudiantes de la escuela de ingenieria no saben ninguno de estos tres lengua-

jes?

7. En un curso compuesto de 22 alumnos; 12 estudian aleméan, 11 estudian inglés, y 11 francés,
6 estudian alemén e inglés, 7 estudian inglés y francés, 5 estudian alemén y francés y 2
estudian los tres idiomas.

a) ;Cudntos alumnos s6lo estudian inglés?

c

)

b) ;Cuéntos alumnos so6lo estudian un lenguaje?
) iCuantos alumnos so6lo estudian dos idiomas al mismo tiempo
)

d

i Cuantos alumnos no estudian ninguno de estos tres idiomas

8. En una encuesta sobre preferencias de los canales de television 7, 9 y 13 , se obtuvo la
siguiente informacién: 55 encuestados ven el canal 7

= 5 s6lo ven el canal 7y 9

33 ven el canal 7y 13

3 s6lo ven el canal 13

25 ven los tres canales

46 ven el canal 9

6 no ven televisién

= 2 s6lo ven canal 13 y 9
Hallar la cantidad de personas que:

a) Fueron encuestadas

b
c
d

Sélo ven el canal 9
Sélo ven el canal 7

Ven televisién

)
)
)
)

9. Realizar los ejercicios impares del 1 al 50, de la seccion 1.1 del Libro guia (Stewart, J).
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1. Problemas

» Aproximadamente la masa del Sol es de 2x 103° kilogramos, y la de Japiter, de 2 x 10%7
kilogramos. ;Cuantas veces es mayor la masa del Sol que la de Jupiter?

= Los terrenos de dos parcelas miden 3% y 3% metros cuadrados, respectivamente. Judas
duda si la primera parcela es doble que la segunda o no. De no ser doble, ;cuintas
veces es mayor la primera que la segunda?

» La distancia media de la Tierra al Sol es aproximadamente de 150 millones de kilémet-
ros. Exprésala en metros como producto de un niimero natural y la maxima potencia
de 10 posible.

= La cara de un cubo de madera tiene 40 cm de perimetro. Escribe el volumen del cubo
en forma de potencia y calcula el resultado.

= La plaza principal de una cindad es cuadrada y mide 100 m de lado. Calcula el ntimero
de personas que pueden entrar en ella para ofr un concierto, sabiendo que en cada
metro cuadrado caben 4 personas.

2. Potenciaciéon

2 3,0\ —1

b2c ! a”3b?

C) <ab4> (ac3>

4. Hallar la raiz correspondiente

3/ 64

+ ()
5/ 32

- ({/35)
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10.

11.

. ( : (—2)3>
- (V2P) =1 -2 =2

. Simplificar

Y\ a2b8 g
. /2649

= V50020t =

. Simplificar y mostrar con exponente positivo

- (Vro ™)

. Si al cuadruplo del nimero de estudiantes que hay en un salon le agregamos 21 personas,

ocupamos la totalidad de las sillas del lugar. ;Cuantos alumnos hay en la sala, si la sala
tiene 109 sillas?

El triple del ntimero de monedas que tiene Jorge, aumentado en 29, es igual al doble del
numero de monedas que tiene Jorge, mas el nimero de monedas de Carlos. Si Carlos tiene
101 monedas, jcuantas tiene Jorge?

En 16 afios més, mi hermano mayor tendré el doble de la edad actual de mi hermana. Si
ella tiene 33 anos, jcuantos tiene mi hermano mayor?

Sumar las siguientes expresiones algebraicas

a) (% —32% — 2 —18) + (=ba* + 223 — 22 — 8z + 3)
b) (323227 — &) + (—32° + 62% + 1)

Producto
a) (z—2y)(3z +4)

b) (V& —3)(4 - 5V7)

¢) (ha?—b)?

143



© N e

10.
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. De la seccion 1.3 del Libro guia (Stewart, J) realizar los ejercicios:

a) Multiplos de 7 ,de los ejercicios 1 al 100
b) 107 y 108

. Hallar el cociente entre las siguientes expresiones algebraicas.

a) P(z) = (22% — 422+ — 1) entre (x — 1)
b) G(z) = (62° — 423 + 2z) entre (x — 5)

Determinar el valor de m para que al dividir el polinomio P(z) = 2% — 422 4 32 + m entre
(x+2) , el residuo sea —3

Determinar el valor de a para que 3 sea raiz del polinomio Q(z) = 2% — 622 + ax — 2
Calcula el valor de k para que al dividir 2% — %x + k entre x — % se obtenga como residuo %
Hallar el valor de a para que P(x) = 422 — 6x + a sea factorizable.

Encontrar un polinomio de grado 3 que tenga como ceros a 2,—3y 5

Dados los siguientes polinomios hallar: los ceros reales y la forma general del polinomio.

s Hz)=(z+4)Bz+1)(z —1)
» M(z) = (z)(x —6)(3z + 2)(z +4)(5x — 3)

. Hallar las raices reales de los siguientes polinomios empleando divisién sintética:

a) x* — 2% —20

b) x° —16:13 +87x — 19122 + 176z — 105
c) 6 — 523 + 622

d) 4zt — 423 —81x2+x—|—20

Janeth, Nadia y Claudia tienen dos trabajos cada una. Cada una de ellas hace solo dos
de los trabajos siguientes: actriz, modelo, corredora de autos, escultora, detective privado
y representante de cosméticos. Se sabe, que la escultora y la corredora de autos iban a la
escuela con Janeth, la modelo compré maquillaje a la representante de cosméticos. Claudia
le gand al tenis tanto a Nadia como a la modelo. La actriz y la escultora eran companeras
de habitacion. La actriz salia con el hermano de la modelo, Nadia le debe a la corredora
de autos 100000.

a) Cual de estas chicas es la representante de cosméticos
» (a)Janeth, (b)Claudia, (c¢)Claudia y Nadia (d)Nadia

b) ;La ocupacion de Claudia es?
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1. De la seccion 1.4 del Libro guia (Stewart, J) realizar los ejercicios:
a) 73y 75

2. Simplificar las siguientes expresiones racionales, aplicando las propiedades y operaciones
en los racionales.

. 22426
a) ($+3)_7x+2
b) a*—b*  2a2—ab—b?
2a a?4-b?
¢) 20 4b _ —2b%2-3b+5
b+4 b+4 b+4
d) | x . 1 ] 234722 —142—120
22+112+30 22—9x+20 222—10x—12

3. Racionalizar el denominador o denominador, segin corresponda y luego simplificar:

a)

b)

¢)
4. Resolver las siguientes situaciones:

a) Para codificar algunos productos en un supermercado se dispone de las letras A, B, C, D, E, FyG
y los digitos del 0 al 9. ;cuantos objetos distintos se pueden codificar?.

b) Pararepresentar en un evento internacional al cual se designan dos cupos por Facultad,
se dipone de una lista de 5 estudiantes de la Facultad de Economia. ;ctiantas parejas
distintas tienen opcion de ser seleccionadas?

¢) De acuerdo con el orden de llegada de 5 personas que ganaron un sorteo, serdn entre-
gadas una moto, una bicicleta, un Xbox360, un Ipod y un MP3. ; Cudntas posibilidades
distintas de asignar el premio hay? .

d) Determine el séptimo término en el desarrollo binomial (2 — y)'°

5. Ejercicios Extra

a) Multlplos de 10 ,de los ejercicios 1 al 70.
) gy + 41

¢) t2f21 t2t2 5t3Jtr6

q) f
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Vo —1

11—z
En una carrera realizada en el Hip6dromo Los Comuneros, compiten 10 caballos. Para
apostar usted debe indicar el nombre de 1, 2 y 3 de ellos. ; Cuéntas boletas debe llenar
para asegurar ganar?

B

i.Cuantos numeros de cuatro cifras distintas pueden escribirse con las cifras 0, 1, 3, 87

Con las cifras 0, 1, 3, 7 y 9 ;cuadntos ntmeros distintos de tres cifras, todas ellas
diferentes, pueden formarse?

;, Cuantos nimeros mayores que 4100 se pueden formar con las cifras 1, 2, 3, 4 sin que
se repita ninguna?

Averiguar cuéntas guardias de cinco personas se pueden programar con 15 soldados,
con la condicién de que el més antiguo de ellos ha de participar en todas.

; Cuantos nimeros distintos de tres cifras diferentes pueden formarse con las cifras 2,
3,5, 7,8, teniendo que ser la primera cifra par?

. L . . 60 _
Si uno de los términos en el desarrollo binomial (2x2 — %) es de la forma ax 5%

Determine el valor de a

En la final de fatbol cuatro equipos colombianos se disputan dos cupos a la Copa
Libertadores. El campeoén juega en un grupo y el subcampedn en otro, ;cuintas posi-
bilidades de clasificacién existen?
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1. Desigualdades

Q

3 [S VY >

~

> @

7

J

)
)
)
)
)

)
)
)

)
)

20 —3 > -2
dr+2<3

1 1
3T -3

¢z — 10 > —2

T 5
2 > z+1 +4
3z+1
r—2 S 1
x2—x—2

r—1 S 0

z—V3
z2-3

>0

Hallar los valores de a para que P(x) = 42 — 6x + a sea factorizable en R.

Supongamos que trabajas un méaximo de 20 horas semanales repartidas entre dos
empleos. Como cuidadora de nifos, cobras 5 a la hora y como cajera, 6. Necesitas

ganar al menos 90 cada semana para poder cubrir tus gastos.

1) Escribe un sistema de desigualdades que muestre las diferentes combinaciones de
horas que podrias dedicar a cada trabajo. Representa graficamente el resultado.

2) Indica dos posibles formas de repartir las horas entre los dos trabajos.

2. Ecuaciones Lineales

2y — 45 = —3y + 18
W-s=w-3
6r — 12 — 2553 = 2g 4 ]

Lol

3. Ecuaciones cuadraticas

a

Qo o=

9V

—~

=@

)
)
)
)
)
)
)
)

1222 + 192 = 21

1022 =2+ 2
2 =13

2= -2

(2z — 3)? = 16
22 —dr+2=0

322 -6z —1=0
9y2 — 12y +4=0
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i) Sidejamos caer un objeto desde una altura hg por encima del suelo, su altura, después
de t segundos, esta dada por la ecuacién h = —16t2 + hg, donde h se mide en m. Si se
deja caer una pelota desde una altura de 288 m, jcuénto tiempo se demora la pelota

para tocar el piso?
4. Otros tipos de ecuaciones
10 12 _
a ~ 7—3 + 4=0

)

b) Vb—z+1=a-2

c) ot =522 +4=0

d) z'/? —321/3 =321/6 — 9

5. Ecuaciones con valor absoluto

a) |bx—2|=14
1, _ 4
b) |71‘+§‘—g
31 1
C) |21’+7‘—g
d) |6z +5/ =3

6. Circunferencia

a) {Cudl de los puntos A = (—6;2) 6 B = (3;0) esta mas cercano al punto C' = (—2;1).

b) Graficar la circunferencia descrita por la ecuaciéon (z — 1)% + (y + 3)%2 = 16

d) Demostrar que la ecuacion 22 + y? + %x + 2y + % = 0 es una circunferencia.

)
)
¢) Encontrar una ecuacion de la circunferencia que tenga centro en (—1;4) y radio 8.
)
e) Comprobar que el punto A(2, —3) pertenece a la circunferencia x2 + (y —4)? =53 = 0
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1. |z —3] <2
2. 4x+2| <3
3. |6z —4] > 1

4. Si Planificas el meni de tu restaurante. Cada noche ofreces dos cenas diferentes a las que
acuden al menos 240 clientes. La noche del sdbado ofrecerds Rosbif y pollo, Crees que el
rosbif se pedirad menos que el pollo. La porcion de rosbif te cuesta 5 y la de pollo, 3. Puedes
gastar un maximo de 1200 entre los dos platos.

a) Escribe un sistema de desigualdades lineales que muestre las diferentes combinaciones
de porciones de rosbif y de pollo que podrias preparar para la noche del sabado.

b) Representa graficamente el sistema de desigualdades lineales.

5. Si Ly y Lo son rectas paralelas y b = 30°, ;cuél es la medida de los angulos restantes?.

L1 L] b=30°

6. Si Ly y Lo son rectas paralelas y ¢ = 45° y m = 60°, encuentre la medida de los dngulos
restantes.

L1

L
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1. Dado que AC es perpendicular a CE, que BF es bisectriz de £ ABD y que DF es bisectriz
de £ BDE, halle el valor de £ BF D

2. Dado que A ACE es rectangulo en C, que AB = AF y que FE = DE | halle el valor de
ABFD.

(o]
)
m

3. Sabiendo que AE =2 EB y que AC y BD son paralelos, encuentre los valores de z y 4.

4. El volumen de un cubo mide 2197c¢m?. Calcula el lado del cubo y la diagonal principal

5. Se ha pintado un recipiente cilindrico de 20m de didmetro y 15m de altura, con la punta
del cilindro en semiesfera. Se ha pagado a 750 pesos el metro cuadrado de la parte cilindrica
y 550 pesos la parte esférica, ;cudnto se pago por todo?.

6. Un reloj de arena estd formado por dos conos rectos unidos por su cuspide. La altura del
reloj es de 10cm y su didmetro 5¢m. Calcular el volumen de arena que hay en el interior
de uno de los conos. Sabiendo que cae 0, lem?3 de arena por segundo, jcuanto tiempo tarda
en pasar la arena de un cono al otro?.

7. Calcula el area visible y el volumen de un depésito cilindrico de radio 8m y altura 12m
terminado en una semiesfera.
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. Un estacionamiento en la ciudad cobra 20000 por la primera hora y 10000 por cada hora
adicional. Expresar la cuota de estacionamiento como una funcién del nimero de horas
estacionadas.

. De una larga pieza de hoja de lata de 25¢m. de ancho se va a hacer un canalén para lluvia,
doblando hacia arriba sus orillas para formar sus lados. Expresar el area de la seccién
transversal del canal6n para lluvia como una funcién de su altura.

. Se sabe que 100 gramos de granos secos de soya contienen 35gr. de proteinas y 100gr. de
lentejas secas contienen 26gr. de proteinas. Los hombres de talla media que viven en un
clima moderado necesitan 70gr de proteinas en su alimentacién diaria. Supongamos que
un hombre quiere conseguir esos 70gr de proteinas comiendo soya y/o lentejas. Sea x la
cantidad de soya e y la cantidad de lentejas diarias (z ,y medidas en gr.) ;Halle un modelo
que represente la relacion entre x y y?

. Un lote rectangular va a cercarse en tres de sus lados. Si el area del lote es de 30m cuadrados,
exprese la longitud de la cerca como una funcion de la longitud del lado no cercado.

. Se desea construir un recipiente con la forma de un cilindro circular sin tapa con un volumen
de 24mem? . El precio del material que se usa para el fondo es el triple que el del material
que se usa para la parte curva. Exprese el costo del recipiente en funcién del radio de la
base del cilindro.

. Se dispone de una cartulina cuadrada de lado x y se quiere hacer una caja sin tapa recor-
tando cuadrados iguales en las esquinas y doblando sus lados. Halle el volumen de la caja
en funciéon del ancho
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. Encuentre la funcion inversa de f(z) = /2 + 5.
. Encuentre la funcién inversa de f(x) =4 + /.

. Un charco circular de agua se estd evaporando y disminuye lentamente su tamano. Después

de ¢t minutos, el radio del charco mide r(t) = cm; en otras palabras, el radio es una

18
2t+3
funcion del tiempo. El area A del charco est4 dado por A(r) = 7r?, es decir, el drea es una
funcién del radio r. Expresar el area como una funcién del tiempo.

. Los defensores del medio ambiente han estimado que el nivel promedio de mondxido de

carbono en el aire es M (m) = (1 + 0,6m) partes por millon cuando el numero de personas
es m-miles. Si la poblaciéon en miles en el momento t es P(t) = 400 + 30t + 0,5¢? Hallar:

a) Exprese el nivel de monoxido de carbono en el aire como una funcién del tiempo

b) Calcule el nivel de monéxido de carbono en ¢ = 5.

. Se conoce que la poblacién de ranas R calculada en miles en una determinada region

depende de la poblacién de insectos m en millones. La poblacién de insectos I a su vez varfa
con la cantidad de lluvia c dada en centimetros. Si la poblacion de ranas es R(m) = 65+ ¢
y la poblacion de insectos es I(c) =43¢+ 7,5

a) Exprese la poblacion de ranas como una funcion de la lluvia

b) Estime la poblacién de ranas cuando la lluvia es de 1,5 centimetros

. Para las funciones f(z) y g(x), hallar: fog, gof, gog, fof, f+g9,f—g9,9—f, f.g, %, g,con sus

respectivos dominios.

Q) f@) = Asge) =2 +a
b) f() = Lg(x) =6

. Ejercicios del texto 1 al 6
. Ejercicios del texto 11 al 12 para tener la claridad de las graficas.

. Ejercicio 17, 21

Ejercicio 61 pagina 222.
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1. Interés compuesto. Supongase que se dispone de 100000 y desea invertirlos en algun
tipo de negocio que evite que su ahorro se deprecie. Para ello cuenta con dos opciones: la
primera, prestarle a un amigo al 3% mensual y cada mes se le liquidan los intereses; la
segunda, ahorrarla en una entidad financiera que le paga 2 % mensual y donde los intereses
producidos se mantienen en el depésito para engrosar el capital disponible y en lo sucesivo
también produzca intereses.

a) Realice una tabla donde muestre el rendimiento de la inversion a dos anos, para cada
caso y grafique.

b) Halle una funcién que represente el capital en cualquier instante de tiempo.

2. Se sabe que el tiempo de duplicacién de bacterias E. coli que residen en el intestino grueso
de las personas saludables, tan so6lo es de 20 minutos. Usar el modelo de crecimiento expo-
nencial, P(t) = Pye*, k > 0 para calcular la cantidad de bacterias de E. coli en un cultivo,
despues de 8 horas.

3. Supongamos que inicialmente se tiene 20gr de radio. A los ¢ afos, la cantidad que queda
se modela con la funcion A(t) = 20e~ 900048 Calcular la cantidad de radio que queda
pasados 100 anos. ;Qué porcentaje de los 20gr originales ha decaido en 100 afios?. Hallar
la vida media del radio.

4. El sismo del 26 de diciembre de 2004, frente a la costa oeste del norte de Sumatra, se
produjo un tsunami causante de 200000 muertes, se clasificé inicialmente como de 9,3 en
la escala Richter. Este ano, un sismo en Japo6n que afecté una planta nuclear se clasifico
como de 8,3 grados en la escala Richter. Sabiendo que la magnitud,M, de un sismo se
define como loglO(AAO); donde A es la amplitud de la onda sismica méaxima del sismo, y Ag
es una amplitud de referencia que corresponde a una magnitud M = 0, determine cuintas
veces mas intenso fue el sismo de 2004.
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. Encuentre el dngulo de elevacién del sol si un hombre de 1, 75m. de estatura, produce una
sombra de 82cm. de longitud en el suelo.

. Desde un punto que esta a 12m. del suelo, un observador obtiene una medicién de 53 grados
para el angulo de depresion de un objeto que se encuentra en el suelo. ; Aproximadamente
qué tan lejos esta el objeto del punto en el suelo que esta directamente bajo el observador?

. El cordel de un cometa se encuentra tenso y forma un angulo de 48 grados con la horizontal.
Encuentre la altura del cometa con respecto al suelo, si el cordel mide 87m. y el extremo
de la cuerda se sostiene a 1,3m. del suelo.

. Un avién vuela a una altitud de 10,000 metros y pasa directamente sobre un objeto fijo en
tierra. Un minuto més tarde, el d&ngulo de depresiéon del objeto es 42 grados. Determine la
velocidad aproximada del avién.

. Calcule el ancho de una calle, si un observador situado sobre un edificio, ve el otro lado de
la misma bajo un angulo de 60 grados con respecto a la horizontal.

. Una persona se encuentra en la ventana de su apartamento que esta situada a 8m. del suelo
y observa el edificio de enfrente. La parte superior con un angulo de 30 grados y la parte
inferior con un angulo de depresién de 45 grados. Determine la altura del edificio senalado.

. Escriba la funcion 3sin 7z + 3v/3 cos mx s6lo en términos de seno.
. Escriba la funcion 5 (sin 2z — cos 2x) sélo en términos de coseno.

. Determine sin 2z, cos 2z y tan 2z a partir de la informacién proporcionada.

4
a) tanx = —3 z en el cuadrante II

b) cscx =4, tanx < 0

¢) secx =2, x en el cuadrante IV
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10. ANEXO 4

PROGRAMA DEL CURSO Y

CRONOGRAMA DE EVALUACION

CRONOGRAMA - DISTRIBUCION DE TEMAS POR CLASE, SEMESTRE 01
DE 2011

10.
11.
12.

13.

. Nociones sobre conjuntos: conjunto, elemento, conjunto vacio, conjunto finito, conjunto in-

finito. Operaciones entre conjuntos: inclusion, unién, intersecciéon, complemento, diferencia.
Ejemplos: Sistemas numeéricos.

. Propiedades de los ntiimeros reales, operaciones con fracciones. La recta numeérica. Orden e

intervalos: propiedades de orden, intervalos.

. Valor absoluto y distancia, propiedades del valor absoluto.

. Exponentes y radicales: exponentes enteros, leyes de los exponentes, radicales, exponentes

racionales y racionalizacién del denominador.

. Expresiones algebraicas: polinomios, operaciones entre polinomios. Divisién de polinomios:

divisién larga de polinomios, divisién sintética.

. Ceros reales de polinomios. Teoremas del residuo y del factor. Teorema de ceros racionales.
. Productos notables. Factorizacion.
. Definicién de n factorial. El coeficiente del binomio y Teorema del binomio.

. Expresiones racionales: simplificacién, multiplicacion y division, adicién y sustraccion. Frac-

ciones compuestas, racionalizacién.

Ecuaciones: ecuaciones lineales, ecuaciones cuadréticas, otros tipos de ecuaciones.
Ecuaciéon y gréfica de una circunferencia en el plano cartesiano.

Desigualdades: reglas y técnicas usuales para resolver desigualdades, ejemplos.

Desigualdades con valor absoluto.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.
20.

21.

22.

23.

24.
25.

26.

27.

28.

29.

Angulos y triangulos: mediciéon de angulos, relaciones entre angulos. Clasificacion de trian-
gulos, rectas y puntos notables en un tridngulo.

Congruencia y semejanza de tridngulos.

Area y perimetro de figuras planas: rectangulo, cuadrado, paralelogramo, triangulo, trapecio,
circulo. Teorema de Pitagoras. Volumen y area superficial de sélidos: paralelepipedo, cilin-
dro circular recto, cono circular recto y esfera.

Modelado mediante ecuaciones: Algunos criterios para modelar problemas con ecuaciones,
ejemplos.

Funciones: definicién, dominio, rango, evaluacion, grafica. Prueba de la recta vertical. Fun-
ciones lineales (pendiente, intercepto, rectas paralelas y rectas perpendiculares).

Funciones Definidas por Tramos. Funcién Valor Absoluto. Funciones de la forma , .
Transformacion de Funciones: Traslaciones o desplazamientos horizontales y verticales.

Transformacion de Funciones: Reflexion de graficas. Alargamientos y compresiones verti-
cales y horizontales de gréificas.

Funciones pares y funciones impares. Algebra de funciones: Suma, diferencia, producto,
cociente y composicion de funciones y sus respectivos dominios.

Funciones inyectivas, sobreyectivas y biyectivas. Funcion Inversa (Definicion, grafica de la
funcion inversa y ejemplos).

Funcion Exponencial. Funcién Logaritmica. Propiedades de los logaritmos.

Funciones trigonométricas de angulos. Angulo de referencia. Aplicaciéon (area de un trian-
gulo).

Aplicaciones de trigonometria de tridngulos rectdngulos. Ley de seno y ley de coseno.
Ejemplos.

Circunferencia unitaria. Funcién peridédica. Funciones trigonométricas de nimeros reales y
sus graficas.

Identidades trigonométricas, simplificacién de expresiones trigonométricas, demostracion
de identidades trigonométricas, férmulas de adicién y sustraccion, formulas para el angulo
doble y para el semiangulo.

Ecuaciones trigonométricas.

Estructura de la evaluacion

22 % Seguimiento, distribuido asi

n 12% Talleres semanales
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s 10% Actividades en clase y asistencia

48 % Quices

Cuadro 3: Quices
QUIZ TEMA FECHA PORCENTAJE
1 Conjuntos y Sistemas Numéricos | Clase 4. Febrero 18 8%
2 Algebra Clase 10 Marzo 11 8%
3 Ecuaciones y Desigualdades Clase 13 Marzo 23 8 %
4 Geometria Elemental Clase 16 Abril 1 8%
5 Funciones Reales Clase 26 Mayo 13 8%
6 Trigonometria Clase 30 Mayo 20 8%
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