
Sobre Enlaces de Montesinos

por

Harry Smith Guzmán Guzmán

Trabajo presentado como requisito parcial
para optar al Título de

Magister en Matemáticas

Director(a): Débora María Tejada J

Universidad Nacional de Colombia
Sede Medellín

Facultad de Ciencias

Escuela de Matemáticas

Julio 2011



Este trabajo ha sido apoyado parcialmente por COLCIENCIAS,

proyecto No. 1118-05-13637 y DIME, proyecto 20101004429.

ii



Resumen

En esta trabajo de tesis se estudia la relación que hay entre las cubiertas dobles cíclicas ram-
ificadas sobre enlaces de Montesinos y las variedades de Seifert, se demuestran las relaciones
a partir de métodos descritos por J.M Montesinos y se estudian las Variedades de Seifert,
viéndolas como dobles cubiertas cíclicas ramificadas sobre enlaces.
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Introducción

Dado un enlace L en S3, siempre se puede hallar la doble cubierta cíclica ramificada sobre el

enlace L, la cual se puede construir cortando a S3 por un complejo de fractura inducido por

L y luego pegando dos copias de lo que quedó después de cortar y abrir, el resultado de esta

construcción es una 3-variedad. La pregunta sería: ¿toda 3-variedad es una doble cubierta

cíclica ramificada sobre algún enlace de S3? La respuesta a esta pregunta es negativa, ya que se

ha demostrado que existen 3-variedades que no son dobles cubiertas cíclicas ramificadas sobre

ningún enlace de S3, véase [14].

Un primer teorema que se acerca a responder la anterior pregunta es el Teorema de Alexander

[12], él probó que toda n-variedad orientable cerrada M, es una cubierta ramificada de la n-esfera

(Sn). Alexander dice en su publicación (pero no prueba), que para el caso n = 3, el conjunto

de ramificación puede suponerse que es un enlace de S3. H. M. Hilden [4] da una prueba a esta

afirmación y al mismo tiempo obtiene información en las relaciones entre el género de Heegaard

de M , el número de hojas de la cubierta y el número de puentes del enlace. Finalmente Hilden

[5] y Montesinos [7] independientemente mostraron que toda 3-variedad orientable cerrada es

una triple cubierta irregular de S3 sobre un enlace L.

En este texto se estudiará la relación que existe entre los enlaces de Montesinos y las variedades

de Seifert, se mostrará que algunas de las variedades de Seifert son dobles cubiertas cíclicas

ramificadas sobre enlaces de Montesinos a través de algunos teoremas cuyas pruebas se hacen

de manera constructiva.

Para el desarrollo de nuestro trabajo, necesitaremos cierto conocimiento previo de teoría de

nudos. En el primer capítulo se darán algunos preliminares, donde se estudiarán, por ejem-

plo, algunas propiedades básicas de nudos racionales y espacios lenticulares. En particular, se

enunciará y demostrará el Teorema 1.2.2 que dice que las dobles cubiertas cíclicas ramificadas

sobre enlaces racionales, son los espacios lenticulares. La prueba de este teorema nos da una

idea de lo que podría pasar si se tuvieran varios nudos o enlaces racionales. Adicionalmente, en

el primer capítulo introduciremos los fibrados de Seifert.

En el Capítulo 2, se entrará a estudiar las construcciones que relacionan a los fibrados de Seifert

con las dobles cubiertas cíclicas ramificadas sobre ciertos enlaces, estas construcciones son he-
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chas en el artículo [11]. Este es uno de los artículos más importantes de Montesinos, en él

aparece una familia muy importante de enlaces y que hoy se conoce con el nombre de Enlaces

de Montesinos.

En dicho capítulo haremos una construcción de los espacios lenticulares diferente a la hecha

en el primer capítulo y veremos cómo al generalizarla, se puede probar que toda variedad de

Seifert de base S2 es una cubierta cíclica doble ramificada sobre un enlace de Montesinos en

S3.

En el tercer capítulo, de forma muy parecida al anterior, se muestra que las variedades de

Seifert con base no orientable (sin restricción en el género) son también cubiertas cíclicas dobles

ramificadas sobre un enlace de Montesinos en S3.

En el capítulo cuarto abordamos el estudio de las variedades de Seifert con base orientable y

género mayor que cero. Allí mostramos que son pocas las que pueden ser cubiertas cíclicas

dobles ramificadas sobre un enlace de S3.

En vista de que no son muchas las variedades de Seifert de base orientable que pueden ser

cubiertas cíclicas dobles sobre S3, el Capítulo 5 estudia otras posibles cubiertas para dichas

variedades. Veremos que algunas de ellas son cubiertas 4-1 ramificadas sobre un enlace de S3,

mientras que todas ellas son cubiertas dobles cíclicas ramificadas sobre un enlace contenido en

una esfera con asas (#gS1 × S2).

Nuestro principal aporte ha sido completar los detalles de las demostraciones, reorganizar los

resultados en una forma que nos parece más entendible y dar ejemplos tanto gráficos como

teóricos del artículo [11].
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Capítulo 1

Preliminares.

En este capítulo se estudian algunos temas de Teoría de Nudos y un poco sobre fibrados de

Seifert, lo cual facilitará el entendimiento del trabajo a través de su desarrollo. Lo central de

este capítulo es el Teorema 1.2.2 junto con su prueba y la introducción a fibrados de Seifert que

se da en la Sección 1.2.

1.1 Nudos Racionales.

En esta sección estudiaremos los nudos racionales, los cuales son también conocidos como nudos

de dos puentes. Se enunciarán resultados conocidos sobre sus dobles cubiertas ramificadas y

esto nos servirá para entender parte de la estructura de los nudos de Montesinos.

Definimos una madeja, como una 3-bola con dos arcos disjuntos contenidos en ella, cuyas

fronteras están en la frontera de la bola. Esos cuatro puntos los denotamos como NW, NE,

SW, SE. A continuación consideraremos cuatro tipos de madejas y a partir de ellas definiremos

lo que es un nudo racional.

Tipo (0) Tipo (0,0) Tipo (-1) Tipo (1)

NW NE

SW SE

NW NE

SW SE

NW NE

SW SE

NW NE

SW SE

a) b) c) d)

Figura 1-1. Las madejas más sencillas.

Las madejas anteriores son las más sencillas. Observemos que por ejemplo, a partir de la madeja

tipo (0,0), podemos construir otras madejas.

Por ejemplo, comencemos con la del Tipo (0,0) y hagamos una homotopía de la bola, de tal

forma que SW se intercambie con SE y deje a NW y a NE fijos, por medio de un giro de Dehn

en la frontera de la bola, como el ilustrado en la Figura 1-2, a este tipo de giro, se le llamará

giro vertical, y de manera análoga se llamará giro horizontal (si se intercambia NE por SE, y

se dejan fijos a NW y a SW).
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NW NE

SW SE

Figura 1-2. Giro de Dehn.

La madeja que se obtiene es justamente la del Tipo (1) (véase la Figura 1-1 d)).

Una madeja racional se puede obtener al hacer una secuencia finita de giros horizontales (se

dejan fijos NW y SW, y se intercambian NE por SE) y giros verticales (se dejan fijos NW y

NE, y se intercambian SW por SE), es por esto que podemos denotar una madeja racional de la

forma T (a
1
, a

2
, ..., an) con ai ∈ Z, donde an denota an giros verticales, de forma similar, an−1

denota an−1 giros horizontales, an−2 denota an−2 giros verticales y así sucesivamente hasta a
1
.

Consideremos dos casos principales para los giros ai, el primer caso es que ai represente giros

verticales:

Caso 1: ai representa giros verticales.

En este caso hay dos posibilidades, una es que ai sea positivo y la otra es que ai sea negativo.

Si ai > 0, entonces los giros se hacen en sentido antihorario. Si ai < 0 los giros son en sentido

horario.

Caso 2: ai representa giros horizontales.

De nuevo tenemos otras dos posibilidades, una es que ai sea positivo y la otra es que sea

negativo. Si ai > 0, entonces los giros se hacen en sentido horario. Si ai < 0 los giros se hacen

en sentido antihorario.
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Ejemplo 1.1.1 La siguiente serie de dibujos nos ilustrará la construcción de la madeja

T(2, 3, 4).

hacemos 4 giros verticales,

después hacemos 3 giros horizontales,

por último hacemos 2 giros verticales.

Figura 1-3. Construcción de la madeja T(2, 3, 4).

Por otro lado, los ai’s de la madeja T (a
1
, a

2
, ..., an) determinan una fracción continua, por

ejemplo en el caso de T (2, 3, 4) se forma la fracción continua 4+ 1
3+ 1

2

= 30
7 , así que tiene sentido

llamar a la madeja T (2, 3, 4) como T (307 ).

El nudo (o enlace) obtenido al conectar los puntos NW y NE, SW y SE por curvas simples se

llama el numerador de la madeja y de forma análoga se define el denominador de la madeja,

conectando NE con SE, y NW con SW.
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Numerador de la madeja
T(2,3,4)

Denominador de la madeja
T(2,3,4)

Figura 1-4. Numerador y denominador.

Teorema 1.1.1 1) Todo nudo (o enlace) de dos puentes es el denominador de alguna madeja

racional.

2) El denominador de una madeja racional es un nudo (o enlace) de dos puentes.

La prueba de este teorema se puede encontrar en [13].

Se acostumbra denotar a los nudos racionales, o de dos puentes, de la forma (α, β) haciendo

referencia a la fracción α
β
.

1.2 Espacios Lenticulares.

En este trabajo estamos interesados en analizar la doble cubierta cíclica sobre enlaces de Mon-

tesinos, para este propósito, primero consideramos el caso cuando el enlace es racional y aquí

necesitamos el concepto de espacio lenticular, ya que más adelante veremos un teorema que

dice que la doble cubierta sobre un enlace racional es un espacio lenticular.

Un espacio lenticular es una 3-variedad, que es el resultado de pegar dos toros sólidos bajo un

homeomorfismo de sus fronteras que envía el meridiano Q de uno de ellos a una curva pQ+ qH

del otro, donde H es la longitud de los toros. Normalmente se acostumbra denotarlos de la

forma L(p, q).

Para entender la notación L(p, q), explicamos a continuación cómo se construye L(5, 2).

Tomamos una lente maciza, en la cual distinguimos dos caras separadas por un ecuador, e

identificamos puntos de la cara superior con puntos de la cara inferior, siguiendo la regla de

pegado ilustrado en la figura siguiente:
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2 /5π

Identifican

ecuador

Figura 1-5. Identificación de puntos de la frontera.

Es decir, un punto de la cara inferior se identifica con un punto de la cara superior al reflejarlo

respecto al ecuador y luego rotarlo un ángulo de 2(2π5 ).

De manera similar se construye el espacio lenticular L(p, q), la única diferencia es que un punto

de la cara inferior se identifica con uno de la cara superior al reflejarlo con respecto al ecuador

de la lente y luego rotarlo un ángulo de q(2π
p
).

A continuación veremos que el espacio que acabamos de construir es el resultado de pegar dos

toros sólidos bajo un homeomorfismo de sus fronteras. Para esto, partiremos la lente en 2

pedazos, V1 y V2 que ilustramos en la Figura 1-6 a) y b). v2v1

a) b)

Figura 1-6. L(5, 2) partido en V1 y V2.

En la Figura 1-6, V1 representa una lente maciza con un hueco en la mitad, producto de haber

sacado un cilindro, el cual se muestra en la parte b) y lo llamamos V2.

Observamos que V2 es un cilindro sólido con sus tapas identificadas por medio de un giro 2(2π5 ).

Por lo tanto es un toro sólido (véase la figura de la derecha en la Figura 1-9).

Para visualizar mejor qué es V1, lo cortamos en 5 pedazos que pegamos de manera diferente:

5



v1 = A B C D EU U U U

AA

E
D

C

B

I

II

I

II

Figura 1-7. V1 partido en 5 pedazos.

Los pegamos de nuevo, según las identificaciones de las caras superior e inferior del lente.

m

V1

Figura 1-8. Resultado después de pegar los 5 pedazos.

Vemos así que V1 es un cilindro sólido con la tapa inferior identificada con la superior, luego

también es un toro sólido.

Tenemos entonces que L(5, 2) se obtiene pegando los toros V1 y V2 por un homomorfismo f de

sus fronteras.
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v1

Uf

v2

f(m)

Figura 1-9. Pegado de los dos toros.

Los espacios lenticulares están clasificados bajo equivalencia de homotopía y homeomorfismos

de la siguiente forma:

Teorema 1.2.1 Dados dos espacios lenticulares L(p, q1), L(p, q2), se tiene que:

L(p, q
1
) es homeomorfo a L(p,q

2
) si y sólo si q

1
≡ q

2
(mod p) ó q

1
.q

2
≡ 1(mod p).

La prueba de este teorema se encuentra en [1]

El siguiente teorema nos dice cómo es la doble cubierta en un nudo racional.

Teorema 1.2.2 La doble cubierta cíclica ramificada sobre el nudo racional (α, β) es el espacio

lenticular L(α, β)

Este teorema es central en la teoría de los nudos racionales, en muchos libros se encuentra

uno con pruebas un tanto engorrosas, véase [2], pero dicha prueba se puede hacer de una forma

más cómoda a través de la teoría de mariposas.

Una mariposa es una 3-bola con un número par de caras identificadas por parejas, donde la

identificación de 2 caras se hace por una reflexión a lo largo de un eje común.

Cuando el conjunto de los ejes, a lo largo de los cuales se hacen las reflexiones, se convierte en

un nudo K, al hacer todas las identificaciones, se dice que la mariposa representa el nudo K.

Por ejemplo, la 3-bola con 4 caras con las identificaciones señalada por las doble flechas, repre-

senta el nudo racional 52 (véase [8]).
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1
2 3

4

50

6789

A
-

B
+

B
-

A
+

1
2 3

4

50

6789

A

B

A

Figura 1-10. 2-mariposa para el nudo
5

2
.

A continuación daremos un ejemplo de la prueba del Teorema 1.2.2 para el caso del nudo

racional (5, 2), este ejemplo se puede generalizar sin dificultad, para nudos racionales de la

forma (α, β).

Tomamos dos copias de la lente de la Figura 1-10 y denotamos sus caras con un subíndice de

la siguiente forma:

1
2 3

4

50

6789

A1

-

B1

+
B1

-

A1

+

1
2 3

4

50

6789

A1

-

B1

+
B1

-

A1

+

1
2 3

4

50

6789

A2

-

B2

+
B2

-
1

2 3
4

50

6789

A2

+

Figura 1-11. Copias de la mariposa.

Para obtener la cubierta cíclica de 2 hojas del nudo racional 52 , debemos pegar estas 2 copias

según la permutación

(
1 2

2 1

)
, es decir, la cara A+1 con la cara A−2 ; la cara A+2 con la cara

A−1 ; la cara B+1 con la cara B−2 y por último la cara B+2 con la cara B−1 , y así obtenemos la

siguiente figura, en la cual se identifican las regiones según el color.
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A1

+
A2

-
≡

A1

-
A2

+
≡

B2

+
B2

-

B1

+

B1

-

Figura 1-12. Pegado de las 2 copias.

Se ve entonces que este tipo de identificaciones que se indican en la figura, son las mismas que

se hacen para construir el espacio lenticular L(5, 2) (véase [3]).

1.3 Fibrados de Seifert.

Un toro fibrado estandar correspondiente a un par de enteros coprimos (α, β) con α > 0 es un

toro, producto del automorfismo de un disco dado por una rotación de un ángulo 2π β
α
, es decir,

es un toro al cual se le ha hecho un giro de Dehn. Si α = 1 la fibra media se llama ordinaria,

si α > 1 la fibra media se llama excepcional.

Un fibrado de Seifert es una 3-variedad cerrada junto con una descomposición en una unión

disjunta de círculos (llamadas fibras) tal que cada fibra tiene una vecindad tubular que forma

toros fibrados. Los fibrados de Seifert son también conocidos como variedades de Seifert. Un

fibrado compacto de Seifert puede tener sólo un número finito de fibras excepcionales.
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1
2

1 2

Figura 1-13. Toro fibrado.

Las variedades de Seifert (clasificadas por él en [6]) son denotadas por los símbolos:

M = ((ε, g); (a
1
, b

1
), ..., (ar, br)), donde g es el género de la base; los pares (ai, bi) son los pares

de números que determinan el tipo de cada una de las r fibras excepcionales, y ε es uno de los

símbolos: Oo, No, NnI, On, NnII, NnIII siendo:

Oo si la base B es orientable y la variedad es orientable.

No si la base B es orientable y la variedad es no orientable.

NnI si la base B no es orientable, la variedad es no orientable y todos los generadores de

π
1
(B) preservan la orientación de las fibras.

On si la base B no es orientable y M es orientable, entonces todos los generadores de π
1
(B)

reversan la orientación de las fibras.

NnII si la base B no es orientable, la variedad no es orientable y además g ≥ 2 y exacta-

mente un generador de π
1
(B) preserva la orientación de las fibras.

NnIII si la base B no es orientable, la variedad no es orientable y además g ≥ 3 y exacta-

mente dos generadores de π
1
(B) preservan la orientación de las fibras.

También se acostumbra denotar a las variedades de Seifert de la forma M = (εg | b;

(a
1
, b

1
); ...; (ar, br)), donde ε y g son los mismos de la notación anterior, y b representa a una

fibra de la forma (1, b).
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Ejemplo 2.

1) S1 × S2 se denota como (Oo0 | 0), pues tiene de base a S2 que es orientable y de género

cero, S1 × S2 es orientable y además, no hay fibras excepcionales.

2) S1×S1×S1 corresponde a (Oo1 | 0), pues tiene de base al toro S1×S1 que es orientable

de género 1, S1 × S1 × S1 es orientable y además no tiene fibras excepcionales.

3) L(p, q) se puede ver como (Oo0 | 0; (p, q)), ya que L(p, q) corresponde a S2 × S1 (véase

[6]) con la fibra excepcional (p, q), es decir, L(p, q) tiene de base a S2, que es orientable y de

género cero, L(p, q) es orientable y además tiene una única fibra excepcional (p, q). Véase más

adelante la Sección 2.2.
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Capítulo 2

Variedades de Seifert con base S2.

En este capítulo probaremos el Teorema 2.3.1, que dice que las variedades de Seifert con base

de género cero (S2), son cubiertas cíclicas dobles ramificadas sobre un enlace de S3.

Con este fin estudiaremos otra forma de construir los espacios lenticulares y veremos que una

generalización de esta construcción nos lleva naturalmente a la prueba del Teorema 2.3.1.

2.1 Modificaciones en un enlace.

En esta sección estudiaremos el resultado de hacer modificaciones sobre una bola para obtener

madejas racionales y cómo cambia la doble cubierta cuando se hacen las madejas, esto con el

fin de poder entender cómo se levantan las madejas racionales en la doble cubierta. Para tal

propósito, tomemos una bola B con dos arcos disjuntos en ella (Â1A2, Â4A3), como se indica

en la figura:

A1

A2
A3

A4

H

Q

B

Figura 2-1. Arcos Â1A2 y Â3A4.

Notemos que esta bola B, tiene una madeja del Tipo (0, 0) en el plano que contiene a A1, A2,

A3, A4, y si además cortamos por la parte sombreada y después abrimos por donde cortamos,

tenemos el siguiente cilindro:
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A3

A1

A2

A4

H

Q Q

H
B1

Figura 2-2. La bola B después de cortar.

Por último, tomamos dos copias del cilindro B1 y las pegamos según la permutación (1 2), de

esta manera obtenemos el siguiente toro B̃:

A1 A2
A3 A4

Q

Q

H

H

B

Figura 2-3. Toro B̃ resultante de pegar las dos copias del cilindro.

De aquí vemos que mediante este proceso, todos los puntos se duplican, menos los que están

en la unión de los arcos Â1A2 ∪ Â3A4, esta unión forma el conjunto de ramificación de la doble

cubierta ramificada. Es decir, la doble cubierta de la bola B de la Figura 2-1, es el toro macizo

B̃ de la Figura 2-3. Si tomamos ahora la bola B de la Figura 2-1 y le hacemos un giro vertical

(véase la Sección 1.1) (es decir, dejamos fijos a A1 y a A4 y cambiamos a A2 por A3, esto es

equivalente a la madeja racional (α, β) = (1, 1) ), nos damos cuenta que el toro B̃ de la parte
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superior de la Figura 2-4 lo deformamos en el toro de la parte inferior de la Figura 2-4:

A4

A1

A2

A3

H

Q Q

H

A1A1

A2
A2

Q Q l0

A1

A2

A3

A4

H

H

Figura 2-4. Giro de Dehn en el cilindro.

Observamos que en el último toro, l es paralela a H̃, y cambia a la curva l
0

∼= H̃ + Q̃ =

αH̃ + βQ̃ :

H

Q l

H

Q l0 l =H+Q0

Figura 2-5. Giro de Dehn en el toro B̃.

Deducimos que en un caso más general de una madeja racional de la forma (α, β) se produce

un toro cuyo meridiano es homólogo a αQ̃+ βH̃.
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2.2 Otra construcción de los espacios Lenticulares.

Una técnica para construir 3-variedades es la llamada cirugía. Hacer cirugía en un espacio

significa, en lenguaje no formal, sacar una parte de él, hacerle algunas modificaciones a lo que

se saca (sin cambiar la frontera) y volverlo a pegar.

A1

A2

A4

A3

N1 N2

B2

S
3

B1

Figura 2-6. S3 = B1
⋃

Id

B2.

Consideremos a S3 como B1
⋃
Id

B2 donde B1 y B2 son dos 3-bolas pegadas por sus fronteras.

Si además consideramos un enlace de 2 componentes triviales N1 y N2, que interceptan cada

bola en 2 arcos disjuntos, como lo mostramos en la Figura 2-6, y si consideramos ahora la doble

cubierta cíclica de S3 ramificada sobre el enlace N1
⋃

N2, obtenemos S1×S2 que es un espacio

formado por el pegamiento de dos toros B̃1 y B̃2, siendo B̃i la doble cubierta de Bi (i = 1, 2).

B1

U
Id

B2

Figura 2-7. B̃1
⋃

B̃2.
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Ahora, si a S3, representado en la Figura 2-6, le extraemos la bola B1 y a ella le aplicamos la

madeja racional (α, β), lo que estamos haciendo en S2 × S1, representado en la Figura 2-7, es

extraer el toro B̃1 y cambiar su meridiano por αQ̃+ βH̃.

Entonces, al volver a pegar la bola B1, transformada por la madeja (α, β), a S3 (de la Figura 2-

6), seguimos obteniendo a S3. Pero al volver a pegar el toro B̃1 (transformado con el meridiano

αQ̃ + βH̃) al toro B̃2, lo que se obtiene es justamente el espacio lenticular L(α, β) (véase la

Sección 1. 2).

Obsérvese que el enlace N1
⋃

N2 ha sido transformado al denominador de la madeja (α, β), es

decir, al nudo racional α
β
.

a,b

Figura 2-8. El nudo racional
α

β
.

Y así hemos dado otra prueba de que L(α, β) es la doble cubierta cíclica de S3 ramificada sobre

el nudo racional α
β
.

2.3 Variedades de Seifert con base S2.

En esta sección estudiaremos el caso de variedades de Seifert que tienen base orientable de

género 0, es decir, la base es la esfera S2. En la Sección 4-2 estudiaremos aquellas cuya base es

orientable de género mayor o igual que 1.

Notemos que la variedad fibrada de Seifert S1 × S2 se puede escribir de la siguiente forma:

S1 × S2 = (Oo0 | 0), el cual es un cilindro macizo fibrado en el que hay que llevar a cabo

identificaciones como lo muestra la Figura 2-9 a).
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Dominio fundamental

E

F

F

I

I

II
II

a

a

aa

S
2

b)

c)

F

E

Función cociente
por la involución.

S
3

d)

E

F

I

I

a

a

a

a

S
2

a)

Figura 2-9. Involución en S1 × S2.

La simetría respecto al eje E (véase la Figura 2-9 b)), define una involución en S1 × S2 cuyo

dominio fundamental es la mitad del cilindro anterior (Figura 2-9 c)), en el que al efectuar las

identificaciones indicadas por las dobles flechas obtenemos como espacio órbita a S3, dado que

de nuevo, utilizando la teoría de mariposas, vemos que dicho cilindro con dichas identificaciones

es una 1-mariposa y por lo tanto es S3 (véase [3]).

Obsérvese que la función cociente, determinada por la involución en E produce la doble cubierta

cíclica de S1 × S2 sobre S3 con enlace de ramificación formado por dos nudos triviales F y E

(véase la Figura 2-9 d) y la Figura 2-11).

La bola B de la Figura 2-11 se eleva al toro macizo fibrado B̃ de S1 × S2, que puede verse en

la Figura 2-10 y asignamos en ∂B la orientación inducida por (S3 −B). Sean H el arco Â2A3,

Q el arco Â1A2 de la bola B, cuyas preimágenes (por el cociente de la involución) son H̃ y Q̃.
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Así, H̃ es una fibra de B̃ y Q̃ es un meridiano de B̃. Además Q̃ = ∂B̃ ∩ S2. Hacer en la bola

B una madeja racional de la forma (α, β), es equivalente a sustituir B̃ por un toro macizo cuyo

meridiano es homólogo a αQ̃+ βH̃ en ∂B̃, ya que como vimos en la sección anterior, la bola B

de la Figura 2-11 se levanta en el toro B̃ (en la doble cubierta) de la Figura 2-10, y así mismo,

un giro de Dehn en la bola B produce un cambio en el meridiano del toro B̃ (véase la Figura

2-4), en resumidas cuentas, si le metemos una madeja racional (α, β) en la bola B y después

miramos su efecto en la doble cubierta cíclica ramificada, lo que vemos es un toro macizo con

meridiano M̃ ≡ αQ̃+ βH̃.
I

II

II

I

S
2

a

a

a

a

F

F

H

Q

cc

E

B

Figura 2-10. S1 × S2.

E` F`

B

H

A2 A3

A4A1

Q

Figura 2-11. Función cociente de la involución en E.

Tal como lo hemos visto en la Sección 2-2, al introducir la modificación del racional (α, β)

en la bola B, tenemos (Oo0 | 0; (α, β)) = L(α, β). De manera similar, la fibración (Oo0 | b) se
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obtiene al introducir la modificación del racional (1, b) en la bola B.

Se tiene entonces la generalización de la construcción de L(α, β) = (Oo0 | 0; (α, β)) en el

siguiente teorema.:

Teorema 2.3.1 (Oo0 | b; (α
1
, β

1
); ...; (αr, βr)) es el recubridor cíclico de dos hojas ramificado

sobre el siguiente enlace de S3:

ar,br

1,b

a1,b1

Figura 2-12. Enlace de Montesinos.

Prueba. Consideremos a S3 como espacio cociente de la involución E. Sabemos que el

conjunto de ramificación es E
⋃

F . Y consideremos ahora las r + 1 bolas B, B
1
,..., Br y

en ellas hacemos respectivamente las siguientes madejas racionales (1, b), (α
1
, β

1
),..., (αr, βr).

Entonces cada una de estas bolas levanta en un toro fibrado cuyo meridiano es, respectivamente,

Q+ bH, α
1
Q+ β

1
H,..., αrQ+βrH, es decir, al hacer dichas modificaciones obtenemos r fibras

excepcionales y así (Oo0 | b; (α
1
, β

1
);...; (αr, βr)) es el recubridor cíclico de dos hojas ramificado

sobre el enlace de la Figura 2-12.

Este teorema nos dice que si sabemos que la variedad fibrada de Seifert tiene la forma

(Oo0 | b; (α
1
, β

1
);...; (αr, βr)), entonces podemos afirmar que es una doble cubierta cíclica

ramificada sobre el enlace de la Figura 2-12. Un enlace de la forma del enlace de dicha figura

es llamado Enlace de Montesinos.
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Capítulo 3

Variedades de Seifert con base no

orientable.

Análogo al caso de la última sección del capítulo anterior, explicaremos la manera cómo se forma

la fibración cuando la base es no orientable, pero aquí no hacemos restricción sobre el género

de la base. Veremos en el Teorema 3.1.1 que estos fibrados de Seifert son también cubiertas

cíclicas dobles ramificadas sobre S3.

3.1 Construcción de la doble cubierta.

Para esta construcción comenzamos con la variedad fibrada de Seifert M = (On2 | 0), la cual

representamos como el cilindro macizo de la Figura 3-1 junto con las identificaciones que en él

se indican.

a
a

c

c

c

c
b

b

G1
G1

b

a a

b

M On= ( 2 | 0 )

suma conexa de
dos planos proyectivos

Base de M
G2 G2

Figura 3-1. (On2 | 0).

Notemos que la base del cilindro de la Figura 3-2 es la suma conexa de dos planos proyectivos

(RP 2#RP 2), ya que la variedad M , tiene base no orientable y género 2, notemos también que

a medida que aumenta el género en M , aparece una nueva línea vertical en el cilindro que

representa a M , así pues si tomamos a M con género 2, aparecen las 2 líneas G1 y G2 en

el cilindro de la Figura 3-2, la simetría respecto al eje E produce una involución en M cuyo
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espacio órbita es S3 (véase Figura 2-9), siendo la imagen de las curvas dobles E, F , G1 y G2, el

enlace de S3 de la Figura 3-3. Obsérvese que el espacio órbita es de nuevo S3 pues el dominio

fundamental es también una 1-mariposa.

I

II

II

I

aa

a

F

F

c

c

E

c

a

bb

c

G1

G1

b
b

G2 G2

B

Figura 3-2. (On2 | 0) y su involución.

H

E F

B

G1

Q

G2

Figura 3-3. Función cociente de la involución.
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Al igual que en el teorema de la sección anterior, el levantamiento de la bola B de la Figura

3-3, es un toro B̃ en M en la Figura 3-2. Y cualquier modificación racional (α, β) en B, cambia

el meridiano de B̃ a una curva homóloga a αQ+ βH.

Así que si lo que tenemos es el enlace de la Figura 3-4, donde tenemos r+1 bolas, a las cuales

se les hacen las madejas (1, b), (α
1
, β

1
),..., (αr, βr) podemos demostrar el siguiente teorema:

Teorema 3.1.1 (Onk | b; (α
1
, β

1
); ... ; (αr, βr)) es el recubridor cíclico de dos hojas ramificado

sobre el enlace de S3 siguiente:

a1,b1

ar,br

1,b

k

G1

Gk

E F

Figura 3-4. Enlace de Montesinos.

Nota: Observe que el número de círculos Gi es igual al género de la base.

Este teorema nos permite identificar el enlace de ramificación para fibrados de Seifert de la forma

(Onk | b; (α
1
, β

1
); ...; (αr, βr)), (viéndolos como recubridores cíclicos de dos hojas ramificados

sobre un enlace), de forma parecida al caso de base orientable, sólo que en este caso se le agregan

k (el género del fibrado) componentes de la forma que indica la Figura 3-4. El enlace de dicha

figura también es uno de los enlaces de Montesinos.

3.1.1 Ejemplos.

En esta parte del trabajo, analizaremos algunos ejemplos importantes que nos permitirán con-

cluir propiedades de algunos nudos y sus recubridores.

Ejemplo 1.

En este ejemplo usamos el hecho de que L(3, 1) es un espacio asimétrico para concluir que el

trébol derecho no es equivalente al trébol izquierdo.
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El S1-fibrado sobre S2 que corresponde a b = 3, es el recubridor cíclico de dos hojas ramificado

sobre el siguiente nudo:

Figura 3-5. Trébol izquierdo.

Notemos que este nudo es racional, por lo tanto, su recubridor cíclico ramificado de dos

hojas es el espacio lenticular Ñ1 = L(3, 1), pero si ahora analizamos el caso cuando b = −3,

obtenemos el siguiente nudo:

Figura 3-6. Trébol derecho.

Este nudo es la imagen espejo del anterior y también es un nudo racional cuyo recubridor

cíclico ramificado de dos hojas es el espacio lenticular Ñ2 = L(3, 1) con orientación opuesta a

la de Ñ1, pero como L(3, 1) es asimétrico, entonces Ñ1 
= Ñ2 así pues podemos concluir que

estos dos nudos no son equivalentes. Obsérvese que la Figura 3-6 sí es efectivamente el trébol

derecho pues lo podemos transformar con la siguiente secuencia:
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Figura 3-7. Secuencia para llegar al trébol derecho.

Y así nos damos cuenta que el nudo trébol no es equivalente a su imagen espejo, es decir, el

nudo trébol no es anfiqueiral.

Ejemplo 2.

En este ejemplo partiremos de un enlace cuyo recubridor cíclico ramificado de dos hojas, tiene

base no orientable y por medio de movimientos de Reidemeister, lo convertiremos en otro cuyo

recubridor cíclico ramificado de dos hojas, tiene base orientable.

Partiremos del enlace siguiente, el cual tiene como recubridor cíclico ramificado de dos hojas a

la variedad M = (On1 | b; (α, β)):

(1, )b

( )a,b

( )a,b+ ab

Juntando las dos últimas
madejas en una sola

Figura 3-8. Enlace de Montesinos.
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Ejemplo 3.

En este ejemplo se muestra con un caso particular que en el enlace de la Figura 3-8 se pueden

unir las dos últimas madejas en una sola, tomando b = 3, α = 3 y β = 2.

b=3

(3,2)

(3,1,2)

2 1

3

Figura 3-9. Equivalencia de secuencia en madejas racionales.

En la primera parte de la Figura 3-9 se hacen por separado las madejas (1, 3) y (3, 2) y en la

parte inferior se hace la madeja (α, β + bα) = (3, 2 + 3(3)) = (3, 11), la cual corresponde a la

secuencia (3, 1, 2) (véase Sección 1.1). Si rotamos 180o el enlace de la parte superior, tenemos

el enlace inferior, lo cuál implica que ambos enlaces son equivalentes.

Observamos que cuando tenemos en un enlace dos madejas seguidas de la forma b; (α, β),

las dos se pueden unir en una sola madeja, haciendo primero la madeja (α, β) y después, a

lo que queda, le hacemos b giros verticales, esto es equivalente a una secuencia de la forma

T (b, a
1
, a

2
, ..., an), donde T (a

1
, a

2
, ..., an) corresponde a la fracción α

β
, pero T (b, a

1
, a

2
, ..., an)

corresponde a la fracción b + 1
α
β

= b + β
α
= β+bα

α
, esto quiere decir que tener en un enlace las

madejas seguidas b; (α, β), es la misma cosa que tener sólo la madeja (α, bα+ β).

Supongamos que, en la parte sombreada, hay una madeja racional de la forma (α, bα + β).

Seguimos ahora la siguiente secuencia de movimientos de Reidemester.

25



-1

(2,1)

(2,1)

(b + , )a b a

Figura 3-10. Secuencia de movimientos de Reidemester.

Notemos también que al cambiar la parte sombreada en el primer paso de la secuencia, se

cambia de (α, bα+ β) a (bα+ β,α), ya que al rotar una madeja de esa forma, cambia de (γ, δ)

a (δ, γ).

Según el teorema de la sección anterior nos damos cuenta que el recubridor cíclico ramificado

de dos hojas del enlace resultante es la variedad M = (Oo0 | −1; (2, 1); (2, 1); (bα+ β,α)).

Ejemplo 4.

El S1-fibrado de la Botella de Klein S1×K, se puede ver como la variedad (On2 | 0) la cual es

el recubridor cíclico ramificado de dos hojas del enlace que está a la izquierda de la siguiente

figura, el cual a su vez es equivalente al del lado derecho usando movimientos de Reidemeister

de forma parecida al caso anterior.
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Figura 3-11. Transformación del enlace incial.

El enlace del lado derecho de la Figura 3-11, corresponde al recubridor cíclico ramificado de

dos hojas (Oo0 | − 2; (2, 1); (2, 1); (2, 1); (2, 1)), luego podemos concluir que el producto de S1

con la Botella de Klein (S1 ×K) es homeomorfo al fibrado de Seifert con base orientable

(Oo0 | − 2; (2, 1); (2, 1); (2, 1); (2, 1)).
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Capítulo 4

Variedades de Seifert con base orientable de

género mayor o igual a 1.

En el Capítulo 2 ya hemos estudiado las variedades de Seifert con base orientable de género

cero. Vimos que todas ellas son cubiertas ramificadas dobles sobre un enlace de S3.

En este capítulo consideraremos aquellas variedades de Seifert que tienen base orientable pero

de género mayor que cero. Mostraremos que sólo un número restringido de ellas puede ser una

cubierta cíclica doble ramificada sobre un enlace de S3. Con este fin comenzamos el capítulo

estudiando cómo se afectan las fibras cuando se hacen transformaciones periódicas a un toro

macizo fibrado. Terminaremos el capítulo haciendo una lista de las variedades de Seifert con

base orientable y género mayor que cero que son cubiertas cíclicas dobles ramificadas sobre un

enlace de S3.

4.1 Transformaciones periódicas en un toro macizo fibrado.

En esta sección hablaremos de posibles transformaciones periódicas que se hacen sobre un toro

macizo fibrado, las cuales conservan las fibras y dejan fijo el eje central del toro.

Se introduce el tema de estas transformaciones, ya que más adelante se utilizarán para la

construcción de la doble cubierta sobre ciertos tipos de enlaces.

Podemos representar un toro V en R3 como un cilindro macizo de altura unidad, con su eje E

situado en el eje Z, y cuyo disco superior D se identifica con el inferior. En este toro llamamos

M a la frontera del disco D y decimos que B es la curva que se proyecta sobre el punto de

coordenadas (1,0,0).
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M

D

V

B

E

O

(1,0,0)
Y

X

Z

Figura 4-1. Cilindro unitario en R3.

Para futuros cálculos, tomemos dos enteros primos entre sí α y β, con α > 0, y β ≥ 0, y

junto con ellos tomemos también dos curvas Q y H, tales que Q ∼ σM − βB y H ∼ ρM + αB

donde σ y ρ son enteros que cumplen ασ + βρ = 1.

Primero analizaremos los autohomeomorfismos de un toro V , con período n ≥ 2, que conservan

las fibras y que únicamente dejan invariante los puntos de la fibra central.

Caso1. Rotaciones alrededor de la fibra central .

Supongamos que tomamos un autohomeomorfismo Tn de período n, el cual deja fijos los puntos

de la fibra central E. Entonces Tn equivale a una rotación de un ángulo 2π
n

alrededor del eje E

y para que E sea la única fibra invariante bajo Tn, es necesario que α ≇ 0mod(n).

El espacio cociente de esta transformación es un nuevo toro V ′, donde M se transforma en un

nuevo meridiano M ′ y B en una longitud B′ en V ′. Si analizamos ahora qué le hace Tn a la

fibra H, nos damos cuenta que la transforma en una H ′ que cumple: H ′ ∼ n
(α,n)ρM

′ + α
(α,n)B

′,

sobre la frontera de V ′, notemos también que de la forma como escogimos a B, tenemos que la

multiplicidad de la fibra E′ en V ′ es α
(α,n) (la multiplicidad de una fibra ρM +αB, es el escalar

α, que acompaña a la longitud B). Ilustraremos lo dicho en el párrafo anterior con un ejemplo.

Ejemplo 1.

Miremos la imagen de la fibra H = 2M +B bajo la rotación de 2π
2 = π en un toro macizo con

meridiano M y longitud B, es decir, tomando n = 2; α = 1; y ρ = 2.

Podemos ver el toro y la fibra H como se muestra en la siguiente figura:
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H

M

B

Figura 4-2. H = 2M +B.

Cuando rotamos el toro π grados, la fibra H se desplaza horizontalmente y podemos visualizarla

en la siguiente figura:

p p

Figura 4-3. Resultado de rotar π.

La línea azul punteada representa la imagen de la fibra H bajo la rotación, restringida a la

primera mitad del cuadro, y el toro resultante está representado por uno solo de los rectángulos

de base de longitud π (radianes).

M

B´

´

Figura 4-4. H ′ ≡ 4M ′ +B′.
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Aquí tenemos la relación H ′ ≡ 4M ′ +B′, es decir, H ′ ≡ n
(α,n)ρM

′+ α
(α,n)B

′, con n = 2, α = 1,

ρ = 2 y (α,n) = 1.

Caso 2. Traslaciones a lo largo de la fibra central.

Estudiaremos ahora el caso de las transformaciones T 0n , las cuales consisten en una traslación

a una distancia 1
n

en dirección del eje E.

El espacio cociente del toro V es un nuevo toro macizo V ′ con meridiano M ′ y longitud B′,

donde la imagen de la fibra H cumple la relación H ′ ∼ ρ
(ρ,n)M

′ + n
(ρ,n)αB′ y del mismo modo

que en el caso anterior, decimos que la multiplicidad de la fibra E es n
(ρ,n)α.

Ilustraremos lo anteriormente dicho con un ejemplo.

Ejemplo 2.

Tomemos H ≡ 2M + 3B y la transformación T 02 (sube 1
2 unidades en la dirección del eje

E), así pues α = 3, ρ = 2 y n = 2. En la siguiente figura visualizamos la fibra H sobre el toro.

H

M

B

Figura 4-5. H ≡ 2M + 3B.

Al hacer la transformación T 02 , la fibra se desplaza verticalmente y esto lo representamos en

la siguiente figura:

½

Figura 4-6. Resultado del desplazamiento.
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Por lo tanto, el dominio fundamental es sólo uno de los cuadros del dibujo anterior, es decir:

B

M

H,

,

,

Figura 4-7. H ′ ≡M ′ + 3B′.

así H ′ ≡M ′ + 3B′, la cual se puede escribir de la forma H ′ ≡ ρ
(ρ,n)M

′ + n
(ρ,n)αB′ con α = 3;

ρ = 2; n = 2 y (ρ, n) = 2.

Caso 3. Rotaciones seguidas de traslaciones.

Si formamos la compuesta de las siguientes transformaciones: primero rotar 2πi
n

, después subir

una distancia de 1
n

en forma paralela a E, entonces desplazar un punto por medio de esta

compuesta, es equivalente a desplazarlo por medio de una traslación en dirección del eje Bi,

siendo Bi homólogo a B + iM, es decir, si tomamos σ, ρ tales que ασ + βρ = 1, se puede decir

que T in es equivalente a la traslación en dirección del eje Bi ∼ −(ρ − iα)Q + (σ + iβ)H, en la

frontera de V, donde 0 ≤ i ≤ n− 1 .

Bi

Tn

i

E

Figura 4-8. Desplazamiento en dirección Bi.

32



4.2 Variedades de Seifert con base una superficie orientable de

género ≥ 1.

En la Sección 2.3 estudiamos el caso de las variedades de Seifert con base S2 (superficie

orientable de género 0). A continuación estudiaremos lo que ocurre cuando el género es mayor

o igual a 1.

En [14] Fox demostró que es imposible encontrar un enlace N de S3 tal que su doble cubierta

cíclica Ñ sea exáctamente S1 × S1 × S1 = S1 × T. Así mismo en [10] Montesinos generalizó

dicho resultado y probó que las variedades orientables de Seifert de la forma S1×Fg, con g > 1,

tampoco pueden ser dobles cubiertas cíclicas ramificadas para enlaces N en S3.

Estas variedades S1 × T y S1 × Fg (g > 1) son variedades de Seifert orientables con base Fg

(g ≥ 1) pero ellas no tienen fibras excepcionales. Nos interesa entonces estudiar aquellas de

base Fg para g ≥ 1 que sí tengan fibras excepcionales.

Sea entonces una variedad fibrada de Seifert orientable, donde su base Fg tenga género g ≥ 1

y que tenga fibras excepcionales, es decir, M = (Oog | b; (α
1
, β

1
), ..., (αr, βr)) y llamemos

p :M → Fg, la proyección asociada a la fibración, esto es, dado cualquier punto en M , miramos

la fibra que lo contiene y nos desplazamos a través de la fibra hasta su punto inicial en la base

Fg. Supongamos que M es una doble cubierta cíclica ramificada sobre un enlace L de S3 y

veamos cómo se comporta M . Como M es una cubierta ramificada sobre L, consideremos en

M una involución u que deja fijo a L, cuyo espacio cociente es S3 y llamemos u : M → S3 a la

aplicación cociente. Esta involución u existe, ya que al ser M una doble cubierta cíclica sobre

un enlace L se produce una simetría en S3 cuyo centro de simetría es precisamente el enlace L.

Nuestro próximo objetivo es llegar a la conclusión de que la involución u, cuando se restringe

a vecindades tubulares de las fibras, es una de las transformaciones que ya vimos en la sección

anterior. Con este fin, miremos qué le hace u a los elementos del primer grupo de homología

de M , es decir, miremos cómo se comporta u en H1(M).

H1(M) es un grupo abeliano presentado por un conjunto de generadores Ai, Bi que dependen

del género, de los meridianos Qi, de las fibras excepcionales de la variedad M y de la fibra H

de M y cuyas relaciones son Q
0
+Q

1
+ ...+Qr = 0; Q0

+ bH = 0 y α
i
Qi+βiH = 0, i = 1, ..., r.
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B1
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B1

A2 B2
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Bg

H
Q0

Q1 Q2 Qr

p Q*( )r
p H*( )

Figura 4-9. (Oog | b; (α
1
, β

1
), ..., (αr, βr)).

Observamos que por cada asa en la base, hay un Ai y un Bi (i = 1, ..., g) de la forma que están

en la Figura 4-9. Además, Qj depende del número de fibras excepcionales de la

variedad, j = 1, 2, ..., r. Según [14], los meridianos se anulan bajo la involución y los demás

generadores de H1(M) van a sus inversos, es decir, Q0 + bH = 0, α
1
Q1 + β

1
H = 0, ...,

αrQ1 + βrH = 0. Así, al hacer la proyección asociada a la fibración, sólo sobreviven Ai y Bi,

ya que los demás generadores de H1(M), o sea, los Qj y H, al proyectarse sobre la base son

homólogos a 0 (identidad), pues los Qj se proyectan en fronteras de discos y H se proyecta

en un punto, es decir, p∗(Qj) = 0, p∗(H) = 0 para j = 0, 1, ..., r. Además, los p∗(Ai), p∗(Bi),

i = 1, 2, ..., g, son una base para H1(Fg). Recordemos que la función p∗ : H1(M) → H1(Fg) es

la función inducida por la proyección p :M → Fg a los grupos de homología.

Nuevamente por [14], se tiene que u∗(Ai) = −Ai y u∗(Bi) = −Bi :
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Imagen bajo la involución u

Ai

Bi

-Ai

-Bi

Figura 4-10. Involución en la base.

Además, una involución en la variedad M , induce una involución v en la base Fg cuyo espacio

órbita lo llamaremos G, de tal forma que hacer una involución en la base, es lo mismo que

hacer involución en la variedad y después proyectar, es decir, v∗(p∗(Ai)) = p∗(u∗(Ai)), y como

u∗(Ai) = −Ai, entonces v∗(p∗(Ai)) = −p∗(Ai), de forma análoga se tiene que v∗(p∗(Bi)) =

−p∗(Bi), así que la matriz de la transformación v∗ respecto a la base formada por p∗(Ai), p∗(Bi)

i = 1, 2, ..., g, es menos la identidad (−Id), y esto implica que v es un autohomeomorfismo de

Fg que preserva la orientación.

Por otro lado, veamos que la involución v sólo deja fijos puntos y no curvas en Fg. Cómo u deja

fijos los puntos de un enlace N en M (ya que u es una involución inducida por la ramificación de

M sobre el enlace L), las fibras que contienen puntos de N son invariantes por u. Supongamos

pues que v deja fija una curva C en Fg, entonces, por continuidad, existe una vecidad (vecindad

tubular) D de la curva C que permanece invariante bajo v, así pues que v/D es una simetría

respecto a la curva C ∩D, o sea que es una especie de reflexión con respecto al eje C ∩D, pero

esto implicaría que v invierte la orientación en Fg, y esto contradice lo que habíamos dicho en

el párrafo anterior, luego v sólo deja puntos fijos.

Veamos ahora que u no invierte la orientación de una fibra H invariante por u, todo esto con el
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fin de poder concluir que la involución u restringida a vecindades tubulares de las fibras es una

de las transformaciones T in que vimos anteriormente. Para ver que u no invierte la orientación

de H, razonemos por el absurdo, es decir, supongamos que u invierte la orientación en H. Si

esto pasara, entonces u dejaría fijos a algunos puntos de H, (llamemos uno de ellos p
0
), y como u

es una involución que sólo deja fijos los puntos de N , entonces esos puntos que fija en H también

están en el enlace N (por ejemplo p
0
∈ H ∩N), así N cortaría a H, luego por continuidad de u,

existiría un segmento de N que contiene a p
0
, el cual queda invariante por u, así al proyectar ese

segmento sobre la base Fg, quedaría en ella una curva que pasa por p∗(p0) y que es invariante

por v y, por lo tanto, tenemos una contradicción respecto a lo que se decía en el párrafo anterior.

Luego la involución u no invierte la orientación de la fibra H, así pues, u es una involución que

deja invariante a la fibra H, es decir u[H] = H y no invierte su orientación. Luego tenemos

dos casos posibles u|H = Id y por lo tanto u ≡ Tn en una vecindad tubular de H, ó u es una

aplicación antipodal que no deja fijo a ningún punto, es decir, u ≡ T in cuando se restringe a una

vecindad tubular de H. Notamos pues que si la proyección de una componente de N (C1), es

distinta de un punto, entonces debería ser una curva l1 (por continuidad y por ser un fibrado

de Seifert), y como vimos anteriormente, v∗(l1) = v∗(p∗(C1)) = p∗(u∗(C1)) = p∗(C1) = l1, así

que v deja invariante a l1 y esto contradice el hecho de que v sólo deja puntos fijos, es decir, la

proyección de la componente C1 debe ser un punto en Fg, luego, por la forma en que se tomó la

proyección, podemos concluir que C1 es una fibra de M , esto implica que cualquier componente

de N es una fibra de M , y entonces M induce una fibración en S3 a través de u, con fibra S1

y proyección q : S3 → G tal que el siguiente diagrama conmuta.

M

u

→ S3

p ↓ ↓ q

Fg

v

→ G

Aún más, veamos que la fibración en S3 inducida por M , es efectivamente una fibración de

Seifert. Con este fin, supongamos que H es una fibra de M , invariante por u y veamos qué

pasa con u|H.

Ya sabemos que hay dos posibles casos para u restringida a H, uno es que u|H = Id, y el otro

es que u|H sea una aplicación antipodal, analicemos cada paso por aparte.

Caso 1. u|H = Id.

En este caso, u|H debe ser una rotación respecto al eje H en una vecidad tubular (VH) de H,
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de la forma Tn, es decir, una rotación de π grados (n = 2) alrededor del eje H. Luego, si H

es una fibra excepcional, ésta debe tener multiplicidad impar. De lo contrario, existirían otras

fibras en VH que quedarían invariantes por u, y como ya vimos anteriormente, Tn sólo deja

fija a la fibra central. Además, también vimos que u toma una fibra H ∼ ρM + αB (con

multiplicidad α), y la transforma en u(H) ∼ n
(α,n)ρu(M) + α

(α,n)u(B) (con multiplicidad α
(α,n)),

pero en nuestro caso tenemos que H tiene multiplicidad impar, es decir, α = 2k+1, para algún

k ∈ Z y adicional a esto, sabemos que n = 2, así que (α,n) = 1, luego α
(α,n) = α, esto muestra

que en este caso, la involución u no está alargando ni comprimiendo ninguna fibra respecto al

eje B.

Caso 2. u|H es antipodal.

En este caso podemos hacer la involución en dos pasos, primero tomamos un punto (p) en

VH , lo rotamos π grados alrededor del eje central H y luego trasladamos 1
2 en dirección H, así

obtenemos el antipodal (p∗).

Figura 4-11. Involución antipodal en el toro.

O sea que este proceso coincide con el descrito anteriormente (véase la Figura 4-5), luego si

tenemos que u|VH es antipodal, entonces u|H la podemos ver como T in, con n = 2 e i = 1 y dada

H ∼ ρM+αB, al aplicársele la involución u se tiene que u(H) ∼ ρ
(ρ,n)u(M)+ n

(ρ,n)αu(B), donde

debemos pedir que ρ sea impar para poder garantizar que la única fibra invariante por u sea

H. Teniendo todo esto, podemos ver que ρ
(ρ,n) = ρ y que n

(ρ,n) = 2, así que u(H) ∼ ρ
(ρ,n)u(M) +

n
(ρ,n)αu(B) ∼ ρu(M) + 2αu(B), es decir, si H es una fibra excepcional de multiplicidad α,

entonces u(H) es excepcional de multiplicidad 2α; y si H es una fibra general, entonces u(H)

es una fibra excepcional de multiplicidad 2, luego u(H) no es una componente de L, ya que

L es el conjunto de ramificación sobre la doble cubierta y esto impide que sus componentes

cambien al hacer la involución producida por la doble cubierta. De esto podemos ver que

ninguna componente de L tiene multiplicidad par, ya que esto nos traería problemas al hacer la
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involución de la doble cubierta ramificada sobre L, es decir, si tomáramos una componente de

L de multiplicidad par, entonces al hacer la involución sobre L, se tendría que la componente

tomada reduciría a la mitad su multiplicidad y esto es imposible, ya que todos los puntos sobre

L permanecen invariantes por la involución.

En todo este proceso hemos visto que al tomar un tipo de variedad de Seifert M , la cual es

una doble cubierta cíclica ramificada sobre un enlace L, se produce una involución inducida por

M , que toma fibras excepcionales de ella y las envía en fibras excepcionales del espacio órbita

(S3), esto quiere decir que M induce una fibración en S3 la cual es de Seifert (ya que M es

una variedad de Seifert y la involución inducida por ella produce un espacio órbita con fibras

excepcionales en S3), de aquí deducimos que el espacio órbita de la involución restringido a la

base Fg de M es homeomorfo a S2 (véase [6]), es decir que la base Fg y la involución restringida

a ella, se pueden ver como la simetría v de la Figura 4-12.

E

v

Dominio fundamental
de v el cual es

homeomorfo a S .
2

S
2

F  con eje de simetría

E y con involución v.
g

Figura 4-12. Involución v en Fg.

El número de puntos fijos de la involución v es 2g + 2, luego u deja también 2g + 2 fibras

invariantes, ya que v es la proyección de u a través de las fibras, y como todas las componentes

de L quedan invariantes por u, entonces L tiene a lo más 2g + 2 componentes. Como en una

fibración de Seifert de S3 sólo puede haber una única fibra excepcional de multiplicidad par,

entonces L tiene 2g + 2 ó 2g + 1 componentes (2g + 1 si la fibración de S3 tiene una fibra

de multiplicidad par), dado que dicha fibra no puede pertenecer a L, como ya lo hemos dicho
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anteriormente.

Lo que se ha hecho hasta ahora es partir de M = (Oog | b; (α
1
, β

1
);...; (αrβr)) suponiendo

que es una doble cubierta cíclica ramificada sobre un enlace L de S3, y llegar a concluir que

dicha cubierta induce una fibración de Seifert para S3. Nuestro próximo objetivo es mostrar el

recíproco de lo anterior, es decir, partimos de un enlace L de S3, al cual le ponemos algunas

condiciones, después construimos la doble cubierta cíclica ramificada sobre L y veremos que es

una variedad fibrada de Seifert.

Para este propósito, tomamos la variedad fibrada de Seifert S1 × S2 = (Oo0 | 0) y le sacamos

r toros macizos, a cada uno de estos toros le hacemos un giro de Dehn de la forma (αi, βi)

1 ≤ i ≤ r, y los volvemos a meter en S1 × S2, así obtenemos la variedad fibrada de Seifert

(Oo0 | b; (α
1
, β

1
); ...; (αr, βr)) (la fibra descrita por b, se refiere a la madeja racional (1, b)).

Podemos suponer que si alguna componente del enlace L toca a alguno de los toros que fueron

metidos con el giro de Dehn, entonces es porque esa componente de L es la fibra central de ese

toro.

Cada componente de L cae en un punto de S2 a través de la proyección, a estos puntos los

llamamos Rj, j = 1, 2, ...,m, entonces si m es par, llamamos R =
m⋃
j=1

Rj , y si m es impar,

ya vimos que existiría en S3 una única fibra de multiplicidad par, entonces llamamos R =
m⋃
j=1

Rj
⋃

P, donde P es la proyección de la fibra de multiplicidad par, así pues que unimos los

puntos de R de a dos, a través de arcos disjuntos pertenecientes a una familia A en S2, de

manera que cada arco de A no toque a la proyección de los toros extraídos a no ser de que

alguno de estos toros tenga como fibra central alguna componente de L. Si volvemos a sacar

a aquellos toros que se les hizo giro de Dehn que tienen como fibra central alguna componente

de L, formamos una nueva variedad de Seifert con borde (M∗), donde sabemos que la base

sigue siendo S2, pero con s huecos s ≤ 2. Esta nueva variedad es la que nos servirá para hallar

la doble cubierta cíclica ramificada sobre L. Vamos a determinar el doble recubridor cíclico

ramificado sobre L ∩M∗, esta construcción se hace en [11]. Para construirlo, podemos usar el

corte fibrado M∗ ∩ q−1(A) y en [9] se muestra que el recubridor M̃∗ es una variedad fibrada de

Seifert con base orientable de género g, con g = (m−2)
2 si m es par, o g = (m−1)

2 si m es impar.

La superficie esférica perforada G se eleva a una superficie orientable de género g perforada

G̃. Si q(Ei) (Ei es la i-ésima fibra excepcional de la fibración) no pertenece a R, Wi (Wi es la

vecindad tubular de Ei) se eleva a dos toros W̃ ′

i y W̃ ′′

i (ya que todo lo que esté por fuera del

enlace L se duplica al levantarse en la doble cubierta). Sobre la frontera de estos dos toros,

tomamos las curvas Q̃′

i, H̃ ′

i, M̃ ′

i en ∂W̃ ′

i y Q̃′′

i , H̃i′′, M̃ ′′

i en ∂W̃ ′′

i como el levantamiento de las

curvas Qi, Hi, Mi en ∂Wi = Ti. y de esta forma tenemos las siguientes relaciones, según el

fibrado inicial M .

M̃ ′

0 ∼ Q̃′

0 + bH̃ ′

0; en T̃ ′0.
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M̃ ′′

0 ∼ Q̃′′

0 + bH̃ ′′

0 ; en T̃ ′′0 .

M̃ ′

i ∼ αiQ̃
′

i + βiH̃
′

i; en T̃ ′i .

M̃ ′′

i ∼ αiQ̃
′′

i + βiH̃
′′

i ; en T̃ ′′i .

Si q(Ei) pertenece a R, entonces Ti se eleva a un único toro T̃i, donde Hi se eleva a una fibra

H̃i y Qi se eleva a una transversal Q̃i = G̃ ∩ T̃i. Si α
i

es impar, Mi se eleva a una curva

M̃i ∼ α
i
Q̃i + 2βiH̃i y si α

i
es par, Mi se eleva a una curva M̃i ∼

α
i

2 Q̃i + βiH̃i tal como se

muestra en la Figura 4-13:

M= 3Q+2H

Q

H

M= 2Q+H

Q

H

Q

H

Q

H

M=3Q+4H

M =Q+H1

M =Q+H2

Figura 4-13. Imagen en la doble cubierta.

Resumiendo lo anterior tenemos:

1) Estamos considerando cubiertas dobles cíclicas de una variedad L̃ = M = (Oog | b;

(α
1
, β

1
); ...; (αr, βr)), g ≥ 1, sobre S3 con ramificación un enlace L contenido en S3.

2) En estas condiciones M le induce a S3 una estructura de fibrado de Seifert.

3) S3, como fibrado de Seifert, tiene a lo más 2 fibras excepcionales, tales que sólo una de ellas

podría ser de multiplicidad par. Así, S3 = (Oo0 | b; (α
1
, β

1
); (α

2
, β

2
)) como fibrado de Seifert.

4) Las componentes de L son fibras del fibrado S3 y ninguna de ellas puede ser de multiplicidad

par.

5) El número de componentes de L es a lo más 2g + 2.

6) Cuando el número de componentes de L es impar, la fibración de S3 siempre tendrá una

fibra de multiplicidad par (la cual es por supuesto excepcional).
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7) Cuando una fibra excepcional (α, β) de S3 es de multiplicidad impar (α impar) y no es una

componente de L, al levantarse a L̃ se levanta en dos fibras (α, β), (α, β).

8) Cuando la fibración de S3 tiene una fibra de multiplicidad par, es decir de la forma (2α, β)

al levantarse a L̃ se levanta en (α, β).

9) Cuando una fibra excepcional (α, β) de S3 es una componente de L, esta fibra se levanta a

(α, 2β) en L̃.

Lista de las variedades de Seifert de base Fg, g ≥ 1, que son cubiertas cíclicas dobles sobre S3.

Estas observaciones, nos permiten enumerar las variedades de Seifert con base Fg, g ≥ 1 que

son cubiertas cíclica dobles sobre S3, analizando el número de componentes del enlace L.

A. L tiene 2g + 2 fibras:

A1. Todas las fibras de L son generales, entonces

L̃ = (Oog | 2b; (α
1
, β

1
); (α

1
, β

1
); (α

2
, β

2
); (α

2
, β

2
)).

A2. L tiene 2g+1 fibras generales y una fibra excepcional de multiplicidad α
1

que es impar,

entonces

L̃ = (Oog | 2b; (α
1
, 2β

1
); (α

2
, β

2
); (α

2
, β

2
)).

A3. L tiene 2g fibras generales y dos fibras excepcionales de multiplicidades α
1

y α
2

ambas

impares, entonces

L̃ = (Oog | b; (α
1
, 2β

1
); (α

2
, 2β

2
)).

B. L tiene 2g + 1 fibras.

(Por el numeral 6) de arriba, S3 tiene una única fibra de multiplicidad par 2α
1
).

B1. Todas las fibras de L son generales, entonces

L̃ = (Oog | 2b; (α
1
, β

1
); (α

2
, β

2
); (α

2
, β

2
)).

B2. L tiene 2g fibras generales y una fibra excepcional de multiplicidad α
2

que es impar,

entonces

L̃ = (Oog | 2b; (α
1
, β

1
); (α

2
, 2β

2
)).

Observamos entonces que las 3-variedades de Seifert, con base orientable y género mayor o igual

a 1, que pueden ser dobles cubiertas cíclicas de S3 no son muchas. Aún más, el número de fibras

excepcionales que una de ellas puede tener es a lo más 4. En el próximo capítulo investigaremos

otros recubridores.

Ejemplos :

1) Como casos particulares de A1 tenemos que si S3 = (Oo0 | 1) entonces L̃ = (Oog | 2) o

si S3 = (Oo0 | 0; (α, 1)) entonces L̃ = (Oog | 0; (α, 1); (α, 1)).

2) Como casos particulares de A2 tenemos que si S3 = (Oo0 | 0; (α, 1)) entonces

L̃ = (Oog | 0; (α, 2)) o si S3 = (Oo0 | −1; (α,α− 1)) entonces L̃ = (Oog | −2; (α, 2α− 2)).

3) Como casos particulares de B1 tenemos que si S3 = (Oo0 | 0; (2α, 1)) entonces

L̃ = (Oog | 0; (α, 1)) o si S3 = (Oo0 | −1; (2α, 2α−1)) entonces L̃ = (Oog | −2; (α, 2α−1)).

A continuación veremos unos ejemplos donde podemos identificar automáticamente L̃ para al-
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gún L fijo.

Ejemplo 1. Formamos un enlace con las 4 curvas sobre el toro en R3 que se muestra en la

siguiente figura, donde cada curva es homóloga a m+ h.

m

h

Figura 4-14. Enlace en el toro con fibra m+ h.

Si consideramos a S3 fibrado en forma paralela a las fibras sobre el toro entonces

S3 = (Oo0 | 0; (1, 1)) = (Oo0 | 1), y tenemos un enlace L con 4 componentes, cada componente

es una fibra general de S3, luego nos damos cuenta que estamos en el caso 1) de la clasificación

anterior, por lo tanto se tiene que L̃ = (Oo1 | 2).

Ejemplo 2. Sobre el toro que se muestra en la siguiente figura, tomamos tres curvas dis-

juntas, cada una de ellas homóloga a m+ 2h y con ellas formamos el enlace L, es decir, L está

compuesto por tres fibras generales de la fibración (Oo0 | 0; (2, 1)) de S3. Esto implica que

L̃ = (Oo1 | 0; (1, 1)) = (Oo1 | 1).
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m

h

Figura 4-15. Enlace en el toro con fibra m+ 2h.

Ejemplo 3. Consideremos el nudo N formado por una fibra general de la variedad

M = (Oo0 | 0; (2, 1); (4, 1)), sabemos que tal M no es una fibración para S3, ya que N tiene

un número impar de componentes y M tiene dos fibras de multiplicidad par, pero si se forma

la doble cubierta cíclica ramificada sobre el nudo N como se hizo anteriormente, nos damos

cuenta que tenemos dos opciones para formarla, la primera opción sería tomando (2, 1) como

la fibra de multiplicidad par y (4, 1) como una fibra cualquiera de M , que no es componente de

N , y la segunda opción sería análoga pero tomando (4, 1) como la par. Estos dos caminos nos

darían dos posibles cubiertas M ′ y M ′′, respectivamente, donde M ′ = (Oo0 | 0; (1, 1); (4, 1);

(4, 1)) = (Oo0 | 1; (4, 1); (4, 1)) y M ′′ = (Oo0 | 0; (2, 1); (2, 1); (2, 1)).

43



Capítulo 5

Otras cubiertas.

En este capítulo abordaremos, de nuevo, el estudio de las variedades de Seifert con base

orientable. En el capítulo anterior ya enumeramos aquellas que pueden ser cubiertas cícli-

cas dobles ramificadas sobre un enlace L de S3 y vimos que eran más bien pocas. Una pregunta

inmediata es ¿qué ocurre con las otras?.

En la primera sección mostramos que algunas de ellas son cubiertas cuádruples (4 a 1) ramifi-

cadas sobre un enlace L de S3. Y en la segunda sección mostramos que todas ellas son cubiertas

cíclicas dobles ramificadas sobre un enlace L, pero esta vez L está contenido en una esfera con

asas.

5.1 Recubridores cuádruples.

En esta sección consideramos variedades de Seifert de la forma (Oog | 2b; (α
1
, β

1
); (α

1
, β1); ...;

(αr, βr); (αr, βr)) y mostramos que ellas son recubridores 4 a 1 sobre S3, cuyo conjunto de

ramificación es el enlace ilustrado en la Figura 5-8.

Hacemos un proceso similar al que se hizo en la Sección 2.2 para poder llegar a un teorema

general, el cual relaciona este tipo de fibrados de Seifert con una clase especial de enlaces.

Representamos la variedad (Oo1 | 0) = S1 × S1 × S1 junto con la involución producida por la

simetría de su eje central E como el cilindro de la siguiente figura, en el que hay que hacer las

identificaciones por caras según se muestra:
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I
II

III

I

b

b

b

C
C

E
C

a

ab

C

G

G

F

F

III

II

F

E GG

F

b

aa

b

C

CC

C

Base

a

a

Figura 5-1. S1 × S1 × S1.

El espacio órbita de la involución definida por la simetría respecto al eje E es S1×S2, tal como

se puede ver en la siguiente figura:

F

E GG

F

b

aa

b

C

CC

C

G G

C C

a
2

a
2

b

b

F

E

Dominio fundamental
de la involución

E

F

C

G

Base resultante

s
2

Base inicial

Figura 5-2. S1 × S1, involución y espacio órbita.
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En S1 × S2 tenemos a E′, F ′, G′ y C ′ como las imágenes (bajo la involución) de E, F , G

y C, respectivamente, además, tenemos una simetría respecto al eje H, la cual produce una

involución en S1 × S2 que transforma a C′ y a G′ en una sola curva y de igual forma lo hace

con E′ y F ′.

I

I

H

K

E` F`
G`C`

K

d

d

d

d

d=     +ba
2

Figura 5-3. S1 × S2.

El espacio órbita de la involución en S1×S2 es S3, ya que notamos que al hacer esta involución,

el espacio cociente es una mariposa, la cual al "cerrarse" (al hacer sus identificaciones) produce

S3. Véase [3].

I

I

HE`
C`

Figura 5-4. Espacio cociente de S2 × S1 bajo involución.
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Con esta última involución obtenemos el siguiente enlace en S3, donde H ′, K′, E′′ y G′′, son

las imágenes de H, K, E′ y G′, respectivamente.

E´´G´´

H´

K´

(01)   (23) (01)  (23)

B

Figura 5-5. Enlace resultante en S3.

Obsérvese que la cubierta obtenida es 4 a 1 ya que es una composición de 2 involuciones.

Ahora, la bola B, que ilustramos en la Figura 5-5, se levanta en dos toros macizos fibrados

en (Oo1 | 0), esto lo podemos ver en la siguiente secuencia. Primero al levantarla a S1 × S2

obtenemos un solo toro. Este proceso lo ilustramos en la Figura 5-6.
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E``G``

H`

K`

B

I

I

HE`
C`

I

I

H

K

E` F`
G`C`

d

d

d

d

Figura 5-6. Levantamiento de la bola B en S1 × S2.

Ahora, si este toro lo levantamos a S1×S1×S1 = (Oo1 | 0) obtendremos 2 toros ya que el

toro de la Figura 5-6 no intercepta a E′ ni a F ′. Ilustramos lo que ocurre a nivel de las bases

en la Figura 5-7.

F

E

C

G

B

E

F
C

G G

C

B

E

FC

G G

C

B

FC

C

B

Figura 5-7. Levantamiento de B, a nivel de las bases.

Esto nos muestra que la bola B de la Figura 5-6 se levanta a dos toros macizos fibrados en
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S1 × S1 × S1. Y si a la bola B le introducimos una madeja racional de la forma (α, β), ésta se

levanta en dos fibras excepcionales (α, β), (α, β) en S1 × S1 × S1.

Teniendo toda esta información, podemos enunciar y demostrar el siguiente teorema.

Teorema 5.1.1 La variedad M=(Oog | 2b; (α
1
, β

1
); (α

1
, β

1
); ...; (αr, βr); (αr, βr)) es

homeomorfa a M(N,w) siendo (N,w) como se presenta en la Figura 5-8 y donde M(N,w) es

una cubierta ramificada cuádruple, es decir, 4 a 1, sobre un enlace en la 3-esfera S3.

g+1

(01) (23) (01) (23)

(02) (13)

1,b

a  b1 1,

a br r,

Figura 5-8. Enlace (N,w).

Así que sólo queda por demostrar que M es homeomorfa a M(N,w).

Demostraremos que M y M(N,w) son homeomorfas en dos pasos:

1) Veremos la relación que hay entre el número g+1 de componentes triviales disjuntas que se

indica en la Figura 5-8 y el género g de la base de M .

2) Veremos la relación que hay entre las madejas racionales de la Figura 5-8 y las fibras excep-

cionales de M .

PRIMERA PARTE:

Ya vimos que con la base de género 1 (S1 × S1) se formaban las componentes triviales H ′ y

K ′ en la Figura 5-6. Ahora aumentemos el género de la base a 2 y veamos cómo se forman

las componentes que queremos. Para esto, tomemos como base del fibrado de Seifert la suma

conexa de dos toros (ver Figura 5-9).
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E P1 P2 P3 P4
P5

a

b

c1

c2

e

d

f1

f2

h

g

Figura 5-9. Suma conexa de dos toros.

Este doble toro lo podemos representar como se muestra en la Figura 5-10, ya que al calcularle

la característica de Euler nos daría χ(Fg) = (número de caras )− (número de aristas )+

(número de vértices ) =2 − 2g, es decir, 2− 2g = χ(Fg) = 2− 10 + 6 = −2, así g = 2, de aquí

podemos asegurar que la Figura 5-10 corresponde a la suma conexa de dos toros.

P5

P5

P1 P1

P2

P2

P2

P2

P3
P3

P3 P3

P4
P4

P4
P4

c1

d

f1

g h

f1

e

c1

c2 c2

d

f2 f2g h

e

E

a b

Figura 5-10. Representación del doble toro.

En la Figura 5-10 se nota una simetría respecto al centro E, la cual es una involución con

respecto al eje E que pasa simultáneamente por los puntos E, P1, P2, P3, P4 y P5 (véase la

Figura 5-9). Tomándole el dominio fundamental a esta involución tenemos la siguiente figura,

donde debemos tener en cuenta las identificaciones indicadas por las dobles flechas.
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P5

P1 P1

P2 P2

P3 P3

P4
P4

c1

d

f1

g h

f1

e

c1

Ea b

Figura 5-11. Dominio fundamental.

En la Figura 5-12 realizamos cuatro de dichas identificaciones. S2 se obtiene al realizar la

identificación de los lados d y e.

P5

E

P3

P2

P1

P4

ed

b=a

c1

S
2f1

g=h

Figura 5-12. Al hacer las identificaciones se obtiene S2.

Y si aquí consideramos S1 × F2 = S1 × (T#T ) = (Oo2 | 0) tenemos el siguiente cilindro:
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P3 P2P4 P5
E P1

H

K

K

Figura 5-13. S1 × S2.

En el cilindro de la Figura 5-13 , Pi se refiere a la fibra S1 × Pi (i = 1, 2, ..., 5) y H es el eje

de simetría, el cual produce una involución que convierte a las fibras P2 y P3 en la componente

P2,3; a P4 y P1 en la componente P4,1; a las fibras P5 y E en la componente P5,E ; y a H y a K

las convierte en las componentes H ′ y K ′ del siguiente enlace:

P5,E

P4,1

P2,3

K
,

H
,

P5,E

P2,3

P4,1

K
, H

,

Equivalentes vía Reidemeister

Figura 5-14. Enlace resultante de la involución.

En el enlace de la Figura 5-14 se pueden ver las 3 componentes triviales, las cuales son las

52



componentes que necesitábamos para garantizar la relación que queríamos entre el género de la

base de M y el número de componentes triviales disjuntas del enlace de la Figura 5-8, así que

partimos de la base con género 2 y encontramos 3 componentes triviales disjuntas en el enlace,

esta construcción se generaliza y podemos decir que si partimos de una base de género g, se

obtienen g + 1 componentes triviales disjuntas en el enlace de la Figura 5-8.

SEGUNDA PARTE:

Podemos devolvernos a la construcción que se hizo al principio de esta sección, y darnos cuenta

que la bola B de la Figura 5-5 se levanta a dos toros macizos fibrados de

S1 × S1 × S1 = (Oo1 | 0) sin importar que el género de la base sea 1, o sea que si la bola B

tiene una madeja racional de la forma (αi, βi), ésta se levanta a dos toros macizos de la forma

(αi, βi), (αi, βi) en la 3-variedad M , y haciendo esto r-veces con r bolas Bi de la forma (αi, βi)

(i = 1, ..., r) del enlace de la Figura 5-8, se obtienen exactamente las fibras excepcionales de la

3-variedad M .

Así pues, la 3-variedad M es la doble cubierta cíclica ramificada sobre el enlace N de la Figura

5-8, y por lo tanto M es homeomorfa a M(N,w) (véase [14]).

5.2 Recubridores Ramificados sobre esferas con asas.

En la Sección 4-2 estudiamos recubridores dobles de M = (Oog | b; (α
1
, β

1
); ...; (αr, βr)) con

g ≥ 1 sobre S3. Vimos allí que debido a las restricciones de la fibración de S3 no son muchos

los casos posibles.

En la Sección 5-1 acabamos de ver que las variedades M = (Oog | 2b; (α
1
, β

1
); (α

1
, β

1
);...;

(αr, βr); (αr, βr)) son recubridores 4-1 ramificados sobre un enlace en S3.

Ahora mostraremos que en general una variedad (Oog | b; (α
1
, β

1
); ...; (αr, βr)) con g ≥ 1 es

un recubridor cíclico de 2 hojas ramificado sobre un enlace que está inmerso en una esfera con

g asas (#gS
1 × S2).

Teorema 5.2.1 Una variedad (Oog | b; (α
1
, β

1
); ...; (αr, βr)) es un recubridor cíclico de dos

hojas ramificado sobre un enlace de una esfera con g asas.

Para esta demostración, primero probaremos el caso g = 2, después el g = 3 y de aquí se

generaliza la idea para el género g.

Caso 1. g = 2.

Para este caso, partamos del fibrado de Seifert M = (Oo2 | 0), el cual lo podemos ver como el

toro de la Figura 5-15 a), en este toro hacemos las identificaciones producidas por la simetría

respecto al eje central E tal como se muestra en la Figura 5-15 b) y tomamos el dominio

fundamental que se ve en la Figura 5-15 c). Al hacer estas identificaciones en M obtenemos el

cilindro de la Figura 5-16.
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a b
c

dab

c
d

a b
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dab

c
d

a b
c

dab

c
d

a b c

dab

c
d

I

I

a)

E

F

F

b)

a b
c

dab

c
d

E

F

c)

Dominio Fundamental.

III

III

II

II

I

I

q
p

Figura 5-15. (Oo2 | 0) con identificaciones y simetría.

d=b

b=d c

q

III

III

I II

II I

E

F

,

,

a
2

a
2

t ttt

t t t t

a
2

a
2

Figura 5-16. Cilindro resultante de identificaciones e involución.

Miremos ahora que este último cilindro corresponde a S1 × S2#S1 × S2.

Si nos olvidamos por un momento de las tapas del cilindro, vemos que hay una identificación,

la cual es una mariposa con troncos q y c, esto quiere decir que al hacer hacer la identificación

de esta parte obtendríamos S3. Pero, en cada una de las tapas tenemos que hacer algunas

identificaciones como se muestra en la Figura 5-17.
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S
2

t tt t t t

S
2

I II

III

Figura 5-17. Identificación en las tapas del cilindro anterior.

Al hacer estas identificaciones tenemos la unión de dos bolas tal y como se muestra en la Figura

5-18 a), pero el arco de intersección se puede contraer a un punto de tal forma que la intersección

de las bolas quede como se muestra en la Figura 5-18 b).

t III

I

II

t

a) b)

III

I

II

Figura 5-18. Dos huecos producto de las identificaciones.

Como teníamos dos tapas del cilindro, entonces al hacer las identificaciones en cada tapa como

se hizo en la Figura 5-18, tenemos cuatro bolas pegadas (de forma tangencial) por pares (cada

par corresponde a una tapa), así que lo que tenemos es la esfera S3 con cuatro huecos. Por

último identificamos esos huecos tal como se indica en la Figura 5-22 , y así obtenemos las dos

asas, es decir, lo que tenemos es S1 × S2#S1 × S2.

Caso 2. g = 3.

En este caso se siguen los mismos pasos de la prueba del caso g = 2, lo que cambia es que

partimos del fibrado M = (Oo3 | 0) y al hacerle lo mismo del caso g = 2, se tiene el cilindro

siguiente:

55



e=b

b=e c

q
III

III

I II

II I

E

F

,

,

a
2

a
2

t ttt

t t t t

a
2

a
2

c=d

d=c

IV

V

IV

tt

tt
V

B

Figura 5-19. Cilindro análogo al de la Figura 2-52.

En este cilindro las tapas son de la forma:

t tt t
t t

S
2

tt

I II

III IV

V

Figura 5-20. Identificación en las tapas del cilindro anterior.

Al identificar estas tapas tenemos de forma análoga al de la Figura 5-18, la siguiente figura:
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t V

I

II

t

a)

b)

V

I

II

t

III

IV

t

III

IV

Figura 5-21. Tres huecos en S3, producto de las identificaciones.

Aquí tenemos una esfera con 6 huecos, identificados por pares de la siguiente forma:

S
3

Figura 5-22. S3 con tres asas.

Así que lo que tenemos es S1 × S2#S1 × S2#S1 × S2 y esto corresponde a la esfera con tres

asas.

Notamos que lo hecho para los Casos 1, 2 se puede generalizar para el caso de un género
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arbitrario g.

Por último notamos que la bola B de la Figura 5-19, se levanta en un toro macizo fibrado

en M = (Oo3 | 0) (esto también pasa para el caso M = (Oo2 | 0)), así que el enlace de

ramificación tiene la forma de la Figura 5-23, donde É́ y F́́ son las imágenes de los ejes É y F́ ,

respectivamente.

B EF´´ ´´

Figura 5-23. Enlace de ramificación.

Así que si consideramos p+ 1 bolas y en cada una de ellas introducimos madejas racionales, el

enlace que se tiene es de Montesinos y tiene la forma de la Figura 5-24.

ar,br

1,b

a1,b1

Figura 5-24. Enlace de Montesinos.

Y con esto hemos demostrado el teorema
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Conclusiones.
.

Primero que todo podemos cuncluir que las cubiertas cíclicas dobles ramificadas sobre enlaces

de Montesinos siempre son variedades de Seifert de la forma Oog, u Ong, es decir, en cualquiera

de los casos dan variedades orientables lo que puede cambiar es la orientabilidad de la base.

Recíprocamente, no todas las variedades de Seifert son cubiertas cíclicas dobles ramificadas

sobre enlaces de Montesinos, por ejemplo las que no son orientables.

Para obtener dobles cubiertas cíclicas ramificadas sobre S3, los casos son muy reducidos y

tienen condiciones sobre la orientabilidad de la base (más allá de ser orientable, debe ser S2)

y el número de fibras excepcionales tiene que ser a lo más dos. Por otro lado, si una variedad

de Seifert de la forma Oog tiene tres o más fibras excepcionales entonces ella es una cubierta

cíclica doble ramificada sobre un enlace L en una esfera con g asas.

Dependiendo de la forma del enlace de Montesinos, podemos deducir la orientabilidad de la

base de la cubierta cíclica doble ramificada sobre dicho enlace. Básicamente se tienen dos tipos

de enlaces de Montesinos, uno como el de la Figura 5-24, y otro como el de la Figura 5-8. En

el primer caso la base es orientable y en el segundo la base no es orientable.
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