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Introduccion

Hoy en dia, el modelamiento matematico de mercados financieros es un topico
de interés en el ambito de las mateméticas aplicadas, la estadistica, la economia y
principalmente en la industria. En general, los modelos estan buscando simular algunos
instrumentos financieros en aras de aumentar su concordancia con la realidad. En este
trabajo se abordaran varios aspectos del modelo de volatilidad estocastica de Heston para
la valoracién de opciones el cual extiende el celebre modelo de Black-Scholes.

Imagine que usted pretende hacer una inversién en yuaneaﬂ y pretende que pasado
un tiempo pueda recibir ganancias por las variaciones de la tasa de cambio, este es un
negocio riesgoso, ya que la tasa podria variar demasiado en su contra y usted perderia
mucho dinero. Puede pensar que seria bueno tener una forma de estar seguro de que lo que
reciba el dia que pretende hacer el cambio no le sea demasiado desfavorable, y hay una
entidad que le ofrece asumir el riesgo de comprometerse a comprarle sus yuanes si usted
lo desea a una tasa preestablecida, pero dejandole con la libertad de vendérselos a otros
si quiere. Si lo ve de esta forma usted poseeria un producto financiero al que llamaremos
una opcion de venta, algo similar quisiera alguien que en el futuro desea comprar algo y
quiere que sea a cierto precio, lo cual seria una opcién de compra. Las opciones son un
tipo de derivado financiero debido a que su valor se deriva del valor de otro activo de-
nominado subyacente, en el ejemplo anterior seria la tasa de cambio entre yuanes y doélares.

Una opcién europeaﬂ es un contrato entre dos entidades, el emisor y el tenedor, en el
que el tenedor adquiere el derecho por medio del pago de una prima al emisor de comprar
un activo en una fecha futura T por un valor que es preestablecido y que se denomina
precio de ejercicio K. Esto puede verse como un instrumento que permite fijar los precios
en el futuro o como un instrumento de cobertura.

El emisor mismo adquiere el deber de vender al tenedor dicho activo al precio de ejercicio
de la opciéon. El nombre de este contrato se le da por el hecho de que el tenedor en el caso
de que el valor al vencimiento del activo St sea menor que K entonces este podria ejercer
el derecho de comprar al valor preestablecido. Lo anterior se formula asi:

(St — K)* := maz{0, St — k}

'Moneda de China.
2Existen otros tipos de opciones, como la americana y la asiatica.



INTRODUCCION VI

La opcién que hemos descrito se denomina opcién call o de compra, y una en la cual
el tenedor tiene el derecho de vender el bien por un precio de ejercicio, se llama de venta
o put. El derecho de compra o venta en la opciéon descrita arriba s6lo puede ejercerse en
el momento Ty se le da el nombre de opcién europea, en el caso de que en una opcién se
pueda hacer uso del derecho en cualquier momento hasta T' se denomina de tipo americano
(opcién americana). Nos ocuparemos de opciones en divisas en las cuales Sy modela la
evolucién de una tasa de cambio.

Habiéndose vendido la opcidén, el emisor usa la prima para realizar una proceso de
cobertura (Hedging) destinado a reducir al minimo el riesgo de incumplimiento del mismo
hacia el tenedor en caso de que este ejerza la opcién. El proceso de cobertura es en si
mismo uno de los propésitos que le da importancia a la estimaciéon de los pardmetros que
otorga la calibracién, ya que el cubrimiento requiere encontrar el valor de la derivada

0 _
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donde © es el vector que contiene los parametros hallados por medio de la calibracion.

La calibracion consiste en estimar los valores de los parametros del modelo de tal forma
que los precios de las opciones deducidos de este reproduzcan o aproximen los valores
de las opciones observados en el mercado. Estos corresponden a precios obtenidos por
la especulaciéon y las tendencias del mercado, justamente el mercado que pretende ser
simulado por el modelo que vamos a calibrar. Nuestro propdsito principal serd presentar
una calibracién basada en la minimizaciéon de entropia relativaﬂ para luego compararla con
estimaciéon basada en el método de Tychonoﬂﬁ.

3Este término sera descrito mas adelante.
4Sera definido posteriormente.



CAPiTULO 1

Modelo Heston de Volatilidad Estocastica

Antes de presentar la idea que lleva al establecimiento del modelo, presentaremos al-
gunas definiciones importantes, las cuales son presentadas en la referencia [I1] en sus dos
primeros capitulos.

Definicion 1.1. Dado un conjunto 2 y F una o-dlgebra de subconjuntos de €2, definimos
una filtracion {Fi},~, como una familia de sub-o-dlgebras de F tales que, Fs € Fy C F,
s10<s<t<o0.

Definicion 1.2. Dado un proceso estocdstico X definimos la filtracion generada por el
como
FX =0 (X,;0<s<t)

Definiciéon 1.3. Un proceso estocdstico X es adaptado a la filtracion {F;} si, para cada
t >0, X; es una variable aleatoria Fi-medible.

Definiciéon 1.4. Un movimiento browniano estindar (unidimensional) es un proceso de
trayectorias continuas y adaptado By = { By, F4;0 < t < 0o}, definido en algin espacio de
probabilidad (2, F, P), con las siguientes propiedades

(i) By = 0.

(i) Para 0 < s < t el incremento By — By es independiente de Fs y es normalmente
distributdo con media cero y varianza t — s.

Habiendo definido el movimiento browniano, comenzaremos a introducir el modelo. En
los anos setenta Fisher Black y Myron Scholes propusieron un modelo para la valoracién
de opciones que consta de una ecuacién diferencial estocastica que tenia en cuenta la
volatilidad del precio de un activo y la tasa libre de riesgo del mismo, esta volatilidad era
considerada constante y por lo tanto al hacerla variable se podria extender de manera
natural a un modelo méas complejo al permitir que dicha volatilidad sea aleatoria, tal como
lo hizo Steven L. Heston en su celebre modelo que trataremos a continuacion.

El Modelo Heston describe el cambio en el precio de un bien, asumiendo que la
volatilidad es variable y estocéstica. Ambos, el precio del activo y la volatilidad, son pro-
cesos estocésticos que poseen ecuaciones similares en la que el primero depende del segundo.
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En el modelo de Black-Scholes se asume que la variacién en el precio de un activo S en
un periodo corto de tiempo dt sera igual al precio en el instante ¢ por su tasa de crecimiento
(o decrecimiento) mas el cambio generado por la volatilidad el cual se modela por medio de
suponerla una constante /v multiplicada por el incremento de un movimiento browniano

Wi

dsS; = S (Tdt + \/;del) (11)
= TStdt + Stﬁdwl

En el modelo de volatilidad estocastica, la volatilidad sigue un proceso estocastico
parecido y agregamos una ecuacién extra al sistema que corresponde a la correlacién entre
los dos movimientos brownianos que tiene el sistema, en concreto, el modelo Heston se
presenta de la siguiente forma para una tasa de cambio S, o sea, se representa el precio
de una divisa en términos de otra:

dSt == (7 - ’I“f)Stdt + \/’(TtStdWl
dve = k(0 — ve)dt + o\/vedWy (1.2)

donde W71 y W5 son movimientos brownianos correlacionados, lo cual quiere decir que
cuando uno de los procesos tiene un incremento la otra lo tendra y viceversa, esto se
expresa en la siguiente ecuaciéon

E [dWl . dWQ] == pdt

ademas

e 7 es la tasa libre de riesgo doméstica, en nuestro caso nos referimos a la tasa de interés
de un bono del tesoro del pais que emite la moneda que tomamos como base para
representar a la otra divisa.

e 77 es la tasa libre de riesgo extranjera, seria la tasa de cambio de un bono del tesoro
del estado emisor de la divisa cuyo valor es expresado en términos de la otra[l]

e v; es la volatilidad del activo subyacente S; en el momento ¢
e o es la volatilidad de la volatilidad

e 1 es la tasa de reversion a la media, es una medida de la rapidez con la cual la
volatilidad revierte a su media a largo plazo 6.

e 0§ es la media de la volatilidad a largo plazo.
e W 2 son movimientos brownianos.
e p es el parametro de correlacion entre Wy y Wo.

Observacion 1.1. Suponemos que el sistema 1.2 estd escrito con respecto a una medida
martingala equivalente, esto puede ser visto en la referencia [9] seccion 1.4.

'En nuestro caso particular trabajamos con la tasa de cambio entre euro y dolar (EUR/USD) entonces
nuestra tasa libre de riesgo domeéstica la definida por la FED (Reserva Federal) en Estados Unidos y la
tasa libre de riesgo extrajera serda impuesta por el Banco Central Europeo.
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Observacion 1.2. En el contexto del modelo de Heston, como se sabe, no hay una uni-
ca medida martingala equivalente, pero suponemos que las ecuaciones estdn escritas
respecto a la medida martingala “seleccionada por el mercado, en el sentido de que bajo
esta medida los precios observados de las opciones se ajustan a los precios tedricos propor-
cionados por el modelo de Heston”. Esto puede ser consultado en la referencia [9] seccion
2.5.

Observacion 1.3. Para asequrar que el proceso vy sea estrictamente positivo de darse que
20K > 02, esta es conocida como la condicion de Feller.

Ahora, el precio de una opcién basada en este modelo viene dada por
O(t,S,v:T) = E [e 7@ (S — K)T|S, = S, v, = v]

donde t es el momento actual, T" es el vencimiento, S el subyacente y v su volatilidad.
Simbolizaremos su valor con C'y puede demostrarse que la funcién anterior satisface la
siguiente ecuacién diferencial parcial, como se muestra en la referencia [14]

oC  S*vo*C _ oC _
E"‘Tw'F(T—Tf)S%—(T—Tf)C
oC v d*C 0*C
+[m(9—v)—>\v]%+7ﬁ+pa UGSGU_O

una soluciéon semi-explicita con condicién final en tiempo T, C(T, S,v;T) = (St — K) T,
de esta ecuacién fue desarrollada por Heston via el método de funciones caracteristicas en
la referencia [I0], dicha solucion es

C(tasO)UO;T) = SP — Kef("jfrf)(T*t)PQ

1 1 [ —iuln(K) (S Vo t.T
Pj = +/ Re € ]( 0y, Y0y 4y 7u)
2 7w U

du,j =1,2

Finalmente, la solucién es encontrada haciendo uso de las férmulas anteriores y de la
transformada de Fourier para calcular las funciones P; y P

®;(S0, Vo, t, T, uj) = exp{Cj(7;¢) — Dj(m;¢)Vo +ipSo}, 7 =T —t

Cj(r,¢) = (T —rp)pit +

’;—g [(bj — pogi+d;)T — 2ln <

D) = Wl (120D

bj —p0¢i+dj):|
1_gj

o2 1— gedT
donde,
g = bj —p0¢i+dj
J bj - poqbi - dj

d; = \(podi — b)) — 0*(2u;0i — ¢?)
up = 0,5 , U = —0,5,
bi=k+A—poc , bo=rk+A
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Nuestro objetivo es calibrar los pardametros k, 6, o y p del sistema [1.2] i.e. de forma tal
que se minimice la suma de los cuadrados de las diferencias entre los valores encontrados
via una funciéon que calcule el precio de la opcién y los valores de opciones observados
en el mercado financiero. Tenemos esencialmente un problema inverso, para mas detalles
sobre este tema véase la referencia [4].

De forma similar como se modific6 el modelo Black-Scholes por medio de suponer
una volatilidad estocéstica, el modelo Heston también puede modificarse asumiendo que
algunos de los parametros son dependientes del tiempo, esto es expuesto en la referencia
[15] y ahi es presentado con un alto grado de generalidad

AX; = \/uSidWi = Zdt, Xo = w0 (1.3)

dvy = k(0 — v)dt + o4/ 0 dWo
d(Wr, Wa)t = pedt

Este modelo no sera tratado explicitamente en este trabajo, sin embargo creemos que
la técnica de calibracién que estudiamos puede ser también adoptada para este modelo.



CAPITULO 2

Solucién de Problemas no Lineales

El problema que tratamos de solucionar es evidentemente no lineal, afortunadamente
existen diversos métodos para dar solucién a problemas del tipo que estamos trabajando.
En este capitulo daré una breve introduccién a algunos de estos métodos.

Supongamos que se tiene una ecuacion de la forma F(z) = 0 con n ecuaciones y n
incognitas, en caso de que la funcién F' sea diferenciable se puede aproximar el valor de la
funcién a través de su expansiéon en serie de Taylor al rededor de un punto, digamos g

F(x) ~ F(xo) + J(F(20))(x — o)

donde J(F'(x)) es el jacobiano.
Si z* es la solucion de nuestro problema y usando la notacion Az = (z* — xg)

F(z*) =0~ F(x9) + J(F(x0))Ax
de lo cual
J(xo)Ax = —F(x0) (2.1)

Resolviendo este sistema lineal obtenemos a Ax para mejorar la estimacion de z*. Este
proceso se puede repetir hasta obtener un z* que se acerque a ser una solucién del
problema. El método que acabamos de describir es conocido como método de Newton, un
algoritmo en pseudo-cédigo para el seréd

Paso 1 Escoja un valor inicial para xg.
Paso 2 Calcule J(F(z9)) y F(zo).

Paso 3 Solucione J(F(zg))Ax = —F(x¢)
Paso 4 Haga z* = Az + xg.

Paso 5 Si z* se aproxima adecuadamente a la soluciéon de nuestro problema, pare.
Si no es asi, entonces haga xy = z* y vuelva al paso 2.

Ahora, tenemos una funcién f : R® — R y suponemos que esta es C?, si quisiéramos
minimizarla entonces, en caso de que x* fuera el valor que llega al minimo, deberia pasar

5
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que V f(z*) = 0. Dado que la funcién es C? podemos aproximar al gradiente de la funciéon
con una expansion en series de Taylor

Vi@*)=0~ Vf(xo)+ H(f(xo))Az y por lo tanto
H(f(wo))Az = V f(x0) (2.2)

donde H(f(-)) es la matriz hessiana.

2.1. Métodos de Gauss-Newton y Levenberg-Marquart

Dado el sistema de ecuaciones de k ecuaciones no lineales G(y) = d, puede ser a veces
imposible resolverlo de forma exacta, por ejemplo cuando un vector particular de datos d
no pertenece al rango de la funcién G. En este caso podemos optar por buscar una solucién
tal que minimice

k
= Z (G(y)i — d;)? (2.3)
=1

donde G(y); es la i-ésima componente del vector G(y).

Definimos las funciones escalares f;(y) = G(y); —d; con i =1,2,...,k y la funcion
fi(y)
Fly)=1|
Jr(y)

y notemos que f(y) = Zle(fi(y))Q = ||F(y)||3. Recordemos que buscamos minimizar la
distancia entre G(y) y d, lo cual es equivalente a minimizar la funciéon f(y). Como vimos
anteriormente, podemos hacer esto si encontramos x tal que V f(z) = 0.

Usando las propiedades de la funcién f llegamos a que su gradiente puede ser escrito
como

Viy)=2J(f(y) Fly) (2.4)
v haciendo uso de la ecuacién
H(f(y)Ay = 2J(f(y))" F(y) (2.5)

La matriz hessiana en el caso de f puede ser aproximada calculando la matriz jacobiana

H(f(y) = 2J(f)" I (f(y) (2.6)

como es descrito detalladamente en [13], y haciendo uso de esta ecuacion y la anterior a
esta

TN (F W) Ay = J(f(y)) Fy) (2.7)

resolviendo la ecuaciéon anterior para Ay se puede hallar una aproximacion a la solucién
del problema de minimos cuadrados, este método es llamado el método de Gauss-Newton
(GM), y a partir de este se produce una sucesion de vectores que encuentra una solucion.
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Un problema asociado al método que acabamos de describir es que posiblemente no se
llegue a una solucién debido a que la matriz J(f(y))T J(f(y)) este cerca o sea una matriz
singular, para solucionar este inconveniente el método de Levenberg-Marquart (LM) pro-
pone modificar el problema por uno similar pero con posiblemente mejor comportamiento
numérico, asi, este presenta la siguiente forma

(JF@)TI(f () +ADAY = J(f()" F(y) (2.8)

siendo A un nimero positivo, la escogencia del mismo varia dependiendo del comporta-
miento que esté presentando la biisqueda de la solucién, no se profundizard mucho en este
tema en particular pues nuestro problema seré resuelto con otros métodos.

2.2. Regularizaciéon de Tychonoff

Una forma alternativa de tratar el problema de minimos cuadrados no lineales es la
regularizacién de Tychonoff, la cual expondremos en esta seccién.

Observacion 2.1. También podria ser importante trabajar con el error relativo, sin em-
bargo hay varios trabajos que consideran el error cuadrdtico, como en la referencia [1)].
En el contexto del modelo de Heston no es clara la adaptacion del concepto de volatilidad
implicada.

Sea © = (k, 0,0, p) un vector en R* que minimiza la siguiente expresion

> I, T;0) — Cb (K, T)||? (2.9)
(K, T)eK

donde K es un conjunto de pares (K,T") de precio de ejercicio y vencimiento. La compo-
nente C(K : T; ©) nos da el valor de la opcién en funcion en © y C°*(K, T) es el valor de
una opciéon tomado del mercado para el strike (precio de ejercicio) y vencimiento corres-
pondientes. El método de Tychonoff consiste en considerar soluciones © de cumplen
|© — ©g]|? < J, donde Oq representa una solucién a priori de los parametros, por ejemplo
el resultado de una calibracion anterior. Solucionariamos entonces:

1© - 60| <d
También se puede pensar en minimizar la norma de ® — Qg y que no se salga de
una tolerancia ¢ > 0

min O — o
C(K.T:© Cobs K 2 (211)
Z(K,T)GIC H ( T ) - ( 7T)H <€
Se puede pensar en un paramétro que penalice no s6lo las soluciones grandes sino tam-
bién las pequenas, dependiendo del caso, y asi no separar el problema en una minimizacién
acompanada de una restricciéon. Esta idea se plantearia con una optimizacién de la siguiente
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forma:

min§ Y [[C(K,T;0) - C**(K, T)| + a|© — 6y (2.12)
(K, T)eK

Observacion 2.2. Las ecuaciones|2.10,|2.11| y|2.14 son equivalentes en en sentido de que
una adecuada escogencia de d, € y « nos llevaria a encontrar la misma solucion, tal como
se menciona en la referencia [13] pdgina 9.

La escogencia de a es un tema bastante estudiado en el caso en el que el problema a
minimizar es una funcién lineal en los parametros, pero para nuestro caso, al no serlo, el
problema se convierte mas en ensayo y error que otra cosa, aunque existe un método que
se usa para el caso lineal que podria funcionar para nuestro fin, la L-curva. Para mayor
profundidad sobre este método se recomienda la referencia [4].

La L-curva es un método grafico para elegir el parametro de regularizacion, este
consiste en graficar bajo una escala log — log a ||© — Oq|| versus ||C(So, v, tg; ©) — C™||
y tomar a a como el punto de maxima curvatura, este método recibe tal nombre por la
forma que tiene al ser graficada.

Il %1l
2
‘
‘

Il Ac-bll,

FIGURA 2.1. L-curva creada a partir de un ejemplo de Regularization Tools, A Matlab Package for
Analysis and Solution of Discrete Ill-Posed Problems, Per Christian Hansen, 2008.

La funcion C calculada usando los codigos propuestos en la referencia [6]. Produciremos
vectores aleatorios y haremos experimentos repetidamente tratando de ver si podemos
acercarnos a implementar una L-curva para nuestro problema.

También se podria escoger un grupo de parametros o y comparar las soluciones obte-
nidas via una implementacion de ASA (Temple Simulado Adaptativo), para asi, tener una
idea de cuél seria el mejor para nuestra calibracion. Los resultados de estos acercamientos
seran presentados en una seccién posterior.



CAPITULO 3

Calibracion del Modelo Basada en Minimizacion de
Entropia Relativa

Definicion 3.1. Sean f y fo funciones de densidad de probabilidad, definimos la entropia
relativa de f respecto a fy como:

H(flfo) = E {log <J{;)]
- (e

Hay varios nombres y notaciones para el cocepto de entropia relativa, algunos nombres
de uso comun para esta cantidad son ntimero de Kullback-Leibler, divergencia de informa-
cton, Informacion cruzada, entre otros.

Usamos la notacion E; para expresar que el valor esperado que se calcula es en base
a la medida de probabilidad que tiene a f como su funcién de densidad. Observe ademés
que, H(f|fo) =0si f = fo. Mas atn, se tiene que

e H(f|fo) > 0 con igualdad si y solo si f = fo

e H(f|fo) es convexa en el par (f, fo)

Esto dltimo es tomado de la referencia [12] (pags 23,29).

La no negatividad de la entropia relativa nos permite comprender que la entropia relati-
va representa una medida de “similitud” o una “distancia” entre 2 medidas de probabilidad,
en otras palabras la entropia relativa es una medida de que tan diferentes son 2 medidas
de probabilidad. Sin embargo la entropia relativa no es simétrica ni satisface la desigual-
dad triangular por lo que deja de ser una métrica en el sentido matematico estricto. Sin
embargo ha sido empleada en varias areas para comparar distribuciones de probabilidad.
La nocién de entropia relativa ha sido usada ya en la calibracién de modelos financieros,
tal como se hizo en la referencia [?].
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3.1. Minimizacién de Entropia Relativa

En esta seccion seguiremos de cerca la referencia [2] donde se podréan revisar todos los
detalles técnicos.

Considere dos medidas de probabilidad P y Q definidas en un espacio de caminos
continuos 2 = {S;,0 <t < T} tales que

d

SS; = py dt + o} dZ} bajo P
as

?: = ,u?dt + O'?dZi@ bajo Q

(3.1)

donde Z;} y Z;@ son movimientos brownianos estdndar con respecto a las medidas de
probabilidad P y Q respectivamente, y u; y o; son procesos acotados y adaptados a las
filtraciones generadas por Z;, puede verse [11] pp 4-5.

Definicion 3.2. Dadas Q y P medidas de probabilidad en un espacio de trayectorias,
definimos la entropia relativa de Q respecto a P como

H(Q; P) = /an <‘é§) dQ

Observacion 3.1. Las definiciones[3.1] y[3.9 definen conceptos distintos, la primera pre-
senta la entropia relativa de una funcion de densidad de probabilidad con respecto a otra,
en cambio trata la entropia relativa de una medida de probabilidad con respecto a
otra donde ambas medidas pueden ser medidas de probabilidad en un mismo espacio de de
dimension infinita. Ahora, % es la derivada de Radon-Nikodym de Q con respecto de P,
para mayor profundidad sobre este topico puede verse [10)].

Vamos a considerar el siguiente problema de minimizacién con restricciones:

inf F(Q; P) (3:2)
sujeta a las restricciones

e T IIEC((Sp, — Ki)F[Spys vro] = CO™, i = 1,2, M. (33)

Donde C'Z-ObS = COM(T;, K;) constituye un conjunto de precios observados en el mer-
cado de opciones para determinados pares vencimiento-precio de ejercicio (7;, K;) y su-
ponemos que Q es la medida neutra al riesgo determinada por dicho mercado, pues es la
medida de probabilidad utilizada para valorar las opciones bajo consideracion.

Las restricciones en (3.3]) expresan el hecho de que bajo las medidas de probabilidad
consideradas Q, idealmente los precios de opciones observados C’Z-ObS sean reproducidos por
los precios tedricos segin el modelo de Heston
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Q
C(Heston (

Sto,vto ’ tO; E? K’L) = eiT(TiitO)EQ[(STL' - Ki)+’St07 Uto]

_ o r(Tito) / (s — Ki)*dFL (s).

Donde la funcién F ?T_ (s) es la funcion de distribucién de Sz, bajo la medida Q. O sea

FS (5) = Q(Sr, < 51Si0, viy)-

El problema de optimizacion (3.2]) con las restricciones (3.3) sera tratado usando el
método de multiplicadores de Lagrange, por lo tanto en lo sucesivo vamos a considerar el
siguiente problema de optimizacion:

EM: - Q o
’ . e T'Ti (s S . bs .
11&1f sup { H(Q|P) + - Ai < /G,( )dFTi( ) —C; ) } (3.4)

donde las funciones G;(s) determinan los pagos al vencimiento de las correspondientes
opciones, es decir G;(s) = (s — K;)™.

Observacion 3.2. P es una medida de probabilidad que recoge alguna informacion eco-
nométrica a priori sobre el proceso sequido por la tasa de cambio Sy . Como por ejemplo,
estimaciones por medios econométricos de la distribucion empirica de la tasa de cambio o
también P puede resumir el resultado de una calibracion anterior.

3.2. Una Aproximacion de la Entropia Relativa por medio de
Arboles Trinomiales

Acé seguimos el planteamiento en [I] de aproximar la entropia relativa

H(Q; P) = /an <‘§§) dQ

entre las medidas de probabilidad asociadas a los procesos en por medio de en-
tropfas calculadas sobre un arbol trinomial. Vamos a considerar aproximaciones en tiempo
discreto de los procesos en y veremos el comportamiento de la sucesién de entropias
en el limite cuando At — 0.

Sea {Sy, S1, ..., SN} una discretizacion de un camin(ﬂ S, 0 <t < N. La probabilidad
de que el camino {Si}fio ocurra puede ser expresada como

Ver Apendice G.
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donde WE es la probabilidad condicional con respecto a la medida de probabilidad P de
que el camino tome el valor 5,11 en el instante n + 1 condicional en que tomé el valor S,
en el instante n ’R’%D sigue la regla general, es decir, Wg es la probabilidad condicional de
que el camino tome el valor S; en el instante 1 dado que el camino comienza en Sp.

De la misma forma H TrQ es la probabilidad de que dicho camino ocurra con respecto
a la probabilidad Q.
n _0 T >]
n 0 7T

Aproximamos entonces la entropia relativa siguiendo[I]
— EQ QL
n= n

N

wn-n (L) T o - wely
o)
Z

(2]

En particular consideramos aproximaciones inducidas por arboles trinomiales que per-
miten calcular la entropia relativa de forma explicita.

= E© (3.5)

Sea Sp11 = SpHpr1,n=0,1,..., con At = % y

VBt con probabilidad Py
H,1 = 1 con probabilidad Py
e~7VAt  con probabilidad Pp.

Observe que el logaritmo de S,, es una marcha aleatoria en el latice {vaVAt, v € Z}.
Las probabilidades Py, Py v Pp vienen dadas por

Py = p<1_5 At>+,u _At
2 2 20

PM = 1—p

a@) B u\/ﬂ

p
P, = 2 (1
b 2<+2 25

siendo u, o v p pardmetros que ajustan los 2 primeros momentos de los logaritmos de los
procesos en ((3.1)).

De forma mas especifica, denotando por pg y po los pardmetros correspondientes a P y
por vy p los correspondientes a @, son escogidos de modo tal que con las probabilidades Py,
Py y Pp,ylamediay la varianza de In(S,,) vengan dadas porl p="y p&? respectivamente
y con respecto a la medida de probabilidad correspondiente.

2Se puede considerar so6lo el altimo punto S, ya que este es un proceso de Markov.
3Nota: la suma de las esperanzas condicionales diverge cuando At — 0
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Siguiendo la referencia [1], para At suficientemente pequeno tenemos que

EQ [111 (Zﬁ)‘sn} —pln (;) +(1-p)n (11_50) +O(AY) (3.6)

Sustituyendo p y po por 02(t,,)/5% y 02 /52 respectivamente en la expresion (3.6]) obte-

EQ [m (ﬁ;) ‘ sn] = (02 (tn)) + O(AD), (3.7)

2 2 2 =2 2
2 0 g g o° — 0O

Donde o2 = 02(t,), observe ademas que 7 se anula cuando o(t,) = 0¢. Sustituyendo

en (3.5)) conseguimos

N-1

S (0(0 (1)) + O(AD)
o

S n(o?(ta) At

n=0

y [/OT n(UQ(t))dt] +0(1). (3.9)

H(Q;P) = EU

+0(1)

l
=
e

En esta ultima expresiéon podemos ver que para At < 1 suficientemente pequeno, la
cantidad relevante en términos del contenido de informacién de la medida de probabilidad
Q con respecto a la medida de probabilidad P es

%EQ [ /O ! n(a(t))th] , (3.10)

(13.10) representa el limite de la entropia relativa por unidad de paso en el tiempo At
(o tasa de entropia relativa) de la medida de probabilidad Q con respecto a la medida P.
Vamos a modifcar el problema de optimizacion minimizando en vez esta cantidad
sujeta a las restricciones més adelante.

La nocién de entropia relativa por unidad de tiempo no es una propiedad de los pro-
cesos de Ito , en el sentido de que la funciéon 7(-) no es unica ya que depende de la
discretizacion usada para aproximar los procesos. Es por lo tanto conveniente hacer una
construccion en la que 7(0?) pertenezca a un grupo de funciones que que incluya a ,
asi como a otras que pueden ser adecuadas.

Definicién 3.3. Una funcion n(c?) es una funcion de pseudo-entropia (PE) con minimo
en ag si es suave, real valuada con 0 < 0 < +o00 y tal que
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i 0 < n(o?) < +oo

i n(0?) es estrictamente conveza.

iii n(o?) tiene su valor minimo, 0, en 02 = od.

La funcién n definida anteriormente es una funciéon de PE, pero trabajaremos con una
PE mas simple, con volatilidad a priori O’%

La aproximacion en (3.9 sugiere entonces que consideremos el siguiente problema de
optimizacion

Q 0

inf sup {_E@ [ / ! n(o—(t))dt} + Jéx <e_TTi / Gi(s)dFg (s) — c?b3> } (3.11)

3.3. El Modelo de Heston y la Nocién de Entropia Relativa
Juntos.

En esta seccion vamos reescribir el problema de optimizacion (3.11)) en el contexto del
modelo de Heston de volatilidad estocéstica

dSy= (7 — 1) Sedt 4+ \/0:S:[/1 — p2dW1 + pd W]
dvi= k(0 — v)dt + o/ dWo, (3.12)

donde ahora suponemos que Wi ; y Wa; son movimientos Brownianos independientes.

La idea consiste en parametrizar el conjunto de medidas sobre las que se realiza la
optimizacién en el problema de acuerdo con el vector © = (k, 0, 0, p) de parametros
constantes del modelo de Heston. Es decir, consideramos una correspondencia tal que
P = Pg, es la medida de probabilidad del proceso (S, v+) cuando el vector de parametros
en (3.12) es ©g = (ko,60,00,p0) y Q = Qe es la medida de probabilidad asociada a
(St,v) cuando el vector de pardmetros en es © = (k,0,0,p). En términos de esta
parametrizacién consideramos el problema de optimizacién

inf sup {—E [ /0 T(@ - v?)st} + iA <e'"Ti / Gi(s)dFf (s) — C?b8> } (3.13)

teniendo en cuenta ademas que

e T /_OO G(s)dFR(s) = e "TE[(S? — K)*],
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podemos reescribir (3.13]) de la forma

inf E|_— — 2 —TT Ki+— Obs
fn sup{ [/0( ds+Z)\ )T —=CP™)

S}

} . (3.14)

Como veremos més adelante (3.14)) es apropiada para aproximaciones numéricas. Antes
de seguir adelante vamos a hacer varias observaciones referentes a esta tultima expresion:

e Primero obsérvese que desde la formula ya dejamos de utilizar E?[] para hacer
referencia bajo cuil medida de probabilidad se esta calculando la esperanza. En
el superindice © en los proceso S; y v; indica que el valor esperado es calculado con
respecto a la probabilidad Qg determinada cuando © = (k, 0,0, p) es el vector de
parametros que rige la dinamica en ([3.12]).

e La constante U que aparece en el término integral, recoge la informaciéon de la ditri-
bucion a priori Pg, en forma tal que ¥ puede tomarse como una tasa de volatilidad
promedio sobre el intervalo [0, 7] cuando el vector de parametros ©g = (ko, 6o, 00, po)

rige la dindmica en -H

Finalmente para trabajar numéricamente la expresion en (3.14]), vamos a definir la
funcién V' como sigue

T M
V (St Vg, t0; ©,A) = E [_/ (0 —v2)?ds + > Nie (S — K;)T
0 —

StmvtO] (315)

donde como hemos venido asumiendo © = (k,0,0p), A = (A,...,Ap), 7 =T =15y
los {T;} son ahora tiempos al vencimiento vistos desde ¢y = 0. Consideramos entonces el
problema

M
fr)l\f sgp V(Sty, Vig, to; O, A) — Z )\iC’iObS =

ﬁ;f sup V (S, veg, t0; 0, A) — A - (COP5, ... COP)
(€]
(3.16)

40 sea v = %IE]P@D [fOT vsds].



CAPITULO 4

Enfoque Numeérico del Problema de Optimizacion

Primero veamos que la funcion V(S vy, t) satisface cierto tipo de recurrencia en el
tiempo como consecuencia de la propiedad de Markov de lo procesos S; y v, dicha relacién
de recurrencia permitird diseflar aproximaciones numéricas para la funcion V.

Para comenzar consideramos una particién regular 0 = ¢y < t; < --- < ty =T
con paso en el tiempo At = % del intervalo [0,7], donde T = max;{T;}}, es el mayor
tiempo al vencimiento considerado, también vamos a suponer que todos los vencimientos
considerados {7}} estan incluidos en los puntos de la particion {t;}2 .

Retomamos la funcion V' del final del capitulo anterior, pero omitiremos los parametros
© y A para relajar un poco la notacion. Ahora, V (S, vy, t) para 0 < ¢t < T sera

T
V(S;, vi,t) = E _/ (06— 0®)2ds + 3 Ne T(SE — Kt Su| . (41)

¢ Pt<T;

Supongamos que los 2 tdltimos vencimientos son Ty;_1 y Ths = T, observando ademas
que

V(ST, vr, T) = )\MG_TT(ST — KM)+, (4.2)

condicionamos la expresion interna de la esperanza en (4.1) con respecto a
(ST—At, v7—at) para At pequeno tenemos

T
V(Sr—at,vr—ae, T — At) =Ep_ay [ / (v — Us)2d5 + /\MefrT(ST — KM)+]
T—At

?

T
=FEr_as l— / (0 — vs)?ds + V(St,vr, T)
T—At

(4.3)

donde ET*At = EHST,At, ’L)T,At].

16
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Del mismo modo si para At pequeno condicionamos la expresion interna en (4.1)) esta

vez con respecto a (S;+ ,vp+ ), podemos ver queﬂ
M—-1 M-1

E[_

e T (Sry, — Kar)*

T
V(T]w,l - At) = ETMflfAt / (’D — Us)zds + AMf]_e_rTJwil (STA171 — KM,1>+

Thr—1—At

7

Th—1
= ETM_lfAt [_/71 A (’l_) — ’l)s)2d8 + )\MfleirTMfl(STM_l — KM,1)+
M—1—At

+E

T
_/ (0 — vs)*ds + Apre™ " (Sp — KM)+‘}-T$11H

Th—1

Trr—1
=Ery_,—at [—/ (0 —ws)?ds 4+ Ayr_1e "1 (Sp, = Kpyrq) T
Trr—1—At

+V(TA§1)}
(4.4)
Donde hemos abusado levemente de la notacion escribiendo V' (t) para V(S¢, v¢,t). En

conclusion, la relacion de recurrencia satisfecha por la funcién V a la que nos hemos referido
con anterioridad y que esta implicita en las ecuaciones (4.3]) y (4.4) puede escribirse como

tr
Vite ) =K | / (0 — va)ds + 6 _ry e B (S, — K+ VD | (@5)

tr—1

donde evaluamos V' en los tiempos t,, de la particion de [0,T] con At suficientemente
pequetio, la delta de Kroneker 0, —7.) asegura que el término el (St, — K ;)1 aparece
en (4.5)) siy solo si ¢ coincide con alguno de los vencimientos 7.

La idea ahora es aproximar (4.5) por medio de una ecuacion en diferencias que seré

conseguida mediante una aproximaciéon adecuada del modelo de Heston por medio de un
arbol recombinante.

4.1. Aproximacion del modelo de Heston

En esta seccién vamos a reproducir las ideas propuestas en [3] de utilizar un arbol
recombinante para aproximar las difusiones de Itd6 que caracterizan el modelo de Heston,
de forma mas precisa retomemos el modelo de Heston

14T significa limite por la derecha en t y For+ se trata de la o-algebra F 4 =
M—1 ‘M —

1
ﬂ{z:TM,1<t} o ({St,ve}).
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dSt = TStdt + \/Uij,ﬁlWl
Sy, = So.

dvy = k(0 — v)dt + o/ dWo
Uto = o,

(4.6)

donde W7 y Wi son movimientos brownianos con correlaciéon instanténea p, i.e.
E[dW1dW5] = pdt. La idea es trabajar con dos procesos que tengan movimientos brownia-
nos independientes, consideramos entonces la siguiente transformacién sobre los proces S;

y vt

v
xp = In(Sy), y = ;t — pxy (4.7)

y usando la férmula de Itd se obtiene
dry = /Lx(.%'t, yt)dt + \/E¢($t, yt)th (48)

rg = ID(SO).

dyr = py(ze,y)dt + /o (1 — p*) (e, y) AW (4.9)
Yo

Yo = — — pxo,
g
(4.10)
donde@
g
pa(,y) = T—g(y+pw)
K6 1
py(z,y) = et §(p0—2%)(y+p$)
d(z,y) = V(y+px)*
_ AWy — pd
AW = dwy, dw, = 2= rd

V1= p?

N
. . . N N . .
Ahora vamos a considerar marchas aleatorias discretas {:z:](f ), y,(C )} , que discretizan

tanto el tiempo como los valores que toma el subyacente.

k
x,iN) =20 + \/htof con 1z = In(Sp)
i=1

k
(¥
=g+ Vho(T=p2) Y € con  yo = ;0 — pxo
=1

2La funcién n(z, y) no es la misma de la que se hablé en la seccién anterior en dénde se le tomaba como
funciéon de PE
3N denota el namero de elementos de la particion.
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donde h = At = % Los procesos {m,(CN),y,(CN)} aproximan 1' y () respectivamente,

(&€7,&Y) son variables aleatorias Bernoulli que toman valores en {1,—1} y & := 0.

F1GURA 4.1. Marchas discretas.

N)

Una vez mas las marchas aleatorias {wk ,yk )} son modificadas de manera tal que la

tupla (aclsC ),yk NS k) constituya una cadena de Markovl de la siguiente forma

:/E,(CN) = ,(g + Vhoagé
g = N 4 Jhe(L = )l conk=1,...,N

En donde los procesos {ay, ﬂk}szl son construidos de forma tal que los incrementos

de {i‘lgN),ﬂ,(gN)} ajusten los 2 primeros momentos de los incrementos de (z4,y:). Y asi, el

proceso {Zp, yx} debera cumplir las siguientes propiedades:

prz (Th—1,Yr—1) h + o(h) (4.11)
ty (Te—1,Yk—1) b+ o(h) (4.12)
0§ (x-1,yk—1) h + o(h) (4.13)
(4.14)
(4.15)

Ex—1 [Tk — Tg—1]
Er—1 [Uk — Jr—1] =
E_1 [(Zk — Tk-1)?]
Ee-1 [Tk — k-1)7]

(1 ¢2 (.CUk 1y Yk— 1)h+0(h)

donde
Er—1[] =E[-[Zr_1, Jp—1]

las probabilidades
P =P =1y g =Pr1(§ =1)

son calculadas escribiendo de forma explicita la siguiente relacion

Ex_1 = [exp(—rh)emp(i,&N)) - exp(:i,(g)l) =0 (4.16)

4La convergencia de = y y es equivalente a la de T y 7.
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(4.16]) expresa que el precio descontado es una martingala (condicién de no arbitraje)
que al parecer mejora la convergencia de la discretizacion al ser usada en vez de (4.11)).

Los detalles pueden ser consultados en [3], donde se obtienen las siguientes expresiones

para las probabilidades pr qr que rigen la dindmica de la cadena de Markov {E,(CN), gj,(CN)}

Pe = (mfn L op(rh + Vhoap &) — exp(—vho (1 + Oék))>+
k ’ eXp(\/E(l + o)) — exp(—\/ﬁ(l + o))

+
, 1 k-1 Vhpy (Te_1,y6-1)
= (mingl,=+-——-E , + 4
o ( { 2 2(1+Oék)§k_1 2y/o(1—p?)(1+ o)
2 (1, yp_1) — 1
o :Bk:¢(k12yk;1) .

4.2. Implementaciéon del Arbol Recombinante

Construiremos un enmallado (X, V) que definiremos enseguida para calcular V' de
forma descendente en el tiempo siguiendo los procesos xj v Yk, que reescribiremos como

Xe(l) =20+ (2l —k)Voh con 0<[<k
Vi(m) =yo+ 2m — k)\/oh(1 —p?) con 0<m<k.

De igual forma cambiamos la manera de escribir p;f] Vv qr en términos de [ y m

<mm {1 xp(rh-+ VAo (W 1)E") ~ exp(—vhoW) }) ’
’ exp(Vhao W) — exp(—vho (T}))

+
qe(l,m,£%,8Y) = (ml’n {1 ! + ag—1(l — & m— 5y>£y X Vhity (Te—1, Ye-1) })

pr(l,m,£%,8%) =

'2 20, 2/l — p2) Ty,

donde
2 —
ar(l,m) = ¢ (xkl(l),gkl(m)) 1
U = 1+ ar(l,m)
K0 1
) = et 5o = 20y o)

Consideramos una sucesiéon de funciones

VTSN) (l7 m, 5:27 gy) = V(N)(Xn(l)’ yn(m)v £x7 gy)’

definidas sobre la malla (X,,)),) v determinadas por la relacion de recurrencia

5 Agregamos el céalculo de un minimo y de una parte positiva a pi para garantizar que sea una proba-
bilidad.
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Vk*l(h m, EI) é.y) - Ek*l [_A('fka gk)At
Fomr e — K)o+ Vi o €. €1)]
(4.17)

donde A(z,y) = (v — o(pz + y))? aparece en el término que se encarga de aproximar
la integral fiil(TJ — vs)ds. Cuando t; no coincide con ninguno de los vencimientos T} en

(4.17) simplemente tenemos

Vie1(l,m, €%, 8Y) = Bp_y [—A(Zg, Jr) At + Vi (T, T, €5, 1) - (4.18)

Calculando el valor esperado (4.17) en términos de las probabilidades de transicion py
Y @k tenemos que

Vi—1(l,m, £%,8Y) =

( — AU+ Lm+ DAt + 5y —ry e "5 (e ) — K)T 4+ Vil +1,m + 1,1, 1))pqu
+< — Ar(l+ 1L, m)At + 5y mrpAje T (e D) — Kt 4 Vil + 1,m, 1, —1))pk(1 —qr)
+< — Ap(l,m+ 1)At+ 5 —rp Aje " (e W — KT+ Vi(l,m + 1,1, 1)) (1 = pr)ax
o

= A(l,m)AE + Sy Aje” T (e — KT 4+ Vi(lm, 1, —1)> (1= pr)(L = ar).
(4.19)

En (4.19) Ax(l,m) := A(Xk(l), YVk(m)), también anotamos que (4.19)) se resuelve hacia

atras en el tiempo notando que

Vn(l,m, &%,¢%) = e (e — Kyt = e (Sp — Kap)*t (4.20)
Debemos tener que

%(N)(:co,yo) — V(Sty, Vty,t0), cuando N — oo. (4.21)

De la misma forma podemos aproximar los precios de opciones en el instante tg

C(Stys V19, to; Ty, K;) = e "IE[(St, — K;) 7], (4.22)

por medio de funciones C,, (I, m, &%, £Y) definidas en la malla (X,,,)),) que cumplen la
relacion de recurrencia
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Ck*l(l7m7€a:7€y) = E[Ck('fk7gk7§lf7ég)]7 k=N - 17 N-2... 07
O (1,m, €7,6%) = e (e — K)*
(4.23)

Debemos tener que

CN(1,m) = C(Sty, vi9,t0), cuando N — oo (4.24)

Para la minimizacién de la funcién Vﬁ necesitaremos de un optimizador global, el
cuél pueda entregarnos el valor del minimo para todo el conjunto en en cual buscaremos
nuestro vector de pardmetros. Minimizaremos con un método basado en un fenémeno fisico
de cristalizaciéon que sufren los metales al ser enfriados desde un estado de fundicion, el
cual es llamado ASA por sus siglas en inglés (Adaptive Simulated Annealing). Para mayor
profundidad se puede consultar la referencia [7].

4.3. Optimizaciéon de \ y O

A continuaciéon describiremos, en términos generales, como pretendemos resolver el
problema de optimizacién

ir){fsup V (S0, Vo; ©,A) — X - COPs
C]

T
= infsupE [—/ (7 — vP)2dt
Ao 0

+2 A <6_TTZ'(STZ- - Ki)" - CiObs>

So, Uo]

T
= infsupE [—/ (7 — vP)%dt
Ao 0

So, Uo}

—1—2&‘ (CH(507UOSTiaKia 0) - Cz'ObS>

)

(4.25)

nuevamente abusamos de manera leve en la notacién en el sentido de que en los
célculos que son presentados a continuacion utilizamos V'(Sy,, v, to) pero realmente,
se trata de la aproximacion Vp(zo,yo; ©,A), de igual forma utilizamos en las formulas
Cu(So,vo; T3, K;, ©) cuando se trata de las aproximaciones Co(xg, yo; O).

En (4.25) debemos recordar que la funcion Cy(Sop,vo, T, K;©) denota el precio de
una opcién europea con precio de ejercicio K en el vencimiento T' cuando los parametros
poseen los valores dados por ©. La optimizacion interior, o sea el sup en © es llevada a

cabo por medio de ASA, haciendo uso del arbol recombinante para el calculo de la funcién
V (S0, v0; ©, A) para valores fijos de © y A.

5Como fue escrita finalmente en este capitulo.
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Denotando por

W(S()a vo; ©, A) = V(SO7 Vo; ©, A) - A CObS7
podemos observar que el gradiente en A de la funcion W( ;) es

VAW (S0,v0;0,A) =1 = (r1,72,...,7M)
donde r es el vector de residuos con componentes 7;
ri = Cu(So, v0, T, Ki; 0) — CP™

el calculo de estos residuos es un subproducto del calculo de la funciéon V' por medio del
arbol recombinate.

La optimizacién exterior inf en A seré tratada por medio del método del gradiente

VaW ()

— Ry — AT Ak
Akt = M I T

k=0,1,2... (4.26)
donde la secuencia de pasos (hy) se escoge de forma adecuada tal que lim hy = 0.

Resumen del Algoritmo

Paso 1 . Proponer valores iniciales ©g, Ag para © y A.

Paso 2 . El algoritmo de temple simulado adaptativo (ASA) permite tomar ©; como
O = arg méix W (Ak, ©).
simultdneamente se calculan los residuos r;(0y,) = Cy(So, vo, T;, Ki; ©x) — COP. Por
medio del arbol binomial.

Paso 3 . Resolver para hy, el paso del método del gradiente

Tk

hi = argmin W (A, + h——, Oy). (4.27)
h ol
Paso 4 Actualizar A ,
Akl = A + hkik. (4.28)
Ikl
El algoritmo termina si digamos
[ Akt — Akl
— v < €tol
Akl °
en otro caso (M>e ) vol 1 Paso 2
Il tol) volver al Paso 2.

W < €1 debemos tener

que el par (A*,0%) = (Ap41,©Op,) debe ser una aproximacion razonable del problema de

optimizacion (4.25)), i.e.

Cuando el dltimo A* = A,,,41 calculado es tal que
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W (So,v0; A", 0%) = iI}\fsupW(So,vo;}\, 0). (4.29)
(C]

El vector de parametros ©* = (k*,0*, 0%, p*) es el candidato para ajustar el modelo.
Es decir, la distribucion del proceso S donde

dsS;

rSydt + \/ESt(\/ 1-— ,O*QdWLt + p*dWQ’t)

dvy = K0 —v)dt + o™/ dWay.
(4.30)

minimiza la entropia con respecto a la distribucién a priori y satisface
Cu(So,v0, Tj, Ki;0%) = CP™, i=1 M
H{L0, V0, L4, 1345 ~G, =154 .

para todo el conjunto de precios de opciones en el mercado {CZ-ObS}.



CAPITULO 5

Resultados

5.1. Arbol Recombinante

Con las ideas del arbol recombinante construimos funciones en MATLAB las que maximi-
zamos respecto a las variables x, 6, o y p. El conjunto de \’s que tenfan que hacer parte del
proceso de optimizacién fueron tomados ConstantesE] pero se repitié la maximizacién para
varios valores de estos. El conjunto de valores para estos, se tomé6 como un vector columna
de 1’s, multiplicados por una constante 8 que varié entre 0.00001 y IEI Los resultados se
consignan en la siguiente tabla, en la cual se discretizé en 20 subintervalos, donde la valor
VO representa V5(0,0,0,0) y toc el tiempo de ejecucion de la optimizacion

B K 0 o p Vo toc
1 8,0293 | 0,3511 | 0,8553 | 0,9836 | 61,9797 | 772,9374
0,1 2,6130 | 0,8934 | 0,9732 | 0,9881 | 5,0642 | 780,2973

0,01 9,0844 | 0,0350 | 0,0782 | 0,9771 | -0,6246 | 771,7203
0,001 9,0844 | 0,0350 | 0,0782 | 0,9771 | -1,1938 | 776,8516
0,0001 | 2,6130 | 0,8934 | 0,9732 | 0,9881 | -1,2535 | 774,9725
0,00001 | 6,8124 | 0,9943 | 0,9838 | 0,9963 | -1,2628 | 758,9884

TABLA 5.1. Resultados del proceso de calibracién con A variable y con 20 pasos temporales.

También se realiz6é un experimento adicional con 40 subintervalos de tiempo, por cues-
tiones de costo tiempo de ejecuciéon se hizo sélo este

6|k 0 o p VO toc
1 | 8.3516 | 0.6565 | 0.9846 | 0.9596 | 61.9124 | 85645

TABLA 5.2. Resultados del proceso de calibracién con 40 pasos temporales.

'La inclusion de el conjunto de A’s en el proceso de optimizacién es algo que podria realizarse en un
trabajo posterior.
2\ = . x ones(m, 1), donde m es el nimero de datos.
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Los datos que fueron usados para este conjunto de ensayos fueron tomados el 14 de
julio del afio 2014 de www.barchart.com y constan de un vencimiento de 53 dfas. Estos
se consignan en la siguiente tabla en la que K simboliza los strikes y C los precios de las
opciones observados

K C K C K C K C K C

1.2 0.16220 || 1.265 | 0.09720 || 1.33 | 0.03380 || 1.395 | 0.00090 | 1.46 | 0.00001

1.205 | 0.15720 || 1.27 | 0.09220 || 1.335 | 0.02930 || 1.4 0.00060 || 1.465 | 0.00001

1.21 | 0.15220 || 1.275 | 0.08730 || 1.34 | 0.02500 || 1.405 | 0.00040 || 1.47 | 0.00001

1.215 | 0.14720 || 1.28 | 0.08230 || 1.345 | 0.02090 | 1.41 | 0.00030 || 1.475 | 0.00001

1.22 | 0.14220 || 1.285 | 0.07730 || 1.35 | 0.01710 || 1.415 | 0.00020 || 1.48 | 0.00001

1.225 | 0.13720 || 1.29 | 0.07230 || 1.355 | 0.01370 || 1.42 | 0.00015 | 1.485 | 0.00001

1.23 | 0.13220 || 1.295 | 0.06740 || 1.36 | 0.01060 || 1.425 | 0.00010 || 1.49 | 0.00001

1.235 | 0.12720 || 1.3 0.06240 || 1.365 | 0.00800 | 1.43 | 0.00010 || 1.495 | 0.00001

1.24 | 0.12220 || 1.305 | 0.05750 || 1.37 | 0.00590 || 1.435 | 0.00005 | 1.5 0.00001

1.245 | 0.11720 || 1.31 | 0.05260 || 1.375 | 0.00420 || 1.44 | 0.00005 || 1.505 | 0.00001

1.25 | 0.11220 || 1.315 | 0.04780 || 1.38 | 0.00290 || 1.445 | 0.00001 || 1.51 | 0.00001

1.255 | 0.10720 || 1.32 | 0.04310 || 1.385 | 0.00200 | 1.45 | 0.00001 || 1.515 | 0.00001

1.26 | 0.10220 || 1.325 | 0.03840 || 1.39 | 0.00130 || 1.455 | 0.00001 || 1.52 | 0.00001

TABLA 5.3. Precios de opciones y strikes que se usaron en la calibracion.

5.2. Regularizacién Via Tychonoff

Para diferentes valores de « se realizo el siguiente problema de optimizacion:

min { 1C (o, vo, to: ©) — C™| + a]|© — o } (5.1)

Para realizar la calibraciéon se usaron los siguientes datos: sO0 = 1,3358 es la tasa de
cambio de febrero 15 de 2013, y » = 0,02 y vO0 = 0,5 y se tomaron procurando tomar
valores razonables. Los parametros strike, que simbolizaremos con K, y T' son obtenidos
de un conjunto de valores de opciones call para la fecha indicada anteriormente y de igual
forma el vector C™F que aparece en se obtuvo de tal tabla anterior.

Observacion 5.1. Como en fue realizado en para el drbol recombinante, para este proceso
también se uso el mismo principio de optimizacion.

Los resultados fueron los siguientes donde toc seré el tiempo, en segundos, que demord
el computador en obtener un resultado y fstar es el valor de ||C(Sy,vo,to; ©) — O™ | +
al|®© — ©g|| evaluada en el kappa, theta, sigma y rho obtenidos
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e fstar K 0 o P toc

0 0,2560 9,6600 | 0,0194 | 0,6046 | -0,9622 | 2398,4758
0,001 | 0,3520 9,7061 | 0,0024 | 0,1482 | -0,8071 | 2457,3529
0,01 | 0,5638 2,3091 | 0,0120 | 0,1672 | -0,5812 | 2403,7553
0,1 0,6357 0,4895 | 0,0286 | 0,0580 | -0,1580 | 2347,7202
1 0,6891 0,0181 | 0,2056 | 0,0652 | 0,0694 | 2315,5925
10 1,2045 0,1029 | 0,1632 | 0,1409 | 0,0086 | 2370,3207
100 3,4913 0,0434 | 0,1540 | 0,0541 | 0,0027 | 2362,9506
1000 | 158,4893 | 0,2416 | 0,2416 | 0,2416 | 0,2416 | 2337,5545

TABLA 5.4. Resultados del experimento.



CAPITULO 6

Conclusiones

e El costo en tiempo de la calibraciéon de pardmetros puede llegar a ser muy alto si se
pretende tener un grado alto de exactitud.

e Deben buscarse métodos que sean mas rapidos, o bien, maquinas méas potentes para
continuar la investigaciéon en esta area.

e El problema de calibracién resulté ser un amplio tema de investigacion, y preferimos
dejar el problema de la cobertura para trabajos posteriores.

e Puede ser viable realizar procesos de calibracién en periodos de tiempo razonable:
una o dos semanas.

e La minimizacién de entropia relativa y la regularizacion de Tychonoff mostraron un
gasto temporal similar en algunos experimentos.
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APENDICE A

Definicién Intuitiva de la Entropia

La idea de entropia viene de conceptos fisicos, la cual mide “el desorden” en un siste-
ma,ahora bien, la forma de asignarle una cantidad a tal concepto recae en coémo se describe
la situacion, esto nos lleva a pensar una forma de cuantificar qué tanta informaciéon es re-
querida para tal fin. Prosigamos pues a definir la entropia como serd usada en nuestro
estudio. Supongamos que tenemos un evento, la manera de describirlo requeriria infor-
macién, y seria necesaria més de esta mientras mas extrano sea, por lo cual deberiamos
encontrar una forma de medir la cantidad informacién y esta basada en cémo se acostum-
bra guardarla. Un buen método para este fin es el de pensar las descripciones como cadenas
de bits, 1’s y 0's, asf que un mensaje con mucha informacion seria méas largo, por ende, al
pensarlo como un ntmero en sistema binario serfa un ntimero més grande. Y si al pensar
que a cada mensaje se le asigna un nimero entero positivo la medida de la informacién
estaria dada por:

logy (), donde x € Z

Denotemos por H a la entropia y para definirla en nuestro contexto, comencemos
con una variable aleatoria X que tiene n resultados posibles x1,x2,...,zn los cuales son
igualmente probables, asi la funcién de densidad de probabilidad de X es P(X = zi) =
p=1/nconi=1,..,ny diremos que la entropia de una variable aleatoria vendra dada
por la cantidad de informacién requerida para describirlo, i.e.

H(X) = logy(n)

1
p

= logy(1) — logy(p)
= —logy(p) = %(—logQ(p))



APENDICE B

Entropia Relativa en el caso de un solo vencimiento

Si vemos a todo lo que esté bajo la accién del supg en como un funcional que toma
a f, donde dQ = fdx, y que calcula:

—/fln <J{O) dm+;)\i </Gi(x)f(:n)dx—0¢>+u</fda:—1)

encontrar dicho sup se reduce a hallar cuando la derivada en alguna direccién d f se anule,
la formulacién para esto esti dada asi:

i
/ 5f1n <fo) _5f+ Z NOFC + o f

/6f <ln (j{;) —1+§;Aiai+u>

donde la funcién 0f se escoge de manera arbitraria y como queremos que la integral se
anule, se tiene que la distribucion f debe cumplir

—ln<]{;>—l+;)\iGi+u:0

I
o

Asi,despejando a fE]

0
= foexp (u—1+ZAiGi> PEN

/fAzl - 6#1/]@06,\0:1

'La notacién fy enfatiza la dependencia de f con respecto al vector A = (A1, ..., An).
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Ergo,
el = (B.2)
y definiendo a la funcion Z(\),

/ foe ¢ = Z(\) (B.3)

Obtenemos una expresion para fy dependiendo tinicamente del vector de \'s.

 foeM@
= 70

Acabamos de replantear el problema de hallar una funciéon 6ptima (fy) a encontrar
un conjunto de pardmetros que la definen, esto es mucho mas simple pues tradujimos una
cuestion infinito dimensional a algo discreto. Procederemos a encontrar dicho conjunto de
N's regresando a nuestro problema de optimizacion inicial y reescribiéndolo de manera
adecuada, viz

~H(flf0) + YN ( [ it syas - a-) (B.4)

usando (2.1), (2.2) y (2.3) en (2.4) tenemos que:

—/fln(}l) +;Ai </Gifdw—Ci

)
_/f(;AiGri_'u_l)—{_;)\i </Gifd:n—0i> -
)

—/f (ZMGi —ln(Z()\))> —I—Z)\,- </Gifdac—0Z

[ (-Gt o + Y in6:) - Yoae
In(Z(\) / fde—X-C =
n(Z(\) — A-C

Hemos llegado a una ecuacién que s6lo depende del vector A, y como supusimos que f
era 6ptimo entonces restaria resolver el problema de la minimizacién de la distacia entre

In(Z(\)) y A-C, o sea:

fr){f {In(Z(\)) = X-C}
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La densidad que resuelve el problema de optimizacion es

fOGA*.G

="y

donde \* es el punto donde In(Z (X)) — A - C alcanza el infimo.



APENDICE C

Regularidad de la Solucién

Haciendo uso de la féormula hallada en la seccion anterior demostraremos la regularidad
de la solucion.

Condiciones de Primer Orden

D35, (In(2)) = SN S (C.1)

Ty, = / foGiGieNC

Las ecuaciones anteriores en (2.5) dan como resultado que:

Dia(2) = 5 [ 166, = 5 [ fuGie*® - [ 16y

— EM [G G [ EN G [ Efx ]
= Cov*(G;,Gj) = H;;
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De forma similar sea h(X) el pago en el vencimiento de alguna opcion y II(A) =
EMA[h(X)], luego:

oI 9 [ foerChdX
o 0N [ foerCax

= Cov/*(h(X),G;(X))
o 211 )N
ac; 40N 0C

_ ZCOVfA(h<X),Gi(X)) . Hijjl

Con lo cual II como funcién de Cq, Co, ..., Cn es difereciable y por lo tanto concluimos
que la solucion es regular, esto también es concluido en la referencia [2].



APENDICE D

Sobre la Aproximacion de H(Q;P) en un Espacio de
Caminos

Considere dos medidas de probabilidad P y Q definidas en un espacio de caminos
continuos 2 = {S;,0 <t < T} tales que

s,

St

s,

?t = pQdt + anZi@ bajo Q
t

= pPdt + o"dZ} bajo P

(D.1)

Donde dZ” y dZ? son movimientos Brownianos con especto a las medidas de proba-
bilidad P y Q. De manera usual consideramos ty9 = 0 < t1,... < ty = T una particién
regular del intervalo [0, 7] con At = t; — t;_; suficientemente pequefio.

Denote por Ag(L,M) =j4+i/2k, 2l <i< 2 —M < j < M, para nimeros
enteros enteros ¢, j, L, M.

Definimos

]P(Ag' < Sppey < AL

Stn_lez) s il < M,

WE,L,M(Z.)].;]{?Z) = (D2)

0 M < |j].

De la misma forma se puede definir WSL v g k).

Ahora consideramos la aproximacion H2(Q;P) de la entropia relativa
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HY(Q;P) =

donde 7

Q N—-1 B N-1_Q
lim Y In g = 0 Tn H 72~ E? |In L?ﬂ Tr,co
L~ Hn 0 E H = 2

S . .
M—o00 {Zn Jnikn 7ln}

Ln=0 O
[N—1 TrQ
=E%|) E?|In{ 5= ||Sa]|.
Ln=0 .00
(D.3)
%IOO = 7T§L/JIL v (ns Jns kn, Un) con L, M suficientemente grandes y para M = P, Q.
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