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Resumen

Usando como contexto el arte y teniendo en cuenta algunos elementos histéricos y
tecnoldgicos se presenta una propuesta didactica dirigida a estudiantes de grado 7° para
aproximarlos al estudio de los poligonos. En particular en el trabajo se relacionan las
diferentes formas en que algunos poligonos pueden recubrir el plano y al respecto se

demuestran las posibilidades de dichos recubrimientos.

Palabras clave: Poligonos, arte, mosaicos.

Abstract

Using art as a context and taking into account some historical and technological
elements, a didactic proposal aimed to seventh grade students is presented with the
objective of bringing them closer to the study of polygons. Particularly, the present study
is related to the different ways in which some polygons can tessellate a geometrical plane

and it also shows the different possibilities of such tessellations.

Key words: Polygons, art, mosaic.
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6 El arte, un contexto para la ensefianza de poligonos en grado séptimo

Introduccidén

Al evidenciar en los estudiantes de séptimo grado del colegio Fagua ubicado en la ciudad
de Chia la falta de contextualizacién de la geometria, se ve la necesidad de interpretar
los conceptos geométricos en alguna areas que tengan significado para el estudiante.
Pensando en ello, observamos el arte como una de las areas en donde se usa
constantemente figuras geométricas y diferentes conceptos matematicos; vemos que es
un contexto atractivo y de interés para los estudiantes, por su belleza y la posibilidad de
usar la creatividad, el ingenio y la inspiracién para poder realizar obras propias, ademas
de permitir al estudiante una visién amplia sobre cdmo funciona el mundo a su alrededor
y descubrir lo rico que son los temas tratados en clase de matematicas. En este trabajo
se propone el arte como un contexto para el aprendizaje de la geometria,
especificamente para el aprendizaje de los poligonos, lo cual conlleva al estudio de sus

diferentes elementos, su historia y el encuentro entre las artes y la geometria.

La realizacion de actividades donde el estudiante deba visualizar en geometria es de vital
importancia para un aprendizaje significativo y por ello, se realiza un trabajo virtual
mediante software educativo disefiado para la geometria, herramienta indispensable que
al estudiante le parece relevante dentro de su proceso de aprendizaje, el cual podra
utilizar en otros contextos fuera del geométrico. Al respecto programas como Geogebra

permiten observar patrones, regularidades e invariantes.
El trabajo se presenta en cuatro capitulos, los cuales se describen a continuacion.

En el capitulo 1 se revisan los aspectos historicos acerca de los poligonos, desde el inicio
del estudio de la geometria utilizada principalmente para fines agricolas, calculando
areas y perimetros, realizando algunas construcciones con regla y compas. Al pasar el

tiempo se empieza a realizar un estudio mas riguroso y dandole un orden estricto. En la



época del renacimiento los artistas usaron la geometria para darle armonia a sus obras,
dandole cada vez mas importancia al término de escribir libros, donde se evidencian
estudios y construcciones de poligonos asi como la forma correcta de utilizarlos en sus
obras. Ademas, se relaciona la historia del arte con la geometria y por ultimo se relaciona
el arte geométrico como un movimiento artistico, donde se usan exclusivamente lineas

rectas y figuras geométricas.

En el capitulo 2 se relacionan conceptos basicos afines con el arte y la geometria,
necesarios para el desarrollo del presente trabajo. En cuanto a lo geométrico concierne
lo relacionado con poligonos, su definicidn, elementos, clasificacion, perimetro y area.
Para lo respectivo al arte se relacionan los mosaicos, su clasificacion y las técnicas de

construccion.

En el capitulo 3 se encuentra la propuesta didactica que consta de varios talleres. En el
primer taller se trabajan los conceptos basicos sobre poligonos. En el segundo taller,
inspirados en las formas de recubrir el plano se aborda el concepto de mosaico. En el
tercer taller se trabajan los mosaicos regulares y se identifican estos en obras de arte. En
el cuarto taller se trabajan los mosaicos semi-regulares. En el quinto taller se relacionan
algunas técnicas para construir mosaicos personalizados, los que conducen a construir

figuras artisticas.

En el capitulo 4 se consignan las conclusiones y recomendaciones sobre el trabajo
realizado. En particular se destaca la importancia del arte como contexto significativo y
motivante para el estudio de la geometria en niveles basicos. Se considera importante el
aprendizaje dirigido, en donde los nifios interactlen y construyan los conceptos, bien sea

manualmente o con ayuda de software educativo.
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1.Aspectos historicos y epistemologicos

1.1 Acerca de los poligonos

La geometria naci6 de la necesidad de solucionar problemas cotidianos del ser humano,
especificamente problemas de medicion de terrenos para las cosechas, pago de
impuestos y para la construccion de edificaciones. Los babilonios y egipcios fueron
pioneros en mostrar soluciones a estas situaciones, como se evidencia en el papiro del
Rhind, en el cual aparecen mdltiples problemas resueltos sobre el calculo de areas de
triangulos y circulos e intentos por encontrar el volumen de piramides y cilindros, donde

podemos analizar que existia una relacion permanente entre la geometria y la aritmética.

Son muchos los aportes realizados por diferentes culturas y geémetras en el estudio de
los poligonos. Los primeros aportes que se conocen fueron descubiertos en 1936 cuando
se desenterrd una coleccion de tablillas procedentes de Susa, a unos 300 km al este de
Babilonia, (Boyer, 1986) donde se evidencia la comparacion de areas y el cuadrado de
los lados de diferentes poligonos regulares, de tres, cuatro, cinco, seis y siete lados,
ademas de la evidencia sobre la construccion de poligonos por parte de egipcios y

babilonios, ademas de mediciones de areas de triangulos y trapecios.

Los egipcios no distaban mucho de los babilonios sobre la relacién geometria y
mediciones, la mayoria de los problemas que aparecen en papiros encontrados hacen
referencia a formulas para encontrar el area de figuras planas como triangulos,

rectangulos y trapecios.

Partiendo de los estudios hechos por babilonios y egipcios, los griegos realizaron
estudios sobre la geometria de forma mas concreta, sin necesidad de tener una situaciéon

problema de la vida cotidiana para analizarla. Fueron los primeros en realizar



demostraciones geométricas utilizando la I6gica, concebidas de manera intuitiva; Se le

atribuye a Thales de Mileto las primeras demostraciones de teoremas como:

e Todo angulo inscrito en una semicircunferencia es recto.
e Todo circulo queda dividido en dos partes iguales por su diametro.

e Los angulos de la base en un triangulo isésceles son iguales.

Tiempo después Pitagoras en el siglo V a.C y su escuela realizaban las demostraciones
con mas rigor, similares a las que conocemos hoy; también realizaron aportes a la
geometria con el teorema que lleva su nombre, la relacién de proporcion de segmentos
en una cuerda con las notas musicales, la demostracién de la inconmensurabilidad de la

diagonal de un cuadrado con respecto a su lado, entre otras.

Al demostrar que existian segmentos que no se podian comparar o0 medir con nimeros
enteros, se dio paso a la separacion entre la aritmética y la geometria, generando que la
aritmética se estudiara sin necesidad de apoyarse en construcciones geométricas.
(Boyer, 1986)

Los pitagoricos fascinados con el pentagono regular, conocieron algunas de sus
propiedades, la figura de la estrella de cinco puntas que se forma al trazar las cinco
diagonales, que parece haber sido una especie de simbolo de la escuela pitagorica
(Boyer, 1986), llegando a propiedades importantes como la seccion aurea.

En el siglo Il a.C Platon viendo las caras de los cinco poliedros regulares se ocup6 de los
diferentes poligonos que los constituian, junto con los triangulos rectangulos que se

construian al trazar sus diferentes diagonales y alturas.

Tetraedro Cubo Icosaedro
(fuego) (tierra) (agua)

Dodecaedro

Octaedro {modelo del
(aire) universo)

Tomado de http://cibernous.com/autores/platon/teoria/ciencia/cosmolog.html
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Hacia el afio 300 a.C Euclides hace un gran compendio riguroso de la mayoria de
trabajos realizados con anterioridad sobre geometria, cuya caracteristica mas importante
fue el orden sistematico que le dio a los contenidos en la obra “Elementos”, partiendo de
principios basicos que ayudarian a la construccion y justificacion de posteriores
demostraciones. El orden axiomatico que se evidencia en los Elementos contiene
nociones comunes o también llamados axiomas, postulados y teoremas que darian

origen a la hoy conocida Geometria Euclidiana.

El compendio de los Elementos consta de 13 libros que contienen: geometria plana,
teoria de la proporcion, teoria de niumeros, y geometria del espacio. Se resalta que todas

las construcciones en este libro, se hacen con regla y compas sin realizar mediciones.

Arquimedes en el siglo Il a.C hizo un estudio sobre cudles eran los poligonos que se
podian construir utilizando regla y compas (Aaboe, 1964) a demas inscribe y circunscribe
poligonos regulares para aproximarse a la longitud de la circunferencia por exceso y por

defecto dando como resultado la aproximacion al nimero Tr.

“Carl Shoy descubrié un manuscrito que contenia un tratado de Arquimedes donde
propone la construccion del heptagono regular” (Aaboe, 1964), utilizando segmentos y

triangulos en una circunferencia circunscrita.

En el siglo XIX Carl Friedrich Gauss también se inquietd por responder a la pregunta
¢Cuales son los poligonos regulares construibles con regla y compas? En 1796
consiguid construir con las normas de Euclides el poligono regular de 17 lados y lo
escribié es sus Disquisitiones, llegando mas formalmente a demostrar cuales poligonos

regulares posibles se pueden construir con regla y compas.

El italiano Luca Pacioli escribi6 en 1487 el libro La Summa donde recopil6 material
importante sobre aritmética, algebra y geometria en donde resalta el trabajo realizado por
Euclides. En 1509 da a la luz otra obra con el titulo de De divina proportione donde hace
un estudio riguroso de los poligonos, los poliedros regulares y la seccién aurea, libro
importante para diferentes artistas de la época del renacimiento, que encontraban util la
geometria en el arte para dar orden, equilibrio, belleza y armonia a sus obras. (Cardona,
2006)
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En la época del renacimiento el artista Leonardo da Vinci también realiz6 un exhaustivo
estudio de la construccién de poligonos regulares, como base importante para muchas

de sus obras, revelando la importancia de la relacién del arte con la matematica.

Alberto Durero, contemporaneo de Da Vinci quien fuera artista pero ademas amante de
la relacion arte-matemadtica, fij6 su interés en la geometria, dejando escritos sobre la
construccién del pentagono regular de Ptolomeo de forma exacta y otras ingeniosas
construcciones para poligonos regulares de siete y once lados, aunque inexactas.
(Cardona, 2006)

Construccién de un pentagono regular por Durero.

http://www.matematicasvisuales.com/html/historia/durer/durerpentagon.html

Cabe resaltar que tristemente la relacion arte-geometria no fue llamativa para los
matematicos mas profesionales, permitiendo que este campo no fuera productivo

después del renacimiento por un largo tiempo.


http://www.matematicasvisuales.com/html/historia/durer/durerpentagon.html
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1.2 Algunos aspectos relacionados con la historia del
arte

Se le podria llamar arte a toda manifestacion humana que involucra la percepcién de lo
gue rodea al artifice, junto con su imaginacién y sus sentimientos, estructurados y

plasmados en un trabajo personal llamado obra.

Se cree que el arte nacié junto con el ser humano y la idea de plasmar acontecimientos
importantes dentro de su entorno, como la caza, los animales (bisontes, caballos,
mamuts, renos), la pesca, la recoleccion de frutos, la comunidad a la que pertenecian, las
mujeres como procreadoras y demas. Se han encontrado a lo largo de todos los
continentes innumerables manifestaciones artisticas realizadas en la época del
paleolitico y el Neolitico por la raza Cro-Magnon en rocas y cavernas, a esto se le llamé

arte rupestre. (Alvear, 2000)

Uno de los hallazgos mas relevantes de dichas épocas se localiza en Espafia, en el
interior de la cueva de Altamira, donde se encuentran representados varios bisontes,
pintura realizada al parecer como rito religioso antes de la caceria, “Ya que los bisontes,
el caballo salvaje y el siervo comun eran los principales animales para cazar” (Alvear,
2000). Usaban algunos colores como el negro, el rojo y el azul, el amarillo, estos eran de

origen vegetal, de heces humanas y minerales, mezclados generalmente con grasa.

Arte rupestre Cueva Altamira
http://museodealtamira.mcu.es/Prehistoria_y_Arte/la_cueva.html
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En nuestro pais Colombia durante afios, se ha estudiado el arte rupestre dejado por
nuestros antepasados indigenas, en el altiplano Cundiboyacense. Se han encontrado
mas de 600 lugares que son evidencias de dichos estudios. En esos lugares también
abundan grabados en rocas llamados petroglifos, la mayoria de ellos son formas

geomeétricas que unidos conforman animales y diversas figuras repetitivas.

R el &
Arte rupestre Cundiboyacense
http://openarchive.icomos.org/1039/1/suacha_2006.pdf

Al finalizar el Neolitico, las comunidades en la region Europea se asentaron en lugares
cercanos a los rios, y sus manifestaciones artisticas fueron cambiando, ya no se
realizaban pinturas humanas o de animales, se dedicaron a la decoracién de vasos,

brazaletes y pufiales, utilizando triangulos, rectangulos y circulos concéntricos.

Las comunidades precolombinas utilizaban para sus rituales adornos geométricos en sus
cuerpos, utilizando extractos de plantas, como pintura, ademas de utilizar herramientas
para facilitar la realizacion de sus disefios geométricos, como rodillos de arcilla formando
asi mosaicos en sus cuerpos. Las pocas tribus indigenas existentes aun utilizan dichas

técnicas en sus cuerpos y en diferentes ceramicas.(Ballestas,2010)

En el continente africano, los egipcios realizaban pinturas en las camaras funerarias,
para ayudar a sus muertos en la transicion de la muerte a la otra vida; en ellas se

muestran las actividades cotidianas realizadas como la siembra y cosecha de granos,



14 El arte, un contexto para la ensefianza de poligonos en grado séptimo

sus diferentes dioses y ritos para cada uno, ademas de las diferentes situaciones que

tendra que afrontar en su nueva vida (Alvear, 2000).

Hasta ese momento, desde sus inicios se ve al arte como la necesidad inherente al ser
humano de comunicar a otros, situaciones relevantes de su diario vivir, de sus rituales

religiosos y de las cosas importantes a su alrededor.

Es en Grecia donde el arte toma un significado diferente, se utiliza para decorar
cerdmicas, copas y construcciones arquitectonicas, paredes de habitaciones y pasillos de
palacios, donde la imaginacién ocupa un espacio importante en la utilizacién de colores

no convencionales para animales y objetos. (Hintzen, 2006)

Aunque tuvieron influencia de los egipcios y paises cercanos, la necesidad propia por
definir la belleza en sus obras, en su arquitectura (con la relacion adrea) y en su forma de
vida, los llevé a redefinir el arte, como una forma de mostrar la perfeccion que tiene la
belleza; un gran ejemplo fue la figura humana desnuda, plasmada en un sin numero de
esculturas, mostrando su belleza y perfeccion representado sus dioses de una forma muy

humana.

En la época del renacimiento, siendo lItalia la gran protagonista, se encuentra un gran
despertar por la transformacion de lo clasico; aparecen artistas preocupados por el
disefio de sus pinturas, por la necesidad de hacerlas parecer situaciones reales,
inquietos por cémo definir sombras y puntos de luz, la perspectiva, la belleza como

simbolo de perfeccion (J. Pijoan,1961).

La época del renacimiento es el escenario mas importante para observar el tejido
inherente entre la matematica, la geometria y el arte, los artistas del renacimiento
buscaban tener en sus obras la armonia, el equilibrio y la proporcion. artifices como
Durero quien construye toda una técnica sobre la relacion entre la realizacion de una
pintura y la construccion geomeétrica, estrictamente relacionada con el rectangulo y
seccion aurea para encontrar la armonia en sus pinturas, ademas se preocup0 por las
proporciones en el cuerpo humano, perspectiva, construccion de solidos regulares, entre
otros. (Cardona, 2006)

El capitulo sexto de la divina proporcién “trata el tema mas importante para el

renacimiento, no sélo en lo que concierne a la matematica sino en lo relativo a todas las
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ciencias y al concepto total del universo, la teoria de las proporciones” (Pacioli, 1946). Se

hace alusién al estudio mas significativo para artistas y matematicos de la época.

Leonardo da Vinci dibujé en uno de sus diarios el hombre de Vitruvio el cual contiene el
estudio de las proporciones del cuerpo humano, las cuales estan relacionadas con la
razén aurea y la serie de Fibonacci, ademas de otras obras de su autoria cuya armonia y

proporcién estaban muy relacionadas con la razén aurea.

El hombre de Vitruvio
http://www.lucnix.be/v/divers/Leonardo_DA_VINCI/Da_Vinci_Bxl_11_Luc_Viatour.jpg.html

Sandro Botticelli artista Italiano, contemporaneo de da Vinci también realizaba sus
trabajos utilizando rectdngulos y razones &ureas, un ejemplo de ello es la obra el
nacimiento de Venus, si se observan las proporciones de venus, en la ubicacion de los

personajes se encontrara la armonia mateméatica que hemos descrito.
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“La belleza presupone armonia; cumple reglas de simetria y proporcion, que no son
necesariamente visibles, pero son accesibles a la razén. Quizas Dios sigue las reglas de
la belleza que seguramente El mismo credé y que han descubierto los artistas, desde
arquitectos y escultores antiguos hasta los pintores del renacimiento” (Hernandez, 2004,
pag. 128). Miguel Angel Buonarroti artista admirado por Galileo y divulgado en su libro el
Diélogo, consideraba sus obras de arte como la maxima expresién humana, Buonarroti
buscando la perfeccion y la belleza recrea la seccion aurea en muchas de sus obras,
como el David y la Pietd Vaticana. Tiempo después el siglo XX el fundador del
Neoplasticismo el holandés Piet Mondrian solo utilizaba rectdngulos aureos para sus
pinturas haciendo alusion a la estructura bésica del universo, resaltando formas y

colores, bases principales del arte abstracto.
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1.3 Sobre el arte geométrico

Es la expresion artistica que usa exclusivamente las formas geomeétricas como medio de
representacion visual. “Tiene libertad creativa pero esa libertad esta condicionada por
ciertas limitaciones para no perder su identidad. Sobre todo en lo referente a la utilizacion

de las formas curvas” (Franco, 2003)

El arte geométrico confina todas las obras realizadas que contengan lineas rectas,
circulos y arcos de circunferencias, usadas y dispuestas con libertad por el artifice. La
geometria en una obra de arte puede ser utilizada tacitamente, en su estructura o disefio,
como la divisién de espacios, la perspectiva, y demas, pero esto no quiere decir que es
arte geométrico; para que sea arte geomeétrico, el artista muestra en sus obras la

intencionalidad de representar formas geométricas.

Composition A (Piet Mondrian)
Tomado de http://www.wikiart.org/en/piet-mondrian/composition-a-1923

El lado opuesto al arte geométrico es el arte organico, donde el artista utiliza formas de la
naturaleza, “un arte cuyas formas representadas son preferentemente formas libres, en

especial las curvilineas” (Franco, 2003)
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Uno de los méas grandes expositores del arte geométrico en el siglo XX es sin duda
alguna Maurits Cornelis Escher, quien fascinado por los mosaicos, mas conocido como el
recubrimiento de areas con poligonos como base, realizd durante su vida 137 dibujos de
increibles mosaicos, utilizando diferentes animales como patos, lagartos, hormigas, aves

y peces, ademas de angeles, demonios, hombrecitos, y demas.

Sky and water | (M. C Escher)
Tomado de: http://www.mcescher.com/gallery/switzerland-belgium/sky-and-water-i/

Piet Mondrian, artista holandés durante finales del siglo XIX y principios del siglo XX se
dedic6é a la abstraccion geométrica para realizar sus obras, “él propone una pintura
basada en las forma puras y universales de la geometria, cuyo rigor geométrico no
obedece a un ejercicio mecanico o intelectual sino a su percepcion particular de belleza y
su estética se apoya en la relacion entre las formas” (Tomasini, 2000). Junto con el
artista Wassily Kandinsky, fueron los precursores de la abstraccion geométrica

influenciada por el cubismo.

En América Llatina existen expositores del arte geométrico como el colombiano Omar
Rayo (1928, 2010) que aunque en los inicios de su carrera como artista se dedicé a
caricaturas, dibujos y grabados, evolucioné hacia el arte rico en geometria, evocando
nuestra cultura precolombina, entre lineas rectas, cuadrados concéntricos, rectangulos y
zigzags, utilizando predominantemente el blanco y el negro, junto con colores de menor
protagonismo como el amarillo, azul, rojo y verde; en sus obras es sobresaliente el juego
visual que hace sentir al contemplador de la obra como si fuera un objeto en tres

dimensiones.
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Omelemo Il (Omar Rayo)
Tomado de: http://alchetron.com/Omar-Rayo-1020778-W

Alfredo Volpi (1896-1988), artista Italo-Brasilefio pertenecia al movimiento abstracto-
Geométrico, en algunas de sus obras mas reconocidas realiza mosaicos regulares e
irregulares, tomando cuadrados, pentagonos en forma de banderita y demas. El uso del
color dentro de los mosaicos, invita al observador a prestar atencién mas a fondo para
poder reconocerlos, como en su obra Xadrez Branco e Vermelho, realizada en la década
del 50.

N

Xadrez Branco e Vermelho (Alfredo Volpi)
http://www.malba.org.ar/evento/alfredo-volpi-50-anos-de-pintura/
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2.Aspectos disciplinares

En esta seccidn se consideran algunos conceptos y resultados basicos relacionados con
el arte y la geometria que se consideran importantes para el desarrollo del trabajo. En
cuanto a los conceptos geométricos, se relacionan los poligonos, sus elementos su
clasificacion, perimetro y area. Por su parte, en el aspecto del arte se estudian los
mosaicos, su clasificacion y las técnicas de construccién. Es de anotar que los aspectos
disciplinares en geometria y arte toman como base las referencias [15,13]

respectivamente.

2.1 Nociones basicas en geometria

Regiones poligonales, perimetro y area
Poligonos

Un poligono es una figura formada por la reunién de varios segmentos de manera que no

se cruceny solamente se toquen en los extremos.

C

Poligono ABCDE.

Con un poco mas de precision anotamos la nocion de poligono.



21

Definicion: Sean Py, P,, . . ., B, una sucesion de n puntos distintos de un plano con n > 3.

Supongamos que los n segmentos P, P,, P,P;,. . ., P,_1B,, B,P, tienen las siguientes

propiedades:
a) Ningun par de segmentos se intersecan, salvo en sus puntos extremos.

b) Ningun par de segmentos con un extremo comun son colineales.

Los puntos P; , P, , ..., P, se llaman vértices del poligono.
Los angulos 4P, P,P; , 4P,P;P, ,..., 4P, ,P, 1P,, 4P,_1P,P; Y 4P,P;P, son angulos

del poligono.

Los lados del poligono son segmentos que unen vértices consecutivos, en este caso

P,P,, P,Ps,. .., P,_1P,, P,P; son lados del poligono.

Las diagonales del poligono son segmentos que unen vértices no consecutivos.

Entonces la reunioén de los segmentos P, P,, P,Ps,. . ., P,_1P,, P,P;Se llama poligono.

Un poligono es convexo, si ningln par de sus puntos esta a lados opuestos de una recta
gue contenga un lado del poligono o si todas sus diagonales estan en el interior de dicho

poligono.

Por ejemplo: consideremos el poligono HGFJI

Sus diagonales son: HF, HJ ,GI, G] ,FI .
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Un poligono es regular, si es convexo y todos sus lados y angulos son congruentes.

Por ejemplo: el poligono EFGHIJ.

F

E
Poligono regular EFGHIJ

sus lados son congruentes HI = I] =JE= EF = FG= GH y sus angulos son

congruentes: XF = 4F = 4G = <H = il = ¥

Algunos poligonos segun el numero de lados

1. Triangulos

SI A, B y C son tres puntos cualesquiera no alineados, entonces la reunion de los
segmentos AB, BC y CA se llama triangulo y se nombra AABC. Los puntos A, By C se
llaman vértices, los segmentos AB,BC y CA se llaman lados y sus angulos son

4 ABC,4BCA, 4CAB. NGtese que hay 6 maneras de nombrar un triangulo.

1.1 Clasificaciéon de triangulos segun sus lados:

Un triangulo con sus tres lados congruentes se llama equilatero. Un triangulo equilatero

tiene sus tres angulos congruentes y por tanto es un triangulo equiangulo.
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Por ejemplo:

a 4 B

AABC Triangulo Equilatero

El AABC es equilatero, pues AB = BC = CAy setieneque £ A= 4B = 4C

Un triangulo con dos lados congruentes se llama is6sceles. Nétese que todo triangulo
equilatero es isésceles. En particular, un triangulo isdsceles tiene al menos dos angulos

congruentes.

Por ejempilo: G

E F

AEGF Triangulo Isésceles
El AEGF es Isésceles, pues EG = GFy 4 E = 4F
Un triangulo en el cual dos lados cualesquiera no son congruentes se denomina

escaleno.

Por ejemplo:

LT~

AIH] Tridngulo escaleno

El AIH] es escaleno, pues TH % HJ 2 JI
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1.2 Postulados de congruencia para triangulos:

Intuitivamente dos triAngulos son congruentes si uno se puede superponer en el otro, asi
gue los tres lados de uno de ellos deben poderse superponer en los tres lados del otro y

de igual manera sus angulos.

Si AABC es congruente con el triangulo ADEF, entonces escribimos AABC = ADEF, lo
cual significa que AB = DE, BC = EFyCA=FD,yque 4 A= 4D ,4B = 4E y4C = 4F.

Aceptaremos que con menos informacion se puede determinar que dos triangulos son

congruentes, hechos que se establecen en los siguientes postulados [15].

LAL: Dos triangulos son congruentes, si tienen dos lados y el angulo comprendido del
primer triAngulo son congruentes con las partes correspondientes del segundo triangulo.

ALA: Dos angulos y el lado comprendido del primer triAngulo, son congruentes con las

partes correspondientes del segundo triangulo.

LLL: Los tres lados del primer triangulo son congruentes con los lados correspondientes

del segundo triangulo.

2. Cuadrilateros
Sean A, B, C y D cuatros puntos coplanarios. Si tres cualesquiera de ellos no estan
alineados, y los segmentos AB, BC, CD Y DA se intersecan solamente en los extremos,
entonces la reuniébn de los cuatro segmentos se llama cuadrilatero. Los cuatro

segmentos se llaman lados y los puntos vértices.
Algunos cuadrilateros:

Un cuadrilatero con exactamente dos lados paralelos se le conoce como trapecio.

Por ejemplo:

Trapecio EFGH EF || HG.
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Un cuadrildtero con ambos pares de lados opuestos paralelos se denomina
paralelogramo.
Por ejemplo:

L |

CILK es un paralelogramo
CINKLYCK L

Una altura del paralelogramo es un segmento perpendicular que une dos de sus lados

opuestos, en tal caso cualquiera de estos lados se denomina base.

Un paralelogramo con cuatro angulos rectos se conoce como rectangulo.

Ejemplo: c c

| L

[ 1 []

Rectangulo ABCE

<A = 4B = «(C = «E, cada angulo es recto.

Una altura del rectangulo es uno de sus lados, en tal caso el otro lado se denomina base.

Un paralelogramo con cuatro lados congruentes se denomina rombo.

H

Rombo GFEH
EF = FG = GH = HE
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Un rectangulo con cuatro lados congruentes se conoce como cuadrado.

B , A

1
T E

Cuadrado CBAE
CB = BA=AE =EC

C

Los primeros poligonos regulares son el tridngulo equilatero que es un poligono regular
de tres lados, el cuadrado que es un poligono regular de cuatro lados, los demas
poligonos regulares tienen un nombre de acuerdo al nimero de lados, asi el pentagono
es un poligono de cinco lados, el hexagono es un poligono de seis lados... en general

un poligono de n lados se denomina n — agono.

A B D E H M M

Triangulo equilatero Cuadrado Pentagono regular Hexagono regular

Es de anotar que las nociones de congruencia dada para triAngulos se generalizan a

cualquier poligono.

Perimetro y area

Definicion:

El perimetro de un poligono es la suma de las medidas de todos sus lados.
Definicion:

Una regién poligonal es la reunion de un poligono y su interior.
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Calcular el &rea de un poligono es compararlo con un patron de medida. Para tal efecto

se establecen los siguientes postulados:

1. Atoda region poligonal le corresponde un nimero positivo Unico.
2. Si dos poligonos son congruentes entonces las regiones poligonales
determinadas por ellos tienen la misma area.

3. El &rea de una region cuadrada es el cuadrado de la longitud de su lado.

A partir de estos postulados se llega a establecer algunos resultados sobre las areas de

algunas figuras planas los cuales citamos a continuacién [15]:

1. El area de un rectangulo es el producto de su base y su altura.

2. El area de un tridngulo es la mitad del producto de cualquiera de sus bases y la
altura correspondiente.

3. El area de un trapecio es la mitad del producto de su altura y la suma de sus
bases.

4. EIl &rea de un poligono regular es la mitad del producto de su perimetro y la

medida de la distancia de su centro a un lado.

Poligonos semejantes
Definicion:

Dos poligonos son semejantes si hay una correspondencia entre los vértices tal que los
angulos correspondientes sean congruentes y los lados correspondientes sean
proporcionales. Ahora bien, asi como se tienen algunos criterios que facilitan determinar
si dos triangulos son congruentes, se establecen criterios para demostrar cuando dos

triangulos son semejantes.

Con referencia a los &ngulos de un poligono convexo de n lados, se tienen los siguientes

resultados:
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Teorema

La suma de los angulos interiores de un poligono convexo de n lados es
(n — 2)180°.

Demostracion:

Sea n el numero de lados de un poligono convexo. Seleccionemos un vértice
cualquiera del poligono, desde este se pueden trazar n-3 diagonales que
determinan n-2 triangulos, en cada uno de los cuales la suma de los angulos
interiores es 180°. Por lo tanto la suma de los angulos interiores del poligono
dado es (n-2)180°.

Corolario

(n-2)
n

La medida de un angulo interior de un poligono regular de n lados es 180°.

Demostracion:
Puesto que todos los angulos interiores de un poligono regular de n lados son
congruentes, de acuerdo al teorema anterior la medida da cada angulo interior es

(n-2)
n

180°
Teorema

La suma de las medidas de los angulos exteriores de un poligono, considerando
solamente uno en cada vértice, es 360°.

Demostracion:

En cada vértice de un poligono regular de n lados la suma del angulo interior y de
su angulo exterior adyacente correspondiente es 180°, asi que la suma de los
angulos interiores y exteriores del poligono, considerando solo un par interior —
exterior en cada vértice es n180°. La diferencia entre esta suma y la suma de las

medidas de los angulos interiores es n180° — (n — 2)180° = 360°.

Tedricamente existen poligonos regulares de cualquier numero de lados y cualquier
poligono regular puede considerarse inscrito en una circunferencia, pero no todos ellos
son construibles con regla y compas, al respecto Gauss fue el primero en demostrar que
Gnicamente se pueden construir con regla y compas los poligonos de un niumero n impar

de lados cuando los factores primos de n son nimeros primos de Fermat, los cuales son
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de la forma 22" + 1 y demostré que se podia construir el poligono de 17 lados.
(Aaboe, 1964)

Ahora bien, de nuevo, advertimos que tedricamente existen poligonos regulares de
cualquier numero de lados y creemos que los software educativos tienen incorporada la

herramienta para dibujar poligonos regulares de cualquier nimero de lados, digamos n

o

considerando que teoricamente se pueden construir angulos centrales de Con tal

advertencia, en este punto consideramos que los dibujos hechos por los software son

meras representaciones de objetos ideales que existen en la matematica.
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2.2 Nociones béasicas de geometria consideradas en el
arte

A continuacién se relacionan conceptos sobre mosaicos, su clasificacion segun las
figuras empleadas para su construccion, algunas demostraciones sobre las diferentes
combinaciones posibles de poligonos regulares para la realizacion de mosaicos y

algunas técnicas para plasmar modificaciones a estos poligonos y construir mosaicos
personalizados.

Es de anotar que los conceptos basicos de esta seccién toman como base el libro “La
geometria en el arte y el disefio [13]. Al respecto de las pruebas de los teoremas que
consideramos centrales son elaboradas por el autor.

Mosaicos

Un mosaico también conocido como embaldosado o teselacion, es el recubrimiento del

plano con figuras, de tal forma que ningun espacio quede sin cubrir y ningln espacio

guede cubierto mas de una vez.

/

Mosaico construido con triangulos rectangulos
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Los mosaicos regulares son aquellos que son construidos a partir de un poligono
regular, repitiendo este poligono hasta cubrir el plano y los mosaicos no regulares son los
construidos a partir de un poligono irregular o un paralelogramo, repitiendo este poligono
hasta cubrir el plano. Un mosaico es semi-regular si es conformado por mas de un
poligono regular teniendo en cuenta que las configuraciones en todos los vértices deben
ser la misma, esto es, en cada vértice se encuentran los mismos poligonos, en el mismo
orden. Como se vera mas adelante los mosaicos semi-regulares se pueden formar

solamente con dos o tres poligonos regulares.

A A

Mosaico no regular Mosaico regular Mosaico Semi-regular

Una caracteristica importante de los mosaicos conformados por poligonos, es gque si se
toma cualquier vértice en donde coincidan dichos poligonos y se suman las medidas de
los &ngulos que coinciden en de dicho punto de cada figura el resultado debe ser igual a
360°.

Es facil ver que el plano se puede llenar con cualquier triAngulo y cualquier

paralelogramo, lo cual se establece formalmente en el siguiente teorema.

Teorema

1. Es posible llenar (embaldosar) el plano con cualquier paralelogramo.

2. Es posible llenar (embaldosar) el plano con cualquier triangulo.

El siguiente teorema lo consideramos central para el desarrollo del trabajo.
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Teorema

Los Unicos mosaicos regulares son los que se forman con tridngulos equilateros,

cuadrados y hexagonos regulares.

Demostracion

Seleccionemos un poligono regular para construir un mosaico. Sean a la medida de uno

de sus angulos interiores, n el numero de lados y m el numero de poligonos regulares

de este tipo que se necesitan alrededor de un punto para construir el mosaico.

En primer lugar, admitimos que las medidas de los angulos estan dadas en grados y que
por tanto se omite en la escritura, pero ademas de esta manera evitamos complejidades

sintacticas innecesarias.

Entonces,
ma = 360
180(n — 2
mg = 360
_ 2n
m= n—2

Como n es el nimero de lados de un poligono, n debe ser un entero positivos mayor o

igual que 3, y m también debe ser un enteros positivo.

Analicemos los posibles valores que puede tomar n

Sin=3 entonces m=—— ; m=
3—-2

Por lo tanto, alrededor de un punto se puede hacer un arreglo de 6 triangulos, para

2(3 6
3 ® i m=s

formar un mosaico regular.
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Sin=4 ent _ 2 =2 =4
in= entonces m—4_2 ; m—2 ;om=
Asi que alrededor de un punto se puede hacer un arreglo de 4 cuadrados, para formar un
mosaico regular.
2(9) 10

Sin=75 entonces =2 m=; me7Zt

Como m no es un numero entero, se concluye que no es posible formar un mosaico
regular con pentagonos.
2(6) 12

Sin =6 entonces m=ﬁ ; m=— ; m=3

Concluyendo que alrededor de un punto se puede hacer un arreglo de 3 hexagonos, para

formar un mosaico regular.

Para realizar la demostracion de los demas poligonos se modificard la expresion inicial

con la que se ha venido trabajando en cada caso.

2(n—2) 4
T on-=2 +n—2

m=2+

n—2
Hacemos notar que, bien habriamos podido obtener este resultado haciendo la division
correspondiente, pero se quiso hacer de una manera que creemos didactica incluso para

los estudiantes.
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Ahora bien, continuando con el proceso, para n > 6, m resulta un nimero racional que no
es entero. De esta manera se concluye que no se pueden realizar mosaicos regulares

con poligonos diferentes al triangulo equilatero, el cuadrado y el hexagono regular.

Teorema

Con un cuadrilatero cualquiera que no sea el cuadrado se puede construir un mosaico

irregular.

Demostraciéon

Una prueba informal de este hecho es que al ser congruentes cada par de lados
paralelos, se hacen coincidir estos lados en la repeticion del cuadrilatero escogido, ya

sea que la repeticion sea en sentido horizontal o en sentido vertical.

Mosaicos semi-regulares

Con respecto a los mosaicos semi-regulares un hecho interesante es que existen un
namero finito de estos y realmente son pocos, lo cual se establece en el siguiente

teorema.

Teorema
Existen exactamente ocho mosaicos semi-regulares.
Demostracion

A continuaciéon se muestran los mosaicos semi-regulares existentes y al final se prueba
este resultado. Expliqguemos un poco el nombre de cada mosaico, analizando el primero
de ellos. El primer mosaico que se muestra se nombra 3-6-3-6, lo cual significa que en
cada vértice interior al mosaico se encuentran en orden un tridngulo equilatero (por eso el

namero 3, que significa 3 lados) un hexagono regular (por eso el nimero 6, que significa
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6 lados) otro triangulo equilatero y otro hexagono regular; es de anotar que se hubiera

podido nombrar este mosaico como 6-3-6-3.

1) 3-6-3-6

2) 3-12-12

3) 3-3-3-4-4

/
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4) 3-3-3-3-6

5) 3-3-4-3-4

6) 3-4-6-4
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7) 4-6-12
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» V /M - ; 4
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y - N // N

v o 'l - \
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4 ] l ~N I
. /7 '
: / N P y ! |
-/ v ) ) /,__3
| : : B S .'_.‘/ X y. ’
"-‘: '_ 7 A /‘—-v— -‘p_ |

8) 4-8-8

Algunas imagenes fueron tomadas de:
https://sites.google.com/site/sketchupmaticas/mosaikoak/mosaicos-semirregulares

Demostracion:

Supongamos que se va a construir un mosaico semi-regular utilizando dos poligonos
regulares. Sean x y y el nimero de poligonos de cada tipo usados en la construccion y
sean a y B las medidas respectivamente de cada uno de los angulos interiores de cada

poligono. Entonces en cada vértice interior al mosaico se debe tener:
ax + By = 360

Es de anotar que en los siguientes célculos los dngulos estan medidos en grados y para

evitar cierta complejidad sintactica se omitira el simbolo de grados.


https://sites.google.com/site/sketchupmaticas/mosaikoak/mosaicos-semirregulares
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Analicemos esta ecuacion diofantica para algunos casos particulares.

1. Consideremos triangulos equildteros y cuadrados. Sean x el numero de
triangulos equilateros y y el nimero de cuadrados en la construccion de un
mosaico semi-regular.

Entonces a = 60, B = 90. En tal caso se debe tener:
ax + By = 360
60x + 90y = 360
2x+ 3y =12

12 — 2x

y: 3

Para encontrar diferentes parejas (x,y) que satisfagan la ecuacion anterior, damos
algunos valores para x.

. 12—-(2.1) 10
e Six=1entonces Yy = — dedonde y = 3

_ 12-(2.2) 8
e Six=2entonces Yy = — dedonde y = 3

Estos valores no se tienen en cuenta, porgue su resultado no es un entero

: 12—(2.6)
e Six=3,entonces Yy = — dedonde y =2

Asi que con 3 triAngulos equilateros y 2 cuadrados es posible construir mosaicos semi-
regulares. Veamos que efectivamente tal construcciébn es posible, analizando las
diferentes posibilidades.

Las posibles combinaciones en que 3 tridngulos y 2 cuadrados pueden formar un

51

mosaico son 10, en efecto, ﬁ =10

Las primeras cinco combinaciones son de la forma:

3-
4 —
4 —
3-

(Dw-b-b
oooooob

-3-
-3-
—4-—
—4—

[ ]
bwww
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e 4-3-3-3-4
Al construir estos mosaicos se concluye que al ser ciclicos son el mismo mosaico semi-
regular3-3-3-4-4

Para las otras cinco combinaciones ocurre o mismo:

[ ]
e 4-3-3-4-3

Estas combinaciones son el mismo mosaico semi-regular 3—3-4-3-4.

) 12—-(2.4) 4
e Six =4, entonces y = — de donde y = 3

) 12—(2.5) 2
e .Six=5,entonces y = — dedonde y = 3

Cuando a > 5 los valores que se encuentran para y son menores que 1, asi que por este
lado no se obtienen soluciones.

2. Consideremos triangulos equilateros y pentdgonos regulares. Sean x el nimero de
triangulos equilateros y y el nimero de pentagonos en la construccién de un mosaico
semi-regular.

Entonces a = 60, 8 = 108. En tal caso se debe tener:
ax + By = 360

60x + 108y = 360

5x +9y = 30
_30—5x
Y=
. 30—(5.1) 25
e Sjix =1, entonces y=T, de donde y=3

. 30—(5.2) 20
e Sjx =2, entonces y=T,dedondey=?
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. 30—(5.3) 15
e Six=3,entonces Yy = Y de donde y = 3
. 30—(5.4) 10
e Six=4,entonces Yy = Y de donde y = 3

Estos valores no se tienen en cuenta, porgue su resultado no es un entero.

Cuando x > 4 todos los resultados son menores que 1, asi que tampoco se tienen en
cuenta.

Se puede concluir que no existen mosaicos semi-regulares que involucren triangulos

equilateros y pentdgonos regulares.

Consideremos tridangulos equilateros y hexagonos regulares. Sean x el nimero de
triangulos equilateros y y el nimero de pentagonos en la construccion de un mosaico
semi-regular.

Entonces «a = 60, 8 = 120. En tal caso se debe tener:
ax + By = 360
60x + 120y = 360
x+2y=6

6 —x
2

y:

N| Ul

6—1
e Six=1entonces Yy = — de donde y =

. 6—-2
e Six = 2, entonces y :T ,de donde y = 2

Es posible construir mosaicos semi-regulares con dos triangulos equilateros y dos

hexagonos regulares.

. 6— 3
e Sjx = 3, entonces y=T,dedonde y=%

, 6— 4
e Six =4, entonces y=7,dedonde y=1

Se pueden utilizar cuatro triangulos equilateros y un hexagono regular para construir

mosaicos semi-regulares
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6-5
e Six=5entonces y =-——,dedonde y:%

Cuando x > 6 el resultado siempre sera un numero negativo y por esta razén no son
tenidos en cuenta.

Entonces concluimos que los Unicos mosaicos posibles con triangulos equilateros y
hexagonos regulares son:

e 3-6-3-6
¢ 3-3-3-3-6
Consideremos triangulos equilateros y octdgonos regulares. Sean x el numero de

triangulos equilateros y y el nimero de pentagonos en la construccién de un mosaico
semi-regular.

Entonces «a = 60, 8 = 135. En tal caso se debe tener:
ax + By = 360

60x + 135y = 360

4x +9y = 24
24 —4x
Y=oz
) 24—-(4.1) 20
e Six=1entonces Yy = Y de donde y = 5
i 24—(4.2) 16
e Six=2entonces Yy = Y de donde y = 5
_ 24—(4.3)

Si x = 3, entonces ,dedonde y = g

_ 244 8

9

Si x = 4, entonces como resultado se obtiene b =

Estos valores no se tienen en cuenta, porgue su resultado no es un entero.

Para a > 4 el resultado siempre sera menor que 1. Por este motivo no se tienen en

cuenta.
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Se concluye que no existen mosaicos semi-regulares formados por triangulos vy
octagonos.

5. Consideremos triangulos equilateros y nonagonos regulares. Sean x el niumero de
triangulos equilateros y y el nimero de pentagonos en la construccién de un mosaico
semi-regular.

Entonces «a = 60, 8 = 140. En tal caso se debe tener:
ax + By = 360
60x + 140y = 360
3x+7y =18

_18—3x

y 7

En la ecuacion resultante al remplazar x por cualquier entero positivo, los valores que
toma y no son enteros, asi que se concluye que no existen mosaicos semi-regulares

formados por triangulos equilateros y nonagonos regulares.

6. Al realizar el mismo proceso matematico para los arreglos de triangulos equilateros con
decagonos y triangulos equilateros con endecagonos, no existe una solucién que tenga
nameros enteros. Por esto se concluye que no es posible realizar mosaicos con estos
arreglos.

7. Consideremos triangulos equilateros y dodecagonos regulares. Sean x el nimero de
triangulos equilateros y y el nimero de pentagonos en la construccién de un mosaico
semi-regular.

Entonces a = 60, 8 = 150. En tal caso se debe tener:
ax + By = 360

60x + 150y = 360

2x + 5y =12

12 — 2x

y=—""©%5_
_12—(2.1)

e Six =1, entonces y , de donde y=2

5
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Entonces se pueden realizar mosaicos semi-regulares con un triAngulo equilatero y dos
dodecagonos.

12-(2.2
e Six=2entonces Yy = +) ,dedonde y= g

Si x > 2 los valores de y no son enteros positivos y por tal motivo no son tenidos en
cuenta.
Concluimos que existe solo un arreglo entre triangulos y dodecagonos asi:

e 3-12-12

Ahora consideremos cuadrados y octagonos regulares. Sean x el nUmero de triangulos
equilateros y y el nimero de pentdgonos en la construccibn de un mosaico semi-
regular.

Entonces «a =90, 8 = 135. En tal caso se debe tener:

ax + By = 360

90x + 135y = 360

2x+3y =28
_8—2x
y=73
, 8—(2.1)
e Sjix =1, entonces y=T,dedondey=2

Para los valores de x mayores que 2, los valores de y no son enteros positivos y por tal

motivo no son tenidos en cuenta.

Se concluye que existe solo un arreglo entre cuadrados y octagonos regulares asi:

e 4-8-8

Supongamos que se va a construir un mosaico semi-regular utilizando tres poligonos
regulares. Sean x, y y z el nimero de poligonos de cada tipo usados en la construccion y
sean a, By 6 las medidas respectivamente de cada uno de los angulos interiores de cada

poligono. Entonces en cada vértice interior al mosaico se debe tener:
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ax+ By + 8z =360
Analicemos esta ecuacién diofantica para algunos casos particulares.

9. Consideremos triangulos equilateros, cuadrados y hexagonos regulares. Sean x el
namero de tridngulos equilateros, y el nimero de cuadrados y z el numero de
hexagonos regulares en la construccién de un mosaico semi-regular.

Entonces a = 60,8 =90, & =120.En tal caso se debe tener:
ax + By + 8z = 360
60x + 90y + 120z = 360
2x+3y +4z=12

Se debe encontrar valores enteros positivo de (x,y,z) que satisfagan la ecuacién
anterior, para esto se debe tener en cuenta que x debe ser menor que 6, y debe ser
menor que 4 y z menor que tres, ya que cuando x =6, y =4 y z =3 se obtendrian

mosaicos regulares de cada poligono.

e Six=1,y=2yz=1entonces se satisface la ecuacion.

Podemos concluir que existe un mosaico semi-regular formado por un triangulo
equilatero, dos cuadrados y un hexagono regular asi:
e 3-4-6-4
10. Consideremos cuadrados, hexagonos regulares y dodecagonos regulares. Sean x el
namero de cuadrados, y el numero de hexagonos y z el numero de dodecagonos en la
construccién de un mosaico semi-regular.
Entonces a =90, 8 =120, & = 150. En tal caso se debe tener:
ax+ By + 8z =360
60x + 120y + 150z = 360

3x+4y +5z=12
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Se debe encontrar valores enteros positivo de (x,y,z) que satisfagan la ecuacion
anterior, para esto se debe tener en cuenta que x debe ser menor que 4, y debe ser
menor que 3 y z menor que tres, ya que cuando x =4, y =3 y z =3 se obtendrian

mosaicos regulares de cada poligono.

e Six=1,y=1yz=1secumple laecuacion.
Entonces se concluye que existen mosaicos semi-regulares formados por un cuadrado,

un hexagono regular y un Dodecagono regular asi:

e 4-6-12
Notese que si consideran mas de 3 poligonos regulares es imposible, por suma de
angulos, hacerlos coincidir en un vértice interior a un mosaico. Finalmente hemos

probado que solo existen 8 mosaicos semi-regulares.

Observacioén

Existen mosaicos construidos con poligonos regulares que no son mosaicos semi-
regulares, ya que la configuracion en sus vértices es diferente. A continuacion se muestra
un mosaico realizado con triAngulos equilateros y hexagonos regulares, si se observa
detalladamente cada vértice donde se encuentra mas de un poligono, vemos que su
configuracion no es siempre la misma. En un vértice la configuracién puede ser 6-6-3-3

en el punto A y en otro vértice puede ser 3-6-3-6 en el punto B.

Construccién con poligonos regulares.
Pero no es un mosaico semi-regular
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Mosaicos Personalizados

Se pueden producir otros mosaicos, que llamaremos personalizados, a partir de
mosaicos regulares, semi-regulares o0 no regulares ya conocidos, alargando,

comprimiendo, inclinando o deformando apropiadamente las figuras ya conocidas.

Mosaico regular inicial

= = e

Modificacion del poligono regular que conforma el mosaico

Mosaico modificado
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Los mosaicos de Escher

En el siglo XX el artista Maurits Cornelis Escher, més conocido como Escher se enamor6
tanto de las areas cubiertas por figuras regulares que eran parte de la decoracion de
palacios, jardines y fortalezas de un bello lugar llamado la Alhambra, que decidi6 estudiar
a fondo esta forma de concebir el arte y empez6 por hacer sus obras reflejando la

influencia de aquel lugar.

La Alhambra esté ubicada en Granada (Espafa), lugar donde vivieron los monarcas de la
época, construido en el siglo XIV por los sultanes Yusuf [(1333-1353) y Mohamed V
(1353-1391), su nombre quiere decir “la roja”, ya que a lo lejos se podian ver los ladrillos

rojos de la obra exterior. Las siguientes fotografias son de algunos pasillos y cuartos:

Tomadas de: http://www.alhambradegranada.org/es/info/galeriadefotosalhambra/azulejosalhambra.asp

Técnicas para realizar mosaicos personalizados.

Existen algunas técnicas para construir mosaicos personalizados, las cuales son posibles

combinarlas. Se toma como referencia el libro “La geometria en el arte y el disefo” [13]


http://www.alhambradegranada.org/es/info/galeriadefotosalhambra/azulejosalhambra.asp
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Técnica 1.

Utilice un poligono que contenga dos lados paralelos y congruentes, modifique uno de

estos lados y traslade esa modificacion al otro lado paralelo.

> = o (=

Modificaciéon de un cuadrado utilizando técnica 1

Técnica 2.

Utilice un poligono, escoja un lado y encuentre su punto medio, modifique una de las dos
mitades y gire 180° esta mitad modificada, alrededor del punto medio, hasta que

remplace la otra mitad.

‘.. - -.. . - . - B .

Modificacion de un triangulo utilizando las técnicas 2 y 3

Técnica 3.

Seleccione un triangulo equilatero, un cuadrado o un hexagono regular. Escoja un lado y
modifiquelo como quiera, rételo alrededor de cualquiera de sus punto extremos o

vértices, hasta que remplace el lado adyacente, si desea continde con los otros lados.
Técnica 4.

Para iniciar utilice una triangulo isésceles con angulo de 120° escoja uno de los lados
congruentes y modifiquelo, girelo alrededor de su punto extremo hasta que remplace el

adyacente que es congruente, luego refleje la figura resultante con respecto a un eje
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paralelo respecto al tercer lado del triangulo y péguelas para generar una nueva figura.
Con la figura resultante gire una 120°y otra 240°.

/\ '::>pc;‘f‘\ —>
/ N _

Modificacion de un triangulo isésceles con la técnica 4

Técnica 5.

Escoja un paralelogramo, modifique uno de sus lados, traslade esta modificacion al lado
opuesto. Modifique un tercer lado, haga una copia de esta ultima modificacion y refléjela
a través de la perpendicular que pasa por el punto medio de este tercer lado.

] 7 ~A A

~
) D
/ /

T T—
* , T
\r\// CQ r;vrf e
AN

/ J"I /‘."'

e . -

Paralelogramo modificado con la técnica 5
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Técnica 6

Construya un cuadrilatero en forma de cometa, con dos lados congruentes que formen
un angulo obtuso, los otros dos lados deben formar un angulo agudo. Modifique uno de
los lados que forma el angulo obtuso, girelo alrededor de este dngulo, hasta que coincida

con su lado congruente. Realice este mismo procedimiento con los otros dos lados.

Cuadrilatero modificado con la técnica 6
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3.Propuesta didactica.

Para el disefio de las diferentes actividades de esta propuesta didactica se tuvo en
cuenta la edad de los estudiantes, sus intereses y un contexto llamativo y poco trabajado
en geometria, como es el arte. En efecto, la oportunidad de realizar obras propias
utilizando la creatividad y la inspiracion y diferentes herramientas tecnoldgicas resultan
motivantes para el estudiante.

Para la elaboracién de las actividades se tuvieron en cuenta los niveles de Van Hiele, los
cuales orientan el aprendizaje de la geometria en actividades como visualizar y
reconocer figuras, analizarlas, clasificarlas, realizar una deduccién formal y llegar al rigor,
aungue se sabe que no es posible que los estudiantes de secundaria puedan llegar al
ultimo nivel. También se enfatizd en la resolucién de situaciones problema, donde se
guia al estudiante para seguir pasos como: comprender el problema, concebir un plan,

ejecutar el plan y buscar generalidades para encontrarle solucion a esa situacion.

Es de vital importancia en esta propuesta didactica la utilizacion del software GeoGebra,
el cual nos permite ir a la vanguardia de lo que nos ofrece la tecnologia para la
enseflanza-aprendizaje de la geometria; este es un software libre, lo que permite que
cualquier persona o institucion educativa puedan tenerlo, aumentando el interés del
estudiante por la geometria, el arte y su atraccion por las nuevas tecnologias, ya que es
posible instalarlo en computadores y celulares con Android. Es de anotar que la
tecnologia nos permite visualizar algunas construcciones que dificilmente las podriamos

hacer con lapiz y papel.

En cada taller existen conceptos claves de importancia para cada etapa de la
comprension de dichos temas, estos estan resaltados con flechas azules y la palabra
importante; para su mejor visualizacion, estos se encuentran dentro de diferentes figuras

de colores llamativos. Un bombillo encendido indica cuando el estudiante debe resolver
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preguntas, el logo de GeoGebra aparece en los momentos de cada taller donde es
necesario el software. Un mufiequito con la sefial de pare indicara, los diferentes
ejercicios en donde debe hacerse una lectura. La imagen de una maquina trabajando
dentro de un cerebro le indicara al estudiante cuando debe solucionar situaciones

problema.

Acerca de los talleres y actividades

Taller 1: Este es un taller introductorio donde se estudian algunos conceptos importantes
relacionados con los poligonos, como su definicion, la construccion con regla y compas
en papel y en forma virtual, la clasificacién segun sus lados y nimeros de lados, como
sus diagonales, sus angulos internos y la suma de estos partiendo de dividir los
poligonos en triangulos y llegando a una generalizacion de este hecho y por ultimo se
realiza un trabajo sobre el calculo del perimetro de algunos poligonos.

Taller 2. Este tiene por objeto familiarizar al estudiante con el arte y la geometria,
dirigiéndolo hacia los conceptos de mosaico como el recubrimiento de areas con
diferentes poligonos y presentandole algunos ambientes y lugares artisticos como la
Alhambra donde él pueda identificar y reproducir algunos mosaicos. Aqui el estudiante
debe probar su creatividad para concluir qué tipos de poligonos puede usar para poder

llenar un espacio limitado sin dejar huecos entre figuras.

Taller 3: En este taller el contexto artistico son las obras Metamorfosis del artista
holandés M.C Escher, donde el estudiante debe primero admirarlas y luego analizarlas,
de tal forma que identifique mosaicos que ha realizado o ha visto en los trabajos
anteriores, ademas del ingenio de Escher para realizar transformaciones entre los dibujos

de sus obras.

Algunas de las pinturas del artista Italo-Brasilefio Alfredo Volpi también son estudiadas

en este taller, ya que son ricas en mosaicos; el artista juega con los colores invitandonos
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a observar mas detalladamente su pinturas que sirven como ejemplos junto con las obras
metamorfosis de Escher para mostrarle al estudiante los mosaicos regulares como
arreglos de poligonos regulares que solo son posibles utilizando triAngulos equilateros,

cuadrados y hexagonos.

Taller 4. En este se trabajan los mosaicos semi-regulares, el estudiante diferenciara
entre las ochos posibles combinaciones entre poligonos y la construccién paso a paso de
algunos de estos mediante el software GeoGebra.

Taller 5: Se utiliza como base los mosaicos estudiados en los talleres dos y tres, pero
dandole la oportunidad al estudiante para que realice modificaciones creando figuras
propias, llegando a realizar obras originales. También se muestran obras de Escher para
analizar qué tipo de mosaico utiliz6 como base, el juego de colores y los diferentes

animales que relaciona y construye.

Se muestran tres técnicas para realizar mosaicos personalizados, la primera técnica es
escoger un poligono regular y modificarlo en un lado y replicarlos en los otros lados. La
segunda técnica consiste en encontrar el punto medio de los lados de un poligono
regular, modificar solo la mitad del lado y rotarlo 180° sobre el punto medio, después se
debe realizar el mismo proceso para los otros lados del poligono. Para la tercera y Ultima
técnica es necesario un cuadrilatero, dentro de él se realiza el dibujo que se quiera, se
realiza una reflexién utilizando el segmento inferior como eje de simetria y se repite el

proceso.
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3.1 Taller 1: INTRODUCCION A LOS POLIGONOS.
OBJETIVOS:

e Reconocer diferentes poligonos y sus caracteristicas.

e Clasificar poligonos segun criterios establecidos.

e Construir virtualmente con regla y compas diferentes poligonos, utilizando
GeoGebra.

e Resolver situaciones problema sobre diagonales y sumatoria de angulos internos
de poligonos.

e Solucionar ejercicios sobre perimetro de poligonos.

1. HACIA LA NOCION Y RECONOCIMIENTO DE POLIGONOS

“Los poligonos son figuras geométricas cerradas
formadas por la reuniéon de varios segmentos, de manera

que no se crucen y solamente se toquen en sus

extremos.
El punto donde se encuentran dos segmentos se conoce

como Vértice.

Estos son poligonos segun la definicion.
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Estos no son poligonos segun la definicion.

Ay

© De acuerdo con el enunciado anterior, colorea las figuras que son poligonos.

a) % d) Q g)

k)
i)
c) f)

2. CLASIFICACION DE LOS POLIGONOS.

“Los poligonos reciben nombres segun el nUmero de

lados que contenga.

3 lados: triangulos;
4 |ados: cuadrilatero;
5 lados: pentagono;

6 lados: hexagono y asi sucesivamente”.
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© utiliza los poligonos que encontraste en el punto anterior, nombrandolos segun el
namero de lados que tenga, escribe también cual es el nUmero de vértices de

cada uno de los poligonos encontrados.
© Construye un poligono de 12 lados ¢ Qué nombre recibiria?

© ¢, Qué nombre tendra un poligono de 20 lados?

“Los poligonos se clasifican en aquellos que tienen

lados __congruentes entre si, llamados poligonos

regulares; y aquellos donde algunos de sus lados no
son_de igual longitud se les conoce como poligonos
irrequlares”.

3. CONSTRUCCION DE POLIGONOS

© con ayuda del software GeoGebra Sigue las instrucciones a continuacion, para

Bl &) 3] ec) -

® Circunferencia (centro, punta)

hacer un poligono regular de seis lados:

a) Selecciona la herramienta segmento y
construye un segmento, llamalo AB. ® Circunferencia (centro, racio)

b) Traza una circunferencia con centro en
A y radio AB, Seleccionando Ila
herramienta circunferencia (centro, punto).

c) Traza una circunferencia con centro en B y radio 4B.

d) Notards que las dos circunferencias se encuentran exactamente en dos
puntos, marca con la letra C el punto de interseccion en la parte inferior.

e) Traza una circunferencia con centro en C y radio CA.

f) Marca los nuevos puntos de interseccion de la dltima circunferencia trazada

con las otras dos que existian, utilizando las letras D y E.
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g) Traza una recta perpendicular al segmento AB, | ﬂ,'iﬁ| [}v @v @v
que pase por el punto A. ﬂj\,_, Perpendicular
h) Traza una recta perpendicular al segmento AB, " Paralela

que pase por el punto B.

i) Marca con las letras F y G los puntos de corte de las rectas con la
circunferencia con centro en C y radio CA.

i) Une con segmentos los puntos alrededor de C, obteniendo el hexagono
regular.

k) Utilizando la Herramienta Distancia o Longitud mide cada uno de sus lados y

comprueba si verdaderamente los lados de este poligono son congruentes.

© Construye un octagono regular utilizando Geogebra y escribe las instrucciones

que llevaste a cabo.

© ¢Es posible construir el mismo octagono regular con regla y compas en una

-~ @ b hoja, siguiendo las instrucciones que escribiste? Explica tu respuesta.
~

© Dibuja poligonos irregulares de la forma mas extrafia que puedas.

4. DIAGONALES Y ANGULOS INTERNOS DE UN POLIGONO

“Las diagonales de un poligono son segmentos que
unen dos vértices no consecutivos”

“Si todas las diagonales estan en el interior del poligono,

este recibe el nombre de poligono convexo”
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© Toma las figuras que nombraste como poligonos en el primer punto y selecciona

solo los que son poligonos convexos.

10 Lados
© uitilizando Geogebra y con la herramienta poligono

y/o poligono reqular construye las siguientes

figuras geométricas de forma ordenada, trazando
todas sus diagonales posibles (Usa color naranja).
Coloca el numero de lados en la parte superior de
la figura y el nidmero de diagonales en la parte
inferior de la figura, como se muestra en la
siguiente imagen. 35 Diagonales
a) Un Triangulo

b) Un cuadrilatero

¢) Un pentagono regular

d) Un hexagono

e) Un heptagono regular

© SOLUCIONA SITUACIONES PROBLEMA: ¢Cuantas diagonales tiene un
poligono regular de 12 lados, sin realizar su construcciéon y sin trazar sus
diagonales?

Para solucionar este problema ten en cuenta los siguientes pasos:

a) Comprende el problema: lee muy bien el problema y responde las siguientes

preguntas: ¢Cudles son los datos que da el problema? ¢cual es la condicion?
¢los datos y la condicion son suficientes para resolver el problema?

b) Concibe un plan: resuelve problemas similares pero menos complejos, para llegar

a resolver el problema planteado. Puedes preguntarte cuantas diagonales tiene
un triangulo, un cuadrado, un pentagono regular, asi sucesivamente.

c) Ejecuta el plan: Ten en cuenta el anterior punto que realizaste en GeoGebra y

contesta las siguientes preguntas: ¢ Como organizarias en una tabla los datos de
numero de lados y el nimero de diagonales de cada poligono regular construido?

(incluye el ejemplo del poligono de 10 lados)
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d) Busca reqgularidades: ¢Qué relacibn encuentras entre los numeros de las

diagonales? ¢ Qué patrones interesantes encontrg?

e) Generaliza: ¢es posible utilizar una operacibn matematica que relacione el
namero de lados (n) del poligono para saber cuantas diagonales (d) tiene, sin
necesidad de trazarlas? (ten en cuenta el nimero de vértices que no se unen).
¢,Cudl seria esa operacion? ¢ como se podria escribir de forma general?

f) Verifica: ¢encontré la respuesta del problema? ¢tiene sentido esa respuesta?

¢ puede solucionarlo de otra forma?

P
N\
©

Recorta un triangulo cualquiera, traza con un color cada vértice, y marca cada

angulo.

\\/
=

)
/

«

— e Recorta los angulos del triangulo

e Traza un segmento y ubica un punto sobre él.

i

a. Haz que coincidan los vértices del triAngulo sobre el punto ubicado en el
segmento. De tal forma que los angulos queden uno en seguida del otro, sin
guedar sobrepuestos.

b. Con un transportador mide cual es la suma de esos angulos.

c. ¢Ocurrira lo mismo si se realizan triangulos diferentes?

@ Utilizando GeoGebra:

a. Construye los poligonos de la siguiente tabla.
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POLIGONOS NUMERO DE NQMERO DE
LADOS TRIANGULOS
Triangulo 3 1
Cuadrilatero 4 2
Pentagono 5
Hexagono
Heptagono
Octagono
Nonagono

b. Dibuja en cada uno de los poligonos del punto anterior las diagonales que se

pueden trazar desde un solo vértice. Como se muestra en la siguiente imagen.

/ ’___
>

’
’ __

c. Completa la tabla y responde las siguientes preguntas:

1. ¢Qué relacién existe entre el numero de lados y los triangulos resultantes?

2. Si tuvieras que generalizar esa relacion ¢Como la expresarias mediante una
ecuacion? De otra forma, ¢,si un poligono tiene n lados, cuantos triangulos se

determinan al trazar las diagonales desde un vértice?

3. ¢El nimero de triangulos resultantes al trazar las diagonales de un solo
vértice de un poligono, cambia si ese poligono es regular o irregular, asi

tengan el mismo numero de lados?
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d. Con los datos de la tabla anterior encuentra el valor de la suma de los angulos
internos de cada poligono regular en la siguiente tabla, ten en cuenta el nimero

de triangulos y la suma interna de sus angulos.

NI Rt mid;“?dl' mpd%giﬁ‘." mid;“?dl'
Q\ Triangulo 180° 1*(180°) 180°
g Cuadrado 180°+180° 2%(180°) 360°

Pentagono

Hexagono

Heptagono

Octagono

Nonagono

5. PERIMETRO DE UN POLIGONO

El perimetro de un poligono es la suma de las longitudes

de todos sus lados.

© Halle el perimetro de las siguientes figuras:

a. Poligono irregular de doce lados, b. Hexagono regular,
Cuyos lados paralelos son congruentes. Todos sus lados son congruentes.
12 cm
| I o q
| |
D E
24 ch
B c F G
Q T
A L H
K J p 1

25¢m Jem
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3.2 Taller 2: ;QUE ES UN MOSAICO?
OBJETIVOS:

e Reconocer el mosaico como la repeticion indefinida de una figura sin dejar
espacios entre ellas.

¢ Identificar los poligonos con los que se puede construir un mosaico.

e Realizar la construccién de mosaicos virtualmente y con lapiz y papel.

¢ Relacionar los mosaicos con el arte y la arquitectura.

¢ Te has dado cuenta que los seres
humanos copiamos cosas que vemos en
la naturaleza?
Aunque las abejas no saben de geometria,
sus colmenas son wun arreglo de
poligonos regulares, mas exactamente de
hexagonos regulares.

1. HACIA LA NOCION DE MOSAICO

Ny,
:(( ? -© con la ayuda de lapiz, compas y regla dibuja sobre cartén paja un cuadrado de
b 'é\ 3cm de lado, un triangulo equilatero de 4 cm de lado, un pentagono regular de 3
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cm de lado, un hexagono de 2 cm de lado y dos poligonos irregulares diferentes,
de tamafio pequefio, de tal forma que quepa en tu mano, y recortalos.

a) Encuentra el area de cada poligono regular.

b) Toma dos hojas tamafio carta y con la
ayuda de una regla y un lapiz, traza una
recta dividiéndola en dos secciones . b eo oo oo oo oo
iguales. T

Altura
c) Mide el area de cada seccién. Haciendo l

calculos con el area de la seccién y el

f Base i
area de cada figura, ¢puedes saber si es

posible cubrir completamente esa seccion con cuadrados similares al que
cortaste? Ten en cuenta el &rea de ese cuadrado.

d) ¢Se pueden hacer célculos similares para el triangulo y el pentagono?

e) Para la primera seccion toma el cuadrado que cortaste, Usalo como una plantilla 'y
dibudjalo (con el color que quieras) tantas veces que sea necesario hasta que no
guepan mas, ten en cuenta que no deben quedar espacios entre las figuras
(como lo hacen las abejas para construir sus panales).

f) Realiza los pasos descritos en el punto anterior en las otras secciones de las
hojas con el tridngulo, el pentagono y los poligonos irregulares (usando colores

diferentes para cada figura).

Teniendo en cuenta el trabajo realizado, contesta las siguientes preguntas:

e ¢ Qué figuras fueron las mas faciles para cubrir la secciéon? ¢ Por qué?

e ¢ Por qué las otras fueron mas dificiles?

o ¢ Alguna de las secciones no se pudieron cubrir completamente?

e ¢ Por qué crees que paso esto?

o ¢influye la forma de la figura para poder cubrir totalmente la seccion de hoja?

e Tus datos numéricos hechos anteriormente coincidieron con el recubrimiento
a mano utilizando la plantilla de cada figura?

e ¢ Es posible cubrir una seccién de la hoja con otros poligonos regulares?

e (Con cudles crees que es posible? Recorta dos de esos poligonos regulares y

comprueba graficamente tu respuesta.
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© UTILIZA EL SOFTWARE GEOGEBRA: delimita con un rectangulo una porcién
grande de la pantalla, construye un poligono pequefio utilizando la herramienta
poligonos, luego poligonos regulares y escoge el nimero de lados que desees.
Llena el area del rectangulo inicial con tu poligono y muchas copias de él, sin que
sobren espacios entre las figuras.
a) ¢Qué reglas escribirias para que siempre se pueda llenar el rectangulo
con diferentes poligonos regulares?
b) ¢existen algun caso especial donde no se pueda llenar el rectdngulo con
poligonos regulares?
c) ¢Si el area para cubrir con poligonos regulares cada vez fuera mas
grande, llegaria un momento donde no se pueda cubrir completamente?
d) ¢Has visto en algunos lugares areas cubiertas con poligonos regulares

como las realizadas anteriormente? ¢Qué lugares?

Se le llama mosaico al recubrimiento de una

superficie _usando_fiquras geométricas vy

repitiéndolas muchas veces, de tal forma que
no quede figura sobre figura y no_gueden

espacios _vacios _entre ellas, como las
superficies recubiertas por ti en los trabajos

anteriores.

2. IDENTIFICANDO MOSAICOS EN CONTEXTOS REALES.
© ;sABIAS QUE?

El artista Maurits Cornelis Escher mas conocido como Escher se enamord6 tanto de las

areas cubiertas por figuras regulares que eran parte de la decoracibn de palacios,
jardines y fortalezas de un bello lugar llamado la Alhambra, que decidi6é estudiar a fondo
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esta forma de concebir el arte y empezd por hacer sus obras reflejando la influencia de

aquel lugar.

La Alhambra esta ubicada en Granada (Espafia), lugar donde vivieron los monarcas de la
época, construido en el siglo XIV por los sultanes Yusuf 1(1333-1353) y Mohamed V
(1353-1391), su nombre quiere decir “la roja”, ya que a lo lejos se podian ver los ladrillos

rojos de la obra exterior. Las siguientes fotografias son de algunas partes de lugar:

e Bafio: En esta imagen se
observa el lugar donde se
aseaban los reyes, hay unatinay
una hermosa decoracién en las
paredes utilizando cuadrados
pintados de tres colores

diferentes, formando un mosaico.

Tomadas de: http://www.alhambradegranada.org/es/info/galeriadefotosalhambra/azulejosalhambra.asp



http://www.alhambradegranada.org/es/info/lugaresyrincones/banosalhambra.asp
http://www.alhambradegranada.org/es/info/galeriadefotosalhambra/azulejosalhambra.asp
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a) Escoge una de las imagenes mostradas anteriormente y reproduce en una hoja
de papel un mosaico que contenga. Recuerda usar regla, colores, transportador y

demas elementos que necesites para su realizacion.

b) Con la ayuda de Geogebra realiza otro mosaico que se encuentre en las
imagenes, siempre partiendo de poligonos regulares, luego puedes deférmalos

para conseguir tu modelo.
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3.3 Taller 3: MOSAICOS REGULARES
OBJETIVOS:

e Explorar la nocién de mosaico regular.

¢ Relacionar los poligonos que cumplen las condiciones para construir mosaicos
regulares.

¢ Identificar mosaicos regulares en obras de reconocidos artistas.

e Crear obras artisticas propias utilizando poligonos regulares.
Existen mosaicos que se realizan repitiendo

siempre el mismo poligono regular, a estos
arreglos geométricos se les denomina
“Mosaicos requlares”

© ;sABIAS QUE?

La siguiente imagen es la obra “Metamorfosis I” realizada por el artista M. C. Escher en el

afio 1937. Muestra la transicion del dibujo de un pueblo a figuras geométricas con
volumen, luego a figuras geométricas planas que se transforman en siluetas de mufiecos,

concluyendo en un mufieco bien definido.

Tomada de: http://www.mcescher.com/gallery/switzerland-belgium/metamorphosis-i/

“Metamorfosis 2” Creada entre 1939 y 1940, en esta imagen la obra se ha cortado en
cuatro secciones para que se pueda apreciar detalladamente, la obra original fue

realizada en una sola tira.


http://www.mcescher.com/gallery/switzerland-belgium/metamorphosis-i/
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Tomada de: http://store.mcescher.com/posters/metamorphosis-ii-poster

1. ANALIZANDO OBRAS DE ARTE.

© Tomando como referencia las obras anteriores responde:

~ a) ¢Por qué crees que les coloco la palabra “metamorfosis” como titulo a estas

obras?
b) ¢Qué nombre les hubieras puesto ti?
c) ¢Qué mosaicos regulares tienen estas pinturas?
d) ¢Qué figuras como animales y cosas encuentras en estos cuadros?
e) ¢Qué cambios le harias a cada obra?
f) ¢ Cuéntas transiciones o cambios entre figuras puedes contar en cada obra?

g) Atrévete a realizar un boceto de una obra propia que llamaras Metamorfosis 3, ten
en cuenta, las realizadas por Escher. Escribe el numero de transiciones que
tendrd, los animales o cosas que dibujaras y el mosaico regular que plasmaras.


http://store.mcescher.com/posters/metamorphosis-ii-poster
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h) Utilizando una hoja blanca, colores, regla, lapiz y demas materiales que creas
conveniente, junto con el boceto realizado, completa tu cuadro. Prepéarate para

realizar una exposicion de arte con tus demas compafieros.

2. CONSTRUYE MOSAICOS REGULARES.

© Realiza paso a paso:

a) En una hoja calcante cuadriculada dibuja un cuadrado de 4cm de lado, un
triangulo de 4 cm de lado y un hexdgono de 2 cm de lado. En otra hoja
cuadriculada calca el cuadrado repetidas veces, de tal forma que no se
sobrepongan y sin dejar espacios entre los cuadrados.

b) ¢Qué tipo de mosaico realizaste?

c) ¢Puedes hacer lo mismo con el triangulo? ¢Qué pasos cambiaron para poder

hacer un mosaico?

d) ¢Es posible hacer un mosaico con hexagonos? ¢Cual es el proceso para

lograrlo?

e) ¢Es posible hacer un mosaico con pentdgonos? Explica tu respuesta.

“Los unicos mosaicos regulares son los que se

pueden formar con trianqulos equilateros
cuadrados y hexagonos regulares.”

© SOLUCIONA SITUACIONES PROBLEMA: Utilizando los siguientes pasos
ol (Comprende el problema, Concibe un plan, Ejecuta el plan, Busca regularidades y

Generaliza) soluciona las siguientes situaciones:
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bl

T

~
—

-

W
D

«

70 El arte, un contexto para la ensefianza de poligonos en grado séptimo

/

= a) ¢Cuantos triangulos comparten el mismo
~

a) Expresa visualmente utilizando lapiz, papel y colores la no existencia de
mosaicos regulares utilizando poligonos diferentes al triangulo equilatero, el
cuadrado y el hexadgono regular. (utiliza solo cuatro poligonos diferentes a los

mencionados anteriormente)

© :SABIAS QUE?

~ . . E
Para Hallar el valor de un angulo interior, D ﬁ

debes utilizar la ecuacion dentro del globo
gue esta en la imagen, teniendo en cuenta Q
gue el valor de n es el niumero de lados

de la flgura' Angulos interiores de ﬂ
un poligono I::}‘=—©
B

Un ejemplo seria encontrar el valor de un angulo para un triangulo equilatero.
Donde n=3

180(3 —2) 180.(1) 180
3 3 3

= 60

El valor cada angulo interior es de 60°

Ahora empezaremos a construir una porcion de
area formando parte de un mosaico regular

construido con triangulos equilateros,

centrandonos en el punto B.

punto B?

b) ¢Cuanto suma los angulos alrededor del

punto B?
c) ¢Qué expresion matematica harias para relacionar el nimero de triangulos, el valor
del angulo interno con el total de la suma de los angulos alrededor del punto B?

Al tomar como referencia el punto F:
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d) ¢ Cuéntos triangulos compartirian el mismo punto?
e) ¢ Cuanto suma los 4ngulos alrededor?

Y si se realiza este mismo analisis para infinitos puntos podemos concluir que es posible

realizar un mosaico regular infinito, utilizando tridngulos equilateros.

Para poder saber si podemos hacer mosaicos regulares con otros poligonos debemos

tener en cuenta dos variables:

1. La cantidad de poligonos regulares que se necesitan alrededor de un punto.

Le llamaremos m.

2. Elvalor de uno de los angulos interiores del poligono regular.

Le llamaremos a.

Recordemos que al multiplicar estas dos variables debe
) m+a = 360
darnos como resultado 360° asi:
Al remplazar a por la ecuacion para hallar el valor del 37 = (M) = 360
n

angulo interno de un poligono regular tendremos:

Al despejar la variable n (nimero de lados de un poligono regular) de la ecuacién,

podremos saber con qué poligonos regulares podemos construir un mosaico regular.

F © SOLUCIONA SITUACIONES PROBLEMA.
Con la informacion anterior como base, demuestra numéricamente por qué solo con
estas tres figuras se pueden realizar mosaicos regulares. Ten en cuenta la

explicacién anterior.

Escoge el mosaico regular qgue mas te guste. Realiza un boceto con lapiz y papel de

una obra de arte propia partiendo del mosaico escogido. Ten en cuenta el trabajo de

g © CONSTRUYE TU PROPIA OBRA.
g

Escher e indaga si existen otros que te puedan inspirar.
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© :sABIAS QUE?

El artista Italo-Brasilefio Alfredo Volpi (1896-1988) pertenecia al movimiento abstracto-
Geomeétrico, Observa algunas de sus obras:

[Bandeirinhas] Déc. 1970 [Xadrez Branco e Vermelho] Déc. 1950

Tomadas de: http://enciclopedia.itaucultural.org.br/pessoal610/alfredo-volpi



http://enciclopedia.itaucultural.org.br/pessoa1610/alfredo-volpi
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© Tomando como referencia la informacion anterior, responde detalladamente las

-~
A

siguientes preguntas:

\\/
A

)
Vil

a) ¢Son mosaicos los arreglos geométricos que realiza Alfredo Valpi en estas

«

obras?
b) ¢Influye los colores que eligié y cédmo los uso?

¢) En la obra Bandeirinhas, ¢ cuales son los poligonos que se repiten para formar el

mosaico? Dibuja cada poligono.

© UTILIZA EL SOFTWARE GEOGEBRA: Reproduce la obra que mas te llame la
@ atencion de las vistas anteriormente, escribe paso a paso como lo realizaste (utiliza
colores si es posible).
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3.4 Taller 4: MOSAICOS SEMI-REGULARES

OBJETIVOS:

e Reconocer los poligonos regulares con los que se pueden realizar combinaciones
gue dan origen a los mosaicos semi-regulares.
o Identificar los ocho diferentes mosaicos semi-regulares que se pueden realizar.

e Construir en papel y virtual cada uno de los mosaicos semi- regulares.

© CONSTRUYE:
¢ En una cartulina construye y recorta: Seis triangulos equilateros que tengan 3 cm

de lado y cuatro hexagonos regulares de 3 cm de lado.

a) Ubica dos triangulos y dos hexagonos de tal forma que uno de los vértices de
cada figura coincidan en un punto, teniendo en cuenta que los lados de los
triangulos concuerden SOLO con los lados de los hexagonos.

b) Repite la configuracién que acabas de realizar en otros puntos utilizando las otras

figuras que recortaste.
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Los mosaicos semi-regulares
son arreglos de figuras

geomeétricas, conformados por

dos o tres diferentes poligonos
regulares. Existen solo ocho

mosaicos semi-regulares.

© UTILIZA EL SOFTWARE GEOGEBRA: Sigue cada uno de los pasos a
continuacion para realizar el mosaico semi-regular 3-6-3-6. Los nimeros con
los que se nombre este mosaico significa que en cada vértice interior al
mosaico se encuentran en orden un triangulo equilatero (por eso el nimero 3,
gue significa 3 lados) un hexagono regular (por eso el nimero 6, que significa
6 lados) otro triangulo equilatero y otro hexagono regular; es de anotar que se
hubiera podido nombrar este mosaico como 6-3-6-3.

a) Utilizando la herramienta poligono Regular realiza un hexagono, en la parte

inferior izquierda.

b) Toma como referencia dos puntos del
hexagono (que formen uno de sus lados) y

sobre ellos construye un triangulo con la

herramienta poligono regular. Como lo
muestra la imagen (colocale un color

diferente a
" cada
poligono).

c) Selecciona la herramienta Vector, trazalo

de tal forma que su longitud quede del mismo
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ancho del hexagono (Procura que el vector quede en la parte superior de la
pantalla).

d) Elige la herramienta Deslizador

~, Casilla de contral

Botdn

a=1 Casilla de Entrada

':':;T; N:m e) Al dar clic para dibujar el
:--. Enlers ] arestorio deslizador, aparecera una ventana
intervalo | Desiizagor | Animacién donde debes darle nombre con una letra
a0 Mac |1 Incrementa; | 0.0f (@) y modificar el intervalo como se

gy carce muestra en la siguiente imagen. Luego

darle aplicar.

f) Se debe relacionar el vector con el
deslizador, para eso debemos escribir en la Entrada: a Vector[u)

entrada, (queda en la parte inferior de la

pantalla) el nombre del deslizador (a) junto con el vector y su nombre (u)

g) Si en tu pantalla no se ve la entrada, da clic en Vista y selecciona “barra de

entrada”. Aparecera inmediatamente.

h) Al dar enter después de haber escrito lo anterior, aparecera

Simetria Axial

un nuevo vector que se modificard al mover el deslizador.

Simetria Central
Inversidn

i) Elige la herramienta Traslacion.

Rotacion

Traslacién ‘

Homaotecia

fe
[ ]

DN

.
LR
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i) Selecciona el hexagono y da clic sobre el vector. Veras que inmediatamente

aparecera otro hexagono al lado izquierdo

k) Repite este proceso seis veces, seleccionando siempre el ultimo hexagono que

aparezca.

[) Ahora selecciona el

triangulo y dale clic al
vector para que se
traslade.

Se necesita rotar 180° el primer

triangulo, seleccionamos la
herramienta rotacion, damos clic
en el triangulo y luego damos clic
en el punto inferior del triangulo,
inmediatamente aparecera en la
parte inferior.

m) Selecciona la

herramienta traslacion,
da clic en el nuevo

triangulo y luego en el

vector. Veras que
apareceran los triangulos faltantes.
n) Utilizando la herramienta poligono regular realiza un hexagono regular sobre el

primer triangulo que construiste, teniendo

como referencia los dos puntos de este.
0) Selecci6nalo y da clic sobre el vector para

gue aparezcan los otros hexagonos.

p) Realiza los mismos pasos con los

triangulos.
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g Y de esta forma haz construido un mosaico semi-regular 6-3—6-3.

r) Ahora debes completar el mosaico hasta llenar la pantalla.

Los ocho mosaicos regulares que
existen son:

N
I w
B
N
(o))

|

A wwb
|

H O DS

N

AR OWWWWWW®
|

|

OO~ WWWE O
|

O, O~ WW
|

Cada numero representa un
poligono regular que tiene ese
nimero de lados.

© Realiza los primeros cuatro mosaicos regulares con la ayuda de GeoGebra.

© uitilizando Hojas milimetradas, realiza los Gltimos cuatro mosaicos regulares de la
lista anterior.

© SOLUCIONA SITUACIONES PROBLEMA: Utilizando los siguientes pasos
(Comprende el problema, Concibe un plan, Ejecuta el plan, Busca regularidades y
Generaliza) soluciona las siguientes situaciones:
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© Explica porque la configuracion 4 — 8 — 8 es la Unica que es posible cuando se

aﬁ utilizan cuadrados y octagonos para realizar un mosaico semi-regular.
Necesitas saber cuanto mide un angulo interno de un cuadrado y un angulo

interno de un octagono.

La ecuacion a.x + f.y = 360 te ayudara a encontrar la respuesta. Las letras

griegas a y 8 corresponderan a la medida que tiene un angulo interno de cada poligono y

las letras x y y corresponden al numero de veces que se debe repetir dicho poligono.
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3.5 Taller 5: MOSAICOS PERSONALIZADOS
OBJETIVOS:

e Construir mosaicos personalizados segun el gusto del estudiante, a partir de
mosaicos regulares.

e Diferenciar tres técnicas necesarias para realizar mosaicos cada vez mas
complejos.

e Construir una obra artistica completa haciendo uso de las técnicas.

¢ Relacionar mosaicos y técnicas trabajados en obras de artistas reconocidos.

M. C Escher al estudiar el arte de la alhambra,
indag6 a fondo sobre la construccion de mosaicos,
utilizando muchos de ellos en sus obras, e incluso fue

mas all&, a partir de poligonos que deformé
cuidadosamente para crear diversas figuras construyo6
mosaicos aun mas increibles.

1. TECNICAS PARA REALIZAR MOSAICOS PERSONALIZADOS
Se pueden producir otros mosaicos, que llamaremos personalizados, a partir de
mosaicos regulares, semi-regulares o no regulares ya conocidos, alargando,

comprimiendo, inclinando o deformando apropiadamente las figuras ya conocidas.

En este taller trabajaremos algunas de las técnicas para realizar hermosos mosaicos
personalizados. Arriésgate a construir para cada técnica tu propio modelo. Las
imagenes de ayuda son solo un ejemplo.
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b c
© TECNICA 1:
a) En una hoja milimetrada calcante dibuja un
cuadrado ABCD de 10cm de lado.
A B

b)

d)

f)

En otra de las mismas hojas calca el cuadrado.

Escoge el lado AD y modificalo como quieras.

Realiza la misma modificacién en el otro lado paralelo BC, con la ayuda del papel

calcante.

Escoge el lado DC y modificalo de la forma que gustes, realiza la misma
modificacion en el otro lado paralelo AB. Calca la figura resultante en una hoja
nueva.

Vuélvela a calcar varias veces de tal forma que no se superponga y que no quede

espacio entre las figuras

D c D I
A B
A B
® ]
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Asi obtendras tu primer

mosaico personalizado.

© UTILIZA EL SOFTWARE GEOGEBRA:

Sigue cada paso para poder crear con la ayuda de este . ¢
software el siguiente mosaico.

a) Selecciona mostrar cuadricula

b) Con la ayuda de la herramienta poligonos reqgulares

construye un cuadrado. - :
7 O LN lssc =2 ) C) Modificaremos el lado BC,
Gj Circunferencia (centro, punto) como se muestra en Ia |magen,

—
'\_’i‘ Circunferencia (centro, radio)

c utilizando la herramienta Arco tres

N
\*7 Compas
e

puntos. Trata de colocar los puntos

O Circunferencia por fres puntos
A sumioranteanss \ cerca uno al otro, para ir logrando la
.'d Arco de circunferencia forma deseada
(7:\ Arco Tres Puntos
f\ Sertor circular
Q@
- —p -7 D :
d) Al terminar la modificacion del lado BC construye un o o

vector dirigido hacia la izquierda

e) El ancho de dicho vector depende de la distancia
que colocaras tu modificacion al segmento BC.

f) Selecciona la herramienta deslizador, modifica el
intervalo asi:

Max: 0, Min: 1, Incremento: 0,01
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g) Para relacionar el vector con el deslizador, en la barra de entrada debes escribir

(nombre del deslizador) y (nombre del vector) como se muestra en la figura.

Entrada a Vector[u]

h) Selecciona tu modificacion, elige la herramienta traslacion y da clic sobre el

vector, inmediatamente tu modificacién se copiara al lado izquierdo.

i) Dando clic derecho sobre la figura, selecciona
propiedades y oculta todos los puntos para ver bien tu
figura.

9

j) Ahora

modifica otro lado

faltante, construye un vector y enlazalo con el
deslizador para copiarlo en el otro lado. Con
estos pasos tendrds tu figura lista para

replicarla muchas veces.

L — ]
k) Construye un vector horizontal, dirigido a la
= derecha, donde su longitud corresponda al ancho de tu
figura. Y un vector vertical, dirigido hacia abajo, donde
su longitud corresponda al lago de la figura.
l [) Enlazalos con el deslizador (a) que construiste al

principio.

m) Elige la herramienta traslacion y selecciona tu imagen. Da clic en el vector

horizontal e inmediatamente veras replicar tu figura. Repite varias veces este
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proceso. Realiza este mismo proceso con el vector vertical. De esta forma

obtienes tu mosaico.

© observa algunos de los trabajos realizados por Escher, obsérvalos

detalladamente y resuelve las siguientes preguntas:

Sky and Water |. 1938
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Sea Horse (N° 11). 1937 — 1938 Fish (N°20). 1938

e . e e < MR > & .

Reptiles. 1943

f a) ¢Qué animales puedes ver en cada obra?
(( )\ b) ¢Es importante la combinacion de colores en las obras? Explica tu respuesta.
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© TECNICA 2.

c) ¢Qué poligonos utilizé el

artista como guia para poder realizar las

modificaciones que dan origen a los diferentes animales que identificaste en

cada obra?

Para hacer uso de esta técnica, necesitaremos el software GeoGebra;

a)

b)

d)

Escoge un poligono regular, que pueda formar

un mosaico

equilatero y hexagonos regulares)

regular

(Cuadrado, Tridngulo

Marca los puntos medios de cada lado.

c) Modifica la mitad de un lado, utilizando la

herramienta Segmento o Arco Tres Puntos.

) i ABC a_f_z E")‘
X Simelria Adal

Escoge la herramienta Rotacion, selecciona tu o*° simetriaCential |\
modificacion y da clic sobre el punto medio. ‘ N mrsicn
..-.'a_‘-. Rotacién
c;’ Traglacidn
e) saldrd& una nueva ventana donde
©F Rotacion X

Angulo
1807
(®) sentido antihorario

(O) sentido horario

OK

Cancelar

deberés colocar en angulo: 180° y Seleccionar
sentido antihorario. Al darle OK, tu
modificacion se copiara en la otra mitad de ese

lado de la figura.
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f) Como en este caso, se escogio un triangulo equilatero, sabemos que cada uno de
sus angulos interiores es de 60°
g) Selecciona la modificacibn completa de lado que
escogiste y rétala sobre un punto del triangulo,
seleccionando la herramienta Rotacion, en la
ventana emergente debes escribir 60° en la
opcion de angulo.

h) En el dltimo lado del triAngulo rotar de nuevo 60° la modificacion realizada.

i) Al terminar tu figura, seleccionala
completamente, da clic derecho sobre ella y pica en
Propiedades, para ocultar los puntos, dejando solo los

tres puntos que conforman el triangulo.

j) Oculta también el poligono que realizaste al inicio.
k) Selecciona la figura completa y empieza a rotarla en cada punto con un angulo de

60°. Asi obtendras un nuevo mosaico.
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© :sABIAS QUE?
En las redes sociales como Facebook e Instagram un joven artista italiano de

también muchos de su autoria, algunas veces coloca fotos de los bocetos que

nombre Regolo Bazzi, realiza réplicas de mosaicos construidos por Escher y
()

]

W

LI

hizo para llegar a sus hermosas composiciones, a continuacion se muestran

algunas de las fotos publicadas.

Sus redes sociales son:

e www.facebook.com/bizzi54

e Wwww.instagram.com/reqgolo54/



http://www.facebook.com/bizzi54
http://www.instagram.com/regolo54/
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@ Al observar cada una de las obras de Bazzi:

\ ' . _— .
w /’ a) ¢Qué figuras y animales observas?
N\ (( ) ~ ) ;
4 b) ¢puedes concluir cuales son los poligonos base para cada una de sus obras?
c) ¢en algunas de ellas que poligonos se reconocen a simple vista?

d) ¢Los colores utilizados en cada obra fueron los adecuados segun tu criterio?

¢, Qué modificaciones les harias?

e) Consulta otras obras realizadas por este artista y analiza su realizacién desde
los poligonos que utilizo como base.

© TECNICA 3.

Utiliza hojas calcante milimetradas,

dibuja cualquier poligono no regular.

En el ejemplo se utliza un

cuadrilatero romboide.

a) Construye un dibujo dentro del

cuadrilatero.
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b) Realiza una reflexion del cuadrilatero, usando como eje de simetria el

segmento inferior de tu figura.

C) Vuelve a realizar tu dibujo

dentro del poligono resultante.

d) Pintalo para darle vida.

e) Repite este proceso muchas

veces, hasta llenar la hoja

f) Asi obtendras un lindo mosaico.
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© :SABIAS QUE?

indigenas, quienes usaban cuadros concéntricos, lineas en zigzag entre otras

Aunque no es experto en mosaicos, Omar Rayo es un artista Colombiano que

realizé arte geométrico, evocando en algunas ocasiones nuestros antepasados
-
r
T

cosas. Los colores que mas utilizd en sus obras fueron el blanco y el negro,

aungue también utilizé el amarillo, azul, rojo y verde con menos relevancia. A

continuacién, algunas de sus obras:

e Rl ik P EEEVE

© De aqui en adelante ya eres un experto en mosaicos, ahora es tu oportunidad
para utilizar toda tu imaginacion y todo tu conocimiento para convertirte en un
artista.
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4.Conclusiones y recomendaciones

4.1 Conclusiones

Es de vital importancia encontrar un contexto que permita la relacién de la geometria con
el mundo que nos rodea, en particular hemos encontrado que el arte es una disciplina
gue necesita constantemente de la geometria, ya sea en la realizacion del boceto de una
obra, como la divisién de espacios, la perspectiva y deméas o en el producto final como

los mosaicos.

La revision de algunos elementos historicos del arte y de la geometria, han permitido ver
sus relaciones. Esto es, se ha hecho evidente la utilizacion de poligonos en la
construccion de mosaicos en la historia de la humanidad, al realizar decoraciones en
vasijas 0 para pintar el cuerpo en actividades religiosas; en nuestros dias los artistas aun
utiizan los mosaicos pero de forma diferente, realizando técnicas para poder

personalizarlos.

La utilizacion de un software educativo, en particular GeoGebra como una herramienta
en las clases de matematicas, permite tener un interés elevado en el estudiante para el

aprendizaje de la geometria y las matematicas en general.

Como se puede observar en el trabajo, no hay una prueba diagnéstica, mas bien se ha
preferido disefiar un primer taller de introduccién a los temas de geometria relacionados

con poligonos, partiendo de posibles preconceptos que pueda tener el nifio.

Es de anotar que la propuesta no ha sido aplicada, al respecto se piensa aplicarla y

analizar el impacto que pueda tener en los estudiantes.
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4.2 Recomendaciones

En la ensefianza de la matemética consideramos importante buscar contextos
significativos para el estudiante, esto es ambientes donde el estudiante encuentre

relaciones entre la matematica y la vida cotidiana.

Dado que vivimos en una era tecnolégica y que los estudiantes estan inmersos en ellas,
y que se les facilita su contacto diario con ella, se recomienda el uso de la tecnologia
pues permite visualizar y reconocer propiedades y patrones de hechos y fendmenos que
a simple vista seria imposible notarlos.

Se recomienda revisar la historia de la geometria y el arte por cuanto estos proporcionan
elementos que pueden ser guia para la ensefianza de la geometria.
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