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INTRODUCCION

Este Trabajo Final de Maestria trata del disefio e implementacion de algunas
estrategias didacticas que promuevan el adecuado aprendizaje del concepto de
funcion en los estudiantes del curso de Algebra y Funciones de la Universidad
Icesi. La metodologia general empleada fue del tipo pre-experimental (Pre-test /
post-test).

El autor del trabajo, motivado por los aportes recibidos en el primer semestre de la
Maestria en la ensefianza de las Ciencias Exactas y Naturales, y mas
especificamente, en el curso de Ambientacion en Ciencias, Matematicas y Trabajo
virtual, eligié este problema dado que su desempefio en el curso de Algebra y
Funciones, curso en el cual se trata el concepto de funcién por primera vez en la
Universidad, se constituye en una magnifica oportunidad para abordar de raiz el
problema del bajo nivel de apropiacion del concepto de funcion de los estudiantes
de la Universidad, y contribuir a una posible solucion. La importancia de este
trabajo radica en que aborda un concepto fundamental en Matematicas, y se
constituye en un aporte didactico que hace su autor a la Universidad.

El trabajo se adelant6 en la Universidad Icesi, ubicada en la zona urbana de Cali,
calle 18 No 122-135.

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Las directivas de la Universidad Icesi, el jefe del Departamento de Matematicas y
Estadistica, y los docentes de los cursos de Algebra Lineal, Célculo de Una
Variable y Calculo de Varias Variables, estan muy preocupados por el bajo nivel
de apropiacion del concepto de funcidon que evidencian los estudiantes en los
cursos mencionados. Esto se constituye en un indicador de que hay un problema
de formacion en Matematicas que posiblemente proviene de metodologias de
ensefanza erradas y poco motivantes para los estudiantes de primer semestre del
curso de Algebra y Funciones.

Los profesores del Departamento de Matematicas y Estadistica, y de los cursos de
economia, mencionan que el bajo nivel en la apropiacién del concepto de funcién
de los estudiantes, se hace manifiesto en las dificultades que tienen en dar
significado a los simbolos propios de la notacién funcional; en las falencias que
presentan en el momento de leer e interpretar la grafica de una o mas funciones;
en la poca capacidad que tienen para obtener un modelo; en el desconocimiento
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de las variables que estan siendo relacionadas y como es esta relacién; en la falta
de determinacion del dominio de una funcién; en las dificultades que tienen para
establecer relaciones entre las distintas representaciones de una funcion
(férmulas, graficas, lenguaje verbal); y en la poca capacidad que tienen para
transferir el concepto de funcion a diferentes contextos.

En efecto, los estudiantes tienen dificultades en dar significado a los simbolos
y=f&), x>y, f(x+h), (a,f(a), z=f(x,y) y f:A— B entre otros. También
presentan dificultades al interpretar la grafica de una funcion; esto se hace
manifiesto cuando intentan determinar los intervalos donde una funcién es positiva
(o negativa) o donde es creciente (o decreciente); cuando tratan de determinar si
una funcién es mayor (0 menor) que otra; cuando buscan determinar las variables
representadas en los ejes; cuando pretenden identificar los puntos de la grafica
(dado un valor de una de las variables, hallar “el” valor correspondiente de la otra);
y cuando intentan identificar si un punto dado por sus coordenadas pertenece o0 no
a la grafica; y otra debilidad que evidencian los estudiantes es la resolucién de
ejercicios y problemas de aplicacion que involucran el concepto de funcidén en
distintos contextos.

FORMULACION DEL PROBLEMA

Frente a las dificultades senaladas en la comprension del concepto de funcién, el
trabajo se propuso: Disefiar e implementar algunas estrategias didacticas que
promuevan el adecuado aprendizaje del concepto de funcion en los
estudiantes del curso de Algebra y Funciones de la Universidad Icesi. Se
apoya en la idea de que cualquier estudio que se haga del concepto de funcién,
debe pasar, en primera instancia, por un conocimiento de los lenguajes de las
posibles representaciones de una funcion; y en segunda instancia, por la
traduccion de uno a otro lenguaje.

JUSTIFICACION

El curso de Algebra y Funciones es prerrequisito de los cursos de Algebra Lineal y
de Calculo de Una Variable, y éste es prerrequisito del curso de Calculo de Varias
Variables. En el curso de Algebra Lineal se estudian temas que se apoyan en el
concepto de funcioén; temas tales como ecuacion paramétrica de una recta en el
espacio, ecuacion de un plano en el espacio, transformacion lineal de un espacio
vectorial en otro espacio vectorial, nucleo e imagen de una transformacion lineal.
En el curso de Caélculo de Una Variable, se estudian los conceptos de limite,
continuidad, derivada e integral de funciones reales de variable real. Por su parte
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en el curso de Caélculo de Varias Variables se estudian algunos tipos especiales de
funciones, tales como sucesiones y series. También se estudia la representacién
de funciones en series de potencias, funciones vectoriales y funciones de varias
variables. Por lo tanto, el concepto de funcién es fundamental para abordar el
estudio de otras asignaturas.

En la Universidad Icesi se implementa el modelo de aprendizaje activo. Modelo en
el cual se asume que el aprendizaje es el resultado de un proceso de construccién
del conocimiento que tiene como centro al estudiante y como guia al profesor. Un
elemento fundamental en este modelo es la discusién que se debe generar en
clase; discusion en la cual el profesor interviene esencialmente como guia vy
moderador, ademas de que es quien hace la sintesis final para socializar el
conocimiento consolidado en clase.

Este modelo exige el disefio e implementacion de estrategias didacticas que
partan de situaciones concretas y lleven al estudiante a experimentar procesos de
construccion de conceptos, como el de funcion. De esto se deduce que es
necesario elaborar un material didactico que contenga tales situaciones.

Desafortunadamente, los textos de Matematicas a nivel universitario y en
particular, los que se emplean en primer semestre, son escritos pensando en una
clase magistral (clase en la cual el profesor tiene como unica funcién transmitir
conocimientos). Estos textos tienen un estilo de escritura que parte de la
formalizacién de los conceptos (definiciones y teoremas) para llegar a la solucion
de algunas situaciones particulares, negando asi la posibilidad de que el
estudiante sea quien construya el concepto definido o el teorema establecido. Este
estilo de escritura supone que los estudiantes que llegan a primer semestre de
Universidad tienen un alto nivel de abstraccion, pero la experiencia muestra lo
contrario. Por lo tanto, de la manera como se desarrolle el concepto de funcion,
depende: El nivel de apropiacion de los estudiantes respecto a dicho concepto, y
los resultados que se obtengan en el estudio de los temas que se fundamenten en
dicho concepto; temas tales como: Funcion lineal, funcion cuadratica, funcién
exponencial, funcién logaritmica, funciones trigonométricas.
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OBJETIVOS
Objetivo General

Disenar e implementar algunas estrategias didacticas que promuevan el adecuado
aprendizaje del concepto de funcion en los estudiantes del curso de Algebra y
Funciones de la Universidad Icesi.

Objetivos Especificos

e |dentificar algunos medios apropiados para realizar el proceso de
ensefanza aprendizaje del concepto de funcidon en el salén de clase.

e Definir las actividades para lograr la retencion y transferencia del
aprendizaje del concepto de funcién.

e Definir las actividades de aprendizaje del concepto de funcién que los
estudiantes deberan realizar para procesar los materiales didacticos
elaborados para tal fin.
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1 MARCO REFERENCIAL
1.1MARCO TEORICO

Existen varias formas de representar una funcion. A este respecto Azcarate y
Deulofeu (1) mencionan que una funcidon se puede representar a través de un
modelo fisico (o simulacion), una descripcion verbal, una tabla de valores, una
grafica o una férmula. A este respecto, dicen que el modelo fisico o simulacién es
el lenguaje mas cercano al fendbmeno estudiado, el menos simbdlico y que
aparece al realizar el experimento o al simularlo en un computador.

Y siguen diciendo que: La descripcién verbal emplea un lenguaje comun que
permite dar una visién descriptiva y generalmente cualitativa de la relacién
funcional; la tabla de valores da una visidn cuantitativa, de facil interpretacion,
desde la perspectiva de una correspondencia; y los dos lenguajes de mayor
abstraccion, y por lo tanto mas complejos de interpretar, son la gréfica y la
férmula. Estos permiten una vision global y completa de la funcion estudiada, tanto
cualitativa como cuantitativa.

Encontrar una definiciéon de funciéon que sea util y operativa, no es facil. A este
respecto, Azcarate y Deulofeu (1) manifiestan que existen cuatro maneras de ver
una funcion, a saber: Como una correspondencia entre valores de variables, una
correspondencia entre elementos de dos conjuntos, dependencia entre variables,
y conjunto de pares ordenados. Y siguen diciendo que cuando se considera una
funcién desde la 6ptica de variable, el papel del dominio no es tan relevante.

Una dificultad que presenta la adquisicion del concepto de funcion, la constituye la
representacion a través de la formula o ecuacion y = f(x). En este sentido, los
autores mencionados afirman que el trabajo con variables generales debe estar
antecedido del trabajo con variables concretas.

Estos autores afirman que la adquisicién del concepto de funciéon depende en gran
parte de la capacidad para leer e interpretar cada uno de los lenguajes de
representacion de dicho concepto, es decir, el aprendizaje de funciones pasa, en
primera instancia, por cada uno de los lenguajes de representacion que éstas
tienen; y en segunda instancia, por la capacidad para traducir de un lenguaje a
otro.
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Desafortunadamente, gran parte de los textos solo exigen dos procesos de
traduccion. Azcarate y Deulofeu (1) afirman que la mayoria de los textos proponen
solo ejercicios del tipo “Construya la grafica de la funcion definida por la férmula
y = f(x)”. Este tipo de ejercicios tiene como objetivo que los alumnos construyan
una tabla de valores a partir de la formula dada, y que a partir de los valores de la
tabla construyan la grafica.

Tal tipo de ejercicios deja de lado otros procesos de traduccion, es decir, rara vez
se les da a los alumnos la grafica de una funcion para indagarles por la ecuacién
que la define; o para solicitarles que determinen si un punto, dadas sus
coordenadas, pertenece o no a la grafica de la funcién. A este respecto, los
autores ya citados (1) mencionan que los procedimientos de lectura y construccién
de tablas, y de lectura e interpretacién de graficas, se pueden abordar, y traen
consigo una introduccion al concepto de funcion a partir de situaciones reales que
sirven de soporte concreto para la elaboracion de dicho concepto.

Una buena manera de explotar la tabla de valores de una funcion, consiste en
solicitarle al estudiante que la complete; lo cual le exigira reconocer el modelo y
encontrar la ecuacion que describe la situaciéon. Al respecto, Azcarate y Deulofeu
(1) afirman que si bien es cierto, que reconocer el modelo y establecer la ecuacion
son actividades que requieren abstraer la regla de dependencia entre las dos
variables; la segunda actividad implica un conocimiento del lenguaje algebraico y
del hecho, que una férmula de dos variables represente una funcion, por lo que
resulta mas dificil. Estos autores mencionan la investigacion de Carpenter, en la
cual éste propone a un grupo de estudiantes completar los valores faltantes de
una serie de datos apareados (Cuadro 1).

Cuadro 1. Tabla de Carpenter.

X 1 3 4 7 n

y 8 11 14

Fuente: AZCARATE. Carmen y DEULOFEU. Jordi. Funciones y graficas. Madrid. Sintesis, 1996. p.
81.

Esta experiencia mostré que la mayoria de los estudiantes encontr6 el valor de y
cuando x = 3; pero s6lo una minoria pudo encontrar el valor de y cuando x = n.

Segun estos autores, la representacion de una funcién a través de su grafica

cartesiana, permite a los alumnos hacer un trabajo tanto de lectura como de
interpretacion de dicha grafica. En efecto, los alumnos pueden determinar las
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variables representadas en los ejes, identificar los puntos de la grafica (dado un
valor de una de las variables, hallar “el” valor correspondiente de la otra),
identificar si un punto dado por sus coordenadas pertenece o no a la grafica, y
considerar intervalos en los que se mantiene o se modifica de una determinada
manera la variacion de la funcion.

Y mencionan que: “Cuando una funcién esta expresada por medio de una tabla de
valores, los estudiantes pueden construir la grafica, reconocer un modelo que les
permita hallar otros valores de la tabla, y establecer la férmula o ecuacién de la
funcion”.

1.2MARCO TECNOLOGICO

Existen varios programas para trabajar conceptos matematicos; uno de ellos es
GeoGebra. Con respecto a este programa, Berenguer et al (2), dicen que tiene un
enorme potencial para trabajar, de manera sencilla, con representaciones graficas
y permite ver como se definen, como se generan, como se representan y como se
mueven las graficas. En efecto, GeoGebra permite hacer construcciones basicas
(rectas, circulos, segmentos), evidenciar las relaciones en las construcciones
(intersecciones, paralelismo, perpendicularidad, proyecciones) y comprobar el
efecto que en las graficas de las curvas genera la modificacién de alguno de los
parametros que las definen. Este ultimo hecho hace que las figuras dejen de ser
estaticas para convertirse en dinamicas.

En el mismo sentido, hay varias plataformas que se pueden utilizar en la
ensefanza; una de ellas es Moodle. Con respecto a esta plataforma, Ros (10) dice
que presenta tres grandes recursos, a saber: Gestion de contenidos,
comunicacion y evaluacion. En efecto, esta plataforma se puede emplear para
presentar a los estudiantes los apuntes de un curso, comunicar al profesor con sus
alumnos y fomentar el trabajo cooperativo a través de foros, enviar tareas a los
estudiantes, evaluar a los estudiantes con cuestionarios de temas especificos con
retroalimentacion inmediata a los alumnos de su resultado.

1.3MARCO CONCEPTUAL

Segun Azcarate y Deulofeu (1), el desarrollo histérico del concepto de funcién se
puede examinar en tres grandes periodos, a saber: El mundo antiguo, la edad
media y el periodo moderno.
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Estos autores manifiestan que de las matematicas del mundo antiguo,
especificamente de Babilonia y Egipto, es poco lo que se puede decir porque los
documentos conocidos no van mas alla de una aritmética y una geometria
elementales y de caracter empirico; y si bien los babilonios incursionaron en el
terreno del algebra, el hecho de que el material conocido se reduzca casi siempre
a tablas de computo y a colecciones de problemas resueltos, muchos de ellos de
tipo practico, sin explicacion de métodos, ni justificacion alguna de los mismos; se
hace dificil encontrar aspectos relevantes que permitan intuir la existencia de
conceptos como variable o funcion.

Y siguen diciendo que en la edad media, a pesar de que aparecen explicitas
ciertas nociones generales, ya sea en forma mecanica o geométrica, cada caso
concreto de dependencia entre dos cantidades variables se expresa mediante una
descripcion verbal o a lo sumo, mediante un grafico, quedando todavia muy
relegada la determinacién de leyes cuantitativas de los fendmenos de cambio
estudiados. En este periodo se destaca, por un lado, el cambio de mentalidad que
empez6 a producirse en el estudio de los fendmenos naturales, como por ejemplo,
el movimiento, en Francia e Inglaterra; y los aportes de Oresme, quien realizé los
primeros intentos de representacion grafica de dependencia entre dos variables.

Con respecto al periodo moderno, que inicia a finales del siglo XVI, estos autores
afirman que se puede considerar como el de la aparicién del concepto de funcién
con aproximaciones cada vez mas amplias y generales, el estudio del movimiento
se constituyd en un problema esencial. En este mismo periodo el descubrimiento
de la geometria analitica, permitio el desarrollo de las expresiones algebraicas de
funciones.

Finalmente, dichos autores aseveran que el término funcion aparece por primera
vez en un manuscrito de Leibniz de 1673. Si bien inicialmente tiene un significado
muy particular, pues se refiere a un problema de calculo de ordenadas a partir de
cierta propiedad de las tangentes, posteriormente, en 1694, utiliza la palabra en un
sentido mas general, aunque todavia poco preciso, y referido como siempre a
cuestiones de geometria diferencial.

Hoy en dia, se acepta a escala global la siguiente conceptualizacion con respecto
al tema de funciones.

FUNCION: “Una funcién esta formada por: Un dominio (conjunto de partida), un
conjunto de llegada, una regla tal que a cada elemento del dominio le hace
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corresponder un elemento unico del conjunto de llegada” (Azcarate y Deulofeu
(1))

GRAFICA DE UNA FUNCION: Si f es una funcién que tiene como dominio al
conjunto A, entonces la grafica de f es el conjunto formado por todas las parejas
ordenadas (x, f(x)), donde x es un elemento cualquiera del dominio A.

LECTURA DE LA GRAFICA DE UNA FUNCION: Es la identificacion de las
variables representadas en cada uno de los ejes, identificacion de los puntos de la
grafica, identificar si un punto dado por sus coordenadas pertenece o no a la
grafica.

INTERPRETACION DE LA GRAFICA DE UNA FUNCION: “Es la capacidad para
describir la funcion representada de forma global, atendiendo a las caracteristicas
generales de la grafica, es decir, a las variaciones que presenta. En lugar de
puntos determinados sera necesario considerar intervalos en los que se mantiene
o se modifica de una determinada manera la variacion de la funcién” (Azcarate y
Deulofeu (1)).

ESTRATEGIA DIDACTICA: En el campo de la pedagogia, las estrategias
didacticas se refieren al conjunto de acciones que pone en marcha el docente de
forma ordenada para alcanzar unos determinados objetivos (Pérez (8)).

SITUACION CONCRETA: Situacion contextualizada (real o hipotética) en la que el
estudiante observa, ensaya, conjetura, y establece relaciones y generalidades.

1.4ESTADO DEL ARTE

Sierpinska (12) en su analisis sobre la nocion de funcién, establecié diecinueve
categorias para la comprension de la misma. En su estudio se observan los
analisis de las componentes cognitiva y epistemolodgica, incluyendo, ademas,
aspectos como el de la motivacion, conocimientos previos y formas de exposicion.

Existen varias formas de motivar el aprendizaje. A este respecto, Gonzalez (4)
afirma que una buena manera de motivar el aprendizaje, consiste en relacionar el
tema que se esta desarrollando con el que ya se ha desarrollado y con el que se
desarrollara después.

En el plano didactico epistemoldgico, Ruiz (11) analizd las concepciones que
presentan los estudiantes sobre la nocién de funcién. Estudié el fendmeno de
transposicion didactica, e identifico los obstaculos didacticos y cognitivos alrededor
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del concepto. Con ello evidencié que las concepciones de los estudiantes sobre el
concepto de funcion, estan muy relacionadas con su evolucion historica.

Guzman (5) hizo una presentacion sobre el aprendizaje por parte de los
estudiantes de nociones relativas a funciones y el sentido que cobran en ellos;
empled un enfoque cognitivo sustentado en registros de representacion semidtica
y su incidencia en el aprendizaje de las propiedades de las funciones. A través de
su analisis de respuestas, puso en evidencia el hecho de que no se ha dado la
suficiente importancia a la relacion que existe entre las diversas formas en que es
posible representar una funcion. En general, los estudiantes emiten sus
respuestas en el registro en que es formulada la pregunta, en la mayoria de los
casos no coordinan dos 0 mas.

Este autor concluye que esta deficiencia es una cuestion de aprendizaje y debe
ser tomada en cuenta sobre lo que se esta ensefando. También detectd la
dificultad para relacionar, ya que los estudiantes no logran coordinar la lectura de
un hecho expresado en un registro determinado y la expresion o formulacion en
lenguaje natural y, a la inversa, expresar un enunciado dado en lenguaje natural
en términos de otro registro, y por supuesto los traslados del registro grafico al
algebraico.

Garcia y Serrano (3) presentaron un estudio sobre el conocimiento profesional del
concepto de funcién por parte de los docentes de matematicas, en Educacion
Basica con reciente actualizacion en el tema. Los resultados indican una compleja
y estrecha relacién entre el significado que cada uno de los docentes concede al
concepto y el significado institucional desarrollado por el programa de
actualizacion, y como estas variables deben ser tomadas en cuenta para explicar
los errores e inconsistencias de profesores y estudiantes.

Estas autoras concluyeron que, aun con la experiencia profesional de los docentes
encuestados, no existe una aproximacion a la comprension racional, sino de tipo
instrumental. No establecieron traslaciones entre las diferentes formas de
representar una funcién, al dejar de lado la funcionalidad de este transito; ello les
llevd a una dificultad al tratar de identificar o construir funciones de la vida
cotidiana. No hay coherencia entre las definiciones formal e informal propuestas
por ellas mismas, lo que conduce a que el significado personal, junto con las
practicas institucionales, no provea de sentido al concepto ni a sus practicas en el
aula.

Pluvinage y Cuevas (9) presentaron el concepto de funcion desde cuatro registros
semiodticos, a saber: Tablas numéricas, representaciones graficas, teclas de
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calculadora y formulas explicitas. En esta investigacion, los significados asociados
al concepto aparecen como nociones relacionadas ya conocidas, cuya interaccion
en el aula deriva en acercamientos didacticos mas completos que, es de suponer,
llevan al entendimiento de la definicion del concepto, enunciando éste a través de
la dependencia entre variables, e involucrando elementos de la teoria de
conjuntos.
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2 DISENO METODOLOGICO

El Trabajo Final de Maestria se llevd a cabo en la Universidad Icesi, la cual esta
ubicada al sur de la ciudad de Cali. Esta Universidad funciona desde el afio 1979,
y actualmente ofrece diecinueve programas de pregrado, siete maestrias, y seis
programas de especializacion.

El rector de la Universidad es el Dr. Francisco Piedrahita, quien ejerce este cargo
desde 1996. La misién de la Universidad es reconocer la dignidad de toda
persona, y adquirir un compromiso con el bienestar de la sociedad. De igual forma,
su vision para el afo 2014, es que la Universidad sera reconocida por la sociedad
colombiana como modelo de excelencia en el aprendizaje, la investigacion y la
intervencion social.

Por ultimo, el Proyecto Educativo de la Universidad Icesi tiene como finalidad
contribuir en la formacion de individuos: Autébnomos, capaces de aprender por si
mismos, criticos, capaces de liderar cambios, y de espiritu empresarial.

El diseno que se empled fue del tipo pre-experimental (pre-test / post-test), para lo
cual se aplicé una prueba de entrada (Anexos 7 y 15) que permitié observar el
nivel de aprendizaje del concepto de funcion con el que llegan los estudiantes a la
Universidad Icesi (0,). Posteriormente, se implementaron las estrategias
didacticas de que trata este trabajo (X), y finalmente se volvié a aplicar la prueba
de entrada, con el objetivo de observar el impacto que tuvo la implementacion de
las estrategias didacticas (0,). Lo anterior se resume en el siguiente esquema:

Grupo testigo: 0, X 0,.
2.1POBLACION

Estuvo constituida por quinientos estudiantes del curso de Algebra y Funciones,
de primer semestre de la Universidad Icesi.

2.2MUESTRA

Estuvo constituida por cuarenta estudiantes de dos grupos del curso de Algebra y
Funciones, de la jornada diurna de primer semestre de la Universidad Icesi.
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2.3HIPOTESIS

A manera de hipétesis de trabajo, se conjeturé que si se disefian estrategias
didacticas que promuevan el adecuado aprendizaje del concepto de funcién,
entonces los estudiantes estaran en capacidad de: Dar significado a los simbolos
propios de la notacion funcional, leer e interpretar la grafica de una o mas
funciones, obtener un modelo matematico a partir de una tabla de valores,
determinar como varian ciertas magnitudes que dependen de otras, establecer
relaciones (traducciones) entre las distintas representaciones de una funcion
(lenguaje verbal, tabla de valores, grafica, formula, y modelo fisico o simulacion),
clasificar una funcién dada como inyectiva, sobreyectiva o biyectiva, y hallar la
inversa de una funcién inyectiva.

Lo anterior significa que el adecuado aprendizaje del concepto de funcion, se
evidencia en los estudiantes que:

e Dan significado a los simbolos propios de la notacion funcional.

e Determinan cuando una regla de asignacién entre los elementos de dos
conjuntos, dada en cualquiera de sus posibles representaciones, constituye
una funcioén.

e Obtienen modelos a partir de una tabla de valores de una funcion.

e Determinan como varian ciertas magnitudes que dependen de otras.

e Leen graficas de funciones.

e Interpretan graficas de funciones.

e Establecen relaciones entre las distintas representaciones de una funcion.

e Clasifican una funcion como inyectiva, sobreyectiva o biyectiva.

e Hallan la inversa de una funcién inyectiva.

En las hipétesis de trabajo, la variable dependiente fue: El adecuado aprendizaje
del concepto de funcion.

2.40PERACIONALIZACION DE LAS VARIABLES INDEPENDIENTES

Las variables independientes (Y sus respectivos indicadores) asociadas al
adecuado aprendizaje del concepto de funcidon que se estudiaron en el presente
trabajo (Cuadro 2), fueron determinadas por el objetivo general, los objetivos
terminales numero cuatro; cinco y diez, y los objetivos especificos de formacion
académica de la unidad 4 (Funciones: Conceptos generales y conjuntos asociados
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a una funcién) del curso de Algebra y Funciones de la Universidad Icesi (ver el
programa de dicho curso en el Anexo 18").

Cuadro 2. Variables independientes e indicadores.

Variable
independiente

Unidad de analisis
(U.A)

Valores

Indicador

Variable 1 (v.1): El
estudiante da
significado a los
simbolos propios de la
notacién funcional

El estudiante

1. Da significado a los
simbolos propios de la
notacién funcional

Dado los simbolos
fi:A- B,y=g(x),el
estudiante seré capaz

de: Identificar el
dominio y el

2. No da significado a
los simbolos propios
de la notacion
funcional

codominio de f, hallar

el dominio de g,
encontrar el valor de
g(x + h), y determinar
el par ordenado

(a,9(@)

Variable 2 (v.2): El
estudiante determina
cuando una regla de

asignacion es una

funcion

El estudiante

1. Determina cuando
una regla de
asignacion es una
funcion

2. No determina
cuando una regla de
asignacion es una
funcion

Dada una regla de
asignacion entre los
elementos de dos
conjuntos, en
cualquiera de sus
posibles
representaciones, el
estudiante sera capaz
de decidir si constituye

una funcién

Variable 3 (v.3): El
estudiante obtiene
modelos a partir de
una tabla de valores
de una funcion

El estudiante

1. Obtiene modelos a
partir de una tabla de
valores de una funcioén

2. No obtiene modelos
a partir de una tabla
de valores de una
funcion

Dada una tabla
incompleta de valores
de una funcioén, el
estudiante sera capaz
de completarla, y
escribir la formula
matematica que define

la funcién

Variable 4 (v.4): El
estudiante determina
coémo varian ciertas
magnitudes que
dependen de otras

El estudiante

1. Determina como
varian ciertas
magnitudes que
dependen de otras

2. No determina cémo
varian ciertas
magnitudes que
dependen de otras

Dado un problema, el
estudiante sera capaz
de identificar las
variables que estan
siendo relacionadas,
determinar como es
esta relacion, y
encontrar los valores

admisibles de estas

variables

! Los anexos se pueden consultar en el CD-ROM adjunto al texto del Trabajo Final de Maestria.
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Cuadro 2. Continuacion.

Variable
independiente

Unidad de analisis Valores

(U.A)

Indicador

Variable 5 (v.5): El
estudiante lee graficas
de funciones

El estudiante 1. Lee gréficas de

funciones

2. No lee graficas de
funciones

Dada la grafica de una
funcién, el estudiante
sera capaz de
identificar las variables
representadas en
cada uno de los ejes,
determinar cuando un
punto pertenece o no
a la gréfica, identificar
los cortes con los ejes

Variable 6 (v.6): El
estudiante interpreta
graficas de funciones

El estudiante 1. Interpreta gréficas

de funciones

2. No interpreta
graficas de funciones

Dada la grafica de dos
funciones, el
estudiante seré capaz
de hacer
comparaciones,
considerar intervalos
en los que se
mantienen o se
modifican de una
determinada manera
la variacion de las

funciones
Variable 7 (v.7): El El estudiante 1. Establece Dada una
estudiante establece relaciones entre las representacién de una
relaciones entre las distintas funcién (descripcién
distintas representaciones de verbal, tabla de
representaciones de una funcién valores, grafica,
una funcién formula), el estudiante

2. No establece
relaciones entre las
distintas
representaciones de
una funcién

sera capaz de
traducirla a otra
representacion

Variable 8 (v.8): El
estudiante clasifica
una funcién dada
como inyectiva,
sobreyectiva o
biyectiva

1. Clasifica una
funcion dada como
inyectiva, sobreyectiva
0 biyectiva

El estudiante

2. No clasifica una
funcion dada como
inyectiva, sobreyectiva
0 biyectiva

Dada una funcién en
cualquiera de sus
representaciones, el
estudiante sera capaz
de clasificarla como
inyectiva, sobreyectiva
o biyectiva

Variable 9 (v.9): El
estudiante halla la
inversa de una funcién
inyectiva

1. Halla la inversa de
una funcién inyectiva

El estudiante

2. No halla la inversa
de una funcion
inyectiva

Dada la féormula que
define a una funcién
inyectiva, el estudiante
sera capaz de hallar
su inversa
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La escala de medicion de las variables es nominal. Esta escala permite clasificar
las unidades de analisis con respecto a la posesiéon o no de una determinada
caracteristica o atributo. Por lo tanto, permite determinar si las unidades de
analisis, en relacién con la variable estudiada, adoptan el mismo valor o no.

2.5CRITERIOS DE DECISION PARA ACEPTAR O RECHAZAR HIPOTESIS

Después de aplicar la prueba de entrada (Anexos 7 y 15) por primera vez, se
implementaron las estrategias didacticas disefiadas, después de lo cual se aplic
la prueba de entrada por segunda vez. Para este efecto se produjo un material
didactico acerca del concepto de funcién (Unidad 4), el cual se constituyé en el
material oficial del curso de Algebra y Funciones de la Universidad Icesi. Dicho
concepto fue abordado en seis sesiones de clase; dos por semana. El tema
tratado, la fecha de ejecucion, los objetivos y las estrategias didacticas empleadas
en cada sesion se detallan en los Anexos 45 a 50.

2.5.1 INSTRUMENTOS UTILIZADOS PARA COLECTAR LA INFORMACION

Los instrumentos que se utilizaron para recoger informacién sobre el avance en la
apropiacion del concepto de funcion, fueron las actividades disefadas para las
sesiones 18 a 21; el instrumento que permitié observar el nivel de apropiacion del
concepto de funciéon con el que llegan los estudiantes a la Universidad, fue la
prueba de entrada aplicada por primera vez (Anexo 7); y el instrumento que sirvid
para medir el impacto que tuvieron las estrategias didacticas, fue la prueba de
entrada aplicada por segunda vez (Anexo 7). Con estos instrumentos se pudo
observar si los estudiantes habian desarrollado las siguientes nueve
competencias:

e Dar significado a los simbolos propios de la notacién funcional,

e determinar cuando una regla de asignacion constituye una funcién,

e obtener modelos a partir de una tabla de valores de una funcion,

e determinar cdmo varian ciertas magnitudes que dependen de otras,

e leer graficas de funciones,

e interpretar graficas de funciones,

e establecer relaciones entre las distintas representaciones de una funcion,
e clasificar una funcion dada como inyectiva, sobreyectiva o biyectiva, y

e hallar la inversa de una funcion inyectiva.
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Los resultados que obtuvieron los estudiantes en la prueba de entrada aplicada
por primera vez y en la prueba de entrada aplicada por segunda vez, se
representaron en dos matrices de datos cuantitativas; una para la prueba de
entrada aplicada por primera vez (Anexo 8) y otra para la prueba de entrada
aplicada por segunda vez (Anexo 9), y éstas fueron el insumo para resumir la
informacion, mediante la construccion de tablas de frecuencia (absoluta y relativa),
y diagramas (de barras y circulares), a partir de los cuales se comenzo la tarea de
“descripcion” de la muestra en estudio.

2.5.2 LECTURA E INTERPRETACION DE LAS MATRICES DE DATOS
CUANTITATIVAS

Para la lectura e interpretacion de las matrices de datos cuantitativas (Anexos 8 y
9), ademas de los cddigos utilizados para cada variable (v.i), la unidad de andlisis
(U.A.) y los valores de cada variable (1 y 2); es importante mencionar que cada
unidad de analisis, es decir, cada estudiante fue codificado con numeros del 1 al
40; y que los dos valores probables de respuesta para cada variable significan: 1,
el estudiante posee la competencia que la respectiva variable mide; 2, el
estudiante no posee dicha competencia.

Se midid el impacto de las estrategias utilizando tablas de frecuencia absoluta y
tablas de frecuencia relativa, para cada una de las variables medidas en la prueba
de entrada aplicada, tanto por primera vez como por segunda vez. Se entendera
que un valor inferior a 24 para la frecuencia absoluta del dato 1 en cada tabla,
significa que el desempefio de los estudiantes en dicha variable no es
satisfactorio, y si este valor es superior o igual a 24, se entendera que el
desempeno de los estudiantes en dicha variable es satisfactorio.

Lo anterior equivale a que un valor inferior al 60% para la frecuencia relativa del
dato 1 en cada tabla, signific6 que el desempeno de los estudiantes en dicha
variable no fue satisfactorio, y si este valor fue superior o igual a 60%, se entendio
que el desempeno de los estudiantes en dicha variable fue satisfactorio.
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3 RESULTADOS

Una vez aplicadas a los estudiantes las estrategias previstas en el disefio
metodoldgico, se llego a los resultados que en adelante se consignan.

3.1VALORACION DE LOS ESTUDIANTES MEDIANTE LA PRUEBA DE
ENTRADA APLICADA POR PRIMERA VEZ

Al contrastar los valores obtenidos por los estudiantes para la variable v.1: El
estudiante da significado a los simbolos propios de la notacion funcional, se
encontré que solo siete estudiantes de los cuarenta, tuvieron un desempeio
satisfactorio, es decir, el 17.5% de los cuarenta estudiantes tuvo el desempefio
mencionado (Cuadro 3, Figuras 1y 2).

Cuadro 3. Frecuencias absoluta y relativa para la variable v.1 de la prueba de entrada aplicada por
primera vez.

v.1 Frecuencia Absoluta Frecuencia Relativa
1 7 7/40=17.5%
2 33 33/40=82.5%
Total 40 40/40=100%

Figura 1. Diagrama de barras para la variable v.1 de la prueba de entrada aplicada por primera

vezZ.
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Figura 2. Diagrama circular para la variable v.1 de la prueba de entrada aplicada por primera vez.
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Con relacién a la variable v.2: El estudiante determina cuando una regla de
asignacion es una funcidn, treinta y nueve estudiantes de cuarenta evidenciaron
un desempefio no satisfactorio. Esto equivale a que el 97.5% de los cuarenta

estudiantes tuvo dicho desempefio (Cuadro 4, Figuras 3 y 4).

Cuadro 4. Frecuencias absoluta y relativa para la variable v.2 de la prueba de entrada aplicada por

primera vez.
V.2 Frecuencia Absoluta Frecuencia Relativa
1 1 1/40=2.5%
2 39 39/40=97.5%
Total 40 40/40=100%
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Figura 3. Diagrama de barras para la variable v.2 de la prueba de entrada aplicada por primera
vez.
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Figura 4. Diagrama circular para la variable v.2 de la prueba de entrada aplicada por primera vez.
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La variable v.3: El estudiante obtiene modelos a partir de una tabla de
valores de una funcion, mostré un desempefio insatisfactorio del grupo de
cuarenta estudiantes, en el que solo uno se desempeno satisfactoriamente; lo cual
significa que unicamente el 2.5% de los cuarenta estudiantes tuvo un desemperio
satisfactorio (Cuadro 5, Figuras 5y 6).
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Cuadro 5. Frecuencias absoluta y relativa para la variable v.3 de la prueba de entrada aplicada por

primera vez.
v.3 Frecuencia Absoluta Frecuencia Relativa
1 1 1/40=2.5%
2 39 39/40=97.5%
Total 40 40/40=100%

Figura 5. Diagrama de barras para la variable v.3 de la prueba de entrada aplicada por primera

vez.

45

40
35

30

25

20

15
10

ml

m2

Figura 6. Diagrama circular para la variable v.3 de la prueba de entrada aplicada por primera vez.
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Al contrastar los valores obtenidos por los estudiantes para la variable v.4: El
estudiante determina como varian ciertas magnitudes que dependen de
otras, se encontr6 que solo tres estudiantes de los cuarenta, tuvieron un
desempeno satisfactorio, es decir, el 7.5% de los cuarenta estudiantes presento el

desempefio mencionado (Cuadro 6, Figuras 7 y 8).

Cuadro 6. Frecuencias absoluta y relativa para la variable v.4 de la prueba de entrada aplicada por

primera vez.
v.4 Frecuencia Absoluta Frecuencia Relativa
1 3 3/40=7.5%
2 37 37/40=92.5%
Total 40 40/40=100%

Figura 7. Diagrama de barras para la variable v.4 de la prueba de entrada aplicada por primera

vezZ.
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Figura 8. Diagrama circular para la variable v.4 de la prueba de entrada aplicada por primera vez.
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Con relacion a la variable v.5: El estudiante lee graficas de funciones,
veintiocho estudiantes de cuarenta evidenciaron un desempefio no satisfactorio.
Esto equivale a que el 70% de los cuarenta estudiantes tuvo dicho desempefio

(Cuadro 7, Figuras 9y 10).

Cuadro 7. Frecuencias absoluta y relativa para la variable v.5 de la prueba de entrada aplicada por

primera vez.
v.5 Frecuencia Absoluta Frecuencia Relativa
1 12 12/40=30%
2 28 28/40=70%
Total 40 40/40=100%

37




Figura 9. Diagrama de barras para la variable v.5 de la prueba de entrada aplicada por primera
vez.
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Figura 10. Diagrama circular para la variable v.5 de la prueba de entrada aplicada por primera vez.
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La variable v.6: El estudiante interpreta graficas de funciones, mostré un
desempeno insatisfactorio del grupo de cuarenta estudiantes, en el que solo
cuatro se desempenaron satisfactoriamente; lo cual significa que unicamente el
10% de los cuarenta estudiantes tuvo un desempefio satisfactorio (Cuadro 8,
Figuras 11y 12).
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Cuadro 8. Frecuencias absoluta y relativa para la variable v.6 de la prueba de entrada aplicada por

primera vez.
v.6 Frecuencia Absoluta Frecuencia Relativa
1 4 4/40=10%
2 36 36/40=90%
Total 40 40/40=100%

Figura 11. Diagrama de barras para la variable v.6 de la prueba de entrada aplicada por primera

vez.
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Figura 12. Diagrama circular para la variable v.6 de la prueba de entrada aplicada por primera vez.
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Al contrastar los valores obtenidos por los estudiantes para la variable v.7: El
estudiante establece relaciones entre las distintas representaciones de una
funcidn, se encontré que solo nueve estudiantes de los cuarenta, tuvieron un
desempeno satisfactorio, es decir, el 22.5% de los cuarenta estudiantes presento
el desempefio mencionado (Cuadro 9, Figuras 13 y 14).

Cuadro 9. Frecuencias absoluta y relativa para la variable v.7 de la prueba de entrada aplicada por
primera vez.

v.7 Frecuencia Absoluta Frecuencia Relativa
1 9 9/40=22.5%
2 31 31/40=77.5%
Total 40 40/40=100%

Figura 13. Diagrama de barras para la variable v.7 de la prueba de entrada aplicada por primera
vez.
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Figura 14. Diagrama circular para la variable v.7 de la prueba de entrada aplicada por primera vez.
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Con relacion a la variable v.8: El estudiante clasifica una funcion dada como
inyectiva, sobreyectiva o biyectiva, treinta y nueve estudiantes de cuarenta
evidenciaron un desempefo no satisfactorio. Esto equivale a que el 97.5% tuvo
dicho desempenfio (Cuadro 10, Figuras 15y 16).

Cuadro 10. Frecuencias absoluta y relativa para la variable v.8 de la prueba de entrada aplicada

por primera vez.

v.8 Frecuencia Absoluta Frecuencia Relativa
1 1 1/40=2.5%
2 39 39/40=97.5%
Total 40 40/40=100%
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Figura 15. Diagrama de barras para la variable v.8 de la prueba de entrada aplicada por primera
vez.
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Figura 16. Diagrama circular para la variable v.8 de la prueba de entrada aplicada por primera vez.
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La variable v.9: El estudiante halla la inversa de una funcion inyectiva, mostré
un desempeno insatisfactorio del grupo de cuarenta estudiantes, en el que
ninguno se desempend satisfactoriamente; lo cual significa que el 100% de los
cuarenta estudiantes tuvo un desempefio insatisfactorio (Cuadro 11).
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Cuadro 11. Frecuencias absoluta y relativa para la variable v.9 de la prueba de entrada aplicada

por primera vez.

v.9 Frecuencia Absoluta Frecuencia Relativa
1 0 0/40=0%
2 40 40/40=100%
Total 40 40/40=100%

De las tablas y gréaficas anteriores se infiere que el resultado mas deficiente en la
prueba de entrada aplicada por primera vez, se presentd en la variable v.9: El
estudiante halla la inversa de una funcion inyectiva, que tomo6 40 veces el
valor 2 (No halla la inversa de una funcién inyectiva); y el resultado menos
deficiente se presenté en la variable v.5: El estudiante lee graficas de
funciones, que tomo 28 veces el valor 2 (No lee graficas de funciones).

De esta valoracion se deduce que el desempefio de los estudiantes con respecto
a todas las variables, en general, fue insatisfactorio, antes de ser sometidos a las
estrategias tendientes al mejoramiento de la comprension del concepto de funcién.
De lo cual se concluye que los estudiantes llegaron al curso con unas
competencias muy pobres en cuanto a la comprension del concepto mencionado.

3.2VALORACION DE LOS ESTUDIANTES MEDIANTE LA PRUEBA DE
ENTRADA APLICADA POR SEGUNDA VEZ

Al contrastar los valores obtenidos por los estudiantes para la variable v.1: El
estudiante da significado a los simbolos propios de la notaciéon funcional, se
encontré que treinta y ocho estudiantes de los cuarenta, tuvieron un desempeio
satisfactorio, es decir, el 95% de los cuarenta estudiantes tuvo el desempefio
mencionado (Cuadro 12, Figuras 17 y 18).

Cuadro 12. Frecuencias absoluta y relativa para la variable v.1 de la prueba de entrada aplicada
por segunda vez.

v.1 Frecuencia Absoluta Frecuencia Relativa
1 38 38/40=95%
2 2 2/40=5%
Total 40 40/40=100%
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Figura 17. Diagrama de barras para la variable v.1 de la prueba de entrada aplicada por segunda
vez.
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Figura 18. Diagrama circular para la variable v.1 de la prueba de entrada aplicada por segunda
vez.
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Con relacion a la variable v.2: El estudiante determina cuando una regla de
asignacion es una funcion, los cuarenta estudiantes evidenciaron un desempefio
satisfactorio. Esto equivale a que el 100% de los cuarenta estudiantes tuvo dicho
desempefio (Cuadro 13).
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Cuadro 13. Frecuencias absoluta y relativa para la variable v.2 de la prueba de entrada aplicada

por segunda vez.

v.2 Frecuencia Absoluta Frecuencia Relativa
1 40 40/40=100%
2 0 0/40=0%
Total 40 40/40=100%

La variable v.3: El estudiante obtiene modelos a partir de una tabla de
valores de una funcién, mostr6 un desempefo satisfactorio del grupo de
cuarenta estudiantes, en el que solo tres se desempefaron insatisfactoriamente; lo
cual significa que unicamente el 7.5% de los cuarenta estudiantes tuvo un

desempenio insatisfactorio (Cuadro 14, Figuras 19 y 20).

Cuadro 14. Frecuencias absoluta y relativa para la variable v.3 de la prueba de entrada aplicada

por segunda vez.

v.3 Frecuencia Absoluta Frecuencia Relativa
1 37 37/40=92.5%
2 3 3/40=7.5%
Total 40 40/40=100%

Figura 19. Diagrama de barras para la variable v.3 de la prueba de entrada aplicada por segunda

vezZ.
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Figura 20. Diagrama circular para la variable v.3 de la prueba de entrada aplicada por segunda
vez.
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Al contrastar los valores obtenidos por los estudiantes para la variable v.4: El
estudiante determina como varian ciertas magnitudes que dependen de
otras, se encontré que treinta y siete estudiantes de los cuarenta, tuvieron un
desempeno satisfactorio, es decir, el 92.5% de los cuarenta estudiantes presenté
el desempefio mencionado (Cuadro 15, Figuras 21 y 22).

Cuadro 15. Frecuencias absoluta y relativa para la variable v.4 de la prueba de entrada aplicada
por segunda vez.

v.4 Frecuencia Absoluta Frecuencia Relativa
1 37 37/40=92.5%
2 3 3/40=7.5%
Total 40 40/40=100%
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Figura 21. Diagrama de barras para la variable v.4 de la prueba de entrada aplicada por segunda
vez.
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Figura 22. Diagrama circular para la variable v.4 de la prueba de entrada aplicada por segunda
vez.
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Con relacién a la variable v.5: El estudiante lee graficas de funciones, treinta y
dos estudiantes de cuarenta evidenciaron un desempeno satisfactorio. Esto
equivale a que el 80% de los cuarenta estudiantes tuvo dicho desempefio (Cuadro
16, Figuras 23 y 24).
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Cuadro 16. Frecuencias absoluta y relativa para la variable v.5 de la prueba de entrada aplicada

por segunda vez.

v.5 Frecuencia Absoluta Frecuencia Relativa
1 32 32/40=80%
2 8 8/40=20%
Total 40 40/40=100%

Figura 23. Diagrama de barras para la variable v.5 de la prueba de entrada aplicada por segunda
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Figura 24. Diagrama circular para la variable v.5 de la prueba de entrada aplicada por segunda

vezZ.
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La variable v.6: El estudiante interpreta graficas de funciones, mostré un
desempeno satisfactorio del grupo de cuarenta estudiantes, en el que solo cinco
se desempefiaron insatisfactoriamente; lo cual significa que unicamente el 12.5%
de los cuarenta estudiantes tuvo un desempefio insatisfactorio (Cuadro 17,

Figuras 25y 26).

Cuadro 17. Frecuencias absoluta y relativa para la variable v.6 de la prueba de entrada aplicada

por segunda vez.

v.6 Frecuencia Absoluta Frecuencia Relativa
1 35 35/40=87.5%
2 5 5/40=12.5%
Total 40 40/40=100%

Figura 25. Diagrama de barras para la variable v.6 de la prueba de entrada aplicada por segunda
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Figura 26. Diagrama circular para la variable v.6 de la prueba de entrada aplicada por segunda
vez.
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Al contrastar los valores obtenidos por los estudiantes para la variable v.7: El
estudiante establece relaciones entre las distintas representaciones de una
funcion, se encontré que treinta y ocho estudiantes de los cuarenta, tuvieron un
desempeno satisfactorio, es decir, el 95% de los cuarenta estudiantes presenté el
desempeio mencionado (Cuadro 18, Figuras 27 y 28).

Cuadro 18. Frecuencias absoluta y relativa para la variable v.7 de la prueba de entrada aplicada
por segunda vez.

v.7 Frecuencia Absoluta Frecuencia Relativa
1 38 38/40=95%
2 2 2/40=5%
Total 40 40/40=100%
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Figura 27. Diagrama de barras para la variable v.7 de la prueba de entrada aplicada por segunda
vez.
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Figura 28. Diagrama circular para la variable v.7 de la prueba de entrada aplicada por segunda
vez.
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Con relacion a la variable v.8: El estudiante clasifica una funcion dada como
inyectiva, sobreyectiva o biyectiva, veintisiete estudiantes de cuarenta
evidenciaron un desempefo satisfactorio. Esto equivale a que el 67.5% de los
cuarenta estudiantes tuvo dicho desempefo (Cuadro 19, Figuras 29 y 30).
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Cuadro 19. Frecuencias absoluta y relativa para la variable v.8 de la prueba de entrada aplicada

por segunda vez.

v.8 Frecuencia Absoluta Frecuencia Relativa
1 27 27/40=67.5%
2 13 13/40=32.5%
Total 40 40/40=100%

Figura 29. Diagrama de barras para la variable v.8 de la prueba de entrada aplicada por segunda
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Figura 30. Diagrama circular para la variable v.8 de la prueba de entrada aplicada por segunda

vezZ.
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La variable v.9: El estudiante halla la inversa de una funcion inyectiva, mostré
un desempenfo satisfactorio del grupo de cuarenta estudiantes, en el que doce se
desempenaron insatisfactoriamente; lo cual significa que el 30% de los cuarenta
estudiantes tuvo un desempeno insatisfactorio (Cuadro 20, Figuras 31y 32).

Cuadro 20. Frecuencias absoluta y relativa para la variable v.9 de la prueba de entrada aplicada

por segunda vez.

v.9 Frecuencia Absoluta Frecuencia Relativa
1 28 28/40=70%
2 12 12/40=30%
Total 40 40/40=100%

Figura 31. Diagrama de barras para la variable v.9 de la prueba de entrada aplicada por segunda
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Figura 32. Diagrama circular para la variable v.9 de la prueba de entrada aplicada por segunda
vez.
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Al compendiar la informacion de los Cuadros y Figuras anteriores se infiere que el
resultado mas deficiente en la prueba de entrada aplicada por segunda vez, se
presenté en la variable v.8: El estudiante clasifica una funcion dada como
inyectiva, sobreyectiva o biyectiva, que tomd 13 veces el valor 2 (No clasifica
una funciéon dada como inyectiva, sobreyectiva o biyectiva); y el resultado menos
deficiente se presentd en la variable v.2: El estudiante determina cuando una
regla de asignacion es una funcion, que nunca tomé el valor 2 (No determina
cuando una regla de asignacion es una funcién).

De esta valoracion se deduce que el desemperio de los estudiantes con respecto
a todas las variables, en general, fue satisfactorio, después de haberles aplicado
las estrategias tendientes al mejoramiento de la comprension del concepto de
funcién. De lo cual se concluye que el mejoramiento alcanzado en la comprension
del concepto mencionado, fue el efecto directo de la aplicacion de las citadas
estrategias.
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3.3COMPARACION DE LA RESPUESTA DE LOS ESTUDIANTES A LA

PRUEBA DE ENTRADA, ANTES Y DESPUES DE LA APLICACION DE LAS

ESTRATEGIAS

La variable v.1: El estudiante da significado a los simbolos propios de la
notacién funcional, pas6é de tomar siete veces el valor 1 (Da significado a los
simbolos propios de la notacion funcional) en la prueba de entrada aplicada por
primera vez, a tomar treinta y ocho veces dicho valor en la prueba de entrada

aplicada por segunda vez (Figura 33).

Figura 33. Diagrama de barras comparativo de los resultados de la variable v.1 de la prueba de

entrada aplicada por primera y segunda vez.
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La variable v.2: El estudiante determina cuando una regla de asignacién es
una funcién, pasé de tomar una vez el valor 1 (Determina cuando una regla de
asignacion es una funcién) en la prueba de entrada aplicada por primera vez, a
tomar cuarenta veces dicho valor en la prueba de entrada aplicada por segunda

vez (Figura 34).
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Figura 34. Diagrama de barras comparativo de los resultados de la variable v.2 de la prueba de
entrada aplicada por primera y segunda vez.

45
40
35
30

25
20

ml
15
10

5

m2

0 -

Resultados de la variable v.2 de la Resultados de la variable v.2 de la
prueba de entrada aplicada por prueba de entrada aplicada por
primera vez segunda vez

La variable v.3: El estudiante obtiene modelos a partir de una tabla de
valores de una funcién, pas6é de tomar una vez el valor 1 (Obtiene modelos a
partir de una tabla de valores de una funcion) en la prueba de entrada aplicada por
primera vez, a tomar treinta y ocho veces dicho valor en la prueba de entrada
aplicada por segunda vez (Figura 35).
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Figura 35. Diagrama de barras comparativo de los resultados de la variable v.3 de la prueba de
entrada aplicada por primera y segunda vez.
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La variable v.4: El estudiante determina cO6mo varian ciertas magnitudes que
dependen de otras, pas6 de tomar tres veces el valor 1 (Identifica las variables
que estan siendo relacionadas) en la prueba de entrada aplicada por primera vez,
a tomar treinta y ocho veces dicho valor en la prueba de entrada aplicada por
segunda vez (Figura 36).
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Figura 36. Diagrama de barras comparativo de los resultados de la variable v.4 de la prueba de
entrada aplicada por primera y segunda vez.
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La variable v.5: El estudiante lee graficas de funciones, pas6 de tomar doce
veces el valor 1 (Lee graficas de funciones) en la prueba de entrada aplicada por
primera vez, a tomar treinta y ocho veces dicho valor en la prueba de entrada
aplicada por segunda vez (Figura 37).
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Figura 37. Diagrama de barras comparativo de los resultados de la variable v.5 de la prueba de
entrada aplicada por primera y segunda vez.
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La variable v.6: El estudiante interpreta graficas de funciones, pasé de tomar
cuatro veces el valor 1 (Interpreta graficas de funciones) en la prueba de entrada
aplicada por primera vez, a tomar treinta y ocho veces dicho valor en la prueba de
entrada aplicada por segunda vez (Figura 38).

59



Figura 38. Diagrama de barras comparativo de los resultados de la variable v.6 de la prueba de
entrada aplicada por primera y segunda vez.
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La variable v.7: El estudiante establece relaciones entre las distintas
representaciones de una funcion, pasé de tomar nueve veces el valor 1
(Establece relaciones entre las distintas representaciones de una funcién) en la
prueba de entrada aplicada por primera vez, a tomar treinta y ocho veces dicho
valor en la prueba de entrada aplicada por segunda vez (Figura 39).
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Figura 39. Diagrama de barras comparativo de los resultados de la variable v.7 de la prueba de
entrada aplicada por primera y segunda vez.
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La variable v.8: El estudiante clasifica una funcion dada como inyectiva,
sobreyectiva o biyectiva, pas6 de tomar una vez el valor 1 (Clasifica una funcion
dada como inyectiva, sobreyectiva o biyectiva) en la prueba de entrada aplicada
por primera vez, a tomar veintisiete veces dicho valor en la prueba de entrada
aplicada por segunda vez (Figura 40).
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Figura 40. Diagrama de barras comparativo de los resultados de la variable v.8 de la prueba de
entrada aplicada por primera y segunda vez.
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La variable v.9: El estudiante halla la inversa de una funcion inyectiva, pasé
de tomar cero veces el valor 1 (Halla la inversa de una funcion inyectiva) en la
prueba de entrada aplicada por primera vez, a tomar veintiocho veces dicho valor
en la prueba de entrada aplicada por segunda vez (Figura 41).
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Figura 41. Diagrama de barras comparativo de los resultados de la variable v.9 de la prueba de
entrada aplicada por primera y segunda vez.
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Un compendio de los diagramas de barras comparativos permite concluir que la
variable que presentd mas evolucion fue la variable v.2: El estudiante determina
cuando una regla de asignaciéon es una funcién, que paso6 de tomar una vez el
valor 1 (Determina cuando una regla de asignacién es una funcién) en la prueba
de entrada aplicada por primera vez, a tomar cuarenta veces dicho valor en la
prueba de entrada aplicada por segunda vez; y la variable que presenté menos
evolucion fue la variable v.5: El estudiante lee graficas de funciones, que paso6
de tomar doce veces el valor 1 (Lee graficas de funciones) en la prueba de
entrada aplicada por primera vez, a tomar treinta y dos veces dicho valor (Lee
graficas de funciones) en la prueba de entrada aplicada por segunda vez.

3.4MEDIOS APROPIADOS PARA LA ENSENANZA APRENDIZAJE DEL
CONCEPTO DE FUNCION EN EL SALON DE CLASE

Los resultados de la implementacion de las estrategias didacticas de que trata el
presente trabajo, mostraron que algunos medios apropiados para realizar el
proceso ensefianza aprendizaje del concepto de funciéon son: La plataforma
Moodle y el programa GeoGebra. En efecto, la plataforma Moodle permitié “subir”
foros, cuestionarios y establecer comunicacion a través del correo (Anexos 32 y
33), y el programa GeoGebra permiti6 hacer simulaciones de experimentos
(Anexos 25 y 42), resolver o verificar la solucién dada a un problema, desde otro
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punto de vista (Anexos 30, 31, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40 y 41) y disefiar
actividades interactivas (Anexos 27, 28, 29, 43 y 44). Todo lo cual significé que las
tecnologias mencionadas, Moodle y GeoGebra, se constituyeron en una
herramienta fundamental para la ejecucion de las estrategias didacticas de que
tratd este Trabajo Final de Maestria, sin cuya instrumentacion, el proceso hubiera
sido asaz ineficiente.

3.5ACTIVIDADES DE RETENCION Y TRANSFERENCIA DEL APRENDIZAJE

Estos resultados también mostraron que para lograr la retencién y transferencia
del concepto de funcién, se requiere disefiar actividades que: Relacionen los
contenidos que se estan viendo con los que se han visto con anterioridad, y que
lleven al estudiante a resolver problemas de aplicacion del concepto de funcion,
que pueden provenir del interior de las matematicas, de otras disciplinas o de la
vida cotidiana (Anexos 34 a 41).

3.6 ACTIVIDADES PARA PROCESAR LOS MATERIALES DIDACTICOS

De igual manera, los resultados del trabajo mostraron que las actividades de
aprendizaje del concepto de funcion que los estudiantes deben realizar para
procesar los materiales didacticos elaborados para tal fin deben ser: Actividades
concretas que permitan al estudiante dar significado a los simbolos propios de la
notacion funcional, actividades que paseen al estudiante por los distintos
lenguajes de representacion de funciones, y actividades interactivas que simulen
un experimento y que permitan que el estudiante observe las implicaciones o
efectos de la alteracidn de alguno de sus elementos (Anexos 24 y 25).
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4 DISCUSION

El evidente mejoramiento alcanzado por los estudiantes en la interpretacion
simbdlica de la notacién funcional, se puede atribuir, de manera conjetural, a que
se utilizaron estrategias didacticas que partieron de situaciones concretas, que
crearon la necesidad de introducir los simbolos propios de la notacion funcional, y
propiciaron que el estudiante diera sentido y generalizara dichos simbolos.
Conjetura que se fundamenta en los enunciados de Azcarate y Deulofeu (1),
quienes mencionan que para comprender la expresion general de una funcién, a
saber, y = f(x), se requiere conocer, primero, férmulas para variables concretas.
Por otra parte, para el estudio de esta variable se utilizaron estrategias que
indagaban por los valores de x para los cuales tiene sentido la expresiéon y = f(x),
es decir, indagaban por el dominio de la funcion f; lo cual contrasta con lo dicho
por Azcarate y Deulofeu (1), cuando afirman que al considerar una funcién bajo la
idea de variable, el papel del dominio es poco relevante.

Este contraste se debe, posiblemente, a que, cuando se trabaja con la expresién
y = f(x), se estd asumiendo que el dominio de la funcién f es el mayor
subconjunto de los numeros reales para el cual esta definido el valor f(x), y que
no es necesario explicitarlo. Por su parte, el autor de este trabajo considera que es
fundamental determinar dicho conjunto.

Los avances en la capacidad para determinar cuando una regla de asignacion es
una funcion, se derivaria del hecho de que se emplearon estrategias didacticas
que le permitieron al estudiante conocer las distintas representaciones que hay
para una funcion, y a partir de este conocimiento, determinar cuando una regla de
asignacion, en cualquiera de sus versiones, constituye una funciéon. Lo cual
coincide con la afirmacién de Azcarate y Deulofeu (1), en el sentido de que el
aprendizaje del concepto de funcion depende de la lectura de cada uno de los
lenguajes de representacion de dicho concepto.

Este avance también es consecuencia de la implementacion de estrategias
didacticas que utilizaron el contenido que se estaba desarrollando con el que ya se
habia desarrollado en clases anteriores. Al respecto, menciona Gonzalez (4) que
una manera de motivar el aprendizaje es relacionar el contenido que se esta
tratando con el que ya se ha tratado.

De igual manera, el alza en los resultados obtenidos por los estudiantes en la
obtencion de modelos a partir de una tabla de valores de una funcién, se originaria
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en el hecho de que se hizo un trabajo detallado en cuanto a lectura y escritura de
datos conocidos en una tabla, para pasar a determinar los datos desconocidos, y
finalmente encontrar una formula que describa la situaciéon propuesta. En este
sentido Azcarate y Deulofeu (1) manifiestan que el paso que sigue a la lectura de
cada uno de los lenguajes de representacion del concepto de funcién, es el de su
interpretacion, es decir, la adquisicidn de la capacidad para traducir de un lenguaje
a otro.

Adicionalmente, otra caracteristica de las estrategias didacticas empleadas para el
estudio de esta variable, consistidé en que se hizo énfasis en el lenguaje algebraico
y en el hecho de que una formula de dos variables puede representar una funcion.
Sobre el particular, Azcarate y Deulofeu (1) afirman que si bien es cierto, que
reconocer el modelo y establecer la ecuacion son actividades que requieren
abstraer la regla de dependencia entre las dos variables; la segunda actividad
implica un conocimiento del lenguaje algebraico y del hecho de que una férmula
de dos variables represente una funcién, por lo que resulta mas dificil obtener
dicha férmula.

Los logros obtenidos por los estudiantes en su capacidad para determinar como
varian ciertas magnitudes que dependen de otras, seria consecuencia de la
implementacion de estrategias didacticas que llevaron al estudiante a resolver
situaciones que le dieron sentido al concepto de funcién. Azcarate y Deulofeu (1)
afirman al respecto: “La finalidad de llegar a determinar con precision como varian
ciertas magnitudes que dependen de otras, es lo que le da sentido al estudio de
las funciones”. En este mismo sentido, Pluvinage y cuevas (9) mencionan que
enunciando el concepto de funcion a través de la dependencia entre variables, se
conduce al estudiante a la comprensién de dicho concepto.

Para el estudio de esta variable se utilizaron simulaciones de experimentos
asistidas por computador, y que emplearon el programa GeoGebra. La pertinencia
de utilizar estas simulaciones parece fundamentarse en que es el lenguaje mas
cercano al fendmeno estudiado, y el menos simbdlico. Estas simulaciones fueron
dinamicas, y permitieron que los estudiantes observaran cuales elementos de una
figura geométrica permanecen constantes y cuales varian; al hacer variar otro de
sus elementos. Lo anterior parece coincidir con las aseveraciones de Azcarate y
Deulofeu (1): “El modelo fisico o simulaciéon es el lenguaje mas cercano al
fendmeno estudiado, el menos simbdlico, y que aparece al realizar el experimento
o al simularlo en un computador”. Estos autores resaltan el trabajo hecho por E.
Castelnuovo, y afirman que ésta reivindicé un tratamiento dinamico de las figuras
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geomeétricas, para permitir un acercamiento al concepto de funcién; Castelnuovo
plante6é que, dada una figura geométrica, se toma uno de sus elementos como
variable, y se fija el valor de otros, con el objetivo de estudiar qué sucede con el
resto de elementos, es decir, cudles permanecen constantes, cuales varian y
coémo lo hacen en funcion de la variable inicial.

En cuanto a los mejoramientos de los estudiantes en la lectura e interpretacién de
graficas de funciones, se explicarian por el hecho de que se emplearon estrategias
didacticas que exigieron la lectura e interpretacion de graficas que representaban
informacion sobre diversos fendmenos de cambio. En este sentido, Azcarate y
Deulofeu (1) aseveran que en el mundo actual existe una gran cantidad de
informacion sobre diversos fendmenos de cambio, y que por esta razén, un
objetivo de las matematicas debe ser capacitar al estudiante para la lectura e
interpretacion de graficas.

Estas estrategias didacticas indujeron al estudiante a que, a partir de una grafica,
determinara las variables representadas en los ejes, identificara los puntos de la
grafica, identificara si un punto dado por sus coordenadas pertenece o no a la
grafica, y considerara intervalos en los que se mantiene o se modifica, de una
determinada manera, la variacion de la funcion.

En lo que hace referencia al establecimiento de relaciones entre las distintas
representaciones de una funcion, los mejores desempefios de los estudiantes se
deberian a que se utilizaron estrategias didacticas que los condujeron a un
conocimiento de cada uno de los lenguajes de representacion de una funcion, y a
traducir de un lenguaje a otro. Esto contrasta con el trabajo que realizan la
mayoria de los textos, que solo desarrollan un unico proceso de traduccion, de la
férmula a la grafica. En este sentido, Guzman (5) evidencié que no se ha dado la
suficiente importancia a la relacion que existe entre las diversas formas de
representacion de una funcién, y afirma que los estudiantes no logran pasar del
lenguaje determinado al lenguaje natural y viceversa. Y continua diciendo que los
estudiantes presentan mucha dificultad en pasar de la representacion grafica a la
algebraica.

El empleo de las estrategias para trabajar esta variable (v.7), también tiene
sustento en la afirmacién de Azcarate y Deulofeu (1): “El aprendizaje de las
funciones pasa, en primer lugar, por un conocimiento de cada uno de estos
lenguajes de representacion, es decir, por la adquisicion de la capacidad para leer
e interpretar cada uno de ellos y posteriormente para traducir de uno a otro”.
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Con relacién al avance alcanzado por los estudiantes en la capacidad para
clasificar una funcién dada como inyectiva, sobreyectiva o biyectiva, se derivaria
del hecho de que se utilizaron actividades grupales que indagaron al estudiante
por la clasificacion de una funcidn dada en cualquiera de sus versiones.
Igualmente, a que se diseid una actividad interactiva con el programa GeoGebra
que tuvo como objetivo utilizar la prueba de la recta horizontal.

En lo que respecta al alza en sus competencias para determinar la inversa de una
funcion inyectiva, se originaria en el hecho de que se emplearon estrategias
didacticas que utilizaron actividades variadas, a saber, una actividad interactiva
con el programa GeoGebra que tuvo como objetivo construir la grafica de una
funcion inyectiva, a través de la reflexién de los puntos de esta, sobre la recta de
ecuacion y = x.

Este trabajo mostré que al utilizar el programa GeoGebra para elaborar
actividades interactivas, los estudiantes perciben mejor los efectos que trae
consigo una alteracion en algun elemento. Asi mismo, el trabajo evidencid que el
empleo de este programa para verificar las soluciones dadas tedricamente a
algunos ejercicios, permite a los estudiantes conocer otras formas de encontrar
tales soluciones, y hacer comparaciones. A este respecto, Berenguer et al (2)
dicen que GeoGebra tiene un enorme potencial para trabajar, de manera sencilla,
con representaciones graficas y permite ver como se definen, cdmo se generan,
como se representan y como se mueven las graficas. En efecto, GeoGebra
permite hacer construcciones basicas (rectas, circulos, segmentos), evidenciar las
relaciones en las construcciones (intersecciones, paralelismo, perpendicularidad,
proyecciones) y comprobar el efecto que en las graficas de las curvas genera la
modificacién de alguno de los parametros que las definen. Este ultimo hecho hace
que las figuras dejen de ser estaticas para convertirse en dinamicas.

Igualmente, el trabajo mostré que si se utilizan plataformas como Moodle para
abrir foros y subir cuestionarios, los estudiantes se ven obligados a interactuar con
sus companeros y el docente; lo cual fortalece el proceso de discusion y
organizacion, y pueden hacer una autoevaluacion de la comprension de algun
concepto. A este respecto, Ros (10) dice que Moodle presenta tres grandes
recursos: Gestion de contenidos, comunicacion y evaluacion. En efecto, la
plataforma Moodle se puede emplear para presentar a los estudiantes los apuntes
de un curso, comunicar al profesor con sus alumnos y fomentar el trabajo
cooperativo a través de foros, enviar tareas a los estudiantes, evaluar a los
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estudiantes con cuestionarios de temas especificos, con retroalimentacion
inmediata a los alumnos de sus resultados.

El trabajo mostré que al utilizar material didactico que parta de situaciones
concretas (ejemplo o problema), los conceptos que emergen de tales situaciones
se hacen mas comprensibles y los simbolos toman sentido. Sobre el particular,
Azcarate y Deulofeu (1) mencionan que los procedimientos de lectura vy
construccion de tablas, y de lectura e interpretacion de graficas, se pueden
abordar, y traen consigo una introduccién al concepto de funcion, a partir de
situaciones reales que sirven de soporte concreto para la elaboracion de dicho
concepto.

Y contindan: “Una forma didactica correcta de exponer las caracteristicas
esenciales de los modelos lineal, cuadratico y exponencial, partira siempre de
problemas reales, de situaciones que pueden ser ajenas a las matematicas o que
pueden ser una parte de ellas”.

En sintesis, para finalizar, se puede afirmar que el trabajo logr6 mejorar las

competencias de los estudiantes del curso de Algebra y Funciones de la
Universidad Icesi, para apropiar el concepto de funcion.
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5 CONCLUSIONES

La plataforma Moodle y el programa GeoGebra, se constituyeron en los
medios que mostraron ser eficaces para ejecutar las estrategias didacticas
que se aplicaron en el proceso ensefianza aprendizaje del concepto de
funcion en los estudiantes del curso de Algebra y Funciones de la
Universidad Icesi.

Las actividades que relacionen los contenidos que se estan estudiando en
un momento dado, con los que se han estudiado con anterioridad, y que
conduzcan al estudiante a resolver problemas de aplicacion del concepto
de funcién, provenientes del interior de las matematicas, de otras disciplinas
o de la vida cotidiana; resultaron apropiadas para lograr la retencion y
transferencia del concepto de funcién.

Se definieron las siguientes actividades de aprendizaje del concepto de
funcién, que los estudiantes deberan ejecutar para procesar los materiales
didacticos elaborados para tal fin:
o Actividades que partan de situaciones concretas y que permitan al
estudiante dar significado a los simbolos propios de la notacion

funcional;

o actividades que paseen al estudiante por los distintos lenguajes de
representacion de funciones;

o Yy actividades interactivas que simulen un experimento y que permitan
que el estudiante observe las implicaciones o efectos de la alteracion
de alguno de sus elementos.

Se mejord las competencias de los estudiantes del curso de Algebra y
Funciones de la Universidad Icesi, para apropiar el concepto de funcién,
evidenciadas en avances en los siguientes item:

o dar significado a los simbolos propios de la notacion funcional;

o determinar cuando una regla de asignacion constituye una funcién;

o obtener modelos a partir de una tabla de valores de una funcion;
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determinar como varian ciertas magnitudes que dependen de otras;
leer graficas de funciones;
interpretar graficas de funciones;

establecer relaciones entre las distintas representaciones de una
funcion;

clasificar una funcion dada como inyectiva, sobreyectiva o biyectiva; y

hallar la inversa de una funcién inyectiva.
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6 RECOMENDACIONES

Una buena manera de introducir el concepto de funcion, es a partir de
situaciones concretas, ya que éstas permiten dar sentido a los simbolos
propios de la notacion funcional.

La introduccion de variables particulares, facilita el paso a la ecuacién
general y = f(x).

La exigencia de traducciéon de un registro semioético a otro, ayuda a la
comprension integral del concepto de funcion.

El empleo de programas interactivos, permite que las figuras dejen de ser
estaticas para convertirse en dinamicas.
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ANEXOS

Anexo 1. Funciones. Definicion y conceptos relacionados.

UNIVERSIDAD ICESI.
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS Y ESTADISTICA

Curso de Algebra y funciones
Material preparado por Carlos A Quintero.

Sesion # 16: FUNCIONES. DEFINICION Y CONCEPTOS RELACIONADOS.

Ejemplo 1: Un grupo del curso de Algebra y funciones —nos referiremos a él como el grupo 4- esta
conformado por estudiantes de apellidos: Arango, Aya, Caicedo, Cedefio, Delgado, Echeverry,
Endo, Escobar, Fory, Lozano, Martinez, Parra, Payan, Pena, Prado, Ramirez, Revelo, Ruano,
Sanchez, Serna, Tabares y Viveros. A cada estudiante de este grupo, se le asigna un numero de
lista del 1 al 22, y en el orden mencionado.

Observe que hay una regla de asignacion segun la cual, a cada estudiante se le asigna un nimero
de lista. Ademas, cada estudiante pertenece a un cierto conjunto que es, en este caso, el de los
estudiantes del grupo del curso de Algebra y Funciones que se menciona. Otro aspecto para tener
en cuenta es que existe un conjunto que tiene a todos los nimeros de lista como elementos. Note
que se dice un conjunto y no el conjunto; en este caso, un conjunto puede ser el formado por todos
los niumeros naturales de 1 a 22 o 25, otro puede ser el formado por todos los niumeros naturales
de 1 a 30, etc. Un dltimo aspecto que reviste especial importancia, es que no existe ningun
estudiante al cual se le asignen dos numeros de lista.

Definiciéon 1: Una funcion f de un conjunto A en un conjunto B es una regla que asigna, a cada
elemento x del conjunto A, exactamente un elemento, simbolizado f (x), del conjunto B.

El simbolo f(x) se lee "f de x". Representa el valor que toma la funcién f en x, y es usualmente
llamado la “imagen de x mediante f”. Para indicar que f es una funcion de un conjunto 4 en un
conjunto B, se utiliza la notacion: f: A - B.

A los conjuntos A y B de la definicion anterior, se les llama dominio y codominio de la funcion,
respectivamente.

De acuerdo con la definicion, la regla de asignacion del ejemplo anterior es una funcion f del
conjunto A formado por los estudiantes del grupo mencionado, en el conjunto B = {1,2,3,...,22} (0
en el conjunto B = {1,2,3, ...,25}) ¢, Por qué? Halle el valor de f(Caicedo) y f(Parra). El dominio de
la funcion f es el conjunto A y el codominio es el conjunto B, es decir, f:A - B

Ejercicio 1. Considere la regla f que asigna a cada elemento del conjunto
A={x:xesunestudiante del curso deAlgebrayFuncionesdelgrupo4} su edad en afios

cumplidos. Determine si la regla f es una funcién del conjunto A en el conjunto N, de los nUmeros
naturales. ¢ Es el conjunto N de los naturales, el unico codominio valido para la regla f?
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Ejercicio 2: Considere los conjuntos M y H, de las mujeres y de los hombres, respectivamente, del
curso de Algebra y Funciones del grupo 4 y la regla que asigna a cada mujer del conjunto M, un
hombre del conjunto H que tenga su misma edad en afios cumplidos. Determine si esta regla es
una funcién del conjunto M en el conjunto H.

Ejemplo 2: Considere la regla f que asigna a cada numero real, su tripe, es decir, el niUmero que
se resulta de multiplicar por 3 el numero dado. Determine si esta regla es una funcién de los reales
en los reales, y escriba la férmula que la define.

Solucién: Dado que todo numero real tiene asociado su triple, que es un nimero real, y que este
triple es Unico, la regla dada es una funcién de los reales en los reales. El triple de —2 es 3(—2) =
—6, el triple de 0 es 3(0) = 0, el triple de i es 3 G) = z el triple de w es 3(m) = 37, y en general el

triple de x es 3(x) = 3x. Por lo tanto la férmula que define la funcién es f(x) = 3x. Note que el
dominio de la funcion es el conjunto de los numeros reales, que es también el codominio, es decir,
f:R—>R.

Ejercicio 3: Considere la regla f que asigna a cada numero real, su cuadrado. Determine si esta
regla es una funcion de los reales en los reales, y escriba la formula que la define.

Ejercicio 4: Considere la regla f que asigna a cada numero real, su cubo. Determine si esta regla
es una funcion de los reales en los reales, y escriba la formula que la define.

Ejemplo 3: Una pelota de goma se deja caer desde una altura de 60 ¢m. La altura alcanzada por
esta pelota después de cada rebote, es el 60% de la altura alcanzada después del rebote
inmediatamente anterior.

e Complete la siguiente tabla:

nimero de 0 1 2 3 n
rebotes
altura en cm 60

e Escriba la formula que expresa la altura h en funcién del nimero de rebotes n.
e Encuentre la altura que alcanza la pelota después del décimo rebote.

Solucién:

e La altura que alcanza la pelota después del primer rebote es el 60% de 60, es decir,

%60 = %60 = 36 c¢m, La altura que alcanza la pelota después del segundo rebote es el

3 . 60 (3 3(3 3)\2
60% de §60, es decir, _(E 60) = 5(560) =60 (E) = 21,6 cm. La altura que alcanza la

100

pelota después del tercer rebote es el 60% de (60 (g)z) es decir, %(60 (g)z) =60 (2)3 =
12,96 cm. De acuerdo con la regularidad observada la altura que alcanza la pelota
después del n ésimo rebote es 60 (g)n

e Por lo tanto la formula que expresa la altura h en funcion del nUmero de rebotes n, es

h(n) = 60 (g)n

76



10
e La altura que alcanza la pelota después del décimo rebote es h(10) = 60 @) = 0,36 cm.

Ejercicio 5: Carlos se gand $16.000.000 en una rifa y decidié invertirlo en una entidad financiera
que paga el 10% de interés anual sobre el dinero invertido. Suponga que Carlos no hace retiros.

e Complete la siguiente tabla:

Ndamero t de 0 1 2 3 t
afnos

transcurridos

Dinero D en 16.000.000

pesos que

Carlos tiene en

el banco

o Escriba la formula que expresa el dinero D que Carlos tiene en el banco, en funcién del
numero t de afios transcurridos.
e Determine la cantidad de dinero que tiene Carlos en el banco, después de seis afios.

Ejercicio 6: De acuerdo con la Geometria plana, la suma de la medida de los angulos interiores de
todo triangulo es 180°.

e ;Cuantos triangulos se obtienen al unir un vértice dado con los vértices no adyacentes en
un cuadrilatero?  En un pentagono? ;En un hexagono? ;Y en un poligono de n lados?
e Complete la siguiente tabla:

namero de 3 4 5 6 n
lados del

poligono

suma de los 180 360

angulos (en

grados) del

poligono

e Escriba la formula que expresa la suma S de los angulos de un poligono, en términos del
numero n de sus lados.

o Determine la suma de los angulos de un decagono.

o Determine el numero de lados de un poligono, si la suma de sus angulos es 2700°.

e La formula encontrada define una funcién del conjunto A = {3,4,...n,...} en el conjunto
de los numeros naturales? Explique.

Ejercicio 7: Al iniciar una reunion los asistentes se saludan de apreton de mano (un apretén de
manos por cada par de personas). La siguiente tabla muestra el numero de apretones de mano,
segun el numero de asistentes a la reunion. Complétela.

numero de 2 3 4 5 n
asistentes

numero de 1 3

apretones de

mano
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e Escriba la férmula que expresa el nimero N de apretones de mano, en términos del
ndamero n de asistentes a la reunion.

e ;Qué sucede si a la reunion asiste una sola persona?

e Determine el numero de apretones de mano, si a la reunion asistieron veinticinco personas.

o Determine el nUmero de asistentes a la reunion, si se dieron cuarenta y cinco apretones de
mano.

e ;la férmula encontrada define una funcion de los numeros naturales en los enteros no
negativos? Explique.

Ejercicio 8: Considere la regla f que asigna a cada par ordenado (x,y) de nimeros reales, el par
ordenado (x, —y). Determine si esta regla es una funcién de R? en R?, y escriba la férmula que la
define.

Ejercicio 9: Considere la regla f que asigna a cada terna ordenada (x,y,z) de nimeros reales, el
par ordenado (x,y). Determine si esta regla es una funcién de R® en R?, y escriba la formula que la
define.

Ejemplo 4: Considere la regla que asigna a cada numero real, su raiz cuadrada. ;Es esta regla
una funcién de los reales en los reales? ;Es esta regla una funcién del intervalo [0, ) en los
reales? ¢ Es esta regla una funcién de los reales en los complejos? En caso de serlo, escriba la
formula que la define.

Solucién: Dado que los Unicos numeros reales que tienen raiz cuadrada en el conjunto de los
nuameros reales, son los mayores o iguales que cero, entonces la regla no es una funcion de los
reales en los reales; pero si lo es del intervalo [0, ) en los reales. Ademas, como todo ndmero real
tiene raiz cuadrada en el conjunto de los numeros complejos (¢,Por qué?), entonces esta regla
corresponde también a una funcién de los reales en los complejos. Es decir, f:[0, ) >R ¥y
g: R - C definidas por las formulas f(x) = vx y g(x) = v/x son funciones.

Definicion 2: Toda funcién de un subconjunto cualquiera de los reales en un subconjunto de los
reales, se llama funcién real de variable real.

En este curso solo se trabajara con funciones de valor real y de variable real. Por esta razon, se
escribira simplemente “sea f la funcién definida por f(x) = ”. En este caso, se entendera por
dominio de f el mayor conjunto de numeros reales para los cuales el valor calculado f(x) es
también un nimero real. En el ejemplo 4 el dominio de f es el intervalo [0, ), y debe ser claro que
en cualquier subconjunto del intervalo [0, ), la regla también describe una funcion.

Ejemplo 5: Halle el dominio de la funcién definida por la formula f(x) = 3x% — 6x.

Solucién: Como en todo polinomio en la variable x, ésta puede tomar cualquier valor real, entonces
el dominio de f es el conjunto de los nimeros reales. Por lo tanto hablamos de la funcion f: R - R
definida por la formula f(x) = 3x% — 6x.

Ejercicio 10: Halle el dominio de la funcion definida por la férmula f(x) = x3 — x.

3x-2
2x+3 "

Ejemplo 6: Halle el dominio de la funcién h definida por la férmula h(x) =
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Solucién: Para que un cociente esté definido, se requiere que el denominador sea diferente de
cero. En este caso hay que exigir que 2x + 3 # 0, lo cual sucede si y sélo si x # —% . Por lo tanto,
el dominio de f es el conjunto R — {—S} Tenemos asi la funcién h: R — {— %} — R definida por la

3x-2
2x+3 "

formula h(x) =

5x+1

Ejercicio 11: Halle el dominio de la funcion definida por la férmula f(x) =

4x-7"
Ejercicio 12: Halle el dominio de la funcién definida por la férmula g(x) = ’i—_:.
Ejercicio 13: Halle el dominio de la funcion definida por la férmula h(x) = xz__39 .

X
Ejemplo 7: Halle el dominio de la funcion definida por la formula f(x) = Vx? — 16 .

Solucién: Como se menciond en el ejemplo 4, los Unicos nimeros reales que tienen raiz cuadrada
en el conjunto de los niumeros reales son los mayores o iguales que cero. Entonces en este caso
se exige que x? — 16 = 0, lo cual sucede si x < —4, o si x = 4. Por lo tanto el dominio de f es el
conjunto (—o0,—4] U [4,00). Es decir f:(—o0,—4] U [4,0) = R es una funcion definida por la formula

f(x) =vx? —16.

Considere la regla que asigna a cada estudiante del curso de Algebra y Funciones del grupo 4 el
numero del conjunto B = {1,2,3, ...,50} que corresponde a su edad en afios cumplidos. La lista de
las edades que tienen los estudiantes de tal grupo, ¢ Coincide con el conjunto B?

Definicién 3: El rango de una funcion f de un conjunto A en un conjunto B, es el subconjunto C de
B, de todos los valores posibles de f(x) conforme x varia en todo el dominio de f.

Ejemplo 8: Considere la regla f, de los reales en los reales, que asigna a cada numero real su
valor absoluto. Justifique por qué esta regla es una funcion; escriba la formula que la define, y
determine el rango de f.

Solucion: Como para cada numero real esta definido su valor absoluto, y no hay un numero real
que tenga dos valores absolutos, entonces la regla f es una funcioén de los reales en los reales. La
férmula que la define es f(x) = |x|, y como |x| = 0 para todo nimero real x, entonces el rango de
f es el conjunto [0,0). Note que el rango no necesariamente coincide con el codominio de la
funcion.

Ejercicio 14: Determine el rango de las funciones de los ejemplos 1, 2 y 4.
Ejercicio 15: Determine el rango de las funciones de los ejercicios 1, 3, 4, 8, y 9.

Ejercicio 16: Halle el rango de la funcién f: R — R tal que f(x) = 2, para todo x. Determine el valor
de f(x + 1) y el valor de f(x + h).
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Anexo 2. Gréfica de una funcion.

UNIVERSIDAD ICESI.
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS Y ESTADISTICA
Curso de Algebra y funciones
Material preparado por Carlos A Quintero.

Sesion # 17: GRAFICA DE UNA FUNCION.

Definicién 4: La gréafica de una funcion de dominio 4, es el conjunto de todos los pares ordenados
(x,f(x)), para cada valor de x en el conjunto A.

Como a cada par ordenado (x,y) de numeros reales, le corresponde un punto P(x,y) en el plano,
entonces la gréfica de una funcién real de variable real f, es el conjunto de los puntos (x,f(x)) del
plano, para cada valor de x en el dominio de la funcion f.

Ejemplo 9: Considere la funcién f definida por f(x) = vx (ver ejemplo 4).

e Construya una tabla de valores de la funcion f.
e Haga la gréfica de la funcion f.

Solucion:

X
f(x) Vo=0 Vi=1 V3=17.. Va=2 V9 =3
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Ejey

Observe que si se conoce la grafica de una funcion de variable real x y de valor real f(x), su
dominio queda determinado por el conjunto de abscisas de los puntos que se obtienen al proyectar
la grafica de la funcion sobre el eje x, y su rango queda determinado por el conjunto de ordenadas
de los puntos que se obtienen al proyectar la grafica de la funcidon sobre el eje y. En el ejemplo
anterior, tanto el dominio como el rango, son el intervalo [0,00).

Ejercicio 17: Construya la grafica de cada una de las siguientes funciones en su dominio.

° f(x) =2x — 1.
o g()=I2x-1].
o h(x) _ [2x—1]|

2x-1 '

A partir de la grafica de una relacion entre elementos de dos conjuntos, se puede determinar si la
relacién es o no una funcion.

Ejemplo 10: Decida si la circunferencia de la siguiente grafica corresponde o no a una funcion del
intervalo [—2,2] en el conjunto de los nimeros reales. Justifique su decision.
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Solucion:

En la grafica se observa que todo numero real en el intervalo (—2,2) tiene dos imagenes. En
particular el nimero 0 tiene como imagenes a los numeros —2 y 2. Por lo tanto la grafica mostrada
no corresponde a una funcion del intervalo [—2,2] en el conjunto de los numeros reales.

El hecho de que un nuimero real a tenga dos o mas imagenes significa, geométricamente, que la
recta vertical que pasa por el punto P(a,0) corta a la grafica en dos o mas puntos. Esto constituye
un indicador de que la grafica no corresponde a una funcién, indicador que se conoce como “la
prueba de la recta vertical”.

Ejercicio 18: Determine si la siguiente grafica corresponde a una funcién del conjunto de los
numeros reales en el conjunto de los numeros reales. Justifique.

82



En muchas ocasiones es necesario comparar dos o mas funciones, de las cuales se conoce su
grafica. Para hacer este tipo de comparaciones es necesario leer e interpretar las graficas de las
funciones dadas.

Ejemplo 11: Las graficas que se muestran a continuacion, ilustran el espacio recorrido por dos
automoviles en cada tiempo t, en minutos, al realizar un viaje de 80 km. (El espacio recorrido por el
primer auto esta representado por la grafica que empieza en el punto (0,0), y el espacio recorrido
por el segundo auto esta representado por la grafica que empieza en el punto (15,0)).
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e En qué instante sali6 cada automovil?

e ; Cual auto tardé mas tiempo en realizar el recorrido? ¢ Cual auto llegd primero?

e ; Cuanto tiempo estuvo detenido cada auto? 4 En qué kildmetro se detuvieron?

e ;Cuando la velocidad del primer auto fue mayor? ;Cual es el valor de esta velocidad
maxima?

Solucién:

o FElauto1salid ent =0 minutos, y el auto 2 salié 15 minutos después.

e El auto 1 tarddé 75 minutos — 0 minutos = 75 minutos, y el auto 2 tardé 85 minutos —
15 minutos = 70 minutos. Por lo tanto, el auto 1 tardé mas tiempo en realizar el recorrido.
El auto 1 llegd a la meta en el instante 75 minutos, y el auto 2 lo hizo en el instante
85 minutos, asi que el auto 1 llegé primero a la meta.

o El auto 1 estuvo detenido 10 minutos (entre el minuto 20 y el minuto 30), y el auto 2 estuvo
detenido 20 minutos (entre el minuto 30 y el minuto 50). El auto 1 se detuvo en el kildmetro
20, y el auto 2 lo hizo en el kilébmetro 30.
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e La velocidad del primer auto fue mayor entre el minuto 30 y el minuto 40 (en el intervalo

[30,40]), y también entre el minuto 60 y el minuto 75 (en el intervalo [60,75]). El valor de

. L, . 40 km—20 km 80 km—50 km km
esta velocidad maxima es = =2—.

40 min—30 min 75 min—60 min min

Ejercicio 19: La grafica que se muestra a continuacion, ilustra la distancia recorrida por Carlos y
Enrique en un entrenamiento de atletismo (la distancia recorrida por Carlos esta representada por
la linea quebrada d, y la distancia recorrida por Enrique esta representada por la linea a).

o ;En qué instante salié cada atleta?

e ;Quién tardé mas tiempo en realizar el recorrido? ¢ Cual auto llegd primero?
o ;En qué intervalo fue mayor la velocidad de Carlos?

e ; Cual fue la velocidad promedio de Enrique?

Ejercicio 20: La grafica muestra la posicion de dos cuerpos que se mueven sobre la misma linea
recta en el intervalo de tiempo [0,2] (la gréfica f corresponde al cuerpo 1, y la grafica g corresponde
al cuerpo 2).
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¢, Cual es la posicién del cuerpo 2, cuando han transcurrido 1.5 segundos? ;Cual es la
posicion del cuerpo 1, cuando han transcurrido 2 segundos?

¢,En qué instante la posicion del cuerpo 1 es 2m? ;En qué instante la posicién del cuerpo
2es 1.5m?

¢,Cuando la posicion del cuerpo 2 es mayor que 1.5 m? ;Cuando la posiciéon del cuerpo 1
es menor que 2 m?

¢ Cuando la posicion del cuerpo 1 es menor que la posiciéon del cuerpo 2?7 ;Cuando la
posicion de los dos cuerpos es la misma?

¢ Cual fue el aumento de posicion del cuerpo 2 en el intervalo de tiempo [0.5,2]?

¢ Cual fue la velocidad media del cuerpo 1 en el intervalo de tiempo [0,2]?
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Anexo 3. Algunos problemas en que intervienen funciones.

UNIVERSIDAD ICESI.
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS Y ESTADISTICA
Curso de Algebra y funciones
Material preparado por Carlos A Quintero.

Sesion # 18: ALGUNOS PROBLEMAS EN QUE INTERVIENEN FUNCIONES

Existen muchos problemas en los cuales esta presente el concepto de funcién. A continuacién de
proponen algunos a manera de ejemplos y otros a manera de ejercicios.

Ejemplo 12: Se quiere cercar con una malla de alambre un jardin de forma cuadrada.

¢, Cuantos metros de malla son necesarios si el lado del jardin mide 12 metros? ¢Si mide
7 metros? ¢Si mide 33,5 metros?

Construya una tabla con los datos anteriores, y afiada otros.

¢, Qué propiedad cumplen los pares de valores de la tabla?

Sitle en una grafica los datos de la tabla. ;; Cémo quedan los puntos?

Si se han utilizado 108 metros de malla, ; Qué dimensiones tenia el jardin?

Explique como se hallan los metros de malla necesarios, si se conoce la longitud del lado
del jardin.

Escriba una formula que permita obtener los metros de malla necesarios para cercar un
jardin de x metros de lado.

La férmula que permite obtener los metros de malla necesarios para cercar el jardin, en
términos de la longitud de su lado, ¢Define una funcion del intervalo (0, ) en el conjunto
de los numeros reales? Explique.

Solucion:

Si el lado del jardin mide 12 metros, se requieren 4(12 metros) = 48 metros para cercar
el jardin. Si el lado del jardin mide 7 metros, se requieren 4(7 metros) = 28 metros para
cercar el jardin. Si el lado del jardin mide 33,5 metros, se requieren 4(33,5 metros) =
134 metros para cercar el jardin.

longitud del 7 12 33,5 13 V2
lado (en m) 3

metros de 28 48 134 52 442
malla Y

necesarios

El cociente de cada par de valores asociados de la tabla, es constante.

Los puntos quedan en linea recta (hacer la grafica).

Si se utilizaron 108 metros de malla, la longitud del lado del jardin es 27metros. ¢ Por qué?
Los metros de malla necesarios para cercar el jardin, se hallan multiplicando la longitud del
lado por cuatro.
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Si la variable y representa el nUmero de metros necesarios para cercar el jardin, entonces
y = 4x.

La formula y = 4x define una funcion del intervalo (0,00) en el conjunto de los nimeros
reales, porque para cada valor de x en el intervalo (0, ) existe un valor de y asignado, y
este valor de y es unico (el cuadruplo de un nimero real es Unico).

Ejercicio 21: Un grupo de personas quiere comprar un balén que cuesta 3500 u.m (unidades
monetarias), aportando cantidades iguales.

¢, Cuanto pagara cada uno, si son 10 personas? ¢ Y si son 257?

Construya una tabla con los datos anteriores, que muestre lo que debe pagar cada uno
segun el numero de personas, y afiada otros pares de valores.

¢, Qué propiedad cumplen los pares de valores de la tabla?

Situe en una grafica los datos de la tabla.

Si el nUmero de personas es x, y o que paga cada uno es y, escriba una féormula que
exprese esta situacion.

Ejercicio 22: Un globo sonda lleva incorporado un termémetro para medir la temperatura a distintas
alturas. Si x denota la altura del globo en metros sobre el nivel del mar, e y la temperatura en

grados centigrados a dicha altura, entonces la formula y = —%x + 10 proporciona la temperatura

a x metros de altura.

¢, Qué temperatura marcara el termometro al nivel del mar? ;Y a 200 metros de altura?

.A cuantos metros de altura la temperatura es de 0°C? ;Cada cuantos metros la
temperatura disminuye 1°C?

Construya una tabla con los datos anteriores que permita obtener la temperatura para cada
altura. Situe los valores de la tabla en una grafica cartesiana.

Ejercicio 23: El costo de una ventana cuadrada depende de su tamano. El precio del cristal es de
50 u.m (unidades monetarias) por dm? (decimetro cuadrado), y el del marco es 100 u.m por dm
(decimetro).

¢, Cuanto costara una ventana de 7 dm de lado? ;Y de 1 metro de lado?

Construya una tabla para los datos anteriores y otros que elija, que muestre el costo segun
la longitud del lado de la ventana.

Situe los valores de la tabla anterior en una grafica cartesiana.

Escriba una férmula que permita obtener el costo de la ventana, si ésta tiene x dm de lado.

Ejercicio 24: Dos compaiiias alquilan fotocopiadoras. La primera cobra $300.000 mensuales por el
alquiler de la maquina, mas $40 por cada copia. La segunda cobra $250.000 mensuales, mas $60
por cada copia.

¢ Para qué numero de copias el costo mensual sera el mismo?
Si usted lo requiriera, ¢ Cual comparia escogeria?
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En muchos problemas hay una variable que depende de otras dos y cuya solucién requiere
expresar la variable dependiente en funcién de una sola de las variables independientes. Este
objetivo se alcanza encontrando una relacion entre las dos variables independientes.

Cuando se tiene la variable dependiente en funcion de una sola variable independiente, es
necesario establecer qué valores puede tomar esta variable, es decir, cual es el dominio admisible
de la funcion de una sola variable.

Ejemplo 13: Un triangulo rectangulo que tiene el vértice del angulo recto en el origen de
coordenadas y sus catetos sobre los ejes x e y, se forma en el primer cuadrante mediante una
recta variable que pasa por el punto (2,3), como se muestra en la siguiente figura:

o Escriba el area A del triangulo en funcion de la longitud de la base x, y halle el dominio de
la funcion A(x).

o Escriba el area A del triangulo en funcion de la longitud de la altura y, y halle el dominio de
la funcion A(y).

Solucion:
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e El &rea A del triangulo en consideracién es A = xz—y . Ademas los triangulos DCE y BCA son

semejantes, entonces la altura del tridngulo DCE es a la altura del tridngulo BCA, como la
base del triangulo DCE es a la base del triangulo BCA, es decir, % = xXTZ Asi que y = ;sz

3x?
2(x-2) °
forme el triangulo con las condiciones requeridas, la variable x debe ser mayor que 2. Asi
que el dominio de la funcion A(x) es el intervalo (2, «).

Por lo tanto, el area A del triangulo en funcién de la base x es A(x) = Para que se

X . . . 2 e ,
e Como § = entonces al despejar la variable x se obtiene x = y—y3 (verifiquelo). Asi que
X— —

2
el area A del triangulo en funcién de la altura y es A(y) =ﬁ. Para que se forme el

triangulo con las condiciones requeridas, la variable y debe ser mayor que tres. Asi que el
dominio de la funcion A(y) es el intervalo (3, «).

Ejercicio 25: Se va a construir una caja abierta, a partir de una pieza cuadrada de carton de
6 pulgadas de lado, cortando cuadrados iguales de lado x de las esquinas y doblando los bordes.

e Escriba el volumen V de la caja en funcién de x.
e Halle el dominio de la funcién V(x).

Considere la funcion de variable real, definida por la formula f(x) = 2x? — 4x — 1. Como 2x? —
4x —1=2(x*>-2x)—1=2[(x*—2x+1)—1] -1 =2(x —1)? = 3, y el valor minimo que toma el
término 2(x — 1)? es cero ¢Por qué? entonces el valor minimo de la funcion es f(1) = —3. Al
representar los puntos (2, £(2)), (0,£(0)),(3,f(3)) y (=1, f(—=1)), se obtiene la siguiente grafica:
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-4 -3 -2 -1 0 1 3 4 5 6 7 8

En la gréfica anterior se observa que la recta vertical que pasa por el punto (1, (1)) = (1,-3) es
un eje de simetria de la grafica de la funcion f. Esta grafica se llama parabola y el punto (1,f(1))
-(=4)
2(2)

se denomina vértice de la parabola. Observe que la abscisa del vértice se obtiene de =1.

Como los puntos de corte de la parabola con el eje x, tienen ordenada igual a cero y las
coordenadas de dichos puntos deben satisfacer la ecuacion de la parabola, entonces estos puntos
de corte se obtienen resolviendo la ecuacion cuadratica 2x? — 4x — 1 = 0. Esta ecuacion puede
—(DE (D241 | 4V24 44206

2(2) 4 4

resolverse con la férmula cuadratica, y se obtiene que x =

—Ziz‘/g . Observe que estos no se pueden determinar a partir de la grafica.

El corte con el eje y es el punto (O,f(O)), es decir el punto (0, —1).
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Anexo 4. Funcién cuadratica. Funciones definidas atrozos.

UNIVERSIDAD ICESI.
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS Y ESTADISTICA
Curso de Algebra y funciones
Material preparado por Carlos A Quintero.

Sesion # 19: FUNCION CUADRATICA. FUNCIONES DEFINIDAS A TROZOS

Definicion 5: La funcién real de variable real, definida por la formula f(x) = ax? + bx + ¢ con a # 0,
se llama funciéon cuadrética.

La grafica de la funcion cuadratica f(x) = ax? + bx +c¢, se llama parabola. El vértice de esta
parabola es el punto (;—f:f (;—j)) y los “cortes” de la parabola con el eje x, se obtienen resolviendo

la ecuacion cuadratica ax? + bx+c =0, la cual se puede resolver con la férmula cuadratica

—b+/b2-4 . . . . ] _
Xx=——— % . .Qué sucede si b — 4ac < 0? ;Qué sucede si b*> — 4ac = 0?, y ,Qué sucede si

b% — 4ac > 0?

Si en la funcion cuadratica f(x) = ax? + bx + c, el valor a > 0 (el coeficiente principal es positivo),
entonces la parabola abre hacia arriba, y si el valor a < 0, entonces la parabola abre hacia abajo.

Ejemplo 14: Considere la funcion real de variable real, definida por la férmula f(x) = —3x2 — 6x —
1.

e Halle el vértice de la grafica de f.

o Determine los puntos de corte de la grafica de f, con el eje x.
o Determine el punto de corte de la grafica de f, con el gje y.

e Construya la gréafica de f.

Solucion:

e Enestecasoa=-3,b=—-6yc=—1Asi que la abscisa del vértice es x = % = ;((:2 =

_% = —1, ylaordenada es f (;—2) = f(—1) = 2. Por lo tanto el vértice es el punto V(-1,2).

-btvbZ-4ac _

e Las abscisas de los puntos de corte de la grafica con el eje x son: x =—— =

2a
61+v36-12 6126 -3+vV6 g .
— = ‘_6‘/— = 3‘/— . Por lo tanto los puntos de corte de la grafica de f con el eje x son

(552.0)y (55%.0).

e Como f(0) = —1, entonces el punto de corte de la grafica de f con el eje y es (0,—1).

e La grafica de lafuncion f es:
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Ejercicio 26: Considere la funcion real de variable real, definida por la formula f(x) = 4x? — 12x +

10.

Halle el vértice de la grafica de f.

Determine “los puntos de corte” de la grafica de f, con el gje x.
Determine el punto de corte de la grafica de f, con el gje y.
Construya la grafica de f.

Ejercicio 27: Considere la parabola de ecuacién y = —x? + 4.

Escriba la formula que permite obtener la distancia d de un punto cualquiera P(x,y) de la
parabola, al punto (0,2).

Escriba la formula que permite obtener la distancia d en funcidén de x, y encuentre el
dominio de la funcion definida por esta formula.

Escriba la formula que permite obtener la distancia d en funcién de y, y encuentre el
dominio de la funcién definida por esta féormula.
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FUNCIONES DEFINIDAS A TROZOS

En muchas ocasiones se trabaja con funciones definidas a trozos (o por partes). Un caso bien
conocido es el de la funcién f(x) = |x|, que esta definida de una manera para x > 0 y de otra para
x < 0. Estas funciones son frecuentes en la vida diaria, como se ve en el ejemplo siguiente:

Ejemplo 15: En una cabina telefénica, el costo de una llamada a un celular depende de su
duracion. Por un minuto, o fracciéon de minuto, se pagan $200.

e Escriba la formula que define la funcion costo.
e Haga la gréfica de la funcidn costo.

Solucioén:

e Por cero minutos se paga $0, En el intervalo de tiempo (0,1] (minutos) se paga $200x1, en
el intervalo de tiempo (1,2] (minutos) se paga $200x2 y en el intervalo de tiempo (n — 1, n]
(minutos) se paga $200x n (n es un nimero natural). Por lo tanto la funcion de costo C, del

intervalo de tiempo [0,90) (en minutos) en el conjunto de los nimeros reales, esta definida

0,sit=0
200n,sin—1<t<n
e La gréfica de la funcién costo es:

por la férmula: C(t) = { , donde n es cualquier nimero natural.
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Costo (pesos)
1400 |

1200 | ! o

1000

800

600 |

400 |

200

La funcién costo del ejemplo anterior es un ejemplo de funcién definida a trozos.

Ejercicio 28: Considere la funcion real de variable real definida por la formula:

2,six<-1
fx)=4x*?—-1,si—-1<x<2
—2x+5,six>2

o Determine el dominio de la funcion f.
o Determine el rango de la funcion f.
e Construya la grafica de f.
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Anexo 5. Funciones inyectivas, sobreyectivas y biyectivas.

UNIVERSIDAD ICESI.
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS Y ESTADISTICA

Curso de Algebra y funciones
Material preparado por Carlos A Quintero.

Sesion # 20: FUNCIONES INYECTIVAS, SOBREYECTIVAS Y BIYECTIVAS

Ejemplo 16: Considere la funcién real de variable real definida por la ecuacion f(x) = x3.

¢ Existen dos o mas valores de x que tengan la misma imagen?

Encuentre cinco puntos de la gréfica de f.

Construya la grafica de f.

¢ Es posible trazar una linea recta horizontal que corte la grafica de f en dos o mas
puntos?

Solucioén:

Si f(x;) = f(x,), entonces (x;)° = (x,)® vy, por lo tanto, x; = x, decir, si f(x;) = f(x,),
entonces x; = x,, 0 sea que no existen dos 0 mas valores de x que tengan la misma
imagen.

Como f(0) =0, f(1) =1, f(2) =8, f(—1) = -1, y f(—2) = —8, entonces cinco puntos de
la grafica de f son: (0,0), (1,1), (2,8), (-1,-1),y (-2,-8).

La gréfica de f se presenta a continuacion.
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o De la grafica se concluye que toda recta horizontal corta a la grafica de f en un solo punto
(se representaron dos de estas rectas). Por lo tanto no existe una recta horizontal que
corte la grafica de f en dos o mas puntos.

Definicién 6: Una funcion f es inyectiva (o uno a uno) si a cada par de elementos distintos del
dominio de f, le corresponden imagenes distintas en su rango, es decir, si x; # x, implica que
f(x) # f(x,) o, lo que es equivalente, si f(x;) = f(x,) implica que x; = x, (Curso de légica y
argumentacion: (p=q) =(~g="p)).

La funcion f del ejemplo anterior es inyectiva ¢ Por qué?

El hecho de que x; # x, implique que f(x;) # f(x;), significa que no es posible trazar una recta
horizontal que corte a la grafica de f en dos 0 mas puntos; de ser posible esto, existirian dos
elementos distintos del dominio con la misma imagen.

Por lo tanto, disponemos de un criterio grafico: una funcién real de variable real es inyectiva si, y
solo si, no existe una recta horizontal que corte la grafica en mas de un punto. Este criterio se
conoce como “la prueba de la recta horizontal”.

Tan importante como establecer si una funcién es inyectiva es establecer que una funcién no lo es.
En este caso, una alternativa al criterio grafico es el siguiente: si existen dos valores distintos en el
dominio, x; # x, que tienen la misma imagen, es decir, tales que f(x;) = f(x,) entonces la funcién
NO es inyectiva.

97



Por ejemplo, es facil ver que f(x) = 2x% + 5 no es inyectiva, pues el exponente par en x* ya nos
dice que, por ejemplo, f(—2) = f(2).

Ejercicio 29: Considere la funciéon f, del conjunto formado por los estudiantes del grupo 4 de
Algebra y Funciones, en el conjunto de los nimeros naturales, definida por la férmula f(x) =
Numero de lista de x. Determine si f es inyectiva. Justifique.

Pregunta: Si A y B son conjuntos finitos y f: A - B es una funcion, ¢Qué relacion entre el nimero
de elementos de A y el numero de elementos de B garantiza que f no es inyectiva?

Considere la funcion f, de los reales en los reales, definida por la formula f(x) = x3 (ver el ejemplo
14). El rango de la funcién f, es el conjunto de los numeros reales, es decir, el rango de f es igual
a su codominio. Decimos que esta funcidn es sobreyectiva, de acuerdo con la siguiente definicién:

Definicién 7: Una funcién f de un conjunto A en un conjunto B es sobreyectiva, si el rango de f es
igual al conjunto B, es decir, si su codominio y rango son iguales.

Ejercicio 30: Determine si la funcion del ejercicio 26 es sobreyectiva. Explique. ¢Es inyectiva?
Explique.

Ejercicio 31: Considere la funcion f, de los reales en los reales, definida por la formula f(x) = x2.

o Determine si f es inyectiva. Explique.
o Determine si f es sobreyectiva. Explique.

Es posible, a partir de una funcién f que no es sobreyectiva, obtener otra funcion g, definida por la
misma regla que f y que si es sobreyectiva, haciendo que su codominio sea igual al rango de f.

Ejemplo 17: Considere la funcién f: R - R definida por la féormula f(x) = |x|.

o Demuestre que f no es sobreyectiva.
e ;Como se puede obtener una funcién sobreyectiva a partir de f?

Solucién:

e El codominio de f es el conjunto de los numeros reales, y su rango es el intervalo [0,00).
Como el codominio y el rango de la funcion f no son iguales, entonces la funciéon no es
sobreyectiva.

e La funcién g: R — [0,) definida por g(x) = |x| es una funcion sobreyectiva; se ha tomado
como codominio el rango de la funcion f.

Definicién 8: Una funcién f de un conjunto A en un conjunto B es biyectiva, si y sélo si es inyectiva
y sobreyectiva a la vez.

La funcién de los reales en los reales, definida por la formula f(x) = x3 es biyectiva, porque es
inyectiva y sobreyectiva a la vez.
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Ejemplo 18: Considere la funcién f del conjunto formado por los estudiantes de su grupo de
Algebra y funciones, en el conjunto N de los nimeros naturales, definida por la formula f(x) =
numero de lista del estudiante x.

e Considere una regla g que le asigna al niumero natural n el apellido del estudiante cuyo
numero de lista es n. ¢Es esta regla una funcion de N , el conjunto de los nimeros
naturales, en el conjunto formado por los estudiantes de su grupo de Algebra y funciones?

e Ahora, considere la regla h que le asigna a cada numero t en el rango de la funcién f el
apellido del estudiante cuyo nimero de lista es t, es decir, h(t) = estudiante cuyo nimero
de lista es t, con t en el rango de f. ¢ Define esta regla una funcién? ;Qué relacién hay
entre las reglas f y h?

Solucioén:

e La regla g(n) = estudiante cuyo nimero de listaesn, no es una funcién ya que, por
ejemplo, el numero 50 no tiene imagen ¢ Por qué?

e La reglah, en cambio, define una funcién ya que a cada elemento n del rango de f, le
corresponde una y solo una imagen h(n) en el conjunto formado por los estudiantes de
este grupo. La funcion h “invierte” el efecto de la funcién f.
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Anexo 6. El concepto de funcién inversa.

UNIVERSIDAD ICESI.
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS Y ESTADISTICA

Curso de Algebra y funciones
Material preparado por Carlos A Quintero.

Sesion # 21: EL CONCEPTO DE FUNCION INVERSA

Ejemplo 19: Considere el conjunto A = {Ana, Jaime, Jos ,Luisa, Mar a}, y suponga que Ana, José y
Maria tienen 17 afos, y que Jaime y Luisa tienen 20 afios, y considere la funcion f del conjunto A
en los numeros naturales, definida por f(x) = edad de x,en a os cumplidos.

e Determine si la regla g que asigna al niumero natural n el elemento g(n) = elemento de A
cuya edad en afios cumplidos es n, es una funcion.

e Determine si la regla h definida sobre el rango de f como, h(n) = elemento de A cuya
edad en afios cumplidos es n, es una funcion.

Solucion:

e Laregla g no es una funcion, porque, por ejemplo, g(10) no existe, con lo cual se viola
una de las condiciones para que una regla de asignacion sea funcién. Por otra parte, esta
regla asigna a 17 tres imagenes: Ana, José y Maria, lo cual viola la segunda condicion del
concepto de funcion.

e En cuanto a la regla h, aunque por estar definida sobre el rango de f cada elemento tiene
imagen, en el caso de 17 la imagen es multiple, como se dijo antes: Ana, José y Maria.

Supongamos que la funcion f definida como y = f(x) es inyectiva en su dominio D, y supongamos
que su rango es B. En estas circunstancias, existe una funcién que denotaremos como ™'y que
llamaremos la funcién inversa de f, con esta caracteristica: Si f(x) = y, entonces f~'(y) = x, en
otras palabras, la funcién f~! revierte o deshace el efecto de la funcién f. Antes de considerar un
ejemplo, veamos por qué en las circunstancias mencionadas existe la funcion inversa f‘l: B — A.

En primer lugar, si y es un elemento cualquiera de B entonces y es imagen, mediante f, de algun x
de A, porque B es el rango de f. En segundo lugar, éste x es Unico, porque no hay dos elementos
distintos en 4 que tengan una misma imagen puesto que f es inyectiva. Ahora es facil definir f~*
asi: f'(y) = x si f(x) = y. Tenemos entonces la siguiente definicion:

Definicién 9: Sea f una funcion inyectiva, de dominio A y rango B, y definida por la férmula
f(x) = y. La funcién inversa de f, denotada ™', de dominio B y rango A4, es la funcién definida
por la formula f~*(y) = x para todo y en el rango de f.

Ejemplo 20: Sean D el conjunto de departamentos de Colombia y C el conjunto de las ciudades
capitales de departamento. Es claro que la funcién f:D — C definida por f(x) = la capital de x,
para cada departamento x, es inyectiva y su rango es C. Entonces existe la funcion inversa
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f~':C - D que esta definida, para cada ciudad capital z, como f*(z) =w si y s6lo si w es el
departamento cuya capital es z.

Ejemplo 21: La funcion real de variable real definida por la ecuacidén y = f(x) = x3 es inyectiva
(ver el ejemplo 16). Por lo tanto, tiene funcién inversa f~*. Como el dominio de f = rango de f = al
intervalo (—o, ), entonces (—c, ) es el dominio y el rango de f~*. Pero ;,Cual es la formula que
define a la funcién f~'? La respuesta es de esperar: si f es “elevar al cubo”, y f~* “deshace” el
efecto de f, entonces f~! sera “sacar raiz clbica’. En efecto, para encontrar la férmula que define
a la funcion inversa f~!, se despeja la variable x de la ecuacién y = x3. En este caso se obtiene
x = 3\/5 Por ultimo se hace un cambio de variable; la variable x se sustituye por la variable y, y la
variable y se sustituye por la variable x. Con este cambio de variable se obtiene la ecuacién
y = ¥x . Asi que la formula que define a la funcién £~ es f~1(x) = Vx. Al graficar las funciones f
y f~1, se obtiene:

El hecho de que f(x) = y si y solo si f~*(y) = x, significa que el punto (x, y) pertenece a la grafica
de f siy solo si el punto (y,x) pertenece a la grafica de f~!. Por lo tanto la grafica de f~?, se
puede obtener reflejando cada punto de la grafica de f sobre la recta de ecuacion y = x.
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La siguiente grafica ilustra que al reflejar cada punto de la grafica de la funcién definida por la
formula f(x) = x3, sobre la recta de ecuacion y = x, se obtiene un punto de la gréfica de la funcién

definida por la formula f~*(x) = /x. En particular, al reflejar el punto (—2, —8) de la grafica de f
sobre la recta de ecuacién y = x, se obtiene el punto (-8, —2) de la grafica de .

2x-5
3x+1

Ejercicio 32: Considere la funcion real de variable real definida por la formulay = f(x) =
e Demuestre que si f(a) = f(b), entonces a = b, es decir, demuestre que la funcién f es

inyectiva.
e Encuentre la férmula que define a la funcién 1.
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Anexo 7. Prueba de entrada.

PRUEBA DE ENTRADA

1) Una funcién f esta definida por la formula f(x) = v2x — 1.
a) Halle el dominio de f.
b) Encuentre f(x + 3).
c) Determine el par ordenado (5, £(5)).

2) Determine si la siguiente grafica corresponde a una funcion del intervalo [—3,3]
en el conjunto de los numeros reales. Explique.

3) Considere el conjunto A = {Luis, Enrique, Maria, Ana}. De los elementos de
este conjunto se sabe que Luis y Maria tienen 17 anos, y que Enrique y Ana
tienen 19 afos.

a) Determine si la regla que asigna a cada elemento del conjunto A su edad,
es una funcion del conjunto A en el conjunto N de los numeros naturales.
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4)

5)

6)

b) Determine si la regla que asigna a cada numero del conjunto B = {17, 19},
un estudiante del conjunto A cuya edad sea dicho numero (en afios
cumplidos), es una funcion.

Una pelota de goma se deja caer desde una altura de 70 cm. La altura

alcanzada por esta pelota después de cada rebote, es el 80% de la altura

alcanzada después del rebote inmediatamente anterior.

a) Complete la siguiente tabla:

Numero de 0 1 2 3 n
rebotes
Altura en 70 80
cm 1TO(70)
=56

b) Escriba la formula que expresa la altura h en funcion del numero de rebotes
n.

Construya la grafica de la funciéon del conjunto de los numeros reales en el
conjunto de los nimeros reales, definida por la formula y = f(x) = 4 — x2.

Escriba la formula que define a la funcion f del conjunto de los niumeros reales
en el conjunto de los numeros reales, si su grafica es la siguiente:
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7) La grafica muestra la posicion (en metros) de un cuerpo que se mueve sobre
una linea recta, en funcién del tiempo (en segundos).
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8)

9)

25,

15 ]

05

05 0 ‘05 K 15 P 25

a) Escriba sobre cada uno de los ejes, la variable que representa.
b) ¢Cual es la posicién del cuerpo al cabo de 2 segundos?
c) ¢En qué instantes la posicion del cuerpo es 2 metros?

Se va a construir una caja abierta a partir de una pieza cuadrada de carton, de
24 pulgadas de lado, cortando cuadrados iguales de lado x de las esquinas y
doblando los bordes.

a) Escriba el volumen V de la caja en funcion de x.

b) Halle el dominio de la funcién V (x).

La grafica muestra la posicion de dos cuerpos que se mueven sobre la misma

linea recta en el intervalo de tiempo [0,2] (la grafica f corresponde al cuerpo 1,
y la grafica g corresponde al cuerpo 2).
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a) ¢Cuando la posicion del cuerpo 2 es mayor que 1.5m? ;Y cuando la
posicion del cuerpo 1 es menor que 2 m?

b) ¢Cuando la posicién del cuerpo 1 es menor que la posicion del cuerpo 27?
¢, Cuando la posicion de los dos cuerpos es igual?

c) ¢ Cual fue el aumento de posicion del cuerpo 2 en el intervalo de tiempo
[0.5,2]?

d) ¢Cual fue la velocidad media del cuerpo 1 en el intervalo de tiempo [0,2]?

10)Determine si la siguiente proposicion es verdadera o falsa. Justifique su
decision:
a) “La funcién f: R — {%} R definida por la formula f(x) = % es inyectiva”

b) “La funcién f:R —» R definida por la formula f(x) =2x%*—-4x+1 es
sobreyectiva”
c) “La funcién f:[0,00) — R definida por la férmula f(x) = /x es biyectiva”
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11)Considere la funcidon f: R — [—4,4] cuya grafica es la siguiente:

5]y

a) Determine si f es inyectiva. Explique.
b) Determine si f es sobreyectiva. Explique.
c) Determine si f es biyectiva. Explique.

6x—7

12)Halle la inversa de la funcion f definida por la formula y = f(x) = 7"
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Anexo 8. Matriz de datos cuantitativa para la prueba de entrada aplicada por

primera vez.

v.9

v.8

v.7

v.6

v.5

v.4

v.3

v.2

v.1

U.A

10

11

12
13
14
15
16
17
18
19
20
21

22
23
24
25

26
27

28
29
30
31

32

33
34

35

36
37
38
39
40

109



Anexo 9. Matriz de datos cuantitativa para la prueba de entrada aplicada por

segunda vez.

v.9

v.8

v.7

v.6

v.5

v.4

v.3

v.2

v.1

U.A

10

11

12
13
14
15
16
17
18
19
20
21

22

23
24

25

26
27

28
29
30
31

32
33
34
35

36
37
38
39
40
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Anexo 10. Actividad en clase. Grupo 1.
UNIVERSIDAD ICESI
Algebra y Funciones Profesor: Carlos A Quintero
Fecha: 22 de marzo de 2011.
Actividad en clase. Grupo #1.

Integrantes:

Condiciones: Cada grupo dispone de 15 minutos para resolver el siguiente
problema, y dispone de 10 minutos para socializar su solucidén con el resto de sus
compafieros. Cada grupo debe subir el enunciado y la solucién del problema a la
plataforma moodle.

Problema: De una funcion cuadratica f se sabe que el vértice de su grafica es el

punto (1,—2) y que pasa por el punto (4,16). Escriba la formula que define a la
funcion f.
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Anexo 11. Actividad en clase. Grupo 2.
UNIVERSIDAD ICESI
Algebra y Funciones Profesor: Carlos A Quintero
Fecha: 22 de marzo de 2011.
Actividad en clase. Grupo #2.

Integrantes:

Condiciones: Cada grupo dispone de 15 minutos para resolver el siguiente
problema, y dispone de 10 minutos para socializar su solucién con el resto de sus
compafieros. Cada grupo debe subir el enunciado y la solucién del problema a la
plataforma moodle.

Problema: Obtenga la formula que define a la funcién cuadratica cuya grafica pasa
por los puntos (1,—1), (—1,-3) y (3,9).
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Anexo 12. Actividad en clase. Grupo 3.
UNIVERSIDAD ICESI
Algebra y Funciones Profesor: Carlos A Quintero
Fecha: 22 de marzo de 2011.
Actividad en clase. Grupo #3.

Integrantes:

Condiciones: Cada grupo dispone de 15 minutos para resolver el siguiente
problema, y dispone de 10 minutos para socializar su solucion con el resto de sus
companeros. Cada grupo debe subir el enunciado y la solucion del problema a la
plataforma moodle.

Problema: ¢Qué se puede decir sobre los valores de a, b y ¢ en la expresién
f(x) = ax?® + bx + c, si:

i) El punto (1,1) pertenece a la grafica de f?

ii) El punto (0,6) pertenece a la grafica de f?

iii) El vértice de la grafica de f es el punto (1,1)?
iv) Se satisfacen al mismo tiempo i), ii) y iii)?
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Anexo 13. Actividad en clase. Grupo 4.
UNIVERSIDAD ICESI
Algebra y Funciones Profesor: Carlos A Quintero
Fecha: 22 de marzo de 2011.
Actividad en clase. Grupo #4.

Integrantes:

Condiciones: Cada grupo dispone de 15 minutos para resolver el siguiente
problema, y dispone de 10 minutos para socializar su solucion con el resto de sus
companeros. Cada grupo debe subir el enunciado y la solucion del problema a la
plataforma moodle.

Problema: Determine dos numeros positivos cuya suma sea 100, y la suma de sus
cuadrados sea minima.
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Anexo 14. Actividad en clase. Grupo 5.
UNIVERSIDAD ICESI
Algebra y Funciones Profesor: Carlos A Quintero
Fecha: 22 de marzo de 2011.
Actividad en clase. Grupo #5.

Integrantes:

Condiciones: Cada grupo dispone de 15 minutos para resolver el siguiente
problema, y dispone de 10 minutos para socializar su solucion con el resto de sus
compafieros. Cada grupo debe subir el enunciado y la solucién del problema a la
plataforma moodle.

Problema: Determine el area del rectangulo mas grande que puede inscribirse en
un triangulo rectangulo con catetos de medida 3 y 4 centimetros, si dos lados del
rectangulo estan sobre los catetos.
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Anexo 15. Fotos de presentacion de la prueba de entrada.

116



Anexo 16. Fotos de trabajo en clase.
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Anexo 17. Cuestionario sobre el concepto de funcion.

CUESTIONARIO SOBRE EL CONCEPTO DE FUNCION

1. (6 puntos) La regla de asignacion f definida por la formula f(x) = Vvx + 5 es
una funcién del conjunto de los numeros reales en el conjunto de los
numeros reales.

(O Verdadero.

O Falso.

2. (6 puntos) Si los conjuntos A ={1,2,3,4,5} y B ={a,e,i,o0,u}, entonces la
siguiente regla de asignacién es una funcion del conjunto A en el conjunto
B.

A 1 2 3 4 5

B a e i 0 u

(O Verdadero.

O Falso.

3. (6 puntos) El rango de la funcién f:R — R definida por la férmula f(x) =
|x — 2] es el conjunto de los numeros reales.

O Verdadero.

O Falso.

4. (6 puntos) Si los conjuntos A ={1,2,3,4,5} y B ={a,e,i,o0,u}, entonces la
siguiente regla de asignacion es una funcién del conjunto A en el conjunto

Ul b W N P S
€ © = ® Q Iy
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O Verdadero.

O Falso.

. (12 puntos) De la funcién f: R — [0,00) definida por la férmula f(x) = 2 para
todo x, es correcto afirmar que:

Su rango es Su dominio es Su codominio es
{2} {2} {2}
R R R
[0,00) [0,00) [0,00)

. (7 puntos) El dominio de la funcién real de variable real definida por la
formula f(x) = Vx2 — 4 es:

a. (—o0,—2] U [2,0)

b. (—o0, )

c. (—oo,—2]

d. [2,0)

. (7 puntos) De los elementos de los conjuntos M = {Ana, Maria, Luisa} y
H = {José, Jaime} se sabe que Ana, José y Maria tienen 17 afios, y Jaime y
Luisa tienen 20 afos. La regla que asigna a cada mujer del conjunto M un
hombre del conjunto H que téngala misma edad (si/no) es una funcion del
conjunto M en el conjunto H, pero la regla que asigna a cada hombre del
conjunto H una mujer del conjunto M que tenga la misma edad (si/no) es
una funcién del conjunto H en el conjunto M.
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Anexo 18. Programa del curso de Algebray Funciones.

MATERIA: Algebra y Funciones

CODIGO: 08272

REQUISITOS: Ninguno

PROGRAMAS: Administracion de Empresas, Biologia, Ciencias Politicas, Contaduria y

Finanzas Internacionales, Economia y Negocios Internacionales,
Economia, Disefo Industrial, Disefio de Medios Interactivos, Ingenieria
Industrial, Ingenieria de Sistemas, Ingenieria Telematica, Mercadeo
Internacional y Publicidad, Quimica, Quimica Farmacéutica.

PERIODO ACADEMICO: 2011 -1
INTENSIDAD HORARIA: 5 Horas por semana
CREDITOS 4

1 OBJETIVO GENERAL.

2.1

2.2

23

24

25

26

El estudiante que aprueba este curso estara en capacidad de usar e interpretar correctamente la
notacion simbolica del algebra y de las funciones elementales y de utilizar los conceptos, resultados y
algoritmos propios de estos temas, para resolver ejercicios sobre ellos, y para modelar y resolver
problemas pertinentes de la vida practica y en diferentes contextos, interpretando las soluciones.

OBJETIVOS TERMINALES.
El estudiante que apruebe este curso esta en capacidad de:

Aplicar correctamente las propiedades algebraicas de los numeros reales en los procesos de
simplificacion de expresiones numéricas y algebraicas, que las requieran.

Aplicar correctamente las propiedades algebraicas y de orden de los nimeros reales en la solucion de
ecuaciones y de inecuaciones lineales o cuadraticas, cuando se requieran.

Determinar los elementos asociados a ecuaciones polindbmicas y a su solucion: grado, coeficientes,
factores, raices o ceros, y multiplicidad.

Identificar e interpretar una correspondencia entre conjuntos, expresada en forma grafica o simbdlica,
como una funcion.

Identificar, o determinar, para una funcién dada o construida, los conjuntos asociados a ella: dominio,
codominio, rango y grafica.

Identificar el modelo y= mx + b como la ecuacién de una recta y utilizar o determinar los elementos
relacionados: pendiente, interceptos, paralelismo, perpendicularidad y proporcionalidad.
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2.7

2.8

2.9

2.10

3

Establecer, a partir de una ecuacién general de primero o segundo grado, si la grafica correspondiente
es una recta, una parabola, una circunferencia, una elipse o una hipérbola.

Operar con expresiones de tipo exponencial y logaritmico y utilizarlas para modelar y resolver
problemas y decidir si la solucién es o no razonable.

Utilizar las relaciones trigonométricas en el estudio de identidades basicas, en la solucion de
ecuaciones sencillas y en la determinacion de elementos de triangulos y en la solucion de problemas
relacionados.

Resolver problemas mediante la construccion y solucién de los modelos matematicos que los
representan, decidir sobre lo razonable o no de la solucién y transferir los métodos y las soluciones a
otros contextos.

OBJETIVOS ESPECIFICOS DE FORMACION ACADEMICA.

3.1 UNIDAD 1: Numeros Reales y conceptos fundamentales de algebra (3 semanas).

3.1.1

3.1.2

3.1.3

3.14
3.15

Determinar a cual o a cuales subconjuntos del conjunto de los numeros reales pertenece un nimero
real dado.

Enunciar, escribir y utilizar correctamente las propiedades de la suma y de la multiplicacién de
nuameros reales.

Enunciar, escribir y utilizar correctamente las propiedades de la potenciacion y de la radicacion de
nuameros reales.

Hallar o establecer equivalencias entre formas decimal, fraccionaria y porcentual de un real dado.
Utilizar correctamente las propiedades de los numeros reales en la manipulacion y simplificacion de
expresiones algebraicas.

Utilizar la relacion de orden en los nimeros reales para establecer precedencia o igualdad entre dos
numeros dados, y ubicar correctamente numeros reales en la recta numérica.

Enunciar y escribir correctamente la definicion y las propiedades del valor absoluto de un numero
real.

Utilizar adecuadamente las formas equivalentes de representacion de intervalos de nimeros reales
y decidir si un nimero real dado pertenece o no a un intervalo dado

Resolver problemas de aplicacion con las operaciones estudiadas (entre ellos, problemas de
porcentajes) y escribir e interpretar la respuesta en cada caso.

3.2 UNIDAD 2: Ecuaciones, desigualdades y desigualdades con una variable (3 semanas).

3.2.1

322
323

324
3.25
3.2.6

Identificar y diferenciar los conceptos de igualdad, identidad, ecuacion, desigualdad y desigualdad
con una variable.

Definir solucién de una ecuacién y decidir si un nimero dado es o no solucién de una ecuacién dada.

Definir solucion de una desigualdad con una variable y decidir si un nimero dado o un conjunto
dado de numeros son o no solucion de la misma.

Resolver ecuaciones lineales en una variable y resolver problemas de aplicacion relacionados.
Resolver ecuaciones cuadraticas en una variable y resolver problemas de aplicacion relacionados.

Resolver sistemas formados por una ecuacion lineal en dos variables y una ecuacion cuadratica en
dos variables.

125



3.2.7

3.2.8

3.2.9

3.2.10
3.2.11

Hallar la solucion grafica de ecuaciones lineales en dos variables y resolver problemas de aplicacion
relacionados.

Hallar la solucién grafica de ecuaciones en dos variables de la forma y = ax? +bx+c vy resolver
problemas de aplicacion relacionados.

Resolver ecuaciones que involucren algunos de los siguientes elementos: radicales, potencias
cubicas, valor absoluto, soluciones complejas con parte imaginaria.

Resolver desigualdades cuadraticas.
Resolver desigualdades lineales, que involucran valor absoluto.

3.3 UNIDAD 3: Polinomios y Teorema Fundamental del Algebra (1.5 semanas).

3.3.1
3.3.2

3.33
3.34
3.35
3.3.6

3.37

Enunciar correctamente las definiciones de polinomio en una variable y de polinomio cero o nulo.

Identificar el grado y los coeficientes de un polinomio dado y su valor para valores dados de la
variable.

Definir cero o raiz de un polinomio y utilizar adecuadamente el concepto.

Efectuar operaciones de suma, resta, multiplicacion y division entre polinomios.

Utilizar correctamente la técnica de la division sintética.

Enunciar los teoremas del residuo y del factor y utilizarlos para factorizar polinomios y para identificar
la multiplicidad de las raices.

Enunciar el Teorema fundamental del Algebra y resolver ejercicios y problemas de aplicacion que lo
involucren.

3.4 UNIDAD 4: Funciones: conceptos generales y conjuntos asociados a una funcion (3 semanas).

3.4.1
342

343
344

345
346

347

Identificar correspondencias funcionales entre conjuntos.

Definir dominio, codominio, rango y grafica de una funcion y establecer tales conjuntos en algunos
casos dados.

Utilizar e interpretar adecuadamente la notacion simbdlica asociada al concepto de funcién.
Construir e interpretar graficas que describan alguna funcidon dada (en particular, funciones del tipo:
f(x)=ax® + bx + ¢, f(x)=|x| y f(x)=(x)"?

Clasificar una funcion dada como inyectiva, sobreyectiva o biyectiva.

Resolver problemas de aplicacion que involucren el concepto de funcién y sus diferentes
representaciones.

Utilizar operaciones algebraicas basicas para encontrar la inversa de una funcion inyectiva
restringida a su rango.

3.5 UNIDAD 5: Funcion Lineal (1.5 semanas).

3.5.1

352

3.5.3

Identificar e interpretar la pendiente y el intercepto en una expresion de la forma y=mx+b y
construir la respectiva representacion grafica.

Llevar una expresion de la forma y = mx+ b a una expresion equivalente de la forma Ax+Cy+D=0, o
llevar una expresion de la forma Ax+Cy+D a la forma y = mx+b.

Responder dos tipos de preguntas referentes a una linea recta cuya ecuacién se conoce: i)

determinar puntos que pertenezcan a la recta vy ii) decidir si un punto dado pertenece a la recta.
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3.54  Determinar la pendiente y el intercepto de una linea recta cuya representacion grafica se ha dado.

3.5.5  Determinar la ecuacion una linea recta a partir de dos tipos de informacion sobre ella: i) dos puntos
que pertenecen a la recta y ii) un punto que pertenece a la recta y la pendiente de la recta.

3.5.6 Identificar la proporcionalidad directa con el modelo lineal y = mx y resolver problemas de aplicacion
relacionados con el concepto de proporcionalidad directa.

3.5.7 Identificar las relaciones de paralelismo y perpendicularidad entre dos rectas dadas, a partir de las
relaciones entre sus respectivas pendientes.

3.5.8  Resolver ejercicios y problemas de aplicacion relacionados con los conceptos de paralelismo y
perpendicularidad.

3.6 UNIDAD 6: Analisis de la ecuacion general de la forma Ax? + By? +Cx+ Dy +E =0 (1 semana).
3.6.1 Utilizar herramientas de algebra basica para llevar una ecuacidon general de la forma

A +By?+Cx+Dy+E=0 a aguna de las formas candnicas: y-k=c(x—h)’,

«h=c(y—K). %Z(yb;zk):m _(%h)ﬁ%z:x @2_(2—2")

2

=1

5+%:1 o ax+by+c=0.

a

3.6.2 Identificar las graficas asociadas a cada una de las formas candnicas descritas en el item anterior e
identificar, segun el caso, los elementos principales de la grafica: vértice, centro, eje principal de
simetria, radio, pendiente e intercepto.

3.6.3 Resolver analitica o graficamente, segun el caso, problemas de intercepciéon entre dos curvas
representadas por la ecuacion general de la forma Ax? +By® +Cx+Dy+E =0 o por sus formas

canonicas equivalentes.

3.7 UNIDAD 7: Expresiones exponenciales y logaritmicas (1.5 semanas).
3.71 Identificar expresiones de la forma Yy = a*, con a>0, como funciones exponenciales, describiendo

claramente su dominio, su codominio, su rango y su grafica.

3.7.2 Utilizar las propiedades algebraicas de la potenciacion de ndmeros reales para simplificar y operar
con funciones exponenciales.

3.73 Identificar comportamientos de crecimiento o decrecimiento exponencial y representarlos

adecuadamente con el modelo Y =a*

3.74  Relacionar la expresion logaritmica y=Ilogg x con su forma exponencial equivalente: X = a’, e

identificar la funcion logaritmica y =logy x, describiendo claramente su dominio, su codominio, su
rango y su grafica.

3.75 Utilizar las propiedades algebraicas de la potenciacion de numeros reales para simplificar y operar
con funciones logaritmicas.

3.7.6  Utilizar adecuadamente una calculadora cientifica para calcular exponenciales y logaritmos en
cualquier base admisible.

3.7.7  Resolver ecuaciones que involucren exponenciales y logaritmos.
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3.7.8

3.8
3.8.1
3.8.2

3.8.3
3.84

3.85

3.8.6
3.8.7

Resolver problemas que involucren modelacion con funciones exponenciales.

UNIDAD 8. Trigonometria (1.5 semanas).
Identificar las razones trigonométricas definidas en un triangulo rectangulo.

Deducir por construcciones geométricas basicas las razones trigonométricas de angulos notables con
valores como 30, 45 o 60 grados.

Deducir por construcciones geométricas basicas algunas identidades trigopnométricas fundamentales.

Identificar las relaciones trigonométricas definidas en un circulo unitario ubicado en un sistema
cartesiano de coordenadas rectangulares, y extrapolarlas por semejanza y congruencia de triangulos,
a circulos de cualquier radio y a angulos no agudos, positivos 0 negativos.

Establecer la correspondencia entre la medida de un angulo en grados y su medida equivalente en
radianes, y utilizar la ubicacion del angulo en el sistema coordenado para determinar el valor de sus
razones trigonométricas.

Identificar las férmulas que aplican a las razones trigonomeétricas de la suma de angulos.
Resolver, para la variable @ en radianes, ecuaciones de la forma E(9) =k, donde E representa

alguna de las razones trigonométricas y k es un nimero real conocido.
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Anexo 19. Funcion inyectiva, sobreyectiva y biyectiva 1.
UNIVERSIDAD ICESI
Algebra y Funciones Profesor: Carlos A Quintero
Fecha: 24 de marzo de 2011.
Actividad en clase. Grupo #1.

Integrantes:

Condiciones: Cada grupo dispone de 15 minutos para resolver los siguientes

ejercicios, y dispone de 10 minutos para socializar su solucién con el resto de sus
companeros.

1) Considere la funcién f: R — R cuya grafica es la siguiente:
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f

a) Determine si f es inyectiva. Explique.
b) Determine si f es sobreyectiva. Explique.
c) Determine si f es biyectiva. Explique.

2x+3

2) Considere la funcion f:R—{g}eR definida por la formula f(x) =
Determine si f es inyectiva.
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Anexo 20. Funcidn inyectiva, sobreyectiva y biyectiva 2.
UNIVERSIDAD ICESI
Algebra y Funciones Profesor: Carlos A Quintero
Fecha: 24 de marzo de 2011.
Actividad en clase. Grupo #2.

Integrantes:

Condiciones: Cada grupo dispone de 15 minutos para resolver los siguientes

ejercicios, y dispone de 10 minutos para socializar su solucién con el resto de sus
companeros.

1) Considere la funcién f: (—,3] - R cuya grafica es la siguiente:
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a) Determine si f es inyectiva. Explique.
b) Determine si f es sobreyectiva. Explique.
c) Determine si f es biyectiva. Explique.

x2

2) Considere la funcion f: R —» R definida por la formula f(x) = a1

Determine si

f es inyectiva.
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Anexo 21. Funcidn inyectiva, sobreyectiva y biyectiva 3.
UNIVERSIDAD ICESI
Algebra y Funciones Profesor: Carlos A Quintero
Fecha: 24 de marzo de 2011.
Actividad en clase. Grupo #3.

Integrantes:

Condiciones: Cada grupo dispone de 15 minutos para resolver los siguientes

ejercicios, y dispone de 10 minutos para socializar su solucién con el resto de sus
companeros.

1) Considere la funcién f: R —» [—3,3] cuya grafica es la siguiente:
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a) Determine si f es inyectiva. Explique.
b) Determine si f es sobreyectiva. Explique.
c) Determine si f es biyectiva. Explique.

2) Considere la funcién f:R - R definida por la formula f(x) = —x3+ 1.
Determine si f es inyectiva.
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Anexo 22. Funcidn inyectiva, sobreyectiva y biyectiva 4.
UNIVERSIDAD ICESI
Algebra y Funciones Profesor: Carlos A Quintero
Fecha: 24 de marzo de 2011.
Actividad en clase. Grupo #4.

Integrantes:

Condiciones: Cada grupo dispone de 15 minutos para resolver los siguientes

ejercicios, y dispone de 10 minutos para socializar su solucidén con el resto de sus
companeros.

1) Considere la funcién f: R — R cuya grafica es la siguiente:
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a) Determine si f es inyectiva. Explique.
b) Determine si f es sobreyectiva. Explique.
c) Determine si f es biyectiva. Explique.

2) Considere la funcion f:(—o,—1] - R definida por la férmula f(x) = —3x2 —
6x + 1. Determine si f es inyectiva.
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Anexo 23. Funcidn inyectiva, sobreyectiva y biyectiva 5.
UNIVERSIDAD ICESI
Algebra y Funciones Profesor: Carlos A Quintero
Fecha: 24 de marzo de 2011.
Actividad en clase. Grupo #5.

Integrantes:

Condiciones: Cada grupo dispone de 15 minutos para resolver los siguientes

ejercicios, y dispone de 10 minutos para socializar su solucién con el resto de sus
companeros.

1) Considere la funcién f: R — R cuya grafica es la siguiente:
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_5_

a) Determine si f es inyectiva. Explique.
b) Determine si f es sobreyectiva. Explique.
c) Determine si f es biyectiva. Explique.

2) Considere la funcion f:[—1,0] - R definida por la férmula f(x) = |x]|
Determine si f es inyectiva.
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Anexo 24. Obtencién de un modelo cuadratico.
UNIVERSIDAD ICESI
Algebra y Funciones Profesor: Carlos A Quintero
Fecha: 22 de marzo de 2011.
Discusion en clase (introduccion)
Problema: Considere todos los rectangulos que tienen perimetro de 10 metros.

e Complete la siguiente tabla:

Base (m) 3 1,5 X
Altura (m) 1 y
Perimetro 2(3)+2() 2()+2()

(m) =10 =10 =10 =10 =10
Area (m?) ) )= Q=1 19)0)= | ()= ()0)

e Escriba la formula que permite obtener el area A del rectangulo en funcion
de la base x.

e Determine el dominio admisible de la funcién A(x).

e Construya la grafica de la funcion A(x).

e Determine las dimensiones de aquel rectangulo que tiene mayor area, y
calcule esta area maxima.

e Verifique su resultado con la actividad interactiva disefiada por su profesor y
que utiliza el programa GeoGebra.
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Anexo 25. Area de un rectangulo de 10 metros de perimetro, en
funcion de su base.
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Anexo 26. Lectura e interpretacion de una gréfica 1.
UNIVERSIDAD ICESI
Algebra y Funciones Profesor: Carlos A Quintero
Fecha: 15 de marzo de 2011.

Actividad en clase.

En la grafica se muestra la posicion de dos cuerpos que se mueven sobre la
misma linea recta en el intervalo de tiempo [0,4] (la grafica f corresponde al cuerpo
1, y la gréfica g corresponde al cuerpo 2).

Posicion (m)

Tiempo (seg)
3 2 -1 0 1 2 3 4 "5 "6 7 "8

e ,; Cual es la posicién del cuerpo 2 cuando ha transcurrido 1 segundo?

e ;Cual es la posicién del cuerpo 1 cuando han transcurrido 3 segundos?
e ;En qué instantes la posicion del cuerpo 1 es 8 metros?

e ;En qué instante la posicién del cuerpo 2 es 9 metros?
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¢, Cuando la posicion del cuerpo 2 es mayor que 9 metros?

¢, Cuando la posicion del cuerpo 1 es mayor que 8 metros?

¢,Cuando la posicion del cuerpo 1 es mayor que la posicion del cuerpo 27

¢, Cuando la posicion de los dos cuerpos es la misma?

¢, Cual fue la disminucién de posicién del cuerpo 1 en el intervalo de tiempo
[2,3]?

¢En qué intervalo la posicién del cuerpo 1 es creciente?

¢, Cual es la posicion maxima del cuerpo 1?
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Anexo 27. Prueba de la recta vertical.
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Anexo 28. Dominio y rango de una funcién a partir de su gréfica.
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Anexo 29. Lectura e interpretacion de una gréfica 2.
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Anexo 30. Altura de una pelota en funcion del numero de rebotes.
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Anexo 31. Gréfica de la funcion f(x)=sqrt(x>-16).
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Anexo 32. Evidencia trabajo en grupo.
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Anexo 33. Correo enviado desde la plataforma Moodle.

149



Anexo 34. Dominio y rango de la funcion f(x)=IxI.
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Anexo 35. Suma de los angulos de un poligono en funcién del niamero
de lados.
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Anexo 36. Nimero de saludos en funcion del nUmero de asistentes.
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Anexo 37. Dominio y rango de una funcion constante.
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Anexo 38. Cuota por persona para comprar un balén en funcion del
namero de personas.

154



Anexo 39. Temperatura marcada por un termometro en funcion de su
altura.
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Anexo 40. Costo de una ventana cuadrada en funcién de su lado.
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Anexo 41. Comparacion del costo del alquiler de dos fotocopiadoras,
en funcion del nUmero de copias.
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Anexo 42. Construccion de una caja abierta a partir de una lamina
cuadrada.
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Anexo 43. Prueba de larecta horizontal.
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Anexo 44. Construccion de la graficade lainversa de una funcion, a
partir de la grafica de ésta.
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Anexo 45. Objetivos y estrategias didacticas para la sesiéon # 16.

Sesién # 16: Funciones. Definicion y conceptos relacionados.
Fecha de ejecucion: 10 de marzo de 2011.

Objetivos:
e Determinar cuando una regla de asignacién entre los elementos de dos
conjuntos es una funcién.
e Definir dominio, codominio y rango de una funcion.
e Dar significado a los simbolos propios de la notacién funcional.
e Obtener modelos a partir de una tabla de valores de una funcién.

Estrategias didacticas empleadas:

e Se subid a la plataforma Moodle un cuestionario sobre el concepto de
funcion (Anexo 17), el cual resolvieron los estudiantes previamente a esta
sesion de clase. El cuestionario incluyd preguntas de verdadero o falso,
multiple opcién y apareamiento.

e Se abrié un foro en la plataforma mencionada, en el cual el estudiante
consignd sus dudas sobre las preguntas formuladas en el cuestionario,
corrigio las preguntas mal desarrolladas e hizo un comentario a lo
consignado por uno de sus companeros.

e El desarrollo de esta sesion de clase inici6 con una discusion sobre el
cuestionario y el foro. También se discutieron los ejemplos 3, 7 y 8; y los
ejercicios 6, 7 y 16 del material didactico escrito por el autor de este trabajo.
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Anexo 46. Objetivos y estrategias didacticas para la sesiéon # 17.

Sesion # 17: Grafica de una funcion.

Fecha de ejecucion: 15 de marzo de 2011.

Objetivos:

Construir la grafica de una funcion.

Utilizar “La prueba de la recta vertical” para determinar si la grafica de una
relacién corresponde a una funcion.

Determinar a partir de la grafica de una funcién real de variable real, su
dominio y su rango.

Leer e interpretar graficas de funciones.

Construir la grafica de una funcién real de variable real que satisfaga ciertas
condiciones dadas.

Estrategias didacticas empleadas:

El autor de esta trabajo elaboré nueve actividades interactivas con el
programa GeoGebra, a saber, prueba de la recta vertical (Anexo 27),
dominio y rango de una funcién a partir de su grafica (Anexo 28), lectura e
interpretacion de graficas (Anexo 29), Altura de una pelota en funcién del
numero de rebotes (Anexo 30), grafica de la funcién f(x)=sqrt(x*>-16) (Anexo
31), dominio y rango de f(x)=Ixl (Anexo 34), suma de los angulos de un
poligono en funcién de sus lados (Anexo 35), numero de saludos en funcién
del numero de asistentes (Anexo 36) y dominio y rango de una funcion
constante (Anexo 37).

Se hizo un trabajo de lectura e interpretacion de una grafica (Anexo 26).
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Anexo 47. Objetivos y estrategias didacticas para la sesion # 18.

Sesidén # 18: Algunos problemas en que intervienen funciones.

Fecha de ejecucion: 17 de marzo de 2011.

Objetivos:

Resolver problemas de aplicacion que involucren el concepto de funcién.
Establecer relaciones entre las distintas representaciones de una funcion.
Expresar una variable que depende de dos variables independientes, en
funcién de una sola variable independiente, y hallar el dominio admisible de
la funcion de una sola variable independiente.

Estrategias didacticas empleadas:

Se resolvieron tedricamente los ejercicios 21 a 25 que se proponen en el
material didactico escrito por el autor de este trabajo.

Se verifico la solucién obtenida en cada uno de los ejercicios 21 a 25 con el
empleo de cinco actividades con el programa GeoGebra, a saber, cuota por
persona para comprar un balén en funciéon del numero de personas (Anexo
38), temperatura marcada por un termémetro en funcion de su altura
(Anexo 39), costo de una ventana cuadrada en funcién de su lado (Anexo
40), comparacion del costo del alquiler de dos fotocopiadoras en funcién
del numero de copias (Anexo 41) y construccién de una caja abierta a partir
de una lamina cuadrada (Anexo 42).
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Anexo 48. Objetivos y estrategias didacticas para la sesion # 19.

Sesion # 19: Funcion cuadratica. Funciones definidas a trozos.

Fecha de ejecucion: 22 de marzo de 2011.

Objetivos:

Identificar una funcion cuadratica.

Construir la grafica de una funcion cuadratica.

Determinar el valor maximo o minimo de una funcién cuadratica.

Obtener un modelo cuadratico a través del establecimiento de relaciones
entre las variables presentes en un problema.

Determinar la funcion cuadratica que satisface ciertas condiciones dadas.
Construir la gréafica de funciones definidas a trozos.

Estrategias didacticas empleadas:

Se complet6 una tabla de valores que relacionaba el largo, ancho y area de
un rectangulo de perimetro 10 metros, para obtener el modelo cuadratico
que permite encontrar el area de todos los rectangulos de perimetro 10
metros, en funcién de la longitud de su base y escoger entre todos éstos el
rectangulo de mayor area (Anexo 24).

Se verifico la solucion del problema anterior con una simulacién construida
con ayuda del programa GeoGebra (Anexo 25).

Se formaron grupos, y a cada uno de ellos se les asigné un problema de
aplicacion de la funcion cuadratica (Anexos 10 a 14). Cada grupo envié a
través del correo que esta en la plataforma Moodle, la formulacion y
solucion dada al problema al resto de sus compafieros y al profesor
(Anexos 32y 33).

Se discutieron el ejemplo 15 y el ejercicio 28 del material didactico.
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Anexo 49. Objetivos y estrategias didacticas para la sesién # 20.
Sesion # 20: Funciones inyectivas, sobreyectivas y biyectivas.
Fecha de ejecucion: 24 de marzo de 2011.

Objetivos:
e Clasificar una funcién dada como inyectiva, sobreyectiva o biyectiva.
e Ultilizar “La prueba de la recta horizontal” para determinar si una funcién es
inyectiva.
e Demostrar que una funcion, dada la formula que la define, es inyectiva.

Estrategias didacticas empleadas:
e Se empled una actividad interactiva construida con el programa GeoGebra,
a saber prueba de la recta horizontal (Anexo 43).
e Se propusieron algunas funciones para que por grupos, los estudiantes las
clasificaran como inyectivas, sobreyectivas o biyectivas (Anexos 19 a 23).
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Anexo 50. Objetivos y estrategias didacticas para la sesiéon # 21.
Sesion # 21: El concepto de funcion inversa.
Fecha de ejecucion: 29 de marzo de 2011.

Objetivos:
e Utilizar las operaciones algebraicas basicas para encontrar la inversa de
una funcién inyectiva.
e Construir la grafica de la inversa de una funcion inyectiva, a partir de la
grafica de ésta.

Estrategias didacticas empleadas:
e Se empled una actividad interactiva construida con el programa GeoGebra,
a saber, construccion de la grafica de la inversa de una funcién, a partir de
la grafica de ésta (Anexo 44).

166



