
sin 20 = 0 si 26 - n , es decir ,6 = jt/2 

KI2 JsxìIB 
Area - ¡ jdydx = \\rdrdQ = 2 j } rdrdfl - 1 

G Gì o o 

Ejemplo .Mostrar que el àrea encerrada por el gràfico de r - cos30 viene dado por fig 123 

cos30 =0 si 30 = n!2 , es decir ,6 = JT/6 

x/6 cos38 

Area =}| dydx = \\rdrd6 - 6 J } rdrdfl -
Q Gì 0 0 

Ejemplo .Mostrar que el área encerrada por el gráfico de r = eos 26 viene dado por figl24 
y 

r=cosiO 

f i g u r a 124 

eos 26 =*0 si 26 = ff/2 , es decir ,6 - jt/4 

K/4 eos 26 

Area =\\dydx = fjr¿/r¿?e - 8 } J rdrdfl - \n. 
Q Gi o o 

Ejercicios 

1 . Hallar el área de la región limitada por los gráficos de y =2x 2 ,Y » X 2 , J C = y2,x = 4y2 primer 
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cuadrante. 
2. Hallar el àrea de la región limitada por los gráficos de y = x , y = -x +4 , y = -x -t-2 , y = 0. 
3. Hallar el àrea de la región limitada por los gráficos de y = x +1 , y = x -3 , y =--| + j , y 

—f + 5 
4. Hallar el àrea de la región limitada por los gráficos dexy=l , xy = 4 , y = 1 , y = 4 primer 

cuadrante 
5 .Hallar el àrea de la región limitada por los gráficos de xy — 1 , xy = 2 , x = 1 , x - 4 primer 

cuadrante 

Volúmenes. 

Recordemos que á f(x,y)-g(x,y) > 0 entonces 

A*J>) 
V(S) -}{(/(*,>•) - g(x,y))dxdy « JJ( ¡ dz)dxdy = JJJdzdxdy. 

Q Q gteo>) S 

Ejemplo 1 .Hallar el volumen del sólido limitado por el gráfico de z = 8-x2-y2 , z = x2+y2 figl26 

= 8 - x2 -13 

f i gura 12 6 

Igualando las ecuaciones tenemos que x2+y2 = 4 es su intersección ,pues 8-x2-y2 = x2+y2 luego 
x2+y2 = 4 

de z <= x2+y2 entonces rcos<p =r2 sin2<p y de aqui r =coscp/sin2qj. 

de z = 8-x2-y2 entonces rcos<p = 8 - ir2 eos26 sin2(p + r2 sin20 sin2<p) =8 - r2 sin2<p luego 
r2 sin 2<p + reos cp - 8 = 0 y despejando r,obtenemos 

r — i -cosq?+ Jcos2cp + 32sin2<p í/2sin2q> = /(?>) 
2 J^P S-x2-y2 2n 2 8-r2 

luego V(S) = \\\ dzdxdy = J J } dzdydx = j } } rdzdrdtf = 16« 
S '2-j4^P i V 0 0 r2 

2x arctanl/2 fljp) 2x x!2 costplsm2® 
[ r2 shupdrdípdd + J J J r2 $m<pdrdq>dd 

0 0 0 0 arctanl/2 0 

Ejemplo 2 .Hallar el volumen del sólido limitado por el gráfico de x2+y2 -+ z2 =4 , z2 = x2+y2 

interior al cono figl27 
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x2+y2 + z2 - z2 + z2 - 2z2 «= 4 , luego z = ± ¿lenteces x2+y2 es la curva de intersección 
tan<¡£> °= yfllyfl = 1 ,entonces <p • artan 1 - %¡A y asi 

V(S) * jjjdzdxdy - J f J dzdydx + J J J dzdydx 

7x Jl J^P 2x •/! -r 2k 2 jt/4 
| f J rdzdrdí? + J J J r d z d r d f ? — + f jr - j J J r2 sin q>d<pdrd9 + 
0 0 r 0 0 ^ ^ ^ O O O 
2?t 2 x 
J J J r2sintpdq>drdd. 
O 0 3*M 

Ejemplo 3 .Hallar el volumen del sólido limitado por el gráfico de x2+y2 + z2 =4 , z2 - x2+y2 

fiiera del cono figl28 

si x2+y2 = 2 entonces r2sin2<p - 2 luego r - /2/smq) 
J2 ¿2=P JPÍP -J2 Ja^P 

V ( S ) - \ \ \ d z d x d y = J } f dzdydx + J J J dzdydx + 

s ^ ^ -&P -JP& ^ ^ ~2 

| J J dzdydx+ } f J dzdydx+J J J dzdydx-

68 



2 x J l r 2k 2 JA^P 2jt 2 3*/4 
J } J rdzdrdi9 + J } f rdzdrdó» — J J J r2 s m y d y d r d e 
0 0 -r 0 0 0 N!A 

Ejemplo 4 .Hallar el volumen del sólido limitado por el gráfico de x2+y2 •+ z2 =16 , 4 = x2-t-y 
interior al cilindro 

figura 129 

x2+y2 + z2 = 4 + z2 = 16 entonces z = ± JTÍ . tanq> = 2IJTÍ = luego q> = jc/6. 
2 J^P </l 6-*¿-y2 2k2 VI 6-r2 2ff*/6 4 

V(S)~ JJJífefcrfy = { | { dzdydx = J J J rdzdrdfl = J J ¡ x2 smydrdcpdd + 
s -2 o o 0 0 0 

2*5«/6 2/sin<p 2® Í 4 
r2sm<p<ir<i<¡E>í#? + J J J r2 smq>drdq)dd 

0 jr/6 0 0 5K/6 0 

Ejemplo 5 .Hallar el volumen del sólido limitado por el gráfico de x2+y2 + z2 =8 y 2z= x2+y 
(interior al paraboloide) figl30 

Solución . La curva de intrsección es x2-t-y2 = 4 ,en el plano z = 2 ,pues x2+y2 + z2 = 2z + z 
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,es decir, z2+2z-8 = (z+4)(z-2) = O ,de donde z =2 . 

V(S) = JJJífeoMv = } } J dzdydx = J J J rdzdrdtf = - f j i + f x / Z = 
^ ~2 (í3Vy2 0 0 ¿n. 

2k «/S jt/4 2JT JT/2 ĉosgiysin2.? 
J r2sin<prf<pdrd¡0 + J J | r2 $m(pdrdq>dQ 

0 0 0 0 k/4 0 

Ejemplo 6 .Hallar el volumen del sólido limitado por el gráfico de (x2+y2 + z2 )2=z ( x2+y2) 
Solución . La ecuación de la superficie en coordenadas esféricas es r = cos<psin<p y como Q no 
aparece toma el máximo valor ;es dcir ,0 < 6 < 2n ,y 0 < <p < ntl ya que z > 0 y asi 

2n nl2 (eosy)sin29 
V(S) = ¡¡¡dzdxdy = j J j i2 smq>drd<pdd = JL* 

s 0 0 0 

Ejemplo 7 .Hallar el volumen del sólido limitado superiormente por por el gráfico de z = y e 
inferiormente por 
z = x2+y2 fig 131 

Solución .Como z = y y z = x2+y2 entonces la curva de intersección es y = x2+y2 luego 
sr sinSrsinfl n ntl (eos«))/sin29 

V(S) = \\\dzdxdy = j J J rdzdrdB = = j J } r2 smcpdrdcpdd no 
S 0 0 ¿ 0 t/4 0 

Ejemplo 8 .Hallar el volumen del sólido que esá dentro de x2+y2 + z2 =16 y dentro del cilindro 
16= x2+y2 

4 J2x-x¿ JlS-x^-y2 n/2 4cos0 JWP 
Solución . V(S) = jjjdzdxdy - J J { dzdydx= J } } rdzdrdtf 

S -nl2 0 

na Acose /16-r2 

= 512 „ 2 J | | r d z d r d 0 = 

0 0 -JwP 
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XÍ2 X/2 (4coseysmy ir/2 sm_1(coáS)4 
r2 sin (pdrd<pdd + J J" Jr2 smcpdrdcpdd 

_ O sin"'(eos 8) 0 0 0 0 
_ 128 „ _ 512 

T " 

Ejemplo 6 .Hallar el volumen del sólido limitado por el gráfico de x2+y2 = 2x , x2+y2 = 2z, z = 0 
133 

figura 

Solución . 
2 J2x-x2 (X2V)/2 k!2 2COS0 r2/2 

= = J J j dzdydx = J J J rdzdrdS = j n 
S 0 0 -xl2 0 0 

Ejemplo 6 .Hallar el volumen del sólido limitado por el gráfico de z = 16-Jx2 + y2 y z = 7 .figl34 

z = l f i -Vx 2 +I a 

i*, n 

figura 134 

Solución .Como z =» 16-^x2 + y2 y z = 7 entonces 7 = 16-Jx2 •+y2 y asi x 2 + y 2 = 81 es la curva de 
intersección 

9 JSl-z2 16-JP+? 2x 9 16-r 
/ w e g o V(S) = JJ\dzdxdy - J } { d z d y d x — J J J r d z d r d f l = 243«: = 

5 7 0 0 7 
2N arctan(9/7) 16/(cosij)+siniíi) 

r2 sin q>drd(pdd no 
0 0 71 tos ip 
La ecuación z = 16-̂ JC2 + y2 en esféricas es r = 16/(cos<p + sin 9) 

Ejemplo 6 .Hallar el volumen del sólido limitado por el gráfico de x2 + y2 = R2 , y ¿c2 + z2 = i?2 
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R JR2-*2
 JR2-X2 

Solución V(S) = ^dzdxdy = | J J dzdydx= 

Ejemplo 7 .Hallar el volumen del sólido limitado por el gráfico de x2 + y2 = 1 
( exterior a x2 + y2 = l),je2+jy2 = 4 , (interior a x2 +y2 - 4) , z = 0 y z = 4 f i g l 3 6 

-1 j í 1 ? 4 
Solución . Solución V(S) = Jjjdzdxdy = | | | dzdydx + 

S ~2 0 

-1 -Jí-x2 4 -1 t^j? 4 2 VÍsc1 4 
| dzdydx + J | J dzdydx+J | J dzdydx = 

-1 _,/4iF o -1 o 1 o 

2x2 4 2s arctan 1/24/cos<p 2k jt/2 4/sin«) 
| JJrdzdrdS = 12n— | J J r2 sin (f>átdq)dd->r | | | r2 sin (pdidq>dd no 
0 1 0 0 0 0 0 arctan 1/2 0 

Ejemplo 8 .Hallar el volumen del sólido limitado por el gráfico r = 2 y r = 2 /2 eos<¡p (común) 
figl37 

Solución . Como r = 2 y r = 2/2cos<jp entonces 2,/2 eos<¡p = 2 y de aqui q> = JT/4. 
Las ecuaciones r = 2 y r = 2V2cos<p equivalen a x2+y2 + z2 = 4 y x2+y2 + (z - / 2 ) 2 = 2 en 
coordenadas cartesianas,luego 

2«: jt/4 2 2tt jt/2 2̂ 2 eos 
Solución V(S) = Jll dzdxdy = | | | r2 sin | | | r2 sin (pdrdcpdd 

S 0 0 0 0 JT/4 0 

2» «Â r7 

= - 2ny/2 + -^-JT - | | | rdzdrdd =-2nJ2 + 
0 0 ./s-JS? 

Centro de masa,centroide y momentos 

Sabemos que si Q es una región del plano su masa viene dada por 
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m(Q) = D-̂ 4 (densidad por area) y si Q es un sólido m(Q) => D«F (densidad por volumen) luego 

m(Q) p(x,y)dxdy si p(x,y) es la densidad en cualquier punto de Q y 
Q 

m(S) «=JJj p(x,y,z)dzdydx si p(x,y,z) es la densidad en cualquier punto del sólido 
sr 

Las coordenadas del centro de masa y los momentos vienen dadas por : 

* - TÍ1 " 7ñ \\xp{x,y)dxdy y = - i J|yp(x,y)dxdy 
D D 

h - ¡¡y2 p(x,y)áxdy Jy - ¡¡x2 p(x,y)áxáy , I0 - JJ(x2 +y2) p(x,y)dxdy*lx 
Q Q Q 

Las coordenadas del centroide vienen dadas por : 

x ™ T ¡ J X £ ^ y y - j Wydxdy A (área) 
Q Q 

Las coordenadas del centro de masa y los momentos para un sólida S vienen dadas por: 

* " Tñ \\\xp(x,y,z)dzdxdy y - -i- \\\yp(x,y,z)dzdxdy z - i ¡¡¡zp(x,y,z) dzdxdy 
s s s 

h - ¡¡¡(y2 + z2)p(x,y,z)dzdydx ly - JJJ(x2 + z2)p(x,y,z)dzdydx 
s s 

L " j[f(*2 +y2)p(x,y,z)dzdydx 
s 

Las coordenadas del centroide del sólido S vienen dadas por: 

* *" T \\\xdzáxdy J? - y jjjydkdxdy z y \\\zdzdxdy V (volumen del sólido) 
s s s 

Ejemplo 1 .Hallar el centroide de la región limitada por el gráfico x2+y2 = 4 x > 0 y > 0 fig 
138 

y 

figura 13® 

2 JÀ^P x/2 2 

Solución . A«=| J dydx = % « J Jrdrdd - n 
0 0 0 0 
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2 

xdydx = - | entonces x 
o o 3% 

2 

J J ydydx = entonces y = 
o o 

2 j4-x2 2 x/2 
lx = J | y2dydx = J J r3sm26drdd . 

o o o o 

Ejemplo 2 .Hallar el centro de masa la región Q limitada por e 1 gráfico y = 2-x2 , y = x fig 141 
,si p(x,y) - x2 

(1/ i) 

(-2,-2) f igura 141 

Solución . Los puntos de intersección de las curvas son (-2,-2) , (1,1) y asi 
1 2-x2 

Mx = Jjyx2dxdy = j j yx2dydx = - y , 
Q -2 * 

1 2-x2 

My = jjxx2dxdy = J ¡ x3dydx = - f 
Q -2 x 

1 2-x2 

m = ¡¡x2dxdy = J J x2dydx = | | luego 
Q - 2 X 

- 1 8 

ü 
20 

=8 
7 y - 2 0 

49 

Ejemplo 2 . Hallar la masa de la región que está fuera del gráfico de r = 2 y dentro de r =4 siné?, 
si su densidad es r fig 142 

r = 4 sene 

Tf j (, 

r = 2 

Solución . Las curvas se cortan en n/6 , 5n/6 luego 
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5kI6 4 sin® 
m = jjp(x,y)dxdy =|J r.rdrdQ = J J r2drd6 = -^-jr+lóv? 

e Gi 2 

Ejemplo 3 . Hallar para la región interior del gráfico de r = 1 y dentro de r =l+cos0 á 
P(r,6) - r 

r = 1 + eos© 

r = 1 
figura 143 

Solución . Las curvas se cortan en n/2 , 3k/2 luego 
M^ «= || xp (x,y)dxdy =J J (r eos 6>). rdrdd — 

Q Gi 

jt/2 2 2n!2 1+cosS 

| | r3 eos OdrdQ + } J r3 eos 8drd8 
-jt/2 0 JT/2 0 

Í57+ 1 * 
30 8 

Ejemplo 4 . Hallar la masa, centro de masa, de la región limitada por los gráficos de 
z = 4-x2, y 0 y = 9, z = 0 y p(x,y,z) = .x2//g 145 

¿Sgwra i 4 5 

384 
5 

2 9 4-x 2 

m(S) >=jfj p(x,y,z)dkdydx = J J J x2dzdydx 
S - 2 0 0 

2 9 4-x 2 

Mje - jjjxp(x,y,z)dzdydx - J1 J x3dzdydx =•= 0 
S - 2 0 0 

2 9 4-x 2 

- \\\zp(x,y,z)dzdydx = { J J zx2dzdydx - -M2 

£ -2 0 0 
2 9 4-x 2 

= ¡¡¡yp(x,y,z)dzdydx = } } | yx2dzdydx - J^S. 

M y® 
ÍM y m 5

 £ 

- 2 0 0 

x.y M, 
m 
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2 9 4-x2 

I* - I}}(j^2 + z2)p(x,y,z)dzdydx - J | | (y2 + z2)x2dzdydx -
S -2 0 O 

Ejemplo 5 . Hallar la masa del sólido limitad por los gráficos z=Jx2 + y2 y z=x2+y2 si 
p(x,y) = 2 + xy 

Solución . si z=v'x2 + y2 = Jz , entonces z2 - z = 0 y z=0 , z=l luego x2+y2 = 1 .luego 
i W 

p(x,y,z)dzdydx •» J | J (2 + xy)dzdydx = 

2?r 1 r 
J J I (2 + r2 eos 0 sin Q)rdzdrd6 = i-jr 
0 0r2 

Ejemplo 6 . Hallar centroide del sólido limitad por los gráficos z=x2+y2 y z = 1 

i y i ^ w 2s 11 
V -JJJ dzdydx - J J | dzdydx — J J J rdzdrdQ -±jr. 

2s 1 1 
Mjy = j | | zp(x,y,z)dzdydx «= |||z¿fe£/>,¿fa: = 111 zrdzdrdQ luego 

s s oo^ 
z - = 2/3 

2» 1 1 
|J|*zferf>*fc | | | ( r eoseydzdrdd 

x = _£ = ^ 0 
n12 x/2 

2x 1 1 

\\\ydzdydx 111 (r sin 9)rdzdrd6 
y = -£ lid 0 y n!2 %¡2 

Ejercicios 

1 . Mostrar que el volumen del sólido limitado por el gráfico de (JE2 + y2 •+ z2 )2 - x2 + y2 viene dado 
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por 
simp 

V = J J J r2 sin<pdrd(pdd = ±n2. 
0 0 0 

2 . Mostrar que el centroide del sòlido limitado por el gràfico i x2 + y2 + z2 }2 = z viene dado por 
(0,0,7/16). 
3 .Hallar el volumen del sòlido limitado por z =x2 +y2 , z =2x2 + 2y2 ,xy=l, xy=4 y=x ,y= 5x. ind 
u«=z/ i x2 •+ y2 } , v=»xy , w = y/x (primer octante) 
4. Hallar el volumen del sòlido limitado por x+y+z=»l ,x+y+2=4, 2x+3y+5z=3 , 2x+3y+5z=5 
4x+6y+5z=l 4x+6y+5z=10 
5 . Mostrar que el volumen del sòlido limitado por el gràfico de (x + y + z)4 = xyz en el primer 

octante viene dado por 

k!2 jt/2( cos20 sin 20 cos2(p sin4ij>) 
V = [ J | 4r2(sin3<pcos0siné>cos<p) drd(pdd = 554̂ 00 (x=rcos20sin2<p....) 

0 0 0 
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Integrales de linea. 

La noción de integración de una función definida en un intervalo cerrado [a,b] c R se puede 
generalizar a la integración de una función definida en una curva y por este motivo 
conoceremos algunas caracteristicas de las curvas . 
Sea a : [a,b~] i—• R* , una función vectorial talque a(f) = (x\(f),x2(f), ...,x„(f)) entonces 
1. Al conjunto { (/,«(/) / te [a,b] )} se llama , la gràfica de a 
2.Si a es una función continua en [a,b], la imagen de a se llama curva y a 
<t) = (x, (t),x2(t),...,x„(f)) 

una representación paramèdica y su grafico (el de la imagen ) se representará por C 
3.Si a'(t) existe para todo te (a,b) y si a(t) es continua en [a,è] entonces la curva se llama 
regular 
4. La curva se llama regular a trozos (suave o liza),si se puede exprezar como la union de un 
nùmero finito de curvas regulares 
5. La curva es cerrada si a(á) = a(b) 
6. La curva es cerrada simple si a(a) = a(b) y si para todo t i , t2 e [a,b] ti ^ t2 se tiene que 
Ct(/i) * a(t2) 
7.E1 sentido positivo de la curva ,es el correspondiente a los valores crecientes de t 

Ejemplo 1. Sea a : [0,4] R2 talque a(t) = (í,í2) = (x,y). Si le damos valores a t entre 0 
y 4 y localizamos estos puntos en el plano xy ,se obtendrá el gràfico de y = x2 para 
0 < x < 4 , y se dice que a(i) = (t,t2) es una parametrización de la paràbola fig 1 

La curva es regular, regular a trozos , no es cerrada ,a(t) = (4 - t, (4 - í)2) para 0 < t < 4 
es otra parametrización de la parábola y = x2, pero su orientación es en sentido contrario . 

Ejemplo 2. Una parametrización de x2+y2 = 1 es a(í) = (cosí,sin/) = (x,_y) ,0<í<2x fig 
2 

Y 
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La curva es regular, regular a trozos , cerrada y cerrada simlpe y a(f) = (eos/,-sin/), 
0 < / < 2n es otra parametrización , pero su orientación es en sentido contrario 

Ejemplo 3. Hallar una ecuación paramétrica para el gráfico de x = y2-l desde (0,-1) hasta 
(3,2) fig 3 

Y 

Solución . Sea y = t entonces x = t2-l y asi a(f) - (f-l,t) - 1 < / < 2 y 
P(t) = ((2-/)2-1,2-/} 0 < t < 3 es otra parametrización , pero su orientación es en 
sentido contrario 

Ejemplo 4 Hallar una ecuación paramétrica para el gráfico de y - 4-x2 , y > 0 fig 4 

Y 

Si x = t , y - 4 -12 y asi a(f) = (/, 4 - t2) -2 < / < 2 y si x - 2-1, y = 4 -(2-t)2 entonces 
p(t) = (2 - 4 - (2 - t)2) 0 < t < 4 es otra parametrización pero con orientación contraria 

Ejemplo 5 Hallar parametrizaciones para el segmento de recta que tiene por punto inicial 
(0,2,0) y punto final a (0,2,4) 
a(t) = (0,2,/) 0 < t < 4 , p(t) - (0,2,4/) 0 < / < 1 , \f/(t) = (0,2,2/) 0 < / < 2 son 
todas parametrizaciones del segmento de recta con la misma orientación y S(í) = (0,2,4 - /) 
0 < / < 4 es otra parametrización del segmento de recta ,pero con orientación contraria 

Ejemplo 6 . Una parametrización de + ¿ = lesx /a = cost , y/b =sint, luego 
a(t) = (<3cot,¿sin/) 0 < / < 2n 
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Ejemplo 7 . Una parametrización para el segmento de recta que tiene por punto inicial 
A e R" y punto final a B e R" es a(f) = A + t(B-Á) 0 < / < 1 fig 5 

Ejemplo 8.Una parametrización para el gráfico de x2/3 + y2/3 = 1 es a(f) = (cos3í,sin3f) 
Ó < t < 2n 

Ejemplo 9.Una parametrización para el gráfico de y = f(x) es a(t) = (/ J'(t)) o 
P(t) = (a - tj{a - /)) según sea su orientación 

Ejemplo 10 Una parametrización para el gráfico de y = x2 + 4x desde (-4,0) hasta (2,12) 
fig6 es 

Y (2, 12) 

a(f) = (/,í2 + 4/) - 4 < t < 2 yp{t) = (3 - í,(3 - t)2 + 4(3 - /)) 1 < / < 7 es otra 
parametrización pero en sentido contrario 

Ejemplo 11. Una parametrización para el gráfico de z = y2 en x = 2 desde (2,-1,1) hasta 
(2,2,4) fig 7 

3 



es a(t) - (2 ,tj2) -\<t<2 y p(f) - (2,4 - í,(4 - f)2) 2 < t < 3 es otra 
parametrización con orietación contraria 

Ejemplo 12 a(f) =(Jl-t¿,t) si -1< t < 1 y fi(f) = (cosí,sinf) - f < t < f son 
parametrizaciones para el gráfico de x=J\ -y2 desde (0,-1) hasta (0,1) 

Ejercicios. 

/. Mostrar que 
1. x = sect, y = tant es una parametrización de x2 - y2 = 1 
2. x = 2 +cost, y = l+sint es una parametrización de (x - 2)2 + (y - l)2 = 1 
3. x = t + 1 , y = 2t2 -t -1 es una parametrización de y = 2JC2 - 5x + 2 
4. x = sent, y = -2cost 0 < t < n es una parametrización de x2 +_y2/4 = l,x > 0 
5. x = el , y = 4e2* es una parametrización dejy = Ax2x > 0 
6. x = 2t +5 , y = 3t-7 es una parametrización de 3x - 2y — 29 
7. x = t 2 , y = t -2 es una parametrización de (y + 2)2 = x,x > 0 
8.x —y/i , y = 1-t es una parametrización de y = 1 - x2,x > 0 

Integral de linea de un campo escalar 

Para motivar la definición de Integral de linea de un campo escalar, imaginémonos un 
alambre delgado con la forma de una curva regular a trozos C , con extremos AyBfig . 
Supongamos que el alambre tiene una densidad f(x,y) en cada punto (x,y) ,con f(x,y) 
continua y que x = x(t) , y = y(t) , para t e [a,6] es una parametrización de C fig 8 
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Para aproximar la masa del alambre C ,consideremos una partición P={to,ti,..t„} de , 
ésta lleva a una división de C en subarcos Pí-I-Pj . Sea (x¿,y¡) el punto en C correspondiente a 
la imagen por t¡ ,Ax: = x¡- jc¿_i Ayj = y, - y¿_\ , As, la longitud del subarco Pi-\P, , 
escojamos un punto (u¿,v¡) en P¡_iP¡ y para cada i evaluemos la función en (u¡,v,) y 

n 
multipliquemosla por As, para formar J^/U^, vjA.5'; que es una estimación de la masa del 

¡=i 
alambre fig 9 y para hallar la masa exacta del alambre se hacen infinitas particiones es 

decir, lim V / ( U ¡ , V ¡ ) Á Í , = f f(x,y)ds - masa total del alambre =m.Los momentos vienen 
n—'txi * * 2 ç i=l 

dados por 

Mj= [yf(x,y)ds , M/= fxf(x,y)ds , = y en forma anàloga si C está en el 
c c 

espacio 
Ahora \Ax,y)ds=\ Ax{t),y{t)) ^dxf + {dy? Ax{t\y{t)) ^dxldt)2 + (dy/dt)2 dt 

b 

=\Aa{t))\\a'{t)\\dt para a : [a,b] R2. 

De lo anterior se desprende que : 
a. Si f(x,y) > 0 , entonces f ñx,y)ds es el àrea lateral del cilindro que tiene por base la curva 

•> c 
C y altura f(x,y) fig 10 
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z = f (x , y) 

¿.Si f(x,y) = 1 entonces la integral j f(x,y)ds representa la longitud de la curva ,es decir, 
b 

Longitud de la curva = f f(x,y)ds = | \ ds= \ ds = [\\a'(t)\\dt (norma de la derivada) 
a 

Ejemplo 1 .Calcular j xy ds si C es el contorno del gráfico de y = x2 desde (-1,1) hasta (3,9) 
figll 

y 

f i g u r a 11 

Solución a(t) = (tj2) -1 < / < 3 , a'{t) = (1,2/) , ||«'(/)|| = J(l)2 + (2/)2 = JY+JF 

A < t ) ) = A t J 2 ) = K ñ = t3 entonces 
3 

\ xyds= \ / V i + 4 f d t = —^737 - -¿-75" y la longitud de la curva es 
-i 

b 3 
¡c ds = \\\a'(t)\\dt = J VI + 4 / 2 d t - \ J S 7 - }ln(-6 + 737 } + { 7 5 - ± ln ( -2 + 75"} 

a -1 

Ejemplo 2 .Calcular | (x i- y) ds si C es el contorno del gráfico de y = 71 - x 2 desde (1,0) 

hasta (-1,0) fg 12 
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y 

Solución . «(/) - (1 - t,J 1 - (1 - t)2 ) 0 < t < 2 , a'(t) = i -1,(1 - /2 } , 

||a'(/)|| = l / j 2 t ^ F /(«(/)) = / ( l - / , / l - ( l - / ) 2 ) - 1 - / + - (1 - í)2 entonces 

2 

J + J(1 - / + V/1 - (1 - O2 ) ( W 2 f - /2 )¿üf = 2 y la longitud de la curva es 
o 

b 2 , 
\ ds = f||a'(/)||£ft = \(\N2t- i2 )dt = n y si 

a 0 ' 

p(t) = (eos/,sin/) 0< t < n , /?'(/) = (-sin/,eos/) , 
||/?'(/)|| = V(-sin/)2 + (cos/)2=vT = 1, 

/(/?(/)) = /(cos/,sin/)=cos/ + sin/ entonces 

jt b u 

| (x + jy>& = J(cos/ + sin/) • 1 dt = 2 y J = J||/?'(/)||¿fr = Jé// - % 
0 C a 0 

Con este ejemplo se pretende mostrar que hay que elegir una paramtrización adecuada para 
que el cálculo de la integral sea más fácil 

Ejemplo 3 .Calcular J (x + y + z) ds si C es el contorno del segmento de recta que tiene como 
punto inicial (0,3,0) y como punto final (0,3,5) 
Solución 
«(/) = (0,3,0) + <(0,3,5) - (0,3,0)) = (0,3,5/) 0 < / < 1 , «'(/) = (0,0,5) , 

||g'(/)|| = v W + (0)2 + (5)2 = 5 f{a(t)) = /(0,3,5/) = 0 + 3 + 5/ entonces 
i 

| (x + y + z)ds =J(3 + 5/)5 dt= ̂  y la longitud de la curva es 
o 

b 1 

¡ ds = || |«'(/)||í//= |5 r f /= 5 
a 0 

Sea otra paraetrización p(f) = (0,3,/) 0 < / < 5 , p'(f) = (0,0,1) , 

WP'm = \/(0)2 + (O)2 + (l)2 = vT = 1, AP(t)) — /(0,3,/) = 3 + / 
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5 
entonces J (x + y^z )ds = [(3 + /) dt = y y la longitud de la curva es 

o 
b 5 

\cds = ¡\\p'(f)\\dt = ¡dt - 5 
a 0 

Ejemplo 4 .Calcular j x2y ds si C es el contorno del cuadrado definido por los ejes 
coordenados y las rectas x = 1 , y = 1 , recorrido una sola vez en sentido contrario a las 
manecillas del reloj fig 13 

Ck se puede parametrizar de la forma siguiente : 
Ci ,ai(f) = (/,0) 0< / < 1 ,a\(t) = (1,0) , |K( í ) | | - vT = 1 
C2 ,a2(t) = ( l , í - l ) 1 < t < 2 , ct'2(f) = (0,1) , 2(011 = vT = 1 
C3 , a3(f) = (3 - í, 1) 2 < / < 3 , a'3(f) - (-1,0) , | |^(/) | | = JT = 1 
C4 , aA(t) = (0,4 - f ) 3 < t < 4 , ai(/) = (0,-1) , ||ai(f)|| = vT = 1 y asi 

í x2y ds = f x2y ds + f x2y ds + f x2 v ds + f x2 v = 
Je Jc2 ->c3

 JC4 

1 2 3 4 

¡Qdt+ ¡(t-l)dt+ | (3 - t)2dt+ \0dt- 0+ { + 1 + 0 = } . 
0 1 2 3 

Sin embargo es más práctico considerar las curvas Ck completamente independientes sin 
pedir que se definan en intervalos consecutivos y pueden ser que esten definidos o no en el 
mismo intervalo.Por ejemplo , las curvas C¿ se puden parametrizar asi: 

Ci , ai(í) = (í,0) 0 < t < 1 , a\(t) = (1,0) , ||a'i(/)|| = vT = 1 
C2 , a2{t) = (l,í) 0 < t < 1 , a'2(t) = (0,1) , ||a'2(/)|| = Jl - 1 
C3 , a3(t) - (1 - í, 1) 0 < / < 1 , a3(t) = (-1,0) , | | ^ (0 | | = vT = 1 
C4 ,a4(t) - ( 0 , 1 - / ) 0 < í < 1 ,a'4(t) = (0,-1) ,| |oi(/)| | = vT = 1 y 

1 1 

1 1 

+ J(l-/)2¿fr+ ¡Odt- | 
o o 

Ejemplo 5 .Calcular f (x2 + y2)ds si C es el contorno de la cieunferencia JC2 •+ y2 = 4 
J c 
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recorrida una sola vez en sentido contrario a las manecillas del reloj fig 14 

Y 

Solución . 
/?(/) = (2eos/, 2 sin/) 0< / < 2n , p'(f) = (-2sin/,2cosí) , 
||/?'(/)|| = V(-2sin/)2 + (2 eos i)2 = y/4 = 2, /(/?(/)) = /(2cos/,2sin/) - 4 entonces 

2k 
¡ (x2-t y2 )ds = } 4 • 2 dt = 16« 

o 

Ejemplo 6 .Calcular f x ¿fe si C es el contorno de la parábola^ = x2 con la recta y = 2x 
" c 

recorrida una sola vez en sentido contrario a las manecillas del reloj fig 15 

Y 

f igura 15 

Solución . a\(t) = (t,t2 ) 0 < t < 2 , a\(f) »= (1,2/) , ||Gi(/)|| = Vi + 4/2 

/(«!(/)) =/( / , / 2 ) = / 

a2(/) = (1 - /,2(1 - /)) -1 < / < 1 , a'2(f) = (-1,-2) , | |^(/) | | - / T T 4 = 75 
/í«2(/)) - / ( l - /,2(1 - /)) = 1 - / y asi 

2 1 
J x¿fe = xds + Jc xds = J/71 + 4/2 dí+ J (1 - í)dt = -11/17 + •§ 

Cl C2 o -i 

Ejemplo 7 .Calcular f (x -t- jy)¿fe si C es el contorno de la cicunferencia x2 +y2 = 4 en 
j c 

z = 3 recorrida una sola vez en sentido contrario a las manecillas del reloj fig 16 
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z 

Solución . 
p(t) = (2 eos /,2 sin/, 3) 0 < t < 2n , /?'(/) = (-2 sin/, 2 eos/,0) , 
\\P'(t)\\ = y¡(-2smt)2 + (2 cosí)2 = ,/? = 2,/(/?(/)) = / ( 2 eos/, 2 sin/, 3) = 4 
entonces 

J (x + y = J(2cos/+ 2smt)2dt= 0 y | ds — J 2fí/ = 4» su longitud 
o o 

Ejemplo 8 .Calcular j (x + y + z)ds si C es el contorno del segmento de recta desde (4,1,0) 
hasta (4,-1,0) y luego recorre el gráfico de z = 1-y2 desde (4,-1,0) hasta (4,1,0) fig 17 

z 

Solución . 

«!(/) = (4,2 - /,0) 1 < / < 3 , a\{t) = (0,-1,0) , \\a\(t)\\ - vT - 1 

Áai (')) = / ( 4 , 2 - / , 0 ) = 4 + 2 - / + 0 = 6 - / 

a2(t) = (4,/,l - /2) - 1 < / < 1 , a'2(t) = (0,1,-2/) , ||«^(/)|| - / T T 4 F 

Aa2(f)) " ( 4 , 2 - / , 0) 1 < / < 3 , o iC/ ) - (0 , -1 ,0) , ||aí(/)|| - vT = 1 

Z ( « 2 ( / ) ) = /(4, /, 1 - í2) = 4 + / + 1 - t2 luego 
3 1 

J (x + y + z>&=[ (je + y+z)ífo-i-J (x + y + z)ds =j(6 - t)dt + j (5 + t - t2)dt = 
Cl C2 i -i 

Ejemplo 9 . Calcular J (x - y )ds si C es el contorno del gráfico de x2+y2=2x recorrido en 
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sentido contrario a las manecillas del reloj empezando en (2,0) y terminando en (2,0)//gl 8 

Y 
( x - l ) 2 * * 2 - ! 

x2 + y2 = 2 x 

(2,0) 
x. 

f igura 18 

Solución Si x2+y2=2x entonces (x-l)2+y2=l y a(t) = (1 + eos t, smt) 0 < í < 2n 
a'(i) = (-sinocos/) , ||a'(/)|| = l y a s i 

b 2k 
f (x-y)ds = ¡ßa(t))\\a.'{t)\\dt = J(1 + cos í - sint)dt = 2% 

¿..En coordenadas polares es r=2cos0 y . 
Como x = rcosö , y = rsinO entonces 
dx = (dxídr)dr + (dx!dff)d6 = eosddr- rsinddd 
dy = idy/dr)dr+(dy/d6)dd=sm0dr+rcosddd 
ds =J(dx)2 + (dy)2 =J(dr)2 + r2(dff)2 =Jr2 + (dr/dd)2 d6 luego 

f (x-y)ds 
J c 

k!2 j t / 2 

= f (reos6 - rsin6) J(4cos26 + 4sin20d6= | (2cos0cos0 - 2cos0sin0)2rf0 = 2n 
-n.!2 -kí2 

Ejemplo 10 . Calcular f xds si C es el contorno del gráfico de r = 1 - cosd recorrido en 
1 c 

sentido contrario a las manecillas del reloj empezando en 8 = Oy terminando en 6 = 2x 

a 0 

ßgl9 

Y 

r = 1 - Cose 

f igura 19 
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_ _ _ _ _ _ _ _ 2jr 
\ xds = J r eos 6 Jr2 + (dr/d6)2dd=¡ (1 - cos6)coseJ(l-cosd)2 + sin2ddd= 

c c o 
2x 2n 

| (2 - 2 eos 6) (eos 0 - eos2d)dd = -4% y la longitud es J ^(1 - cos0)2 + sin20<í0 = 8 
o o 

Ejercicios 

Calcular j ( ( x - y) + (xy + x2))ds si C es 
c 

r) 
¿sr.El contorno del gráfico de y=|2x| desde (-1,2) hasta (1,2) 
¿.El segmento de recta desde (-1,2) hasta (0,2) y luego el contorno de y=2(x-l)2 desde (0,2) 
hata (1,0) 
c.El contorno del gráfico de |x¡ + |vj = 1 recorrido una sola vez en sentido contrario de las 
manecillas del reloj i - ' / 
d. El segmento de recta que une (0,0) con (1,0) ,el contorno del gráfico y = Jl - x2 desde 
(1,0) hasta y el contomo del gráfico de y=x desde hasta (0,0) 
e.El contomo del gráfico de y=x2 desde (0,0) hasta (-2,4) y luego y = x + 6 hasta (2,8) 
f . el contomo del trapecio de vértices (0,0) , (4,0) , (0,3) , (1,3) recorrido una sola vez en 
sentido contrario de las manecillas del reloj 
g.El contomo de los gráficos de y=x2 y y = 8 - x2desde (-1,1) hasta (-1,1) recorrido una 
sola vez en sentido contrario de las manecillas del reloj 
h.El contomo de los gráficos de los gráficos y = x,x + y = 2,y - 0 recorrido una sola vez en 
sentido contrario de las manecillas del reloj 

v /.El contomo de los gráficos de los gráficos x = y2,x = 4recorrido una sola vez en sentido 
contrario de las manecillas del reloj 
j.El contomo del gráficico de x=y3 desde (-1,-1) hasta (1,1) 
Ar.El contomo del gráficico que tiene por ecuaciones paramétricas j e = 4 / - l , j y = 3 í + l , 
- 1 < t< 1 
II). Calcular la longitud de las cuvas dadas en el numeral I 
III). Calcular el área de los cilindros que tienen por altura f(x,y)=6 y base cada una de las 
curvas dadas en el numeral I 
IV).Hallar el centro de masa de cada alambre dado en el numeral I , si la dencidad es 
J{x,y) = x2 

Integrales de linea de campos vectoriales 

Supongamos que un objeto se mueve a través de un campo de fuerzas y que en cada instante 
t,tiene una posición a(í) y se encuentra sometido a una fuerza/(o!(/)). 
Cuando el objeto se mueve desde un instante a ,a un instante b describe una curva C : 
a(f) = x(t)i + y(t)j,con t e [a, A],Deseamos hallar el trabajo realizado por f a lo largo de la 
curva C.Miremos que sucede en un intervalo corto = [ t j - f h ] y como una 
estimación del trabajo realizado en este intervalo usaremos Jla(t)) • (a(t-1- h) - a(t)). Al 
hacer esta estimación utilizaremos el vector fuerza en el instante t y sustituimos el camino 
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curvo entre a{t) y a{ t + h) por el correspondientesegmento rectilíneo. Si hacemos que w(t) 
sea el trabajo total realizado hasta el instante t,w(t+h) el trabajo total realizado hasta el 
instante t+h;el trabajo realizado desde el instante t hasta el t+h ,ha de ser la diferencia 
w(t+h)-w(t). 
Ahora w(t+h)-w(t) s¡ f( «(/)) • (a(t + h) - a{t)) y si dividimos por h esta expresión y 
tomamos limite cuando h tiende a 0 se tiene que : 
W(t) = . M i M » =/(«(/)) .« '( /) y asi 

= /(«(O) * a'(t) e integrando entre a y b esta igualdad se tiene 
b b 

Jw'(t)dt = w(b) - w(a) = ¡f[a(t)) • a'(t). Como w(a)=0 entonces el trabajo total realizado 
a a 

es w(b) , es decir , trabajo total relizado es 

=w(b) - w(a)=¡w'(t)dt-\Aa{t)) • a\t)dt=\cf. da 

Si a(f) = (x(t\y(í)) ,a'(t)dt = (dxldt,dyldt)dt J(x,y) = (P(x,y),Q(x,y)) y 

Ax(t%y(t)) = (P(x(f),y(t)),Q(x(t),ym y asi 

f{a(t)) - a'(t)dt = (P(x{t\y{t)),Q{x(t\y{t))) . (dx/dt,dy/dt)dt=P(x,y)dx + Q{x,y)dy luego 

¡ c f - da = }c/(«(/)) - a'{t)dt = \cP(x,y)dx+Q(x,y)dy 

En forma análoga se tiene para R3que: 

J c / . da = \cJ{a(t)) • a\t)dt « J c P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy f R(x,y,z)dz 

Algunas propiedades. 
/.Sea C una curva reular a trozos , si a(i) es una parametiización de C con dominio \a,b] y 
/?(/) es otra parametiización de C con dominio [c,d] ,si a(t) y ¡3(i) recorren la curva en el 
mismo sentido ,entonces 

j c f . da = J c / . d¡3 

Si las dos parametrizaciones a y ¡3 recorren la curva en direcciones opuestas ,entonces 

¡cf.da = - ¡ c f . d p 

//..Sean a y b números reales , f(x,y) y g(x,y) dos campos vectoriales entonces 

J c ( « / + bg)' da = a\cf. da + ¿ > J c g - da 

///.Sea f(x,y) un campo vectorial definido sobre una curva C y ésta se puede descomponer en 
Ci,C2,C3 , ..,C» entonces 
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f / • da = f /• da + f /• da + •+ f f * da -; Cj ^ C2 * cn 

Ejemplo 1 .Hallar el trabajo que se nesecita para mover una partícula desde el punto (0,0) 
hasta (3,9) a lo largo del gráfico de y = x2 si se le aplica una fuerza f(x?y) = x2i + xyj 

f i gura 21 

Solución . a(f) = (Z,/2) 0 < t < 3 a'{t) = (1,2/) J{a(t)) = /(/,/2) = (Z2,/3) luego 

w = ¡ c f . da = |c/(«(/)) - a\t)dt = Jc(/2 , /3) - (1,2 f)dt = |(/2 + 2f)dt = f y 
o 

3 3 

J P(x,y)dx + Ö(x,y)Jy = } x2¿fe + xydy = j(/2.l + /3.2/)¿/ = J(/2 + 2 Z 4 = 
o o 

Ejemplo 2 . Calcular f / • da si C es el contomo del triangulo de vértices (0,0),(1,1) , (1,0) c 
con orientación contraria a las manecillas de reloj si /(x,y) = (xy2,x - y) fig22 

f i g u r a 22 

Solución 
Para Ci, «,(/) = (/,0) 0 < / < 1 a\{t) = (1,0) 
paraC2 ,a2(/) = (1,/) 0 < / < 1 a'2(t) = (0,1) 
para C3 ,a3(t) = (1 - /, 1 - /) 0 < / < 1 a'3(í) = (-1,-1) entonces 

f» da = f /"• da •+• f / • ¿fa + f f • da = i cr ic1
J ic2

 ¡c2
J 
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1 1 1 
J / í ' , 0 ) . (1,0)dt + J /( l , /) . (0,1 )dí + | / (1 - /, 1 - / ) . ( -1 , -1 )dt = 
0 0 0 

i i i 
j (0 , / ) . (1,0)dt+ j(/2, 1 - /) - (0,1 )dt+ | ( (1 - t)\0) . ( -1 , -1 )dt = 
o o o 

1 i i 
Jo dt-v }(i - t)dt- J(i - t f d t = 1 
0 0 o 

Ejemplo 3 . Calcular f / • da si C es el contorno de la circunferencia JC2 -+y2 = 1 con J c 
orientación contraria a las manecillas de reloj si fix,y) = (-y/2,x/2) f ig23 

Y 

f i g u r a 23 

a(f) = (coi/,sin/) 0 < t< 2n , a'(t) = (-sin/,eos/) entonces 

2x 2n 
\ c f • da = \c{-yl2)dx + (x!T)dy=\ (((-sin/)/2).(-sin/) + ((cos/)/2)(cos/))rf/=l/2 | dt = n 

o o 

Ejemplo 4 .Calcular \^xydx-+xzdy+yzdz si C es la curva que tiene por ecuación paramétrica 
x = t,y = t2,z = t3 0 < / < 2. 

2 

Solución f xydx + xzdy + yzdz = J(*/3 + 2/5 + 3 f )dt = 

En general el valor de la integral J / • da depende del camino de integración C , pero en 
ciertos casos el valor de la integral no varia para todos los caminos dentro de una región Q 
,que tienen el mismo punto inicial A y el mismo punto final B.Para estos casos se dice que la 
integral de linea es independiente del camino en Q y se dice que f es conservativo , más aun 
si dado un campo vectorial f , si existe un campo escalar q> talque f =V<p en Q con q> 
continuamente diferenciable entonces el campo vectorial f se dice conservativo y a (p la 
función potencial 

Ejemplo 1 f(x,y) =(2xy,x2) es un campo vectorial conservativo y tiene a (p(x,y) = x2y como 
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función potencial, pues V<p = / 

Ejemplo 2 f(x,y,z) = (x2,y,z3) es un campo vectorial conservativo y tiene a 3 2 4 
<¡p(x,y,z) = como función potencial, pues V<p = f 
Un conjunto S c i ? " ;S abierto ,se dice conexo ,si dados dos puntos a y b en S , existe un 
camino 
regular a trozos que une a con b en S. 
Un conjunto S c ^ ^ S abierto ,se dice convexo ,si dados dos puntos a y b en S ,el segmento 
de recta que une a con b está en S. 
Un conjunto S c: R" , S abierto , se dice simplemente conexo , si toda curva simple cerrada 
en S encierra solo puntos de S Ejemplos 

a ,b , c son conjuntos conexos y no convexos ; d y e son convexos ,conexos y simplemente 
conexos 
1.R,R2,R3 son conjuntos abiertos conexos ,convexos y simplemente conexos 
2.S = {(x,y) /4 < x2+j'2 < 9}es abierto ,conexo ,no convexo y no simplemente conexo 
Si (¡p es un campo escalar diferenciable con V<p continuo en un conjunto abierto ,conexo S de 
R*, entonces para dos puntos cualesquiera a y b unidos por una curva regular a trozos en S se 
tiene que 
b 
J V<¡p • da — (p(b) - q>(a) recibe el nombre de teorema fundamenta del cálculo para 

integrales de linea 

Ejemplo 1 .Sea (p(x,y) = 3x2 + xy - x ;V(p(x,y) = (6x + _y - l,x) = f(x,y) luego 
si C es el segmento de recta que une los puntos (0,0) con (2,3) integral de linea viene dada 

por 
]/• da = J V(p • da = ?>(2,3) - q>(0,0) = 16 
c c 
Si f es un campo vectorial continuo en un conjunto abierto y conexo S de R" entonces las 
afimaciones siguientes son todas equivalentes: 
f es gradiente de una cierta función potencial en S si y solo si la integral de linea de f es 
independiente del camino en S si y solo si la integral de linea de f alrededor de toda curva 
simple cerrada regular a trozos contenida en S es cero 
Sea f un campo vectorial diferenciable con continuidad en un conjunto S abierto convexo 
(o simplemente conexo)de i?".El campo f es un gradiente en S si y solo si D¡rf ,(x) = Djfk(x) 
para cada x en S y k= l,2...n 
En R2 El campo f es un gradiente en S si y solo si = |^para cada (x,y) en R2 ,pues 
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Ax,y) = (f\(x,y)J2(x,y)) = (P(x,y),Q(x,y)) entonces 

DMw) 

DMx.y) 

Ejemplo 1 .Sea f(x,y) =(x+y,x-y) =(P(x,y),(?(x,y)).CoHio = = 1 en todo i?2,que es 
convexo y abierto ,se concluye que f es un gradiente en R2 y la integral de linea es 
independiente del camino y que jf • da - 0 para toda curva cerrada regular a trozos que esté 

c 
en R2 

Una forma de hallar la función potencial es : 

Como / = V<p entonces (P,Q) = de aqui 
— P, |~ = Q, luego integrando la primera ecuación con respecto a x se tiene 

cp(x,y) = jP(x,y)dx -fAiy) = f(x + y)dx + A(y) = x2/2 + xy + A(y) 
= x + = Q = x-y entonces = - y , es decir A(y) = -y2/2 + £ 

luego <p(x,y) = ¿ + x y - ¿ . 

En forma similar , si escoje la segunda ecuación e integra con respecto a y 

Ejemplo 2.Sea /(x,y) = 3x2y/ + x3yj como = 3x2y * J^ =3x2 excepto cuando x = 0 o 
y = 1 se puede concluir que este campo no es gradinte en ningún subconjunto abierto de i?2 

En R3 El campo f es un gradiente en S si y solo si = , = , 
(x,y,z)eni?3 , pues 

/(x3y,z) = (/i (x,y, z) J2 (x,y, z) J3 (x,y, z) )=(P(x,y, z), Q(x,y, z), i? (x,y, z)) 

Dx/](x,y,z) = D^C^y,^) = 

D3/3(A',y,z) = 
Di/2(jc,y,2) = 
D/3(*,y,z) = 
Drf2(x,y,z) = 

Ejemplo 2 .Sea f(x,y,z) =(x2,y,z3) =(P(x,y,z),g(x,y,z),i?(x,y,z)). Como las relaciones 

= ^ = = f = 0 M = i £ = 0 se cumplen en todo R3 que es abierto y 
convexo , se tiene que f es un gradiente y la integal [ / ' • da es independiente del camino y la 

- D/i(x,y) , es decir f f = 
= Dzf2(x,y) , es decir § = f 

- A / i ( * , y ) , es decir f - = £ 

f r = f P ^ cada 

entonces 

D\f\{x,y,z) es decir = -g-
A/2(x,y,z) es decir = - § 

Dif3(x,y,z) es decir f = M 
D^(x,y,z) es decir f = f 
D%f\(x,y,z) es decir f r = f ^ 
Dtf3(x,y,z) es decir £ = # 
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integal £/"• da = O para 
c 

toda curva cerrada regular a trozos que esté en R3 

Ejemplo 3 .Sea f(x,y,z) =(yz+y+zpcz+x,xy+x) =(P(x,y,z),Q(x}y,),R(x,y,z)). Como las 
relaciones 

= cumplen en todo R3 que es 
abierto y convexo , se tiene que : f es un gradiente , la integal j^f • da es independiente del 
camino y da = 0 

c 
para toda curva cerrada regular a trozos que esté en R3 

Para hallar la función potencial se sabe que / = V<p entonces (.P,Q,R) — y de 
aqui 

= P, fj7 = •§; = luego integrando la primera ecuación con respecto a x se tiene 

(p(x,y,z) = J P(x,y,z)dx +A(y,z) =j(yz + y + + A(y,z)-xyz + xy + xz + A(y,z) 
y = xz + x+ ^ = Q =xz + xentonces = 0 , es decir A(y,z) = B(z) 

luego <p(x,y,z) - xyz + xy + xz + 2?(z) pero = xy + x + 2í'(z) = xy + x se 
concluye que B(z) = £ y asi (p(x,y,z) = xyz + xy + xz + k y las integrales 

(i.i.D 
J (yz + >> + z)¿fe: + (xz + x)dy + (xy + x)dz - <p(l,1,1) - <p(0,0,0)=3 - 0 = 3 

(0,0.0) 

£/"• da = 0 si C es cualquier curva simple cerrada regular a trozos en R3 

c 

Ejemplo 3 .Sea f(x,y,z) -(yz+y+x^ez + x,xy + x) *-(P(x,y,z), Q(x,y,),R(x,y,z)). Como las 
relaciones 

§ - z + l - f , = . y + l m _ = 0 no se cumplen todas en R 3 , 
entonces f es no es un gradiente en R3 

Observaciones . 

/'..Si da * 0 para alguna curva cerrada C ,entonces f no es un gradiente .Si <[/• da = 0 
c _ c 

para infinitas curvas cerradas no se deduce necesariamente que f es un gradiente ,pues se 
puede comprobar que la integral de linea del campo vectorial f(x,y) =(x,xy) es cero para todo 
circulo con centro en el origen ,no obstante este campo no es un gradiente . 
/'/..Sea S el conjunto de todos los puntos (x,y) * (0,0) en R2 y 
J{x,y) = ) se puede verificar que = en S y sin embargo la integral de 
linea a lo largo de la circunferncia de radio 1 no es cero ,pues a(t) = (eos/,sin/) 
a'(/) = (-sin/, eos/) 
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2K 2K 

!/• da = |/(«(/)) • a'(t)dt = J (sin2/-t- cos2 f)dt = In Observe que S no es convexo 
C O 0 

Sea f(x,y) = P(x,y)i + Q(x,y)j un campo vectorial derivable con continuidad en un conjunto 

abierto conexo S del plano y supongamos que = ML e.n todo S.Sean Ci,C2 dos curvas 
simples cerradas regulares a trozos en S que satisfacen las propiedades 
/. C2 está en el interior de Ci 
«.Los puntos interiores a Ci que son exteriores a C2 pertenecen a S entonces 

§ f • da = | /'• da recorriendo ambas curvas en el mismo sentido 
Ci c2 

Ejemplo Calcular la integral I -^L-dx + -f—.-dy donde C contorno del cuadrado de J X -hy r 4-v 0 7 X¿Jry£ 

vértices (2,2),(-2,2),(-2,-2),(2,-2) y S es el conjunto de todos los puntos (x,y) * (0,0) en 
i?2.Como 

= ~ en S y sea Ciel contorno de la circunferencia de radio 1 fig 24 

( -2 , -2) 

-

• 

g j ¡ k 
FV. ' • 

fes * ^M 

(2,2) 

x 
C2 

(2,-2) 

f i g u r a 24 

conparametrizacióna(t) = (cosí,sin/) a'(f) = (-sin/,eos/) entonces 

| -r^ydx + ~^—dy = í -^rdx + -f-^dy = [/(«(*)) • a'(f)dt = f (sin2/+ eos2 f)dt = 2n J x+y x J x +7 J 1 

2x 

Ejercicios 

Calcular f (xy - y)dx + (x + 3y2)dy si C es 
c 

a.El contorno del gráfico de y=[2x¡ desde (-1,2) hasta (1,2) 
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¿.El segmento de recta desde (-1,2) hasta (0,2) y luego el contorno de y = 2(x - l)2 desde 
(0,2) hata (1,0) 
c.El contorno del gráfico de |x| + |y| «= 1 recorrido una sola vez en sentido contrario de las 
manecillas del reloj 
d.El segmento de recta que une (0,0) con (1,0) ,el contorno del gráfico y = / I - x2 desde 
(1,0) hasta y el contorno del gráfico de j = x desde (-y-, y - ) hasta (0,0) 
e.El contorno del gráfico de y=x2 desde (0,0) hasta (-2,4) y luego y = x+ 6 hasta (2,8) 
f . el contorno del trapecio de vértices (0,0) , (4,0) , (0,3) , (1,3) recorrido una sola vez en 
sentido contrario de las manecillas del reloj 
g.El contorno de los gráficos de y=x2 y y = 8 - x2desde (-1,1) hasta (-1,1) recorrido una 
sola vez en sentido contrario de las manecillas del reloj 
h.E\ contorno de los gráficos de los gráficos y = x,x + y = 2,y = 0 recorrido una sola vez en 
sentido contrario de las manecillas del reloj 
/.El contorno de los gráficos de los gráficos x=y2, x=4 recorrido una sola vez en sentido 
contrario de las manecillas del reloj 
j.El contorno del gráficico de x=y3 desde (-1,-1) hasta (1,1) 
£.E1 contorno del gráficico que tiene por ecuaciones paramétiicas x =» 4 / - l,y = 3/+ 1 
,-1 < / < 1 

(1.2) (1.1.1) 

/7).Calcuar las integrales J (y2 + 2xy)dx + (x2 + 2xv) , j 2xdx + 3y2dy + Az2dz 
(0.0) (0.0,0) 

Teorema de Green 

Sea f(x,y) = P(x,y)i+Q(x,y)j un campo vectorial diferenciable con continuidad en un abierto 
S del plano xy y sea C una curva regular a trozos simple cerrada en S y R la reunión de C con 
su interior fig 25 entonces 

fc P(x,y)dx + Q{x,y)dy = jj(8Q/dx - 8P/dy)dxdy 
R 

Ejemplo 1 . Ilustrar el teorema de Oreen si f(x,y) = (-y/2,x/2) = P(x,y)i + Q(x,y)j y C es el 
contomo del cuadrado de vértices (2,2), (-2,2), (-2,-2), (2,-2) fig 26 
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y 
,2) C3 í 

(2,2) 

' l i l i 

R 

Ci (2,-2) 

figura 26 

Solución .Las hipótesis del teorema de Green se cumplen luego 
2 2 

a..\\{dQidx - dPidy)dxdy = JJ(l/2 - (-1/2))dxdy = \\dxdy=\ J dydx = 16. 
R R R -2-2 

¿..Las parametrizaciones para C* vienen dadas por 
ai(/) = (/,-2) -2< t < 2 «UO = (1,0) - (dxjy) 
a2(t) = (2,/) - 2 < t < 2 4 ( í ) = (0,1) -
a3(/) = (-/ ,2) -2 < t < 2 aí¡(í) = (-1,0) = (dx,dy) 
a4(f) = ( -2 , - í ) -2<t<2 a'A(f) = (0,1) = (dx.dy) entonces 

| P(x,y)dx + = | + f ¿6*=j> "f + f<fy + f + f <fy + f " y + y + 

2 2 1 2 2 

f -~dx + = J (-^-.1 + (í/2).0}¿?/+ J ( - f .0+ l)dt+ | ( - } . ( - l ) + (-t/2).0)dt + 
C4 " - 2 - 2 - 2 

2 2 2 2 2 
| ( - y . 0 + (-2/2).(-1 ))dt = | dt+ } dt+ { dt+ ¡ dt = 16 luego 

- 2 - 2 - 2 - 2 - 2 

jc P(x,y)dx + Q(x,y)dy = \\{dQ!dx - dP!dy)dxdy 
R 

Ejemplo 2 . Ilustrar el teorema de Green si f[x,y) = (~xy,y) = P(x,y)i + Q(x,y)j y C es el 
contorno del gráfico de y — x2 y y = 1 en sentido contrario a las manecillas del reloj fig 27 

y 

f i g u r a 27 
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Solución .Las hipótesis del teorema de Gxeen se cumplen luego 
i i 

a..¡¡(dQ/dx - dPIdy)dxdy = JJ(0 - (~x))dxdy - \\xdxdy = J j xdydx = 0 
R R R - l x 2 

¿..Las parametrizaciones para C¿ vienen dadas por 
cti(/) = (t,i¿) -1 < t < 1 «',(/) = (1,2/) = (¿fe,¿y) 
«2(¿ = (-/,1) - 1 < t< 1 a¿ / ) = (-1,0) - {dx,dy) entonces 
I P(x,y)dx + Q(x,y)dy = I -xydx + ydy = í -xydx + ydy + í -xydx + ydy= J C •> C j Cl J Co 
1 1 1 1 
J (-/3.1 + t22t)dt + J (/.(-l) + (l).0)dí = J t3dt- J tdt = 0 luego 
-i -i -i -i 

<f̂  P{x,y)dx + Q(x,y)dy = f J(90/Sx - dPldy)dxdy 
R 

Ejemplo 3 . Ilustrar el teorema de Green si J[x,y) = y2¡ •+ xj = P(x,y)i + Q(x,y)j y C es el 
2 2 contorno del gráfico de = 1 en sentido contrario a las manecillas del reloj fig28 

Solución .Las hipótesis del teorema de Green se cumplen luego 
«(/) = (2eos t , j2 sin/) 0< / < 2% a\(t) = (-2sin/,42 eos/} = (dx,dy) entonces 

2 x 

| P(x,y)dx + Q(x,y)dy = | y2dx + xdy = J ('(2sin2/)(-2sin/) + (2eos/)(%/2 eos/) )dt = 

2x 
J 
o 
J ( -4 sin3/ + 2/2 eos2t)dt = 2hV2\ 

2 J(4-x¿)!2 2*1 
[[(Sg/Sx - dP/dy)dxdy = JJ(1 - 2y)¿fefy = } J (1 - 2y)dydx= J |(1 - 2 ^ r sin0)2^2 rdrdd 
R R ~2-J^PT2 0 0 

2j[y/2 

Ejemplo 4 . Ilustrar el teorema de Green si/(x,y) = (2xy-x2 ,x + y2) = P(x,y)i + Q(x,y)j 
y C es el contorno del gráfico de y = x2 , x = y2 en sentido contrario a las manecillas del 
reloj fig 29 
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¥ (1, 1) 

Las parametrizaciones para vienen dadas por 
ax{t)=(tj2) 0 < / < 1 â CO = (1,2/) = (dx,dy) 
a2(í) = (/2,/> 0 < / < 1 a'2(t) = (2/, 1) = (dx,dy) entonces 
I P(x,y)dx + Q(x,y)dy = í (2xy - x2)dx + (x + >,2)¿/v + <£ (2xy - x2)dx + (x + y2V?V = 
J C ^ CI J C~\ 
i 1 
}((2/3 - t2 + (/+ f)2t)dt- {((4Z4 - 2/5) + 2/2}¿/ = 
o o 

i ^ 
[[(Sg/Sx - dPldy)dxdy = j j ( l - 2x)dxdy = J J (1 - 2x)dydx = JL 
i? i? 0*2 

Ejemplo 5 . Ilustrar el teorema de Oreen si/(x,_y) = (~y/2,x/2) = P(x,y)i + Q(x,y)j y C 
es el contorno del gráfico de x2 + y2 = 4 x2 + y2 = 1 x = 0,jy = 0 , en sentido contrario 
a las manecillas del reloj fig 30 

y? + 4 

c / 
figura 30 

/ 

1 J^x1 2 Ja^x1 K/2 2 

J J ( f - - f jdcdy ~ \\dxdy = ¡ ¡ dydx+ ¡ J dydx = ¡ ¡rdrdd = 
R R 1 0 0 1 

.Las parametrizaciones para C¿ vienen dadas por 

«,(/) = (/,0) 1 < / < 2 a[(t) = (1,0) = (dx,dy) 
a2(t) = (2eos/,2sin/) 0 < / < n/2 a'2(fj = (-2sin/,2eos/) = (dx,dy) 
g3(/) = (0,-/) -2 < / < - 1 aíj(/) = (0,-1) = (dx,dy) 
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aA(t) = (cos/,-sint) -n/2 < / < 0 «^(í) = (-sin/,-cosí) = (dx,dy) entonces 

}cP(x,y)dx+Q(x,y)dy=fc(-y/2)dx+(x/2)dy=f (-y/2)dx + (x/2)dy+j (-y/2)dx + (x/2)dy + 
2 jt/2 -1 0 

jc (-y/2)dx+(x/2)dy + jc (-y/2)dx-t (x/2)dy=¡0dt+ ¡ 2dt+ ¡ Odt- f 1/2dt = 
13 C4 1 0 -2 -s/2 

Teorema de Green generalizado. 

Sea f(x,y) = P(x,y)i+Q(x,y)j derivable con continuidad en un conjunto abierto y conexo S del 
plano y sea C1C2....C* curvas simples cerradas en S tales que 

/.Dos curvas cualquiera de ellas no se cortan 
n.CiC2....C„ están en el interior de C 
iii.R es el interior de C y exterior a C1C2....C« fig 31 entonces 

c 

f i g u r a 31 

Í J ( I r - § J ^ y = i P{x,y)dx + Q(x,y)dy - ¿ j P(x,y)dx + Q(x,y)dy 
R CK 

Ejemplo .Sea f(x,y) = y ) C es el contomo del cuadrado de vértices 

(2,2), (-2,2), (-2,-2), (2,-2) y Cj el contorno de x2 + y2 = 1 fig 32 
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figura 32 

2 2 2 t t 1 

J í ( ! r - U )dxdy = \\dxdy = J J ífytfe- J JrdrdQ= 1 6 - * 
í 5 -2-2 O O 

I -^¿fe + yrfy - | ^~dx + 
c ct 
C\ : a(í) = (eos/,sint) 0< / < 2n a'(f) = (-sinocos/) entonces 

2n 2 x 

c¡ o o 

Parametrizaciones del cuadrado 

Ci : ai(í) = (í,-2) «;(/) = (1,0) -2< t < 2 
C2 : a2(/) = (2,/) 4 ( í ) = (0,1) -2< t < 2 

C3 : «i(0 = (-/,2) a'3(t) = (-1,0) -2< t < 2 

C4 : ffi(í) = (-2,-/) c¿,(í) = (0,-1) -2< / < 2 y asi 

2 2 2 2 

J ( l + 0)áf+ J (0+ l)£fr+ J ( l + 0)df+ J(0+ l)£ft- 16 luego 
C - 2 -2 - 2 -2 

| -y-£& + ^-dy - | ^ d x + j d y = 16 - n 
c c¡ 

Ejercicios 

7) Verificar la igualdad en el teorema de Oreen si f(x,y)=(-y,x) y 
а. El contorno del gràfico de |x| + [y| = 1 recorrido una sola vez en sentido contrario de las 
manecillas del reloj 
б.El segmento de recta que une (0,0) con (1,0) ,el contorno del gràfico - x2 desde 
(1,0) hasta (-¡f-, y el contorno del gràfico de y=x desde •£) hasta(0,0) recorrido ¿ ¿,) ¿ 2) 
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una sola vez en sentido contrario de las manecillas del reloj 
c. El contorno del trapecio de vértices (0,0), (4,0), (0,3), (1,3) recorrido una sola vez en 
sentido contrario de las manecillas del reloj 
d. El contorno de los gráficos de y=x2 y y = 8 - x2 desde (-1,1) hasta (-1,1) recorrido una 
sola vez en sentido contrario de las manecillas del reloj 
e.El contorno de los gráficos de los gráficos y = x,x + y = 2,y = 0 recorrido una sola vez en 
sentido contrario de las manecillas del reloj 
/ E l contorno de los gráficos de los gráficos x=y2 , x=4 recorrido una sola vez en sentido 
contrario de las manecillas del reloj 
77) .Aplicar el teorema de Green para calcular las integrales 

/. | e2KSen2ydx.+e2xCosydy si C es el camino sobre la gràfica de 9(x - l)2 + 4(y - 4)2 = 16 
c 

ii. |(x5+3y)dx+(2x-e)' )dy si es el camino sobre la gràfica de 9(x - l)2 + 4(y - 4)2 = 16 
c 

III. Sea R una región del plano xy ,limitada por una curva simple cerrada C ,verificar que 
i. §xdy — Area de R =A 

c 
ii. -§ydx = Area de R =A 

c 
iii. j | xdy - ydx = Area de R =A 

c 
IV. x- -~jx2dy 

c 
v- y = Í a f y 2 d x 

c 
vi. Hallar el àrea del rombo de vértices (6,0), (0,6), (-6,0), (0,-6) 
vii. Hallar el àrea de r=2cos0 

Superfìcie . Una superficie se define como el recorrido de una función diferenciable q> de 
un subconjunto de R2 , en un subconjuto de R 3 , es decir , 
(p : A - B con A^ R2 y B<= R3 y <p(u, v) = X(u, v)i + F(u, v)j + Z(u, v)k 
cp(u, v) = X(u, v)i + Y(u, v)j + Z(u, v)k se dice que es una parametrización de la superficie 

Algunas parametrizaciones. 
1. Una parametrización para el elipsoide — + ^ + = 1 

a¿ b¿ c¿ 

es <p(u,v) = (ofcos u sin v,b sinusin v,c eos v) 0 <u <2n .0 < v < n 
Como un caso particular si x2+y2+z2=a2 se tiene que 

<p(u,v) = (acosMSÍnv,cfsin«sinv,<2cosv) 0 < u < 2n 0 < v < n es una parametrización 
de la esfera de radio a 

2. Una parametrización para la superficie de paraboloide z = x2 + y2 hasta z = 4 
es (p(u,v) = i u eos v, « sin v, u2 ) 0 < v < 2n 0 <u < 2 

3. Una parametrización para la superficie del cono z =Jx2 +y2 hasta z = 4 
es q?(w,v) = («eos v,wsinv,w) 0 < v < 2 f f 0 < w < 4 
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4. Una parametrización para la superficie del cilindro x2 -t- y2 = 9 desde z = 2 hasta z = 4 
es 
(¡P(M,V) = (3cosv,3sinv,w) 0 < v < 2?r 2 < « < 4 

5..En general si la superficie se puede expresar de la forma z = Jlx,y) ,una parametrización 
es 
<p(w,v) = (u, vj{it,v)) oq>(x,y) = (x,yj{x,y)) , si es de la forma x - f(y,z) una 
parametrización es 
<p(y,z) = (f(y,z),y\z) y si es de la forma y =f(x,z) una parametrización es 
<p(x,z) = (xj{y\z),z) asi por ejemplo 
a.(p(x,y) = ix,y,x2 + y2 } es una parametrización del paraboloide z = x2 + y2 

b.q>(x,y) = [x,y,Jx2 •+y2 ) es una parametrización del conoz = Jx2 + y2 

c.cp(x,y) = (x,_y,4) es una parametrización del plano z = 4 
d.q>(x,y) = (x,y, 4 - x - y) es una parametrización del plano x + y + z = 4 
e.q>(x,y) — ( x,y,x2) es una parametrización de z = x2 

Definición de Integral de superficie 

Recordemos que la integral de linea de un campo escalar jf(x,y,z)ds se definió por 
c 

b 
§Ax,y,z)ds = \j{a(t))\\aXf)\\dt siendo 
C a 

ds = ||a'(0||<# = ?dt-J(dx)¿ + {dy)< = Jl + (jL)2dK c o n a{t) una 
parmetrización de la curva C 

En forma muy análoga se define la integral de superficie JJ f(x,y,z)ds como 

JJ Ax,y,z)ds = p<p(«,v)) 11 £ x £ 11dudv o 
<pW 

<p(A) 

JJ J 
VÍA) 

JJ^ 
«><4) 

Pr xy 

' J J j 
Pryz 

1 1 ̂  v ^ 1 1l&T X <fy 1 

11 ^ x Í2- 1 11 aF 9z 1 

Pr xy 

- j j j 
Pryz 

d<P x d<P 
dx dy - y 

/ J k 
X 1 0 1 

0 I ¥-0 
dy 

/ > N + ÍM. \¿ 
/ > N -

= f-M. SL 1) v 
^ dx' dy' J y 

es decir ds = 1 x ^ 1 = + ( § ) 2 + ( •gfdxdy 
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El axea de la superficie se calcula por JJ ds = | | 1 1 x 11 dudv o 
¥A) A 

J í * - J í l l f 
<p(ií) Prx? Pr^y 

J J - J J 11 f - x ¿2- 11dzdy - JJ jl + ( ^ y+(K)2dzdy como se üustrará en los 
<p(A) Pryz Vtyz 
próximos ejemplos 

Ejemplo 1 .Calcular JJ xyzds ,<p(A) es la superficie de x+y+3z = 1 que está en el primer 
9(A) 

octante fig 34 

Y 

(p(x,y) = (x,y,^L) , ds = Jl + (-±y + (-±ydxdy = JJdxdy 
f(<P(x,y)) = f\x,y, i p } = xy(±Z2L } 

JJ ^ = J Y x y ( ^ - ) ^ d y d x . - ^ y n 
<p(A) 0 0 

Si proyectamos la superficie en el plano yz tenemos : 
<p(y,z) = (1 - y - 3z,y,z) , d s - J l + (-1)2 + (~3)2 dydz - JTIdydz 

1/3 l-3z 
f(<p(y,z))-f(l-y-3z,y,z)~ \\xyzds-\ J (1 -y-3z)yzjttdycb-^JU 

<p(A) 0 0 

Ejemplo 2 . Calcular JJ zds ,<p(A) es la superficie del paraboloide desde z = x2+y2 hasta 
v(A) 

z - 9 fig 35 
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z 

<f>(x,y) - (x,y,x2 + y2) , ds •+• (2x)'¿ + (2y)2dxdy - ^1 + 4 ( x 2 + y ¿ ) d x d y 

3 Jz^P 2* 3 
j j = J J (x2 +y2 ) Jl + 4(x¿+y2) dydx-¡ J r 3 / T + 4 F d r d d - -^tf/ST -t 

<p(A) - l - f i ^ P 0 O 

Ejemplo 3. Calcular J | (x + y + z)ds ,q>(Á) es la superficie del rectángulo que tiene por 
<í>iA) 3 

vértices (0,0,0), (2,0,0), (2,3,0)(0,2,0) fig 36 

z 

f i g u r a 36 

<p(x,y) - (x,y,0) , ds = Jl + (O)2 + (0)2dxdy -
f(<p(x,y)) <= f(x,y, 0) - x + y entonces 

2 3 
| | .y •+£)<&-»} |(J¡:+y)dydx ** 15 

«>(4) o o 

Ejemplo 4 . Calcular j j (2x -tyz- 1 )ds ,<p(A) es la superficie de la x2 + y2 + z2 - 9 fig 37 
V(A) 
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f i g u r a 31 

q>{u,v) = (3cosMSÌnv53sin«sinv,3cosv) 0 < M < 2?r 0 < v < n 
i j k 

-3sinwsinv 3cos«sinv 0 
3cos«cosv 3sin«cosv -3sinv 

-9/cos«sin2v - 9(sin«sin2v )j - 9{ sin2usinv )£cosv - 9{ cos2«cos v )¿sinv 
= -9/coswsin2v- 9/sin«sin2v- 9£sìnvcosv 

x — = du 9v 

* I r 11 = ^Vsi^vcos2« + sin4vsin2w + sur veos2 v = 9|sinv| = 9sinv 0 < v < % 
luego j j (2x + yz- 1 )ds = | | ( 6cos«sinv+9sin«sinvcosv- l)9sinv£é¿ív = 

du 

k 2x 
<p(A) 

| (54sin2vcos« + 81 sin«sin2vcosv- 9sinv}£fei£?v=-36jr 
0 0 

También se puede resolver de la forma siguiente : z =± J9 - x2 - y2 entonces 
J | (2x + yz- 1 )ds = || (2x + yz - 1 )ds + | | (2Jt + yz- 1)¿& con 

v(A) Vi (A) <p3(A) 

7dxdy 9\{x,y) = [x,y,j9-x¿-y2 } dsi 
; ; , j9-x2-y

2 

(p2(x,y) = ; x,y,-J9 - x2 - y2 ) ds2 = -==== dxdy luego 
j9-x2-y2 

3 i/9-x2 

|| (2x+yz- l)ds = | | [2x + vj9-x¿-v2 - l ) 3 dvdx + 

3 fi^P , _ _ _ _ _ _ 
| | i 2x-yj9-x¿-y¿ - 1 )—2—dydx =-lSn - ISn = -36?r 

fi-x2-^ 

Hallar el àrea de la superficie de la esfera x2+y2+z2 =9 
n 2x 3 J9-X2 3 2iz 

ff ds = f f 9sinvdudv = 36«: - 2 f f 3 dvdx = 36«:=2 f f -^—dddr = 36«: 
0 0 -3 0 0 

Ejemplo 5. Calcular | | (x + z)ds ,(p(A) la superficie del cilindro x2 +y2 = 9 desde 2 = 0 
9(A) 
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hasta z = 4 y sus dos tapas fig 38 

z = 4 

x W - 9 

f i g u r a 38 

JJ (.x + z)ds = || (.*•+ + || + z)ds2.+ || (x + z)ds-i 
9<A) 9lW 92W 9lW 

Una parametrizaciòn para q>\(A) es q>\ (x,y) = (x,y, 4) 
dsi = ?+\dxdy - J(Q)* + (py+l dxdy = ^ 

3 2jt 3 
JJ (* + z)£fri - JJ = | | (Jf+4)i$«fc = 36ff=J \(rco$e + 4)rdrdd 

0 0 91 (A) 

36n 
+->>2< 9 

Una parametrizaciòn para q>2(A) es : q>2(x,y) = (x,.y, 0) 

^ = YCF + - + (0)' + 1 ¿Mv - Azfy 
3 ./sC? 2* 3 

JJ (jc + z)£&2 = JJ jofta^ - J J xdydx = 0 - J |(rcos0)ra?rrf0 = 0 
02W ty2< 9 - 3 •jSh? 

Una parametrizaciòn para 93 la superficie del cilindro es : q>3(x,y) = (3 cosw, 3 sin v, v) 
0 < w < 2jt 0 < v < 4 

d»3 x _ 
9u 9v 

' j k 
-3 sin« 3COSM 0 

0 0 1 

=(3/COSM + 3(sinw)/ + 0k) entonces 

ds3 = li x 11 dudv = v/9 coshi + 9 sin2« dudv = 3 dudv luego 
4 2jt 

I (jr + z)£&3 = | | (3cosa + v)3dudv = 3 | |(3cosw + v)dudv m 4Sn 
<P3(A) 0 0 
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La integral JJ (x + z)dsj se puede calcular de la forma siguiente : 
93W 

Como x2-t-y2=9 entonces x =fÜy,z)= ± j 9 - y 2 

y asi <p3(y,z) = (± j9-y2,y,z) y ds3 - /( &}¿ + ( J £ ) 2 + 1 dzdy 
3 4 3 4 

dzdy 

JJ (x + z)ífc3 - J j[~ <j9~y2 +z)—^dzdy+ J J( + z )-L^dzdy - 48« y 

JJ (.x + z)ds = JJ (x + z)dsi + JJ (x + z)ds2 + JJ (x + z)ds3 = 36« + O + 48« = 84« 
<p(A) SJJÍJÍ) <p3 (A) 

Ejemplo 6. Calcular f J (x + y)ds ,q>(Á) las 6 superficies que limitan la caja de vértices 
9(4) 

(O,0,0), (3,0,0), (3,4,0), (0,4,0)(0,0,1), (0,4,1), (3,4,1), (3,0,1) fig 39 

z = 1 

I l l i i s f i 

Bmmmmmnmm 

SSÉI 

* =3 

figura 39 

JJ + JJ (x + y)dsk 

<p(4) ^ <ft(4) 

Una parametrizaciòn para q>\ (A) la superficie de la tapa z=l es : q>\(x,y) =» (x,y, 1) 
dsi = J(4L)2+(M-)2+l dxdy = ^(O)2 + (O)2 + 1 dxdy = dxdy luego 

3 4 

JJ (x + y)ds\ = J J (x+y )dydx - 42 
«>iW o o 

Una parametrizaciòn para q)i(Á) la superficie de la tapa inferior z=0 es : q>2(x,y) = (x,_y,0 ) 
ds2 - J(jt)¿+(jL)2+idxdy = y(0)2 + (O)2 + 1 ¿fcrfy =• dxdy luego 

3 4 

JJ (x + y)ds2 - J J(* + y)dydx = 42. 
92 (A) O O 

Una parametrizaciòn para <£3 (¿4) la superficie de y=4 es : g>3(x,z) = (x,4,z) 
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3 1 
JJ (x+y)ds3 =| J(* + 4)dzdx •= f 

<p3(A) 0 0 

Una parametrizaciòn para q>4(A) la superficie de y=0 es : <p4(x,z) = (x,0,z) 
ds4 = JijLf+i^'f+ldxdz = J(0)2 + (O)2 + 1 dxdz = dxdz luego 

3 i 
|| (x + y)ds4 =| \xdzdx = 

«•4^) 0 0 

Una parametrizaciòn para q?5(yl) la superficie de x=0 es : <p5(y,z) = (03>>,z) = (/[y,z),_y,z) 
ds5 = j ( f ? + (%)2íldyck = ^/(O)2 + (O)2 + 1 rfvófe = dydz luego 

4 1 
|| (x + y)ds5-\\ydzdy - 8 

5C5W 0 0 

I 
Una parametrizaciòn para q>e(A) la superficie de x=3 es : q>e(y,z) = (3,y,z) = (f[y,z),y,z) 
ds6 = l ( M . y + ( È L \ 2

+ \ d y d z = y(0)2 + (O)2 +T¿/y¿fc - dydz luego 
4 1 

| | (x + = | J(3 + y)dzdy = 20 entonces 
<P6W o o 

6 
| | (x + y)ds | | (x + y)dsk = 42 + 42 + 33/2 + 9/2 + 8 + 20 = 133 

9(A) *=1 Vk(A) 

El àrea de la superficie del ejemplo anterior es 
6 3 4 3 4 3 1 3 1 4 1 4 1 

||¿fr=¿ f i dsk - \ ¡dydx¡dydx+\\dzdx + \\dzdx+\\dzdy+\ ¡dzdy = 38 
t¡>(A) <pk(A) 00 00 00 00 00 00 

Ejemplo 6. Hallar el àrea de la superficie x2+y2+z2=l que està dentro del cilindro 
x2 + y2 = y fig 40 
Se calculará el àrea superior y se multiplicará por dos . 
q>(x,y) = fx,y,y¡l-x¿-y¿ ), ds=l(%f+(%-S+ldxdy** \ dydx 

\ OX - J\-x2-y¿ 

it sin 9 Ars a =2 | | ds - 2 | | * dydx - 2 J | drd6 = 2* - 4 
. V í i ^ 7 o o ^ 

Ejemplo 8. Hallar el área de la superficie del cono z=Jx2 + y2 cortada por el cilindro 
(x2 +jy2)2 = x 2 - y 2 <p(x,y) = (x,y, Jx2+y2 ), 

J í % / + ^àxdy- ¿2dxdy 
n!4 Jco728 

Area =2 | | ds = 2 | | = 2 /2 j J rdrdd = / 2 • 
«>(4) ¡p(A) -*/4 0 

Ejemplo 9 . Calcular | | x2zds ,(p(A) la superficie del cono z=Jx2 + y2 que se encuentra 
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entre los planos z = 1 y z =»= 2 fig 42 

z 

.Una parametrizaciòn para la superficie del cono z*=jx2 + y2 es (p(x,y) - (' Jx2+y2 

ds= J ( j L ) 2 + ( j i j 2 + l c b c d y = = ,/Zdwfr luego 
r 2» 4 

}| x2zífr - |f *zfítTyZyftdxdy = | | ( r eos fl)2/-2^/^ o 
<p(¿) o i 

JJ jt2zár~ || ynàxdy- || x2 fiFTy1 Jidxdy = 

'p(A) 4 1 

2?r 4 2* 1 I J ( r eos6) 2 r 2 J Idrd6 - J fCrcosf l ) 2 / - 2 ^/"^ 
0 0 0 0 

El àrea se la superficie anterior es 
2x 4 A " JJ A " JJ V ^ a M v - J \rjldrde » o 

<PW «>(4) 0 1 
2* 4 2* 1 

--4 - | | = | | v^f lMv- | | - | ¡r/Idrdd - | \rJldrdQ - 15*V2 
«>W x V < 4 x V < 1 0 0 0 0 

Ejemplo 10 .Hallar el àrea de la superficie de la superficie del paraboloide z - 11 - x2 -

para z > 2 fig 43 
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figura 43 

Una parametrizaciòn para la superficie del paraboloide z = 11 - *2 - v
2 es 

<P(x,y) - ix,y,U -x2-y2) y " 
ds= / ( f }+(£/+l'A* = JMx^T^JTT dxdy lueg 

3 
J / A - JJ J j (J4(x 2+y¿)+r)dydx= 

J Jv'4r2+ i r « = - f *V37 -
o o 

.Hallar el àrea de la superficie de la superficie del cono z = fi^y? q u e està dentro 
esfera x2 +y2 +z2 = 8 fig 44 

4 

es Una parametrizaciòn para la superficie del cono z - Jx2+_y2 

= (x,y,¿FTy*) y d s - ( £ } * + 1 A * - Jlâxdy luego 
2 2ît2 

/ J A - JJ J / / v ^ n i W e - ^ 
OW x2V< 4 0 0 
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Ejemplo 11. Hallar el àrea de la superficie de la superficie del paraboloide z = x2 + y2 

que se encuentra fuera del cono z = Jx2 + y2 

Y*=l 

z = Jx2 + y2 = fe entonces z2 = z ,es decir, z2-z = 0 luego z = 0 y z — 1 entonces 
x2 + y2 *= 1 es la proyección en el plano xy 

Una parametrización para la superficie del paraboloide z = x2 + y2 es 
<P(x,y) - (xy,x2+y2) y 
ds- J ( j L ) ' ¿ + (M. } 2 + ltfeífy = + 4(jc2+j/2)£&¿^ luego ^ 1 

| | efe = | | JTVMx^y^dxdy = J }Vl + 4r2rrfrí» = -
«>(¿) X2V< 1 0 0 

Ejemplo 12. Hallar el àrea de la superficie z = J9~x2 - y2 que està dentro del cilindro 
x2 +y2 = 1 
Una parametrización para la superficie z = j9-x2-y2 es 
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q>(x,y) - Íx,yj9-x¿-y¿ ) y ds = dxdy = —^—dydx 

A= \\ds- ff 3 -dydxdxdv = f f _ 3 _ r £ / r ^ 
<P(A) X2+y2< 1 

2ji 1 
6jt 

Integral de superficie de campos vectoriales . 

Sea <p(/l) una superficie con parametrización cp(u,v) = v),z(w, v)) diferenciable 
,definida en una región A del plano uv . n un vector normal unitario a la superficie q>(A 
en el punto q>(u,v). F :R3 i?3 un campo vectorial definido y acotado en <p(A) . 
Llamamos integral de superficie del campo F sobre q>(A) , a la integral de superficie del 
campo escalar F»n ds sobre (p(A) notada y definida por : 

| | F-nds = | | F( <p(u, v)) • ^ ^ 11 x "§7 |1 dudv si n es un vector normal y unitaro en 
<p(A) A ' 157*5711 
la dirección de x ou dv 

|f F«nds = - | | F( q>(u, v)) • * 1 x ¡ | dudv si n es un vector normal unitaro y 
<p(A) A ' I I 
opuesto a 
dq> y d<p 
du 9v 

Teorema de la divergencia . 

Sea F (x,y,z) = P(x,y,z)i+Q(x,y,z)j+R(x,y,z)k un campo vectorial diferenciable con 
continuidad en un sólido S cerrado y acotado de R3 <p(A) la superficie que limita al sólido ,n 
un vector normal unitario y exterior a <p(A) entonces 

|| F.nds = \\F( q>(u, v)) . x ^dudv - | | | divergencia deF dzdydx 
<p{A) S 

Ejemplo 1 .Ilustrar el teorema de la divergencia para el campo F(x,y,z) = xi + yj + zk, (p(A) 
la superficie del paraboloide z = x2 + y2 hasta z = 4 y su tapa 
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f ig iua. 47 

Se mostrara que JJ F«nds —JJJ.DfVF' dzdydx 
9 W S 

i.DivF = | ^ + -f£ + M = i + i + i = 3 entonces 
ax 9z 

2 J4~x'2 4 2x2 4 
JJJ DivF dzdydx -JJJ 3 dzdydx =3 } J J dzdydx = 24*r - 3 J J J rdzdrdB = 24JT S £ -2-JjipxW 0 Or2 

ii.El sólido está imitado por dos superficies , la tapa y la del paraboloide luego 

| F»nds = | | F-ndsi+ | | F«n2<ls2 q>\(Á) la superficie del plano z= 4 que esta dentro 
9(4) tpiiA) <p 2(A) 
del paraboloide y q>2(Á) la superficie del paraboloide 

Una parametrizaciòn para la superficie (p\(Á) es : <pj(x,y) = (x,y,4) n «(0,0,1) entonces 

2 2x2 
II F-mdsi = | | F(x,_y,4) .(0,0,l)dxdy = | | 4dydx-\6n - 4 J jrdrdd = I6n 

9l(A) A 0 0 

Otra parametrizaciòn para la superficie (pi(Á) es : (p\(u,v) = (acosv,«sinv,4) 
0 < v < 2tt 0 < « < 2 

39l x dVj 
du dv 

i j k 
cosv sinv 0 

-wsinv «cosv 0 

*uk = (0,0,«) y la integral 

| | F-njdsi = | | F(g>i(u,v)) • (0,0,«)dudv = [J («cosv,«sinv,4) • (0,0,«)dudv 
9l(4) A A 

2x 2 
= 11 Aududv = \6% 

o o 

Una parametrizaciòn para la superficie (pì(A) es : <p2(x,y) = (x,y,x2 + y2 ) n~¿ 
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(2x, 2y,-1) entonces 
5 

Jf F.n2ds2 = | | F(x,y>x2 +y2) .(2x,2>>,-l)dxdy = | J (2x2 + 2y2 -x2 -y2)dydx 
9l(A) A -Z^Jjip 

2 J4-x2 2x2 

J | C*2 + y2)dydx = 8« = 11 r3drdd = 8« 
o o 

Otra parametrización para la superficie q> 2 (4) es : <p2(w,v) = (y eos v,«sinv,w2} 
0 < v < 2« 0 < w < 2. - ^ - x « (2w2 eos v,2«2sinv,-w) es es un vector 

normal y exterior luego 
2*2 

| | F»n2ds2 - | | («cosv,usinv,«2) • i 2u¿ eos v, 2u2 sin v, -u)dudv = | ju2dudv8« asi 
<p2(A) A 0 0 
| | F«nds -» | | F*nidsi+ | | F-n2ds2 = 16« + 8« = 24« 

<C(A) 9í(A) <p3(A) 

Ejemplo 2 .Ilustrar el teorema de la divergencia para el campo F(x,y,z) *» xi +yj + zk, q>(Á) 
la superficie del cono z — Jx'¿ + y2 hasta z - 9 y su tapa fig 48 

ü - 9 

ttgura4l 

X2**2 = 81 

Se mostrará que | | F • nds =||| DivF dzdydx 
<KA) S 

i.DivF = — + ^ - + ^ = 1 + 1 + 1 = 3 entonces dx dz 
9 M - x 2 9 2 * 9 9 

III DivF dzdydx —JJJ 3 dzdydx - 3 1 | | dzdydx - 3 J | f rdzdrdd - 729« 
g s 0 0 r 

ii.El sólido está imitado por dos superficies , la tapa y la del cono luego 
| | F « n d s = | | F«nidsi+| | F»n2ds2 <p\(A) la superficie del plano z = 9 que esta dentro 

9(4) 9i(A) 9J(A) 

del cono y (p2(Á) la superficie del cono 

Una parametrización para la superficie <pi (A) es: q>i(x,y) - (x,y,9) ni «(0,0,9) entonces 
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9 j8\-x¿ 

JJ F.mdst = JJ F(x,y,9) .(0,0,l)dxdy = JJ (x,y,9) .(0,0,l)dxdy - J J 9dydx =129% 
v>i(A) A A 

2*9 
=9 J \rdrdd - 729« 

o o 

Una parametrización para la superficie (pz(A) es : (p2Í.x,y) - i x,y, Jx2 +y2 ) 

n2 •= í . * -—^—.-1 ¡ entonces 
J^P J^P J 

JJ F.n2ds2 - JJ F(x,y,J?TyZ-) .( 
VjfA) A 

_z l)dxdy 
o o c 

9 ,/81-x3 2*9 

JP^P JP^P 

JJ F»nds - JJ F»nidsi+ JJ F.n2ds2 - 729*: +O - 729«: 
<p(A) 9\{A} (P2W 

-l)dxdy - J J (1 - 1 )dydx - J J rOdrdd - 0 luego 
o o 

Ejemplo 3 .Ilustrar el teorema de la divergencia para el campo F(x,y,z) «xi+yj+zk, (p(Á) la 
superficie cerrada de las 6 caras del cubo 0 < x < 3 0 < y < 4 0 < z < 1 

X=3 
figura 4 S 

Se mostrará que JJ F-nds «JJJZ)í'v/*dzdydx 
<f(A) S 

i.DivF = + + + l + entonces ox oy oz 
34 1 

JJJDivFdzdydx ==JJJ3 d z d y d x d z d y d x - 36 
s- s 0 0 0 

ii. JJ F*nds JJ F' rtkdSk 

<P{A) <p¡Í(A) 

Una parametrización para (pi(Á) la superficie de la tapa z-1 es : <p\(x,y) - (x,y, 1) 
m - (0,0,1) luego 
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3 4 

I} F*nxdsx = ||(x,y,l)«(0,0,l)dydx = jfdydx - 12 
<(H(A) 0 0 0 0 

Una parametrización para 92(4) la superficie z=0 es : q>2(x,y) = (x,y, 0) r¡2 = (0,0,-1) 
luego 

3 4 3 4 

|| F • n2ds2 = | |(x,y,0)»(0,0,- l)dydx = 11 Qdydx = 0 
<P2ÍA) 00 00 

Una parametrización para q>3(Á) la superficie y=4 es q>3(x,z) = (JC,4,Z) «3 = (0,1,0) luego 
31 3 1 

|| F • n-ids-i = | |(x,4,z)»(0,l ,0)dzdx = 11 Adzdx - 12 
0 0 0 0 

Una parametrización para 9 4 (4) la superficie y=0 es q>4(x,z) - (JC,0,Z) nA = (0,-1,0) 
luego 

3 1 3 1 
|| F'nAdsA = | J(x,0,z)*(0,-1,0)dzdx = 11 Odzdx - 0 

<p4(A) 0 0 0 0 

Una parametrización para <p5 (,4) la superficie x=3 es <p5(y,z) = Q,y,z) «5 «= (1,0,0) luego 
4 1 4 1 

}| F • «5¿&5 = | |(3,y,z)«(l ,0,0)dzdy = 113dzdx = 12 
o0 o o 

Una parametrización para q>6(Á) la superficie x=0 es (pe(y,z) = (0,_y,z) «6 = (-1,0,0) 
luego 

4 1 4 1 
| | • «6¿&6 = | |(0,y,z)«(-1,0,0)dzdy = J J Odzdx - 0 luego 

<p6(A) 00 0 0 
6 

| | F-nds | | F • ndsk = 1 2 + 0 + 1 2 + 0 +12 +0 = 36 
v(A) <pk(A) 

Ejemplo 4 .Ilustrar el teorema de la divergencia para el campo F(x,y,z) = xi + yj + zk, q>(Á) 
la superficie del del paraboloide z = 10 - x2 - y2 para z > 1 y su tapa z = 1 

z = 1 

f i g u r a SO 

tf2 +í2= 9 
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Se mostrará que JJ F»nds =[^DivFdzdydx 
<p (A) S 

i.DivF = ^ + ^ . + ^ = 1 + 1 + 1 = 3 entonces 
dx 3¡y dz 

3 S ^ 7 XO-x2-? 2n 3 10-r2 

JJJ DivF dzdydx =|JJ 3 dzdydx =3 { J J dzdydx = I f x = 3 J J J rdzdrdd = £ S - 3 1 0 0 1 

//.El sólido está imitado por dos superficies , la tapa y la del paraboloide luego 
JJ F-nds= JJ F«nidsi+ JJ F«n2ds2 (p-i(Á)la superficie del plano z = 1 que esta dentro 

<p (A) tp^A) <p7(A) 

del paraboloide y <p2 (¿4) la superficie del paraboloide 

Una parametrización para la superficie q>\(A) es :q>\(x,y) = 1) « = (0,0,-1) entonces 
J j F . n i d s , = JJ F(^, l ) . (0 ,0,- l )dxdy= JJ (0,0,-1 )dxdy 

»lW x2+p<9 x2+y2<9 
3 J9~x2 2tí 3 

= - J J dydx = -9n- J \rdrdd = -9n 
0 0 

Una parametrización para <p2(A) la superficie z = 10 - x2 -y2 es : 
<P2(x,y) = -y2) n2 =(2x,2y,l)luego 

3 

JJ F • n2ds2 = JJ F(x,y, 10 - x2 - y2) • (2x, 2y, 1 )dxdy= J J (x2 + y2 + 10)dydx = 

3 2tt 
•^í-jr =J J r(r2 + 10)dddr - i|L»- entonces 

o o 
JJ F-nds = JJ F-ndsi+ JJ F-nds2 9k+ i|Ljr = ^ t t 

vi (4) 92W) 

Ejemplo 5 .Ilustrar el teorema de la divergencia para el campo F(x,y,z) = xi + yj + zk, q>(A) 
la superficie del plano x + y + z = 9,x = 0 = 0,z = 0 .(cerrada) 
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Se mostrara que JJ F«nds = \^DivF dzdydx 
9(4) s 

i.DivF = ^ + ^ - + ^ . = » 1 + 1 + 1 = 3 entonces ox oy dz 
9 9-x 

JJJDivF dzdydx =JJJ 3 dzdydx -3} J J dzdydx = l f -
S S 0 0 0 

n.El sólido está imitado por cuatro superficies , luego 

|J F-nds= JJ F*n}dsi + JJ F • n2ds2 + JJ F « n3ds3 + JJ F • nAdsA q>\(A) la 
9(4) 9\(4) 92 (A) V3(A) 94(A) 

superficie del plano z = 0 

Unaparametrizaciónpara la superficie q>\(Á) z= 0 es : <p\(x,y) = (x,y,0) n\ = (0,0,-1) 
entonces 

9 9- i 9 9-x 
JJ F-mds, - J J (x,y,0). (0,0,-l)dydx=f J 0dydx-0. 

9l(A) 0 0 0 0 

Una parametrización para la superficie q>2(Á) y = 0 es <p2(x,z) = (x,0,z) n2 = (0,-1,0) 
entonces 

9 9-x 9 9-x 
JJ F.n2ds2 - J J (JC,0,Z) • (0,-l,0)dxdz =J J 0dzdx= 0. 

92(4) 0 0 0 0 

Una parametrización para la superficie (p3(Á) x = 0 es : <p3(y,z) = (0,y,z) n3 = (-1,0,0) 
entonces 

9 9-y 9 9-y 
JJ F.n3ds3 = J J (0,y,z). (-l,0,0)dxdz=J J Odzdy = 0. 

93(A) 0 0 0 0 

Una parametrización para la superficie <p4 (4) x+y+z=9 es q>4 (x,y) - (x,y, 9-x-y) 
ri4 =(1,1,1) entonces 

9 9-x 9 9-x 
JJ F.n4ds4 = J J ( x , y , 9 - x - y ) . (l,l,l)dxdz=J J 9dzdx = 32. luego 

94(4) 0 0 0 0 

JJ F-nds= JJ F.nidsi+JJ F-n2ds2 + JJ F-n3ds3 + JJ F.n4ds4=0 + 0 + 0 + 
9(4) 9I(A) 92(A) <P3(A) 94(A) 

Teorema de stokes. 

Sea F (x,y,z) = P(x,y,z)i+Q(x,y,z)j+R(x,y,z)k un campo vectorial diferenciable con 
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continuidad, definido y acotado en una superficie (p(A) no necesariamente cerrada, n un 
vector normal unitario exterior a <p(A) y C la curva frontera orientada entonces 

| | RotF-nds = | ( ( V x F>nds =$F-da = j P(x,y,z)dx + Q{x,y,z)dy + R(x,y,z)dz 
<p(A) <p(A) C C 

Ejemplo 1 .Sea F(x,y,z) = (3y,-xz,yz2) <p(A) la superficie del plano z = 3 que esta dentro del 
cilindro x2 + y2 = 16 fig 52 verifique que : 

z 

f i g u r a 52 

| j (V x F>nds =\F * da = |P(x,y,z)dx+Q(x,y,z)dy+R(x,y,z)dz = 13ydx - xzdy + yz2dz 
<p(A) C C C 
R o t F = ( f - f > f - f > ¥ - f ) = c*2 + 3) , como z = 3 entonces 
« = (0,0,1) 

Una parametrización para la superficie z = 3 es q>{x,y) = (x,y, 3) y asi 
/. | | (V x F>nds - | | (z2 + JC, 0,-z - 3 ) . nds = JJ (3 + x, 0,-3 - 3 ) . (0,0,1 )dxdy 

<p(4) ¡PÍA) 16 

4 J\6-x¿ 4 2n 
| | -6dydx —96« = 11 -6rdddr = - 96« 
~A-J\6=P 0 0 

//.Una parametrización de la curva C es a(f) = (4eos í, 4 sin/, 3) 0 < t < 2« 
a'(i) = (-4 sin t, 4 eos t, 0) entonces 13ydx - xzdy + yz2dz 

c 
2 7! 2K 

= | (3(4sint)(-4sint)-(4cost)(12cost)+0)rfí = - | 48¿ft 96« y asi 
o o 

| | (V x F) • nds = 13ydx - xzdy + yz2dz 
<p(A) C 

Ejemlpo 2 .Sea F(x,y,z) = (x,-xz,z) = (P, Q,R), (p(A) la superficie del plano x + y + z = 1 
que se encuentra en el primer octante fig 53 
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figura 5 3 

R o t F - ( f - ¥ > f - f > ¥ - f ) - • como* + .y + z = 1 entonces 
» - (1,1,1) 

Una parametrización para la superficie es (p(x,y) = (x,y, 1 - x - y) y asi 
/. JJ (V x F>nds = JJ (x,0,-z) • = JJ (x,0,-(l - * - y ) ) • (1,1,l>$*fe = 

9(4) 9(A) x+y< 1 
1 l-x 
j f (x-(l-x-y))dydx=0 
o o 
¡i. La curva frontera se descompone en C\,C2,CZ donde 

Una parametrización para la curva Ci es a\(t) = (0,1 - t,f) ,0 < t < 1 a\(i) = (0,-1,1) y 
i 

| xdx - xzdy + zdz = j tdt = -1 
C[ o 

Una parametrización para la curva C2 es «2(0 = (í,0,1 - /) ,0 < t < 1 a'2(t) = (1,0,-1) y 
i 

<f xdx - xzdy + zdz =J(f - 1 + t)dt = 0 
c2 o 

Una parametrización para la curva C3 es a-s(t) = (1 - t,t,0) ,Q< t < 1 a'3(t) = (-1,1,0) y 
1 1 

| xdx - xzdy + zdz =J(1 - t)(-\)dt = J ( í - 1 )dt = - i entonces 
c3 0 0 
§xdx - xzdy + zdz = | xdx - xzdy + zdz + | xdx - xzdy + zdz + | xdx - xzdy + zdz 
C CJ C2 C3 

=1/2+0-1 /2=0 

Ejemplo 3 .Sea F(x,y,z) = (x,-xz,z) , RotF = (x,0,-z) , <p(Á) la superficie del paraboloide 
z=l0-x2-y2 paraz> 1 .fig54 
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figura 5 3 

Verificar que |f (V x F)«nds = |xdx - xzdy + zdz 
v(A> c 

Una parametrización para la superficie es <p(x,y) = (x,y, 10 - x2 - y2) n = (2x, 2y, 1) 
asi 
/. JJ (V x F>nds = JJ (x, 0, -z) . nds = JJ (pe, 0, •-(10 - x2 - y2)) . (2x, 2y, 1 )dydx = 

tp(A) <p(A) x2+y2< 9 

3 3 2k 
J J (2x2 + x2 + y2 — 10)dydx = -9% =J J (2r2 eos 2Q + r2 - 10)rd6dr 9% 

0 0 

Una parametrización para la curva frontera C es a(f) = (3 eos 3 sin/, 1) ,0 < t < 2% 
a'(i) = (-3sin/,3cos/,0,) 

2 K 
| xdx - xzdy + zdz = J ((-9eos/)(sin/) - 9eos2 f)dt = - 9n y asi 
c o 

[ (V x F)-nds = |xdx - xzdy + zdz 
<p(A) c 

Ejemplo 4 .Sea F(x,y,z) = (x,-xz,z) , RotF = (x,0,-z) , q>(Á) la superficie del cono z = 
Jx2 •+ y2 hasta z = 3 y su tapa fig 55 
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Verificar que JJ (V x F>nds = | xdx - xzdy + zdz 
9 (A) c 

i. ¡I (V x F>nds - JJ (V x F>n,dSl + JJ (V x F>n2ds2 

Una parametrizaciòn para la superficie <p\(A) es q>\(x,y) « (x,y,Jx2 + y2 ) 
n = ( -, y . -1) vasi 

}J (Vx F > m d s i - (x,0,-z)»wt¿fri -

= |J ( x , O , H f i ^ ) ) -I)dydx-

3 32* 
| | (-HTT + fir+yl)dydx = f f (rcos20 + r)rd6dr - 21n 

Una parametrizaciòn para la superficie q>2(4) es q>2(x,y) = (x,>»,3) «2 = (0,0,1) y asi 
| | (V x F>n2ds2 = | | (x,0,-z) . n2ds2 - | | (JC,0,-3) • (0,0,1 )dydx -

3 ^ í 7 32* 
| | -3dydx - -21 n - J | -irábdr = - 27» luego 
~3-j9=P 0 0 

Il (V x F>nds - | | (V X F>mdsi + | | (V x í>n2ds2 = 27n - 21n - 0 

Una parametrizaciòn para la curva frontera C i es a i (/) = (3 eos /, 3 sin /, 3) ,0 < t < 2% 
«'(/) = (-3 sin/, 3 eos /, 0, ) 

2* 
| xdx - xzdy + zdz= | ((-9eos/)(sin/) - 21 eos2t)dt = - 21 n 
c¡ o 

Una parametrizaciòn para la curva frontera C2 es a2(/) - (3 eos/,3 sin/,3) con orientación 
contraria a la de C i a\t) - (-3 sin /, 3 eos /, 0, ) 

2x 
| xdx - xzdy + zdz - - | ((-9eos/)(sin/) - 27cos2/)rf/ = 21 x luego 

o 

| xdx - xzdy + zdz - | xdx - xzdy + zdz + | xdx - xzdy + zdz —21n + 27A = 0 y asi 
c c , c , 
| | (V x F)«nds = | xdx - xzdy + zdz 

<t>W c 

Ejemplo 5 .Sea F(x,y,z) - z , x) , RotF = ( f - f , f - M, f . - f ) = (-1,-1,.y), 
(p(Á) la superficie delcilindrox2 + y2 = 1 entrez= 0 y z = 4 no cerrada, fig 56 
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x W - 1 

2 = 0 

f i g u r a 56 

Verificar que J j (V x F>nds = | ^¿dx +zdy + xdz 
<p(A) c 

/.Una parametrización para la superficie del cilindro es (¡>{u, v) - (eos u, sin«, v) Q<u<2n 
0 < v < 4 | ^ - x | ^ = (cosu, sin«,0) = n entonces 

JJ (VxF>nds=J J(-1,-1,sin«) • (cos«,sinM, 0)dvdu = J {(- cosw - sinu)dvdu = 0 
<fi(A) 0 0 0 0 

ii.La curva frontera de C se descompone en 4 curvas luego 
| ^¿dx+zdy + xdz = 
c 

| ^Y-dx + zdy + xdz + | ^¿-dx + zdy + xdz + | =¿--dx + zdy xdz ^ 
c, c2 ^ c3 
| ^-dx + zdy + xdz « <j> ^¿-dx + zdy + xdz ^dx + zdy + xdz + 
C4 C*! c3 
I ^dx + zdy + xdz - | ^-dx + zdy + xdz ^dx + zdy + xdz +1 ^dx + zdy + xdz 
c2 c2 c{ c3 

Una parametrizaciòn para la curva frontera Ci esßi(/) = (eos/,sin/,0) ,0 < / < 2% 
a\(t) = (-sin/,cos/,0,) 

Una parametrizaciòn para la curva frontera C3 es a-Jj) <= (eos/, sin/,0) ,con orientación 

contraria a'3(t) - (-sin/,cos/,0,) entonces 

I -¿-dx+zdy + xdz+ | -¿-dx+zdy + xdz 

2ir 2k 
= | ( ^ J . ( - s i n / ) + 4eos/)¿fr- j ( ^ p - ( - s i n / ) + 4cos/)rf/=0 

o o 
Ejemplo 56 .Sea F(x,y,z) = (x,-xz,z) , RotF - (x,0,-z) , (p(Ä) la superficie de la esfera 

x2 + y2 + z2 = 4 .fig 57 
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figura 51 

Verifique que JJ (V x F>nds = | xdx - xzdy + zdz 
9(A) C 

V(A) 
i. Como la superficie de la esfera x2 + yz + z2 = 4 es cerrada para calcular JJ (V x F)»nds 

podemos aplicar el teorema de la divergencia ,es decir, JJ (V x F) • nds= 
VÍA) 

- JJJ Div(RotF)dzdydx = JJJ Odzdydx = O 

«.Una parametrizión de la superficie esférica es 
q>(u,v) = (2 eos « sin v, 2 sin« sin v, 2 eos v) 0 < « < 2ff 0 < v < JT 

._ d<¡> y jty 
du dv 

entonces 
¡ (4cos« sin2v, 4 sin«sin2v, 4 eos vsin v) es un vector normal y extrior a <p(A) 

JJ (V x F)-nds = f J(2 eos«sin v, 0,-2 eos v) • (4cos « sin2 v, 4 sin zv sin2 v, 4 eos v sin v)dvdu 
9(A) O O 

2xk 
J J(8cos2«sin3v- 8sinvcos2v)£Íví^ = 0 
o o 

La superficie de la esfera x2 + y2 -t-z2 = 4 se puede descomponer en dos superficies 
z — ± J4 - x¿ - y2 

luego sea q>\(A) la superficie de >]4-x¿ -y2 y <p2(A) la - j4-x2 - y2 entonces 
J J (Vx F).nds-¡¡ ( V x / > » \ d s i + JJ (V x F). n2ds2 

f{A) Vl(4) 92(A) 

Una parametrización para la superficie q>\(A) es <P\(x,y) = (x,_y, ¿4 - x2 - y2) 
n = ( * y 1) y asi 

jA-P-y2 jA-P-y2 

i. JJ (V X F).nids! = JJ (JC,0,-Z) . mdsx -
Vi (A) Vl(A) 
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JJ JA - ¿ - y ) • l)dydx -
a JA-x^-y2 jA-x2-?3 

x +jr< A 

J J -jA-x2-y2 )dydx — O - } J ( ¿ ^ - J T ^ ) r d B d r - O 
* ^ 0 o 

Una parametrización para la superficie <¡f>2(/4) es q>2(x,y) = (x,yy- JA - x2 -y2) 
n - ( -—==-, 1) y asi 

i. JJ (V x F>n2ds2 - JJ (x,0,-z) . n2ds¿ 
92(4) 9jW 

= JJ (*,0, JA - * - y ) . ( - 4 - , - 4 = - , -

J J (-7=̂ =5- + jA-x2-y2 )dydx - 0 -J J + J t^ydQdr =0 
« ^ y o o ^ 

».Una parametrización para la curva frontera Ci es ai(/) = (2cosí,2sin/,0) ,0 < t < 2n 
a'(f) = ( -2 sin/,2 eos /, 0,) y una parametrización para la curva frontera C2 es 
a2(f) -= (2 eos t,2siní,0) <*'(/)- (-2sin/,2eos/,0,) en sentido contrario luego 
| xdx - xzdy + zdz « J xdx - xzdy + zdz+ J xdx - xzdy + zdz « 
C c, c2 

| xdx - xzdy + zdz - | xdx - xzdy + zdz «=0 
Ct ct 

Ejemplo 7 .Sea F(x,y,z) - (x,-xz¿z) , RotF - (X,0,-z), cp(Á) la superficie del paraboloide 
z - x2 + y2 entre z = 1 y z « 9 y sus tapas fig 59 .Verificar que 
Jf (V x F)* nds = jxdx - xzdy + zdz 

9(4) c 

figura 59 

/.Como la superficie es cerrada para calcular JJ (V x F)«nds podemos aplicar el teorema de 
9(A) 
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la divergencia ,es decir, j j (V x F)*nds = | | |Div(RotF)dzdydx = | | | (1-1 )dzdydx = 0 
<p(A) S S 

ii. |J (V X F) - nds = | | (V x F). nxds\ + JJ (V x F) • n2ds2 + JJ (V x F) • n3ds3 

<p(4) <P\(A) <p2(A) y3(A) 

Una parametrizaciòn para la superficie q>\(A) es q>\{x,y) — (x,y,9) n\ = (0,0,1) y asi 
/'. JJ (V x F>mdsi = JJ (*,0,-z) • nxds^ = JJ (jc,0,-9) - (0,0,1 )dydx = 

<Pi(A) <fn{A) *V2<9 
3 S^P 3 2jr 
J J -9£fy£fe = -81«=J J-9r£ftór = - 8 1 « 

0 0 

//.Una parametrizaciòn para la superficie tp2(A) es <jp2(*,.y) = 1) n2 = (0,0,-1) y 
asi 
JJ (V x F>n2ds2 - JJ (x,0,-z) . n2ds2 = JJ (*,0,-l) . ( 0 , 0 , - 1 ) ^ = 

92ÍA) 92(A) P+y2^ 1 
I fc? 1 2k 

dydx = « = 11 rdddr = « 
0 0 

//'/'.Una parametrizaciòn para la superficie <p3(A) es <p3(x,y) = (x,jy,x2 -t-_y2) 
»3 = (2jc,2y,-l) y asi 
Il (V x F).n3ds3 - | | (jc,0,-z) • fi3ds3 = | | (*,0,-(*2 + >>2)) - (2*,2y,-\)dydx = 

93 w i<x2+>>2< 9 
3 2n 

= | | (2r2 cos26 + r2)rdddr = 80« luego 
1 0 

II (V x F>nds = Il (V x F>nidsi + | | (V x F) • n2ds2 + | | (V x F) • n3ds3 
<p(A) 9l(A) 92(A) <p3(A) 
—81« + « + 80« = 0 
vi. J xdx - xzdy + zdz =jF* da = J F* da\+ J F» da2 + J F • da3 + J F • da* + 

C C Ci C2 C4 
| F • das + J F • da$ 
c¡ c6 
Ci : x2+y2 = 9 en z =9 ai(f) = (3cosi,3sin/,9) 0 < / < 2« 
a\ (/) = (-3 s i n 3 cosi, 0) 
C2 : je2+_y2=9 en z =9 ai(/)=(3cos/,3sin/,9) a'i(/)=(-3sin/,3cosi,0) sentido 
contrario a Ci 
C3 : x2+y2 = 1 en z =1 a3(t) = (cosi,sin/, 1) 0< / < 2« «i(/) = (-sin/,cos/,0) 
C4 : x2+_y2=l en z =1 ai(/)=(3cos/,3sin/,9) a[(/)=(—3sin/,3cos/,0) sentido 
contrario a C3 
C5 y C6 sus integrales se anulan ( recrren el mismo camino en sentido contrario) asi 

2 K 2x 
| xdx - xzdy + zdz = J ( - 9 eos / s in / - 81cos2 /)d/- J ( -9 eos/sin/- 81 eos 2t)dt 
c o o 

2jt 2x 
+ | ( - eos /sin/ - cos2 /)íf/- | (-eos/sin/ - cos2/>£?/+ | F * da$ - | F * das = 0 luego 

o o c5 c¡ 
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"J (V x F)*nds = | xdx - xzdy + zdz 
vW c 

Ejemplo 8 .Sea F(x,y,z) - ( i ¿ , Z , x) , RotF - ( f - f , f - f , f - - f ) = ( -1 , -1 ¿r) 
y C es la curva de intersección del paraboloide z = x2 + y2 y el plano z = 2y. Verificar que 

|J (V x F>nds = | ^ - d x +zdy + xdz 
vW c 

/.Una parametrización para la superficie <p(Á) es <p(x,y) = (x,y,2y) y n =(0 , -2 ,1) y 
JJ(VxF>nds = ¡¡ (-1,-1,.y) • (0,-2, \)dyáx = ¡¡ (2 + y)dydx-

<p(A) x2+(y-l)2< i x2+(y-l)2< l 

jr 2 sin 8 

j J ( 2 + rsmd)rdrdd=3n. 
o o 
//. La ecuación x2 + y2 - 2y = 0 equivale ax2 + ( y - l ) 2 = l y a s i 

a(t) = (cosí, 1 + sin/,2 + 2sin/) «'(/) = (-sin/,eos/,2eos/) 0 < / < 2 ? r y 

J ^¿dx+zdy + xdz =} ( - -ü í f í¿ ( - s in / ) + (2 + 2sin/)cos/+2cos2/)rf/= 3«: 

Ejemplo 9 .Sea F(x,y,z) = z , x) , RotF = ( f - f , f - f - , f - - f ) = (-1,-1,.y) 
y C es la curva de intersección del plano y + z = 1 el elipsoide 2x2 + y2 + z2 — 1. Verificar 
que 

JJ (V x F)«nds = | - ^ d x +zdy + xdz 
<¡>{A) C 

i. Como 2x2+y2+z2 =1 y y+z =1 entonces la curva de intersección es x2+y2 = y , es decir, 
x2+(y-l/2)2 = 1/4 . 

Una parametrización para la superficie <p(Á) es (p(x,y) = (jc,y, 1 — jv) n =(0,1,1) 
}J(VxF>nds= ¡¡ (-1,-1,jy) • (0,1,\)dydx = ¡¡ (y-l)dydx-

<P(A) x2+(y-V2)2< 1/4 x2+0-l/2)2< 1/4 
jt sin9 2x 1/2 
J | (rsintf - 1 )rdrdd = - 1 * = | j ((1/2) + rsinfl - 1 )rdrdd = - ±x 
0 0 0 0 
//.La ecuación*2 i-y2 - y = 0 equivale ax2 + (y - 1/2)2 = 1/4 y asi 

_ ( - ^ - , 1 + + - f - ) a'(i) = 0 < / < 2ff y 
2* 

} ^ d x +zdy + xdz =f ( - ? ¿ + ( | - -
c o 

2n .-
= | i + - S ^ - - )dt - —Í-TT (las otras integrales que faltan son cero) 

o 
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Ejemplo .Sea F(x,y,z) = (3y,-xz,yz2) <p(A) la superficie del plano y + z = 30 que esta 
dentro del cilindro x2 + y2 = 16 fig 62 verifique que : 

JJ (V x F>nds = | F • da = J P(x,yrz)dx+Q(x,y,z)dy+R(x,y,z)dz = 13ydx - xzdy + yz2dz 
<p(A) C C C 

R o t F = ( f - f - f - f - f - f ) = ( 2 2 + ^ - 3 ) > c o m o y + * - 3 0 e n t o n c e s 

« - (0,1,1) 

Una parametrización para la superficie y + z= 30 es q>(x,y) = (x,_y, 30 - y) y asi 
i. JJ (V x F)-nds -

v(A) 
¡¡(z2

 + x,0,-z-3).nds= JJ ((30 -jy)2 +x,0,>'- 30 - 3) • (0,0, l)dxdy 
<i>(A) x2+y2< 16 
4 J\6-x2 4 2x 
J J (y - 33)dydx —528«: =J J (rsinfl - 33)rdddr = - 528«: = 

0 0 

//.Una parametrización de la curva C es a(t) = (4cosí,4sin/,30 - 4sin/) 0 < / < 2n 
a'{t) (-4 sin /, 4 eos /, - 4 eos /) entonces |3ydx - xzdy + yz2dz = 

c 
2x 
J (3(4sin/)(-4sin/)-(4cos/)(30 - 4sin/)(4cos/)+(4sin/)(30 - 4sm/)2(-4eos/)>?/ = -528» y 
o 
asi 

JJ (V x F)«nds - |3ydx - xzdy + yz2dz 
<P<4) C 

Ejercicios 

1 .Considere el solido limitado por las superficies z = 1 - x2,z = - - 2 ,y = 2 y 
F(x,y,z) — (zx, y , z) para que ilustre el teorema de la divergencia y el de stokes 

2.Considere el solido limitado por las superficies z = 1 -y,z = 0,x = 2,y — 0 ,x = 0 y 
F(x,y,z) = (zx, y , z) para que ilustre el teorema de la divergencia y el de stokes 

3.Considere el solido limitado por las superficies z—16-Jx2 + y2 y el plano z = 7 y 
F(x,y,z) - (zx, y , z) para que ilustre el teorema de la divergencia y el de stokes 

4.Considere el solido limitado por las superficies z—Jx2 + y2 y el plano z =- 7 y 
F(x,y,z) = (zx, y , z) para que ilustre el teorema de la divergencia y el de stokes 
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5.Calcular JJ F*nds si q>(A) es la superficie de la esfera 

( * - 3)2 + (y - l)2 + (z - 2)2 - 9 y F(x,y,z) = (2x + 3z,-xz + 3z,.y2 + 2z) 

6.calcular |3ydx - xzdy + yz2dz si C es la curva de intersección del plano x t z = 10 con el 
c 

cilindro x2+y2-l 

7.Considere el solido limitado por las superficies x2 +y2 - 4 5 y los planos z = 1 y z = 9 
F(x,y,z) = (3y,-xz,yz2) para que ilustre el teorema de la divergencia y el de stokes 

8.Considere el solido limitado por las superficies z*= 9 - jc2-_y2 , x2 + y2 — 4 y el plano z *= 1 
F(x,y,z) = (3y,-xz,yz2) para que ilustre el teorema de la divergencia y el de stokes 

9.calcular | 3ydx - xzdy + yz2dz si C es la curva x = cost, y = sint , z = cost+sint 
c 

0<t<2n 
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