


cuadrante.

2. Hallar el area de la region limitada por los graficosdey=x,y=-x+4 ,y=-x+2 ,y=0.

3. Hallar el area de la region limitada por los graficosdey=x+1,y=x-3,y T ?', y
)

4. Hallar el area de la region limitada por los graficosdexy =1 ,xy =4,y=1 ,y=4 primer
cuadrante

5 .Hallar el area de la region limitada por los graficos de xy =1 ,xy =2,x=1 ,x=4 primer
cuadrante

Volumenes.

Recordemos que si f{x,y)-g(x.y) > O entonces

Kay)
V(S) =[[(flx.y) - gx.3))dxdy = [[( | de)dxdy = [[[ dedxdly.
e

Q gGy) §

Ejemplo 1 .Hallar el volumen del sélido limitado por el grafico de z=8-x%-y? , z=x%+y? figl26

z2=8- llz = ]2 .
(2,4)
."(J
rd
e /
— ‘}]
y
2= x2 + y2 !
- Y
v
xr-’f
figura 126

Igualando las ecuaciones tenemos que x%+y? = 4 es su interseccion ,pues 8-x2-y2 = x%+y? luego
x%+y? = 4
de z = x%+y? entonces rcosp =r’sin’p y de aqui r=cosg/sin’g.

de z = 8-x2-y? entonces rcosp = 8 — { r2cos?0sin’p + r2sin’0sin’p } =8 — r2sin’p luego
r?sinp + rcosp — 8 = 0 y despejando r ,obtenemos

r={-cosg+ /cos‘p + 32sin‘p /2sin’p = )
2 Va-z? 8-xiy? 2 2
tuego V(S) = ([[ dadxdy = | =5 [ dzdydx=[ [
N -2 _ Ja 32 x2p? 00
an 1/2 flp) 2t w2 cosglism’y
| I r? sin pdrdpdo + _[ _[ _[ r? smpdrdpdd
0

0 0 arctan1/2 0

8—r2
j rdzdrd@ = 167 =

r2

2x arct:
]
0

Ejemplo 2 .Hallar el volumen del solido limitado por el grafico de x2+y? + z2 =4 , 22 = x%+y?
interior al cono figl27
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figura 127

x*y2+ 22 = 22 + 22 = 222 = 4 luego z =+ /2 enfoces x2+y? = 2 es la curva de intersec cion
tang = J2/J2 =1 ,entonces @ = artanl = z/4 yasi

VGs) - [[f ity - j j [ dmyixs [ [ ] datyax

2x V2 JA-r7 o2 2% 2 /4

[ [ [ rdzdrdé+ [ [ [ rdzdrd=—1072,2 + 2 Zg = [ [ [ r*sinpdedrdd +
2owzo , 00 s 000

[[ [ 72sinpdpdrds.

0 03x/4

Ejemplo 3 .Hallar el volumen del solido limitado por el grafico de x?+y? +z2 =4 , z? = x%+y?
fiiera del cono figl28

figura 128

si x2+y? = 2 entonces r?sinp = 2 lnegor= /2 /sing

0 R e e -2 Vi

V(S)=I”ckdxdy= [ [ | dedyax+[ | [ dzdydx +
e V2 S e R

j [ ] dzedydx+ [ [ [ dzdydx+ j [ dzdydx=

2 JE R V2 o i V2 i TR
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22 V2 r 2x 2 VA-r? 2n 2 3nl4
[ [ [rdzdrde+ [ [ [ 1dzdrd6 = [ [ [ r2singdedrdd=15x/2
00

0 .m_r7 0 0 =4

i

Ejemplo 4 .Hallar el volumen del solido limitado por el grafico de x>+y? +z2 =16, 4 =x2+y’
interior al cilindro

m_

'I
\

/

/ ,
tigm:alzsr1 ) X : )

x%+y?+2z% = 4 +z% = 16 entonces z==* /12 . tang = 2//12 = 1/./3. luego ¢ = n/6.

2 VAx? (16527 22 V16-r? 2 nl6 4
V(S)= [[[ceaxdy = [ | [ dedydx=[[ [ rdzdrd6 = [ [ [r?singdrdpdd +
o 2 T S 00 s 000
2 5016 2/sing 2 7 4
[ [ | r*smodrdpdo+ [ [ [r2singdrdpdd
0 a6 0 0 5x/6 0

Ejemplo 5 .Hallar el volumen del solido limitado por el grafico de x?+y? +z2 =8 y 2z= x%+y”
(interior al paraboloide) figl 30

figura 139

Solucion . La curva de intrseccion es x>+y2? = 4 ,en el plano z= 2 ,pues x*+y? +22 = 2z+z° = 8
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,es decir , z2+2z-8 = (z+4)(z—2) 0 ,dedondez=2.
N

2 JA4-x2 2 2 J&

V(S) = mdzdxdy | “j j dzdydx = ” j rdzdrdd = — Zx+ 2x/7 =
=2 a7 (A2 0 Pr

2 VB =4 o w2 (2cosg)sinly

[ [ J' 1 sin pdodrdo + J' J' J' 1 sin pdrdedo

[ ] 0 =4 o}

Ejemplo 6 .Hallar el volumen del solido limitado por el grafico de (x%+y? + z2 )%=z ( x%+y?)
Solucién . La ecuacion de la superficie en coordenadas esféricas es r = cos@sing y como 8 no
aparece toma el maximo valor ,esdeir 0< 8 <2z ,y0< ¢ <n/2yaquez> Oyasi
2 w2 (cosg)sin’g
V)= [[[daxdy= [ [ [ rtsingdrdpds = L%
s 0 0 0

Ejemplo 7 .Hallar el volumen del solido limitado superiormente por por el graficodez=ye
inferiormente por
z=x%+y? fig 131

Solucién .Como z = z=X%+y% entonces la curva de interseccion es y = x2+y?2 luego
Yy Yy

& sind rsin6 n w2 (cosgYsinlp
V)= [[[dedsdy = [ [ [ rdedrdd = 2==[ [ [  r?singdrdpdd no
s 00 ,2 0 =/4 0

Ejemplo 8 .Hallar el volumen del solido que esa dentro de x>+y? +z2 =16 y dentro del cilindro
16= x%+y?

4 Vox—x? J16-x%y %2 4cosd V16—r%
Solucion . V(S) = H [ dectxdy - j [ dedydx=[ [ [ rdzdrdo
l““":r f-_‘T_Q‘ -xf2 O 62
nf24c0s8 V16-r?
- 1B .;.azj j [ rdzdrde =
~Vier
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nf2 =2 (4cos8)¥sme 72 sm~l(cos8) 4
4l> | [ [ risingdrdpdd+ [ | £r2 sin qodrd(odﬁ] =18z 32

0 sinM(cosd) 0 0 0

Ejemplo 6 .Hallar el volumen del solido limitado por el grafico de x2+y? = 2x | x%+y2 = 2z,z=0
133

figura 733 \
%
Solucion .
2 V2x—x2 (x2pR)2 ®I2 2cos8 r2
V(S) = jjj{&df{fv = I I I dzdydx = %x= I I I rdzdrdé = %ﬂ
N 0 ) 0 -rf2 0 0

Ejemplo 6 .Hallar el volumen del solido limitado por el grafico de z=16- /% + y? yz="7 .figl34

z=16-‘~.i'x’+f

N

2=7T

" figura134

Solucion .Como z= 16-/x% + y° y z=7 entonces 7 = 16-./x2 + y? y asi x2+y? = 81 es la curva de
mterseccion

9 JBl1-a? 16-Jxiey? 2n 9 167
luego V(S) = |[[ decxdy = [ ] I dzdydx = [ | [ rdzdrdg = 243x =
S -9 ) 7 60 7

2 arctan(%7) 16/(cos p+singp)
[ r2 sin pdrdpdd no
0 0 7/!:.05(9
La ecuacion z = 16-/x? + % en esféricas es r = 16/(cosg + sing)

Ejemplo 6 .Hallar el volumen del solido limitado por el grafico de x2 + y2 = R2,y x2 +z2 = R?
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R VR x? —x
Solucién V(S) = _[Hdz:dxdy j' _f _f dzdydx = £ R’
R_jpma

Ejemplo 7 .Hallar el volumen del solido limitado por el grafico de x% + y% = 1
(exteriorax?+y? = 1),x>+y> =4 (interiorax®+y*> = 4) ,z=0 yz=41figl36

-1 Va-x% 4
Solucién . Solucién V() = “Idzdxdy _[ _[ _[dzdydx+
-2 r_-;;O
-1-v1-z% 4 -1 4-x% 4 2 Va—=x? 4
[ [ [dndyax+] | [dedydue] | |dzdydx=
1y 0 o X
224 2x arctan 1/24/cos ¢ 2r w2 4Afsing
_[_[ rdzdrdd = 127 — _[ _[ _[ r2smq)d1'dtpd0+_[ _[ _[ r? sin pdrded6 no
010 o o 0 arctan12 0

Ejemplo 8 .Hallar el volumen del solido limitado por el grafico r=2 yr=2y2 cosg (comun)
figl37

Solucion . Como r=2 yr=2,2cosg entonces 242 cosp = 2 y de aqui ¢ = n/4.
Las ecuaciones r=2 yr=2,/2cosp equivalen a x>+y% +2z% = 4 yx%+y>+(z— y2)> = 2en
coordenadas cartesianas ,luego

2x w4 2 2 7f2 242 cos
Solucion V(S) = [[[dedxdy = | [ [r?singdrdpdo+ [ [ [ r2singdrdpde
S 0 00 0 =4 0
2 vz JA-r?
= -2n/2 + Ln J' J' J' tdzdrde =-2ny/2 + o n
00 jpvor?

Centro de masa ,centroide y momentos

Sabemos que si Q es una region del plano su masa viene dada por
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m(Q) = De4 (densidad por area) y si Q es un sdlido m{Q) = De¥ (densidad por volumen) luego

m(Q) = ][ plx,y)dxdy sip(x,y) es la densidad en cualquier punto de Q y

m(S) -=_|'_|' [ p(x,y,2)cdycx si p(x,y,z) es la densidad en cualquier punto del sdlido

Las coordenadas del centro de masa y los momentos vienen dadas por :

x=20 o 1 [[xpey)ecy =5 = L [[ye.y)ay
D D

L = [[¥* px,y)dxdy I, = [[x? p(x,y)dxdy ,Io = [[{x?+3? } p(x,y)dxdy=I, +I,
0 0 2

Las coordenadas del centroide vienen dadas por :

x-ﬂgjxcixdy y-=—j,—jgjyabcdy A (area)

Las coordenadas del centro de masa y los momentos para un sdlida S vienen dadas por:

X = mxp(x,y,z)dzdxdy = L {[[yp.y.2)kddy z= L _[_[_[zp(x,y,z ) deddy
L = ([[07+ PpGsp a1, = [[[(6F+ (e, b

L= Iff(x"’ +y2)p(x.y,2)dedydx :

Las coordenadas del centroide del solido S vienen dadas por :
]

x= mxdzaacdy 9= 3 [[[ycdy 2= 4 IIIzciza&dy V (volumen del sdlido)
S

Ejemplo 1 .Hallar el centroide de la region limitada por el gréﬁco x*+y?=4 x>0 y>O0fig
138

fHgura 1348

2 Ja-x1 w2 2
Solucidn . Aw_" _[ dydx =1 = J' _[rd’rde =x
0 0 00
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vé—-x* va-x*

{ xdydx = -g— entonces X = 3%?. { ydydx = = entonces y = 38;

O Ny N

wf

Ja-x2 =12

2 v4- 2
L= [ y%dydx= | [ r’sm?0drdo .
0 0 00

Ejemplo 2 .Hallar el centro de masa la region Q limitada por e | grafico y = 2-x? |, y =x fig 141
S p(x,y) = x2

/

r=2—x2ﬁ_.-' (1, 1)

/ .
///;-!
(-2, -2) figura 141

Solucion . Los puntos de interseccion de las curvas son (-2,-2) , (1,1) y asi

1 2-x2
M; = [[dxdy = [ [ yxPdyde=—= ,
Q -2 x
1 2-x2
M, = [ty = | | b = - 2
Q -2 X
1 2-x2
m= [[x2dxdy= [ [ x*dydx = £ luego
S —8_2 x 20
- AR A T

Ejemplo 2 . Hallar la masa de la region que esta fuera del grafico der=2 y dentro de r =4 sin@ ,
s1 su densidad es r fig 142

Sx/s mi6
N -
\
\\h /r=2
il ot

Solucion . Las curvas se cortan en #/6 , 5x/6 luego

figura 142
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5xi645n8

m= H p(x,y)dxdy —Hr rdrdd = | _|' rdrdd =

=6

- Br+1643

Ejemplo 3 . Hallar i, para la region interior del grafico de r=1 y dentro de r =1+cos® si
p(r,0) =r

Y

T . r=1+c0s8
-

"
N

\ Lo figura 143
/ )]

7 /
- Vg

@ Solucion . Las curvas se cortan en #n/2 , 3x/2 luego
M, = [[xp(x,y)dxdy =([(rcos6).rdrde ~
Q ]}

'IL
///— g
Iy \\
: [;-—\ )

w2 2 372 1+cosh
I Ir%os@cb‘dﬂ-t- I I ricosbdrdd = L7 + Ix
-nf2 0 72 0

Ejemplo 4 . Hallar 1a masa , centro de masa , I,,de la region limitada por los graficos de
z= 4x% y=0 y=9,z=0 yp(x,y,2) = x%.fig 145

z
\ /’/ N
Agura 145 // o / //
i ..///7);
2 94—x2
m(S)=mp(x,y,z>dzdydx= [ | Xdedydx = %
220 0
2 94-x2
- Hj'xp(x,y,z)dzdydx _” _[ x3dzdydx = 0
220 0
2 94-x2
M, = Iﬂzp(x,y,z)ckdydx [[ [ zx*dedydx = 322
220 0
2 94-x?
e = [[[yptey.ydedyd = | [ | yxdeddyce = 1
M, M, M,
2w YT m 4T m
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I; = H_[y +z2 i p(x, y,z)dedydx = T]’T (2 + 22)x2dedydx = 434”2

-20

Ejemplo 5 . Hallar la masa del solido limitad por los graficos z=/x% + 37 y z=x%+y? si
px.y) = 2+xy

Solucion . siz=/x%+y? = /z ,entoncesz?—z = 0y z=0, z=1 luego x>+y? = 1 .luego
1 12 x2o?

m(S) = [”p(x,y,z)dz@dx I I _[ (2 + xy)dedydx =
-1_/i2 %o

{2+ r2cos0sin@ rdedrdd = 1

1"

O ey
N Ry

Ejemplo 6 . Hallar centroide del solido limitad por los graficos z=x%+y%2 y z=1

1 V1=x2 W o211
Vel[fddd = | | | = (][ rdedrdo~
i J2;11 1
JIIZP(x,yJ)dzdwk [y = [ [ [ 2rdedrdd = L7 luego
00,2
z= M= o3
2211
[[[xcedvatx [ [ [(rcos6)rdedrds
x=_3 _ 00p2 -0
w/2 /2
271 1
[[[yaedye [ [ [(rsin6)rdedrds
- 8 _ oop -0
Y /2 /2
Ejercicios

1 . Mostrar que el volumen del solido limitado por el grafico de {x? + y2 +z2 3% = x2 + y2 viene dado
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por

27 sme
V= _|' _[ _[ résinpdrdedd = 1n?.
000
2 . Mostrar que el centroide del solido limitado por el grafico { x2 + y? + 22 3% = z viene dado por
(0,0,7/16).
3 .Hallar el volumen del sdlido limitado por z=x?+ y? , z=2x? + 2% xy=1, xy=4 y=x ,y= 5x.
nd
u=z/{x?+y?; , vexy ,w=y/x (primer octante)
4. Hallar el volumen del solido limitado por x+y+z=1 x+y+z=4, 2x+3y+52=3 , 2x+3y+5z=5
4x+6y+5z=1 4x+6y+5z=10

5 . Mostrar que el volumen del solido limitado por el grafico de (x + y + z)* = xyz en el primer
octante viene dado por

"2 7f2( cos28sin8 c052¢ sin®@)

V= f _[ I 4r2(sin3p cos @sin 0 cos @) drdpdd = Tl‘mo (x=rcos?@sin?p....)
0 0 0

(7



Integrales de linea.

La nocion de integracién de una funcion definida en un intervalo cerrado [@,5] < R se puede
generalizar a la integracion de una funcion definida en una curva y por este motivo
conoceremos algunas caracteristicas de las curvas .

Sea a : [a,b] — R” ,una funcion vectorial talque a(f) = (x1(£),x2(f), ..., x,(f)) entonces
1. Al conjunto { (z,a(?) / te [a,b])} sellama,la grafica de

2.51 @ es una funcidn continua en [a,b], la imagen de a se llama curvay a

a(t) = (x1(),x2(0),...x.(£))
una representacion paramétrica y su grafico (el de la imagen ) se representara por C

3.8i a(f) existe para todo te (a,b) y si a(f) es continua en [a, b] entonces la curva se llama
regular

4. La curva se llama regular a trozos (suave o liza),si se puede exprezar como la union de un
numero finito de curvas regulares

5. La curva es cerrada si a(a) = a(b)

6. La curva es cerrada simple si a(a) = a(b) y siparatodot; ,tz € [@,b] t; =t se tiene que
a(th) = a(tz)

7.El sentido positivo de la curva ,es el correspondiente a los valores crecientes de t

Ejemplo 1. Sea a : [0,4] +— R? talque a(f) = (£,#2) = (x,y). Sile damos valores a t entre 0
y 4 y localizamos estos puntos en el plano xy ,se obtendra el grafico de y = x2 para
0 <x < 4, yse dice que a(f) = (£,#°) es una parametrizacion de la parabola fig 1

¥ (4, 16)
I‘.“‘r
aft) - >/
—— “ #
f‘">/f «""‘J
. C/
-~ - /".‘ ¥= x2
-~
| o
1 X
0 t 4

figural

La curva es regular , regular a trozos , no es cerrada ,a(f) = (4—1,(4—£)?) para 0 <t <4
es otra parametrizacion de la parabola y = x2, pero su orientacion es en sentido contrario .
Ejemplo 2. Una parametrizacion de x?+y? = 1 es a(f) = (cost,sin?) = (x,y) ,0 <t < 2x fig
2

f2+12—1

Bgura 2



La curva es regular , regular a trozos , cerrada y cerrada simlpe y a(f) = (cost,—sin?),
0 <t < 2 es otra parametrizacion , pero su orientacion es en sentido contrario

Ejemplo 3. Hallar una ecuacion paramétrica para el grafico de x = y?-1 desde (0,-1) hasta
(3,2) fig 3

Y
IR (3, 2)
'f,;f"" X ! -1
ait) =

T s

o £
-1 t 2 \

\'\.

figura 3 \

\‘~1l, -1)

Solucidon . Seay =t entonces x=t>-1yasia(f) = ($>-1,8) -1 <1<2 y
B(t) = {(2-%-1,2-¢; 0 < ¢<3 esotra parametrizacion , pero su orientacion es en
sentido contrario

Ejemplo 4 Hallar una ecuacion paramétrica para el graficodey=4-x? , y > 0 fig4

g 4 x
-2 t 2 (-2, 0) (2, 0)
figura4

Six=t ,y=4-1t2 yasia(f) = {,4- £} -2<1<2 y six=2-t,y=4-(2-t)? entonces
B() = (2—1.4—-(2-1)?) 0< t < 4 es otra parametrizacidon pero con orientacidn contraria

Ejemplo 5 Hallar parametrizaciones para el segmento de recta que tiene por punto inicial
(0,2,0) y punto final a (0,2,4)

a(f) = (0,2,5) 0<t<4, B(H) = (0,2,4f) 0<r<1 ,y(f) =(0,2,2) 0<r<2son
todas parametrizaciones del segmento de recta con la misma orientacidon y &(2) = (0,2,4 1)
0 < t < 4 es otra parametrizacidon del segmento de recta ,pero con orientacidn contraria

Ejemplo 6 . Una parametrizacion de :. + ﬁ] = 1 es x/a= cost , y/b =sint , luego
a(t) = (acot,bsint) 0 <1< 2% ’



Ejemplo 7 . Una parametrizacion para el segmento de recta que tiene por punto inicial
AeRypuntofinalaB € R* esa(f) =A+#(B-4) 0<r<1 figs

ait) =/
- ;——‘_'_'_'~ ‘.,"

— ,7‘?
- /S oait)=R+t (B-d)

7
."‘

figura i

Ejemplo 8.Una parametrizacion para el grafico de x*3 + y?* = 1 es a(f) = (cos3t,sin3?)
0<t<2m

Ejemplo 9.Una parametrizacion para el grafico de y = fix) es a(2) = (¢ A1) o
() = (a— t,fla— 1)) segun sea su orientacion

Ejemplo 10 .Una parametrizacion para el grafico de y = x? + 4x desde (-4,0) hasta (2,12)
Jfigd es

¥ (2, 12)

P —— ‘,‘"“Y:X:-l-"-l’x
el (-4, 0)
- - X
-4 t 2 7
_'.:_5_‘_ ) f".’-
figura 6

a(f) = (1, +4) 4<t<2yPp)=0B-t3-0H2+4(3-1)) 1<t<Tesotra
parametrizacion pero en sentido contrario

Ejemplo 11. Una parametrizacion para el grafico de z=y? enx =2 desde (2,-1,1) hasta
(2.2,4) fig 7



2 figura ?

esa(f) = (2,4,?) -1 <t<2 y B(H) = (2,4—-,(4-10?) 2<t<3esotra
parametrizacion con orietacion contraria

Ejemplol2 a(f) =(J1-#4,f) si-1< ¢ <1 y B(f) = (cost,sint) - Z <t< Zson
parametrizaciones para el grafico de x=,/1 —y* desde (0,-1) hasta (0,1)

Ejercicios.

I. Mostrar que

1. x=sect, y=tant esuna parametrizacion de x> —y? = 1

2.x=2+cost, y=1+sint es una parametrizacion de (x — 2)?+ (y—1)2 = 1
3.x=t+1, y=2t>-t-1 esuna parametrizacion de y = 2x% — 5x + 2
4.x=sent, y=-2cost 0 < ¢ <z es una parametrizacion de x* + y2/4 = 1,x > 0
5.x=-¢€!, y=4e% esuna parametrizacion de y = 4x%x > 0

6. x=2t+5, y=3t-7 esuna parametrizacion de 3x — 2y — 29

7.x=t%, y=1t-2 esuna parametrizacion de (y + 2)? = x,x > 0

8x= 7, y=1-t esuna parametrizacionde y = 1 - x%,x > 0

Integral de linea de un campo escalar

Para motivar la defimcion de Integral de linea de un campo escalar , imaginémonos un
alambre delgado con la forma de una curva regular a trozos C , con extremos A y B fig.
Supongamos que el alambre tiene una densidad f(x,y) en cada punto (x,y) ,con f{x,y)
continua y que x = x(t) , y = y(t) , para ¢ € [a,b] es una parametrizacion de C fig 8



¥ _-B
c
aty _f—""7 7 (x(t), ¥(L))

figura 3 X

Para aproximar la masa del alambre C ,consideremos una particion P={ty,t1,..t,} de |a,2|,
ésta lleva a una divigion de C en subarcos P;_1 P, . Sea (x;,y;) el punto en C correspondiente a
laimagen port; .Axi = x; — xi.1 Ay; = ¥, — ¥,-1 , Ag; la longitud del subarco Pt P; ,
escojamos un punto (u;,v;) en P,_; P, y para cada i evaluemos la funcion en (u,,v;) y

multipliquemosla por As, para formar Y} flu;, v;)As; que es una estimacion de la masa del
=1
alambre fig 9 y para hallar la masa exacta del alambre se hacen infinitas particiones es

T
Yi ‘“‘\ - -~
b i
afts) - |
e i1 71 A — -
e L Ass = (A )® + (aps)
= ' 1
/ ) A A
K s N 2
a . b : : a5 = Y (dx)© + (dy)
h
! I
| 1
| 1
. 1 L X
figura 9 %o X1 %,

decir, lim Y flu;,v;)As; =_[ flx,y)ds — masa total del alambre =m.Los momentos vienen
i ¢

dados por

Mx=_[yf(x,y)ds , My=[xflx,y)ds , (x,y) = (4%, 22 y en forma analoga si C esta en el
€ &
espacio

Aliora [ s )ds= ] fOx().5(8) () @) =[ Sox(0.500) (I + Gyl
b
=J'f(a(t))||a’(t)||dt para @ : [a,b] +— R

De lo anterior se desprende que :

a. Si f(x,y) > 0, entonces I flx,y)ds es el area lateral del cilindro que tiene por base la curva
Cy altura f(x,y) fig 10



figura 10

¥

f"‘i{ - - -—14“_,"37-’_
x- T as ™My, v)

o~

e

b.8i f(x,y) = 1 entonces la integral I, flx,y)ds representa la longitud de la curva ,es decir ,
b
Longitud de la curva = [ Sxyyds = J, 1 ds= [ das = _[||a’(t)||dt (norma de la denvada)

Ejemplo 1 .Calcular .[, xy ds si C es el contorno del grafico de y = x? desde (-1,1) hasta (3,9)
fig 11 '

h
(3, %)
/,;‘
A
!."' ¥= x
7
(1, 1) /
LY ‘//
l‘ /
—_ -
o - X
figura 11

Solucion a(f) = {£,£2; -1<t<3 , o'(t) = (1,20) , [|&'@®)|| = J(1)*+ (20)% = J1+ 4

fa®)) =flt,?) = () = £ entonces
3
J'rxyds = J' Pyl +4fdt = ‘;’;3 V37 - %,/5 y lalongitud de la curva es
=

[ ds= j||a (0)||dt = j VI+47d=237 - Lin{-6+ 37 i+ 1/5 - Lini-2+ /5 }
E]emplo 2 .Calcular J' (x +y) ds si C es el contorno del grafico de y = /1 —x? desde (1,0)

hasta (-1,0) fg 12



_f‘: 1 wX= V1-x
/ \
| | x
(-1, 0) (1, 0)
figura 12
Solucion . a() = {1- £, /1—- (1- 92} 0<1<2 , () =-1L,(1- 0y j2t- £},

'@ = 1/V2t= £ fla@®) =f1-4J/1-(1-0H?)=1-t+/1-(1-£? entonces

2
J'r(x +y)ds = I(l —t+ J1-(1-0D*)/J2¢- 2)dt = 2 ylalongitud de la curva es
0

b 2
[ds= [le@|dt=[{1/J21=F jdt=nysi
a 0

p(t) = (cost,sint) 0<t <z , B'(f) = (-sint,cos?t) ,
I1B'(®)|| = J(=sint)? + (cos )’ =T =1,
AB®)) = flcost,sinf)=cost+ sint entonces

4 b ks
(x+y)ds = [(cost+sint)e ldt=2y | ds=[|p@®)|dt= [dt ==
, ( ) ds= (I8
0 a 0

Con este ejemplo se pretende mostrar que hay que elegir una paramtrizacion adecuada para
que el calculo de la integral sea mas facil

Ejemplo 3 .Calcular J'ﬁ (x+y+z)dssiCes el contorno del segmento de recta que tiene como

punto inicial (0,3,0) y como punto final (0,3,5)
Solucion
a(t) = (0,3,0) + #(0,3,5) - (0,3,0)) =(0,3,5) 0<t<1, a'(s) =(0,0,5),

le'@®)|| = J(0)? +1(0)2 +(5)¢ =5 flat)) =Q0,3,5) = 0+ 3+ 5¢ entonces
(x+y+z)ds=|(3+5¢)5 dt==2 y lalongitud de la curva es
3 ¢ ) 3
0

b 1
[ ds = [|o'@)\dt = [5dt =5
a 0

Sea otra paraetrizacion S(f) = (0,3,71) 0 <r<5 , (1) = (0,0,1) ,

IB'® = J(0)* +(0)2+ (1)* = VT = 1, fIB®) =03, =3+1¢



5
entonces I, (x+y-+z)ds = _[(3 +1) dt = 7 y la longitud de la curva es
0

& 5
[ ds=[|B'®D)|dt = [dr =5
a 0

Ejemplo 4 .Calcular J" x2y ds siC es el contorno del cuadrado definido por los ejes

coordenados y las rectas x=1,y =1, recorrido una sola vez en sentido contrario a las
manecillas del reloj fig 13

Cy

-
figura 13

Ci se puede parametrizar de la forma siguiente :

Ci,(f)=(£,0) 0<¢<1 ,ai(f) = (1,0) ,|l2i@®] = VT =1

Cy ,ax(f) = (L,1=1) 1< <2, a5() = (0,1) , ()] = V1 =1

Cs ,a3(f) = 3-141) 2<t <3 ,a5() = (-1,0) , |les@)]| = VT =1

Ca ,a4() = (0,4—-1) 3<t<4 ,ay(t) = (0,-1) , ||les(®|| = VT = 1l yasi

[ x2yds= [ x%yds+[ x*yds+[ x*yds+| x*vas=
Je J(;! -’52 -,5'3 "6'4

1 2 3 4
[Odt+ [(¢—Dat+ [3-n%de+ [odt=0+1+1+0=3.
0 1 2 3

Sin embargo es mas practico considerar las curvas C; completamente independientes sin
pedir que se definan en intervalos consecutivos y pueden ser que esten definidos o no en el
mismo intervalo.Por ejemplo , las curvas C; se puden parametrizar asi:

Ci,e1(f) = (1,0) 0< <1 ,0i(f) = (1,0) ,[jei (D] = VT =1

Cs,a3() = (1-1£1) 0<z<1 ,a5() =(-1,0) ,|le3()| = VI =1

Ca ,aa() =(0,1-0) 0<t<1 ,04(t) = (0,-1) , |les(®)|| = VT =1y
1 1

[ x’yds= [ x*yds+[ x% d’.\'+J' x’yds+ | x*yds= [0dt+ [tdt

o g €3 ey

Y ¢y

U 0

1 1
+ [(1-p%dt+ [0di= 2
0 0

Ejemplo 5 .Calcular [ (x2 + y?)ds si C es el contomo de la cicunferencia x2 + y? = 4



recorrida una sola vez en sentido contrario a las manecillas del reloj fig 14

Solucion .

p(t) = (2cost,2sint) 0< ¢t <2x , B'(f) = (-2sint,2cos?)

IB'(D)]|| = J(-2sinf)? + (2cos)? = J4 =2, f(B(¥)) = f(2cost,2sinf) = 4 entonces
2n

_[f(x2+y2)ds= J'4-2dt= 16%
i 0

Ejemplo 6 .Calcular f x ds s C es el contorno de la parabola y = x2 conlarecta y = 2x
recorrida una sola vez en sentido contrario a las manecillas del reloj fig 15

,(2:4)

figura 135
Solucion . ay(f) = (4,2 0 <1 <2, ai(t) = (1,20) , || (D] = V1 + 4#
Aea(®) =fe,1%) =1t

ax() = (1-£2(1-1) -1<t<1, a5(®) = (-1,-2) , |les(®)|| = V1+4 =
flax(t)) =f(1-1,2(1-0)) =1-1¢ yasi

I xds = | xds+_[ xds = _[t,/1+4t2 dt + _[(l—t)dt 2T+ 2
|

Ejemplo 7 .Calcular Jf (x + y)ds si C es el contorno de la cicunferencia x* + y° = 4 en
z = 3 recorrida una sola vez en sentido contrario a las manecillas del reloj fig 16
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x=  figurais
Solucién .
B(f) = (2cost,2sinz,3) 0<1<2x , B'(f) = (-2sint,2cos1,0) ,

1B/ = J(-2smf)? + (2cost)? = V4 =2, fIB(H) = f2cost,2sint,3) = 4
entonces

J"(x +y)as = T(2 cost+2sint)2dt= 0y _l'r ds = I 2dt = 4Ax su longitud
0 0

Ejemplo 8 .Calcular J'f (x+y+z)ds s1C es el contorno del segmento de recta desde (4,1,0)
hasta (4,-1,0) y luego recorre el grafico de z= 1-y? desde (4,-1,0) hasta (4,1,0) fig 17

z
(‘-2 P z=1 Yi
».1 {'
Il ]\
/ \ Y
1 -
A
(1,-1,0) L e »,1,.-- e figura 17
x~ G 4,1,0)

Solucidn .
() = (4,2-1,0) 1<1<3, al(h) = (0,-1,0) , |@i(h)]| = vT = 1

fa() =f4,2-10)=4+2-t+0=6-¢

ax(f) = (4,1 -12) -1 <t<1, ab() = (0,1,-20) , ||a5(D)|| = V1 + 4P

Seax(8) = flo() = (4,2-10) 1 <r<3, ai(#) = (0,-1,0) ,||lei(®| = /T =1

feax () =f4,61 —12) =4+ t+1- £ luego

.[f(x+y+z)ds=[c (x+y+2)ds+[ (x+y+z)ds=]3'(6— Hdt + j'(S+ t—Pdt = 32
1 €2 1 3 ’

Ejemplo 9 . Calcular I, (x — y )ds si C es el contorno del grafico de x?+y?=2x recorrido en

10



sentido contrario a las manecillas del reloj empezando en (2,0) y terminando en (2,0) figl8

¥
(x-1)° +y'=1
‘___.—”"f.: "'—._‘.
x’f/ .':
1
.
\ (2, 0)
Y - _“‘"
e R P = 02x
figura 18

Solucidon  Si x*+y?=2x entonces (x-1)?+y’=1 y a(f) = (1 +cost,smf) 0<¢<2x
a'(f) = (—sint,cos?) , {|&'(f)|| = 1yasi
b 2n

[ x—y)ds = [Ra@)|ja'(®)||dt = [(1+cost—sinf)dt = 2n

0

b..En coordenadas polares es r=2cos0y .

Como x =rcos@ , y =rsind entonces

dx = (Ox/0r)dr + (0x/00)d6 = cos 8dr — rsin 0do

dy = (8y/Or)dr + (8y/00)d0=sn Odr + r cos 0o

ds =/(dx)? + (dy)? =y/(dr)? + r*(d0)? =fr? + (dr/d)? d6 luego

[ - yyds
Cm*Z #f2
- [ (rcos0— rsind) /(4 cos?6 + 45?0 do= J' (2cosfcos@ — 2cosPsin0)2d0 = 2x
—xf2 -2

Ejemplo 10 . Calcular ! xds s1 C es el contorno del grafico de r = 1 — cos@ recorrido en

sentido contrario a las manecillas del reloj empezando en 6 = 0 y terminando en 8 = 2%
figl9

11



2n
_[ xds = J' rcosdJré + (dr/d9)2d6=J' (1 - cos®) cos8,/(1 — cos)? + sin*0 do=

0
27 2r

2 — 2cos8): cos @ — cos?@ :df = —4n y la longitud es { /(1 — cos@)? +sin?0dd = 8
( )1 .
0 0

Ejercicios

Calcular J' {(x—y)+ (xy+x°)ds siCes
¢

D
a.El contorno del grafico de y=|2x| desde (-1,2) hasta (1,2)

b.El segmento de recta desde (-1,2) hasta (0,2) y luego el contorno de y=2(x-1)? desde (0,2)
hata (1,0)

c.El contorno del grafico de |x| + |v| 1 recorrido una sola vez en sentido contrario de las
manecillas del reloj 0y -

d.El segmento de recta que une (0, 0) con (1,0) ,el contorno del graﬁco y = J1-x? desde
(1,0) hasta (=, = ==}y el contorno del grafico de y=x desde (Y% ﬂ. ) hasta (0,0)

e.El contorno del grafico de y=x? desde (0,0) hasta (-2,4) y luego y = x+ 6 hasta (2,8)
f- el contorno del trapecio de vértices (0,0) , (4,0), (0,3), (1,3) recorrido una sola vez en
sentido contrario de las manecillas del reloj
g.El contorno de los graficos de y=x? y y = 8 — x*desde (-1,1) hasta (-1, 1) recorrido una
sola vez en sentido contrario de las manecillas del reloj
h.El contorno de los graficos de los graficos y = x,x+ y = 2,y — 0 recorrido una sola vez en
sentido contrario de las manecillas del reloj

v i.El contorno de los graficos de los graficos x = y?,x = 4recorrido una sola vez en sentido
contrario de las manecillas del reloj
#-El contorno del graficico de x=y> desde (—1,—1) hasta (1,1)
k.El contorno del graficico que tiene por ecuaciones paramétricasx = 4¢— 1,y = 3¢+ 1 ,
-1 <<l
I7).Calcular la longitud de las cuvas dadas en el numeral I
II) Calcular el area de los cilindros que tienen por altura f(x,y)=6 y base cada una de las
curvas dadas en el numeral [
IV).Hallar el centro de masa de cada alambre dado en el numeral I , sila dencidad es

Sx.y) = x*
Integrales de linea de campos vectoriales

Supongamos que un objeto se mueve a traves de un campo de fuerzas y que en cada instante
t,tiene una posicion a(f) y se encuentra sometido a una fuerzaf(a(r)).

Cuando el objeto se mueve desde un instante a ,a un instante b describe una curva C :

a(t) = x()i + y(t)j,con t € [a,b].Deseamos hallar el trabajo realizado por f'a lo largo de la
curva C.Miremos que sucede en un intervalo corto 12,1 z:-1 = [£,£+ /4] y como una
estimacion del trabajo realizado en este intervalo usaremos fla(f)) « (a(t+ k) — a(r)). Al
hacer esta estimacion utilizaremos el vector fuerza en el instante t y sustituimos el camino

12



curvo entre a(#) y a(f + ) por el correspondientesegmento rectilineo. Si hacemos que w(t)
sea el trabajo total realizado hasta el instante t,w(t+h) el trabajo total realizado hasta el
instante t+h;el trabajo realizado desde el instante t hasta el t+h Jha de ser la diferencia
w(t+h)-w(t).

Ahora w(t+h)-w(t) ~ f{ a(f)) « (a(t+ h) — a(t)) y si dividimos por h esta expresion y
tomamos imite cuando h tiende a 0 se tiene que :

W(t) = im S i () o GEREOD —fig(h)) « o/(£) y ast

w'(1) = fla(d)) : a'(f) e integrando entre a y b esta igualdad se tiene

}w’(t)dt = w(b) —w(a) = ]" Sla(®)) « a'(r). Como w(a)=0 entonces el trabajo total realizado
aes w(b) , es decir , trabajoftotal relizado es

—w(b) — w(a)=jw'(r)dt=j fa(t) « o (=] _f+ du

Si a(t) = (x(1),3(0)) , (1)t = (dx/dt,dyldt)dt , fix,y) = (P(x,3),0x.%)) ¥

Sx@D.38) = (P&(0),y(1),Qx1),y(1)) y asi

Sa(®) «a'(tdt = (Px(0),y(0), Qx(1),3(1))) « (dx/dt, dyldt)dt=P(x,y)dx + O(x,y)dy luego
[frdo=[ fla@®) «a'(Odt = [ Pexy)dx+ Qx,y)dy

En forma analoga se tiene para R3que:

[ Sodo = [ S®) < a'(Ddt = [ o POy, 2)dx + Q(x,y,2)dy + R(x,,2)ckz

Algunas propiedades.

i.Sea C una curva reular a trozos , si a(f) es una parametrizacion de C con dominio [a,b] y
B(2) es otra parametrizacion de C con dominio [c,d] ,si a(t) y f(f) recorren la curva en el
mismo sentido ,entonces

[ feda= | _fedp
S11as dos parametrizaciones @ y f recorren la curva en direcciones opuestas ,entonces
[ frda==]r+dp

ii..Sean a y b numeros reales , f(x,y) v g(x,y) dos campos vectoriales entonces
[faf+bg)eda=af fede+b|, g-da

ifi.Sea f(x,y) un campo vectorial definido sobre una curva C y ¢sta se puede descomponer en
C1,C»,C5, ..,C, entonces

13



__fcf- dao = chlf- da+jc2f- do+ ... +'[Cnf- do

Ejemplo 1 .Hallar el trabajo que se nesecita para mover una particula desde el punto (0,0)
hasta (3,9) a lo largo del grafico de y = x? si se le aplica una fuerza f{x,y) = x% + xyj

f',jr 9)

/

figura 21

Solucion . a(f) = (l,tz) 0<t<3 a’(t) = (1,28) Ala®) _éﬂl,ﬂ) — (12,13) luego
W= Icf- da = Icﬂa(t)) « ' (Hdt = J‘C(IZ’IB) « (1,20dt = {(,2 +200dt = 2%1_ y

3 3
J'nP(x,y)dx + Q(x,y)dy = j'nxzdx + xydy = J'(tz.l + £.20dt = J'{:tz + 28 idt = 3L
0 0

Ejemplo 2 . Calcular fc feda siC es el contorno del triangulo de vertices (0,0),(1,1) , (1,0)
con orientacion contraria a las manecillas de reloj si flx,y) = (xy%,x -~ y) fig22

(1, 1)
Cs
’ C;
y -
(0, 0) C, (1, 0)
figura 22

Solucion

ParaCy, () = (4,0) 0<z<1 @ai(®) = (1,0)

para Cy ,a2(f) = (1,8) 0<t<1 a4y = (0,1)

paraCs ,a3(f) = (1-#,1-1) 0<z<1 @ai(f) = (-1,-1) entonces

chf- do = jclf- da+j'02f- a*a+j03f- do =
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}f(z,O) « (1,0)dr+ jj(l,t) . (0,1)dt + j(f(l —t1-fHe(-1,-Ddr =

0 0 0

j'(O,t) o (1,0)dt + }(tz, 1-6«(,Ddt+ j({:(l - 030 e (-1,-1)dt =
0 0 0

1 1 1
[0dt+ [(1-pdt— [(1-Hdt =L
0 0 0

Ejemplo 3 . Calcular ch [+ do siC es el contorno de la circunferencia x> + y? = 1 con
orientacion contraria a las manecillas de reloj si f(x,y) = (-y/2,x/2) fig23

figura 23

a(t) = (coft,sint) 0< ¢t <2z , a'(f) = (-sint,cost) entonces

J'Cf- da = IC(—y/Z)dx + (x/2)dy=2f(((— sin£)/2).(—sinf) + ((cos£)/2)(cos t))dt=1f22fdt =7
0 0

Ejemplo 4 .Calcular [nydt+xzdy+yzdz s1 C es la curva que tiene por ecuacion parametrica
x=t,y=08z= 0<r<2

2
Solucion [ xydx + xzdy + yzdz = J' {8+ 260 +30 idt = e

En general el valor de la integral I Jf = da depende del camino de integracion C , pero en

ciertos casos el valor de la integral no varia para todos los caminos dentro de una region Q
,que tienen el mismo punto inicial A y el mismo punto final B.Para estos casos se dice que la
integral de linea es independiente del camino en Q y se dice que f es conservativo , mas aun
s1 dado un campo vectorial f, si existe un campo escalar ¢ talque f=V¢ en Q con ¢
continuamente diferenciable entonces el campo vectorial f se dice conservativoya ¢ la
funcion potencial

Ejemplo 1 f(x,y) =(2xy,x?) es un campo vectorial conservativo y tiene a p(x,y) = x2y como
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funcion potencial , pues Vo = f

Ejemplo 2 f(x,y,2) = (x2,y,2z*) es un campo vectorial conservativo y tiene a

ox,y,z) = —":3-1-%-!'% como funcioén potencial , pues Vo = f

Un conjunto S € R” S abierto ,se dice conexo ,si dados dos puntos a y b en S jexiste un
camino

regular a trozos que une a con b en S.

Un conjunto S < R* S abierto ,se dice convexo ,si dados dos puntos a y b en S ,el segmento
de recta que une a con b esta en S.

Un comjunto S © R”, S abierto , se dice simplemente conexo , si toda curva simple cerrada
en S encierra solo puntos de S Ejemplos

0

a.b, ¢ son conjuntos conexos y no convexos ; d y e son convexos ,conexos y simplemente
conexos

1.R,R?,R? son conjuntos abiertos conexos ,convexos y simplemente conexos

2.8 = {(x,y) /4 < x?+y? < 9} es abierto ,conexo ,no convexo y no simplemente conexo

Si @ es un campo escalar diferenciable con Vg continuo en un conjunto abierto ,conexo S de
R”_ entonces para dos puntos cualesquiera a y b unidos por una curva regular a trozos en S se
tiene que

X

b
IV(p e da — @(b) — p(a) recibe el nombre de teorema fundamenta del calculo para

integrales de linea

Ejemplo 1 .Sea ¢(x,y) = 3x% + xy — x ;Vo(x,y) = (6x+y— 1,x) = flx,y) luego
s1 C es el segmento de recta que une los puntos (0,0) con (2,3) integral de linea viene dada
por

[foda=[Voeda=9(2,3)-90,0) =16
o4 C

S1 f es un campo vectorial continuo en un conjunto abierto y conexo S de R” entonces las
afimaciones sigmentes son todas equivalentes:

f es gradiente de una cierta funcion potencial en S si y solo si la integral de linea de fes
independiente del camino en S s1 y solo si la integral de linea de f alrededor de toda curva
simple cerrada regular a trozos contenida en S es cero

Sea fun campo vectorial diferenciable con continuidad en un conjunto S abierto convexo

(o simplemente conexo)de R” El campo f es un gradiente en S siy solo si Dif;(x) = D;fi(x)
paracadaxenSyk=12..n

EnR? Elcampo fes un gradiente en S siy solo si 2 = 22 para cada (x,y) en R? ,pues
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JSxy) = (filx,y).2(xy) = (Px,y),0(x,y)) entonces

Difi(x,y) = Difa(x,y) , esdecir g— J
Dyfo(x,y) = Dafo(x,y) , es decir %’ = %

Dfs(x,y) = Dyfi(x,y) ,esdecir 22 = 22

Ejemplo 1 .Sea f(x,y) =(x+vy,x-y) =(P(x,3), O(x,y)).Como i—f = % = 1 en todo R?, que es
convexo y abierto ,se concluye que fes un gradiente en R? y la integral de linea es
independiente del camino y que § f» do = 0 para toda curva cerrada regular a trozos que esté

c
en R?
Una forma de hallar la funcion potencial es :
Como f = V¢ entonces (P,Q) = ( % 31‘4) v de aqui

o _ 3o _ R . by .
= = P, ¥ riha Q, luego integrando la primera ecuacidn con respecto a x se tiene

Px.y) = [P(x,y)dx +A(y) =[(x + y)dx + A(y) = x2/2 + xy + A(y)

Lo=x+ ;T = Q=x-yentonces < = -y, esdecir A(y) =-y*2+k
luego o@(x.y) = %+xy—- ﬁ

En forma similar , si escoje la segunda ecuacion e integra con respecto a 'y
Ejemplo 2.Sea f(x,y) = 3x%yi+x’yj como 2= = 3x%y = % =3x2 excepto cuando x = 0 0

y = 1 se puede concluir que este campo no es gradinte en ningun subconjunto abierto de R?

EnR? El campo fes un gradiente en Ssiy solosi 2% = 2% 22 = 22| % = %para cada
(x,y,z) en R*> | pues '

Dif1(x,y,z) = Df1(x,y,z) es decir == = E_P
Dofo(x,,2) = Dofs(x,y,z) esdecir == = 3}’@_
3R

Daf3(x,y,z) = Dsf3(x,y,z) es decir %55 = 2%

Df2(x,3,2) = Dof1(x,,2) es decir £ = 22
D1f3(x>}’>z) = D}fl(x,y,z) (&) decir % = §_P
Dsf2(x,3,2) = Dofs(x,y,2) esdecir 28 = .a_f?_

&

Ejemplo 2 .Sea f(x,y.z) =(x?,y,2%) =(P(x,y,2),0(x,y,z),R(x,,z)). Como las relaciones

= 5 ) = 5 =0 5 == = 0 se cumplen en todo R’ que es abierto y

convexo , se tiene que f es un gradiente y la integal [ [+ da es independiente del camino y la

17



integal i f+da = 0Qpara

c
toda curva cerrada regular a trozos que esté en R

Ejemplo 3 .Sea f(x,y,2) =(yz+y+z,xz+x Xy+x) =(P(x,y,2),0(x,y,), R(x,y,z)). Como las
relaciones

an

e mztlm 2 R myi] = £ = x = —= se cumplen en todo R’ que es

dy ox oz
abierto y convexo , se tiene que : fes un grad1ente la mtegal J' cf da es independiente del
caminoy §fe da = 0

c
para toda curva cerrada regular a trozos que esté en R?

Para hallar la funcion potencial se sabe que f = V¢ entonces (P,Q,R) = {f, ?*, :;5) y de
aqui

= P, %; =1 %‘?- = R luego integrando la primera ecuacién con respecto a x se tiene

(p(x,y,z) J'P(x y,z)dx +A(y,z) =_[(yz+y+z1dx + A(y,z)=xyz + xy + xz + A(y,2)
y il =xz+x+ g‘; = ) =xz + x entonces ;— = 0,esdecir A(y,z) = B(z)

luego @(x,3,2) = xyz+xy.+ xz + B(z) pero —iL =xy+x+ B(z)=R =xy+x se
concluye que B(z) = k¥ yasi ¢(x,y,z) = xyz+xy+ xz+ ky las integrales

(1,1,
[ Oz+y+2)de+ (z+x)dy+ (xy+x)k = @(1,1,1) - 9(0,0,00=3-0 = 3
(0,0,0)

§f- da = 0 i C es cualquier curva simple cerrada regular a trozos en R?
o

Ejemplo 3 .Sea f(x,y,z) =(yz+y+x,xz + x,xy + x} =(P(x,¥,2), O(x,y, ), R(x,y,z)). Como las
relaciones

-‘3%=z+1=% s =yt+tlzy=2£ aR=%=0nosecumplentodasenR3,

oz Jy

entonces f es no es un grad1ente en R3

Observaciones .

.51 41« da # 0 para alguna curva cerrada C ,entonces fno es un gradiente .Si { feda =0

c c
para infinitas curvas cerradas no se deduce necesariamente que f es un gradiente ,pues se
puede comprobar que la integral de linea del campo vectorial f{x,y) =(x,xy) es cero para todo
circulo con centro en el origen ,no obstante este campo no es un gradiente .
il.Sea Sel con_]unto de todos los puntos (x,y) = (0,0) en R? y
Sxy) = (2 o s , = —%) se puede verificar que == '*'—‘ = —3— en S y sin embargo la integral de

linea a lo largo de la circunferncia de radio 1 no es cero ,pues a(#) = (cos?,sinf)
a'(f) = (—sint,cos?)
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2n 2n
§ feoda = j fa@) «a'(ndt = I(sinzt+ cos’f)dt = 2n Observe que S no es convexo
c 0 0

Sea f(x,y) = P(x,¥)i + Q(x,y)j un campo vectorial derivable con continuidad en un conjunto
abierto conexo S del plano y supongamos que %‘1 = % en todo S.Sean C;,C; dos curvas
simples cerradas regulares a trozos en S que satisfacen las propiedades

i.C5 esta en el interior de C;

11.Los puntos interiores a C; que son exteriores a C, pertenecen a S entonces

35 feoda = § [+ da recorriendo ambas curvas en el msmo sentido
Cy Ca

Ejemplo Calcular la integral § 2 _dx+ —*_dy donde C contorno del cuadrado de
- x“+y- XSy
vértices (2.2),(-2,2),(-2.-2),(2,-2) y S es el conjunto de todos los puntos (x,y) = {0,0) en

R2.Como
%0 = % en Sy sea Ciel contorno de la circunferencia de radio 1 fig 24

ox

(-2,2) Cx

con parametrizacion a(f) = (cost,sinf) a'(f) = (-sinf, cosf) entonces

2% 2%
$ yy dx+ i _dy = § ;llyz_dxﬁ» ?’i—y-g—dy = [fla®) «a'(B)dt = [(sin’t+ cos?r)df = 2m
Cy 0

Ejercicios
Calcular [(xy — y)dx + (x + 3y2)dy i C es
c
a.El contorno del grafico de y=|2x| desde (-1,2) hasta (1,2)
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b.El segmento de recta desde (-1,2) hasta (0,2) y luego el contorno de y = 2(x — 1)? desde
(0,2) hata (1,0)

c.El contorno del grafico de |x| + [y| = 1 recorrido una sola vez en sentido contrario de las
manecillas del reloj

d.El segmento de recta que une (0,0) con (1,0) ,el contorno del grafico y = T — x% desde
(1,0) hasta L%, ,,: }y el contorno del grafico de y = x desde (1,5—, 2—;) hasta (0,0)

e.El contorno del grafico de y=x? desde (0,0) hasta (-2,4) yluego y = x + 6 hasta (2,8)
£ el contorno del trapecio de vértices (0,0) , (4,0), (0,3), (1,3) recorrido una sola vez en
sentido contrario de las manecillas del reloj

g.El contorno de los graficos de y=x? y y = 8 — x°desde (-1,1) hasta (~1,1) recorrido una
sola vez en sentido contrario de las manecillas del reloj

h.El contorno de los graficos de los graficos y = x,x+y = 2,y = 0 recorrido una sola vez en
sentido contrario de las manecillas del reloj

i.El contorno de los graficos de los graficos x=y? , x=4 recorrido una sola vez en sentido
contrario de las manecillas del reloj
j.El contorno del graficico de x=y> desde (-1,-1) hasta (1,1)

k.El contorno del graficico que tiene por ecuaciones paramétricas x = 4f— 1,y = 37+ 1
~l<r<1

(1,2) (1,1,1)
ID).Calcuar las integrales j 02+ 2+ (32 +2xv) , [ 2xdx+3y%dy + 4z
(0,0) (0,0,0)

Teorema de Green
Sea f(x,y) = P(x,y)i+Q(x,y)) un campo vectorial diferenciable con continuidad en un abierto

S del plano xy y sea C una curva regular a trozos simple cerrada en S y R la reunion de C con
su interior fig 25 entonces

y C/
y ®
& B
« \
-~ Pl
\‘\\ figura 25
\\.".

§C Plx,y)dx + Q(x,y)dy = U(anax — OP/8y)dxdy
R

Ejemplo 1 . Tlustrar el teorema de Green si f(x,y) = (-3/2,x/2) = P(x,3)i + Q(x,y)j y Cesel
contorno del cuadrado de vertices (2,2),(-2,2),(-2,-2),(2,-2) fig 26
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(-2,2) ¢ (2,2)
AT X
E e = 9
(-2,-2) i C1 (2,-2)

figura 26

Solucion .Las hipotesis del teorema de Green se cumplen luego
2 2

a..[[(6Q/ox — OP/dy)dxdy = [[(1/2 — (-1/2))dxdy = ([dxdy=| [ dydx = 16.
R R R -2-2

b..Las parametrizaciones para C; vienen dadas por

a() = (1,-2) -2<t<2  ai() = (1,0) = (dx,dy)

o) = (2,H) —2<t<2 ay(f) = (0,1) = (dr.dy)

a3(f) = (-1,2) -2<t<2  ay(H) = (-1,0) = (dx,dy)

a4(t) = (2,-1) -2<1<2 vay(f) = (0,1)= (dx,dy) entonces

§ P(x,y)dx+ux.viav = §C-%d§x+ %dwj»hl-%dx+ Tdy+§ ~Zdx+ Idy+§ -2obo+ Siy+

c2 %a

2 2 2
§ -Lax+rav= [{-2.1+#2).03dt+ [{-1.0+1idt+ [{-2.(-1)+ (-#/2).0 st +
-2

i 2 2

2 2 2 2 2
[{-50+(22).(-1)}dr= [dt+ [dr+ [di+ [ dt =16 Tuego
-2 -2 -2 -2 -2

§C P(x,y)dx + Q(x,y)dy = [[(0Q/0x — dP/ay)dxdy
R

Ejemplo 2 . Ilustrar el teorema de Green si flx,y) = (—xy,y)= Px,y)i+ Q(x,y)j y Cesel
contorno del grafico de y — x> y y = 1 en sentido contrario a las manecillas del reloj fig 27
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Solucion .Las hipotesis del teorema de Green se cumplen luego
11

a.. [[(8Q/ox — 8P/dy)dxdy = [[(0~ (~x))dxdy = [[xdxdy = [ [ xdydc = 0
R R R —1,2

b..Las parametrizaciones para C; vienen dadas por

ai1(f) = L -1<t<1l ey(f) = (1,20) = (dx,dy)

ax(f) = (1) -1 <t<1  ab(f) = (-1,0) = (dx,dy) entonces

§ PO,y)dx+ Q(x,y)dy = § -xydx+ydy = § -xydx+ydy+§ -xydx+ ydy=
4 Yo (] [

1 1 1 1

[-£l+22tdt+ [(1(-1)+(1).0)d = [ Pdr— [ rdt = 0 Tuego

=] -1 -1 -1

<§C P(x,y)dx + Q(x,y)dy = ”(anax — 8Pidy)dxdy
R

Ejemplo 3 . Ilustrar el teorema de Green siflx,y) = y%+xj = P(x,y)i+ Q(x,y)j y Cesel
contorno del grafico de % +22 =1 en sentido contrario a las manecillas del reloj fig28

figura 28

Solucion .Las hipotesis del teorema de Green se cumplen luego

a(f) = {2cost,y2sint; 0<¢<2r aj(t) = {-2sint, 2 cost; = (dx,dy) entonces
2n

§ Px,y)dx+ Qx,y)dy = § y*dx+xdy = [{(2sin*f)(-2sin) + (2cos)(v/2 cos?) idf =

27
{~4sin3t+2y2 cos’tidt =2ny2.
0

2 J(4-x4)2 2 1
[[(0Q/ox — 8P/ayyardy = [[(1 - yaxdy = [ [ (1= 2p)dyde={ [(1 - 2J2 rsin6)22 rdrde
? R _2_m 00

272
Ejemplo 4 . Ilustrar el teorema de Green si f{x,y) = (2xy —x2,x+ %) = P(x,y)i + Q(x,y)j

y Cesel contorno del graficode y = x? ,x = y? en sentido contrario a las manecillas del
reloj fig 29
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¥ (1, 1)

figura 29

Las parametrizaciones para C; vienen dadas por

ai(f) = {423 0<t<1 ai(®) = (1,20) = (dx,dy)

ax(f) = (Pt 0<t<1 a2(t) (21,1) = (dx,dy) entonces

§ Pry)dx+Qxydy = § (2 —x%)dx+ (x+y)dy+§ Qo= x)de+ (x4 Y2y =

dey
1

1
[{@P - £+ e+ )23 - [{(4F - 20) + 2 it =
0 0

”(BQlax OP/8y)dxdy = “(1 — 2x)dxdy = J‘ J‘ (1- 2)dyde = L

Ejemplo 5 . Ilustrar el teorema de Green si flx,y) = (-3/2,x/2) = P(x,»)i+ Qx,y)j y C
es el contorno del graficode x?+y? =4 .x2+y> =1 x= 0,y = 0, en sentido contrario
a las manecillas del reloj fig 30

= ) = {\ c..:
X +¥=1[<
\ \ +‘If 4
figura 30
. 1Ja-%2 242 722 i
I[i50 - & saudy = [[asdy = [ | o [ [ dyds = [ [rdrdd =
R S2 01

.Las parametrizaciones para C; vienen dadas por
ai(f) = (£,0) 1<r<2  ai(f) = (1,0) = (dx,dy)

o2(f) = (2cost,2sint) 0<t1<m2 ay(f) = (-2sint,2cos?) = (dx,dy)
a3(f) = (0,-1) -2<t<-1 ai(®) = (0,-1) = (dx,dy)
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04(f) = (cost -sint) -m/2<t<0 a4(f) = (—sint,—cost)= (dx,dy) entonces

i P(x,y)dx+Q(x,y)dy=§c (-y/2)dx+(x/2)dy=f (o 2)dx + @/2)dy+§  (-y/2)dx + (x/2)dy +

2 72 -1 0
§ (-y/2)dx + (x/2)dy +§ (-y/2)dx + (x/2)dy=j Odt + I 24t + I Odt — _[ 124t = %n
N - 1 0 -2 2

Teorema de Green generalizado.

Sea f(x,y) = P(x,y)1+Q(x.,y)j derivable con continuidad en un conjunto abierto y conexo S del
plano y sea C1C.....C,, curvas simples cerradas en S tales que

i.Dos curvas cualquiera de ellas no se cortan
11.C1C,....C, estan en el interior de C
iii.R es el interior de C y exterior a C1C,....C,, fig 31 entonces

figura 31

[[(35 - 3 audy = § PCxy)de+ Oy~ 34, PCsy)e + Q)
R —

Ejemplo Sea f{x,y) = (-, 5) C es el contomno del cuadrado de vértices

(2,2),(-2,2),(-2,-2),(2,-2) y Cy el contorno de x* + y* = 1 fig 32
Yy
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-2,2)

(2,2)

o — 4(2,-2)
(-2,-2) C1
figura 32
2 2 2z 1
s - 2 by = [[ ey = [ [ b~ | [rara0 = 16~
-2-2

70 50 § Faes 30

¢ &)
11 a(f) = (cost,sinf) 0<¢<2rm a'(f) = (—sintcost) entonces
2n 21
{ >dx+ Ldy = [((=mt)(—sinf) + (<& )(cost))dt = L [dt==
¢ ) o " 0

Parametrizaciones del cuadrado

Ci:a(f) = (4,-2) ai(H) = (1,0) -2< <2
2 s ax(t) = (2,8) ay(®) = (0,1) -2< <2

Cs:oq(f) = (-1,2) a5(f) = (-1,0) -2< <2
Cy: ar(f) = (-2,-F) ay() = (0,-1) 2< <2 yas

§ Lax+ Zdy = j(1+0)dr+ j(0+ 1eit + j(1+0)dr+ j(0+ 1)clt = 16 luego
C -2 -2

§pde+ Zdy- § L+ zdy=16-n
o4

¢y

Ejercicios

I) Verificar la igualdad en el teorema de Green si f{x,y)=(-y,x) y
a.El contorno del grafico de [x| + |y| = 1 recorrido una sola vez en sentido contrario de las
manecillas del reloj

b.El segmento de recta que une (0,0) con (1,0) .el contorno del graﬁco v=u1—x2 desde

po

(1,0) hasta (%2, == ) y el contorno del grafico de y=x desde (==, ¥ = 2y hasta(O, 0) recorrido
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una sola vez en sentido contrario de las manecillas del reloj

¢. El contorno del trapecio de vértices (0,0),(4,0),(0,3),(1,3) recorrido una sola vez en
sentido contrano de las manecillas del reloj

d.El contorno de los graficos de y=x? y y = 8 — x?desde (~1,1) hasta (~1,1) recorrido una
sola vez en sentido contrario de las manecillas del reloj

e.El contorno de los graficos de los graficos y = x,x+y = 2,y = 0 recornido una sola vez en
sentido contrano de las manecillas del reloj

JfEl contorno de los graficos de los graficos x=y? , x=4 recorrido una sola vez en sentido
contrano de las manecillas del reloj

II).Aplicar el teorema de Green para calcular las integrales

i § e%Sen2ydx+e?*Cosydy si C es el camino sobre la graficade 9(x — 1)2 + 4(y — 4)2 = 16
c .

ii. §(x5+3y)dx+(2x—e>")dy si es el camino sobre la graficade 9(x — 1)2+ 4(y— 4)? = 16
c

IIT. Sea R una region del plano xy limitada por una curva simple cerrada C ,verificar que
i §xdy= Areade R=A
o

ii. —§ ydx = Area de R =A
iii. ”E; §xdy—ydx = Area de R =A
. x =C—‘ §x2'dy
v. p=- fiﬂdx
o

vi. Hallar el area del rombo de vértices (6,0),(0,6) ,(—6,0),(0,-6)
vii.Hallar el area de r=2cos¢

Superﬁcie . Una superficie se define como el recorrido de una funcion diferenciable ¢ de
un subconjunto de R? , en un subconjuto de R3 , es decir,

@ : A~ B con AC R?y BC R?®y ¢(u,v) = X(u,v)i + Y(u,v)j + Z(u, vk

@(u,v) = X(u,v)i + Y(u,v)j + Z{(u,v)k se dice que es una parametrizacion de la superficie

Algunas parametrizaciones.

1. Una parametrizacion para el elipsoide P— + J;—; + :_—2 =1
es p(u,v) = (@cosusinv,bsinusinv,ccosv) 0<u<2x 0<v<g
Como un caso particular si x?+y>+z%=a? se tiene que
@(u,v) = (@cosusinv,asinusinv,acosv) 0 <u < 2x 0 < v < & es una parametrizacion
de la esfera de radio a

2. Una parametrizaciéon para la superficie de paraboloide z = x? + y* hastaz = 4
es p(u,v) = {ucosvyusinv,u’; 0<v<2r 0<u<?2

3. Una parametrizacion para la superficie del cono z=/x% + y? hasta z = 4
es @(u,v) = (ucosvusinv,u) 0<v<2x 0<u<A4
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4. Una parametrizacion para la superficie del cilindro x? + y? = 9 desde z = 2 hasta z = 4
es

o(u,v) = (3cosv,3sinv,u) 0<v<2m 2<u<4

5..En general si la superficie se puede expresar de la forma z = f{x,y) ,una parametrizacion
es

e, v) = (U, v,f(u,v)) o @x,y) = (x,y.fx,y)) ,sies delaforma x = Ay,z) una
parametrizacion es

@(¥,z) = (f3,2),y,2) ¥ sies de la forma y =f(x,z) una parametrizacion es
Qx,z) = (x,f(y z),z) as1 por ejemplo
a.@(x,y) = {x,y,%* +y ; es una parametrizacion del paraboloide z = x? + y
bokx,y) = ,.x V%% + y2 } es una parametrizacion del conoz = fx? +y°
c.@(x,y) = (x,y,4) es una parametrizacion del plano z = 4
do(x,y) = (x, y,4 —x— y) es una parametrizacion del plano x+ y+z = 4
e.p(x,y) = {x,y,x°} es una parametrizacion de z = x2

Definicion de Integral de superficie

Recordemos que la integral de linea de un campo escalar § fx,y,z)ds se definio por
€

$/x,y,2)ds = T Sla(®)|ja*(#)||d¢ siendo
(&

a

ds = ||a‘(8)||dt = / ﬁﬂ} + { _f dt=[(dx)? + (dy)* !1+t “dx con a(f) una

parmetrizacion de la curva C

En forma muy anéloga se define la integral de superficie [[ Ax,y,2)ds como

(4)
[[ fx,3,2)ds = ”j((p(u W) |22 % 2 | |dudy o ’
o(4)
J'J' Jx,y,2)ds = J’ Ao(x, ﬂ\l | 99 % ! Hdrd\h l' folx,y) V“Hl +{ ,j;’ 4] _;{ :}Dc'lxd_'v 0
o(4) Prxy Prxy

[[ .2 = ([ 02|32 22 | = [[ () [T+ T2 77 (& e

oy - 9z -

o) Pryz Pryz
s1@(u,v) ,ox,y) = (x,y,.f(x.) @(y,z) = (fly,z),y,z) son las parametrizaciones de las
i j k
P B 30 3
superficies y £ x 22 = | 1 0 & | = (—%,%,1) y
0’ ox
01 &%
oy
8 , B0 || — R G
“ax'x'ay'l_\/l'*"u'ﬁ}"+'_‘,§i
. I R 22 B ':2
es decir ds = || =2 3% a“’ lidrd\n= JItd g){ Pt —% +* dxdy
1 ~ - e <
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El area de la supeficie se calcula por [[ ds = [] |% 2 ||dudv o
o) A
J[ ds = H”a“’*a“’lld"dy’ﬂ L+ (& 3+ (& audy 0

o) Prv

.Ud“' _U”a@"awlldkdy J'J"/1+'—iZ+\§§*2dzdycomoseilustrarz‘1enlos

o(4) Pryz
Proximos eJemplos

Ejemplo 1 .Calcular H xyzds ,p(A4) es la superficie de x+y+3z =1 que esta en el primer
o(4)

octante fig 34

o0ny) = {xy, 52 b, ds = [T+ (C1)7+ (1) ddy = [T dudy
fox.») = fx,y, 1‘” b=yl 2

11-x

.Uxﬂd" Ijxyuki‘f?i dedx T V11

o(4)

S1 proyectamos la superficie en el plano yz tenemos :

p(.2) = (1 -y-3z,y,2) ,ds=J/1+ (-1)*+ (-3)°dyck = VIl dyck
143 1-32
fo0.2) =f1-y-3zy.2) = ([ xyzd&=[ I (1 -y - 32)yz/ Tl dyde= L

o(4)

1 V/I——

1080

Ejemplo 2 . Calcular H zds ,p(A) es la superficie del paraboloide desde z = x? + y? hasta
o(4)
z =9 fig 35
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Pxy) = ixy,x?+y*: ,ds=u1+ (2x)? + Qy)l dxdy = J1 + 4(x? + y%) cbxdy
Aoxy) = fix,y,x?+y2 = x2 + y?
3 fxT ‘ o 3
[[zds=[ [ {x2+y23 T+ 4G4y dydn=| [r/T+ dridrdd = 12 /37 + Lz
o) 3 00

Ejemplo 3. Caleular H (x+y+z)ds ,p(A) es la superficie del rectangulo que tiene por

o4y 3
vertices (0,0,0),(2,0,0),(2,3,0)(0,2,0) fig 36

3
(8,2, 0)
et ¥
ey
x (3,8, 0) (2,3,0)

figuwra 36
ox.y) = (x,5,0) ,ds = J1+(0)* + (0)° dxdy = dxdy
S(ox,y) = f(x,5,0) =x+y entonces

23
[[ Gt y+z)ds=[ [(x +y)dydx = 15
0

o(4) ¢

Ejemplo 4 . Calcular {[ (2x+yz— 1)ds ,p(4) es la superficie de la x%+y? +z2 = 9 fig 37
o(4)
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JC2+!2+ ZQt 9

@@, v) = (3cosusinvy,3sinusinv,3cosv) 0<u<2x 0<vy<g
i j k

o d 3 - 5
;:—" x 7?:— = | —3smusiny 3cosusiny 0 -

3cosucosv 3sinucosv —3siny
=—9icosusin®y — 9 sinusinv }j — 9: sin®usinv }kcosv — 9{ cos’ucosv ksinv
= -9 cosusin®v — 9jsinusin®v — 9ksinvcosv

|| 52 % 22 || = 9/sin*vcos?u + sin*vsin®u + sin“vcos?y = 9siny| = 9sinvy 0 <v <=z

luego ([ (2x+yz - 1)ds =[[( 6cosusinv+9sinusinvcosv— 1)9sinv dudy =
A

o(4)
® 2% i
| _[ { 54sin?vcosu + 81 sinusin?vcos v — 9sinv »dudy =—36n
00

Tambien se puede resolver de la forma siguiente : z=+ /9 — x? — 2 entonces
[[@x+yz-1yds= [[ (2x+yz—1yds+ [[ (2x+3yz—1)ds con
o(4) ¢1(4) $2(4)
dxdy

¢1(x=y) . {‘xay:\fg—'xz_yz ":' dSl =
%)= %y~ J9-x"—32} dsp = ———_dxdy luego
P2(xy) = [ xy,~ J9-x" -y 2 = dy lueg

9—x“=
3 Jo-x? \

[ aerse-tyain | T (renfSTFT 1) 2
@(4) -3 Y e | ‘ VX
3 22 ‘

{2-pf9-x?-3y* —1}—2_dydx=—18n— 18 = 36
:[3 lﬁ y Xt -y k mdy n n

-y 3—x*

Hallar el area de la superficie de la esfera x%+y?+z2 =9

7 2% 3 Jo-x? 3 9
”- ds = f rgsan(,ﬁldV = 36n = 2!. f 3 dVCix = 367[=2! ! 3 dodr = 36x
old) 9o I - R 00

Ejemplo 5. Calcular ([ (x+z)ds ,9(4) la superficie del cilindro x?+y2 = 9 desde z = 0
o(4)
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hasta z = 4 y sus dos tapas fig 38

[[+zyds = [[ xtziasi+ [[ x+zydsz+ [[ (x+2)dss
o(4) 91(4) 92(4) 93(4)

Una parametrizacion para @1(4) es ¢1(x,y) = (x,3,4)
dsy = [{ L%+ {2 "+ Ldwdy = J(0)2 + (0)% + | dxdy = cbndly

3 V9-x* 2x 3
[[ Gtzydsi = [[ @x+ddedy= [ [ (x+4)dyde = 36n=| [(rcosd + 4)rdrd =
o1(4) ayle9 -3 _Jo 1 00

36n

Una parametrizacion para @2(4) es: @2(x,3) = (x,¥,0)
ds, = ;/‘::'35-}‘ +{% i+ Laxay = (01 + (0)% + 1 dxdy = dxdy

3 ozt 2n 3
[[ xtzydse = [[ xdedy= [ [ xdyde=0= [ [(rcos®)rdrd = 0
92(4) il A e § 00

Una parametrizacion para @3(4) la superficie del cilindro es : @3(x,y) = (3 cosu,3sin %, v)
0<u<2n 0<v<4

1 Jj ok
_3;;3_ x ”;3 = | -3sinu 3cosu O |-=(3icosu+3(sinu)j+ Ok) entonces
0 0 1

dsz = Ha.ﬂx Eﬂ!!dzdv = J9cos’u + 9sin’u dudv = 3dudv luego
4 2%

” (x+2z)ds3 = I(Scosu+ V)3dudy = 3_[ _[(3cosu+ V)dudy = 48x
00
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La integral ” (x + z)ds3 se puede calcular de la forma siguiente :
93(4)
Como x?+y?=9 entonces x =f{y,z)= % /9 — 3°

yasi 9302) = [£/9=F 3z} ydss= [ 2}

2

> 2
+{ 2L+ 1\ dody = —_cedy

7
34 . 34 .
J'(J;‘(x+z)dS3 = J; _(l;iv—,/9 -y +z} 'ﬁ; dedy + J; { JO-y +z} J;? dedy = 48n y
p3la) = : s |

[[x+z)ds= [[ x+zD)dsi+ [[ x+2)dsa+ [[ (x+2)ds3 = 36m +0+48x = 84z
p(4) ?1(4) @a(4) 93(4)

Ejemplo 6. Calcular [J' (x+y)ds ,p(A) las 6 superficies que limitan la caja de vértices
o(4)
(0,0,0),(3,0,0),(3,4,0),(0,4,0)(0,0,1),(0,4,1),(3,4,1),(3,0, 1) fig 39

z

figura 39

[[ x+y)ds =Zﬁ: [[ e+ y)dse

o(4) =1 g (4)

Una parametrizacion para ¢1(4) la superficie de la tapa z=1es: ¢1(x,y) = (x,3,1)

dsi = [ 3%+ {2 i+ 1dkdy = J(0)7 + (0)7 + Ldxdly = dhxcly Iuego

34
” (x + y)dsy =J' J'(x + y)dydx = 42
@1 (d) URY

Una parametrizacion para ¢2(4) la superficie de la tapa inferior z=0 es : @2(x,y) = (x,3,0)

ds = [{Z ¥+ & ¥+ Ldudy = J(0)7+ (0) + Ldndy = dixdly Inego
34
[ @+ y)ds2=[ [(x+y)dyedx = 42.
0

e2(4) 0

Una parametrizacion para ¢3(4) la superficie de y=4 es: @3(x,2) = (x,4,2)
dss = [{ 2%+ {2 "+ ldwdz = J(0)7+ (0)7 + 1 crckz = dledlz Tuego
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J'J' (x + y)ds3 -_[ J'(x + 4)ddx = 2
p3(4)

Una parametrizacion para ¢4(4) la superficie de y=0 es : @4(x,2) = (x,0,z2)
dsq = fi23°+ (& "+ 1dudz = J(0)7+ (0)2 + 1 dwckz = dixcz nego

1T s 3y -f fxdzdr -
@a(4)

Una parametrizacidn para ¢s(A4) la superficie de x=0 es : ¢s(3,2) = (0,3,2) = (»,2),5,2)
dss = J"'_B.L it {23+ Ldyde = J(0)% + (0)% + L dvds = dyck luego
[[ @ +y)dss -I Iydzdy 8

©5(4)
f

Una parametrizacion para ¢s(4) la superficie de x=3 es : @¢(3,2) = (3,5,2) = (f1,2),,2)
dsg = /f"a ;}2+ {3+ 1dydz = J(0)?+ (0)2 + 1 dydk = dydz luego

[[ @+ vdss -I I(3 + y)dedy = 20 entonces
96(4)

[ (x+y)ds-2 [[ +y)dse = 42+42+33/2+9/2+8+20 = 133
o(4) #=1g44)

El area de la superficie del ejemplo anterior es

I as=3 [f dsk=”dydx*”dydx+”dzdx+}ldzdx+1‘idzdy+1‘idzdy-38

o(4) L prld) 0

Ejemplo 6. Hallar el area de la superficie x2+y?+z%=1 que esti dentro del cilindro
x?+y? =7y fig 40
Se calculara el area superior y se multiplicara por dos .

tp(x,y)-xx,y,,/l—x?— ag ds-/ _.L.‘+\_.L 4+ 1 ddy = dydx
o ==
Area = 2% — 4
@(4) i< 1

Ejemplo 8. Hallar el area de la superﬁcie del cono z=/x? + y% cortada por el cilindro
(% +3?)? = x2 -y <p(x y) = i%, N

dom JUZL 74 TZ Pt ldhdy = I 2o+ J’r i+ Lexdy = J2.dxdy
Ve vem
Area=2 ([ ds =2 [[ VZdxdy=2y2 [ [ rdrdo = /2.
9(A) o(4) -xi4 0

Ejemplo 9 . Calcular ” x%zds ,p(A4) la superficie del cono z=,/x? + y? que se encuentra

o(4)
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entre losplanos z=1 y z = 2fig42

.Una parametrizacién para la superficie del cono z=fx? + y* es p(x,y) = { x,y, ,/x2+y2 'y

ds-=J LA S +1dxdy-= :_:x-'-:/ -- x;‘fy‘ ’:i*-!!!‘ff!:}’=‘/2-d¥'tb)1uego
2 4

[[ x%zds = ([ x2Jx? -1-y2 ,/idxdy J' I(rcosa)zrzﬁdrde= 1023 2 /2 o

@(4) PlA) 1

[[ 2eds= [[ x2fZ%32 JTdsdy— [[ 322+ J2dsdy =

oA} x2i< 4 PR

2n 4 2 1

_[ [(rcos8)?r2 /2 drdo - | I(rcosﬂ)zrzﬁdrde-%x\/f
00 00

El area se la superficie anten'or es

A= ”dx ” V2 dxdy = Ifrﬂdrd6=m1r.u o

o(4) {d)
A= H ds = H V2 dxdy - H V2dxdy = J'Irﬂdrdﬂ Ifrﬂdrd0= 15742
(4) xdi<4 i< 1

Ejemplo 10 .Hallar el area de la superficie de la superficie del paraboloide z= 11 — x2 - 3*

para z> 2 fig 43
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Una parametrizacion para la superficie del paraboloide z= 11 — x2 - y2 g
PEY) = ixy,11-x2-32} y
ds= \/:,fgg}? +{Z "+ Landy = JAGZ +y7) + 1 ddy lueg>

-

~
¥ITA

3
” ds = ” JAEZ +y5) + T dvdy = I _[ (VAT + 35+ 1)dy da=

o(A4) x2+y2$ 9 =3 /92
23

“‘,/4r2 + 1rdrdd = 2.1./37 - 7

00

.Hallar el area de la superficie de la superficie del cono z= ,/x? + 3?2 que esta dentro de la
esfera x? + 2 + z% = 8 fig 44

Una parametrizacion para la superficie del cono z= /xZ + 37 es
9y) = {%,y, /& +37 | yds= JiL s {2+ Ldvdy = VZdxdy luego

2 Vx4 2 2
[[ ds = [[ VZxdy= [ | VZdyax= [ [VZ rirde = any7
@(4) x24ycq ~Z_h 00
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Ejemplo 11. Hallar el area de la superficie de la superficie del paraboloide z = x? + y?
que se encuentra fuera del cono z = fx% + 32

x figura 45

z= Jx*+y? = /Z entonces z? = z ,es decir,, z2-z = Oluegoz = Oy z = 1 entonces
x? +y? = 1 es la proyeccion en el plano xy

Una parametrizacion para la superficie del paraboloide z = x* +y2 es
Ppx.y) = ixyx*+y*} y
ds= J{_——g{_}z + {:—gf‘}z + ldxdy = .1+ 4(x* + y*) dxdy luego
2 1
[[ds= [[ N+4G2+yD)adxdy = [[JI+4rirdrdd= =5 - L
0

»(4) Pl 8

Ejemplo 12. Hallar el area de la superficie z= /9 — x° — y* que esta dentro del cilindro
x2+y? =1
Una parametrizacion para la superficie z = /9-x%-32 es

figuradé
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dycx

9(%.y) = (x,y, /94737 } yds= L &L "+ (L i+ 1 dbudly =

VI-x4-y*

A= [[ds= [  dycbedbndy = [[_._rdrde—,,

() i< 00

Integral de superficie de campos vectoriales .

Sea ¢(4) una superficie con parametrizacion @(u,v) = (x(z.v). vu. v),z(x,v)) diferenciable
,definida en una regién A del plano uv. nun vector normal unitario ala superficie ¢(4
en el punto ¢(x,v). F :R* - R? un campo vectorial definido y acotado en ¢(4) .

Llamamos integral de superficie del campo F sobre ¢(4) , a la integral de superficie del
campo escalar Ferz ds sobre ¢(A4) notada y definida por :

ff Fonds=[fRC

. 3@
la direccion de =y 22
ou dv

| |22 % 22 | |diudv sin es un vector normal y unitaro en

&‘2

[[ Fends = -” F(p(u,v)) » f” || 22 x 22 | |dudv sin es un vector normal unitaro y
»(4)

opuesto a
99 ., 99
Ou o v

Teorema de la divergencia .

Sea F (x,y,2) = P(x,y,21+Q(x,y,2)+R(x,y,2)k un campo vectorial diferenciable con
continuidad en un solido S cerrado y acotado de R? ¢(4) la superficie que limita al solido ,n
un vector normal unitario y exterior a ¢{A4) entonces

[[ Fonds= ” F(@(u,v)) o 2= % 2 dudy = ”Idzvergenc:a deF dedydx
o(4)

Ejemplo 1 llustrar el teorema de la divergencia para el campo F(x,y,z) = xi+ yj +zk , p(4)
la superficie del paraboloide z = x? + y? hasta z = 4y sutapa
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Se mostrara que J'J' Fends =m' DivF dzdydx

zDva-£+aQ+3R -1+1+1-3entonces

2 Va-x? 224
J'J'J'Dvadzdydx -ms dzdydx=3{ | j dedydx = 24n = 3 [ | [ rdedrdd = 24n
~2_ Ja=xT x%1y? 00,2

ii.El solido esta imitado por dos superficies , la tapa y la del paraboloide luego

[[ Fends= [[ Fends:+ [[ Fenxds; 91(4) a superficie del plano z = 4 que esta dentro

o(4) »1(4) P2(4)
del paraboloide y @2(4) la superficie del paraboloide

Una parametrizacion para la superficie ¢1(4) es: ¢1(x,y) = (x,5,4) n=(0,0,1) entonces

2 va-x4 21 2
[[ Fonids; = ” F(x,5,4) »(0,0,)dxdy =[ [ ddydx=16n = 4“rdrde = 16m
¢1(4) -2 3

Otra parametrizacion para la superficie @1(4) es : @1(w,v) = (uwcosv,usinv,4)
0<v<2x 0<u<2

i ik

991 o 391 o cosv sinv 0 |+=uk=(0,0,4) y laintegral

N Yl
—usinv tcosy 0

[[ Femds; = ” F(g1(u,v)) = (0,0 u)dudv-” (ucosv,usinv,4) « (0,0,u)dudv
01(4)

2r 2

-_”4ududv-16ﬂ
00

Una parametrizacion para la superficie @2(4) es: ga(x,y) = {x,y,x2+y%} ny =
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(2x,2y,—1) entonces

[[ Fenads, = _U F(x,y,%2 +3?) o(2x,2y,~ 1)dxdy =
Pa(4) -2
2 ¥4-—x? 272

I I (x2 + y?)dydx = 8% = _[ Ir3drd9 8x

_.‘M x

I (2x2 + 2y — x2 — y*)dydx =
~JazZ

Otra parametrizacidn para la superficie @3(4) es : @a(w,v) = "ucosv usinv,u?
0<y<2x 0<u<2. - 3;2 X Z= = {2u%cosv,2usinv,~u } es es un vector

normal y exterior luego
2 2

” Fengds, = ﬂ' (ucosv,usinv,u?)  { 2t cos v, 2u? sinv,~u »dudv = I fu%fudv- 8x asi
P2(4)

f]’ Fends == ” F-n1ds1+ _U Fenyds; = 167 + 8% = 24xn
@(4) p1(4) 92(4)

Ejemplo 2 .Ilustrar el teorema de la divergencia para el campo F(x,y,z) = xi + yj + zk, p(4)
la superficie del cono z = /x?+y? hastaz =9y su tapa fig 48

Se mostrara que ([ F o nds =H_|'Der dedydx

o{A)
i.DivF = 32 + aQ+ R - 1+l+1=3entonces

9 V8i-x? 9 2299
”_[Dvadzdydx=m'3 dedydx=3[ [ [ dedydx =3 [ [|rdedrdd = 729%
- _mT7 00r

~a’ &ty

ii.El solido esta imitado por dos superficies , la tapa y la del cono luego
[[ Fends= ([ Fenidsi+ [[ Fenads, @1(4) la superficie del plano z =9 que esta dentro
P(d) 91(4) 92(4)

del cone y @2(4) la supertficie del cono

i ¥
Una parametrizacion para la superficie @1(4) es: ¢1(x,y) = (x,5,9) n; =(0,0,9) entonces
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V81-x?
J'J' Fends; = J'J' F(x,y,9) «(0,0,1)dxdy = J'J' (x,¥,9) «(0,0 l)dxdy-j' J' Odydx =729%
01(4) B

2z 9
=9 [ [rdrdo = 729z
00

Una parametrizacion para 1a superficie @,(4) es: @a(x,3) — i x,y, Jx2+ 2 '

X

f v
Fenads, = || F(x, y, x“+y Y —1)dxdy
924) N Goe
9 VBi-x?
-J’I(x,y,,/x2 + %) o J' J' (1 - dydx = J' J'rOdrdG = 0 luego
4 =3 JBi=?

J'J' Fends = J'J' Fenidsi+ ” Fenydsy; = 7297 + 0 = 729%
o(4) 91(4) 9a(4)

Ejemplo 3 .Ilustrar el teorema de la divergencia para el campo F(x,y,z) =xi+yj+zk , ¢(4) la
superficie cerrada de las 6 caras delcubo 0<x <3 0<y<4 0<z<|]

Se mostrara que [[ Fends -J'J'J' DivF dzdydx

o4
1.DivF = L—+ IE 4 o8 o 1+1+1 = 3 entonces
341

J'” DivF dzdydx -J'” 3 dzdydx =3[ [ [ dedydx = 36

000

ii. J'J' Fends -Z J'J' F o mdsy

o(4) = pu(d)

Una parametrizacion para ¢1(4) la superficie de la tapa z=1es: ¢1(x,y) = (x,y,1)
nm = (0,0,1) luego
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34 34
[[ Fomdsi = [[(xy,1)2(0,0,1)dydx = [ [dycix = 12
00

91(4) 00

Una parametrizacion para ¢2(4) la superficie z=0 es : @2(x,y) = (x,5,0) 2 = (0,0,~1)
luego

34 34
[[ Fonmods; = [ [(£y,000(0,0,-1)dydx = [ [ Ocdyclx = 0
92(A) 00 00
Una parametrizacidn para ¢3(4) la superficie y=4 es @3(x,z) = (x,4,z) 73 = (0,1,0) luego
31 31
[[ Fomdss = [ [(x,4,2)00,1,0)dzdx = [ [ dckzcix = 12
0 00

\;)3(.,‘!:,1 0

Una parametrizacion para ¢4(4) la superficie y=0 es @4(x,z) = (x,0,z) 74 = (0,-1,0)
luego

31 31
[[ F s nadss = [ [(x,0,2)+(0,-1,0)dzdx = | [ Ockzclx = 0
04(4) 00 00
Una parametrizacion para @s(4) la superficie x=3 es ¢s(y,2) = (3,y,2) ns = (1,0,0) luego
41 41
[[ Fonsdss = [[(3,y,2)+(1,0,0)dzdy = [ [ 3dkechx = 12
0 00

95(4) 0

Una parametrizacion para ¢s(A4) la superficie x=0 es ¢(y,2) = (0,y,2) n = (~1,0,0)
luego
41 41
[[ Fonedss = [[(0,y,2)(-1,0,0)dzdy = [ [0ctzax = 0 Inego
w6(4) 00 00

” F-nds-zs: J'J' Fondsy =12+0+12+0+12 +0 = 36
o(A4) =1 gp(4)

Ejemplo 4 .Ilustrar el teorema de la divergencia para el campo F(x,y,z) = xi + yj + zk , p(4)
la superficie del del paraboloide z = 10— x? - y%para z > 1 ysutapa z = 1

¥

figura 50
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Se mostrara que ” Fends =| _[ [ DivF dzdydx

(4)
i.DivF = aP + aQ + 3R = 1+ 1+ 1 = 3 entonces

F- 3 Jox? 10-x2—2 273 10-72
meFdzdydx ms dzdydx =3[ | j dedydx = 23x =3 [ [ [ rdedrdd =
—3_ A7 060 1

mn T o'

243 o
i#.El solido esta imitado por dos superficies , la tapa y la del paraboloide luego
[[ Fends= ” Fenidsi+ [[ Fenyds: ¢1(4) la superficie del plano z = 1 que esta dentro

o(4) o1(4) 02(4)

del paraboloide y @3(4) la superficie del paraboloide

Una parametrizacion para la superficie ¢1(4) es :@1(x,y) = (x.v.1) n = (0,0,~1) entonces
[[ Forudsi = [[ Flxy,1) (00 -Daxdy = [[ (1)« (0,0,~1)dxdy

@1(4) x24y2< 9 xi4y2< 9
3 J9-x2
- [ [ dydx=-9n- ”rdrde- -9z
—3_ /o2

Una parametrizacion para (pg(A) la superficie z = 10— x2—y? es :
¢2(x>y) _'r v lll—T"’—y a ]]_2 _(Zx 2y,1)1ueg0

3 Jo—x?
[[ Femds, = [[ Fy,10-x2-y)«(2x2,D)dxdy=[ [ (x*+y?+10)dydx =
Pa(4) x2<9 -3 _JoxZ

327
Bl _[ _[ 2+ 10)dodr = 2£ln entonces
00

“ Fends = ” Fends;+ ” Fends; = — 97 + Z—gl—sr= 2—‘;3—1:
p(A) @1(4) 92(4)

Ejemplo 5 .Ilustrar el teorema de la divergencia para el campo F(x,y,z) = xi + yj + zk , p(4)
la superficie del planox+y+z = 9,x = 0.v = 0,z = 0 .(cerrada)
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Se mostrara que ” Fends -|J"[ DivF dzdydx

i.DivF = aP-t- aQ-t- aR = 1+1+1-3entonces
9 9—x F-x-y

[[[ DivF dzdydx =[[[3 dzdydx =3 { E[ -([ dedydx = 12

11.El solido esta imitado por cuatro superficies , luego

H Fends = ” Foends, + ” F o nyds; + ﬂ F e nadss + ” Fonydsy @i(d)]a
@(4) ¢1(4) @2(4) @93(4) @4(4)

superficie del plano z = 0

Una parametrizacion para la superficie @1(4) z=0es: ¢1(x,y) = (x,5,0) #; = (0,0,~1)

entonces
9 9-x 99-x

[[ Fenids -H(x,y,O) - (0,0, l)dydx-[IOdydx = 0.

91(4)

Una parametrizacion para la superficie ¢2(4) y=0es ¢2(x,z) = (x,0,2) 72 = (0,~1,0)
entonces

[[ Fenzds; = j 9r(x 0,2) » (0,- 10)dxdz-}9IXOckdx 0.

92(4)

Una parametrizacion para la superficie ¢3(4) x=0es: @3(3,z) = (0,,2) n3 = (-1,0,0)
entonces
99—y 99—y

[[ Fensds; = I I (0,y,2) « (-1,0 O)dxdz-j I Oczdy = 0.

@3(4)

Una parametrizacion para la superficie @4(4) x+y+z=9es @i(x,y) = (x,5,9-x-y)

n4 =(1,1,1) entonces
9 9-x 99-x

[[ Fensdss = I I (x,3,9-x~y) « (1,1,1)dxdz -I j Ockzdx = T2 luego
Pal4)

[[ Fends= [[ Femidsi+ [[ Fenpdsy+ [[ Fensdss+ [[ Fensdss=0+0+0+ 72
»(4) 91(4) @a(4) @3(4) 04(4)

Teorema de stokes.

Sea F (x,y,z) = P(x,y,2i+Q(x,y,2)j+R(X,y,2)k un campo vectorial diferenciable con
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continuidad, definido y acotado en una superficie p(A4) no necesariamente cerrada ,nun
vector normal unitario exterior a ¢(4) y C la curva frontera orientada entonces

[[ RotFends = [[ (V x F)ends =§ F s do = § P(x,y,2)dx + Q(x,y,2)dy + R(x,y,2)dz
@(4) o(4) c c

Ejemplo 1.8ea F(x,y,z) = (3y,-xz,yz?) ¢(A) la superficie del plano z=3 que esta dentro del
cilindro x? + y* = 16 fig 52 verifique que :

I
1
|
r

figura 52

[ (7 x F)onds ={ F » dir = §P(x,y,2)dx+Q(x,y,2)dy +R(x.y,2)dz = § 3ydx — xzdy + yz’cz
() lo; (& c
Rot¥F = (% -8 op _oR 30 _ %y‘i) = (z2+x.0.—z—3) ,como z = 3 entonces

Bz %8 ox° x
n=1(0,0,1)

Una parametrizacion para la superficie z = 3 es ¢(x,y) = (x,¥,3) y asi
i [[(VxFends= [[ (@ +x,0,~z-3)ends= [[ (3+x0,-3-3)«(0,0,1)dxdy

o(4) o(d) x242< 16
4 J16-x2 42
[ [ —6dydx=—96n = [ [ -6rdodr = —9%6x
-4 _ m 0Q

ii.Una parametrizacion de la curva C es a(f) = (4cost,4sint,3) 0 <1< 2x
o'(f) = (—4sint,4cost,0) entonces § 3ydx — xzdy + yz°dz
c

2x 2x
=J' (3(4sint)(-4sint)-(4cost)(12cost)+0)dt = — I 48dt = — 967 v asi
0 0

[[ (V% F)ends = §3ydx - xzdy + yz*cc
o) ¢

Ejemlpo 2 Sea F(x,y,z) = (x,—xz,z) = (P,Q,R) , ¢(A) la superficie del planox+ y+z = 1
que se encuentra en el primer octante fig 53
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.
figura 3
RotF = (% - %ZQ,%P - g—R,g—f - %y‘i) = (x,0,-z, ,comox+y+z= 1entonces

n=(L1,1)

Una parametrizacion para la superficie es o(x,y) = (x,y,1-x—y) y asi

i. [[ (Vx Flends= [[ ,0,-2) @ rueix = U (x,0,—(1 =x—3)) (1,1, Defycdx =

o(4) o(4) <1
11-x

[ [ G- Q=x=3)dyede=0
00

ii. La curva frontera se descompone en C1,C,C; donde

Una parametrizacion parala curva Cyes a1(f) = (0,1 - £,1) ,0<¢<1 oi(f) = (0,-1,1)y
1

§xdx-xzdy+zdz=ftd1‘ =0

o 0

Una parametrizacion para la curva Cp es a2(f) = (£,0,1-1) ,0<¢<1 a5(¥) = (1,0,-1)y
1

‘f xdx - xzdy + zdz =J'(t— l+ndt=0
0

C,

Una parametrizacidon para la curva Cz es a3(f) = (1-£,£,0) ,0<¢<1 a5(¢) = (-1,1,0)y
1 1

§xdx - xzdy + zdz =J'(1 -H(-Ddt = J'(t.— Ddt = — l entonces
0

e 0

§xdx — xzdy + 2dz = § xdx — xzdy + 2dz + § xdx — xzdy + zdz + § xcx — xzdy + 2tz
C o] Cy Cs

=1/2+0-1/2=0

Ejemplo 3 .Sea F(x,y,z) = (X,-xZ,Z) , RotF = (x,0,-2) , p(4) la superficie del paraboloide
z=10-x%-y% paraz>1 fig54
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Verificar que [ (V x Flends = §xdx - xzdy + zdz
o(4) ¢

Una parametrizacion para la superficie es ¢(x,y) = (x,3,10-x*-y*) n=(2x2y,1) v
asi

i. [[ (V% F)ends = [[ ,0,-2) « nds = ” (x,0,—(10 — x% — y%)) o (2x,2y, Ddydx =

oA} o(A) x2i< g
3 J9x* 32n
[ [ (@ +x*+y?— 10)dydx = —9n =[ [ (2r?cos?0 + r* — 10)rdfdr = — 9
=3 o7 00

Una parametrizacion para la curva frontera C es a(f) = (3cost.3sinz, 1) ,0< ¢ < 2x
a'(f) = (-3sint,3cost,0,)
2

§ xdx - xzdy + zdz = I((—9 cosf)(sin#) — 9cos®f)dt = — 9 y asi
c 0

[[ (V x F)ends = $xdx - xzdy + zdz
o(4) ¢

Ejemplo 4 .Sea F(x,y,z) = (x,-x2,2) , RotF = (x,0,-z) , ¢(4) la superficie del cono z =
Jx¥*+3y° hastaz=3ysutapa fig55
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Verificar que J' J' (V x F)ends = f xdx - xzdy + zdz
o(4)

i H (VxFends= [[ (Vx Fenids; + [[ (V x Fenads;

@1(4) @a(4)

Una parametrizacic‘m para la superficie p1(4) es @1(x,y) = (x,y, /x*+y?)
ne=(—2_- -2 -1) vas

H (gx‘F)-mdn = 1] @0,-2) mdsy =
" I (5 0,-(fF ) o
3 J9—x:) =

I I ( = + Jx% + y? )dydx = f [(rcosze-l- rdédr = 27x

] vx

»—)dydx =

XeH*t Jx *\

‘1

Una parametrizacion para la superficie @2(4) es @ao(x,y) = (x,5,3)  ny = (0,0,1) yasi
” (VxF)-nzdsz- jj (x 0,~z) » nipdsy = ” (x,0,—3) « (0,0, 1)dydx =

3 '/9::"T
J' J' ~3dydx = -2Tn -J' I —=3rdodr = — 27x luego

-3 ozt

_U (VxFends = [[ (Vx Fenids; + ” (V % Flenyds; =277 - 271 = 0

?1(4)

Una parametrizacion para la curva frontera C; es @(f) = (3cost,3sint,3) ,0< ¢ < 2x
a'() = (-3sint,3cost, 0 )

f xdx - xzdy + zdz = I((—Q cost)(sint) — 27 cos’t)dt = — 27xn
& 0

Una parametrizacion para la curva frontera C; es @2(f) = (3cost,3sin#,3) con orientacidon
contraria a lade Cy a'(f) = (-3sint,3cos2,0,)
P

f xdx - xzdy + zdz = -I ((-9cosf)(sint) — 27 cos?f)dt = 27x luego
0

fxdx-xzdy+zdz- f xdx - xzdy + zdz + f xdx - xzdy + zdz =-27x + 271 = Oy asi

c €y Cy
[[ (V% F)ends = f xdx - xzdy + zdz
o4
_ R _ 9 20 _ Py - (_
Ejemplo 5 .Sea F(x,y,2) = (. z x) RotF = (48 - 22,8 - 2,28 - ) = (-1,-1y),

@(4) la superficie delcilindro x2 + yi=1 entre z=0yz=4 no cerrada fig 56
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Cqy
i 3 : ,(2 + Yz - 1
Cz
._L__v .‘,;,.%,:‘z=“
B e~ ” Cy g
figura 56

Verificar que ” (V % F)ends = f = dx +zdy + xdz
o(4)

i.Una parametrizacion para la superficie del cilindro es ¢(u,v) = (cosu,sinu,v) 0<u <2zn
0<v<4 a" x a¢ = (cosu,sinu,0) = n entonces

” (V x F)-nds—J' J'(~ ~1,sinu) o (cosu,sinu, 0)dvdu = J:](— cosu — sinu)dvdu = 0
o(4) 090

12.La curva frontera de C se descompone en 4 curvas luego
f -"T'z-dx +zdy + xdz =
€

§ Ldv+zdy+xd + f'yzdx+zdy+xdz + § L+ zdy+adk+

¢y C3
§ 2+ zdy + xe = + J’2dx+zdy+xdz +§ L+ zdy+xk+
Ca Cs

§ 2 g + zdly + xdk - §‘>’ b + zdy + xdz = § ”2dx+zdy+xdz+§ 2+ zdy + xde

5} C3

Una parametrizacion para la curva frontera C, es 21(f) = (cost,sint,0) ,0 <£<2x
ai(f) = (—sint,cost,0,)
Una parametrizacion para la curva frontera Cs es a3(2) = (cos?,sint,0) ,con orientacion

contraria a5(f) — (—sint,cost,0,) entonces

§ 2 dx +zdy + xdz + § 2 dx +zdy + xdz

2,[ 2n
_J' (=2°t (~sint) + 4 cos f)dt - I("m £(-sinf) + 4cos )t =0

E]emplo 56 .Sea F(x,y,z) = (X, —xz ,Z) , RotF = (x,0,-z) , ¢(A) la superficie de la esfera

x2+y? +22 =4 fig57

48



g | L e
/ : N e
[ e o N\
W _—*—-».,_J \'ux i '
S it —s i yd
p " \\_//

figura 7

Verifique que  [[ (V x F)ends = § xdx - xzdy + zdz
o(4) ¢

i.Como la superficie de la esfera x2 + y? +z% = 4 es cerrada para calcular ” (V x F)snds

o(4)
podemos aplicar el teorema de la divergencia ,es decir, ” (Vx F)ends=

o(4)
-I”Dr'v(RotF)c:&dydx = ”I Oczdydx = 0

11.Una parametrizion de la superficie esférica es
@(u,v) = (2cosusinv,2sinusinv,2cosv) 0<u<2x 0<v<gm

g:’- X -‘gf = (4cosusin®v, 4 sinusin?v, 4 cos vsin v) es un vector normal y extrior a ¢(4)

entonces

” (V x F)ends -h[ J'(Z cosusiny,0,—2cosv) « (4cosusin?v, 4 sinusin?v, 4 cos vsin v)dvdu =
9(4) 00

T
J' J'(S cos?usin’v — 8sin vcos?v)dvdu = 0
00

La superficie de la esfera x? + y2 +z2 =4 se puede descomponeren dos  superficies

z=x% f4—x%—y?

luego sea ¢1(4) la superficie de J4 —x% — 3% y @o(4) la— f4 — x> — 7 entonces
[[(Vx F)ends= [[ (VxF)emds + [[ (V% F) s nads,

o(4) 91(4) 92(4)

Una parametrizacion para la superficie ¢1(4) es ¢1(x,y) = (x,y, /4 —x% —3?)
ne (—& - 2% _ 1) yasi
Vaxdy? T JasToyl

i [[ (VxFyenidsi= [[ (x,0,-2) e mds; =
91(4) 91(4)
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[[ &0~ J4-xF~y*)a( = Y 1)dydx =

yled Vaxin?t T fastot
2 JA-x? i \
j [ ¢ - \/m)dydx-o-”(-—w”f_"_‘; ~ VA= r2)rdbdr = 0
v x-y 00 yA-

‘.‘/Z——j

Una parametrizacion para la superficie g2(4) es @a(x,y) = (x,3,— /4 —x%* - y?)
n=(——_, 2> .1) yasi
Vol jary

i [ (VxFenadsy= [[ (x,0,-2) « mads,

92(4) ¢2(ﬂ)
= x,0, /4 —x* ~ =
XE*J;.[M( N} ¥ ) ( ,_T;, m , 1 jddycix

j j (Z +,/r—3c_2—_y2)dydt-0-fzf(ﬁﬁ+J4-—r2)rd6dr-0
2_ 00 va-r?

11.Una parametrizacion para la curva frontera Cy es a1(f) = (2cost,2sin£,0) ,0< < 2x
a'(f) = (—2sint,2cos#,0,) y una parametrizacidn para la curva frontera C; es

az(f) = (2cost,2sinz,0) o'(f) = (—2sint,2cost,0,) en sentido contrario luego
§xdx-xzdy+zdz- f xdx - xzdy + zdz+ § xdx - xzdy + zdz =

c Cy C,

§ xdx - xzdy + zdz - § xdx - xzdy + zdz =0
Gy Ci

Ejemplo 7 .Sea F(x,y,z) = (x,-xz,2) , RotF = (x,0,-z) , p(4) la superficie del paraboloide
z=x2+y entre z=1y z=9y sus tapas fig 59 .Verificar que

[[(Vx F)onds = fxdx xzdy + zdk

P(4)

figura 59

i.Como la superficie es cerrada para calcular J'J' (V x F)ends podemos aplicar el teorema de
o(4)
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la divergencia ,es decir, ” (V x F)ends —”J' Div(RotF )dzdydx = J'“(l -Ddzdydx = 0

(4)
il. [[(Vx F)ends= “(_o (Vx F)emdsi+ [[ (Vx F)s nzds2+ [[ (Vx F) « n3diss
»(4) o1 (4} 92(4) 93(4)

Una parametrizacion para la superficie ¢1(4) es @1(x,y) = (x,,9) m = (0,0,1) y asi
i [[ (VxBendsi= [[ x,0,-2)emdsi = [[ (x,0,-9)+(0,0,1)dydx =

@14) @1(4) Py
2 J9—x2 32n
[ [ -9dvax=-8ln=[[-9rdodr = —8lx

-3 _fo 3 00

—y X

12.Una parametrizacidn para la superficie ¢2{4) es @o(x,y) = (x.v.1)  n = (0,0,-1) y
asi

[[ (VxFenadsy= [[ (x,0,~2) s modsz = [[ (x,0,-1) ¢ (0,0,~1)dydx =

02(4) ®2(4) x24y2s 1
1 V122 12x

'f [ dydx=1r=_|'_|'rd6dr= x

—1 T v

1ii.Una parametrizacidn para la superficie g3(4) es ¢3(x,y) = (x,3,x> + y%)
n: = (2x,2y,-1) yasi
_U (V x Pensds; = [[ (x,0,-2)emmsdsz = [[  (x,0,-(%+y?)) » (2x,2p,~1)dydx =
A) @3(4) 1<x24y2< 9
3 2n
= I I (272 c0s28 + r2)rdodr = 80x luego

10

_U (V x F)ends = _U (V x F)en;ds; + ” (V % F) o nadsy + ” (Vx F) e nadss

o(4) 01(4) 02(4) o3(4)

=8lr+x+80x =0

vi. §xdx xzdy-t-zdz—fF «do = fF o doy+ fF o doo + fF o dos + fF o dag +
e € & Ca

I F dDE5 + J. Fa d'a(,

Cs Cs

Ci: x°+y?2=9 en z =9 a:(f) = (3cost,35in,9) 0<¢t<2x

a}(f) = (-3sinz,3cos1,0)

Cy: x°+y°=9 en z =9 a1(H=(3cost3sint,9) a(H=(-3sint 3 cosz,0) sentido

contrario a C,

Cs: x°+y°=1 en z =1 a3(f) = (cost,sint, 1) 0< ¢ < 2% ) (¥) = (—sint,cosz,0)

Cs: x*+y*=1 en z =1 a;(f)=(3cost,35int,9) o' (f)=(-3sint,3 cost,0) sentido

contrario a C5

Cs y C sus integrales se anulan ( recrren el mismo camino en sentido contrario) asi

2% 2n
§ xdx - xzdy + zdz =J' {—9costsint — 81 cos?s :dt — I {~9costsint — 81 cos?t idt
¢ 0 0
21 on
+ [{~costsint - cos?tidt — [ {—costsint— cos?tidt+ [ Fedas~ [ Fedas = 0luego
0 0 & &5
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[[ (V% F)ends = § xdx - xzdy + zdz
o(4) 9

Ejemplo 8 .Sea F(X=Y>Z) = (:'LXZ_: z, X) > RotF = (%y& - %g‘a %f‘ - %3 % - %) = (_1:_1:)’)
y C es la curva de interseccion del paraboloide z = x2 + y? y el plano z = 2y. Verificar que

[[ (V x Fyends = § 2 dx +zdy + xdz
o(4) ¢

i.Una parametrizacion para la superficie 9(4) es p(x,y) = (x,y,2y) y n=(0,-2,1)y
_I-_I- (V x F)'I'lds = J.J. (“13"13}") * (0:_23 l)dyd‘x = J.J. (2 +y)dydx =

o(4) 2e(-1)2< 1 2+0-1)2< 1
® 2smnf

_[ _[ (2 + rsin@)rdrdd =3n.

0 0

ii. La ecuacidn x? + y> — 2y = O equivale ax? + (y — 1)? = 1 y asi
a(f) = (cost,1 +sinz,2 + 2sinf) a'(f) = (—sint,cost,2cost) 0< t<2ny

§ #dx +zdy + xdz =] (—Q"Sg‘—‘)g(— sinf) + (2 + 2sinf) cost + 2 cos?f)dt = 3n

Ejemplo 9 .Sea F(x,y,z)=(—<.z,Xx) ,RotF= (%y‘-‘i - %, L R, % — %ﬁ—) =(-1,-1,y)
y C es la curva de interseccion del plano y+z = 1 el elipsoide 2x° + y? +z? — 1. Verificar

que

(V x F)ends = § 2 dx +zdy + xdz
[l $ 3% y
@(4) c

i.Como 2x%+y?+z% =1y y+z =1 entonces la curva de interseccion es x?+y? =y , es decir ,
X2+(y-1/2)% = 1/4 .

Una parametrizacion para la superficie p(4) es @(x,y) = (x,y,1 -y) n=(0,1,1)
[[xPends= [[  L-Ly)s@LDddx= [ (- 1)dvatx =

o) 22+0—1/2)%< 114 24 (-1/2)2< 1/4
% sinf 2x 172

_|' J' (rsiné — Vrdrd6 = -1z = J' I((IIZ) +r8in® — 1)rdrdé = — Ln
00 0 0

ii.La ecuacion x> + y? — y = O equivale ax? + (y — 1/2)2 = 1/4 y asi

o(f) m (S5, 1 4 i Loy osmiy gl(f) = (o cow cm) 0<t<2my

2% 1. smf\2
§ Faxrzdy+xdz = [T E () + (F- 5 - gt
(o4 0

i ameg - Y | .
L+ L — o idt=—_x (las otras integrales que faltan son cero)

ol——‘%’
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Ejemplo .Sea F(x,y,z) = (3y,-xz,yz°) ¢(4) la superficie del plano y+z = 30 que esta
dentro del cilindro x2 + y? = 16 fig 62 verifique que :

[[ (V% F)ends =¢ F » da = §P(xy,2)dx+Q(x.y,2)dy+R(x,y,2)dz = § 3ydx — xzdy + yz’ckz
o(4) c c c

RotF=(%— %g,%‘; - -g%,i;% - %) = (22 +x,0,-z—-3) ,como y+z = 30 entonces
n=(0,1,1)

Una parametrizacion para la superficie y+z = 30 es ¢(x,y) = (x,5,30—y) y asi
i. [[ (VxF)ends=

o(4)
[[ @ +x,0,~z=-3)ends=[[ ((30-3)2+x,0,y—30-3)»(0,0,1)cxdy

o(A) x2+y2< 16

4 Ji6x2 42
[ [ (—33)dydx=—528n =[ [ (rsin0 — 33)rdbdr = — 528 =
-4 7 00

V16~

#i.Una parametrizacion de la curva C es a(f) = (4cost,45in£,30 - 4sinf) 0 <¢<2x
a'(f) = (—4sint,4cost,—4 cosf) entonces §3ydx - xzdy + yz?dz =
c

T(S (4sin £)(-4sin £)-(4cos )(30 — 4sinH)(4cos H+(4sin)(30 — 4sm1)?(—4cost))dt = —528n y
0

asi
[[ (V % F)ends = $3ydx - xzdy + yz2dz
@(4) ¢

Ejercicios

1.Considere el solido limitado por las superficiesz = 1 —x%,z =0 v = -2 .y =2y
F(x,y,z) = (zx , y , ) para que ilustre el teorema de la divergencia y el de stokes

2.Considere el solido limitado por las superficiesz = 1-y,z=0,x=2,y=0,x=0y
F(x,y,z) = (zx , y , Z) para que ilustre el teorema de la divergencia y el de stokes

3.Considere el solido limitado por las superficies z=16-/x% +y* y elplanoz=7y
F(x,y,z) = (zx , ¥ , Z) para que ilustre el teorema de la divergencia y el de stokes

4.Considere el solido limitado por las superficies z=- /x? + y* y elplanoz=-7 y
F(x,y,z) = (zx , ¥ , Z) para que ilustre el teorema de la divergencia y el de stokes
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5.Calcular [f Fonds si p(4) es la superficie de la esfera

(=3)2+ (o 1)+ (1- 2% = O y Flay2) = (x4 32,-x2+ 32,97+ 22)

6.calcular §3ydx - xzdy + yz?dz si C es la curva de interseccion del plano x + z = 10 con el
cilindro xzfyz—l

7.Considere el solido limitado por las superficies x? + y> — 4 ,ylosplanosz =1y z=9

F(x,y,z) = (3y,-Xz,yz?) para que ilustre el teorema de la divergencia y el de stokes

8.Considere el solido limitado por las superficies z= 9 - x2-y? ,x2+y? = 4 yel plano z = 1
F(x,y,z) = (3y,-xz,yz?) para que ilustre el teorema de la divergencia y el de stokes

9.calcular § 3ydx - xzdy + yz?dz si C es la curva x = cost, y = sint , z = cost+sint
o
0<t<2x
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