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ENTROPÍA DE ENTANGLEMENT DE AGUJEROS NEGROS

EN LA DUALIDAD AdS/CFT

RESUMEN

En esta tesis se estudia un campo escalar sobre un espacio tiempo de Schwarzschild usando

los estados de vacı́o de Boulware y Hartle-Hawking-Israel teniendo en cuenta la interpretación

Mukohyama-Israel para tratar de explicar la entropı́a de Bekenstein-Hawking y en donde se

puede localizar. Igualmente, se estudia la correspondencia entre un espacio tiempo Anti-de Sit-

ter y una teorı́a de campos cuánticos conformes llamada Dualidad AdS/CFT y la forma en que

trata de explicar la entropı́a de Bekenstein-Hawking.

Palabras claves: Agujero negro de Schwarzschild, estado de vacı́o de Boulware, estado de

vacı́o de Hartle-Hawking-Israel, entropı́a de Bekenstein-Hawking, dualidad AdS/CFT, holo-

grafı́a.
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BLACK HOLE ENTANGLEMENT ENTROPY

IN THE AdS/CFT DUALITY

ABSTRACT

In this thesis a scalar field over a Schwarzschild spacetime is studied using the Boulware and

Hartle-Hawking-Israel vacuum states taking into account the Mukohyama-Israel interpretation

to try to explain the Bekenstein-Hawking entropy and where it can be to locate. Likewise, the

correspondence between an Anti-de Sitter spacetime and a conformal quantum field theory

called AdS/CFT Duality is studied and the way in which it tries to explain the Bekenstein-

Hawking entropy.

Keywords: Schwarzschild Black Hole, Boulware vacuum state, Hartle-Hawking-Israel va-

cuum state, Bekenstein-Hawking entropy, AdS/CFT duality, holography.
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2.2 Parche de Poincaré para el espacio tiempo AdS (3). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

2.3 Solución BTZ maximalmente extendida. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2.4 Mapeo de un cilindro a un plano complejo. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
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INTRODUCCIÓN

Uno de los misterios más profundos en Fı́sica teórica es el descubrimiento de Hawking y Be-

kenstein de que los agujeros negros poseen una entropı́a igual a un cuarto del área del horizonte

eventos [1,2,3,4]; siendo diferente a la entropı́a de un sistema termodinámico que es proporcio-

nal al volumen. Una primera lı́nea de investigación para comprender esta anomalı́a fue realizada

por Srednicki en 1993 [5], que siguiendo las ideas de Bombelli-Koul-Lee-Sorkin [6], considero

una matriz densidad reducida para calcular una entropı́a de entanglement que es una cantidad

proporcional al área de la superficie que divide el sistema.

Entonces, es natural asociar la entropı́a de Bekenstein-Hawking de agujeros negros como sien-

do una entropı́a de entanglement porque el horizonte de eventos pone un lı́mite causal que no

permite que un observador fuera del horizonte tenga acceso al interior del agujero negro. Sin

embargo, el coeficiente de proporcionalidad de la entropı́a de entanglement es infinito [7,8], de

modo que la entropı́a de entanglement diverge, por lo tanto es necesario agregar un cutoff para

regularizar y obtener la entropı́a de Bekenstein-Hawking.

Un primer cálculo relacionado con la interpretación de entanglement, en el contexto de agujeros

negros, fue hecha en 1985 por Gerard ’t Hooft donde investigó propiedades termodinámicas de

un campo cuántico sobre un espacio tiempo curvo en el estado de vacı́o de Hartle-Hawking-

Israel [9]. En este modelo aparecieron divergencias que fueron controladas con un cuttof α , que

es una distancia desde el radio gravitacional hasta un punto fı́sico (una pared) donde los campos

se anulen. De modo que escogiendo un valor adecuado de α se puede encontrar una radiación

y entropı́a análogas a la de los agujeros negros (estan cantidades divergen para α → 0). Este

modelo se conoce como Brick Wall pero fue abandonado por ser inconsistente con el principio

de equivalencia de Einstein: un observador en caı́da libre chocarı́a con este Brick Wall [10].

En este contexto, Mukohyama-Israel encontraron un error importante en los cálculos realizados

por ’t Hooft [11,12,13]. Aclararon que el estado de vacı́o correcto en el modelo de Brick

wall es el estado de vacı́o de Boulware y no el de Hartle-Hawking-Israel. Bajo esta corrección

el modelo de Brick Wall no representa un agujero negro sino el exterior de un objeto tipo

estrella comprimida cerca de su radio gravitacional. En otras palabras, argumentaron que las

propiedades de un agujero negro son indistinguibles con las de una estrella comprimida cerca

de su radio gravitacional para un observador externo.

Además, Mukohyama-Israel interpretaron que la entropı́a de entanglement no es una corrección

a un loop a la técnica euclidiana de Gibbons-Hawking (aceptado comúnmente en la literatura)
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sino que existen dos fuentes de entropı́a: una entropı́a térmica de entanglement asociada al

Brick Wall con un estado de vacı́o de Boulware (observador externo), donde no hay horizonte

de eventos, y otra entropı́a de origen topológico con estado de vacı́o Hartle-Hawking-Israel que

depende de la presencia del horizonte de eventos asociada a la técnica euclidiana de Gibbons-

Hawking (observador en caı́da libre) . Esto se conoce como el principio de complementariedad

de Mukohyama-Israel.

En esta lı́nea de investigación, Robel Arenas et al [14,15,16,17], inspirados por las ideas de

Mukohyama-Israel-’t Hooft, analizaron el proceso de colapso de un Black Shell para un obser-

vador externo encontrando que para este observador nunca se genera un agujero negro si no

que el Shell permanece cerca a su radio gravitacional, siendo esto un efecto relativista y serı́a

interpretado como el Brick Wall de ’t Hooft. En este caso, calculan la entropı́a de entangle-

ment cuando el Black Shell permanece cerca a su radio gravitacional obteniendo la entropı́a de

Bekenstein-Hawking. El punto crucial aquı́ es que para un observador en caı́da libre el Shell no

permanece estático como una pared si no que seguirá su proceso de colapsó hasta la singulari-

dad, siendo esto consistente con el principio de equivalencia de Einstein.

Por consiguiente, para diferenciar las propiedades del Black Shell con las obtenidas por un

agujero negro asocian técnicas de entanglement para el observador externo con estado de vacı́o

de Boulware cuando el Black Shell permanece cerca del horizonte y la técnica euclidiana de

Gibbons-Hawking para un observador en caı́da libre con estado de vacı́o de Hartle-Hawking-

Israel asociado a un agujero negro, siendo esto consistente con el principio de complementarie-

dad de Mukohyama-Israel. En si, el aporte principal de esta investigación es aclarar que aunque

se obtenga una entropı́a de Bekenstein-Hawking para un objeto gravitacional no necesariamen-

te representa un agujero negro, puede ser una estrella en colapso gravitacional.

Otra lı́nea de investigación para tratar de comprender la entropı́a de Bekenstein-Hawking es

usando el Principio Holográfico [18,19,20,21,22,23], el cual postula que la información de

un sistema en un cierto volumen se puede conocer estudiando la frontera del sistema, dicho de

otra manera, el número de grados de libertad fundamentales esta relacionado con el área de la

frontera del espacio tiempo. De esta manera, se ha propuesto una dualidad entre una teorı́a de

gravedad cuántica en un espacio tiempo Ω y una teorı́a de campos sobre la frontera ∂Ω.

Siguiendo estas ideas, en 1997 Juan Martı́n Maldacena propuso la Dualidad AdS/CFT [24,25],

la cual consiste en una dualidad entre una teorı́a de la gravedad Anti-de Sitter (AdS) de dimen-

sión D y una teorı́a de campos conforme (CFT) definida en la frontera con dimensión D-1. Esta

dualidad es uno de los pilares de la teorı́a de cuerdas [26] y ha brindado información impor-
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tante de los agujeros negros, por ejemplo, dando una solución a la paradoja de la información

incluyendo unitariedad [27], transiciones de fase [28], y reconteo de entropı́a microscópica [29].

Un cálculo importante en la dualidad AdS/CFT fue realizado por Strominger para un agujero

negro BTZ haciendo uso de la ecuación de Cardy, que es una entropı́a térmica asociada a un es-

tado térmico en CFT, y simetrı́as asintóticas del espacio tiempo BTZ para calcular la entropı́a de

Bekenstein-Hawking [60,61,62,63], claramente, siendo esta última proveniente de una fuen-

te térmica. Ası́, se logró obtener propiedades de un sistema gravitacional de dimensiones 2+1

usando un sistema cuántico de dimensión 2.

Sin embargo, como se menciono anteriormente, existe la interpretación de Entanglement que

en en el contexto holográfico fue propuesta, en 2006, por Shinsei Ryu y Tadashi Takayanagi

[64,65,66,67] argumentando una ecuación para calcular la entropı́a de entanglement de una

región A de una teorı́a de campos conformes sobre la frontera asintótica de un espacio Anti-de

Sitter con una superficie mı́nima en el espacio dual. Para el caso de un agujero negro BTZ, en

el lı́mite de altas temperaturas, lograron obtener la entropı́a de Bekenstein-Hawking, la cual es

una entropı́a térmica de Entanglement.

Debido a la importancia de los aportes de las lı́neas de investigación anteriores para comprender

la entropı́a de Bekenstein-Hawking, el objetivo de este trabajo es reproducir los cálculos de

estas investigaciones. El trabajo se organiza de la siguiente manera: el Capı́tulo 1 con el calculo

realizado por Israel para describir la naturaleza térmica de los agujeros negros. El Capı́tulo 2,

se centra en la dualidad AdS/CFT, especı́ficamente, en la demostración de la ecuación de Cardy

y cálculos explı́citos de la ecuación de Ryu-Takayanagi. Y en el Capı́tulo 3 se aborda la técnica

Euclidiana de Gibbons-Hawking y se finaliza con conclusiones del trabajo.
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CAPÍTULO 1

TERMODINÁMICA DE ENTANGLEMENT DE AGUJEROS NEGROS

En este capı́tulo se describen las herramientas matemáticas y fı́sicas para la descripción térmica

de agujeros negros eternos de Schwarzschild usando: Entropı́a de Entanglement en Mecánica

Cuántica, Dinámica de Campos Térmicos, Relatividad General y Teorı́a de Campos en Varie-

dades Curvas.

1.1 Entropı́a de Entanglement en Mecánica Cuántica

Considere un sistema que puede ser dividido en dos subsistemas A y B. Entonces, el espacio de

Hilbert H del sistema total se toma como el producto directo de los dos espacios de Hilbert de

los subsistemas A y B, es decir:

H = HA⊗HB. (1.1)

Ahora, se define la matriz densidad reducida del sistema A ρA como siendo la traza sobre el

subsistema B de la matriz densidad del sistema total ρ , matemáticamente se expresa como:

ρA := T rBρ. (1.2)

De esta forma, se introduce la definición de Entropı́a de Entanglement del subsistema A SA

como siendo la entropı́a de von Neumann de la matriz densidad reducida ρA:

SA :=−Tr [ρA lnρA] , (1.3)

igualmente se puede definir SB asociada a la matriz densidad reducida ρB. Para el espacio de

Hilbert H un estado se dice que es separable ó puro cuando se expresa de la forma:

|ψ〉= |ψA〉⊗ |ψB〉 (1.4)

en caso contrario se dice que es no separable o de entanglement. Para un estado puro la en-

tropı́a de entanglement es cero y diferente de cero para un estado de entanglement. Entonces,

la entropı́a de entanglement mide cuanto se diferencia un estado de un estado separable.

Es importante mencionar que la Entropı́a de Entanglement es proporcional al área de la super-

ficie que separa a los dos subsistemas, es por esto que en la literatura cientı́fica se relaciona

la Entropı́a Bekenstein-Hawking de agujeros negros, que también es proporcional al área del

horizonte de eventos, como siendo una entropı́a de Entanglement.
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1.2 Dinámica de campos térmicos

Es conocido de la Mecánica Estadı́stica, que el promedio térmico de un operador A es:

〈A〉= 1
Z (β )

Tr [Aexp(−βH)] =
1

Z (β )∑
n

exp(−βEn)〈n|A |n〉, (1.5)

donde Z (β ) = Tr [exp(−βH)] es la función de partición y H = H−µN, siendo H el hamilto-

niano y µ el potencial quı́mico del sistema [30,31]. Por otro parte, es conocido que un aspecto

de vital importancia en la Teorı́a de Campos Cuánticos es el valor esperado de un operador en

el estado de vacı́o, 〈0|A |0〉 [32,33]. Entonces, es natural preguntarse que conexión existe entre

el promedio térmico 〈A〉 y valor esperado de un operador en el estado de vacı́o, 〈0|A |0〉.
Los primeros cientı́ficos en abordar esta lı́nea de investigación fueron: Umezawa y Takahashi,

los cuales propusieron que el valor esperado en el vacı́o coincide con el promedio estadı́stico

dado por (1.5) [34,35,36], es decir:

〈A〉= 〈0(β )|A |0(β )〉 , (1.6)

donde se ha supuesto que |0(β )〉 existe en el espacio de Hilbert H que describe al sistema.

Expandiendo el estado de vacı́o |0(β )〉 en términos de la base del espacio de Hilbert tenemos:

|0(β )〉= ∑
n
|n〉〈n | 0(β )〉= ∑

n
|n〉 fn (β ) . (1.7)

Reemplazando la ecuación (1.7) en (1.6) se llega a la siguiente condición:

f ∗n (β ) fm (β ) =
1

Z (β )
exp(−βEn)δnm. (1.8)

No obstante, la anterior ecuación es inconsistente porque fn (β ) solo son números complejos

y no cumplen con una condición de ortogonalidad en el espacio de Hilbert. Entonces, para

que la anterior condición sea coherente es necesario agregar un espacio de Hilbert auxiliar H̃ ,

idéntico al espacio de Hilbert original H , caracterizado por un Hamiltoniano H̃ con base |ñ〉
que satisface las siguientes propiedades:

H̃ |ñ〉= En |ñ〉 , 〈ñ | m̃〉= δnm, (1.9)

donde En es la energı́a del sistema fı́sico. Ası́, el vector de estado del sistema total se construye

a partir del producto vectorial entre la base del sistema de Hilbert original H y auxiliar H̃ , es

decir:

|nm̃〉= |n〉⊗ |m̃〉 . (1.10)



14

De esta forma, los elementos de matriz de los operadores A y Ã son:

〈nm̃|A
∣∣n′m̃′〉= 〈n|A ∣∣n′〉δmm′ , (1.11)

〈nm̃| Ã
∣∣n′m̃′〉= 〈m̃|A ∣∣m̃′〉δnn′, (1.12)

además, el hamiltoniano total del sistema HT esta dado por:

HT = H− H̃. (1.13)

Ahora, definiendo los coeficientes vectoriales de (1.7) como:

fn (β ) := Z−1/2 exp
(
−βEn

2

)
|ñ〉 , (1.14)

se verifica la ecuación (1.8). De igual manera, usando la ecuación (1.18) se puede demostrar

que:

|0(β )〉= Z−1/2 (β )∑
n

exp
(
−βEn

2

)
|nñ〉 . (1.15)

Es trivial demostrar que bajo las anteriores ecuaciones se cumple que:

〈0(β )|A |0(β )〉= 1
Z (β )∑

i
exp(−βEn)〈n|A |n〉= 〈A〉. (1.16)

1.3 Solución de Schwarzschild

La solución de Schwarzchild es una solución estática y estacionaria de las ecuaciones de

Hilbert-Einstein en el vacı́o, con simetrı́a esférica y constante cosmológica igual a cero [37,38,39].

La métrica, en las coordenadas de Schwarzschild, tiene la siguiente forma:

ds2 =−
(

1− 2M
r2

)
dt2 +

dr2(
1− 2M

r2

) + r2dθ
2 + r2sin2

θdϕ
2. (1.17)

Para encontrar su forma maximalmente extendida, el primer paso consiste en transformar la

métrica (1.16) a las coordenadas (U,V ) tal que:

ds2 =−32M3

r
exp
(
− r

2M

)
dUdV + r2dθ

2 + r2sin2
θdϕ

2. (1.18)

Ahora, se utilizan las coordenadas de Kruskal (T,Z) definidas como:

T (r, t) = exp
( r

4M

)( r
2M
−1
)1/2

sinh
( t

4M

)
Z (r, t) = exp

( r
4M

)( r
2M
−1
)1/2

cosh
( t

4M

)
r > 2M, (1.19)
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Figura 1.1: Solución de Schwarzschild maximalmente extendida. Fuente: la presente investiga-

ción.

T (r, t) = exp
( r

4M

)(
1− r

2M

)1/2
cosh

( t
4M

)
Z (r, t) = exp

( r
4M

)(
1− r

2M

)1/2
sinh

( t
4M

)
r < 2M, (1.20)

con U = T +Z, V = T −Z. Ası́, la métrica se escribe de la siguiente manera:

ds2 =−32M3

r
exp
(
− r

2M

)(
−dT 2 +dZ2)+ r2dθ

2 + r2sin2
θdϕ

2. (1.21)

La representación de este espacio tiempo es la Figura (1.1). La métrica (1.21) no es singular en

r = 2M, entonces, es válida para toda la región del espacio-tiempo.

1.4 Teorı́a de campos en un espacio tiempo curvo

Consideremos un campo escalar φ en un espacio tiempo curvo descrito por la métrica estática

de la forma:

ds2 = g00dt2 +gabdxadxb, (1.22)

con φ satisfaciendo la siguiente ecuación:

(
�−m2)

Φ = 0, (1.23)
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donde � es el d’Alembertiano, expresado como:

�= (−g)−1/2
∂0

[
(−g)−1/2g00

∂0

]
+(−g)−1/2

∂a

[
(−g)−1/2gab

∂b

]
, (1.24)

con g = detgµν .

Un conjunto de modos de solución para la ecuación (1.23) es la siguiente:

φΩ (t,x) =
exp(−iwt)√

2 |w|
φΩ (x) , (1.25)

φΩ (x) = φwl (r)Ylm (θ ,ϕ) , (1.26)

x := xa = (r,θ ,ϕ) ,Ω := wlm. (1.27)

Ahora, definimos los modos de Killing-Boulware (KB-modos):

φ
(ε)
Ω

(x) := φΩ (x, t)Θε (x) , (1.28)

donde:

Θε (x) =
1
2
[Θ(−εU)+Θ(εV )] , (1.29)

el factor ε toma los valores ±1 y expresa si el campo se encuentra en la región Derecha (R) o

Izquierda (L) del espacio-tiempo de Kruskal respectivamente (ver Figura 1.1).

El conjunto
{

φ
(ε)
Ω

(x)
}

satisface el producto interno:

(
φ
(ε)
Ω

,φ
(ε ′)
Ω′

)
= ε (w)δεε ′δΩΩ′, (1.30)

y los modos φΩ cumplen el producto interno:

(φΩ,φΩ′) = ε (w)δΩΩ′, (1.31)

con ε (w) = sgn(w). Ası́, se define los modos de Hartle-Hawking-Israel (HHI-modos) χ
(ε)
Ω

(x)

con producto interno: (
χ
(ε)
Ω

,χ
(ε ′)
Ω′

)
= εε (w)δΩΩ′δεε , (1.32)

relacionado con los (KB−modos) como:

χ
(ε)
Ω

(x) = φ
(ε)
Ω

(x)cosh χ +φ
(−ε)
Ω

(x)sinh χ, (1.33)
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donde:

tanh χ = exp
(
−π |w|

k0

)
, (1.34)

χ
(ε)
Ω

(x) =

√
sinh χ cosh χ

2 |w|
φΩ (x)exp(−iwt)εε (w) . (1.35)

1.5 Formulación cuántica

En la sección anterior vimos que existen dos modos: los KB-modos φ
(ε)
Ω

y los HHI-modos χ
(ε)
Ω

,

entonces el campo Φ puede expandirse en términos de estos como:

Φ(x) = ∑
εΩ

a(ε)
Ω

χ
(ε)
Ω

(x) =∑
εΩ

b(ε)
Ω

φ
(ε)
Ω

(x), (1.36)

a(ε)
Ω

= b(ε)
Ω

cosh χ−b(−ε)
Ω

sinh χ = exp(−iG)b(ε)
Ω

exp(iG) , (1.37)

con:

G = G† =
1
2

i∑
εΩ

εε (w)χb(ε)
Ω

†
b(−ε)

Ω
=i∑

Ω

χ

(
b(+)

Ω

†
b(−)

Ω
−b(+)

Ω
b(−)

Ω

)
:= ∑

Ω,w>0
GΩ, (1.38)

[
a(ε)

Ω
,a(ε

′)
Ω′

]
=
[
b(ε)

Ω
,b(ε

′)
Ω′

]
= εε (w)δΩΩ′δεε ′, (1.39)

con estados de vacı́o definidos como:

a(ε)
Ω
|0〉HHI = b(ε)

Ω
|0〉B = 0. (1.40)

donde |0〉HHI es el estado de vacı́o de Hartle.Hawking-Israel y |0〉B es el estado de vacı́o de

Boulware. De acuerdo a la transformación de Bogoliubov (1.31) los estados de vacı́o se rela-

cionan de la forma:

|0〉HHI = exp(−iG) |0〉B. (1.41)

La ecuación (1.41) se puede escribir de manera más explicita usando la identidad generalizada

de Baker-Campbell-Hausdorff, dada por:

exp [χ (A+B)] = exp
[

1
n

tanh(χ)A
]

exp
[

1
2n

sinh(2nχ)B
]

exp
{
− 1

n2 [lncosh(2nχ)]C
}
.

(1.42)

Ası́, la ecuación (1.41) puede escribirse como:

|0〉HHI = Z−1/2
Ω ∑

n
exp
(
−1

2
βEn

)∣∣∣n(−)n(+)
〉

B
, (1.43)
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donde se ha hecho uso de que |0〉B = |0〉BL⊗|0〉BR, β =
1

TH
=

k0

2π
y ZΩ = ∑

n
exp(−nβw) es la

función de partición.

1.5 Tensor de momentum-energı́a

En esta sección se describe la naturaleza térmica de la solución de Schwarzschild, es decir, se

describe la distribución de energı́a para los estados de vacı́o Boulware y Hartle-Hawking-Israel.

En general, para un campa escalar Φ, el valor esperado del tensor de momentum-energı́a

Tαβ (x,x′) se calcula como:

〈
Tαβ

(
x,x′
)〉

= Dαβ ′W
(
x,x′
)
, (1.44)

donde W (x,x′) es la función de Wightman definida como:

W
(
x,x′
)

:= 〈0|Φ(x)Φ
(
x′
)
|0〉 , (1.45)

con:

Dαβ ′ := ∂
(

α∂β ′
)
− 1

2
gαβ ′

(
∂

γ
∂γ +m2) . (1.46)

Con respecto al estado de vacı́o de Boulware la función de Wightman se expresa como:

WB
(
x,x′
)
= B 〈0|Φ(x)Φ

† (x′) |0〉B, (1.47)

[WB
(
x,x′
)
= B 〈0| ∑

ε,Ω,ε ′,Ω′
b(ε)

Ω
φ
(ε)
Ω

(x)b(ε
′)†

Ω′ φ
(ε ′)∗
Ω′

(
x′
)
|0〉B. (1.48)

Ahora, usando el hecho que:

B 〈0|b(ε)Ω
b(ε

′)†
Ω′ |0〉B = Θ(εw)δεε ′δΩΩ′ , (1.49)

la ecuación (1.48) se convierte en:

WB
(
x,x′
)
= ∑

ε,Ω

Θ(εw)φ
(ε)
Ω

(x)φ
(ε)∗
Ω

(
x′
)
. (1.50)

De manera análoga, la función de Wightman en el estado de vacı́o de Hartle-Hawking-Israel

es:

WHHI
(
x,x′
)
= ∑

ε,Ω

Θ(εw)χ
(ε)
Ω

(x)χ
(ε)∗
Ω

(
x′
)
. (1.51)
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Usando la transformación de Bogoliubov (1.33) la ecuación (1.51) se convierte en:

WHHI
(
x,x′
)
= ∑

ε,Ω

Θ(εw)
[
cosh2

χφ
(ε)
Ω

(x)φ
(ε)∗
Ω

(
x′
)
+ sinh2

χφ
(−ε)
Ω

(x)φ
(−ε)∗
Ω

(
x′
)]
. (1.52)

Ahora, se procede a calcular la función de Wightman de la resta de la función de Wightman en

el estado de vacı́o de Hartle-Hawking-Israel y el estado de vacı́o de Boulware, es decir:

WHHI
(
x,x′
)
−WB

(
x,x′
)
= (WHHI−WB)

(
x,x′
)
. (1.53)

Usando los resultados anteriores (1.50), (1.52) la ecuación (1.53) toma la forma de:

WHHI
(
x,x′
)
−WB

(
x,x′
)
= ∑

ε,Ω

Θ(εw)sinh2
χ

[
φ
(ε)
Ω

(x)φ
(ε)∗
Ω

(
x′
)
+φ

(−ε)
Ω

(x)φ
(−ε)∗
Ω

(
x′
)]
,

(1.54)

donde x y x′ estan en el mismo sector R. Realizando la sumatoria en ε y usando (1.34), (1.54)

se escribe como:

WHHI
(
x,x′
)
−WB

(
x,x′
)
= ∑

Ω

[
1

exp(β |w|−1)

]
φ
(+)
Ω

(x)φ
(+)∗
Ω

(
x′
)
. (1.55)

Entonces, el valor esperado de la energı́a para la función de Wightman anterior es de la forma:

〈
T00
(
x,x′
)〉

= D00′
[
WHHI

(
x,x′
)
−WB

(
x,x′
)]
, (1.56)

〈
T00
(
x,x′
)〉

=

[
∂ (0∂0′)−

1
2

g00′
(
∂

γ
∂γ +m2)][WHHI

(
x,x′
)
−WB

(
x,x′
)]
, (1.57)

〈
T00
(
x,x′
)〉

= ∂0∂0′
[
WHHI

(
x,x′
)
−WB

(
x,x′
)]
− 1

2
g00′

(
∂

γ
∂γ +m2)[WHHI

(
x,x′
)
−WB

(
x,x′
)]
.

(1.58)

Escogiendo un mismo punto x = x′ en la anterior expresión, el primer término de (1.58) es:

∂0∂0′
[
WHHI

(
x,x′
)
−WB

(
x,x′
)]

= ∂0∂0′∑
Ω

[
1

exp(β |w|−1)

]
φ
(+)
Ω

(x)φ
(+)∗
Ω

(
x′
)∣∣∣∣∣

x=x′
, (1.59)

∂0∂0′
[
WHHI

(
x,x′
)
−WB

(
x,x′
)]

= ∑
Ω

1
2

|w|
exp(β |w|−1)

|φΩ(x)|2, (1.60)

donde se ha usado la ecuación (1.25). Ahora, usando (1.26) obtenemos:

∂0∂0′
[
WHHI

(
x,x′
)
−WB

(
x,x′
)]

= ∑
lm

∞∫
−∞

dw
1
2

|w|
exp(β |w|−1)

|φwl (r)|2|Ylm (θ ,ϕ)|2, (1.61)
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∂0∂0′
[
WHHI

(
x,x′
)
−WB

(
x,x′
)]

=
1

4π

∞∫
0

dw
w

exp(βw−1)∑
l
(2l +1)|φwl (r)|2, (1.62)

donde se ha considerado w > 0. Para continuar con el cálculo anterior se realizara el cambio de

variable:

φwl (r) :=
1√

r2 f (r)
ψwl (r) , (1.63)

tal que la ecuación para el campo escalar toma la forma de:[
d2

d2r
+ k2(r;w, l)

]
ψwl (r) = 0, (1.64)

donde:

k2(r;w, l) :=
1
f

[
w2

f
− l (l +1)

r2 −m2−
(
r2 f
)′′

2r2

]
. (1.65)

Para resolver la ecuación diferencial (1.64) se utiliza el método WKB lo cual da como resultado:

ψwlη (r)≈

√
1

2π

∣∣∣∣ w
k (r)

∣∣∣∣exp

i
r∫

r0

dr′k
(
r′
) , (1.66)

aquı́ η = signk (r) corresponde a las ondas entrantes y salientes. Usando los resultados de

(1.66) y (1.63) la ecuación (1.62) se convierte en:

∂0∂0′
[
WHHI

(
x,x′
)
−WB

(
x,x′
)]

=
1

4π

∞∫
0

dw
w

exp(βw−1)∑
l
(2l +1)

2
r2 f

w
2π

∣∣∣∣1k
∣∣∣∣ , (1.67)

∂0∂0′
[
WHHI

(
x,x′
)
−WB

(
x,x′
)]

=
1

4π2r2

∞∫
0

dw
w2

exp(βw−1)

lmax∫
0

dl
2l +1
f |k|

, (1.68)

donde se ha considerado l grandes tal que la sumatoria se aproxima a una integral. lmax se

determina imponiendo la condición:

k2(r;w, lmax) = 0, (1.69)

lo que implica:
lmax (lmax +1)

r2 =
w2

f
−m2−

(
r2 f
)′′

2r2 := p2. (1.70)

Ası́ la integral en l de (1.68) toma el valor de:

lmax∫
0

dl
2l +1
f |k|

= 2 f−1
√

f r2 p, (1.71)
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entonces (1.68) es:

∂0∂0′
[
WHHI

(
x,x′
)
−WB

(
x,x′
)]

=
1

4π2r2

∞∫
0

dw
w2

exp(βw−1)
2 f−1

√
f r2 p, (1.72)

∂0∂0′
[
WHHI

(
x,x′
)
−WB

(
x,x′
)]

=
1

2π2

∞∫
0

d p
p2

exp(βw−1)
E f . (1.73)

Ahora, abordando el segundo término de (1.58) tenemos:

1
2 ∑

m
gµν

φΩ,µ (x)φ
∗
Ω,ν (x) =

1
2 ∑

m

[
−1

f

∣∣φΩ,t
∣∣2 + f

∣∣φΩ,r
∣∣2 + 1

r2

∣∣φΩ,θ

∣∣2 + 1
r2sin2

θ

∣∣φΩ,ϕ

∣∣2],
(1.74)

1
2

∑
m

gµνφΩ,µ (x)φ∗
Ω,ν (x) =

1
4 |w|

[
−w2

f
|φwl (r)|2 ∑

m
|Ylm (θ ,φ)|2 + f

∣∣φwl,r (r)
∣∣2 ∑

m
|Ylm (θ ,φ)|2

+
1
r2 |φwl (r)|2 ∑

m

∣∣∣∇̂Ylm (θ ,φ)
∣∣∣2] ,

(1.75)
1
2 ∑

m
gµν

φΩ,µ (x)φ
∗
Ω,ν (x) =

2l +1
16π |w|

|φwl (r)|2
[
−w2

f
+ f
∣∣∣∣ d
dr

lnφwl (r)
∣∣∣∣2 + l (l +1)

r2

]
, (1.76)

donde se ha definido:∣∣∣∇̂Ylm (θ ,φ)
∣∣∣2 :=

∣∣Ylm,θ (θ ,φ)
∣∣2 + 1

sin2
θ

∣∣Ylm,φ (θ ,φ)
∣∣2, (1.77)

y se utilizo las propiedades de los armónicos esféricos:

∑
m
|Ylm (θ ,φ)|2 = 2l +1

4π
, (1.78)

∑
m

∣∣∣∇̂Ylm (θ ,φ)
∣∣∣2 = l (2l +1)(l +1)

4π
. (1.79)

Usando (1.63) y (1.66) es fácil observar que:

lnφwl (r) = 2i
∫

drk− ln
(
r2 f k

)
+2ln

( w
2π

)
, (1.80)

entonces, se obtiene lo siquiente:

f
∣∣∣∣ d
dr

lnφwl (r)
∣∣∣∣2− w2

f
+

l (l +1)
r2 = 2

[
1
4

ln
(
r2 f k

) ′2−m2−
(
r2 f
) ′2

2r2

]
, (1.81)

ası́, (1.76) se puede escribir como:

1
2 ∑

m
gµν

φΩ,µ (x)φ
∗
Ω,ν (x) =

2l +1
4π
|φwl (r)|2

αwl (r)
2 |w|

, (1.82)
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donde:

αwl (r) :=
1
4

ln
(
r2 f k

) ′2−m2−
(
r2 f
) ′2

2r2 . (1.83)

Por consiguiente, se tiene:

1
2
(
∂

γ
∂γ +m2)[WHHI

(
x,x′
)
−WB

(
x,x′
)]

=
1

8π

∞∫
−∞

dw
w−1

exp(βw−1)∑
l
(2l +1)|φwl (r)|2αwl (r) .

(1.84)

Si comparamos las ecuaciones (1.84) y (1.73), la expresión (1.73) se puede despreciar en com-

paración con (1.83) porque cerca del horizonte las altas frecuencias dominan. Entonces, se

concluye que:

lı́m
x→x′

〈
T 0

0
(
x,x′
)〉

=−
∞∫

0

d p
E

exp
(

E
T
−1
) 4π p2

(2π)3 . (1.85)

La anterior ecuación es idéntica a la expresión que se obtiene para un cuerpo negro, ası́, se

concluye que los agujeros negros se comportan como cuerpos negros.
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CAPÍTULO 2

DUALIDAD AdS/CFT

En 1997 Juan Martı́n Maldacena propuso la Dualidad AdS/CFT, la cual consiste en una duali-

dad entre una teorı́a de la gravedad Anti-de Sitter (ó asintóticamente Anti-de Sitter) de dimen-

sión D y una Teorı́a Cuántica Conforme, definida en la frontera, con dimensión D-1. En este

capı́tulo se abordara los aspectos fundamentales de: Solución Anti-de Sitter, Teorı́a de Campos

Conformes y la Dualidad AdS/CFT

2.1 Espacio-tiempo Anti-de Sitter

El espacio-tiempo Anti-de Sitter es una solución maximalmente simétrica en el vacı́o de las

ecuaciones de Einstein con constante cosmológica negativa [40,41]. Para espacios tiempos ma-

ximalmente simétricos (D) el tensor de Riemann adquiere la siguiente expresión:

Rαβγδ =
R

D(D−1)
(
gαγgβδ −gβγgαδ

)
, (2.1)

donde R es el escalar de Ricci dado por la siguiente expresión:

R =
2D

D−2
Λ, (2.2)

con:

Λ =−(D−1)(D−2)
2l2 , (2.3)

donde l se llama radio de AdS. Ahora, si consideramos un espacio tiempo D = 2+ 1 existen

tres soluciones para las ecuaciones de Einstein [42,43]:

AdS Global: En esta caso, la métrica es de la forma:

ds2 =−
(

r2

l2 +1
)

dt2 +
1(

r2

l2 +1
)dr2 + r2dθ

2, (2.4)

donde −∞ < t < ∞, 0 ≤ θ ≤ 2π y 0 ≤ r < ∞ cuya frontera es conforme tipo tiempo con

topologı́a cilı́ndrica R×S1 y se encuentra en r→∞. La representación puede verse en la Figura

2.1.
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Figura 2.1: Espacio tiempo Anti-de Sitter global AdS(3).

Existen otras coordenadas de suma importancia para esta investigación que son las coordenadas

globales (τ,ρ,θ) donde la métrica toma la forma:

ds2 = l2 (−cosh2
ρdτ

2 +dρ
2 + sinh2

ρdθ
2) . (2.5)

Además, el espacio Anti-de Sitter puede ser expresado como un espacio tiempo hiperbólico

con dos componentes temporales, la métrica toma la forma de:

ds2 =−(dZ0)
2− (dZ1)

2 +(dZ2)
2 +(dZ3)

2, (2.6)

que satisface la siguiente relación:

−(Z0)
2− (Z1)

2 +(Z2)
2 +(Z3)

2 =−l2, (2.7)

cuyas transformaciones son:
Z0 = l coshρ cosτ,

Z1 = l coshρ sinτ,

Z2 = l sinhρ cosθ ,

Z3 = l sinhρ sinθ .

(2.8)

Por otro lado, este métrica también puede escribirse en las coordenadas de Poincaré (Parche

de Poincaré) que toma la forma de:

ds2 =
l2

z2

(
dz2−dt2 +dx2) , (2.9)
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Figura 2.2: Parche de Poincaré para el espacio tiempo AdS(3).

donde 0 < z < ∞,−∞ < t < ∞ y−∞ < x < ∞. En estas coordenadas la frontera se encuentra en

z→ 0. La representación puede verse en la Figura 2.2.

Solución BTZ ó Agujero negro BTZ: Esta solución fue encontrada por Bañados, Teitelboim

y Zanelli en 1992 cuya métrica toma la siguiente expresión:

ds2 =−
(

r2

l2 −8M
)

dt2 +
1(

r2

l2 −8M
)dr2 ++r2dθ

2, (2.10)

el horizonte de eventos se encuentra en rH =
√

8Ml. Se observa que es asintóticamente AdS.

Para conocer su forma maximalmente simétrica de la solución BTZ se procede a transformar

la métrica a las coordenadas (U,V) tal que la métrica toma la forma de:

ds2 =
−4l2dUdV +

(
r2
+
/
l2
)
(1−UV )2dθ 2

(1+UV )2 . (2.11)

Ahora, se utilizan las coordenadas de Kruskal (T, Z) definidas como:

T (r, t) =
(

r− r+
r+ r+

)1/2

sinh(tξ )

Z (r, t) =
(

r− r+
r+ r+

)1/2

cosh(tξ )

r > 2M, (2.12)
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Figura 2.3: Solución BTZ maximalmente extendida.

T (r, t) =
(

r+− r
r+ r+

)1/2

cosh(tξ )

Z (r, t) =
(

r+− r
r+ r+

)1/2

sinh(tξ )

r < 2M, (2.13)

donde ξ =
r+
l2 y U = T +Z, V = T −Z. Ası́, la métrica se escribe como:

ds2 =
1

2M
(r+ r+)

2 (−dT 2 +dZ2)+ r2dθ
2, (2.14)

la representación de este espacio tiempo es la Figura (2.3). Se observa que la métrica (2.14) no

es singular en r = r+, entonces es válida para toda la región del espacio tiempo.

Estado base del agujero negro BTZ: En este último caso, la métrica toma la forma de:

ds2 =−r2

l2 dt2 +
l2

r2 dr2 + r2dθ
2, (2.15)

esta solución puede verse como la solución BTZ con M = 0 o tomando el lı́mite cuando r→∞.

2.2 Teorı́a de campos conformes

Una teorı́a de campos conformes es una teorı́a de campos invariante bajo transformaciones

conformes, es decir, transformaciones tales que [44,45]:

g̃µν = Ωgµν . (2.16)
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Para el caso de D ≥ 3 en el espacio de Minkowski es sencillo identificar el grupo de transfor-

maciones que cumplen (2.16) conocido como: Grupo Conforme [46,47]. El grupo de Poincaré

(traslaciones, rotaciones y boots) es un subgrupo del grupo conforme. El otro tipo de trans-

formaciones que cumplen (2.16) son las Dilataciones que son de la forma x̃µ = κxµ y las no

triviales Conformes Especiales:

x̃µ =
xµ + f µx2

1+2xµ fµ +a2x2 . (2.17)

De esta manera, se identifican a los generadores del grupo conforme como:

Pµ =−i∂µ , Traslaciones, (2.18)

Mµν = i
(
xµ∂ν − xν∂µ

)
, Rotaciones, (2.19)

Kγ =−i
{

2xγxµ
∂µ − x2

∂γ

}
, Con f ormes especiales, (2.20)

D =−ixµ
∂µ , Dilataciones, (2.21)

cuya álgebra esta dada por: [
D,Kγ

]
=−iKγ , (2.22)[

D,Pµ

]
= iPµ , (2.23)[

Pµ ,Kγ

]
= 2i

(
Mµγ −ηµγD

)
, (2.24)[

Mµν ,Kγ

]
=−i

(
ηµγKν −ηνγKµ

)
, (2.25)[

Pγ ,Mµν

]
= i
(
ηγµPν −ηγνPµ

)
, (2.26)[

Mαβ ,Mµν

]
= i
(
ηβ µMαν +ηανMβ µ −ηαµMβν −ηβνMαµ

)
. (2.27)

La anterior estructura algebraica se puede escribir de manera alternativa definiendo un nuevo

operador Jab:

Jµν = Mµν , (2.28)

J−1,0 = D, (2.29)

J−1,µ =
1
2
(
Pµ −Kµ

)
, (2.30)

J0,µ =
1
2
(
Pµ +Kµ

)
, (2.31)

donde a,b =∈ {−1,0,1, ....,d} de modo que el nuevo operador cumple con la relación de

conmutación SO(d,2):

[Jab,Jcd] = i(ηbcJad +ηadJbc−ηacJbd−ηbdJac) , (2.32)

con ηbc = diag(−,−,+, ..,+).
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2.2.2 Invarianza conforme en 2 dimensiones

Consideremos un plano Euclidiano parametrizado por las variables (σ0,σ1). Bajo una trans-

formación σ → w la métrica transforma como:

g̃µν (w) =
∂wµ

∂σα

∂wν

∂σβ
gαβ (σ) . (2.33)

Para que la anterior ecuación sea una transformación conforme se deben cumplir las siguientes

condiciones:
∂w1

∂σ0 =
∂w0

∂σ1 ,
∂w0

∂σ0 =−∂w1

∂σ1 , (2.34)

ó:
∂w1

∂σ0 =−∂w0

∂σ1 ,
∂w0

∂σ0 =
∂w1

∂σ1 . (2.35)

Remitiéndonos a variable compleja, se observa que (2.34) son las ecuaciones de Cauchy-

Riemann [48,49,50] para funciones holomorfas y (2.35) para funciones antiholomorfas, lo que

motiva a trabajar en variables complejas (z,z), tales que:

z = σ
0 + iσ1, z = σ

0− iσ1, (2.36)

∂z :=
∂

∂ z
=

1
2
(∂0− i∂1) , ∂z :=

∂

∂ z
=

1
2
(∂0 + i∂1) . (2.37)

La métrica en las coordenadas (z0,z1) se escribe como:

g̃µν (z,z) =

 0 1/2

1/2 0

 , g̃µν (z,z) =

 0 2

2 0

 . (2.38)

Ahora, se encontrara el álgebra de las transformaciones infinitesimales holomorfas expresadas

como:

z′ = z+ ε (z) = z+
∞

∑
n=−∞

cnzn+1, (2.39)

donde se ha usado la expansión de Laurent alrededor del punto z = 0 y cn son coeficientes

constantes. El efecto de la transformación z′ en un campo sin espı́n φ (z,z) es:

δφ =−ε (z)∂zφ − ε (z)∂zφ , (2.40)

δφ = ∑
n

{
cnlnφ (z,z)+ cnlnφ (z,z)

}
. (2.41)

Por consiguiente, se identifican los generadores ln, ln como:

ln =−zn+1
∂z, (2.42)
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ln =−zn+1
∂z, (2.43)

que satisfacen la siguientes relaciones de conmutación:

[ln, lm] = (n−m) ln+m, (2.44)

[
ln, lm

]
= (n−m) ln+m, (2.45)[

ln, lm
]
= 0. (2.46)

Debido a que n ∈ Z se tienen infinitas transformaciones independientes, entonces, se concluye

que el álgebra para un espacio Euclidiano de dos dimensiones es infinitamente dimensional.

Esta álgebra conforme se conoce como: álgebra de Witt [51].

Un aspecto importante es identificar los operadores que generan traslaciones, rotaciones, dila-

taciones y las conformes especiales para teorı́a de campos conformes en 2D. Se observa que

los operadores l−1 y l−1 generan traslaciones en el espacio complejo, l1 y l1 generan las con-

formes especiales, el operador;
(
l0 + l0

)
, se identifica como el generador de las dilataciones y

el operador; i
(
l0− l0

)
, es el generador de las rotaciones.

El álgebra de Witt permite una extensión central [48,49,50,51], es decir, agregar un generador

c que satisface las siguientes relaciones de conmutación:

[Ln,Lm] = (n−m)Ln+m +
1

12
c
(
n3−n

)
δn+m,0, (2.47)

[
Ln,Lm

]
= (n−m)Ln+m +

1
12

c
(
n3−n

)
δn+m,0, (2.48)[

Ln,Lm
]
= 0, (2.49)

c y c se llaman Carga Central ó Anomalı́a Conforme y en general, c 6= c. Para N campos

bosónicos, las cargas centrales toman el valor de c = N y c = N. Para N campos fermiónicos,

las cargas centrales toman el valor de c =
1
2

N y c =
1
2

N es decir, c y c miden los grados de

libertad de la Teorı́a Conforme [49,50,51]. Esta álgebra se conoce como álgebra de Virasoro y

se obtiene a trabajar en una Teorı́a Cuántica de Campos Conforme en 2D.

2.2.1 Tensor de energı́a-momentum

El tensor de Energı́a-Momentum Tµν se define como [52,53]:

Tµν :=− 2√
−g

δA

δgµν
. (2.50)
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Si consideramos una transformación conforme de la forma g′µν = exp(2σ)gµν cuya variación

infinitesimal es δgµν = 2σgµν la variación de la acción A esta dada por:

δA =
∫

d2x
δA

δgµν

δgµν , (2.51)

δA = 2σ

∫
d2x

δA

δgµν

gµν , (2.52)

δA =−σ

∫
d2x
√
−gT µνgµν , (2.53)

δA =−σ

∫
d2x
√
−gT µ

µ . (2.54)

Debido a que las transformaciones conformes no deben cambiar la acción se debe cumplir que:

T µ

µ = 0, (2.55)

Para conocer como transforma el tensor de energı́a momento bajo (2.36) se usa el hecho que:

T ′µν =
∂xα

∂xµ

∂xβ

∂xν
Tαβ . (2.56)

Ası́ se tiene que:

Tzz =
1
4
(T00 +2iT10−T11) , (2.57)

Tzz =
1
4
(T00−2iT10−T11) , (2.58)

Tzz = Tzz =
1
4
(T00 +T11) =

1
4

T µ

µ . (2.59)

Debido a (2.55) es trivial observar que las componentes diferentes de cero son Tzz y Tzz.

Además, teniendo en cuenta que ∂ αTαβ = 0 implica que:

∂zTzz = 0 y ∂zTzz = 0, (2.60)

entonces, T (z) := Tzz (z) es holomorfa y T (z) := Tzz (z) es antiholomorfa. Ası́ se pude expandir

T (z) en términos de una integral de contorno como:

T (z) =
∞

∑
n=−∞

z−n−2Ln con Ln =
∮ dz

2πi
zn+1T (z) , (2.61)

T (z) :=
∞

∑
n=−∞

z−n−2Ln con Ln =
∮ dz

2πi
zn+1T (z) . (2.62)
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Figura 2.4: Mapeo de un cilindro a un plano complejo.

2.2.3 Cuantización radial

Consideremos un cilindro unitario parametrizado por las variables
(
σ0,σ1) donde σ0 es la

coordenada temporal y σ1 es la coordenada espacial. Este cilindro puede mapearse al espacio

complejo usando la transformación:

w = exp(z) = exp
(
σ

0 + iσ1) ,m w = exp(z) = exp
(
σ

0− iσ1) . (2.63)

Superficies de σ0 = constante, son mapeadas al plano complejo como circulos centrados en

w = 0, el pasado infinito se mapea como z = 0 y el futuro infinito se mapea como z = ∞, Ver

Figura 2.4. Es interesante observar que ocurre con los operadores asociados a las simetrı́as

conformes, las traslaciones en el tiempo σ0 + a se convierten en Dilataciones en el espacio

complejo w→ exp(a)w y traslaciones en el espacio σ1 +a se convierten en Rotaciones w→
exp(ia)w. Debido a que el hamiltoniano H genera traslaciones en el tiempo y el operador

momento P genera traslaciones en el espacio se tiene que:

H = L0 +L0, P = i
(
L0−L0

)
. (2.64)

En otras palabras, el generador de dilataciones sobre el espacio complejo puede considerarse

como el hamiltoniano H y el generador de rotaciones sobre el espacio complejo se considera

como el operador momento P. Este procedimiento, de construir una teorı́a cuántica de campos

sobre un plano complejo se conoce como Cuantización radial.
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2.2.4 Tensor de energı́a-momentum sobre el cilindro

Para conocer la forma del tensor de Energı́a-Momentum en el cilindro se utiliza la relación [52]:

Tzz (z) =
[

∂w
∂ z

]2

Tww (w)+
1

12
cS (w,z) , (2.65)

donde S (w,z) es el Schwarzian definido como:

S (w,z) :=
(

∂ 3w
∂ z3

)(
∂w
∂ z

)−1

− 3
2

(
∂ 2w
∂ z2

)2(
∂w
∂ z

)−2

. (2.66)

Teniendo en cuenta la transformación de la sección. El tensor de energı́a-momentum sobre el

cilindro es:

Tzz (z) = w2Tww (w)−
1
24

c, (2.67)

usando (2.61) obtenemos que:

Tzz (z) =
∞

∑
n=−∞

[
Ln−

1
24

cδn,0

]
exp(−nz), (2.68)

de la ecuación (2.63) se observa que se puede definir:

LCilindro
n := Ln−

1
24

cδn,0 y LCilindro
n := Ln−

1
24

cδn,0, (2.69)

de modo que el hamiltoniano H y el operador momentum P sobre el cilindro, siguiendo el

argumento dado en la sección, son de la forma:

H = LCilindro
0 +LCilindro

0 =
(
L0 +L0

)
− 1

24
(c+ c) , (2.70)

P = i
(

LCilindro
0 −LCilindro

0

)
= i
(
L0−L0

)
+ i

1
24

(c− c) . (2.71)

2.2.5 Teorı́a de campos cuánticos conformes sobre un toro

Una teorı́a de campos conformes cuánticos sobre un cilindro parametrizado por z puede ma-

pearse a un toro en el espacio complejo. En este caso, es necerario identificar dos periodos z

para el toro. Es conveniente redefinir z→ iz ası́ que se puede identificar uno de los periodos

z+2π [54]. Para el otro periodo se puede usar la argucia z+2πτ donde τ = τ1+ iτ2. Por lo tanto,

las superficies Imz = 2πτ y Imz = 0 se puede identificar con una transformación Rew+2πτ1,

ver Figura 2.5. El parámetro τ se conoce como parámetro modular.
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Figura 2.5: Toro con parámetro modular τ .

Debido a que se define una traslación de tiempo imaginario de Imw como 2mπτ1 acompañado

con una traslación espacial de Rew por 2πτ2 se puede definir la función de partición del toro

sobre un espacio complejo como:

Z (τ1,τ2) = Tr [exp(2πτ1P)exp(−2πτ2H)] , (2.72)

usando (2.70) y (2.71) la anterior ecuación se expresa como:

Z (τ,τ) = Tr
[
exp
(

2πiτLCilindro
0 −2πiτLCilindro

0

)]
, (2.73)

Z (τ,τ) = Tr
[
qLCilindro

0 qLCilindro
0

]
, (2.74)

Z (τ, τ̄) = q
−

1
24

c
q
−

1
24

c
Tr
[
qL0 q̄L0

]
, (2.75)

donde q := exp(2πiτ). Una propiedad importante de (2.71) es que es invariante bajo trans-

formaciones de la forma τ →−1
τ

, llamada invarianza modular y son de vital importan para

calcular la entropı́a de una teorı́a cuánticas conformes en 2D, como veremos a continuación.

Este cálculo se basa en las referencias [55,56,57,58]. Si consideramos el lı́mite de altas energı́as

en (2.75) tenemos que:

Z0 (τ,τ)≈ Tr
[
qL0 q̄L0

]
, (2.76)

la expresión (2.76) puede escribirse en términos de la densidad de estados ρ
(
∆,∆

)
como:

Z0 (τ,τ) = ∑ρ
(
∆,∆

)
q∆q∆, (2.77)
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realizando integrales de contorno alrededor del punto q = 0 y q = 0 obtenemos:

ρ
(
∆,∆

)
=

1

(2πi)2

∮ dq
q∆+1

dq
q∆+1 Z0 (τ,τ) . (2.78)

Asumiremos que las variables τ y τ son independientes de modo que trabajara la variable τ y

al final se retomara τ . De la relación (2.76) y (2.77) se observa que:

Z (τ) = q
c

24 Z0 (τ) = exp
(

2πi
24

τc
)

Z0 (τ) , (2.79)

usando la invarianza modular se observa que:

Z (τ) = exp
(

2πi
24

cτ

)
Z0

(
−1

τ

)
= exp

(
2πi
24

cτ

)
exp
(
− 2πi

24τ
c
)

Z
(
−1

τ

)
. (2.80)

Entonces, la ecuación (2.78) puede expresarse como:

ρ (∆) =
∫

dτ exp(−2πi∆τ)exp
(

2πi
24

cτ

)
exp
(
− 2πi

24τ
c
)

Z
(
−1

τ

)
. (2.81)

El siguiente paso es utilizar la aproximación de punto de silla de modo que se obtiene la apro-

ximación:

ρ (∆)≈ exp

(
2π

√
1
6

c∆

)
, (2.82)

donde se considero el lı́mite de altas energı́as ∆ >>
1

12
c. Si retomamos la dependencia τ la

densidad de estados ρ
(
∆,∆

)
esta dada por:

ρ
(
∆,∆

)
= exp

(
2π

√
1
6

c∆

)
exp

(
2π

√
1
6

c∆

)
, (2.83)

ası́ la entropı́a de una teorı́a cuántica conformes 2D esta dada por:

S = lnρ
(
∆,∆

)
, (2.84)

S≈ 2π

√
1
6

c∆+2π

√
1
6

c∆, (2.85)

(2.85) se conoce como la ecuación de Cardy y se la puede utilizar para calcular las temperaturas

relacionados con los autovalores de los operadores del álgebra de Virasoro, es decir:

1
2π

Lcirc
∂S
∂∆

=
1
T
,

1
2π

Lcirc
∂S
∂∆

=
1
T
, (2.86)

donde Lcirc es la longitud de la circunferencia del cilindro. La forma explı́cita de (2.86) es:

T =
1

Lcirc

√
∆

c/
24

, T =
1

Lcirc

√
∆

c/
24

. (2.87)
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2.3 Dualidad AdS(3)/CFT(2)

En 1986 Brown y Henneaux [59] demostraron que las simetrı́as asintóticas del espacio Anti-

de Sitter en tres dimensiones AdS(3) forman el álgebra de Virasoro, ecuaciones (2.47-2.49),

con carga central c =
3l
2

. Strominger [60] aplicó estos resultados a la solución BTZ la cual es

asintóticamente AdS; de modo que sus simetrı́as asintóticas se describen a partir del álgebra de

Virasoro con carga central c =
3l
2

, para obtener la entropı́a de un agujero negro BTZ a partir de

la formula de Cardy. En esta sección se obtendrá este último resultado.

Considerando la solución BTZ sin rotación, es natural asociar los valores propios de los gene-

radores con el álgebra de Virasoro con la masa M del agujero negro BTZ, tal que:

1
2

Ml = ∆ = ∆, (2.88)

si reemplazamos (2.88) en (2.85) y (2.86), obtenemos la entropı́a de Bekenstein-Hawking y la

temperatura de Hawking:

S =
2π

4

√
8Ml =

2π

4
r+ =

1
4

A = SBH , (2.89)

T = T =
2πr+
8M

, (2.90)

respectivamente. Los anteriores resultados están relacionados con la dualidad AdS(3)/CFT(2)

ya que propiedades de un sistema gravitacional en tres dimensiones se pueden obtener a partir

de una teorı́a cuántica conforme de dimensión 2. Además, ya que la ecuación de Cardy proviene

de la interpretación estadı́stica se concluye que la entropı́a de un agujero negro es térmica, es

decir, un agujero negro se comporta como un sistema termodinámico.

2.4 Conjetura de Ryu-Takayanagi

En 2006, Shinsei Ryu y Tadashi Takayanagi [61,62,63] propusieron una ecuación para calcu-

lar la entropı́a de entanglement de una región A de una teorı́a de campos conformes sobre la

frontera asintótica de un espacio Anti-de Sitter con una superficie mı́nima en el espacio dual,

dada por:

SA =
1
4

A(γA)

G
, (2.91)

donde γA es una superficie que minimiza el área tal que sus fronteras coincidan ∂γ = ∂A. (2.87)

se conoce como la Ecuación de Ryu-Takayanagi. A continuación, se analizara tres ejemplos:

un disco en una CFT de 3 dimensiones, AdS(3) y un agujero negro BTZ euclidiano.



36

Figura 2.6: Un disco en CFT(3) para t=constante, superficies γA y la dirección holográfica z.

2.4.1 Disco

Consideremos una superficie en una CFT en 3 dimensiones siendo un disco para un t=constante

siendo la región A el disco y la región B como su complementario, ver Figura 2.6. Ahora, se de-

sea calcular la entropı́a de entanglement del disco tomando como base los artı́culos [64,66,66].

Para eso se debe parametrizar el área del disco A y de la superficie γA:

A = {(r,θ ,z, t)/t = 0,z = δ ,r ≤ R}
γA = {(r,θ ,z, t)/t = 0,z = f (r) ,r ≤ R} ,

(2.92)

donde δ << 1 y R es el radio del disco. La métrica de AdS en coordenadas de Poincaré es:

ds2
AdS =

l2

z2

[
−dt2 +dz2 +dr2 + r2dθ

2] , (2.93)

para γA tenemos que la métrica inducida AdS es:

ds2
γA
=

l2

z2

[(
1+ f ′2

)
dr2 + r2dθ

2] . (2.94)

Ahora, se calcula el área del disco según esta paremetrización:

A =
∫
γA

d2x
√

h, (2.95)

A =

R∫
0

2π∫
0

drdθ l2r

√
1+ f ′2

f 2 . (2.96)
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Figura 2.7: Espacio tiempo AdS(3) para t=constante. γA es la superficie mı́nima.

Ahora minimizamos el área usando las ecuaciones de Euler-Lagrange, de modo que se obtiene

f (r) =
√

R2− r2, entonces reemplazamos en (2.91) para obtener la entropı́a de entanglement

del disco:

SA =
1
2

πl2 R
δ
− 1

2
πl2, (2.97)

dicho valor coincide con los obtenidos de la teorı́a de campos conformes en 3D [65,66].

2.4.2 AdS(3)

Consideremos dos subsistemas A y B en AdS (3) para t =constante, ver Figura 2.7. Se desea

calcular la entropı́a de entanglement de la región A. En este caso la longitud de la geodésica γA

es infinita ya que termina en la frontera ubicada en el infinito, entonces, es necesario considerar

una restricción en la coordenada ρ ≤ ρ0. Ahora, para hallar las geodésicas en AdS se escoge las

coordenadas (Z0,Z1,Z2,Z3) que satisfacen las ecuaciones (2.6-2.8). Se escogerá un vector ξ µ =

(Z0,Z1,Z2,Z3) con ξµ = (−Z0,−Z1,Z2,Z3). Para obtener las geodésicas se debe minimizar el

funcional:

I =
1
2

∫
dλ

[
gαβ ξ̇

α
ξ̇

β +ϑ

(
gαβ ξ

α
ξ

β + l2
)]

, (2.98)

donde ϑ es un multiplicador de lagrange y ξ̇ α =
dξ α

dλ
. Para minimizar el funcional se utilizan

las ecuaciones de Euler-Lagrange:

∂L
∂ξµ

− d
dλ

[
∂L

∂ ξ̇µ

]
= 0, (2.99)
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para obtener:

ξ̈
µ −ϑξ

µ = 0, (2.100)

contrayendo con ξµ :

ξ̈
µ

ξµ +ϑ l2 = 0, (2.101)

usando el hecho que:
d2 (ξ µξµ

)
dλ 2 = 0 = ξ̈

µ
ξµ + ξ̇

2, (2.102)

el multiplicador de lagrange ϑ es:

ϑ =
ξ̇ 2

l2 , (2.103)

Reemplazando en (2.99) se obtiene:

l2
ξ̈

µ − ξ̇
2
ξ

µ = 0. (2.104)

Debido a que estamos interesados en las geodésicas spacelike (ξ̇ 2 = 1) la solución general de

(2.103) es:

ξ
µ (λ ) = aµ exp

(
λ

l

)
+bµ exp

(
−λ

l

)
, (2.105)

con:

a2 = 0 = b2, 2a ·b =−l2, (2.106)

Como ya se tiene la parametrización de las geodésicas, la longitud de γA LγA puede expresarse

en términos de la distancia propia:

LγA = ∆λ . (2.107)

Los puntos de γA como θ (λ1) = 0 y θ (λ2) =
2πLA

Lcircu f erencia
donde LA es la longitud del subsis-

tema A y Lcircu f erencia es la longitud de la circunferencia. Para la coordenada radial los puntos

son los mismos ρ (λ1) = ρ0 = ρ (λ2). Ahora, usando (2.105) se tiene que:

ξ (λ1) ·ξ (λ2) = a ·b
[

exp
(

λ1−λ2

l

)
+ exp

(
λ2−λ1

l

)]
= 2a ·bcosh

(
∆λ

l

)
, (2.108)

ξ (λ1) ·ξ (λ2) =−l2 cosh
(

∆λ

l

)
, (2.109)

por otro lado, de (2.8) obtenemos:

ξ (λ1) ·ξ (λ2) = l2
[
−cosh2

ρ0cos2
τ− cosh2

ρ0sin2
τ + sinh2

ρ0 cos
(

2πLA

Lcircu f erencia

)]
, (2.110)
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ξ (λ1) ·ξ (λ2) = l2
[
−1− sinh2

ρ0 + sinh2
ρ0 cos

(
2πLA

Lcircu f erencia

)]
, (2.111)

ξ (λ1) ·ξ (λ2) = l2
{
−1+ sinh2

ρ0

[
cos
(

2πLA

Lcircu f erencia

)
−1
]}

, (2.112)

ξ (λ1) ·ξ (λ2) =−l2
[

1+2sinh2
ρ0sin2

(
1
2

2πLA

Lcircu f erencia

)]
, (2.113)

de (2.109) y (2.113) se cumple que:

cosh
(

∆λ

l

)
= 1+2sinh2

ρ0sin2
(

πLA

Lcircu f erencia

)
, (2.114)

usando la ecuación de Ryu-Takayanagi (2.91) y (2.114) tenemos:

SA =
1
4

LγA =
l
4

arccosh
[

1+2sinh2
ρ0sin2

(
πLA

Lcircu f erencia

)]
, (2.115)

SA ≈
l
4

arccosh
[

1
2

exp(2ρ0)sin2
(

πLA

Lcircu f erencia

)]
, (2.116)

El cuttof de distancias largas (IR) ρ0 se relaciona con un cuttof ε (UV) en la CFT por medio de

exp(ρ0) =
Lcircu f erencia

πε
, esto se conoce como la relación UV/IR [67,68]. Ası́, (2.116) se escribe

como:

SA ≈
c
3

ln
[

Lcircu f erencia

πε
sin
(

πLA

Lcircu f erencia

)]
, (2.117)

donde se ha hecho uso de la relación de Brown-Henneaux c=
3
2

l. Esta entropı́a de entanglement

es igual a la obtenida a partir de propiedades de la CFT para un cilindro [69,70,71,72].

2.4.3 Agujero negro BTZ euclidiano

Un agujero negro BTZ se describe por la métrica (2.6). Si se Euclidianiza se obtiene que:

ds2 =

(
r2

l2 −8M
)

dt2
E +

1(
r2

l2 −8M
)dr2 + r2dθ

2, (2.118)

Considerando la siguiente transformación:

r =
√

8Ml coshρ, (2.119)

tE =
l√
8M

φ , (2.120)

θ =
1√
8M

t̃, (2.121)
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la métrica (2.6) se convierte en:

ds2 = l2 (cosh2
ρdt̃2 + sinh2

ρdφ
2 +dρ

2) , (2.122)

que es la versión Eucidianizada de AdS (3), ver expresión (2.5) de modo que se puede utilizar el

resultado de la sección anterior, especificamente (2.109) donde se usa (Z0,Z1,Z2,Z3) asociada

al conjunto de transformaciones:

Z0 = l coshρ cosh t̃,

Z1 = l coshρ sinh t̃,

Z2 = l sinhρ cosφ ,

Z3 = l sinhρ sinφ ,

(2.123)

que satisface las siguientes relaciones:

ds2 =−(dZ0)
2 +(dZ1)

2 +(dZ2)
2 +(dZ3)

2, (2.124)

−(Z0)
2 +(Z1)

2 +(Z2)
2 +(Z3)

2 =−l2. (2.125)

Los puntos de γA se pueden identificar como t̃ (λ1) = 0 y t̃ (λ2) =
2πLA

β
donde β =

2πrH

8M
(ver

sección 3.2.2) y LA es la longitud del subsistema A. Para la coordenada radial los puntos son

ρ (λ1) = ρ0 = ρ (λ2). De esta manera, usando (2.123) se tiene que:

ξ (λ1) ·ξ (λ2) = l2
[
−cosh2

ρ0 cosh
(

2πLA

β

)
+ sinh2

ρ0cos2
φ + sinh2

ρ0sin2
φ

]
, (2.126)

ξ (λ1) ·ξ (λ2) = l2
[
−cosh2

ρ0 cosh
(

2πLA

β

)
+ sinh2

ρ0

]
, (2.127)

ξ (λ1) ·ξ (λ2) = l2
[
−cosh2

ρ0 cosh
(

2πLA

β

)
+ cosh2

ρ0−1
]
, (2.128)

ξ (λ1) ·ξ (λ2) = l2
{

cosh2
ρ0

[
1− cosh

(
2πLA

β

)]
−1
}
, (2.129)

ξ (λ1) ·ξ (λ2) =−l2
[

1+ cosh2
ρ0sinh2

(
πLA

β

)]
, (2.130)

de la ecuación (2.109) se deduce que:

cosh
(

∆λ

l

)
= 1+ cosh2

ρ0sinh2
(

πLA

β

)
, (2.131)
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Figura 2.8: Espacio tiempo Euclidiano BTZ para φ=constante. La geodésica γA atrapa el hori-

zonte de eventos.

Usando la ecuación de Ryu-Takayanagi (2.91) se obtiene:

SA =
1
4

LγA =
l
4

arccosh
[

1+ cosh2
ρ0sinh2

(
πLA

β

)]
, (2.132)

SA ≈
l
4

ln
[

exp(2ρ0)sinh2
(

πLA

β

)]
, (2.133)

SA =
c
3

ln
[

β

πε
sinh

(
πLA

β

)]
=

c
3

ln
[

2l2

rHε
sinh

(
rHLA

2l2

)]
, (2.134)

donde se ha hecho uso de la relación UV/IR, exp(ρ0) =
β

πε
. La expresión (2.134) es igual a la

entropı́a de entanglement obtenida a partir de propiedades de la CFT. Ahora, se va a considerar

el caso que el subsistema A ocupa toda la frontera, LA = 2πl y el lı́mite de altas temperatura
rH

l
� 1, ver Figura (2.8). De esta forma (2.134) se aproxima a:

SA ≈
l
2

πrH

l
=

1
4

A, (2.135)

la cual es la entropı́a Bekenstein-Hawking. Este resultado, como es de esperarse, es consistente

con lo obtenido a partir de la formula de Cardy (ver sección 2.3). Entonces, se concluye que

se ha obtenido una entropı́a térmica de entanglement para un agujero negro BTZ usando la

ecuación de Ryu-Takayanagi donde γA atrapa el horizonte de eventos.
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CAPÍTULO 3

TÉCNICA EUCLIDIANA DE GIBBONS-HAWKING

La técnica euclidiana de Gibbons-Hawking es una técnica de aproximación de integrales de

camino gravitacionales de la cual se obtienen propiedades termodinámicas desde la función de

partición de la acción gravitacional a orden cero, consiguiendo la conexión entre los agujeros

negros y la termodinámica.

En este capı́tulo se aborda la técnica euclidiana de Gibbons-Hawking y se aplica a la solución

de Schwarzschild, la solución BT Z y un caparazón negro BTZ (black shell) ubicado sobre el

horizonte de eventos.

3.1 Integrales de camino gravitacionales

Sea gµν la métrica del espacio tiempo y Φ un campo de materia, entonces, la amplitud de

probabilidad para ir de un estado inicial g1, Φ1 sobre una superficie S1 a un estado final g2, Φ2

sobre una superficie S2 es [76,77,78,79]:

〈g2Φ2S2 | g1Φ1S1〉=
∫

D [g,Φ]eiA [g,Φ], (3.1)

donde D [g,Φ] es una medida de todas las configuraciones de los campos g y Φ y A [g,Φ] es

la acción de los campos dada por la expresión:

A [g,Φ] =
1

16π

∫
d4x
√
−g(R−2Λ)+

1
8π

∫
d3x
√
−h(K−K0)+

∫
d4x
√
−gLm, (3.2)

donde R es el escalar de Ricci, Λ es la constante cosmológica, hi j es la métrica inducida sobre

la frontera, K es la traza de la curvatura extrı́nseca de la frontera, K0 es un contra término que

depende del espacio tiempo de estudio y Lm es la densidad lagrangiana del campo de materia

Φ.

Debido a que (3.1) tiene problemas de convergencia [49] es usual introducir la acción euclidiana

AE :

−AE = iA , (3.3)

para el caso de ausencia de campos de materia la toma la forma de:

AE [g,Φ] =− 1
16π

∫
d4xE
√

gE (R−2Λ)− 1
8π

∫
d3xE

√
hE (K−K0) , (3.4)

de modo que, (3.1) se puede identificar con la función de partición Z, es decir:

Z =
∫

D [g,Φ]e−AE [g,Φ]. (3.5)
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Sin embargo, aún no se ha resuelto el problema de la divergencia ya que la acción euclidiana no

tiene un lı́mite inferior, además, no hay una definición clara de como integrar en la geometrı́a.

Debido a lo anterior, se realiza una aproximación alrededor de un punto silla clásico, es decir, se

espera que la principal contribución proceda de la solución de los campos clásicos [80,81,82].

Entonces, la función de partición Z (3.5) puede aproximarse a orden cero como:

Z ≈ e−AE [g,Φ], (3.6)

donde AE
[
g,Φ

]
es la acción evaluada en las soluciones clásicas g y Φ. Desde la función de

partición Z se puede calcular propiedades termodinámicas, por ejemplo: la energı́a y entropı́a,

dadas por la expresión:

E =−∂ lnZ
∂β

, (3.7)

S = lnZ +βE, (3.8)

respectivamente.

3.2 Aplicaciones

En esta sección se evaluara la función de partición Z (3.6) y sus cantidades termodinámicas

para: la solución de Schwarzschild, la solución BTZ y para un caparazón negro BTZ (black

shell).

3.2.1 Solución de Schwarzschild

La métrica de Schwarzschild esta dada por:

ds2 =−
(

1− 2M
r

)
dt2 +

dr2(
1− 2M

r

) + r2dθ
2 + r2sin2

θdϕ
2, (3.9)

cuya topologı́a es R2×S2. Si consideramos una hipersuperficie Φ := r−2M se puede construir

un vector normal n usando la expresión:

n = Ngµσ
∂µΦ∂σ , (3.10)

donde N es una función de normalización. Para la solución de Schwarzschild el vector normal

n a la hipersuperficie Φ es:

n =

√
1− 2M

r
∂

∂ r
. (3.11)



44

Ahora, para calcular la traza de la curvatura extrı́nseca K es necesario euclidianizar la métrica

de Schwarzschild, es decir, haciendo t→ iτ en (3.9). Ası́, se obtiene que:

ds2 =

(
1− 2M

r

)
dτ

2 +
dr2(

1− 2M
r

) + r2dθ
2 + r2sin2

θdϕ
2, (3.12)

cuya topologı́a es R×S1×S2. Para calcular la traza de la curvatura extrı́nseca K se usa:

K = ∇αnα =

(√
|g|nα

)
,α√

|g|
, (3.13)

debido a que el vector normal n solo tiene componente r obtenemos:

K =

(
r2nr)

,r

r2

∣∣∣∣∣
r=R

, (3.14)

K =
2
R

√
1− 2M

R
+

M
R2

1√
1− 2M

R

. (3.15)

De esta manera, tenemos que:

1
8π

∫
d3xE

√
hEK =

1
8π

β∫
0

π∫
0

2π∫
0

dτdθdφ

√
1− 2M

R
R2 sinθ

 2
R

√
1− 2M

R
+

M
R2

1√
1− 2M

R

 ,

(3.16)
1

8π

∫
d3xE

√
hEK =

1
2

β (2R−3M) . (3.17)

Se observa que para R >> 1 la ecuación (3.17) diverge, entonces se propone al factor K0 sien-

do la traza de curvatura extrı́nseca del espacio tiempo de Minkowski. Siguiendo un proceso

análogo al anterior se puede determinar, de manera trivial, que K0 =
2
R

. Entonces:

− 1
8π

∫
d3xE

√
hEK0 =−

1
8π

β∫
0

π∫
0

2π∫
0

dτdθdφ

√
1− 2M

R
R2 sinθ

(
2
R

)
, (3.18)

− 1
8π

∫
d3xE

√
hEK0 ≈−β (R−M) . (3.19)

Ası́ se concluye que la acción gravitacional euclidianizada para el caso de la solución Sch-

warzschild es AE :

AE =− 1
8π

∫
d3xE

√
hE (K−K0) , (3.20)
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AE =
βM

2
. (3.21)

Para encontrar la relación entre β y M se realiza la transformación χ = 4M
(

1− 2M
r

)1/2

en

(3.12) para obtener:

ds2 = χ
2
(

dτ

4M

)2

+

(
r2

4M2

)2

dχ
2 + r2 (dθ

2 + sin2
θdφ

2) . (3.22)

Se observa que la métrica (3.22) en el plano χ-τ tiene una estructura de la métrica en coorde-

nadas polares, por eso se puede inferir que la coordenada τ posee perı́odo 8πM, es decir:

β = 8πM, (3.23)

Por tanto, la energı́a y entropı́a para la solución de Schwarzschild son:

E = M, (3.24)

S =
1
4

A, (3.25)

donde se ha obtenido la equivalencia masa-energı́a y la entropı́a de Bekenstein-Hawking.

3.2.2 Solución BTZ

La solución BTZ esta descrita por la métrica:

ds2 =−
(

r2

l2 −8M
)

dt2 +
dr2(

r2

l2 −8M
) + r2dθ

2. (3.26)

El espacio tiempo BTZ se caracteriza porque el escalar de Ricci toma el valor de R =− 6
l2 , la

constante cosmológica es Λ = − 1
l2 y el horizonte de eventos se encuentra en rH =

√
8Ml. En

este caso, el primer término de la ecuación (3.4) esta dado por:

− 1
16π

∫
d3xE
√

gE (R−2Λ) =− 1
16π

β∫
0

R∫
rH

2π∫
0

dτdrdθr
(
− 4

l2

)
, (3.27)

− 1
16π

∫
d3xE
√

gE (R−2Λ) =
1

4l2 β
(
R2−8Ml2) . (3.28)
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Para calcular el segundo término de (3.4) se calcula la traza de la cuvatura extrı́nseca K y para

eso se euclidianiza la métria BTZ, es decir, se hace t→ iτ en (3.26) para obtener:

ds2 =

(
r2

l2 −8M
)

dτ
2 +

dr2(
r2

l2 −8M
) + r2dθ

2. (3.29)

Considerando la hipersuperficie Φ :=
r2

l2 − 8M y usando la expresión (3.10) se determina el

vector normal n dado por:

n =

√
r2

l2 −8M∂r. (3.30)

Entonces, usando (3.13) se logra determinar que la traza de la curvatura extrı́nseca K es:

K =
1
R

√
R2

l2 −8M+
R
l2

1√
R2

l2 −8M

. (3.31)

Por lo cual, el segundo término de (3.4) es:

1
8π

∫
d3xE

√
hEK =

1
8π

β∫
0

2π∫
0

dτdθ

√
R2

l2 −8MR

 1
R

√
R2

l2 −8M+
R
l2

1√
R2

l2 −8M

 , (3.32)

1
8π

∫
d3xE

√
hEK =

1
4

β

(
2

R2

l2 −8M
)
. (3.33)

De las ecuaciones (3.28) y (3.33) se observa que para R >> 1 tenemos una divergencia, enton-

ces se propone como contra término el factor K0 =
1
l

. Entonces:

− 1
8π

∫
d3xE

√
hEK0 =−

1
8π

β∫
0

2π∫
0

dτdθ

√
R2

l2 −8MR
(

1
l

)
, (3.34)

− 1
8π

∫
d3xE

√
hEK0 ≈−

1
4

β

(
R2

l2 −4M
)
. (3.35)

Por consiguiente, la acción gravitacional euclidianizada para el caso de la solución BTZ es AE :

AE =
1

4l2 β
(
R2−8Ml2)− 1

4
β

(
2

R2

l2 −8M− R2

l2 +4M
)
, (3.36)

AE =−βM. (3.37)
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Para encontrar la relación entre β y M se realiza la transformación χ :=
l2

rH

(
r2

l2 −8M
)1/2

en

(3.29) para obtener:

ds2 =
r2

H
l4 χ

2dτ
2 +

r2
H

r2 dχ
2. (3.38)

Se observa que la métrica (3.38) en el plano χ-τ tiene una estructura de una métrica en coorde-

nadas polares, por eso se puede inferir que la coordenada τ posee perı́odo
2πrH

8M
, es decir:

β =
2πrH

8M
, (3.39)

Por tanto, la energı́a y entropı́a para la solución BTZ son:

E = M, (3.40)

S =
1
4

A, (3.41)

donde se ha obtenido la equivalencia de masa-energı́a y la entropı́a de Bekenstein-Hawking.

3.2.3 Caparazón negro (black shell)

Asumiendo que la masa del Shell permanezca en el horizonte de eventos BTZ (o cerca a el),

dentro del horizonte se tiene una métrica de la forma:

ds2 =−
(r

l

)2
dτ

2 +
1(r
l

)2 dr2 + r2dθ
2, (3.42)

Para aplicar el método de Gibbons-Hawking se debe tener en cuenta que la integral en r es en

el intervalo (0, rH). El primer término de (3.4) toma la forma de:

− 1
16π

∫
d3xE
√

gE (R−2Λ) =− 1
16π

β∫
0

rH∫
0

2π∫
0

dτdrdθr
(
− 4

l2

)
, (3.43)

− 1
16π

∫
d3xE
√

gE (R−2Λ) =
1
4

β8M. (3.44)

El segundo término de (3.4) toma el valor de:

− 1
8π

∫
d3xE

√
hEK =

1
8π

β∫
0

2π∫
0

dτdθ
r2

H
l

(
1
l
+

1
l

)
, (3.45)
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− 1
8π

∫
d3xE

√
hEK =−1

2
β8M. (3.46)

Ası́, se concluye que la acción gravitacional euclidianizada para el caso del caparazón negro es

AE :

AE =
1
4

β8M− 1
2

β8M, (3.47)

AE =−1
4

β8M. (3.48)

Por tanto, la energı́a y entropı́a para el caparazón negro es:

E = 0, (3.49)

S =
1
4

A, (3.50)

donde hemos obtenido la entropı́a Bekenstein-Hawking.
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CONCLUSIONES

A. Se encontró que un campo escalar sobre el espacio tiempo de Schwarzschild se puede expan-

dir en los modos Killing-Boulware y los modos de Hartle-Hawking-Israel, asociados al estado

de vacı́o de Boulware y Hartle-Hawking-Israel, respectivamente. Dichos estados de vacı́o se

relacionan a partir de una transformación de Bogoliubov (sección 1.5, ecuación 1.43). De esta

manera, usando técnicas de WKB cerca del horizonte de eventos se obtuvo que los agujeros

negros tienen una distribución de energı́a Planckiana, es decir, se ha logrado describir la natu-

raleza térmica intrı́nseca de un agujero negro eterno de Schwarzschild (sección 1.6, ecuación

1.85).

B. Se encontró la función de partición de una Teorı́a de Campos Conformes sobre un toro; con

topologı́a S1× S1, haciendo uso de las transformaciones invariantes llamadas invarianzas mo-

dulares las cuales permiten parametrizar el toro sobre un espacio complejo C con el parámetro

modular τ (sección 2.2.5). De esta manera, se logró deducir la entropı́a térmica de una CFT en

2D en el lı́mite ∆� 1
12

c, llamada ecuación de Cardy.

C. Usando la ecuación de Cardy y las simetrı́as asintóticas de un espacio tiempo BTZ, las cuales

forman un álgebra de Virasoro con carga central c =
3
2

l, se obtuvo la entropı́a de Bekenstein-

Hawking en el lı́mite de altas energı́as ∆� 1
12

c (sección 2.3). Ası́ se concluye que la entropı́a

térmica de una teorı́a de campos conformes es dual a la entropı́a de un agujero negro BTZ,

entonces, la entropı́a de un agujero negro es una medida del número de microestados de la

CFT.

D. Usando la ecuación de Ryu-Takayanagi se logro obtener la entropı́a de Entanglement en

tres situaciones: un disco en una CFT en tres dimensiones, un espacio tiempo Anti-de Sitter

en 3 dimensiones y un agujero negro BTZ euclidiano (sección 2.4) cuyos resultados coinciden

con la entropı́a calculada de la Teorı́a de Campos Conformes. En el caso de un agujero negro

BTZ euclidiano se utilizó el lı́mite de altas temperaturas
rH

l
>> 1 para obtener la entropı́a

de Bekenstein-Hawking lo cual es consistente con lo obtenido de la formula de Cardy. Ası́, la

entropı́a para un agujero negro BTZ en el lı́mite de altas temperaturas es una entropı́a térmica

de entanglement.

E. Empleando la técnica euclidiana de Gibbons-Hawking se obtuvo la periodicidad β y la

entropı́a Bekenstein-Hawking para el espacio tiempo de Schwarzschild euclidiano, el espacio

tiempo BTZ euclidiano y un caparazón negro BTZ euclidiano cuyos resultados coinciden con

los obtenidos con técnicas de Entanglement. Es importante señalar que la técnica de Gibbons-
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Hawking se considera un resultado puramente clásico y las técnicas de Entanglement brindan

las correcciones a dicho método. Sin embargo, existen otros enfoques que interpretan el resul-

tado de la técnica de Gibbons-Hawking y la técnica de Entanglement como siendo dos fuentes

de entropı́a complementarias asociados a objetos diferentes, esto se conoce como principio

de complementariedad de Mukohyama-Israel. Como perspectiva de este trabajo, se propone

profundizar este principio en el contexto de la Teorı́a de Cuerdas.
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Birkhäuser.
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