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ENTROPIA DE ENTANGLEMENT DE AGUJEROS NEGROS
EN LA DUALIDAD AdS/CFT

RESUMEN

En esta tesis se estudia un campo escalar sobre un espacio tiempo de Schwarzschild usando
los estados de vacio de Boulware y Hartle-Hawking-Israel teniendo en cuenta la interpretacion
Mukohyama-Israel para tratar de explicar la entropia de Bekenstein-Hawking y en donde se
puede localizar. [gualmente, se estudia la correspondencia entre un espacio tiempo Anti-de Sit-
ter y una teoria de campos cuanticos conformes llamada Dualidad AdS/CFT y la forma en que

trata de explicar la entropia de Bekenstein-Hawking.

Palabras claves: Agujero negro de Schwarzschild, estado de vacio de Boulware, estado de
vacio de Hartle-Hawking-Israel, entropia de Bekenstein-Hawking, dualidad AdS/CFT, holo-

graffa.



BLACK HOLE ENTANGLEMENT ENTROPY
IN THE AdS/CFT DUALITY

ABSTRACT

In this thesis a scalar field over a Schwarzschild spacetime is studied using the Boulware and
Hartle-Hawking-Israel vacuum states taking into account the Mukohyama-Israel interpretation
to try to explain the Bekenstein-Hawking entropy and where it can be to locate. Likewise, the
correspondence between an Anti-de Sitter spacetime and a conformal quantum field theory
called AdS/CFT Duality is studied and the way in which it tries to explain the Bekenstein-
Hawking entropy.

Keywords: Schwarzschild Black Hole, Boulware vacuum state, Hartle-Hawking-Israel va-

cuum state, Bekenstein-Hawking entropy, AdS/CFT duality, holography.
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INTRODUCCION

Uno de los misterios més profundos en Fisica tedrica es el descubrimiento de Hawking y Be-
kenstein de que los agujeros negros poseen una entropia igual a un cuarto del area del horizonte
eventos [1,2,3,4]; siendo diferente a la entropia de un sistema termodindmico que es proporcio-
nal al volumen. Una primera linea de investigacion para comprender esta anomalia fue realizada
por Srednicki en 1993 [5], que siguiendo las ideas de Bombelli-Koul-Lee-Sorkin [6], considero
una matriz densidad reducida para calcular una entropia de entanglement que es una cantidad

proporcional al drea de la superficie que divide el sistema.

Entonces, es natural asociar la entropia de Bekenstein-Hawking de agujeros negros como sien-
do una entropia de entanglement porque el horizonte de eventos pone un limite causal que no
permite que un observador fuera del horizonte tenga acceso al interior del agujero negro. Sin
embargo, el coeficiente de proporcionalidad de la entropia de entanglement es infinito [7, 8], de
modo que la entropia de entanglement diverge, por lo tanto es necesario agregar un cutoff para

regularizar y obtener la entropia de Bekenstein-Hawking.

Un primer célculo relacionado con la interpretacion de entanglement, en el contexto de agujeros
negros, fue hecha en 1985 por Gerard "t Hooft donde investigé propiedades termodindmicas de
un campo cuéntico sobre un espacio tiempo curvo en el estado de vacio de Hartle-Hawking-
Israel [9]. En este modelo aparecieron divergencias que fueron controladas con un cuttof @, que
es una distancia desde el radio gravitacional hasta un punto fisico (una pared) donde los campos
se anulen. De modo que escogiendo un valor adecuado de o se puede encontrar una radiacion
y entropia andlogas a la de los agujeros negros (estan cantidades divergen para @ — 0). Este
modelo se conoce como Brick Wall pero fue abandonado por ser inconsistente con el principio

de equivalencia de Einstein: un observador en caida libre chocaria con este Brick Wall [10].

En este contexto, Mukohyama-Israel encontraron un error importante en los cdlculos realizados
por 't Hooft [11,12,13]. Aclararon que el estado de vacio correcto en el modelo de Brick
wall es el estado de vacio de Boulware y no el de Hartle-Hawking-Israel. Bajo esta correccion
el modelo de Brick Wall no representa un agujero negro sino el exterior de un objeto tipo
estrella comprimida cerca de su radio gravitacional. En otras palabras, argumentaron que las
propiedades de un agujero negro son indistinguibles con las de una estrella comprimida cerca

de su radio gravitacional para un observador externo.

Ademads, Mukohyama-Israel interpretaron que la entropia de entanglement no es una correccion

a un loop a la técnica euclidiana de Gibbons-Hawking (aceptado comtinmente en la literatura)
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sino que existen dos fuentes de entropia: una entropia térmica de entanglement asociada al
Brick Wall con un estado de vacio de Boulware (observador externo), donde no hay horizonte
de eventos, y otra entropia de origen topoldgico con estado de vacio Hartle-Hawking-Israel que
depende de la presencia del horizonte de eventos asociada a la técnica euclidiana de Gibbons-
Hawking (observador en caida libre) . Esto se conoce como el principio de complementariedad

de Mukohyama-Israel.

En esta linea de investigacion, Robel Arenas et al [14,15,16,17], inspirados por las ideas de
Mukohyama-Israel-"t Hooft, analizaron el proceso de colapso de un Black Shell para un obser-
vador externo encontrando que para este observador nunca se genera un agujero negro si no
que el Shell permanece cerca a su radio gravitacional, siendo esto un efecto relativista y seria
interpretado como el Brick Wall de ’t Hooft. En este caso, calculan la entropia de entangle-
ment cuando el Black Shell permanece cerca a su radio gravitacional obteniendo la entropia de
Bekenstein-Hawking. El punto crucial aqui es que para un observador en caida libre el Shell no
permanece estatico como una pared si no que seguird su proceso de colapso hasta la singulari-

dad, siendo esto consistente con el principio de equivalencia de Einstein.

Por consiguiente, para diferenciar las propiedades del Black Shell con las obtenidas por un
agujero negro asocian técnicas de entanglement para el observador externo con estado de vacio
de Boulware cuando el Black Shell permanece cerca del horizonte y la técnica euclidiana de
Gibbons-Hawking para un observador en caida libre con estado de vacio de Hartle-Hawking-
Israel asociado a un agujero negro, siendo esto consistente con el principio de complementarie-
dad de Mukohyama-Israel. En si, el aporte principal de esta investigacion es aclarar que aunque
se obtenga una entropia de Bekenstein-Hawking para un objeto gravitacional no necesariamen-

te representa un agujero negro, puede ser una estrella en colapso gravitacional.

Otra linea de investigacion para tratar de comprender la entropia de Bekenstein-Hawking es
usando el Principio Hologrdfico [18,19,20,21,22,23], el cual postula que la informacién de
un sistema en un cierto volumen se puede conocer estudiando la frontera del sistema, dicho de
otra manera, el nimero de grados de libertad fundamentales esta relacionado con el drea de la
frontera del espacio tiempo. De esta manera, se ha propuesto una dualidad entre una teoria de

gravedad cudntica en un espacio tiempo Q y una teoria de campos sobre la frontera dQ.

Siguiendo estas ideas, en 1997 Juan Martin Maldacena propuso la Dualidad AdS/CFT [24,25],
la cual consiste en una dualidad entre una teoria de la gravedad Anti-de Sitter (AdS) de dimen-
sién D y una teoria de campos conforme (CFT) definida en la frontera con dimensién D-1. Esta

dualidad es uno de los pilares de la teoria de cuerdas [26] y ha brindado informacion impor-
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tante de los agujeros negros, por ejemplo, dando una solucion a la paradoja de la informacién

incluyendo unitariedad [27], transiciones de fase [28], y reconteo de entropia microscdpica [29].

Un célculo importante en la dualidad AdS/CFT fue realizado por Strominger para un agujero
negro BTZ haciendo uso de la ecuacion de Cardy, que es una entropia térmica asociada a un es-
tado térmico en CFT, y simetrias asintoticas del espacio tiempo BTZ para calcular la entropia de
Bekenstein-Hawking [60,61,62,63], claramente, siendo esta dltima proveniente de una fuen-
te térmica. Asi, se logré obtener propiedades de un sistema gravitacional de dimensiones 2+1

usando un sistema cuantico de dimension 2.

Sin embargo, como se menciono anteriormente, existe la interpretacion de Entanglement que
en en el contexto holografico fue propuesta, en 2006, por Shinsei Ryu y Tadashi Takayanagi
[64,65,66,67] argumentando una ecuacién para calcular la entropia de entanglement de una
regién A de una teoria de campos conformes sobre la frontera asintética de un espacio Anti-de
Sitter con una superficie minima en el espacio dual. Para el caso de un agujero negro BTZ, en
el limite de altas temperaturas, lograron obtener la entropia de Bekenstein-Hawking, la cual es

una entropia térmica de Entanglement.

Debido a la importancia de los aportes de las lineas de investigacion anteriores para comprender
la entropia de Bekenstein-Hawking, el objetivo de este trabajo es reproducir los célculos de
estas investigaciones. El trabajo se organiza de la siguiente manera: el Capitulo 1 con el calculo
realizado por Israel para describir la naturaleza térmica de los agujeros negros. El Capitulo 2,
se centra en la dualidad AdS/CFT, especificamente, en la demostracion de la ecuacion de Cardy
y célculos explicitos de la ecuacion de Ryu-Takayanagi. Y en el Capitulo 3 se aborda la técnica

Euclidiana de Gibbons-Hawking y se finaliza con conclusiones del trabajo.
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CAPITULO 1
TERMODINAMICA DE ENTANGLEMENT DE AGUJEROS NEGROS

En este capitulo se describen las herramientas matematicas y fisicas para la descripcion térmica
de agujeros negros eternos de Schwarzschild usando: Entropia de Entanglement en Mecdnica
Cudntica, Dindmica de Campos Térmicos, Relatividad General y Teoria de Campos en Varie-

dades Curvas.

1.1 Entropia de Entanglement en Mecanica Cuantica

Considere un sistema que puede ser dividido en dos subsistemas A y B. Entonces, el espacio de
Hilbert 77 del sistema total se toma como el producto directo de los dos espacios de Hilbert de

los subsistemas A y B, es decir:
T = ) R Hp. (1.1)

Ahora, se define la matriz densidad reducida del sistema A p4 como siendo la traza sobre el

subsistema B de la matriz densidad del sistema total p, matematicamente se expresa como:

pa = TI’Bp. (1.2)

De esta forma, se introduce la definicion de Entropia de Entanglement del subsistema A Sy

como siendo la entropia de von Neumann de la matriz densidad reducida p4:

Spi=—Tr [pAhlpA], (1.3)

igualmente se puede definir Sp asociada a la matriz densidad reducida pp. Para el espacio de

Hilbert .7 un estado se dice que es separable 6 puro cuando se expresa de la forma:

W) = |ya) @ |wp) (1.4)

en caso contrario se dice que es no separable o de entanglement. Para un estado puro la en-
tropia de entanglement es cero y diferente de cero para un estado de entanglement. Entonces,

la entropia de entanglement mide cuanto se diferencia un estado de un estado separable.

Es importante mencionar que la Entropia de Entanglement es proporcional al drea de la super-
ficie que separa a los dos subsistemas, es por esto que en la literatura cientifica se relaciona
la Entropia Bekenstein-Hawking de agujeros negros, que también es proporcional al drea del

horizonte de eventos, como siendo una entropia de Entanglement.
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1.2 Dinamica de campos térmicos

Es conocido de la Mecanica Estadistica, que el promedio térmico de un operador A es:

(4) =

73y TrASD (- BH)] = oo Texp (-BE) (A ), (15)
donde Z (B) = Trlexp(—PBH)]| es la funcion de particion y H= H — uN, siendo H el hamilto-
niano y u el potencial quimico del sistema [30,31]. Por otro parte, es conocido que un aspecto
de vital importancia en la Teoria de Campos Cudnticos es el valor esperado de un operador en
el estado de vacio, (0|A|0) [32,33]. Entonces, es natural preguntarse que conexion existe entre
el promedio térmico (A) y valor esperado de un operador en el estado de vacio, (0| A |0).

Los primeros cientificos en abordar esta linea de investigacion fueron: Umezawa y Takahashi,
los cuales propusieron que el valor esperado en el vacio coincide con el promedio estadistico
dado por (1.5) [34,35,36], es decir:

(4) =(0(B)lA[0(B)), (1.6)

donde se ha supuesto que |0(f3)) existe en el espacio de Hilbert 57 que describe al sistema.

Expandiendo el estado de vacio |0 (f)) en términos de la base del espacio de Hilbert tenemos:
0(B)) =X |n) (n[O(B)) =} |n)fu (B)- (1.7)
n n

Reemplazando la ecuacién (1.7) en (1.6) se llega a la siguiente condicidn:

f: (ﬁ)fm (ﬁ) = exp(_ﬁEn) Onm- (1.3)

1
Z(B)
No obstante, la anterior ecuacién es inconsistente porque f, () solo son nimeros complejos
y no cumplen con una condicién de ortogonalidad en el espacio de Hilbert. Entonces, para
que la anterior condicion sea coherente es necesario agregar un espacio de Hilbert auxiliar d%fz
idéntico al espacio de Hilbert original .7, caracterizado por un Hamiltoniano H con base |17

que satisface las siguientes propiedades:
H|W) =E, ), (7| @) = 8um, (1.9)

donde E, es la energia del sistema fisico. Asi, el vector de estado del sistema total se construye
a partir del producto vectorial entre la base del sistema de Hilbert original .77’ y auxiliar %\”: es
decir:

|nm) = |n) @ |m). (1.10)
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De esta forma, los elementos de matriz de los operadores A y A son:
(nm|A|n'm") = (n|A|n") Sy, (1.11)
(| A |’y = (| A |y 8, (1.12)

ademds, el hamiltoniano total del sistema H7 esta dado por:

Hr=H—-H. (1.13)
Ahora, definiendo los coeficientes vectoriales de (1.7) como:

fa(B) :=2Z""exp (—%) I7), (1.14)

se verifica la ecuacion (1.8). De igual manera, usando la ecuacion (1.18) se puede demostrar

que:

o) =22 (p) Lewp (L3 ) ). (115

Es trivial demostrar que bajo las anteriores ecuaciones se cumple que:

(0(B)|Alo(B Zexp (n|Aln) = (A). (1.16)

1.3 Solucion de Schwarzschild

La solucion de Schwarzchild es una solucion estatica y estacionaria de las ecuaciones de
Hilbert-Einstein en el vacio, con simetria esférica y constante cosmoldgica igual a cero [37,38,39].

La métrica, en las coordenadas de Schwarzschild, tiene la siguiente forma:

72

M dr?
ds? = — (1= "2 )art+ 4 112402 1+ Psin0d¢>. (1.17)
r2 (1 ZM)

Para encontrar su forma maximalmente extendida, €l primer paso consiste en transformar la

métrica (1.16) a las coordenadas (U, V) tal que:

32M3
r

ds* =

exp (—ﬁ) dUAV + r2d6* + r*sin®0d ¢>. (1.18)

Abhora, se utilizan las coordenadas de Kruskal (T,Z) definidas como:

/2.
T (r,t) =exp <4;/1> <ﬁ/[—1>: Zsmh(ﬁ> > oM (1.19)
r r /2 t 7
Z(rt) = exp <4M> <ﬂ_ 1) cosh <4M>
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Figura 1.1: Solucién de Schwarzschild maximalmente extendida. Fuente: la presente investiga-

cion.

/
T (r1) =exp (ﬁ) (1- ﬁ)l ot (ﬁ) r<2Mm, (1.20)

Z(rt) =exp (ﬁ) <1 - ﬁ) 2 sinh (ﬁ)

conU=T+Z,V =T —Z. Asi, la métrica se escribe de la siguiente manera:

o) (~dT?+dZ2) + Pd6? + Psin*0d?, (1.21)

La representacion de este espacio tiempo es la Figura (1.1). La métrica (1.21) no es singular en

r = 2M, entonces, es vélida para toda la region del espacio-tiempo.

1.4 Teoria de campos en un espacio tiempo curvo

Consideremos un campo escalar ¢ en un espacio tiempo curvo descrito por la métrica estatica
de la forma:

ds* = goodt? + gapdx®dx?, (1.22)

con ¢ satisfaciendo la siguiente ecuacion:

(O-m*)®=0, (1.23)
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donde [ es el d’Alembertiano, expresado como:
0= (=g) 700 | (—) 6™ 00| +(—0)"0u |(=9) g™ 3s), (124

con g = detgyy.

Un conjunto de modos de solucion para la ecuacion (1.23) es la siguiente:

_exp(—iwr)
¢Q (l‘,)_C) - \/m ¢.Q ()_C) ’ (125)
(076 (J_C) = Owi (r) Yim (97 (P) ) (1.26)
x:=x'=(rn0,¢9),Q:=win. (1.27)

Abhora, definimos los modos de Killing-Boulware (KB-modos):

0L (x) 1= da (x,1) O (x), (1.28)

donde:

Oc (x) = = [O(—eU) + O (eV)], (1.29)

| =

el factor € toma los valores -1 y expresa si el campo se encuentra en la region Derecha (R) o

Izquierda (L) del espacio-tiempo de Kruskal respectivamente (ver Figura 1.1).

El conjunto {q)g) (x)} satisface el producto interno:

(65705 = €(w) SeerSar. (1.30)

y los modos @ cumplen el producto interno:

(00, 9a) = € (W) Saar, (1.31)

con € (w) = sgn (w). Asi, se define los modos de Hartle-Hawking-Israel (HHI-modos) xs(f ) (x)

con producto interno:

(225" ) = e (w) Soorbee. (1.32)

relacionado con los (KB — modos) como:

‘7’5(28) (x)coshy + q)g(;g) (x)sinh y, (1.33)

xR

Ow

—~
=

~—
I
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donde:

tanh y = exp (—y) , (1.34)
0

%) (x) = \/%% (x) exp (—iwr) €€ (w). (1.35)

1.5 Formulacion cuantica
(¢)

En la seccién anterior vimos que existen dos modos: los KB-modos (l)g(;) y los HHI-modos x5/,

entonces el campo @ puede expandirse en términos de estos como:

Zag 25 ( Zb (1.36)

(¢) (—€)

an’ = bg) coshy — b, /sinh y = exp (—iG) bg) exp (iG), (1.37)

con:

To(— To(— —
G:G*:%iZss(w)xbg) by =iy x (bgﬁ bbb )> = Y Go, (139
eQ Q

Q.w>0

[ag)’ag«;)] _ [bg)’bg)} = g€ (W) Sqoy See/, (1.39)

con estados de vacio definidos como:

aQ ’0>HHI = b ’0>B = (1.40)

donde |0) 4, es el estado de vacio de Hartle.Hawking-Israel y |0) g es el estado de vacio de
Boulware. De acuerdo a la transformaciéon de Bogoliubov (1.31) los estados de vacio se rela-

cionan de la forma:

0) 7 = exp (—iG) |0) p. (1.41)

La ecuacion (1.41) se puede escribir de manera mas explicita usando la identidad generalizada
de Baker-Campbell-Hausdorff, dada por:

exp[x (A+B)] = exp [%tanh (x)A] exp [2—1’1 sinh(2nx)B} exp {—}% [Incosh (2ny)|C
(1.42)

Asi, la ecuacion (1.41) puede escribirse como:

O =25 Lo 585 ) i

>n(+>>B, (1.43)
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1 k
donde se ha hecho uso de que |0) 3 = [0)5; ®(0) g, B = = ﬁ y Zo =Y exp(—nPw) es la
H n

funcion de particion.

1.5 Tensor de momentum-energia

En esta seccion se describe la naturaleza térmica de la solucion de Schwarzschild, es decir, se

describe la distribucion de energia para los estados de vacio Boulware y Hartle-Hawking-Israel.

En general, para un campa escalar ®, el valor esperado del tensor de momentum-energia

Typ (x,x') se calcula como:

(Tap (.x)) = DapW (x.X), (1.44)
donde W (x,x") es la funcién de Wightman definida como:

W (x,x") := (0| @ (x) P (x') |0), (1.45)

con:

1
Dopr =9 (adp) = 58ap (970 +m’). (1.46)

Con respecto al estado de vacio de Boulware la funcion de Wightman se expresa como:

W (x,x') = 5 (0] @ (x) DT (x') [0), (1.47)
We () =501 Y 6308 ()65 00" ()10} (1.48)
eQ. e Q)
Ahora, usando el hecho que:
5(0]bEBE)T10) = © (ew) Sppr Sy, (1.49)

la ecuacién (1.48) se convierte en:

W (x,x) = Z O (ew) q)g(f) (x) (pg)* (x). (1.50)
£,Q

De manera anéloga, la funcion de Wightman en el estado de vacio de Hartle-Hawking-Israel

€S:

Wanr (x,) = ¥ 0 (ew) 2 (x) 1" (). (1.51)
£,Q
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Usando la transformacién de Bogoliubov (1.33) la ecuacién (1.51) se convierte en:

Wiani (x,5') = ¥ © (ew) [cosh®x 9 (x) 9" (') +sinbx 9y (1) 9§ " ()|, (152)
£,Q

Ahora, se procede a calcular la funcion de Wightman de la resta de la funcion de Wightman en

el estado de vacio de Hartle-Hawking-Israel y el estado de vacio de Boulware, es decir:
WHHI (x,x’) — WB (x,x/) = (WHHI - WB) (x,x/) . (153)

Usando los resultados anteriores (1.50), (1.52) la ecuacion (1.53) toma la forma de:

Wian (x,5') = Wa (6,) = ¥ © (ew)sinb |9 (0987 () + 05 (x) 957" ()],
£,Q
(1.54)
donde x y x’ estan en el mismo sector R. Realizando la sumatoria en € y usando (1.34), (1.54)

se escribe como:

x,x) — x.x) = ; (+) X (+)* Y
W (2¢) =Wy (1) = & | i | o6 00k (). a9

Entonces, el valor esperado de la energia para la funcion de Wightman anterior es de la forma:

<T00 (X,X/)> = DOO’ [WHHI (x,x’) —Wp (X,)C/)] 5 (156)
1
(Too (x,4)) = |9 (0y) — 800 (979 +m?) | [Wanr (x,x") — W (x,X)], (1.57)

1
<T00 (x,x')> = dydy [WHHI (x,x’) —Wp (x,x')} — 5800 (878y+m2) [WHHI (x,x’) —Ws (x,x')} .
(1.58)

Escogiendo un mismo punto x = x’ en la anterior expresion, el primer término de (1.58) es:

N _ N — 3ed 1 (+) (1 g (H)* (7
oIy [Wﬂm (X,x) Wg (x,x )} = dydy %: pr(ﬁ W= 1)] Oy ' (%) 9o (x) x:x,, (1.59)
0y Wiar () ~Ws (0)] = X2 — o, (1.60)

5 2exp(Blw]—1)

donde se ha usado la ecuacién (1.25). Ahora, usando (1.26) obtenemos:

vl

909 [Waar (x,x") — W (x,x)] Z/ Y3 o (B ||W| >y¢w,(r)|2|mm(e,<p)\2, (1.61)
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30 Wz (x,) — Wi (x,2')] —47[/dwexp BT Y @4 D¢ ()P (1.62)
)

donde se ha considerado w > 0. Para continuar con el calculo anterior se realizara el cambio de

variable:
ot 1) := b 1), (163
tal que la ecuacion para el campo escalar toma la forma de:
2,
LZT + k= (r;w, l)] Y, (r) =0, (1.64)
donde: o
k% (r;w, 1) ::ch [?—%—t”—mz—%] : (1.65)

Para resolver la ecuacién diferencial (1.64) se utiliza el método WKB lo cual da como resultado:

1
WWITI (r) ~ %

oy | / drk(r) |, (1.66)

aqui n = signk(r) corresponde a las ondas entrantes y salientes. Usando los resultados de

(1.66) y (1.63) la ecuacion (1.62) se convierte en:

1
Aoy [WHHI (X,X/)—WB (x,x) = 47Z/dWeXp (Bw—1) zl" (21+1) 2_1”2_‘_” (1.67)

o)

I
1 2 max 21+1
b W (5.0) = Wo ()] = s [ ooy [ g 0
0

donde se ha considerado / grandes tal que la sumatoria se aproxima a una integral. [, se

determina imponiendo la condicion:
I (r,w, Lnax) = 0, (1.69)

lo que implica:
"
lmax (lmax + 1) W2 2 (er) 2

r? f " 2r2 P (1.70)
Asi la integral en [ de (1.68) toma el valor de:
21 1

L N (1.71)

Ik
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entonces (1.68) es:

(o]

1 w2

—1 2
4ﬂ2r20/dwexp(ﬁw_l)2f 2p, (1.72)

Aoy [WHHI (x,x’) —Wp (x’x/)} -

1 < 2
909y [Wrni (x,x') —Wg (x,x)] = o / dp$E f. (1.73)
0
Ahora, abordando el segundo término de (1.58) tenemos:
1 . 1
ng”%,u (%) ¢y (x) = EZ [——|¢Qt\ +f|¢9r’ +3 !‘Pge} a7, \(sz(p\ }
m m
(1.74)

W2

l%g”vqbﬁuu (x)q)g*l,v (x):4|1 | {__le( )| Z|Ylm( | +f’¢wlr )‘Z%IYlm(ead))F

L[
1 | 2
5100 (P E (7730 (0.9) }

(1.75)
1 _ 20+1 w2 |d 2 I(I+1)
= i 5 - —1 1.7
donde se ha definido:
~ 2 2 1 2
i (8,0)] 1= [Yim (8,0)*+ —=[Yim (6,0)" (1.77)
sin“ 6@
y se utilizo las propiedades de los arménicos esféricos:
2l+1
Y, = 1.7
o~ 2 1Q2+1)(+1
Z(VYlm(G,tp)\ _ X 4)( 3 (1.79)
- /4
Usando (1.63) y (1.66) es facil observar que:
In @y () = 2i/drk—ln (Pfk) +2In (%) (1.80)
entonces, se obtiene lo siquiente:
d w10l L o ()2
f‘alnd)wl (r) —7+ > -2 Zln(r k)" —m”— 5| (1.81)
asi, (1.76) se puede escribir como:
1 2l+1 Oy (7
5 28" 00 (¥) 96, (¥) = = 10w ()] ;‘(), (1.82)
m w
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donde: ( 2f) »
;
Ot (r) := —In (P2 fk) o (1.83)
Por consiguiente, se tiene:
1
5 (8}/8}/"‘1’}’12) [WHHI (X,X,) — WB (X,X 87‘[ /dWeXp ; 21 ‘I‘l |¢Wl | (le( )
(1.84)

Si comparamos las ecuaciones (1.84) y (1.73), la expresion (1.73) se puede despreciar en com-
paracion con (1.83) porque cerca del horizonte las altas frecuencias dominan. Entonces, se

concluye que:

(oo}

E 4mp?
w5

(1.85)
T

La anterior ecuacion es idéntica a la expresion que se obtiene para un cuerpo negro, asi, se

concluye que los agujeros negros se comportan como cuerpos negros.
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CAPITULO 2
DUALIDAD AdS/CFT

En 1997 Juan Martin Maldacena propuso la Dualidad AdS/CFT, la cual consiste en una duali-
dad entre una teoria de la gravedad Anti-de Sitter (6 asintéticamente Anti-de Sitter) de dimen-

sion D y una Teoria Cuantica Conforme, definida en la frontera, con dimensiéon D-1. En este

capitulo se abordara los aspectos fundamentales de: Solucion Anti-de Sitter, Teoria de Campos

Conformes y la Dualidad AdS/CFT

2.1 Espacio-tiempo Anti-de Sitter

El espacio-tiempo Anti-de Sitter es una solucién maximalmente simétrica en el vacio de las
ecuaciones de Einstein con constante cosmoldgica negativa [40,41]. Para espacios tiempos ma-

ximalmente simétricos (D) el tensor de Riemann adquiere la siguiente expresion:

K

D(D—1) (8ar88s — 8py8as) » (2.1)

%aﬁyrs =

donde Z es el escalar de Ricci dado por la siguiente expresion:

2D
con:
(-1 (D=2
A= B , (2.3)

donde [ se llama radio de AdS. Ahora, si consideramos un espacio tiempo D = 2+ 1 existen

tres soluciones para las ecuaciones de Einstein [42,43]:

AdS Global: En esta caso, la métrica es de la forma:

2

1
ds? = — (;—2 + 1) di® + ————dr* +2d6?, (2.4)
r
(=)
donde —oo <t < o0, 0 <0 <27y 0 <r < oo cuya frontera es conforme tipo tiempo con

topologfa cilindrica R x S' y se encuentra en r — co. La representacién puede verse en la Figura
2.1.
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N

—

Figura 2.1: Espacio tiempo Anti-de Sitter global AdS(3).

Existen otras coordenadas de suma importancia para esta investigacion que son las coordenadas

globales (t,p,0) donde la métrica toma la forma:
ds* = I* (—cosh’pdt* +dp? + sinh*pd 6?) . (2.5)

Ademas, el espacio Anti-de Sitter puede ser expresado como un espacio tiempo hiperbolico

con dos componentes temporales, la métrica toma la forma de:
ds*> = —(dZy)* — (dZ))? + (dZ,)* + (dZ3)*, (2.6)
que satisface la siguiente relacion:
~(20)* = (1) + (22)* + (Z3)* = P, 2.7

cuyas transformaciones son:

Zy=lcoshpcosTt,
Z1 =lcoshpsinTt,

: p (2.8)
Zp = Isinhpcos 0,

Z3 =Isinhpsin6.

Por otro lado, este métrica también puede escribirse en las coordenadas de Poincaré (Parche

de Poincaré) que toma la forma de:

2

!
ds* = = (dz* —dr* +dx*) (2.9)
<
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PARCHE DE POINCARE

D
N

Figura 2.2: Parche de Poincaré para el espacio tiempo AdS(3).

donde 0 < 7 < o0, —o0 <t < o0y —oo < x < oo, En estas coordenadas la frontera se encuentra en

z — 0. La representacion puede verse en la Figura 2.2.

Solucion BTZ 6 Agujero negro BTZ: Esta solucion fue encontrada por Bafiados, Teitelboim

y Zanelli en 1992 cuya métrica toma la siguiente expresion:

1
’,2
(z‘z‘gM)

el horizonte de eventos se encuentra en rg = v/ 8MI. Se observa que es asintoticamente AdS.

2
i = (”_ _ SM) i+ dr ++d6>, (2.10)

12

Para conocer su forma maximalmente simétrica de la solucion BTZ se procede a transformar
la métrica a las coordenadas (U,V) tal que la métrica toma la forma de:
2
—arauav + (") (1-UV)'de?

ds*> = e . (2.11)

Ahora, se utilizan las coordenadas de Kruskal (T, Z) definidas como:

T (rt) = (r_r+)l/zsinh(t§)
) 1/2
) cosh (&)

r>2M, (2.12)
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1/2 r<2M, (2.13)
zrn) =21} sinh(z€)
’ r+ry
donde £ = % yU=T+Z,V =T —Z. Asi, la métrica se escribe como:
1
ds* = m(r+r+)2 (—dT? +dZ*) +r*d6?, (2.14)

la representacion de este espacio tiempo es la Figura (2.3). Se observa que la métrica (2.14) no

es singular en r = r, entonces es valida para toda la region del espacio tiempo.

Estado base del agujero negro BTZ: En este tltimo caso, la métrica toma la forma de:

’,2

lZ
ds* = —l—zdﬂ + r—zdrz +r2d 6>, (2.15)

esta solucion puede verse como la soluciéon BTZ con M = 0 o tomando el limite cuando r — oo,

2.2 Teoria de campos conformes

Una teoria de campos conformes es una teoria de campos invariante bajo transformaciones

conformes, es decir, transformaciones tales que [44,45]:

g/.tv =Qguv. (2.16)
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Para el caso de D > 3 en el espacio de Minkowski es sencillo identificar el grupo de transfor-
maciones que cumplen (2.16) conocido como: Grupo Conforme [46,47|. El grupo de Poincaré
(traslaciones, rotaciones y boots) es un subgrupo del grupo conforme. El otro tipo de trans-
formaciones que cumplen (2.16) son las Dilataciones que son de la forma x* = xx* y las no

triviales Conformes Especiales:

x4 fEx2

= . 2.17
T fu+a’x? 17

De esta manera, se identifican a los generadores del grupo conforme como:
Py = —idy, Traslaciones, (2.18)
Myy =i (xuav —xvau) ,  Rotaciones, (2.19)
Ky = —i{2xux" 0y —x28y} , Conformes especiales, (2.20)
D= —ix*d,, Dilataciones, (2.21)

cuya algebra esta dada por:

[D,Ky| = —iKy, (2.22)
[D,Py] = iPy, (2.23)
[P Ky] = 2i (Myy = nyD) , (2.24)
[Muv,Ky] = —i (NuyKv — vyKy) , (2.25)
[Py, Muv] =i (NyuPy — NyvFu) , (2.26)
(Mo Muv] =i (MpuMay + NavMpy — NapMpy — NpvMay) - (2.27)

La anterior estructura algebraica se puede escribir de manera alternativa definiendo un nuevo

operador J,;:
Juv — Muv, (228)
J_10=D, (2.29)
1
1
Jou = > (Py+Ky), (2.31)
donde a,b =€ {—1,0,1,....,d} de modo que el nuevo operador cumple con la relacién de
conmutacién SO(d,2):
absJed] = i (Mbedad + NaaJbe — NacIbd — NbaJac) » (2.32)

con TNpe = dlag(_7 -+, 7+)
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2.2.2 Invarianza conforme en 2 dimensiones

0

Consideremos un plano Euclidiano parametrizado por las variables (6, ¢!). Bajo una trans-

formacion ¢ — w la métrica transforma como:

~ owt owY
Y (w) = a%a%g“ﬁ (o). (2.33)

Para que la anterior ecuacion sea una transformacion conforme se deben cumplir las siguientes

condiciones: Sl owd o !

209 Jdol’ Jdo0  Jol’ (2.34)
o 1 0 0 1

505 =57 05 7aT @39

Remitiéndonos a variable compleja, se observa que (2.34) son las ecuaciones de Cauchy-
Riemann [48,49, 50] para funciones holomorfas y (2.35) para funciones antiholomorfas, lo que

motiva a trabajar en variables complejas (z,7), tales que:

z=0"+ iG], z=0"— iG], (2.36)
J 1 Jd 1
0, :==—==(dy—1id 0z:=— == (dy+1id)). 2.37
=5, 2(0 id), o Iz 2(0+l 1) (2.37)
La métrica en las coordenadas (z°,z') se escribe como:

#eo=( " ) awea=( 02 239

g Z7Z — ) g Z,Z - . .

12 0 Y 2 0

Ahora, se encontrara el dlgebra de las transformaciones infinitesimales holomorfas expresadas
como:

d=z+e(@)=z+ Y, ", (2.39)

Nn——oo
donde se ha usado la expansion de Laurent alrededor del punto z = 0 y ¢, son coeficientes

constantes. El efecto de la transformacion z' en un campo sin espin ¢ (z,7) es:
0¢ = —€(z)d:0 —€(z) 00, (2.40)
80 =Y {calnt (2,2) +Culnd (z,2) }- (2.41)
n

Por consiguiente, se identifican los generadores /,,,[,, como:

I, = —7""19., (2.42)
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I, =-7""o,, (2.43)

que satisfacen la siguientes relaciones de conmutacion:

[lna lm] = (n - m) ln+ma (2.44)
[Ln,Im) = (n—m) Lygm, (2.45)
[ln,0lm] =0. (2.46)

Debido a que n € Z se tienen infinitas transformaciones independientes, entonces, se concluye
que el adlgebra para un espacio Euclidiano de dos dimensiones es infinitamente dimensional.
Esta dlgebra conforme se conoce como: dlgebra de Witt [51].

Un aspecto importante es identificar los operadores que generan traslaciones, rotaciones, dila-
taciones y las conformes especiales para teoria de campos conformes en 2D. Se observa que
los operadores [_1 y [_ generan traslaciones en el espacio complejo, [; y [ generan las con-
formes especiales, el operador; (lo —i—Zo), se identifica como el generador de las dilataciones y

el operador; i (lo — Zo) , s el generador de las rotaciones.

El dlgebra de Witt permite una extension central [48,49,50,51], es decir, agregar un generador

c que satisface las siguientes relaciones de conmutacion:

1
[Lns L] = (= m) L+ 3¢ (07 = 1) Spm o, (247)
_ - 1
[Ln L] = (n=m) L + o3¢ (= 1) 8umo, (248)
[Ly, L) =0, (2.49)

¢y ¢ se llaman Carga Central 6 Anomalia Conforme y en general, ¢ # ¢. Para N campos
bosonicos, las cargas centrales toman el valor de c = N y ¢ = N. Para N campos fermionicos,
las cargas centrales toman el valor de ¢ = %N yc= %N es decir, ¢ y ¢ miden los grados de
libertad de la Teorfa Conforme [49,50,51]. Esta algebra se conoce como dlgebra de Virasoro'y

se obtiene a trabajar en una Teoria Cudntica de Campos Conforme en 2D.

2.2.1 Tensor de energia-momentum

El tensor de Energia-Momentum 7,y se define como [52,53]:

L2 8
AV —g Bk

(2.50)
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Si consideramos una transformacion conforme de la forma giw =exp(20) guv cuya variacion

infinitesimal es 8g,,v = 20g,y la variacion de la accién 7 esta dada por

S = /d X ag,w, (2.51)
5o/ = 2c/d NLEA " sur (2.52)
5o =—0 / dzx\/—gT“"guv, (2.53)
(2.54)

0o/ = —G/dzx\/—gTﬁl.

Debido a que las transformaciones conformes no deben cambiar la accién se debe cumplir que

Ti =0, (2.55)
Para conocer como transforma el tensor de energia momento bajo (2.36) se usa el hecho que

dx% dxP

Asi se tiene que:
1
T = Z (T()() +2iTy9 — TH) (2.57)
1 .
L= (Too —2iTio — T1) (2.58)
1 1 .
T2z=Tzz=1(Too+T11)=ZTu- (2.59)

Debido a (2.55) es trivial observar que las componentes diferentes de cero son Tz y T,

Ademds, teniendo en cuenta que d%7,g = 0 implica que
(2.60)

entonces, T (z) := Ty, (z) es holomorfa y T () := T:z (z) es antiholomorfa. Asf se pude expandir

T (z) en términos de una integral de contorno como:

T(z) = "2, Ly= ¢ —FIT 2.61
(2) n;wz con 5T (@), (2.61)
T ) := Z 7" ?L, con %2nz_n+lT (2.62)

——o0
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Im(w)

0

- ~~

[ Yo% = constante

~~~~~~~

Q ) Re(w)

Figura 2.4: Mapeo de un cilindro a un plano complejo.

2.2.3 Cuantizacion radial

Consideremos un cilindro unitario parametrizado por las variables (GO, 61) donde c¥ es la
coordenada temporal y ¢! es la coordenada espacial. Este cilindro puede mapearse al espacio

complejo usando la transformacion:
w=exp(z) =exp (6 +ic'),m W=exp(z)=exp(c’—ic'). (2.63)

Superficies de 6¥ = constante, son mapeadas al plano complejo como circulos centrados en
w = 0, el pasado infinito se mapea como z = 0 y el futuro infinito se mapea como z = oo, Ver
Figura 2.4. Es interesante observar que ocurre con los operadores asociados a las simetrias
conformes, las traslaciones en el tiempo 6 + a se convierten en Dilataciones en el espacio
complejo w — exp (a) w y traslaciones en el espacio ¢! 4 a se convierten en Rotaciones w —
exp (ia) w. Debido a que el hamiltoniano H genera traslaciones en el tiempo y el operador

momento P genera traslaciones en el espacio se tiene que:
H=Ly+Ly, P=i(Ly—Lo). (2.64)

En otras palabras, el generador de dilataciones sobre el espacio complejo puede considerarse
como el hamiltoniano H y el generador de rotaciones sobre el espacio complejo se considera
como el operador momento P. Este procedimiento, de construir una teoria cudntica de campos

sobre un plano complejo se conoce como Cuantizacion radial.
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2.2.4 Tensor de energia-momentum sobre el cilindro
Para conocer la forma del tensor de Energia-Momentum en el cilindro se utiliza la relacién [52]:

ow

2
T;(z) = {87} Tyow (W)+1—1265(w,z), (2.65)

donde S (w,z) es el Schwarzian definido como:

Pw\ [ow\ ™ 3732w\ aw\ >

Teniendo en cuenta la transformacion de la seccion. El tensor de energia-momentum sobre el

cilindro es:

1
Te (2) = W T (W) = 576, (2.67)
24
usando (2.61) obtenemos que:
— 1
T (2) = Z {Ln - ﬁc&l,O} exp (—nz), (2.68)
n——oo
de la ecuacion (2.63) se observa que se puede definir:
pCitimdro —p,  Log ooy St —7, - Las,, (2.69)
n . n 24 n, n . n 24 n,V» .

de modo que el hamiltoniano H y el operador momentum P sobre el cilindro, siguiendo el

argumento dado en la seccidn, son de la forma:

. e — 1
H — Lgtllndm +zglllndro = (LO —|—L0) — ﬁ (c —}—E) , (2.70)
5 . 1

2.2.5 Teoria de campos cuanticos conformes sobre un toro

Una teoria de campos conformes cudnticos sobre un cilindro parametrizado por z puede ma-
pearse a un toro en el espacio complejo. En este caso, es necerario identificar dos periodos z
para el toro. Es conveniente redefinir z — iz asi que se puede identificar uno de los periodos
7+ 27 [54]. Para el otro periodo se puede usar la argucia z+ 277 donde T = 7 +i7,. Por lo tanto,
las superficies Imz = 2t y Imz = 0 se puede identificar con una transformacién Rew + 2771y,

ver Figura 2.5. El pardmetro 7 se conoce como pardmetro modular.
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Imz )
T T+1

> Rez

Figura 2.5: Toro con pardmetro modular 7.

Debido a que se define una traslacion de tiempo imaginario de /mw como 2mmT; acompaiado
con una traslacion espacial de Rew por 277, se puede definir la funcién de particién del toro

sobre un espacio complejo como:

Z(11,7) =Trlexp(2nt P)exp(—2n1H)], (2.72)

usando (2.70) y (2.71) la anterior ecuacion se expresa como:

Z(t,%) =Tr [exp <2ng"”"d’0 . 2niffgili"dr0>] : (2.73)
ilindro 3Cilindro
Z(1,7) =Tr [qLoC’ gt ] : (2.74)
11
LI )
Z(v,7)=q 24'q 24°7r |gg")|, (2.75)

donde ¢ := exp (27it). Una propiedad importante de (2.71) es que es invariante bajo trans-
formaciones de la forma 7 — - llamada invarianza modular y son de vital importan para
calcular la entropia de una teoria cudnticas conformes en 2D, como veremos a continuacion.

Este célculo se basa en las referencias [55,56,57,58]. Si consideramos el limite de altas energias

en (2.75) tenemos que:

Zo(1,7) ~ Tr [qLOqZO} , (2.76)

la expresion (2.76) puede escribirse en términos de la densidad de estados p (A,Z) como:

2(5,7) =Y. p (A4)4"7", 2.77)
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realizando integrales de contorno alrededor del punto ¢ = 0 y g = 0 obtenemos:

X ! dq dq _
p (A,A) = (27ri)2 quH qAHZO(r, T). (2.78)

Asumiremos que las variables T y T son independientes de modo que trabajara la variable 7 y

al final se retomara 7. De la relacion (2.76) y (2.77) se observa que:

c

Z(1) =q24Z (1) = exp (%Tc) Zo (1), (2.79)

usando la invarianza modular se observa que:

2mi 1 2mi 2mi 1
Z(t)=exp (%cr) Zy <_’_L'> =exp (%cf) exp (—%c) Z (_E) . (2.80)

Entonces, la ecuacion (2.78) puede expresarse como:

27i 27i 1
/dfexp —2miAT) exp <§cr) exp <_24r >Z (—%> . (2.81)

El siguiente paso es utilizar la aproximacion de punto de silla de modo que se obtiene la apro-

p (A) ~exp (271\ / écA) ) (2.82)

. . . 1 . -
donde se considero el limite de altas energias A >> Tk Si retomamos la dependencia 7 la

ximacion:

densidad de estados p (A,A) esta dada por:

p (A,A) =exp (27:, / ém) exp (27:, / éa&) , (2.83)

asf la entropia de una teoria cudntica conformes 2D esta dada por:

—Inp (A,A), (2.84)

1 1 —
S 2n,/8cA+2m/gcA, (2.85)

(2.85) se conoce como la ecuacion de Cardy y se la puede utilizar para calcular las temperaturas

relacionados con los autovalores de los operadores del dlgebra de Virasoro, es decir:

1 as 1 1 s 1

—Longz =7 3=Lor 2.86
271: ClCaA T ClCaA T ( )

donde L. es la longitud de la circunferencia del cilindro. La forma explicita de (2.86) es:

1 = 1L | A
T = — T = (2.87)
czrc /2 czrc C/2
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2.3 Dualidad AdS(3)/CFT(2)

En 1986 Brown y Henneaux [59] demostraron que las simetrias asintéticas del espacio Anti-
de Sitter en tres dimensiones AdS(3) forman el dlgebra de Virasoro, ecuaciones (2.47-2.49),
con carga central ¢ = 5 Strominger [60] aplicé estos resultados a la solucién BTZ la cual es
asintoticamente AdS; de modo que sus simetrias asintoticas se describen a partir del algebra de
Virasoro con carga central ¢ = %, para obtener la entropia de un agujero negro BTZ a partir de
la formula de Cardy. En esta seccion se obtendrd este ultimo resultado.

Considerando la solucion BTZ sin rotacion, es natural asociar los valores propios de los gene-

radores con el dlgebra de Virasoro con la masa M del agujero negro BTZ, tal que:
1 _
EMZ =A=A, (2.88)

si reemplazamos (2.88) en (2.85) y (2.86), obtenemos la entropia de Bekenstein-Hawking y la

temperatura de Hawking:

2 2 1
S=8MI=""r, = ZA=Spy, (2.89)
4 473
— 275}"+
T=T= 2.90
S (2.90)

respectivamente. Los anteriores resultados estan relacionados con la dualidad AdS(3)/CFT(2)
ya que propiedades de un sistema gravitacional en tres dimensiones se pueden obtener a partir
de una teoria cudntica conforme de dimension 2. Ademas, ya que la ecuacion de Cardy proviene
de la interpretacion estadistica se concluye que la entropia de un agujero negro es térmica, €s

decir, un agujero negro se comporta como un sistema termodinamico.

2.4 Conjetura de Ryu-Takayanagi

En 2006, Shinsei Ryu y Tadashi Takayanagi [61,62,63] propusieron una ecuacién para calcu-
lar la entropia de entanglement de una region A de una teoria de campos conformes sobre la
frontera asintética de un espacio Anti-de Sitter con una superficie minima en el espacio dual,

dada por:

_1A(n)
4G

Sa (2.91)

donde Y4 es una superficie que minimiza el drea tal que sus fronteras coincidan dy = dA. (2.87)
se conoce como la Ecuacion de Ryu-Takayanagi. A continuacion, se analizara tres ejemplos:

un disco en una CFT de 3 dimensiones, AdS(3) y un agujero negro BTZ euclidiano.
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Figura 2.6: Un disco en CFT(3) para t=constante, superficies Y4 y la direccién holografica z.

2.4.1 Disco

Consideremos una superficie en una CFT en 3 dimensiones siendo un disco para un f=constante
siendo la region A el disco y la region B como su complementario, ver Figura 2.6. Ahora, se de-
sea calcular la entropia de entanglement del disco tomando como base los articulos [64, 66, 66].

Para eso se debe parametrizar el area del disco A y de la superficie y4:

A={(r0,z1)/t=0,z=6,r <R}

(2.92)
Ya=1{(r,0,zt)/t =0,z=f(r),r <R},

donde & << 1y R es el radio del disco. La métrica de AdS en coordenadas de Poincaré es:

lZ
dsiys = > [—dr* +dz* +dr* +17d6?], (2.93)

para Y4 tenemos que la métrica inducida AdS es:

2
ds;, = i—Z (L4 f2)dr* +r°d6?]. (2.94)

Ahora, se calcula el area del disco segtin esta paremetrizacion:

A= / d*xVh, (2.95)

2

R
12
A://d rd01%r VHf . (2.96)
00
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Figura 2.7: Espacio tiempo AdS(3) para r=constante. Y4 es la superficie minima.

Ahora minimizamos el drea usando las ecuaciones de Euler-Lagrange, de modo que se obtiene
f(r) = VR? — r2, entonces reemplazamos en (2.91) para obtener la entropia de entanglement

del disco:

— —7l?, (2.97)
dicho valor coincide con los obtenidos de la teoria de campos conformes en 3D [65,66)].

2.4.2 AdS(Q3)

Consideremos dos subsistemas A y B en AdS (3) para t =constante, ver Figura 2.7. Se desea
calcular la entropia de entanglement de la region A. En este caso la longitud de la geodésica Y,
es infinita ya que termina en la frontera ubicada en el infinito, entonces, es necesario considerar
una restriccion en la coordenada p < pg. Ahora, para hallar las geodésicas en AdS se escoge las
coordenadas (Zy,Z;,7Z,,7Z3) que satisfacen las ecuaciones (2.6-2.8). Se escogerd un vector E# =

(Z0,21,22,73) con &, = (—Zoy,—Z1,Z»,7Z3). Para obtener las geodésicas se debe minimizar el

funcional:
L R PN LT agb 2 2.98
1—2 d gaﬁé&"‘ gaﬁéé‘f’ ) (2.98)
. 04
donde ¥ es un multiplicador de lagrange y £% = T Para minimizar el funcional se utilizan

las ecuaciones de Euler-Lagrange:

JL d | JdL
—— | =] =0, 2.99
Iou A lagu] =
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para obtener:

gt —9Ek =0, (2.100)
contrayendo con & :
ErE, + 91 =0, (2.101)
usando el hecho que:
d? (dé;fu) :0:§“§u+£2, (2.102)
el multiplicador de lagrange ¥ es: ‘
U= %—22, (2.103)
Reemplazando en (2.99) se obtiene:
[PER —E2EH = 0. (2.104)

Debido a que estamos interesados en las geodésicas spacelike (§% = 1) la solucién general de
(2.103) es:

EH(A) =a"exp (%) + bH exp <—%) , (2.105)

con:

A =0=>b> 2a-b=-1 (2.106)

Como ya se tiene la parametrizacion de las geodésicas, la longitud de y4 Ly, puede expresarse
en términos de la distancia propia:

Ly, = AL (2.107)

2rL,
Los puntos de ¥4 como 0 (A;) =0y 6 (A;) = A gonde L4 es la longitud del subsis-

Lcircuferencia
tema A Y Lejrcuferencia €8 1a longitud de la circunferencia. Para la coordenada radial los puntos

son los mismos p (1) = po = p (A2). Ahora, usando (2.105) se tiene que:

E(M)-EMN)=a-b lexp (7“ ;M> +exp ()“2;7“” = 2a-beosh (%) (2.108)

E(M)-E () = —I*cosh (%) , (2.109)

por otro lado, de (2.8) obtenemos:

2L
EA) €)= 12 | —cosh?pycos’T — cosh?pysin® T + sinh?pg cos (L)} , (2.110)

circuferencia
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E(M)-EN) =17 [—1 — sinh?pg 4 sinh?py cos (ﬂ)] , (2.111)

circuferencia

£ (M) -E (A) = 12 {—1 +sinhpq {Cos (Lz’t—"f‘> - 1} } , 2.112)

circuferencia

E(M)-& () =1 [1 +2sinh”pysin® (1271#)} , (2.113)

2 Lcircuferencia

de (2.109) y (2.113) se cumple que:

AL L
cosh (T) — 1 4 2sinh2pysin’ (#) , (2.114)

circuferencia

usando la ecuacion de Ryu-Takayanagi (2.91) y (2.114) tenemos:

1 l L
Sy = Ly, = ~arccosh {1 + 2sinh2pysin’ <L)] , (2.115)
4 4 Leircu ferencia
[ 1 L
Sy ~ —arccosh {— exp (2p0) sin® (L)} , (2.116)
4 2 circuferencia

El cuttof de distancias largas (IR) pg se relaciona con un cuttof € (UV) en la CFT por medio de

Leircu ferencia

exp (po) = , esto se conoce como la relacion UV/IR [67,68]. Asi, (2.116) se escribe
como:
Sy~ ¢ In |:Lcircuferencia sin ( LA )} : (2.117)
3 e Leirey ferencia

i 3 ]
donde se ha hecho uso de la relacion de Brown-Henneaux ¢ = El . Esta entropia de entanglement

es igual a la obtenida a partir de propiedades de la CFT para un cilindro [69,70,71,72].

2.4.3 Agujero negro BTZ euclidiano

Un agujero negro BTZ se describe por la métrica (2.6). Si se Euclidianiza se obtiene que:

1
2
r
(z‘z‘gM)

2
ds® = (?—2 - 8M> di} + dr’ +r2de?, (2.118)

Considerando la siguiente transformacion:

r=+v8MIlcoshp, (2.119)
g = L(]) (2.120)
ERVC7AS '

1 -
0 =——1, 2.121
i ( )
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la métrica (2.6) se convierte en:
ds* = I* (cosh’pdi* + sinh®pd¢* + dp?) , (2.122)

que es la version Eucidianizada de AdS (3), ver expresion (2.5) de modo que se puede utilizar el
resultado de la seccion anterior, especificamente (2.109) donde se usa (Zy,Z;,Z,,Z3) asociada

al conjunto de transformaciones:

Zy = I coshp cosht,
Z1 = Icoshpsinht,

(2.123)
Z> = lsinhpcos ¢,
Z3 = Isinhpsin¢,
que satisface las siguientes relaciones:
ds? — 2 2 2 2
s°=—(dZo)"+(dZ))" + (dZy)" + (dZ3)", (2.124)
—(Z0)* +(Z1)* + (22)* + (23)* = 12 (2.125)
~ ~ 2rL 2
Los puntos de 94 se pueden identificar como7(A;) =0y () = A donde B = 27: ]\’;IH (ver

seccion 3.2.2) y Ly es la longitud del subsistema A. Para la coordenada radial los puntos son

p (A1) = po = p (A2). De esta manera, usando (2.123) se tiene que:

E(M)-E(N) =17 [—costho cosh (%> + sinh?pgcos¢ + sinthosinzq)] . (2.126)

B
& (h)-& (1) = | ~cos®pucosh ( 24+ sintpy . @.127)

& (h)-& () = ~cospycosh (254 ) oo 1], @a128)
& ()& () =~ |1+ compusin” (552 )] 2.130)

de la ecuacion (2.109) se deduce que:

A "
cosh (7’1) — 1 + cosh®pysinh? (ﬂﬁ—f‘) , (2.131)
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Figura 2.8: Espacio tiempo Euclidiano BTZ para ¢=constante. La geodésica Y4 atrapa el hori-

zonte de eventos.

Usando la ecuacion de Ryu-Takayanagi (2.91) se obtiene:

1 ) L
Sq = ZLYA = Zarccosh [1 —kcosthosinh2 (%)} , (2.132)
) L
Sa 7~ 41n [exp(zpo) sinh? (EB_A)} , (2.133)
c B . mly c 202 ragla
Sa=zIn|—sinh( — || = = In | ——sinh 2.134
A=3 n[ﬂg sin ( B >] 3 n[ng sin < T8 , ( )

donde se ha hecho uso de la relacion UV/IR, exp (pg) = % La expresion (2.134) es igual a la
entropia de entanglement obtenida a partir de propiedades de la CFT. Ahora, se va a considerar
el caso que el subsistema A ocupa toda la frontera, Ly = 27l y el limite de altas temperatura

rTH > 1, ver Figura (2.8). De esta forma (2.134) se aproxima a:

Spm g = A, (2.135)

la cual es la entropia Bekenstein-Hawking. Este resultado, como es de esperarse, es consistente
con lo obtenido a partir de la formula de Cardy (ver seccion 2.3). Entonces, se concluye que
se ha obtenido una entropia térmica de entanglement para un agujero negro BTZ usando la

ecuacion de Ryu-Takayanagi donde 74 atrapa el horizonte de eventos.
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CAPITULO 3
TECNICA EUCLIDIANA DE GIBBONS-HAWKING

La técnica euclidiana de Gibbons-Hawking es una técnica de aproximacion de integrales de
camino gravitacionales de la cual se obtienen propiedades termodindmicas desde la funcién de
particién de la accién gravitacional a orden cero, consiguiendo la conexion entre los agujeros

negros y la termodindmica.

En este capitulo se aborda la técnica euclidiana de Gibbons-Hawking y se aplica a la solucion
de Schwarzschild, la soluciéon BTZ y un caparazén negro BTZ (black shell) ubicado sobre el

horizonte de eventos.

3.1 Integrales de camino gravitacionales

Sea g,y la métrica del espacio tiempo y @ un campo de materia, entonces, la amplitud de
probabilidad para ir de un estado inicial g;, ®; sobre una superficie S| a un estado final g,, ®,

sobre una superficie S, es [76,77,78,79]:
(2025 | 1B151) = [ 7[5, @16, G3.1)

donde Z [g,®] es una medida de todas las configuraciones de los campos gy @y <7 [g,P] es

la accion de los campos dada por la expresion:
1 1
o [g,®] = E/d“x«h—g(%’ —20)+ /d3x\/—h(K—K0) +/d4x L, (32)

donde Z es el escalar de Ricci, A es la constante cosmoldgica, h;; es la métrica inducida sobre
la frontera, K es la traza de la curvatura extrinseca de la frontera, K es un contra término que
depende del espacio tiempo de estudio y .%;, es la densidad lagrangiana del campo de materia
D.

Debido a que (3.1) tiene problemas de convergencia [49] es usual introducir la accién euclidiana

527(@1

&)

—ag = id (3.3)

para el caso de ausencia de campos de materia la toma la forma de:

1 1
g g, P :—E/d“xE\/g_E(%—ZA)—g/d%E he (K —Ky), (3.4)

de modo que, (3.1) se puede identificar con la funcion de particién Z, es decir:

Z= / P [g, Dle &2, (3.5)
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Sin embargo, atin no se ha resuelto el problema de la divergencia ya que la accion euclidiana no
tiene un limite inferior, ademds, no hay una definicién clara de como integrar en la geometria.
Debido a lo anterior, se realiza una aproximacion alrededor de un punto silla cldsico, es decir, se
espera que la principal contribucién proceda de la solucién de los campos clasicos [80,81, 82].

Entonces, la funcién de particion Z (3.5) puede aproximarse a orden cero como:
7~ o TE [§§]7 (3.6)

donde @7g [g,a] es la accion evaluada en las soluciones cldsicas g y @. Desde la funcién de
particion Z se puede calcular propiedades termodinamicas, por ejemplo: la energia y entropia,

dadas por la expresion:

dlnZ
= BT (3.7)
S—1InZ+BE, 3.8)

respectivamente.

3.2 Aplicaciones

En esta seccion se evaluara la funcién de particion Z (3.6) y sus cantidades termodindmicas

para: la solucion de Schwarzschild, la solucion BTZ y para un caparazon negro BTZ (black

shell).
3.2.1 Solucion de Schwarzschild

La métrica de Schwarzschild esta dada por:

2M dr?
ds? — — (1 _ 7) di? & W 1240 + sin20d¢?, (3.9)
1 a _>
.

cuya topologia es R? x S2. Si consideramos una hipersuperficie ® := r — 2M se puede construir

un vector normal n usando la expresion:
n=Ngh?°9,®ds, (3.10)

donde N es una funcién de normalizacion. Para la solucion de Schwarzschild el vector normal

n a la hipersuperficie ® es:

n—= 1—2—Mi. (3.11)
r or
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Ahora, para calcular la traza de la curvatura extrinseca K es necesario euclidianizar la métrica

de Schwarzschild, es decir, haciendo ¢t — i7T en (3.9). Asi, se obtiene que:

2M dr?
ds® = (1 _ T) dt* + (ﬁ +r2d6? + r*sin®0d ¢, (3.12)
&

r

cuya topologia es R x S! x §2. Para calcular la traza de la curvatura extrinseca K se usa:

(i),

K = Vana = (313)

Vsl

debido a que el vector normal 7 solo tiene componente r obtenemos:

: (3.14)

2 oM M1
K=\ 1-" o 3.15
R R TR oM (3.15)
V'R

De esta manera, tenemos que:

B norn
1 1 2M 2 XM M 1
— | & hK:—///ddOd 1 - "R%sin® | 241 -4+~
87:/ TEVAER = 8x Td6d¢ R ST R R R |
000 1— ==
R
(3.16)
1 1
— |43 hpK = —B (2R —3M). 3.17
87:/ xiv/heK = 5B ) (3.17)

Se observa que para R >> 1 la ecuacién (3.17) diverge, entonces se propone al factor K sien-
do la traza de curvatura extrinseca del espacio tiempo de Minkowski. Siguiendo un proceso

) ) . 2
andlogo al anterior se puede determinar, de manera trivial, que Ky = R Entonces:

B n2n
1[5 1 M, . 2
g/d xg\/heKo = 8n///drd6d¢ 1— =R smO(R>, (3.18)
000
1
—S—E/dz’xE\/hEKoz—B (R—M). (3.19)

Asi se concluye que la accion gravitacional euclidianizada para el caso de la solucion Sch-
warzschild es @7

1
Ay = —g/d%@ he (K —Ky), (3.20)
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A iy (3.21)

M\ /2
Para encontrar la relacion entre 8 y M se realiza la transformacion y = 4M (1 — —) en
r

(3.12) para obtener:

d 2 2
B ST PR

Se observa que la métrica (3.22) en el plano -7 tiene una estructura de la métrica en coorde-

nadas polares, por eso se puede inferir que la coordenada 7 posee periodo 8TM, es decir:
B =8nM, (3.23)
Por tanto, la energia y entropia para la solucién de Schwarzschild son:
E=M, (3.24)

= —A .
§= 4, (3.25)

donde se ha obtenido la equivalencia masa-energia y la entropia de Bekenstein-Hawking.

3.2.2 Solucion BTZ

La solucién BTZ esta descrita por la métrica:

2 d 2
ds* = (;2 8M> di* + ——"—— +7d6>. (3.26)

(o)

6
El espacio tiempo BTZ se caracteriza porque el escalar de Ricci toma el valor de % = - la
1
constante cosmoldgica es A = - y el horizonte de eventos se encuentra en ry = v/ 8MI. En
este caso, el primer término de la ecuacion (3.4) esta dado por:
R 21
— /d X85 (= 2) = ///drdrd@r ( ) 3.27)
0rg 0

1 1
—E/d%E\/g—E(%—zA) =P (R* —8MI?). (3.28)
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Para calcular el segundo término de (3.4) se calcula la traza de la cuvatura extrinseca K y para

eso se euclidianiza la métria BTZ, es decir, se hace t — iT en (3.26) para obtener:

dr?
r2
(z‘z‘gM)
2

Considerando la hipersuperficie @ := ;—2 — 8M y usando la expresion (3.10) se determina el

)
n=\l7z " 8MO,. (3.30)

Entonces, usando (3.13) se logra determinar que la traza de la curvatura extrinseca K es:

2
ds? — (;—2 _ 8M> dr? + +r2d62. (3.29)

vector normal n dado por:

1 /R? R 1
K=—-\—--8M+5——mw—. 3.31
RV I2 +12 ( )

Por lo cual, el segundo término de (3.4) es:

B 2n
1 I 2 1 R R 1
~ (& hK:—//d d0y/~ —8MR | =1/ M e |, (332
87r/ YeVIER =on | ] 4T\ 1 RV E M s (3-32)
00

1/013 k=15 (2% sy (3.33)
g ) ¢ TEVIER T 4P\ ‘ ‘

De las ecuaciones (3.28) y (3.33) se observa que para R >> 1 tenemos una divergencia, enton-

ces se propone como contra término el factor Ky = T Entonces:

B 2rn
1/ I R I
- VheKy = —— Jo _sMR( - 34
Sn/de Ko 8no/o/drd6 8 (1) (3.34)

1 1 /R?
—— | Pxp/hgKy~ —-B [ = —4M ). 3.35
87t/ xe\/ heKo 4[3 (12 ) (3.35)

Por consiguiente, la accion gravitacional euclidianizada para el caso de la solucién BTZ es .o7:
1 1, (. R R?
Ay = —B (R —8MI*) — B (2= —8M — — +4M 3.36

oy = —BM. (3.37)
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2 7,2 1/2
Para encontrar la relacion entre B y M se realiza la transformacion ) := — (;2 —8M ) en
(3.29) para obtener:
ds* = =4 xzdr + de (3.38)
Se observa que la métrica (3.38) en el plano -7 tiene una estructura de una métrica en coorde-
e . 2mry :
nadas polares, por eso se puede inferir que la coordenada 7 posee periodo , es decir:
27751’]-1
= — 3.39
p R (3.39)
Por tanto, la energia y entropia para la solucién BTZ son:
E=M, (3.40)
S= 1A (3.41)
=4 )

donde se ha obtenido la equivalencia de masa-energia y la entropia de Bekenstein-Hawking.

3.2.3 Caparazon negro (black shell)

Asumiendo que la masa del Shell permanezca en el horizonte de eventos BTZ (o cerca a el),

dentro del horizonte se tiene una métrica de la forma:

1
as* =~ z) dT* + ——dr* + 6>, (3.42)
()
Para aplicar el método de Gibbons-Hawking se debe tener en cuenta que la integral en r es en

el intervalo (0, rg). El primer término de (3.4) toma la forma de:

B ru2n
1oy o
_E/d XE\/g_E(%_zA)__mno/o/o/ Tdrd@r( ) (3.43)

1 3 1
- v/ —2A) = -[B8M. 44
167'5/d XE gE(f@ ) 4[38 (3.44)
El segundo término de (3.4) toma el valor de:

B 2n

1/d3 hK—l/ ’2’ ;! (3.45)
gr ) ¢ TEVIER T gn ) ‘
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1 1
—— | & hpK = ——B8M. 3.46
87[/ xi\/heK = =B (3.46)

Asi, se concluye que la accidn gravitacional euclidianizada para el caso del caparazén negro es
%EI
1 1

1
ol = —;BSM. (3.48)

Por tanto, la energia y entropia para el caparazén negro es:

E =0, (3.49)

1
—_A :
§ =24, (3.50)

donde hemos obtenido la entropia Bekenstein-Hawking.
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CONCLUSIONES

A. Se encontré que un campo escalar sobre el espacio tiempo de Schwarzschild se puede expan-
dir en los modos Killing-Boulware y los modos de Hartle-Hawking-Israel, asociados al estado
de vacio de Boulware y Hartle-Hawking-Israel, respectivamente. Dichos estados de vacio se
relacionan a partir de una transformaciéon de Bogoliubov (seccion 1.5, ecuacion 1.43). De esta
manera, usando técnicas de WKB cerca del horizonte de eventos se obtuvo que los agujeros
negros tienen una distribucidon de energia Planckiana, es decir, se ha logrado describir la natu-
raleza térmica intrinseca de un agujero negro eterno de Schwarzschild (seccién 1.6, ecuacién

1.85).

B. Se encontr6 la funcién de particién de una Teoria de Campos Conformes sobre un toro; con
topologia S' x S', haciendo uso de las transformaciones invariantes llamadas invarianzas mo-
dulares las cuales permiten parametrizar el toro sobre un espacio complejo C con el parametro
modular 7 (seccidn 2.2.5). De esta manera, se logré deducir la entropia térmica de una CFT en

1
2D en el limite A > Ec, llamada ecuacién de Cardy.

C. Usando la ecuacién de Cardy y las simetrias asint6ticas de un espacio tiempo BTZ, las cuales

: 3 ) :
forman un élgebra de Virasoro con carga central ¢ = El , se obtuvo la entropia de Bekenstein-

Hawking en el limite de altas energias A > ¢ (seccion 2.3). Asi se concluye que la entropia
térmica de una teoria de campos conformes es dual a la entropia de un agujero negro BTZ,
entonces, la entropia de un agujero negro es una medida del nimero de microestados de la

CFT.

D. Usando la ecuacion de Ryu-Takayanagi se logro obtener la entropia de Entanglement en
tres situaciones: un disco en una CFT en tres dimensiones, un espacio tiempo Anti-de Sitter
en 3 dimensiones y un agujero negro BTZ euclidiano (seccién 2.4) cuyos resultados coinciden
con la entropia calculada de la Teoria de Campos Conformes. En el caso de un agujero negro
BTZ euclidiano se utiliz6 el limite de altas temperaturas rTH >> ] para obtener la entropia
de Bekenstein-Hawking lo cual es consistente con lo obtenido de la formula de Cardy. Asi, la
entropia para un agujero negro BTZ en el limite de altas temperaturas es una entropia térmica

de entanglement.

E. Empleando la técnica euclidiana de Gibbons-Hawking se obtuvo la periodicidad 8 y la
entropia Bekenstein-Hawking para el espacio tiempo de Schwarzschild euclidiano, el espacio
tiempo BTZ euclidiano y un caparazén negro BTZ euclidiano cuyos resultados coinciden con

los obtenidos con técnicas de Entanglement. Es importante sefialar que la técnica de Gibbons-
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Hawking se considera un resultado puramente clédsico y las técnicas de Entanglement brindan
las correcciones a dicho método. Sin embargo, existen otros enfoques que interpretan el resul-
tado de la técnica de Gibbons-Hawking y la técnica de Entanglement como siendo dos fuentes
de entropia complementarias asociados a objetos diferentes, esto se conoce como principio
de complementariedad de Mukohyama-Israel. Como perspectiva de este trabajo, se propone

profundizar este principio en el contexto de la Teoria de Cuerdas.
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