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Resumen

En el presente trabajo demostramos un principio de continuacién tinica de soluciones para
la ecuacién de Korteweg-de Vries (KdV)

ou  Pu ou
E+%+u%:0; u=u(z,t), r€R, t>0,

que afirma lo siguiente:
Si ur, up € C([o, 1]; HS(R) N L2((1 + xZ)Zde)) N Cl([o, 1];H3(1R)>, para algin a > 1,
son soluciones de la ecuacion KdV tales que existe b € R para el cual

ur(t)(z) = us(t)(x), si (z,t) € (b,o0) x {0,1},

entonces u (t)(x) = us(t)(x) para (z,t) € R x [0, 1].
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Abstract

In this work we prove a unique continuation principle of solutions to the Korteweg-de
Vries (KdV) equation

ou  Pu ou
E—i—%—l—uazo; u=u(x,t), z€ R, t >0,

that reads as follows:
If up, up € C([o, 1]; HS(R) N L2((1 + x2)20‘dx)) N Cl([o, 1]; H3(1R)), for some a > 1, are
solutions to the KdV equation such that there exists b € R for which

uy(t)(z) = ua(t)(x), for (z,t) € (b,o00) x {0,1},

then u(t)(z) = uz(t)(x) for all (z,t) € R x [0,1].
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Notaciones

1.

10.
11.

12.
13.

Espacios LP(R"), 1 <p < oo, n € N:
Para 1 <p < o0:

1/
LP(R") = {f R" - R ) f es medible y £l == (/ T da:) " < oo} :
Rn
Para p = oo:

LP(R") = {f ‘R™ — ]R’f es medible y || f|| ;. = essIsRup|f(:E)| < oo}.
zeR™

. Espacios L? con peso:

L*(e*dx) = {f :R—=R ’ f es medible y e f € L2(]R)} :

L2((1 + 2?)%dz) = {f ‘R—R ‘ f esmedible y (1+22)°f € Lz(lR)} .

C(R™): espacio de funciones continuas de R™ en R.
Cy(R™): espacio de funciones continuas y acotadas de R™ en R.

Co(R™): espacio de funciones continuas de R™ en R con soporte compacto.

. supp f: soporte de la funcién f.

C>*(R™): espacio de funciones de R™ en R infinitamente diferenciables.

C2(R™) := C=(R") N Cy(R™).

C*(R?) := {f . R? —» IR) & f e CO(R?) paraj € {0,1,2,3}, 0,f € C(Rz)}.

(z,t) — f(x,t

C3Y(R?) := C*(R?) N Cy(R?).

C*(Rx[0,1]) :== {f ‘R x[0,1] = R |existe g € C*'(R?) tal que f =g ‘]RX[O,I]}'

S'(R™): espacio de distribuciones temperadas en R™.

Decimos que u € S%(R") si u € S’(R™) y su transformada de Fourier u es represen-
table por una funcién.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Para s € R, H*(R) es el espacio de Sobolev de orden s y tipo L? definido por

1) = {u € S50 | oy = [ (146 O d€) ™ < oo

C (]0,1]; H*(R)): espacio de funciones continuas del intervalo [0,1] con valores en

H*(R).
Para v € C ([0,1]; H*(R)):

. ;= ma t
||u||C([O,1};H (R)) trél[(?)f] [[u(?)]

H*(R)

(0,1 HE(R)) i= { f € C(0,1]; H*(R)) | f € C ([0, 1] H*(R))}.
En general si B es un espacio de Banach,
C([0,1];B) :=={f:]0,1] — B| f es continua} .
Para f € C'([0,1]; B),

‘= ma )l g -
||f||C([0,1];B) trél[gl’?f] 1@ 5

LA(R x [0,1]) := {f ‘Rx[0,1] - R ‘ f es medible y |1l 2 o)) < oo} ,

donde ) )
1/2
f = // fx, ) dtdz) .

oy = (] [ £ 0) dede)

La notacion ¢(-,) designa la funcién de la variable z:  — g(z).

— —

Similarmente h(7)(-¢), designa la funcién de la variable &: & — h(7)(&), M(-4,7)
designa la funcién de las variables  y 7: (z,7) — M(x,7) v w(-s,t) designa la

funcién de la variable z: x — w(x,t).

Normas LP L]

||w||LgoL§(]RZ) := esssup [Jw(, 't)HLZ(]Rt) J
zeR

Il e cpegeciony 3= esssup flw (s iz o

Jolls e = | ool o, do
R

||w||L}ELf(]R><[O,l}) = /]R Jw(z, 't)HLf([OJD dz,

donde w(x, ;) denota la funcién de la variable ¢: t — w(x,t).

L>® ((t1,t2); L*(R)) = {u s (ty,t2) — LQ(]R)‘ u es medible y esssup [[u(t)]|, < oo} .

te(ti,t2)

viil



Introduccion

La importancia del estudio de las ecuaciones diferenciales parciales de evolucion, en la
matematica actual, radica en que sirven como modelos matematicos para describir muchos
fendmenos dinamicos de interés que se presentan en las ciencias fisicas y naturales.

La ecuacién de Korteweg-de Vries (KdV)

ou  Bu ou
— 4+ —Fu—=0; u=u(zt), zreR,t>0, 1
ot Ox3 ox (z,%) - (1)
es una ecuacién diferencial parcial de evolucion, dispersiva y no lineal. Esta ecuacién es
un modelo que describe, en una dimension espacial, la propagacién de ondas de pequena
amplitud en un medio no lineal con dispersién. Un ejemplo de este tipo de medio es el de
las ondas solitarias que se forman en la superficie del agua de canales poco profundos.

Uno de los aspectos més importantes en el estudio de las ecuaciones de evolucion es el
problema de continuacion unica de soluciones, que consiste en dar condiciones de caracter
local sobre dos soluciones u; y us de una misma ecuacion que garanticen que u; = us.

En [5], Kenig, Ponce y Vega probaron que si u; es una solucién suficientemente suave de
la ecuacién KdV en R x [0, 1] tal que para cierto b € R, u;y(z,0) = uy(z, 1) = 0 para todo
x > b, entonces u;(z,t) = 0 para todo (z,t) € R x [0, 1]. Obsérvese que en este caso ug es
la solucion idénticamente nula y la condicién sobre u; y usg, que garantiza que u; = us en
R x [0, 1], es:

uy(z,t) = ug(x,t) para(z,t) € (b,+00) x {0,1}. (2)

Posteriormente, en [6], Kenig, Ponce y Vega demostraron que si u; y uy son soluciones
suficientemente suaves de la ecuacién KdV en R x [0,1] que tienen cierto decaimiento
polinomial y satisfacen la condicién (2) entonces u; = ug en R x [0,1].

El presente trabajo estd basado en el articulo [6] y tiene por objetivo demostrar en todos
sus detalles el resultado de [6] antes mencionado, siguiendo el derrotero trazado por Ke-
nig, Ponce y Vega de estimaciones de energia en espacios L? con peso exponencial y de
estimativos de tipo Carleman.

La principal diferencia de este trabajo con el articulo [6] radica en la simplificacién de
la prueba del estimativo de tipo Carleman para la derivada, realizada en la seccién 2.2.
En efecto, hemos utilizado normas mas sencillas y aplicado s6lo métodos elementales de
transformada de Fourier, sugeridos por trabajos previos de P. Isaza y J. Mejia (véanse los
articulos [3] y [4]) vy por la tesis doctoral de E. Bustamante (véase [1]), dirigida por P.
Isaza y J. Mejia, que evitan el uso de herramientas mas sofisticadas como desigualdades de
tipo Strichartz y descomposiciones de Littlewood-Paley. Esta simplificacion se traduce en
una mayor claridad del método utilizado por Kenig, Ponce y Vega y constituye el aporte
mas importante de este trabajo.

El decaimiento exponencial obtenido para la diferencia u; — us, mediante estimaciones
de energia, y los estimativos de tipo Carleman implican que u; y us coinciden en una
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semibanda [R, +00) x [0,1]. Finalmente, un resultado previo de Saut y Scheurer en [§]
conduce a que las soluciones u; y us de la ecuacién KdV que satisfacen (2) deben coincidir
en R x [0, 1].

Es importante senalar que el principio de continuacién tnica probado en [6] no es una
consecuencia directa del resultado probado en [5], debido a que la ecuacién KdV no es
lineal. En realidad, la diferencia u; —us de dos soluciones de la ecuacién KdV no satisface
la ecuacién KdV.

Terminamos esta introduccion con la descripcién de la estructura del trabajo, el cual
esta dividido en tres capitulos. Los dos primeros capitulos estan dedicados a obtener las
estimaciones necesarias en la demostracion del resultado principal que se lleva a cabo en
el dltimo capitulo.

En el capitulo 1 se demuestra que si u; y us son soluciones suficientemente suaves de la
ecuacion KdV tales que en el tiempo ¢ = 0, la diferencia u;(0) — u2(0) y sus derivadas
espaciales hasta el orden 3 decaen exponencialmente para x > 0, entonces este decaimiento
se mantiene en cualquier instante ¢ del intervalo (0,1].

En el capitulo 2, que consta de dos secciones, se establecen dos estimativos de tipo Carle-
man. En la seccion 2.1, usando transformada de Fourier espacial, se prueba un estimativo
de tipo Carleman para la norma de una cierta funcién en el espacio L*(R x [0,1]) con
peso exponencial. En la seccién 2.2 se demuestra un estimativo de tipo Carleman para la
norma de la derivada espacial de una cierta funcién en el espacio L°L?(R x [0,1]) con
peso exponencial.

Finalmente, en el capitulo 3 demostramos el resultado principal del trabajo que nos di-
ce que si u; y ug son soluciones suficientemente suaves de la ecuacién KdV con cierto
decaimiento polinomial en la variable espacial que satisfacen la condicién (2), entonces
U1 = Us.

La letra C en este trabajo denotara diversas constantes positivas que pueden variar de
una linea a otra y que dependen de parametros que estan claramente establecidos en cada
caso.



Capitulo 1

Estimaciones A priori

El objetivo principal de este capitulo (teorema 1.1) es demostrar que si u; y ug son
soluciones suficientemente suaves de la ecuacién KdV tales que en el tiempo ¢ = 0, u;(0) —
u2(0) y sus derivadas espaciales hasta el orden 3 decaen exponencialmente para x > 0,
entonces este decaimiento se mantiene en cualquier instante ¢ en el intervalo (0, 1]. La
prueba de la anterior afirmacién es llevada a cabo mediante estimaciones a priori realizadas
sobre la ecuacién satisfecha por la diferencia u; — us.

El teorema 1.1 estd precedido por el lema 1.1 en el que se demuestra inicialmente el
decaimiento exponencial para > 0 de uy(t) — uq(t), t € (0, 1], bajo la suposicién de que
se tiene este decaimiento para ui(0) — uz(0).

Si u1 y us son soluciones de la ecuacién KdV
Opu + OPu + udu = 0, (1.1)
y w = uy — ug, entonces w satisface la ecuacién
Opw + 02w + u 0w + (Opug)w = 0. (1.2)

Lema 1.1. Sean uy,us € C ([0,1]; H5(R)) N C* ([0, 1]; H3*(R)) soluciones de la ecuacion
KdV, es decir

wj(t) 4+ 02ui(t) + wi(t)Opus(t) =0 Ve e[0,1], i=1,2
Yy sea w :=uy — uy. Si para B> 0, e"*w(0) € L*(R), entonces existe Kz > 0 tal que

sup Heﬁ“"’w(t)HL2 < Kp.
te [0,1] ®

Prueba. Sea ¢ € C*°(R) una funcién decreciente tal que ¢(x) = 1siz < 1y p(z) =0
si z > 10.
Para cada n € N consideremos la funcion ¢ ( ),

n



n 10n

y definamos

On(z) = @ donde 0,(z) := / © (E) dt.
0

n
La sucesién de funciones ¢,, satisface las siguientes propiedades:
i. Para cada n € N, ¢, es una funcién creciente tal que ¢,(x) = e** si 2 < ny
bn(x) = d, < 2" si x> 10n.
ii. Para j = 1,2,3 y B8 > 0 existe kjg > 0 tal que para n € Ny z € R
[0 (@)] < kjpoon(x).
ili. Paratodon e Nyz e R ¢,(x) < ¢ni1(x).

iv. Para todo z € R ¢,(z) — €27 cuando n — oc.

Como para t € [0,1] w = w(t) € L*(R) y ¢, es acotada, entonces w¢, € L*(R); ademés,
dado que w € H5(R) y dyw € H*(R) y H*(R) es un lgebra para s > 1, todos los términos
de la ecuacién (1.2) estdn en L?(IR). Por lo tanto al multiplicar la ecuacién (1.2) por we,,
cada uno de los términos obtenidos es integrable en R, y asi de la ecuacién (1.2) se sigue
que

/ (Oyw)wey, dz + / (OPw)we, dx +/ uy (Opw)wepy, dx + / (Opug)w?e, dv = 0. (1.3)
R R R R

Observemos que (1.3) es una ecuacién en la variable t. Hallemos expresiones equivalentes
para los tres primeros términos de (1.3).

Como [, w?¢,dr = (w,we,), donde (-,-) es el producto interior en L*(R), y w €
C' ([0, 1]; L*(R)), entonces:

% ]Rw2qz5n dx = % (W, wep) = (Ow, woy,) + (w, (Ow)py,) = Q/R(atw)wgbn dx.
Asi,
doywondr — -9 [ w2, d (1.4)
/]R(twwn —than ) )



Para el segundo término de (1.3) tenemos que we, € H*(R) y 0*>w € H'(R). Entonces
utilizando la formula de integracion por partes obtenemos:

/(agw)wgbn dx = —/ 2w (0,w) pp dx—/(@iw)wgbg) dx
R R R
= —/ agw(axw)gbndx—l—/ Dpw(Dpw) Y dI+/(8xw)w¢§) dzr. (1.5)
R R R

Por la regla de derivacién de un producto de funciones de H'(R) se tiene que

1

(Dpw)w = %am (w?), (2w)d,w = 50 (B,w)? .

En consecuencia, una nueva aplicacion de la férmula de integracion por partes en el primero
y tercer término del lado derecho de la ecuacién (1.5) nos permite concluir que

3

3 _3 250 g0 _ L [ 2003)
/]R(axw)wqﬁndz 2/]R(agcw) o, dx 2/]Rw oy d. (1.6)

De manera andloga para el tercer término de (1.3) se obtiene que

[ woawywonds =3 [ @tus,ds == [ @i, — 3 [ unod de

(1.7)
Reemplazando (1.4), (1.6) y (1.7) en la ecuacién (1.3) y multiplicando por 2 se sigue que

d

— [ w?¢, dx = -3 / (Dpw)2pW) da + /

R

w2 da + / (Opur )W, dx
R
—I—/ wyw’pH d:B—Q/(@xug)wngnd:B.
R R

Notemos que (&Bw)%s) > 0, de este modo:

d

— w2¢ndx§ / w2¢f’) dx+/
R

(Opur)w? ¢y, da + / uyw?olt da

R

—2/(8xu2)w2¢ndat
R
g/w%ﬁw+/@wM%M+/wmwwm
R R R
+2/ Opus oy de. (1.8)
R

Como H'(R) — L*(R)N C(R), entonces

[ur(t)(2)] < [Jur(B)]|2owy < erl|ui(®)||mwy < erlludlleqo; 1 wy)-

Similarmente se tiene que
|Opuq () ()] < C1HamU1HC([0,1};Hl(]R))a |0zus(t) ()] < CIHamWHC([OJ};Hl(lR))’

3



Las anteriores observaciones junto con la propiedad ii de la sucesiéon {¢,} nos permiten
concluir de (1.8) que

w2¢n dx < k3,ﬁ/

dt Jy
+ c1kig ||U1||C([o,1}; HL(R)) / Wy, dw + 2¢, ||a:cu2||0([o,1}; H(R)) / w¢y, dx
R R

< (ki’»ﬂ t+a ||8xu1||0([0,1]; H(R)) T SN ||U1||C([o,1]; H(R))

+2¢ ||a~’0u2||0([0,1},H1(R))) / w2¢n dx
R

EK/w2¢ndx.
R

Ahora, al multiplicar esta tltima desigualdad por el factor e ** obtenemos

d
e—Kt_/ W, dr — Ke_Kt/ w2, dr <0, es decir:
dt R R

d —Kt/ 2
_ < 0.
o (e Rw Opdr | <0

Por lo tanto, para todo t € [0,1] y para todo n € N

~Kt 2 0 2
e /]Rw(t) Pndr <e /]Rw(()) ¢ dx.

En consecuencia para todo t € [0,1] y para todon € N
/ w(t)p, drv < eK/ w(0)¢,, dx.
R R

Teniendo en cuenta las propiedades iii y iv de la sucesion {¢, }, una aplicacién del teorema
de la convergencia mondtona nos permite concluir cuando n — oo que

/ w(t)?e* dr < eK/ w(0)%e*7* dx, y por lo tanto
R R

e w(®)| 2wy < €"/2[e™*w(0)]|2w).
Definiendo K := eX/2||e/*w(0)||z2(r) > 0, obtenemos que

sup Hemw(t)HL2 < Kp.
te [0,1] r

O

El siguiente teorema es una generalizacion del lema 1.1, que serd utilizada méas tarde en
la demostracién del principio de continuacién tnica para la ecuacién KdV (teorema 3.2).



Teorema 1.1. Sean uy,uy € C ([0,1]; HS(R)) N C* ([0, 1]; H3(R)) soluciones de la ecua-
cion KdV yw := uy—uy. Sipara 3 >0y j € {0,1,2,3} se cumple que e**97'w(0) € L*(R)
para 0 < j' < j, entonces existe Kg > 0 tal que

sup Hfzmaﬁ;zu(zf)HL2 < Kp.
te [0,1] ®

Prueba. Para j = 0 el teorema 1.1 se reduce al lema 1.1. Probemos el teorema 1.1 sélo
para j = 1, ya que para j = 2,3 la demostracion es analoga a la del caso j = 1.
Derivemos la ecuacién (1.2) respecto a .

Como ||| ;72 < |||l s, entonces el operador 9, : H* — H? es continuo, asf

O, w(t + h) — O,w(t)
h

w(t+h) —w(t)

(en H?) = 0, |limy_ A

(en H?)| .

1imh—>0

Por lo tanto &;(0,w) = 0,(d,w) € H?(R) y al usar la regla de derivacién de un producto
la ecuacién (1.9) se transforma en la siguiente ecuacién, donde cada término pertenece a
L2

O (Opw) + 03w + w1 0w + (Opu1 ) Opw + (Dptz) Dpw + (?us)w = 0.

Sea v := 0, w. Entonces
8,511 + 83’0 + ulamv + (8331,61)1] + (8mu2)v -+ (8§u2)w =0. (110)

Multiplicando la ecuacién (1.10) por v, € L2, donde {¢,} es la sucesién de funciones
descrita en la prueba del lema 1.1, e integrando en R obtenemos

/]R(&gv)wbndx—i-/R(ﬁgv)vgbndij/]Rul(amv)vd)ndij/}R(amul)v%ndm
+/(6xu2)v2¢ndas+/(agug)wvgbndx:0. (1.11)
R R

Los tres primeros términos de la ecuacién (1.11) tienen las siguientes expresiones equiva-
lentes

1d [,
/]R(atv)vgbn dr = 5T ]Rv O du, (1.12)
/ (Pv)vé, de = 3 / (0,0)20N) da — 1 / v2® du, (1.13)
R 2 Jr 2 Jr
/ul(&vv)vqﬁndm: —1/ u vl dx—lf(&vul)vz@ldx. (1.14)
R 2 Jr 2 Jr



Reemplazando (1.12), (1.13) y (1.14 ) en la ecuacién (1.11), dejando s6lo en el lado izquier-
do la expresién equivalente al primer término y después de multiplicar por 2 obtenemos

4 Vi, dr = —3/(8961))2@55}) d:)s+/ 02 dx
dt R R R
+ / wuv’ol do — / (Opur )02, dr
R R

—2/(8xu2)vz¢ndx—2/(8§u2)wv¢ndx
R R
=l+I11+1IT+1V+V+VI (1.15)

Estimemos los términos del lado derecho de la ecuacién (1.15).

I= —3/ (0,0)%01) dz < 0, ya que (9,v)%6) >0,
R
1T < / 0| da < ks g / VP da,
R R
I S/ juy [0*¢) da < Clklﬂ||U1||C([o,1];H1(R))/ v, dr,
R R
A% S/ 0w |V ¢y dx < ¢ ||a:cu1||0([0,1];H1(]R))/ V3¢ da,
R R

V< 2/ |0,ug|v2 b, dz < 2¢ 102w o (0.1, Hl(R))/ V2, d,
R R

VI < 2/ |0%us | |wv,| do
R

2 1/2 1/2
< 201 2o gy [ 100k losh?| do

1/2 1/2
< 2¢; HaquHC([O,MI(R)) </}R w2y, dx) (/IR,U2¢” d;p) .

Como para todo n € N ¢,(z) < e y e/w(0) € L*(R), del lema 1.1 se sigue que

1/2 1/2
</ w2, da:) < (/ 2072 dx) < sup Hemw(t)HL2 = ¢ p.
R R te [0,1] @

De este modo -
R

Las anteriores estimaciones de los términos del lado derecho de la ecuacién (1.15) implican
que



d

7 Vndr < (ksg+ kg il oo, mmy + € 10wl oo, mwy)
R

'cml“&ﬂ@“cauuprR»)]£19¢ndx

1/2
+ 2¢1 |0zl oo, 1y, 1 (my) €28 (/ v dﬂ?)
R

1/2
= Kl/ v, dr + K, </ v2gbndx)
R R

Como v/t < t+ 1 para todo t > 0, entonces de la desigualdad anterior se sigue que
d
— | V*¢,dx < K/ Vi, dx + C,

para algun K > 0 y algin C' > 0, independientes de ¢t € [0,1] y n € N.
Al multiplicar esta tltima desigualdad por el factor e %* obtenemos

d
e_Ktﬁ/ V2, dr — Ke_Kt/ v2p, dx — Ce ™ <0, que es equivalente a:
R R

d —Kt 2 c —-Kt
dt(e /]Rvgbnd:)s%—Ke <0

Por lo tanto, para todo t € [0,1] y para todo n € N
C C
e_Kt/ V2, dr + — e K < / v*(0)¢p,, dz + —, es decir:
R K R K

C
2nd <Kt 20 nd ~ Kt—l.
/]Rvgb r<e /v()gb :E+K(e )

R
Por consiguiente, para todo ¢ € [0, 1] y para todo n € N
/ v, dx < eK/ v*(0)¢,, dx + C.
R R

Nuevamente por las propiedades iii y iv de la sucesién {¢,}, una aplicacién del teorema
de la convergencia mondtona nos permite concluir cuando n — oo que

/ v2e?7* dx < eK/ v2(0)e*7 dx + Oy, esto es:
R R

1/2
e < (e e 0(0)] oy + 1)
Definiendo Kj := (eK Heﬁmv(())Hsz(]R) + C’1>1/2 > 0, concluimos que

pa Kg.
S0 IOl < K



Capitulo 2

Estimaciones de Tipo Carleman

El presente capitulo consta de dos secciones.

En la seccion 2.1 mediante el uso de la transformada de Fourier espacial establecemos,
en el teorema 2.1, un estimativo de tipo Carleman para la norma de una cierta funcién
w en el espacio L? (R x [0,1]) con peso exponencial, el cual expresa una propiedad de
continuidad del operador inverso de la parte lineal de la ecuacion KdV en esta clase de
espacios.

En la seccion 2.2 probamos el teorema 2.2 en el que se establece un estimativo de tipo
Carleman para la norma de la derivada espacial de una cierta funcién w en el espacio
LeLZ(R x [0,1]) con peso exponencial. En este estimativo se acota la norma

0] L2 ®xo,) O C e (0, + 02) wHL}CLf(]RX[O,l])'

El teorema 2.2 esta precedido por el lema 2.2, en el cual se prueba el mismo estimativo
del teorema 2.2 pero en una clase mas restringida de funciones. En este lema se presenta
una prueba directa, que difiere de la realizada en el articulo [6] de Kenig, Ponce y Vega y
que simplifica significativamente el procedimiento alli descrito.

2.1. Estimacién para eMw
Empezamos esta seccién con el lema 2.1 que justifica el calculo formal de la derivada

temporal de em) (&) empleado en la prueba del teorema 2.1.

Lema 2.1. Sea w(+;) € C*([0,1]; L?) tal que w y w' son funciones acotadas de [0, 1] con
valores en L? (ezﬁmd:)s) para todo 3 > 0. Entonces para todo X\ > 0 y para todo & € R

la funcion t — em)(g) es absolutamente continua con derivada eM/w’\(t)(g) para casi

todo t € [0,1].

—

Prueba. Para obtener el resultado mostraremos que e’ w’ (+)(£) € L' ([0,1]) y que se
cumple la siguiente igualdad

e@)(ﬁ) — em)(f) = /0 em/w?ﬂ(f) dr paratodo te€[0,1]. (2.1)



Veamos en primer lugar que e*w (t) € LL para A > 0y t € [0, 1]. En realidad, usando la
desigualdad de Cauchy-Schwarz

[1ewwta= [ jewolas [lewo] e
:/_0 ¢37|ed” w(t)|da:+/0we—“|e”mw(t)ldx
< ( / OO dx) " ( / (;(e%ww <t>>2dcs) "
n ( | e dx) " ( | @y d:c) " (22)

Como w € L™ ([0,1]; L*(e***dx)) para todo § > 0 entonces

0 1/2
(/ (e%mw(t)fdx) < ezxw(t)‘wg sup e%rw(t)HL2<oo v (2.3)
—o t€[0,1]
00 1/2
( /0 (emw(t))mx) <[P w],e < s [P <00 4

Ademas,

([ o) =Ly ([oma)®= 1 s

Por consiguiente de la desigualdad (2.2), teniendo en cuenta (2.3), (2.4) y (2.5) se sigue
que

eMw(t)e Ly Vte[0,1] yexistec> 0 tal que sup [|eMw(t)||,, <ec. (2.6)
t€[0,1] ®
Un procedimiento andlogo al anterior muestra que
Mw' (t) € L, Vi€ [0,1] y existe ¢> 0 tal que sup ||’ (t)],, << (2.7)

t€[0,1]

Para n € N, sea X[_, ) la funcién caracteristica del intervalo [—n,n|. Entonces

/R eI W g (@) d = (0(E), €N () (2.8)
Como w(+) € C*(]0,1], L*) entonces
i e—wcﬁe)\:c,w(t) < —ixé )\:c >
dt X[-n n] w € -n n] L2

_ <w wcﬁe)\xX[_nn “ >L§' (29)



Claramente la aplicacién de [0, 1] en R dada por
t — <w/(t nge)\xX[—n n >L2

es continua, y asi de (2.9) concluimos que la funcién escalar

t = (w(t),e ™M\ pn(-2)),» €s continuamente diferencible y por el teorema funda-
mental del calculo
t
<w(t), e—wcﬁe)\:c nn] > <w zx{e)\xx[_n’n](_x)> — / <w/(7_ wc{e)\xx[_nn :c)> dr.
0
(2.10)
Ahora, para todo n € N,
le M w(t) X mnm ()| < |Mw(t)] € LY, vt € [0,1].
Luego por el teorema de la convergencia dominada se tiene que para todo t € [0, 1]
(w(t), e ™ X L) (0)) . —— [ e M w(t)(x) da. (2.11)
x ]R;v
En particular,
(w(0), e Y Lnm (2 >L2 m/ e e My (0) () da. (2.12)
Sea T € [0, ] fijo. Probemos que
(W' (1), e M X Lnm) (o >L2 o / e Ay (1) (z) da. (2.13)

En primer lugar c.p.t x € R
w'(7) () e NNy () o €W (1) (2).
De otra parte, por (2.7) e*w'(7)(-,) € L. y cpt x € R
|/ (7)(2)e™ " X X ) (2)] < [0 (7)(2)] -

Luego, por el teorema de la convergencia dominada tiene lugar la afirmacién (2.13).
Como para todo 7 € [0, ]

[((7), €€ () ] < /R & ! (1) (@)] d, ¥

teniendo en cuenta (2.7)

t
/ (/ M ' (7)(z)] dx) dr < sup He’\x "( )HLl < 00,
0 =z T€[0,1] z

una nueva aplicacién del teorema de la convergencia dominada nos permite concluir que

hmn_m/ (w'(7), e ™M X (- >L2 dT—// AT () (x) de dr. (2.14)

De (2.10), (2.11), (2.12) y (2.14) se sigue (2.1) y de alli la afirmacién del lema.
U
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Teorema 2.1 (Estimacién para e’ w). Seaw € C ([0, 1]; H*)NC* ([0, 1]; L?) y supongamos
que:

(i) La funcién t — dw(t) es acotada de [0,1] con valores en L?(e*°dx) para todo 3 > 0
y1=01,23y

(ii) La funcién t — w'(t) es acotada de [0,1] con valores en L?(e*’*dx) para todo (3 > 0.

Entonces, para todo A > 0
Hemew(Rx[O,m < He)\mw(O>HL2(]R)+ Hemw(l)Hy(R)jL e (' + 8§w>HL2(]R><[O,1])' (2.15)

Prueba. Para t € [0,1] sean w = w(t), g = g(t) := Mw(t) y h = h(t) == M (w'(t) +
PBw(t)) = eM(w' + 03w). Entonces usando la regla de derivacién de un producto podemos
escribir a h como sigue.

h = eMuw' + M oPw
— e)wvw/ 4 eAx&i(e—)\xg)

=M + M (e M02g — 3Ae M O2g + 3N ND,g — NleTMy) .

Por lo tanto
h = eMuw' + 029 — 300%g + 3020, — Ng. (2.16)

De las hipdtesis (i) y (i) y con un razonamiento analogo al de la primera parte de la
prueba del lema 2.1 (ver desigualdades (2.6) y (2.7)), se sigue que para todo ¢ € [0, 1] cada
término del lado derecho de (2.16) pertenece a L., y es claro que también pertenece a L2,
por consiguiente para todo t € [0,1], h(t) € L! N L2. Tomando transformada de Fourier
con respecto a la variable espacial en la ecuacion (2.16) obtenemos

— —_— — — —

h(t)(€) = eXw'(t)(€) + 03g(t)(€) — BADZg(t)(€) + BN*Dug(t)(€) — Ng(£)(€), V¢ E(R |
2.17

El célculo de la transformada de una derivada y el resultado del lema 2.1 nos permiten
concluir de (2.17) que para casi todo t en [0, 1] y todo £ € R

— d —— — — — —

h(t)(€) = —erw(t)(€) + (i) g () (€) — BA(i€)*g(t)(€) + 3A*(i€)g(t)(§) — A*g(1) (&)

dt
N %g/(t\)(ﬁ) + 2N+ 302 + (=€ + 30%)] g(1)(©).

Sean ay(€) 1= A3 — 3AE2 y my (&) := &3 — 3N%E, asi la ecuacién anterior se convierte en

_ d — —

h(t)(§) = 29(t)(E) + [-ar(&) — ima(§)] g (1)(€), (2.18)

y al multiplicar la ecuacién (2.18) por el factor e~ &= ge tiene la siguiente igualdad

d . . —_—
7 (e[_“k(g)_’mk(mtg(t)(f)) = T @)= Oty (#)(€), para casi todo t en [0,1].  (2.19)

11



Ahora, usando la afirmacién del lema 2.1 y el hecho de que la funcién t — el=@ =@t

es absolutamente continua en [0, 1], tenemos que la funcién ¢ — e[_ak(f)‘imk(mtg/(t\)(f)
es absolutamente continua en [0,1]. Para integrar la ecuacién (2.19) con respecto a t,
consideremos dos casos:

» Siay(€) <0, entonces integrando de 0 a ¢ la ecuacion (2.19) y usando la continuidad
absoluta de la funcién 7+ el=(O=mr &7 g(7) () en el intervalo [0, ], obtenemos

6—ak(§)t6—imk(§)t‘g/(-t\)(§) _ g/(E)(g) _ /t 6_ax(§)‘r6—im,\(f)rh/(-;)(€) dr.
0

Por lo tanto,

—_ —

t —_—
g(t)(€) :eaA(g)teimA(f)tg(O)(g)_‘_/ eax(f)[t—fleimx(ﬁ)[t—ﬂh(T)(g) dr,
0

de donde

g6 < ||+ [ e ar

< |q@©| +[sme@| + [ [T ar 220)

» Siay(€) > 0, entonces integrando de ¢ a 1 la ecuacion (2.19) y usando la continuidad
absoluta de la funcién 7 + e[~ (=M El7g(7)(€) en el intervalo [t, 1], obtenemos

—

— i — 1 .
e‘“*(f)e_im*(@g(l)(g) . e—ak(g)te—zmk(f)tg(t)(£> _ / 6_%(5)76_”)”(@7—}1(7')(5) dr.
t

Por lo tanto,
. 1 .
g(t)(é) = e—ax(ﬁ)[l—ﬂ6—im/\(§)[1—t]g(1)(€) _/ 6—ax(§)[T—t]e—im,\(f)[r—t]h(T)(6) dr,
de donde
— o 1,
s < o]+ [ o] i

<[a)e)|+[ae)| + [ (i) ar (2.21)

Luego de (2.20) y (2.21) concluimos que para todo ¢ € [0, 1]

e <|aie| + i) + [ |iie (2.22)

12



Como para todo t € [0,1], g(t), h(t) € L2, por la identidad de Plancherel se tiene que para
todo t € [0, 1]

gl = lg@®llz v 11ROz = 1A 12 (2.23)

Probemos ahora que para todo 7 € [0, 1] la funcién & — fol \h/(;)(gﬂ dr pertenece a L.
En realidad, por la desigualdad integral de Minkowski y la segunda igualdad en (2.23)

tenemos que
L] - [ ([ ) o

/ (/ () |2d§) " i
:/0 |t 2 dT—/ M)l dr, (2:24)

y como la funcién 7 +— h(7) es acotada de [0, 1] con valores en L2, entonces

/ [h(r) ()l dr < sup [h(F)] 2 < oo (2.25)

7€[0,1]

Por consiguiente de (2.24) y (2.25) obtenemos que

/ |h |d7‘

Teniendo en cuenta (2.23) y (2.26), se sigue de la desigualdad (2.22) que

<o, (2.26)

< OQ.

() (v¢) | dr

i

0] 5y = 19
Hg() Lg(]R) o g( ) Lg(R)

LZ(R) L2

Ahora, de la anterior desigualdad, de las igualdades en (2.23) y de la estimacién (2.25),
tenemos que

19O 2wy < 19O L2y + 19D 22wy / [P(7) ()l 2 (2.27)

Pero por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

/ IA() ()l g dr < (/ 1sz) (/ " d7)1/2
</ /Ih Izda:df)

= Al z2mxpo,1)) -

13



Por consiguiente de (2.27) se sigue que para todo t € [0, 1]

196 o2 < 190y + 190 ey + HlL ooy (2.28)
Como
1/2 1 1/2
19l 2oy = (/ [ttt dwdt) =(/ oI, dt)
< sup 9Ol (2.20)
te(0,1]

entonces de (2.29) y (2.28) concluimos que

91l 2mx 01y < 19O 2wy + 19D z2ry + 12l 22 Rxo,17) »

lo cual prueba nuestro teorema.

2.2. Estimacién para e\, w

El lema 2.2 con el que iniciamos esta seccién expresa una propiedad de acotamiento del
operador (9,—\)T, donde T es el operador inverso de g +— e (9,+8%)e™*g v est4 definido

por el multiplicador
1

Lema 2.2. FExisten constantes C' > 0 y A\g > 0, tales que para todo A > Xy y todo
€ Co'(R?

mo (57 T) =

Az
He 8ﬂcwHL;;OL?

2(R2) S Clle* (0 + 82)1”“L;L2

$(R?)
Prueba. Sean g := eMw y h := (0, + 92)w. Entonces

0w = M0, (e g) = (e Mg — e g) = (0, — N)g,

h = eMow + eMPw
— g+ 0Ye )
=0, + ™ (7039 — BAe 029 + 3N 0,9 — MeTMg).

Por lo tanto,
h = 0,9+ (0, — A\)*g € Co(R?),

y al tomar transformada de Fourier en las variables = y ¢t obtenemos
h(g,7) = irg(€,7) + (i€ = N*F(E. 7).

14



de donde

(e, )

§(577):m,

siempre que el denominador sea no nulo. (2.30)

Los puntos (£, 7) donde el denominador se anula seran descritos mas adelante.
Sea g := eM0,w = (0, — \)g, entonces como g € Cy(IR?) se sigue que

7= (0, — N)g = 0,9 — Ag = [(0:9 — Ag)"]" = [i€5 — Ag]" = [(i€ — N)g]"

donde V denota la transformada de Fourier inversa en R2.
Al reemplazar (2.30) en la anterior igualdad obtenemos que

_ RS N
G(ast) = mh(ﬁﬂ (‘2 t)- (2.31)

Definamos : '
o E+in & i
m(&, 1) = T— (E4iN)3 o (1 — &+ 3)X28) +i(\3 — 3NE2)

Por consiguiente de (2.31)

9(&,7) = m(&,7)h(&, 7). (2.32)
De la expresién para m(&, 7), podemos ver que el denominador se anula cuando (§,7) =
A 88
£ (35 52%)
» Afirmacién 1. Para A\ >0y 7 # :I:%A?’, la funcién

¢ — m(&,7) pertenece a Lg N L.

Prueba de la Afirmacién 1. Para |£]| > 3'/3|7|'/3 41, como |7| < ‘€+;M3, enton-
ces

£+ i) € 1N ) 3 3
e, = ASERL_ AL MR

< 2
2|& 4+ N2 T 2¢%
(2.33)
y teniendo en cuenta que & — m(£,7) es continua en [—3'/3 |73 — 1, 31/3|7|1/3 1],
entonces de la desigualdad (2.33) se sigue que & — m(&, 7) pertenece a L% N Lg.

= AN T E IR — ] T e o — R

O

Como la transformada de L2 en L7 es biyectiva, y la transformada inversa envia Li en
83
3v3?

existe M(-,,7) € L2NCy(R,), tal que [M(-,,7)]"(€) =m(&, 7). (2.34)

Cy(R,.) entonces la afirmacién 1 nos permite concluir que para A > 0y 7 # +

» Afirmacién 2. Existe C' > 0 tal que para todo A > 2, [|[M||,. < C.

15



Prueba de la Afirmacion 2. Sean 7 # 0y v = T1)3, asi 073 = £ 4Ny
v317 = (£ +i\)3. Por lo tanto

§+ 1A 1 v
= = = 2.35
m(&, ) T — (£ +1M)3 723 93 —1 (2.35)
Usando fracciones parciales, tenemos que
v ay a9 as Q;
_ = 2.36
v3—1 v—r1+v—r2+v—r3 Zv—rj’ (2:36)

=1

<.

donde r; = 1, ry = e®™/3 y 1y = /%)% gon las tres raices ctibicas de la unidad y

los a; para j = 1,2, 3 estdn dados por
(v—rj)v 20—r; 2rj—r; 1

—. (2.37)

= lim,_,,. = =
v3—1 7 3P 3r? 3r;

a; = Hmv_"«j

Teniendo en cuenta (2.35), (2.36), (2.37) y recordando que v7/? = & + i\ podemos
escribir a m como sigue

N 1
m(g’T)__37-1/3275—1-@’)\—7“»7-1/3
=17 !

1yt !
© 3713 perlll € — T3 Re(r;)] — i[m /3Im(r;) — A

(2.38)

Teniendo presente que el conjunto {T\ 3Im(r;) — X = 0 para algtin j = 1,2, 3} es
finito, podemos trabajar en adelante bajo la suposicién 71/3Im(rj) — X\ # 0 para
todo j € {1,2,3}.

Consideremos dos casos.
e Si 7Y3Im(r;) — A > 0, definamos la funcién f; por
f]({E) =3 /27TX(0,oo) (l,)e—[Tl/SIm(rj)—)\]x c Ll(R).

Un célculo explicito de la transformada de Fourier muestra que

R 1
fy(g) = £ — Z’[Tl/?)]m(?”j) - )‘]7

y por una propiedad de la transformada de Fourier

Fi(€ — 3 Re(ry)) = [/ RN f ()] (€).
Asi

[ei(T1/3R6(Tj)('z))fj(.x)]/\z (é_) = 1

(€ = 713 Re(ry)] —ilr'/*Im(r;) — Al

(2.39)
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e Si 7Y3Im(r;) — A < 0, definamos la funcién f; por

£i(2) = —iV27X(Coo,0)(x)e IO NE € LH(R),

Entonces puede verse, de manera similar al calculo anterior, que la igualdad
(2.39) también es cierta.

Luego de (2.34), (2.38) y (2.39) se sigue que
1 1
itY/3Re(r;)z
M@, = e, IY(0) = =g S0 MO y(a). (240
]:

Observemos que en cualquier caso la funcién f; es una funcién acotada y que la cota
no depende de A. Por lo tanto de (2.40) podemos concluir que existe C; > 0 tal que
para todo z € R, si |7| > 2, 7 # ﬂ:%)\‘g y 7Y3Im(r;) — A\ # 0 para j = 1,2,3, se
tiene que

|M (z,7)| < C4.

En consecuencia,
[ M (-, '7')||Loo (Rx|rj>2) < €1, VA >0. (2.41)
Supongamos que |7] <2y 7 # +5% )\3

De la afirmacién 1 m(-¢,7) € Lg, y por lo tanto es valida la férmula inversion de la
transformada y M(-,, 7) definida por (2.34) puede ser calculada como

1

M(z,7) = 7= |

ertm(E,T)dé VYr €R. (2.42)

Para A > 2y |7] < 2, |§+Z’\| > 8 =2> |7, luego
mi(e, 7)| = §+ i € +iA|
’ 7= (A T €+ AP —|7]]
1€+
= : L
|§+2)\|3_%
4
= 0. 2.43
3|E +iA[? (2.43)
De este modo de (2.42) y (2.43) se sigue que para A > 2, zx € Ry |7| <2
1 4 1
M(z,7)| < —— =
M < g L erap®
1 4 / 1 1
- d§+/ —.ds)
27 3<[11‘5+M|2 11]C|§“‘Z)‘|2
1 4 / 1
< = —&+/ @)50<m.
21 3 ( 14 [~1,1] 52 ’



Por consiguiente, existe una constante Cy > 0, tal que para todo \ > 2
| M (-, '7_)”[,33(]}“\752) < Cs. (2.44)

Luego de (2.41) y (2.44) queda probada la afirmacién 2.

Continuemos ahora con la demostraciéon del lema 2.2.

Como g € Cy(R?), h € Cyp(R?) y Co(R?*) C L'(IR?), entonces usando la definicién de la
transformada de Fourier para las funciones de L'(IR?) y el teorema de Fubini, puede verse
que

HET) =[G 0) (D) ¥ BET) = [ 0) (D)(E). (2.45)
Luego de (2.32) y (2.45) se sigue que para (£,7) € R%y (£,7) # + <\/_, f\’\/i)
[T 1) (D) (€) = ml&, )Rl 1) (D) (6). (2.46)

_—t _—t

Observemos que la funcién z +— h(z, ) (1) € LL ya que |h(z, ) ()] < \/% 17z, )|l s
y por lo tanto

J G e < o [l de < o Il <o @41)

Ademds, por (2.34) la funcién z — M (z,7) pertenece L2. De este modo la convolucién
— 1
de M(-5,7) y h(-s,-:) (T) pertenece a L? y

{Mhﬁﬂﬂﬂ;jﬁﬂw:¢%UW¢WWTﬂ;B%ﬂM

= V2rm (g, )2 1) ()] (). (2.48)

Luego de (2.46) y (2.48), se tiene que para (£, 7) € R? tal que (§,7) # + (\/_ ;}}3_)

¢ 1

[G(-s-2) (7)) (E) = on

y asi como por (2.34) salvo para un ntimero finito de valores de 7 se tiene que M(-,,T) €
Cy(R,), podemos afirmar que para todo x € R

—

PmmﬂnhumﬂﬂTY&

—t
g(x,4) (1) = —= | M (-2, T) *z h(-2, ) (7)| (), 2.49
) (1) = = M) i) ()] @) (2.49
salvo para un nimero finito de valores de .
En consecuencia para todo ' € R, usando el teorema de Plancherel en la variable t, la
igualdad (2.49), la afirmacién 2 y la desigualdad integral de Minkowski, se sigue que para
A>2
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I9(", -l 2 = g’ -1 Ml 2

/.

s~ 8- sl
3 3 3

lM('m’ 7 [h(/-;)t(ﬂ]} @) dT) 1/2

/T {M('M) *”” V’mf(rﬂ] ; dr>1/2

[ i, dT) s
: % </ (/ |f@\'t)t(f)lala:)2 df) -
: C/z (/ |h(/$:)t(7)l2d7) g

1/2
C ( |h(x, 1) dt) dv = Clhl 1y 2m2) -
Rz Rt

Por lo tanto, de la anterior desigualdad se sigue que

IA

F(an) ()

IA

190l oo 22y < C NP L1222y »

lo cual prueba el lema 2.2.
O

Teorema 2.2 (Estimacién para e’d,w). Sea w € C*' (R x [0,1]) tal que suppw C
[—M, M] x [0,1] para algin M > 0 y w(z,0) = w(z,1) = 0 para todo x € R. Entonces
existen constantes C > 0 y A\g > 0, independientes de M vy de w, tales que para todo
A> X

He)‘xﬁxw

) < C He”(@t + B)w|

L L2(Rx[0,1] LLL2(Rx[0,1])

Prueba. A lo largo de esta demostracién identificaremos las funciones w, d,w, dyw, PBw
con sus extensiones a todo R? que valen cero por fuera de R x [0, 1].

Sea {€, = €},en una sucesién decreciente, entre cero y un medio que converge a cero y
consideremos una sucesién de funciones {6.} en C§°(R) con las siguientes caracteristicas:
Para todot € R, 0< 6. < 1;parat € (¢,1 —€),0.(t) =1; parat <00t >1,0(t)=0y
tal que |0.(¢)| < 2 para todo ¢ € R.

0. (1)
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Definamos

0, en otro caso.

we(,1) = {ee(t)w(x’t)’ st (z,8) € Rx [0,1),

Por consiguiente para todo 0 < € < 1/2, w, € Ci'(R?). Por el lema 2.2, existen constantes
C >0y N > 0 tales que para todo A > X\g y todo € € (0,1/2)

€2 00we | oo 122y < C'[|€X (0 + e | 1y 232y (2.50)
Veamos que
\z e—07t
He dpwe Lo L2(R2) He L L2(Rx[0,1]) ° (2.51)
En realidad,
He’\xﬁxwe - eAxaﬂﬂwHLgOLf(W) = He’\xamw(ﬁe —1) 2(Rx[0,1])
1 1/2
= sup {/ eQAx(axw(x,t))z(Qe(t)—1)2dt]
zel-M,M] LJo
1 1/2
< M 0 t /Het—lzdt
<M mis ()] | | (@0~ 1)
< MM mi (00w (r, 1) 2¢] /2 =2, .
De otra parte, probemos que
Eli%l |2 (0, + 02w LEm) < |} (8, + 82) 2 xo.]) - (2.52)
Claramente
e (0, + 82) weHLlLQ(RZ < ||eM (8w + P2w) 1r2re) T He’\wa’HLle ®2) (2.53)
Ahora,

@+ 00|y ey = | e (@t ) + Bl )0l ) 5 d

y como |0.(t)] < 1y suppw C [—M, M] x [0,1], entonces una aplicacién del teorema de
la convergencia dominada nos permite concluir que

He“(ﬁtw%—agw He“ Ow + O3w)
De otro lado

He”w@é

5—>OJr

(2.54)

)efHLachf(]Rz) 7 (Rx[0,1])

o Az /
2 = He wh,

Ly L} (R # (Rx[0,1])

1/2

:/_]: {/Olezm[w(x,t)ﬁé(t)]zdt} dx
< M /_;i [/Og[w(:)s,t)ﬂ(t)Pdth /1;[w(x,t)eg(t)]2dt] v dx

1/2

g&M% /_ A; [ /0 w2 dt + /1 ;[w(:v,t)]zdt] do. (259)
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Como w(x,0) = w(x,1) =0 para todo = € R, entonces
W(I,t) :w($7t)_w($70)7 UJ(ZE,t) :w(x,t)—w(:v,l)

y al aplicar el teorema del valor medio obtenemos que para algin t,, € [0,¢] y algin
s, € [t 1],

lw(z,t) —w(z,0)] = |(t —0)Ow(x, ty,)|, |w(z,t)—w(z,1)|=|(t—1)0w(z, )| (2.56)

Por lo tanto de (2.55) y (2.56) se sigue que

w2 (Y[ 2
2(R2) <e E/ /[(t—())@tw(:v,txl)] dt
-m LJo
1/2

/ 1 [(t = 1)dw(, t,,)] dt} dx

| wb,

9 1/2
< eMZ miax |0w(z,t) |/ / t2 dt+ (t —1)? dt} dx
M LJo

€ Rx[0,1]

2
<eMZ max}|8tw:vt|2M( )

€ Rx[0,1
1/2 o
< eM2 mix |0tw(x t)| 2M 2 0. (2.57)
Rx[0,1] 3

De (2.53), (2.54) y (2.57) se sigue (2.52).
Finalmente, de (2.50 ), (2.51) y (2.52) tenemos la afirmacién del teorema.
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Capitulo 3

Demostracion del Resultado
Principal

En este capitulo demostramos el resultado principal del trabajo que nos dice que si u; y
uo son soluciones suficientemente suaves de la ecuaciéon KdV con decaimiento polinomial
en la variable espacial tales que en el tiempo ¢t = 0 y en el tiempo ¢t = 1 los soportes de
las funciones espaciales uy (-5, 0) — ua(-2,0) y u1(-z, 1) — ua(-4, 1) estdn contenidos en un
intervalo (—oo, b) para algin b € R, entonces u; = us.

Iniciamos el capitulo con el enunciado y demostracién de un lema de interpolacién (lema
3.1) que afirma que la hip6tesis de decaimiento polinomial para u; y us es heredada por
sus derivadas espaciales de orden 1, debido al grado de regularidad de uy y us.

En segundo lugar enunciamos un teorema de Saut y Scheurer (teorema 3.1), probado en
[8], que nos permite concluir que si u; y us coinciden en una semibanda [R, co) x [0, 1],
entonces deben coincidir en R x [0, 1].

Finalmente, enunciamos y demostramos el resultado principal del trabajo (teorema 3.2).

Lema 3.1. Sean a >0y f € H*(R) tal que (1 + 2?)*f € L*(R). Entonces
(1 + z2)%70”15(1(11{) = Ca(H(l + zZ)Olme(]R) + Hangm(]R))'

Prueba. En primer lugar veamos que (1 + 22)20, f € L*(R) y que

[0+ )20l < Call@+2) F 7+ 10+ l02f] .- B)

Sea p € Cg°(R) tal que p(x) =1si —1 <z <1y p(x)=0six€[-2,2] ¢ creciente en
[—2, —1] y decreciente en [1,2]. Para cada n € N consideremos la funcién ¢, (x) := o(2).

©n (2)

—2n -n n 2n
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Como las funciones ¢, (1 + 22)*0,f, 0,f pertenecen a H'(RR), entonces al aplicar la
férmula de integracién por partes obtenemos que

|21+ )20, £, = /R (@) (1 + 22)(0, f(2))? da

—— [ @0+ s (@) ) (1)

- /l‘{son(l')a(l + 1’2)"_121‘(05(;]:(1'))]:(1') dx (I[n)

- [ @1+ @ p @) ) d (11,)
=1, + I, + I1I,. (3.2)

Dado que para f € H'(R) se cumple que 9,(f*) = 2(0,f)f, una nueva aplicacién de
la férmula de integracién por partes en I, y I1,, y una aplicacion de la desigualdad de
Cauchy-Schwarz en I, nos permiten afirmar que

L=j [ A@+ar @2+ [ d@el+a (@) 63

I, = / o (2)a(l + 22)°a(f(2)? do

R

+ /]Rgon(a?)[a(l + 29+ ala — D1+ 232227 (f(2))* dz,  (3.4)

ITL, < |[(1+2%)°f

O Sl (3.5)

L2
Teniendo en cuenta que para todo x € R,
i, oo @) () = limy oo @l (2) = 0, lim, o pn(x) =1,

y que existe una constante C' > 0 tal que para todo x € R, |¢),(2)] < Cy |ph(x)] < Cy

que (1+22)*f € L*(R), el teorema de la convergencia dominada nos permite concluir de
(3.3) y (3.4) que

limy, oo I, = 0, y lim,, oo I, = / [a(1+22)* ' +a(a—1)(1+2)* 2227 (f(x))* dx. (3.6)
R

Como por el teorema de la convergencia mondtona

101+ 2230, |2 = e 2201+ 2250, f
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entonces de (3.2), (3.5) y (3.6) se sigue que

[+ #2005, < [ [0+ + ata = (1 + 222202 (@) da

42 f [ || 02|
<la+2aa 1) [ (+a) ()P ds
R
o oz |5
< Call(t 2 f [y + 1+ ) ||z | 22
lo cual prueba (3.1).
Por otra parte
Ha:zs(l + x2)%_1inz = az/ 221+ )2 (f(2))* dx
R
2 2ya—1 2 Ir
<ot [ (e )
<a? |1+ a2 s, (3.7)
Puesto que
[l 4222 fl=ax(1+ 2?71 f + (1 +2H)20,f € L*(R), (3.8)

de (3.1) y (3.7) se sigue que 0,[(1+ %)% f] € L*(R), y como (1+22)> f € L*(R), entonces
(14222 f € H'(R). Ademés, usando (3.8), (3.1) y (3.7) también se tiene que

3

1@+ 2% [y = 12+ )37+ ([0 + 222 1]
< ||+ 22|, + <Ha:v(1 +a?) || [T+ a?2)%0foL2>2
<[+ 2 f |2, + 2 Jaz(l 4+ 22) 5 |, + 2]|(1+ 225 0.
<@+ f|n, + 202 |1+ a2 f |7+ 2C0 || (1 + 220 f|[,
+2 [+ 2 f | e (|02 2
< (14207 +2C,) [|(1 + 22|70 + 2| (1 + 22| o |82 ) 2 -

Ahora si (Cy)% := 1+ 2a% + 2C, > 1, de la desigualdad anterior se sigue que

1+ 0% 7 gy < (o (04220 I + 210+ )7 o 10251 e + 022
< (Cal (0 + 22 fl s+ 12251 ,2)

lo cual prueba la afirmacion del lema.
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Teorema 3.1 (Saut-Scheurer). Supongamos que v = v(x,t) satisface la ecuacion

2
O+ v+ rie,)Pv =0, (z,t) €R x (t1, 1), (3.9)

J=0

donde
QeLm«hﬁﬁL%R».

Siv(z,t) =0 para (z,t) en un abierto Q C R X (t1,ts), entonces v = 0 en las componentes
horizontales de €2, es decir en el conjunto

R x {tE (tl,tQ) ‘ E'y (y,t) GQ}

Teorema 3.2 (resultado principal). Sean uy,uy € C’([O, 1); HS(R) N L2((1 + xz)zadx)> N

Cl<[0, 1];H3(1R)), para algin o > 1, soluciones de la ecuacién de Korteweg-de Vries

(KdV)
u'(t) + O2u(t) + u(t)O,u(t) = 0, Vt € [0,1].

Si existe b € R, tal que
ur(t)(z) = ua(t)(z), para (x,t) € (b,00) x {0,1},
entonces U1 = Us.

Prueba. Sea w(z,t) := uy(t)(x) — us(t)(x) y para RN € Rconb< R< R+1< N
sea ¢ppy € C°(R) una funcion tal que ¢ry(z) = 1 si v € [R+ 1,N] y ¢py = 0 si
x € [R,N + 1]°, ¢pry creciente en [R, R+ 1] y decreciente en [N, N + 1], y tal que existe
C > 0, independiente de N, con la propiedad de que

|¢gz)v($)‘ < C paratodo z € R ytodo N y j€{1,2,3}. (3.10)

Podemos construir las ¢y de manera que ¢pry ¥ ¢r(v+1) coincidan en (—oo, NJ.

PrN

R R+1 N N+1

Definamos wry(x,t) := ¢py(z)w(x,t).
Es claro que ¢ — wrn(-s,t) pertenece a C ([0, 1]; H*) N C* ([0,1]; L?) y como supp ¢pry C
[R, N + 1], las funciones

t— inRN(-x,t) para j =0,1,2,3;y

t — OwpN (s, t)
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son funciones acotadas de [0, 1] con valores en L?(e**dx) para todo A > 0. Luego por el
teorema 2.1, para todo A > 0

L%+H‘3MWRN(¢, 1)} L3+H6M(at + 8§)wRNHL2(Rx[0,1D '

(3.11)
De otra parte, notemos que wry € C*(R x [0,1]) v que suppwry C [—(N + 1), N +
1] x [0,1]. Como wuy(t)(z) = us(t)(x) para (z,t) € (b,o0) x {0,1} vy b < R entonces
wrn(x,0) = wry(z,1) = 0 para todo x € R. De este modo wgry satisface las hipdtesis
del teorema 2.2, y por lo tanto existen constantes C' > 0 y Ao > 0, independientes de R y

N, tales que para todo A > )\

He)\waNHLZ(RX[OJ}) < HemeN('x’O)}

Az Az 3
|e* Ozwrn] Lo L2(Rx[0,1]) = C'[|e* (0 + 0 wan| LLLZ(Rx[0,1]) ° (3.12)
Asi, de (3.11) y (3.12), teniendo en cuenta que He)‘meN(-x, O)HL% = He’\””wRN(-x, 1)HLg =0,
obtenemos para A > )y que
pvi pvi Az 3
He wRNHLz(Rx[o,u) + He 8waN‘ L L2(Rx[0,1]) < He (0 + 8I)wRNHL2(]R><[O,1])
Az 3
+C || (0 + 8x>wRNHL;L3<RXm,m . (3.13)
Como wgry € C*H(R x [0, 1]), es claro que:
O (wrn) + Bwry = O (drnvw) + 2 (PrNW)
= prnOiw + GryOPw + 3¢ 02w + 3¢ n Opw + Py w
= ¢rn (Opw + Pw) + 3¢ N 02w + 3% N Opw + Bhyw. (3.14)

Recordemos que si u; y ug son soluciones de la ecuacion KdV entonces su diferencia w
satisface la ecuacion
Ow + Pw = —u0pw — (Dpus)w.

Entonces al reemplazar el término dyw + 02w por su equivalente segiin la ecuacién anterior
y al restar y sumar el término u;¢zyw en el lado derecho de la ecuacién (3.14) tenemos
que

Oy(wrn) + 8311)}21\/ = ¢rn(—u10,w — (Opug)w) — U1¢;z]vw
+ U Py w + 3Py 0w + 3PN Opw + Phyw
= —u1 0, wrN — (Oyu2)WrN + Fri, (3.15)

donde Fry := u1dpyw + 3¢py0iw + 3¢k N 0w + FRyw.
Luego de (3.13) y (3.15) se sigue que para todo A > A:
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HeMwRNHLz(Rx[O,u) + || Oz wrw| L L2(Rx[0,1]) = He)\mulawaNHL2(]R><[O,1]) (Irn)
+ He)\m(ﬁxu2>wRNHLz(]RX[O’l]) (IIRN)
+ He)\mFRNHLQ(]RX[O,l})

+ C He’\xulﬁwaN}

LLL2(Rx[0,1]) (I11gN)
+ C He’\x(axug)wRN} [VRN)
+C He’\””FRN‘ (316)

LL1L2(Rx[0,1]) (

LLL2(Rx[0,1])

A continuacién realizamos estimaciones puntuales para u; y 0,us, necesarias para acotar
y posteriormente absorber con el lado izquierdo de (3.16), los términos (Ign), (/Irn),

(I11grN) vy (IVgy) del lado derecho de (3.16).
Como para cada t € [0,1], uy(t) € H* y (1 + 2*)*u;(t) € L?, entonces por el lema 3.1

H(l + 952)%%(15)“}11(&) - O"‘(H(l + "’32)%1(15)”L2(Rx) + Hagul(t)HLz(Rw)’

y usando la inmersién H'(R) — L*(R)NC(R), se tiene entonces que para todo t € [0, 1]
y todo z € R

(14 2%) 2 () (2)] < /(L + %) 2un(t)] | p=(m)
< O+ T ()l

< Cca(Ha +22)us (1) | o g + H@iul(t)HLQ(R)>
< CCalurll o,y m2mynzz(ara?ods)) = Kia-

Por lo tanto, para todo = € R y todo ¢ € [0, 1]:

i (£) ()] < (3.17)

a2t
Con respecto a la estimacién puntual de J,us, observemos inicialmente que para cada
t, (1 4+ 2?)%uy(t) € L? y por la primera parte de la prueba del lema 3.1 se sigue que
(14 22)30,us(t) € L%, y como dyus(t) € H? obtenemos que 0, us(t) satisface las hipétesis

del lema 3.1 con § en lugar de a. Luego

(1 + z?)%axug(t)}}m(m) < Ca<H(1 + I?)%am(t)}}mm) + Hagng(t)HLz(Rx)),

y procediendo de manera andloga a como se hizo para obtener (3.17), podemos concluir
que existe una constante K, > 0 tal que para todo x € R y todo t € [0, 1]

K2,a

|Opua(t) ()] < EEOER

(3.18)
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Sea x4 la funcién caracteristica del intervalo A := [R, N + 1]. Teniendo presente la de-
sigualdad de Holder y las desigualdades (3.17) y (3.18), tenemos las siguientes estimaciones

_ Az A
Iny = || udswrn || 2mxo) < lIxatllzz e mxqo,n [|€0 ¢ (Rx[0.1])
N+1 2 1/2
— / <SUp Iul(t)($)|) dr | le (Rx[0,1])
R te[0,1] ‘ 7
NHLOR2, 1/2
([ mampe) I ey
o 1/2
<K ) || + (319)
> N1 n (1 —|—LL’2)a z F(Rx[0,1]) ’ '
B Ar
Igy = o) < € Ixawnllzyeqmooay €700 «(Bx[0.1)
S |
<CKi, (/R mdl’) He LZ(Rx[0,1])
(3.20)
IIgy = He 8 ) Us UJRNHL2 (Rx[0,1]) < ||XAa u2HL°OL°°(IR>< 0,1]) ‘ F(Rx[0,1])
. Az
e o |Ozuz(t) ()] [ wRNHL%L%(Rx[OJD
K2a
= I o
K2a
< m ‘ 2(Rx[0, 1}) (3'21)
_ Az
[Vay = C e 2mx(01)) < C lIXa0zu2|| 12 e (rxpo,1) 2(Rx[0,1])
o 1 1/2
<oe [, e ™) ek
(3.22)

Notemos que como « > 1, las integrales en (3.19), (3.20), (3.22) son finitas y tienden a
cero cuando R — oo. Por lo tanto para R fijo suficientemente grande, podemos concluir

de las desigualdades (3.19), (3.20), (3.21) y (3.22) que

Iny = || w100wan | oo < i e** 0. 2(Rx[0,1)) \
IlIgy = 2(Rx[0, 1}) 1 He 2(Rx[0,1])
IIpy = He“(ﬁm)wRNHLz ®x[0,1]) = Z 2(Rx[0,1])
IVry = C (0, 2Rx[0,1]) = 4 2(Rx[0,1]) ")
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Como el supp ¢ry es compacto, es claro que

<00y < 00,

He)\m
v # (Rx[0,1]) # (Rx[0,1])

y asi, para R suficientemente grande, los términos Igy, IIgrn, IIIgn v [Vgy del lado
derecho de (3.16) pueden ser absorbidos por los términos del lado izquierdo, de manera
que tiene lugar la estimacion

He)\waNHLz(]RX[O,l}) + Hem @

<2

# (Rx[0,1])

,+2C e VA > Ao

(Rx[0,1]) 2(Rx[0,1])

En consecuencia, para R suficientemente grande,

YA > N, (3.23)

Hﬁ’MwRNHLz(RX[QH) <2 He)\mFRNHL%RX[O,l}) $(Rx[0,1])

donde la constante C' es independiente de R, N y de A > ).

Ahora estimemos los términos del lado derecho de (3.23).

Recordemos que Fry = u1¢pnw + 3¢pn02w + 3¢ n0pw + ¢hyw.

Notemos que si N — 00, entonces ¢ry converge puntualmente a ¢r donde ¢r es la
funcién de clase C™ que coincide con ¢ry en (—oo, R + 1) v que es idénticamente 1 en
[R+1,00).

Pr
1
' x
R R+1
Sean F := ui¢pw + 3005w + 3¢}0,w + dw y
k = z / k = kf — s " .
v= ndx G k= max (0R(@)], ks = max [0R(2)

Entonces,

R+1 1/2
b liony = ([ [ @ O@da ) ds)

R+1
< C’eA(RH)kl HUIHC([O,1];H1(R)) ||U)Hc([0,1};L2(1R)) (/R /0 dtdx>

< CeMHE, HulHC([O,l];Hl(]R)) ||ch([0,1};L2(]R)) , (3.24)

1/2

1/2

R+1 1
X360 oy = 3( /R / P (Glp(@)Pw(e, )" did )

N ) R+1 1 1/2
< 30NV (|83 0.1 22y (/ /0 dtdm)

R
< 30 |02 (3.25)

wHC([o,u;L?(R)) )
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1/2

R+1 p1
H6M3¢;/%NaerLz(Rx[o,1]) - 3</R /0 62/\96( r(2)0 xvt))2 dtda:)

R+1 1 1/2
< 30N, (1, Wl oz < / dtdx
R 0

< 30V Ey 0,0l 0,172 (3.26)

Ax 1 foet 2>\:c /// 2 1/2
e | ooy v,))” dide)

N R+1 1 1/2
< QB+ >k3||wy|c([07lw(m) (/R /0 dtdx)

< CM kg |wl| og0122(m) - (3.27)

De la definicién de Fr y de las desigualdades (3.24) a (3.27) se concluye que existe una
constante K > 0 tal que para todo R > b,

X Fr| 2oy < KD VA0 (3.28)
De manera similar puede probarse que existe K > 0 tal que para todo R > b,
A(R+1
e 2wy < KTV VAS 0. (3.29)

De otra parte, observemos que para (z,t) € [R,00) x [0,1] y A >0
e | (0" == € | Fp(a, 1) (3.30)
Ademds, de (3.10) se sigue que para todo N y todo (z,t) € [R,00) x [0,1] :
e | Frn (2, 1))
2 (1) () @y (2)w (@, t) + 3¢y (1) Fw(z, ) + 3¢y (2)dpw(z, ) + Sy (v)w(z, t)

< 0 (Jur (1)) (e, 0)] + 3J020 (. 0)] + 310, (e, ] + (. 1)])

~ 2
< Ce? (flurllogo s sy [0l ) + 3020w, )] + 30,w(e, )] + (@, D]) . (331)

Como w = u; — ug, donde u; y uy son soluciones de la KdV que satisfacen las hipotesis
del teorema 1.1 del capitulo 1 y w(z,0) = 0 para todo x > b, y por lo tanto para todo
B>0yje{0,1,2,3} e¥w(0) € L*(R), entonces el teorema 1.1 nos permite concluir
que el lado derecho de (3.31) es integrable en [R, 00) x [0, 1]. Por lo tanto, de (3.28), (3.30),
(3.31) y del teorema de la convergencia dominada se sigue que

He)\xFRNHLZ(RX[O,l}) 2 He)\xFRHLQ(]RX[O,l}) < KM, (3.32)
Similarmente, puede verse que
N—oo
He 7(Rx[0,1]) He 2(Rx[0,1]) < Ke)\(R+1)~ (333)
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El teorema de la convergencia mondtona aplicado al lado izquierdo de (3.23), junto con

(3.32) y (3.33), implica que para todo A > \g y R suficientemente grande

“6)\I¢Rw“L2(RX[O,1]) =2 He)\xFRHLZ(RX[O,l]) +2C [ Fr
< 2K M 4 20 KN
= 2K (1 + €)M,

L1L2(Rx[0,1])

donde la constante 2K (1 + C'), es independiente de A y R.

Pero,
(. / P (G(ayule, 1)) didr)

> ( /R o; /0 | (bl 1)) dtde ) v
> M) ( /R 1 /0 (i, 1))? dide v

“eAm¢Rw“L2(RX[O,I])

Luego de (3.34) y (3.35)
00 1 1/2
ANEFD) (/ / (w(z,t))? dtdm) < 2K (1 + C)eMEHD,
R+2Jo

de donde . )
o 1/2
(/ / (w(x,t))2dtdx> <2K(1+C)e™, YA > A
R+2 J0

(3.34)

(3.35)

Por lo tanto si A — oo concluimos que para R suficientemente grande w(z,t) = 0 si

(x,t) € [R+2,00) x [0,1]. Finalmente como

Opw + 02w + u 0w + (Opug)w = 0,

donde u; y d,us pertenecen a L™ ((0, 1); LQ(R)), entonces por el teorema 3.1 concluimos

que w(x,t) = 0 para (z,t) € R x [0, 1], es decir u; = uy, lo cual prueba el teorema 3.2.
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