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Resumen

Se presenta el estudio de la teoŕıa de gravedad modificada FOG (Fourth Order Gravity)

discutida por S. Banerjee, S. Bera y T. Singh (2017), aplicada al problema de la radiación

gravitacional generada por un sistema binario. Las ecuaciones de campo de Einstein incluyen

un término adicional que depende de las derivadas de cuarto orden de la métrica gµν , con un

parámetro de longitud L cuya escala se determina al examinar los efectos de este término

FOG en las pérdidas de enerǵıa por radiación gravitacional predichas en relatividad general

para el sistema binario. Se construyen las ecuaciones de onda gravitacional FOG en el ĺımite

de campo débil, aśı como la ecuación de Poisson gravitacional de cuarto orden deducida de

las ecuaciones de Einstein en el ĺımite newtoniano, cuya solución para el sistema binario

es el potencial newtoniano gravitacional modificado por una contribución tipo Yukawa. Las

soluciones de las ecuaciones de onda son empleadas para calcular la potencia radiada asocia-

da, y se examina el ejemplo del pulsar binario Hulse-Taylor (PSR 1913+16) para definir las

restricciones en L teniendo en cuenta las variaciones en su peŕıodo orbital y en la precesión

orbital del sistema.

Palabras clave: Gravedad de Cuarto Orden, Campo gravitacional, ondas gravitaciona-

les, potencia radiada, sistema binario, momentos multipolares, elementos orbitales
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Abstract

Fourth Order gravity theory, discussed by S. Banerjee, S. Vera and T. Singh (2017), is

the gravity theory presented in this work. This model is applied to the problem example of

the gravitational waves produced by a binary system. Einstein’s Field Equations include an

additional term that depends on fourth derivatives of the metric tensor, gµν , and that it’s

scaled by a parameter L whose possible values are given by the examination of the effects of

this new term in the calculation of the energy loss of the system on that predicted by general

relativity. The FOG Field Equations are constructed in the weak field limit in order to obtain

the modified wave equations, as well as the Poisson modified equation for the gravitational

potential in the newtonian limit, whose solution for the binary system consists of the newto-

nian gravitational potential plus a Yukawa potential. Wave’s equation solutions are used in

order to compute the energy loss by gravitational radiation in this system. In additon, these

results are used in the example of the binary pulsar Hulse-Taylor (PSR 1913+16), in order

to find the possible values of L by considering the period decay and the orbital precesion of

the system.

Keywords: Fourth Order gravity, Field Equations, gravitational waves, power radia-

tion, energy loss, binary system, multipole moments, osculating elements
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5.1. Conservación de la enerǵıa-momentum en el ĺımite newtoniano y momentos

cuadrupolares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

5.1.1. Solución TT para la métrica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

5.2. Ecuaciones de campo modificadas con perturbación de segundo orden . . . . 57



xii Contenido

5.3. Cálculo del tensor efectivo tµν ; término FOG expandido a segundo orden . . 60
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1. Introducción

La relatividad general desarrollada por Einstein en 1916 constituye un modelo revoluciona-

rio de la gravedad, entendida por Newton como una interacción manifestada a través del

concepto clásico de campo. Desde su desarrollo alrededor de un siglo atrás, este marco con-

ceptual ha tenido varias comprobaciones a nivel observacional, a saber, el corrimiento del

perihelio de Mercurio, la desviación gravitacional de la luz y las ondas gravitacional, entre

otros aspectos [7, 12, 16, 18, 19, 21, 22].

Sin embargo, existen ciertas cuestiones de carácter astrof́ısico y cosmológico que hoy en d́ıa

requieren de una explicación e intepretación más precisa. Problemas como las curvas de

rotación de las galaxias [4, 14, 15] y la expansión acelerada del universo abordada por el

modelo ΛCDM implican tener en cuenta aspectos como la existencia aún no detectada de

materia oscura y las cuestiones que giran en torno a la constante cosmológica presente en

las ecuaciones de campo de Einstein [3, 7, 12, 14]. Estas cuestiones abren la posibilidad de

abordar dichos problemas postulando modelos alternativos de gravedad que puedan explicar

estos fenómenos con mayor precisión, dando lugar a las teoŕıas de Gravedad Modificada.

Dentro de las teoŕıas de gravedad modificada existentes en la literatura, se encuentran mo-

delos como MOND (Modified Newtonian Dynamics), STVG (Scalar Vector Tensor Gravity),

el modelo f(R) y las teoŕıas FOG (Fourth Order Gravity), entre otros. En este trabajo se

abordará uno de los modelos FOG propuestos por S. Banerjee, S. Vera y T. Singh, donde

introducen las ecuaciones de campo de Einstein con un término adicional de cuarto orden

que incluye un factor de escala, cuyo valor o valores y condiciones particulares son determi-

nados en la aplicación de este modelo en la descripción de la radiación gravitacional para un

sistema f́ısico dado. En particular, este modelo parte de introducir las ecuaciones de Einstein

modificadas para el campo gravitacional en la forma [3, 4, 14, 15]

Rµν −
1

2
Rgµν =

8πG

c4
Tµν + L2∇α∇βRµανβ, (1-1)

donde gµν , llamado tensor métrico, contiene la información geométrica del espacio-tiempo,

Rµν es el tensor de curvatura asociado a gµν , R el correspondiente escalar de curvatura y

Tµν el tensor enerǵıa-momentum, que a su vez contiene la información sobre la distribución

de materia y enerǵıa que define el campo gravitacional representado por la geometŕıa de la
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variedad. L es el factor de escala de la teoŕıa, con dimensiones de longitud, y es el parámetro

en términos del cual se manifiestan los efectos de tal término en esta teoŕıa de gravedad

en el sistema f́ısico. Este término evalúa las segundas derivadas covariantes del tensor de

curvatura, el cual es un tensor de segundo orden en las derivadas de gµν , lo cual justifica que

sea un término FOG en las ecuaciones de campo.

Un aspecto adicional interesante en torno a este modelo tiene que ver además con la intro-

ducción del término FOG en el extremo derecho de las ecuaciones de campo; en el sentido

de las fuentes de campo gravitacional, este juega el papel de término de fuente para dicho

campo, adicional a la fuente definida por los campos de materia establecidos en el tensor

enerǵıa-momentum Tµν . En este contexto, la presencia de tal término representaŕıa una in-

teracción con la geometŕıa, manifestada en un intercambio de enerǵıa entre los campos de

materia y la geomtŕıa del espacio-tiempo. Tal noción implica además que, bajo los principios

de la relatividad general y las leyes de conservación [7, 12], las ecuaciones (1-1) implican que

el término FOG deba tener divergencia nula, satisfaciendo aśı l conservación de la enerǵıa

en relatividad general. Aśı, el estudio del modelo FOG motiva a explorar las implicaciones

a nivel f́ısico de estas nuevas ecuaciones de campo en la definición misma de la gravedad,

cuestión que los autores definen para la explicación de las curvas de rotación de galaxias

en este marco [3, 4], obteniendo resultados contrastables con los obtenidos en teoŕıas como

MOND y STVG aplicadas a este problema en particular.

La radiación gravitacional predicha en la relatividad general es construida a partir de las

ecuaciones de campo de Einstein en la aproximación de campo débil, donde tales expresiones

conducen a ecuaciones de onda sobre la métrica gµν del espacio-tiempo. En este mismo mar-

co, el ĺımite newtoniano que se obtiene a partir de estas ecuaciones conduce a la ecuación de

Poisson gravitacional clásica, donde las nociones aceptadas en relatividad general son exten-

didas en el ĺımite de campos gravitatorios débiles [3, 7, 12]. El modelo FOG introducido en

(1-1), conduce a ecuaciones de onda biarmónicas en este ĺımite. De una forma interesante,

el ĺımite newtoniano de las ecuaciones (1-1) conduce a una ecuación biarmónica de Poisson

para el campo gravitacional clásico, cuya solución para problemas como el sistema binario

implica la modificación del potencial gravitacional newtoniano por un término de Yukawa,

aspecto de gran interés en el abordaje de problemas como el comportamiento no kepleriano

de las curvas de rotación de galaxias [3, 4]. En particular, el modelo STVG conduce a que

la aceleración gravitacional de las galaxias se compone precisamente de la adición de una

aceleración derivada de un potencial de Yukawa a la aceleración newtoniana de estas, aspecto

que motiva a abordar este mismo problema con un modelo FOG, introducido por los autores

por (1-1).

Este fenómeno tiene una conexión estrecha con el modelo de materia oscura, en el cual

dicho comportamiento no kepleriano se asocia a la existencia de esta. En el modelo estándar
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ΛCDM , las ecuaciones de Einstein incluyen un término proporcional al tensor métrico gµν
por medio de la constante cosmológica Λ, a través de la cual se intenta explicar la expansión

acelerada del universo [7, 8, 18, 21, 22]. Pese a que este modelo se ajusta notablemente a las

observaciones cosmológicas, no se tiene evidencia directa aún de materia oscura en la data

observacional, como tampoco una medición aceptable para Λ, de 120 órdenes de magnitud

más pequeña que el orden predicho en observaciones cosmológicas. En lugar de ello, se

propone el modelo FOG [3] para explicar la aceleración cósmica a través del comportamientos

de las curvas de rotación modelada por teoŕıas de gravedad modificada, como STVG o FOG

[4].

El presente trabajo ilustra en forma detallada el ejercicio de aplicación del modelo FOG en

la descripción de la radiación gravitacional procedente de un sistema binario. Dentro de la

literatura ya existente sobre este problema, los autores construyen las ecuaciones de onda

con término de cuarto orden. Como objetivo principal, el trabajo explica con profundidad

la construcción de las ecuaciones de onda gravitacional a partir de este modelo y el método

de solución de estas [3, 17], para su posterior aplicación a este sistema f́ısico en particular.

Posteriormente, se hará uso de las soluciones de las ecuaciones de onda para el cálculo de la

potencia radiada o enerǵıa transportada por unidad de tiempo por ondas gravitacionales, y se

abordarán las ecuaciones de campo FOG en el ĺımite newtoniano para mostrar la construcción

de la ecuación de Poisson biarmónica que da lugar a la modificiación del potencial newtoniano

gravitacional por un potencial de Yukawa aplicado al sistema binario, que en este caso estará

asociado a los parámetros de la teoŕıa. Se estudiará la aplicación de este potencial en la

descripción de aspectos como las pérdidas de enerǵıa del sistema por radiación gravitacional,

el decaimiento del peŕıodo y su relación con las pérdidas de enerǵıa y el corrimiento del

periastro orbital, lo cual permitirá encontrar valores posibles para el factor de escala L

al considerar el caso del pulsar binario Hulse-Taylor, cuyos parámetros orbitales y valores

correspondientes al corrimiento del periastro y decaimiento del peŕıodo orbital son conocidos

en la literatura [3, 10].



2. Construcción geométrica de las ondas

gravitacionales en Relatividad General

En este caṕıtulo se describirá la construcción de las ondas gravitacionales a partir de las

ecuaciones de campo de Einstein de la relatividad general. Dicha construcción se obtiene

directamente al definir las soluciones de estas ecuaciones como una expansión de la métrica

espacio-tiempo, gµν , en torno al espacio tiempo de Minkowski, ηµν , considerando los términos

hasta primer orden en dicha expansión. Este método es equivalente a linealizar las ecuaciones

de campo gravitacional, o lo que es lo mismo, construir las soluciones de estas últimas ex-

tendidas a campos gravitacionales débiles. En este contexto, se habla de un espacio - tiempo

minkowskiano perturbado, donde las ecuaciones correspondientes pueden reducirse a ecuacio-

nes de tipo onda, añadiendo además un conjunto de condiciones sobre gµν (gauge), a través

de las cuales se reduce el número de elementos independientes de esta. El resultado, como

se verá en esta sección, permitirá sintetizar la noción de radiación gravitacional, entendida

esta como perturbación sobre el espacio-tiempo de Minkowski.

2.1. Métrica espacio-tiempo de campo débil

La descripción de la gravedad en relatividad general viene representada por las ecuaciones de

campo de Einstein, donde se establece una conexión directa entre la geometŕıa del espacio-

tiempo y los campos de materia [5],

Rµν −
1

2
Rgµν =

8πG

c4
Tµν , (2-1)

donde el lado izquierdo contiene la información geométrica de la variedad espacio-tiempo

de 4 dimensiones, y el lado derecho representa los campos de materia, enerǵıa y momentum

dados por el tensor Tµν .

En particular, se pretende estudiar las soluciones de estas ecuaciones en el caso de campos

gravitacionales débiles, contexto en el cual será posible estudiar el problema de la radiación

gravitacional. Concretamente las soluciones de (2-1) a estudiar aplican a un espacio-tiempo

de Minkowski débilmente perturbado [12], descrito por una métrica gµν expandida en torno
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a un background de Minkowski.

Definimos un marco de referencia con el background de Minkowski, en el cual es posible

introducir una solución de la forma

gµν = ηµν + hµν(x), |h| << 1 (2-2)

donde hµν(x) es un campo tensorial que define la perturbación a primer orden en el back-

ground de Minkowski, que generalmente de depende de la carta coordenada x = xα, definida

en el marco escogido.

Si bien (2-2) se cumple en el marco de referencia dado, puede existir otro marco de referen-

cia en donde dicha métrica también se cumpla, puesto que (2-2) se define en una región lo

suficientemente grande del espacio-tiempo como para que gµν sea comparable con ηµν en el

ĺımite asintótico. Por otra parte, la escogencia de un marco de referencia dado para (2-2)

supone un problema desde el contexto de la invariancia de Lorentz para dos marcos de refe-

rencia dados. Sin embargo, tal invariancia se mantiene para marcos de referencia conectados

por un conjunto de transformaciones de Lorentz globales, las cuales, como veremos, man-

tendrán la invariancia de g y definirán el carácter tensorial de h, aśı como por un conjunto

de transformaciones infinitesimales de coordenadas sobre las componentes de xσ, bajo las

cuales se construyen las condiciones con las que las componentes de h son invariantes en

estas transformaciones (gauge).

2.1.1. Transformaciones de Lorentz globales

Dados dos marcos de referencia Σ y Σ′, tales que las cartas coordenadas correspondientes

están relacionadas mediante una transformación lineal

xα −→ x′β = Λβ
α x

α,

donde las componentes de la transformación Λβ
α definen la matriz de transformación de

Lorentz, las cuales satisfacen la invariancia del tensor métrico de Minkowski en la forma

ηµν = Λα
µ Λβ

ν ηαβ,

el tensor métrico gµν transforma como

g′µν = Λα
µ Λβ

ν gαβ = Λα
µ Λβ

ν (ηαβ + hαβ) = ηµν + h′µν , (2-3)
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se deduce que

h′µν = Λα
µ Λβ

ν hαβ, (2-4)

donde h es un tensor bajo transformaciones de Lorentz.

2.1.2. Transformaciones infinitesimales; gauge sobre la métrica

Veremos ahora cómo transforma hµν bajo transformaciones infinitesimales de coordenadas,

a partir de las cuales se deducirán condiciones interesantes de invariancia sobre la métrica

(gauge) [12, 13, 18]. En particular, una transformación infinitesimal de coordenadas definirá

variaciones de ese mismo orden sobre el background de Minkowski, en concordancia con

(2-2), lo cual es caracteŕıstico del papel que desempeña el término hµν en la métrica g. En

primera instancia, def́ınase la transformación infinitesimal

x′α = xα + ψα(x), (2-5)

tal que ψα(x) son funciones arbitrarias y de orden infinitesimal. En este sentido, la matriz

de transformación de (2-4) viene dada por

∂x′α

∂xβ
=

∂

∂xβ
(xα + ψα(x)) = δαβ + ∂βψ

α, (2-6)

aśı como la transformación inversa, derivada directamente de (2-4),

xα = x′α − ψα(x)
∂xα

∂x′β
=

∂

∂x′β
(x′α − ψα(x)) = δαβ − ∂β′ψα. (2-7)

La transformación sobre la métrica en la forma (2-5) y (2-6), manteniendo los términos de

primer orden en ψ y sus derivadas, se evalúa como

gµν =
∂x
′α

∂xµ
∂x′β

∂xν
g′αβ

= (δαµ + ∂µψ
α)(δβν + ∂νψ

β)g′αβ

= (δαµδ
β
ν + δαµ∂νψ

β + δβν ∂µψ
α + ∂µψ

α∂νψ
β)(ηαβ + h′αβ)

= ηµν + h′µν + ∂µψν + ∂νψµ +O(ψ2),

de lo cual, en virtud de (2-3), se obtiene la transformación de hµν bajo (2-5), como

h′µν = hµν − ∂µψν − ∂νψµ. (2-8)
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En general, (2-8) define una transformación de calibración o gauge sobre h, siendo este un

tensor en el background de Minkowski garantizado por la transformación dada por (2-4). En

vista de que hµν es solución de las ecuaciones de campo linealizadas en el marco de referencia

escogido, el nuevo tensor h′µν también es solución de tales ecuaciones en este mismo marco,

constituyendo aśı una solución equivalente para el campo gravitacional en la misma base

coordenada.

Forma contravariante de la métrica de campo débil

El tensor métrico (2-2) y su forma contravariante o inversa, gµν , deben satisfacer la condición

gµσ g
µα = δασ . (2-9)

Asúmase h̃αβ tal que gαβ = ηαβ + h̃αβ. Aśı, de (2-9) se tiene que

gµσ g
µα = (ηµσ + hµσ)(ηµα + h̃µα)

= ηµση
µα + ηµαhµσ + ηµσh̃

µα +O(h2)

= δασ + hασ + h̃ασ

= δασ

.

De aqúı que h̃ασ = −hασ , resultado sobre el cual puede aplicarse una vez más el difeomorfismo

de subir y bajar ı́ndices, manteniendo los términos lineales en h y despreciando los de orden

superior,

gβσh̃ασ = −gβσhασ ,

(ηβσ + h̃βσ)h̃ασ = −(ηβσ + h̃βσ)hασ −→ ηβσh̃ασ = −ηβσhασ ,

h̃αβ = −hαβ.

Con esto se obtiene la forma contravariante o inversa del tensor métrico (2-2), con la forma

gµν = ηµν − hµν . (2-10)
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2.1.3. Linealización de las ecuaciones de campo

La solución (2-2) expandida a primer orden en h introducida en las ecuaciones de campo

(2-1) permite obtener la aproximación linealizada o de campo débil de estas últimas, en el

marco definido donde (2-2) es válida.

En primera instancia, se construyen los elementos de la parte geométrica de (2-1), que

contiene información del campo gravitacional atribuida a la distribución de materia definida

en Tµν . Tales elementos, que corresponden al tensor de curvatura de Ricci Rµν y al escalar de

curvatura, R = gµνRµν , se definen a través de los coeficientes de conexión métrica o śımbolos

de Christoffel, Γµαβ, definidos por [12]

Γµαβ =
1

2
gµσ
(
∂αgβσ + ∂βgσα − ∂σgαβ

)
. (2-11)

Bajo (2-2), donde el background de Minkowski es fijo en las coordenadas xσ, i.e., ∂σηαβ = 0,

y despreciando los términos de orden superior en h, las conexiones métricas se reducen a

Γαβγ =
1

2
ηασ
[
∂γhσβ + ∂βhγσ − ∂σhβγ

]
+O(h2). (2-12)

Los śımbolos de Christoffel construyen los tensores de curvatura bajo la métrica (2-2) en

virtud de (2-12). El tensor de curvatura de Riemann, en particular, está definido en sus

componentes en la forma

Rα
µρν = ∂ρΓ

α
µν − ∂νΓαµρ + ΓλµνΓ

α
λρ − ΓλµρΓ

α
λν , (2-13)

el cual es lineal en las derivadas de la métrica en sus dos primeros términos y cuadrática

en estas en los dos últimos términos, razón por la cual estos últimos se desprecian. Aśı, en

la aproximación de campo débil, este tensor de curvatura es lineal en las derivadas de las

conexiones,

Rα
µρν ≈ ∂ρΓ

α
µν − ∂νΓαµρ + 0(h2). (2-14)

Por consiguiente, al aplicar (2-12) en cada término, se tiene

Rα
µρν ≈

1

2
∂ρ

[
ηασ
[
∂νhσµ + ∂µgνσ − ∂σhµν

]]
− 1

2
∂ν

[
ηασ
[
∂ρhσµ + ∂µhρσ − ∂σhµρ

]]
.

Reordenando los términos y teniendo en cuenta que ∂σηαβ = 0, se obtiene que
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Rα
µρν =

1

2

[
ηασ
[
∂ρ∂νhσµ + ∂ρ∂µhνσ − ∂ρ∂σhµν

]
− ηασ

[
∂ν∂ρhσµ + ∂ν∂µhρσ − ∂ν∂σhµρ

]]
.

El resultado anterior puede simplificarse adecuadamente al reescribir el tensor anterior ba-

jando el supráındice mediante la aplicación de la métrica. Bajo la aproximación de primer

orden,

Rϑµρν = ηϑαR
α
µρν +O(h2),

y considerando además la condición ηϑαη
ασ = δσϑ , se obtiene

Rϑµρν =
1

2

[
δσϑ
[
∂ρ∂νhσµ + ∂ρ∂µhνσ − ∂ρ∂σhµν

]
− δσϑ

[
∂ν∂ρhσµ + ∂ν∂µhρσ − ∂ν∂σhµρ

]]
+O(h2),

esto es,

Rϑµρν =
1

2

[
∂ρ∂νhϑµ + ∂ρ∂µhνϑ − ∂ρ∂ϑhµν − ∂ν∂ρhϑµ − ∂ν∂µhρϑ + ∂ν∂ϑhµρ

]
+O(h2), (2-15)

resultado en el cual algunos términos se cancelan bajo la simetŕıa de los operadores diferen-

ciales en el background minkowskiano

Rϑµρν =
1

2

[
∂ρ∂µhνϑ − ∂ρ∂ϑhµν − ∂ν∂µhρϑ + ∂ν∂ϑhµρ

]
+O(h2). (2-16)

El resultado (2-16) es el tensor de Riemann en aproximación de campo débil. Vemos que la

expansión a primer orden de la métrica transforma este tensor de curvatura de tal manera

que es lineal en términos de segundo orden en las derivadas de la contribución h, y que

además preserva la invariancia bajo el gauge (2-8).

Por su parte, el tensor de Ricci, se construye a partir de la contracción del tensor de Riemann

en un tensor del tipo (0,2)

Rαβ = gµνRµανβ, (2-17)

donde, bajo la aproximación a primer orden en el término perturbativo de la métrica (2-1),

nuevamente se aproxima a la contracción de los ı́ndices a través del tensor de Minkowski:
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Rαβ = Rαβ = (gµν + hµν)Rµανβ = ηµνRµανβ +O(h2). (2-18)

Aśı, la aplicación de esta contracción en (2-16) conduce a

Rαβ =
1

2
ηµν
[
∂ν∂αhµβ − ∂ν∂µhαβ − ∂β∂αhµν + ∂β∂µhαν

]

=
1

2

[
∂µ∂αhµβ − ∂µ∂µhαβ − ∂β∂αhνν + ∂β∂

νhαν

]
.

En esta última expresión se identifican elementos como la traza de hµν definida por hνν = h,

aśı como el operador de D’Alembert en 4 dimensiones: � = ∂µ∂µ = −∂0∂
0 + ∂j∂

j, tales que

(2-18) conduce al tensor

Rαβ =
1

2

[
∂µ∂αhµβ −�hαβ − ∂α∂βh+ ∂β∂

νhαν

]
. (2-19)

Escalar de curvatura

El escalar de Ricci o escalar de curvatura se construye a partir del correspondiente tensor

de Ricci (2-19) como

R = gαβRαβ = ηαβRαβ +O(h2). (2-20)

Por consiguiente, dicho escalar es calculado como

R =
1

2
ηαβ
[
∂µ∂αhµβ−�hαβ−∂α∂βh+∂β∂

νhαν

]
=

1

2

[
∂µ∂βhµβ−�(ηαβhαβ)−∂α∂αh+∂α∂νhαν

]
,

en donde aparecen nuevamente la traza de hαβ definida por h = ηαβhαβ y términos semejantes

que se suman por la conmutatividad de las derivadas parciales. Se obtiene

R = ∂µ∂νh
µν −�h, (2-21)

donde el primer término es equivalente a ∂µ∂νhµν por la regla de subir y bajar ı́ndices bajo

ηαβ, válida en esta aproximación a primer orden.
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Ecuaciones de campo linealizadas

La incorporación del tensor de curvatura (2-19), junto con el escalar de Ricci (2-21) y consi-

derando nuevamente las contribuciones a primer orden en la métrica y sus derivadas, conduce

a las ecuaciones de campo de Einstein linealizadas

∂µ∂αhµβ −�hαβ − ∂α∂βh+ ∂β∂
νhαν − ηαβ(∂µ∂νh

µν −�h) =
16πG

c4
Tαβ. (2-22)

Estas ecuaciones definen la solución hµν para la métrica (2-2) en el sistema coordenado xσ

del marco de referencia asociado. En suma, se tiene un conjunto de 10 componentes inde-

pendientes para h asociadas a los elementos del tensor enerǵıa-momentum Tαβ. No obstante,

este número de elementos independientes se reduce al aplicar las condiciones gauge (2-8)

sobre las componentes de hµν , y permitirán simplificar las ecuaciones (2-22) reduciéndolas

a ecuaciones de onda en 4 dimensiones, con las cuales se representa la noción de radiación

gravitacional en relatividad general.

2.1.4. Gauge sobre la métrica

Como se vio en la subsección (2.1.2), la aplicación de un gauge sobre hµν construye un

conjunto de soluciones equivalentes de las ecuaciones de campo de Einstein a partir de la

solución original de la métrica dada por (2-2). En general, la aplicación de (2-8) sobre las

ecuaciones (2-22) simplificarán las ecuaciones linealizadas del campo gravitacional, bajo la

escogencia adecuada de las funciones ψα.

Transformación sobre hµν

La transformación trace-reversed sobre hµν es tal que se forma un nuevo tensor métrico, h̄µν
en la forma

h̄µν = hµν −
1

2
ηµνh, (2-23)

tal que su traza es el negativo de la traza del tensor original: h̄ = −h. Este tensor a su vez

permite escribir este último en la transformación inversa

hµν = h̄µν −
1

2
ηµν h̄

¯̄hµν = hµν (2-24)

Esta métrica (que por supuesto está definida en el sistema de hµν) también es transformable

bajo el gauge (2-8). Para verlo, nótese en primera instancia que la traza de hµν transforma

a través de (2-8) como
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h′ = ηµνh′µν = ηµνhµν − ηµν∂µψν − ηµν∂νψµ = h− 2∂µψ
µ,

y además, el tensor transformado h̄′µν está definido en términos del tensor original hµν bajo

(2-23)

h̄′µν = h′µν −
1

2
ηµνh

′,

por lo que la aplicación de (2-8) en el tensor barrado actúa en la forma

h̄′µν =
(
hµν − ∂µψν − ∂νψµ

)
− 1

2
ηµν(h− 2∂ρψ

ρ)

=

(
hµν −

1

2
ηµνh

)
− ∂µψν − ∂νψµ − ηµν∂ρψρ,

h̄′µν = h̄µν − ∂µψν − ∂νψµ + ηµν∂ρψ
ρ. (2-25)

El reemplazo de (2-23) en las ecuaciones (2-22) da lugar a las nuevas ecuaciones de campo

∂µ∂σh̄
σ
ν + ∂ν∂σh̄

σ
µ − ηµν∂ρ∂σh̄ρσ −�h̄µν =

16πG

c4
Tµν . (2-26)

Gauge de Lorenz

La transformación (2-25) describe cómo transforma h̄µν bajo (2-8). Como se vio anterior-

mente, la transformación (2-8) permite escoger, sin pérdida de generalidad, el gauge sobre

la métrica construido en (2-8), y por ende en (2-25). Por otra parte, el tensor de Einstein

en las ecuaciones de campo (2-1) depende expĺıcitamente de las derivadas de la métrica en

el background escogido, por lo que las ecuaciones (2-26) pueden simplificarse mediante la

escogencia del gauge (2-25) tal que satisfaga la condición

∂µh̄
µν = 0. (2-27)

Para mostrar que esta condición es deducible del gauge (2-8), evaluamos (2-26) con respecto

a las coordenadas y aproximamos los términos hasta primer orden en h y ψ. Tenemos que

∂µh̄
′µν = ∂µh̄

µν − ∂µ∂µψν − ∂µ∂νψµ + ηµν∂µ∂ρψ
ρ

= ∂µh̄
µν −�ψν − ∂µ∂νψµ + ∂ν∂µψ

µ,
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∂µh̄
′µν = ∂µh̄

µν −�ψν . (2-28)

donde la transformación entre las derivadas de la métrica original y transformada es mediada

por las funciones ψα.

Puesto que los ψα son arbitrarios, pueden escogerse sin pérdida de generalidad de tal manera

que cumplan la condición �ψν = ∂µh
µν . Sea f ν(x) = ∂µh

µν [13], tal que se tiene la ecuación

diferencial

�ψα = fα(x), (2-29)

cuya solución para ψα puede construirse para una región de volumen V del background dada

en la que está definida fα. Dada la función de Green G(x, x′) asociada a (2-29) y que satisface

�G(x, x′) = δ(x− x′), (2-30)

de modo que la solución de (2-29) se construye en V en la forma integral

ψα(x) =

∫
V

fα(x′)G(x, x′) d4x′, (2-31)

se tiene que, al reemplazar en (2-29),

�ψα = �
∫
V

fα(x′)G(x, x′) d4x′

=

∫
V

fα(x′) �G(x, x′) d4x′

=

∫
V

fα(x′) δ(x− x′) d4x′

= fα(x).

En consecuencia, puede escogerse un sistema de coordenadas tal que sea posible definir (2-

29) y su correspondiente solución (2-31) en ese mismo sistema de referencia. Por ende, en el

mismo marco se ha de cumplir

∂µh
′µν = 0, (2-32)

resultado que en general es válido para cualquier marco de referencia en el background de

Minkowski. La condición (2-27) se conoce como el gauge armónico o gauge de Lorenz, que
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impone una restricción o ligadura sobre 4 componentes de la métrica, reduciendo a 6 el

número de componentes independientes de hµν .

2.1.5. Ecuaciones de campo bajo el gauge

Bajo el gauge (2-32), las ecuaciones de campo se simplifican, en vista de que 3 de los términos

geométricos se anulan. En consecuencia, las ecuaciones de campo se reducen a una ecuación

de onda en 4 dimensiones, con fuente la distribución de enerǵıa-momentum Tµν y solución

la métrica de campo débil

�h̄µν = −16πG

c4
Tµν . (2-33)

Nótese que la solución correspondiente es la de la métrica trace-reversed. En rigor, se tienen

6 componentes independientes de este tensor con los cuales se manifiesta la radiación gravi-

tacional como perturbaciones en el background de Minkowski representadas por el término

a primer orden en la expansión de la métrica sobre dicho background.

Gauge TT (traceless transverse)

La ecuación de onda (2-33) asocia la propagación de ondas gravitacionales a la fuente Tµν . En

particular, obsérvese que para el caso del vaćıo, donde la radiación gravitacional se propaga

fuera de la fuente, la solución para la métrica satisface

�h̄µν = 0, (2-34)

donde h̄µν satisface el gauge de Lorenz (2-32). La solución a estas ecuaciones puede cons-

truirse como superposición de ondas planas, en forma análoga a la electrodinámica clásica

[12]

h̄µν = Aµνe
ikσxσ , (2-35)

donde kσ representa el vector de onda asociado a h̄µν , cuya dirección está proyectada en la

dirección xσ. El término de amplitud Aµν (llamado también en la literatura tensor de ampli-

tud) generalmente se asume constante en el marco de la aproximación de onda plana [12]. Por

consiguiente, del gauge de Lorenz es claro que ∂µh̄
µν = Aµν∂µ(eikσx

σ
) = Aµν(ikσδ

σ
µ)eikσx

σ
=

iAµνkµe
ikσxσ = 0, de tal manera que la restricción (2-32) actúa directamente en el tensor de

amplitud,

Aµνkµ = 0, (2-36)
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manteniendo los 6 grados de libertad de la radiación gravitacional visibles en la amplitud

de onda, y el vector de onda kσ tiene la representación en términos de la frecuencia de onda

asociada ω y del vector de onda k del espacio tridimensional

kσ =

(
ω

c
,k

)
.

Puesto que el gauge de Lorentz es válido en el sistema de referencia tal que la métrica

transforma según (2-8), y las funciones ψα son arbitrarias pero tales que se preserva el orden

de hµν en la expansión (2-1), puede emplearse la transformación dada para el gauge de

Lorentz, i.e., la condición (2-32), tal que dicho gauge se preserva bajo la transformación. De

(2-28), esta condición se manifiesta en la forma

∂µh
′µν = 0 = ∂µh

µν −�ψν = −�ψν ,

de tal manera que puede hacerse la escogencia para estas funciones tal que �ψν = 0, y

bajo esta condición el gauge es invariante bajo la transformación (2-8). Veremos cómo esta

condición impone nuevas restricciones sobre el tensor de amplitud, y cómo da lugar a un

nuevo gauge para la métrica hµν .

En principio, las funciones ψα satisfarán soluciones tipo onda plana de la forma

ψσ(x) = aσeikαx
α

,

donde las amplitudes aσ se asumen en general complejas. La transformación de la amplitud

Aµν por (2-8) en virtud de esta solución se obtiene reemplazando esta última en (2-25) y

simplificando los términos exponenciales,

A′µνe
ikαxα = Aµνe

ikαxα − ∂µ(aνe
ikαxα)− ∂ν(aµeikαx

α

) + ηµν∂ρ(a
ρeikαx

α

)

A′µνe
ikαxα =

(
Aµν − ikµaν − ikνaµ + ηµνa

ρkρ
)
eikαx

α

,

de donde se obtiene que

A′µν = Aµν − ikµaν − ikνaµ + ηµνa
ρkρ. (2-37)

Obsérvese que este resultado define un gauge sobre el tensor de amplitud, análogo al caso

general (2-28), que a su vez cumple impĺıcitamente el gauge de Lorenz (2-32).

Examinemos ahora el efecto de esta transformación sobre las componentes del tensor de am-

plitud, considerando una dirección de propagación arbitraria. A modo de ejemplo, supóngase
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que se elige, sin pérdida de generalidad, tal dirección orientada en el eje espacial z = x(3). El

c-vector de onda asociado en sus componentes será kα = (ω/c, 0, 0, ω/c) = (k, 0, 0, k). En tal

caso, (2-36) conduce a que Aµ0 = Aµ3, lo cual, junto con la simetŕıa de Aµν , define el tensor

de amplitud en la forma

Aµν =


A00 A01 A02 A00

A01 A11 A12 A01

A02 A12 A22 A02

A00 A01 A02 A00

 . (2-38)

De estos elementos y de la transformación (2-37) se obtienen las relaciones de transformación

para los elementos de la matriz transformada, Aµν , expresadas en forma contravariante

A′00 = A00 − ik(a0 + a3) A′01 = A01 − ika1

A′02 = A02 − ika2 A′12 = A12

A′11 = A11 − ik(a0 − a3) A′22 = A22 − ik(a0 − a3).

Eligiendo las amplitudes aµ tales que

a0 = −i2A
00 + A11 + A22

4k
a1 = −iA

01

k

a2 = −iA
02

k
a3 = −i2A

00 − A11 − A22

4k
,

se obtienen los valores

A′00 = A′01 = A′02 = 0 A′11 = −A′22.

Vemos que la transformación (2-37) anula todos los elementos de (2-38) salvo los de la

submatriz central. Además, los elementos de la diagonal principal se anulan entre śı, por lo

que la traza de A′µν se anula bajo el gauge

A′µν =


0 0 0 0

0 A11 A12 0

0 A12 −A11 0

0 0 0 0

 , (2-39)
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Las anteriores condiciones para los elementos del tensor de amplitud transformado indican

además que los elementos de la diagonal principal y los elementos A12 son independientes,

mostrando aśı que la onda se propaga en dirección x(3) con dos grados de libertad o dos

estados de estados de polarización diferentes, cada uno de los cuales está definido por uno

de los elementos de (2-39).

Vemos que en virtud de (2-39) la solución para la métrica h̄µν tendrá también las mismas

propiedades. En suma, h̄µν será tal que satisface el gauge de Lorenz (2-32) y que además

satisface la forma matricial de (2-39). En este sentido, se define el gauge TT sobre la métrica,

que satisface

h̄0ν = 0 h̄µµ = 0 ∂ih̄
ij = 0, (2-40)

donde la primera condición se garantiza por (2-39) y por la simetŕıa de h̄µν , y la tercera se

deriva del gauge de Lorenz y de la primera condición, puesto que es evidente que h̄00 = 0 en

este gauge.

Conservación de la enerǵıa en el gauge de Lorenz

Puede comprobarse además que (2-29) satisface la conservación de Tµν , que para el back-

ground minkowskiano cumple que

∂µT
µν = 0. (2-41)

Para verlo, al definir (2-29) en forma contravariante y derivando ambos lados, tenemos que

∂µ�h̄
µν = �

(
∂µh̄

µν
)

= −16πG

c4
∂µT

µν = 0.

Obsérvese que tal condición se cumple en ambos lados de (2-29), en virtud del gauge armónico

(2-28) sobre la solución de h̄.



3. Ecuaciones de campo y radiación

gravitacional en el modelo FOG

Las ecuaciones de campo de Einstein definen el campo gravitacional para una distribución

de enerǵıa - momentum definida por Tµν , como se vio en el caṕıtulo 2. Se explorará ahora la

descripción de la gravedad en el marco de la teoŕıa de Gravedad de Cuarto Orden (FOG),

donde se incluye un término adicional en las ecuaciones de Einstein de segundo orden en

el tensor de curvatura (cuarto orden en las derivadas del tensor métrico), en virtud de la

ecuación (1-1). Para una distribución dada de enerǵıa-momentum Tµν , el término adicional

representa una contribución asociada a intercambios de enerǵıa entre materia y geometŕıa, lo

cual se verá reflejado al describir la radiación gravitacional en este marco. La descripción de

fenómenos como las curvas de rotación galáctica [4, 14, 15], motiva a explicar los resultados

observacionales asociados a partir de la inclusión de esta contribución al campo gravitacio-

nal, donde cantidades como la aceleración de las galaxias se obtienen en forma análoga otras

tepŕıas de gravedad modificada, como STVG y MOND [15]. En este caṕıtulo veremos cómo

se define la construcción de las ondas gravitacionales a partir de las ecuaciones de campo

modificadas, cuyas soluciones, como se verá más adelante, conducirán a que la enerǵıa trans-

portada por tales ondas depende además del este efecto de interacción, aspecto relevante en

el estudio de este modelo.

3.1. Término de cuarto orden en aproximación de campo

débil

Dentro de las ecuaciones de campo FOG, la presencia del término adicional representa una

contribución al campo gravitacional como término geométrico tipo fuente de campo [3, 4,

14, 15], definiendo aśı un efecto de interacción materia-geometŕıa que se manifiesta en el

comportamiento de la radiación gravitacional,

Rµν −
1

2
Rgµν =

8πG

c4
Tµν + L2gσαgγβRµανβ;σγ. (3-1)

En estas ecuaciones, L2 es el factor de escala de la teoŕıa cuyo orden de magnitud se con-

sidera pequeño comparado con las dimensiones de la distribución Tµν , caracterizando aśı el
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efecto perturbativo de este término en las soluciones para el campo gravitacional asociado a

dicha fuente Tµν . De las identidades de Bianchi aplicadas a las ecuaciones de Einstein (2-1),

se desprende que ∇αG
αβ = 0 para el tensor de Einstein, lo cual conduce a la conservación de

la enerǵıa representada por ∇αT
αβ = 0. En rigor, tales condiciones implican que la derivada

covariante sobre este término de cuarto orden sea también nula, en concordancia con estas

condiciones y las ecuaciones (3-1). En este sentido, esta interacción enerǵıa-geometŕıa debe

contribuir a la conservación de la enerǵıa, aspecto exigido por el modelo [3]. Como veremos

más adelante, esta condición se satisface directamente para el caso de la perturbación sobre el

background curvo definido por (2-2). Para el caso de esta métrica para un background curvo,

esta condición no es inmediata. Siendo la métrica (2-2) definida en el background de Min-

kowski, no nos enfocaremos en esta cuestión, y partiremos de que la condición ∇αG
αβ = 0

se mantiene válida como condición fundamental impuesta en el modelo FOG.

En primera instancia, se desarrollará el término adicional de (3-1) en el régimen de campo

débil donde se asume una solución de la forma (2-2) para las ecuaciones modificadas. Como

ya se vio en el caṕıtulo 2, el ĺımite de campo débil no estático del campo gravitacional se

construye a partir de soluciones del tipo (2-2), donde las ecuaciones del campo gravitacional

resultantes corresponden a ecuaciones de onda donde la métrica hµν es restringida al gauge

de Lorenz. Se examinará cómo se comportan las ecuaciones (3-1) en esta aproximación, y se

construirá la ecuación de onda derivable de (3-1) bajo la aplicación de dicho gauge.

3.1.1. Linealización del término perturbativo

El término de cuarto orden de (3-1) es proporcional a las derivadas covariantes de segundo

orden del tensor de curvatura. Bajo la expansión (2-2), este término transforma como

gσαgγβRµανβ;σγ = gσαgγβ∇σ∇γRµανβ

= (ησα − hσα)(ηγβ − hγβ)∇σ∇γRµανβ

= ησαηγβ∇σ∇γRµανβ +O(h2).

Además, las derivadas covariantes dependen de términos a orden superior en h, por lo que

sólo se tiene en cuenta la aplicación de este operador diferencial como las derivadas parciales

con respecto a la carta coordenada para el tensor de curvatura

∇γRµανβ = ∂γRµανβ +O(h2).

Entonces la nueva contribución se reduce a

gσαgγβRµανβ;σγ = ησαηγβ∂σ∂γRµανβ = ∂α∂βRµανβ.
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Aplicando (2-16), se tiene la forma expĺıcita

∂α∂βRµανβ =
1

2

[
∂α∂β∂ν∂αhµβ + ∂α∂β∂β∂µhαν − ∂α∂β∂ν∂µhαβ − ∂α∂β∂β∂αhµν

]
, (3-2)

donde se observa que

∂α∂β∂β∂αhµν =∂α∂α∂
β∂βhµν = �2hµν ,

∂α∂β∂ν∂αhµβ =∂β∂ν∂
α∂αhµβ = ∂β∂ν�hµβ,

∂α∂β∂β∂µhαν =∂α∂µ∂
β∂βhαν = ∂α∂µ�hαν .

Por lo tanto

∂α∂βRµανβ =
1

2

[
∂β∂ν�hµβ + ∂α∂µ�hαν −�2hµν − ∂α∂β∂µ∂νhαβ

]
, (3-3)

resultado en el cual todos los términos son lineales en las derivadas de cuarto orden de la

métrica.

3.1.2. Cálculo del escalar de curvatura

De las ecuaciones de campo (2-1) se obtiene el escalar de curvatura bajo la métrica gµν . Para

ello basta con trazar ambos lados de (2-1) y tener en cuenta la condición gβσg
ασ = δαβ . Aśı,

en RG el escalar de Ricci es proporcional a la traza del tensor enerǵıa-momentum

R = −kT , k =
8πG

c4
, (3-4)

donde R es a su vez equivalente a (2-21) en virtud de (2-2) y R = 0 bajo el gauge TT.

Al trazar las ecuaciones modificadas (3-1), el escalar de curvatura correspondiente es el

escalar de RG con la contribución FOG en la forma

R = −
(
kT + L2gµν∇α∇βRµανβ

)
, (3-5)

donde R se reduce a (3-4) con L = 0. Es claro que este escalar de curvatura ya no se anula

en el vaćıo, contrario al caso relativista.

Veamos cómo transforma R bajo la métrica de campo débil (2-2). En esta expansión, la

contracción de ı́ndices se reduce a la aplicación de ηµν
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−R = kT + L2gµν∇α∇βRµανβ ≈ kT + L2ηµν∂α∂βRµανβ +O(h2),

donde, por (2-16), se tiene que

R = −kT − L2

2
ηµν [∂β∂ν�hµβ + ∂α∂µ�hαν −�2hµν − ∂α∂β∂µ∂νhαβ]

= −
(
kT − L2

2
[�2h+ ∂α∂β�hαβ − ∂β∂µ�hµβ − ∂α∂ν�hαν ]

)
.

Puesto que las derivadas parciales conmutan en el background, se obtiene el siguiente escalar

de curvatura modificado

R = −
(
kT +

L2

2
[�2h− ∂α∂β�hαβ]

)
. (3-6)

En consecuencia, el término tensorial asociado al escalar de Ricci en las ecuaciones de campo

(3-1) y el escalar de curvatura (3-5), bajo la expansión (2-2) este se reduce a

1

2
Rgµν = −k

2
ηµνT −

L2

4
ηµν [�

2h− ∂α∂β�hαβ] +O(h2). (3-7)

3.2. Ecuaciones de campo FOG

Veamos ahora la linealización de las ecuaciones (3-1) con lo calculado en el caṕıtulo (2) para

los tensores y escalar de curvatura y el término FOG expandido a primer orden en hµν .

Al incorporar (2-19), (3-3) y (3-7) en (3-1), las ecuaciones de campo FOG con distribución

enerǵıa-momentum Tµν toman la forma

�hµν + ∂µ∂νh− ∂σ∂µhσν − ∂ν∂σhµσ +
k

2
ηµνT +

L2

2
ηµν [∂

α∂β�hαβ −�2h]

= kTµν + L2[�2hµν + ∂α∂β∂µ∂νhαβ − ∂β∂ν�hµβ − ∂α∂µ�hαν ]. (3-8)

Claramente las ecuaciones de campo modificadas son de cuarto orden en hµν , donde la con-

tribución FOG está asociada al factor de escala L. De manera análoga a lo discutido en

la subsección (2.1.4), estas ecuaciones pueden se reescritas en términos del trace-reversed

tensor h̄µν y simplificadas mediante la aplicación del gauge (2-28), reduciendo a 6 el número

de elementos independientes de la métrica.

En primera instancia, se examinarán las ecuaciones (3-8) con solución en el vaćıo (i.e.,

Tµν = 0) caso en para el cual se describe la interacción de part́ıculas de prueba en el
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background de Minkowski con la radiación gravitacional propagándose fuera de la fuen-

te. Posteriormente se construirá la ecuación de onda con fuentes cercanas, para part́ıculas

de prueba en cercańıas de la distribución Tµν .

3.2.1. Ecuaciones de campo en términos del trace-reversed

En concordancia con lo discutido en (2.1.4), la incorporación del trace-reversed (2-24) en las

ecuaciones de campo y la aplicación del gauge armónico (2-28) y del gauge TT permiten

simplificar las ecuaciones de campo y reducir el número de grados de libertad para la radia-

ción gravitacional.

En virtud de (2-22), el trace-reversed define la transformación

h̄αβ = hαβ −
1

2
ηαβh,

donde

h̄ = −h.

Se vio además que la transformación inversa para (3-13) está dada por (2-24)

hαβ = h̄αβ −
1

2
ηαβh̄.

Reescribiendo las ecuaciones (3-8) en el vaćıo y en términos de h̄αβ y su traza, se obtiene

�h̄µν −
1

2
ηµν�h̄− ∂µ∂ν h̄− ∂σ∂µh̄σν +

1

2
ησν∂

σ∂µh̄− ∂ν∂σh̄µσ

+
1

2
ηµσ∂ν∂

σh̄+
L2

2
ηµν

[
�2h̄+ ∂α∂β�h̄αβ −

1

2
ηαβ∂

α∂βh̄

]

= L2

[
�2h̄µν −

1

2
ηµν�

2h̄+ ∂α∂β∂µ∂ν h̄αβ −
1

2
ηαβ∂

α∂β∂µ∂ν h̄

−∂β∂ν�h̄µβ +
1

2
ηµβ∂

β∂ν�h̄− ∂α∂µ�h̄αν +
1

2
ηαβ∂

α∂µ�h̄

]
, (3-9)

donde la contribución de cuarto orden muestra claramente las contribuciones en cuartas

derivadas de la métrica barrada y su traza.
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3.2.2. Gauge TT y ecuación de onda gravitacional de cuarto orden

Aplicando la condición dada por el gauge de Lorenz

∂µh̄
µν = 0, (3-10)

las ecuaciones de campo (3-9) se simplifican de tal manera que desparecen aquellos términos

que dependen de las derivadas mixtas de este, de forma análoga al caso relativista visto en

la sección (2.1.4). Bajo este gauge, la ecuación de campo (3-9) tiene la forma

�h̄µν −
1

2
ηµν�h̄+

L2

4
ηµν�

2h̄ = L2

[
�2h̄µν −

1

2
ηµν�

2h̄+
1

2
∂µ∂ν�h̄

]
. (3-11)

La condición adicional impuesta para la traza de h̄µν anula los términos de (3-11) asociados

a la traza, de tal forma que se garantiza la transversalidad de la onda gravitacional

h̄ = 0, (3-12)

En consecuencia, las ecuaciones de campo gravitacional en el vaćıo se reducen a

�h̄µν = L2�2h̄µν ,

resultando una ecuación de onda de cuarto orden definida sobre las dos componentes inde-

pendientes de la métrica, en rigor a lo discutido en la sección (2.1.4),

(L2�− 1)�h̄µν = 0. (3-13)

Ecuación de onda con fuentes

En presencia de fuentes (Tµν 6= 0), las ecuaciones de campo (3-13) se escriben

�h̄µν −
1

2
ηµν�h̄+

L2

4
ηµν�

2h̄ =
16πG

c4

(
Tµν −

1

2
ηµνT

)
+L2

[
�2h̄µν −

1

2
ηµν�

2h̄+
1

2
∂µ∂ν�h̄

]
.

(3-14)

donde, bajo las condiciones (2-40) impuestas por el gauge TT, se obtiene la correspondiente

ecuación de onda gravitacional FOG con fuentes

(L2�− 1)�h̄µν =
16πG

c4
Tµν . (3-15)
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Tanto (3-13) como (3-15) se reducen al caso relativista en el ĺımite L −→ 0. El tensor enerǵıa-

momentum Tµν depende de los campos de materia definidos en la métrica (2-2) con el back-

ground de Minkowski, de tal manera que bajo la aproximación de campo débil este tensor

no depende de términos a orden superior en h, lo cual permite demostrar la conservación de

Tµν en el background de Minkowski.

3.3. Conservación de la enerǵıa-momentum

De la compatibilidad del tensor de Einstein se garantiza la conservación de la enerǵıa y

momentum para una dsitribución dada por el tensor Tµν

∇αT
αβ = 0. (3-16)

Por efecto de las identidades de Bianchi, el tensor de Einstein satisface

∇αG
αβ = 0, (3-17)

de lo cual implica la ley de conservación (3-4). Las condiciones anteriores implican que las

ecuaciones de campo modificadas (3-1) imponen la misma condición sobre el término de

cuarto orden

ησαηγβ∇νRµανβ;σγ = 0, (3-18)

esto es:

∇ν(∂α∂βRµανβ) = 0. (3-19)

En el background de Minkowski y en virtud de la expansión de la métrica (2-2), la derivada

covariante en (3-19) se reduce a derivadas parciales aplicadas al tensor de curvatura. En tal

caso, de (2-16) y (3-2), se tiene que

∂ν(∂α∂βRµανβ) = ηρν∂ρ(∂
α∂βRµανβ)

=
1

2
ηρν
[
∂ρ∂

β∂ν�hµβ + ∂ρ∂
α∂µ�hαν − ∂ρ�2hµν − ∂ρ∂α∂β∂µ∂νhαβ

]
=

1

2

[
∂β∂ν∂ν�hµβ + ∂ν∂α∂µ�hαν − ∂ν�2hµν − ∂α∂β∂µ∂ν∂νhαβ

]
=

1

2

[
∂β�2hµβ + ∂ν∂α∂µ�hαν − ∂ν�2hµν − ∂α∂β∂µ�hαβ

]
= 0.

.
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Vemos que (3-19) se cumple bajo la métrica original de (2-2). Nótese, sin embargo, que el

gauge TT también garantiza (3-19). Para verlo, basta con escoger las funciones ψα en (2-27)

de tal forma que �ψα = 0, que por (2-40) garantiza que h̄µν = hµν . Por consiguiente, cada

término del último paso se anula individualmente en virtud del gauge de Lorentz.



4. Solución de la ecuación de onda

gravitacional FOG

Se abordará el método t́ıpico de solución de las ecuaciones (3-15) para una distribución

enerǵıa-momentum dada Tµν empleando el método de funciones de Green para representar

las soluciones de estas ecuaciones en forma integral sobre el volumen del espacio-tiempo

donde está definida Tµν . Para la descripción de la radiación gravitacional, la solución para

la función de Green tiene en cuenta las nociones análogas a la electrodinámica [7, 12, 18],

donde la solución de las ecuaciones de onda para el campo electromagnético no viola la

causalidad. Por ende, se ha de construir la funcón de Green retardada del problema (3-15)

para la distribución Tµν .

4.1. Ecuación de onda modificada y solución general para

una distribución enerǵıa-momentum

4.1.1. Definición de la función de Green

La métrica de campo débil satisface, para una fuente Tµν dada,

(L2�2 − 1)�h̄µν(x) =
16πG

c4
Tµν(x), (4-1)

donde la distribución de enerǵıa-momentum, aśı como la métrica, dependen de las coorde-

nadas x ≡ xσ del background. Dado Tµν definido en una región de volumen V del espacio-

tiempo, la solución para h̄µν se construye a partir de la función de Green asociada y de Tµν ,

en la forma

h̄µν(x) =
4G

L2c4

∫
d4x′G(x, x

′)Tµν(x
′), (4-2)

donde x ≡ xσ, x′ ≡ x′σ. La ecuación de Green asociada es de la forma

(�− α2)�G(x, x
′) = 4πδ(x− x′), (4-3)
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donde α2 = 1/L2. La función de Green puede construirse siguiendo el método de integración

en el espacio de Fourier, que se abordará más adelante.

Teniendo en cuenta los operadores (�− α2) y � presentes en (4-1) y (4-3), se propone para

G(x, x′), una solución definida como la combinación de dos contribuciones independientes,

g1(x, x′) y g2(x, x′), en la forma [8]

G(x, x′) =
1

α2
[g1(x, x′)− g2(x.x′)], (4-4)

tales que las funciones g1 y g2 satisfacen, respectivamente,

(�− α2)g1(x, x′) = 4πδ(x− x′), (4-5)

�g2(x, x′) = 4πδ(x− x′). (4-6)

Para mostrar que (4-2), con función de Green dada por la descomposición (4-4) y las condi-

ciones impuestas en (4-5) y (4-6) es solución de (4-1), nótese en primera instancia que estos

operadores conmutan, i.e., [�,�−α2] = 0. Por consiguiente, al reemplazar (4-4) en (4-2), y

teniendo en cuenta la acción de los operadores en (4-5) y (4-6) en los términos de (4-4), se

tiene que

�(�− α2)h̄µν(x) =
4πG

L2c4
�(�− α2)

∫
d4x′GR(x, x′)Tµν(x

′)

=
4Gα2

c4
�(�− α2)

∫
d4x′[g1(x, x′)− g2(x, x′)]Tµν(x

′)

=
4Gα2

c4

[
�(�− α2)

∫
d4x′[g1(x, x′)]Tµν(x

′)

−�(�− α2)

∫
d4x′[g2(x, x′)]Tµν(x

′)

]
.

Aplicando la relación de conmutación de los operadores en cada integral teniendo en cuenta

las ecuaciones (4-5) y (4-6), se obtiene que
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�(�− α2)h̄µν(x) =
4Gα2

c4

[
�
∫
d4x′(�− α2)[g1(x, x′)]Tµν(x

′)

− (�− α2)

∫
d4x′�[g2(x, x′)]Tµν(x

′)

]
=

16πGα2

c4

[
�
∫
d4x′δ(x− x′)Tµν(x′)− (�− α2)

∫
d4x′δ(x− x′)Tµν(x′)

]
=

16πGα2

c4

[
�Tµν(x)− (�− α2)Tµν(x)

]
=

16πG

L2c4
Tµν(x),

donde se comprueba que la combinación (4-4) para la función de Green, donde los términos

de esta satisfacen (4-5) y (4-6), es solución de (4-1), con función de Green solución de (4-3).

Solución f́ısica para G(x, x′)

La función de Green de (4-2), similarmente al caso electromagnético [2,5,21], puede descom-

ponerse en funciones de Green retardada y avanzada. Para un detector con cuadrivector de

posición ubicado en xα, las señales que recibe en un instante t provienen de la fuente que las

emite en un instante t′ < t, esto es, existe conexión causal entre la emisión de la onda gravi-

tacional en Tµν y la detección de esta por parte de la fuente en el instante t. Por tal motivo,

la función de Green del problema (4-1) con solución (4-2) no debe violar la causalidad [3,8],

papel que desempeña la contribución retardada de la función de Green. Por ende, la función

G(r, r’) de (4-3) puede construirse en la forma [17]

GR(x, x′) = Θ(t− t′)g(x− x′), (4-7)

donde la función de Heaviside garantiza que GR = 0 para t′ > t, condición que satisfaŕıa la

función de Green avanzada. Las contribuciones g1 y g2 serán entonces funciones de Green

retardadas de la forma (4-7), cuya solución anaĺıtica se determinará en rigor a las ecuaciones

(4-5) y (4-6), aplicando el método directo de solución en el espacio de momentums (k)

determinando las transformadas de Fourier de las soluciones respectivas para g1 y g2.

4.1.2. Función de Green: integración en el espacio complejo

Se construye por separado cada uno de los términos de la solución, g1 y g2, resolviendo

separadamente las ecuaciones (4-5) y (4-6) en el espacio de Fourier. En otras palabras, se

construye la solución para la función de Green en el espacio de momentum y resolviendo

para la transformada de Fourier de dicha función, definida por
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GR(x, x′) =
1

(2π)4

∫
G̃R(k)eik·(x−x

′)d4k, (4-8)

donde la integral definida en el espacio-tiempo de Fourier es tal que la componente temporal

está asociada al eje de frecuencias, ω, y las otras tres componentes se definen en la parte

espacial, en la cual se definen las componentes del vector de onda, k. Además, G̃R(k) es tal

que

G̃R(k) = L2[g̃1(k)− g̃2(k)], (4-9)

siendo g̃1(k) y g̃2(k) las respectivas transformadas de Fourier de los términos g1(x, x′) y

g2(x, x′) de (3-4), definidas de forma análoga a (4-7). Para fines prácticos de cálculo para la

función de Green, se asignarán las unidades gaussianas para las cantidades f́ısicas, designan-

do c = G = 1.

Solución para g1(x, x′)

La transformada de Fourier de esta primera contribución es introducida en la ecuación (3-

5), donde el operador (� − α2) actúa sobre las coordenadas no primadas x. Asimismo, se

introduce la delta de Dirac como la transformada de Fourier de f(k) = 1:

δ(x− x′) =
1

(2π)4

∫
eik·(x−x

′)d4k (4-10)

Reemplazando (4-9) y g1(x, x′) en términos de su transformada de Fourier en la ecuación

(4-5), se tiene que:

(�− α2)g1(x, x′) =
1

(2π)4

∫
g̃1(k)(�− α2)eik·(x−x

′)d4k

= − 1

(2π)4

∫
g̃1(k)[k2 + α2]eik·(x−x

′)d4k

=
4π

(2π)4

∫
eik·(x−x

′)d4k,

de donde se tiene la expresión para la transformada de Fourier de g1:

g̃1(k) = − 4π

k2 + α2
. (4-11)
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La norma del vector de onda de frecuencia ω es tal que k2 = −ω2 + k2. Para el cálculo de

(4-7) para g1(x, x′), resulta conveniente evaluar primero la parte temporal de la integral, ya

que esta es de una variable, y posteriormente evaluar la parte correspondiente a la integral

triple en la parte espacial. Tenemos la transformada de Fourier en términos de ω

g̃1(ω) = − 4π

ω2 − (k2 + α2)
. (4-12)

Este resultado expresado como función racional es reemplazado en la forma integral de

g1(x, x′) en rigor a (4-7)

g1(x, x′) =
4π

(2π)4

∫
1

ω2 − (k2 + α2)
eik·(x−x

′)dωd3k, (4-13)

donde el producto k · (x− x′) se descompone en la signatura utilizada (−,+,+,+) (conside-

rando c = 1) como [17]

k · (x− x′) = kα(xα − x′α) = −ω(t− t′) + k · (x− x’).

Para fines prácticos de notación, se emplean la siguientes identificaciones para las compo-

nentes espacial y temporal del cuadrivector relativo x− x′ y de la relación de dispersión

T = t− t′, X = x− x’, k̃ = k2 + α2,

En esta forma, la integral de volumen en 4 dimensiones de g̃1(x, x′) se descompone en las

partes temporal y espacial en la siguiente forma:

g1(x, x′) = − 4π

(2π)4

∫
1

ω2 − (k2 + α2)
eik·(x−x

′)d4k = − 1

(4π)3

∫ ∫
e−iωT

ω2 − (k2 + α2)
ei
~k· ~Xdωd3~k.

La integral con respecto a ω puede evaluarse en el plano complejo, asumiendo a ω la parte

real de una frecuencia compleja:

ω̄ −→ ω + iη,

de tal manera que (4-11) presenta singularidades o polos simples en

ω̄ = ±
√

k2 + α2 = ±
√
k̃.
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Estos polos son de valor real, y la integral anterior puede reordenarse en términos de estos

en la forma

g1(x, x′) = − 1

(4π)3

∫ ∫
e−iωT

(ω + k̃)(ω − k̃)
dω eik·X d3~k. (4-14)

La integral con respecto a ω se evalúa aplicando el teorema del residuo, definiéndola en un

contorno extendido en todo el plano superior (Fig. 4-1), que es la región donde la exponencial

compleja e−iωT está bien definida. En esta forma, la integral respecto a ω queda en la forma

[17]

∫
dω

e−iωT

(ω̄ +
√
k̃)(ω̄ −

√
k̃)

= 2πi

[
ei
√
k̃T

2
√
k̃
− e−i

√
k̃T

2
√
k̃

]
= iπ

(
ei
√
k̃T − e−i

√
k̃T√

k̃

)
.

Figura 4-1.: Contorno de integración para (4-14), en la región superior del plano complejo.

Puesto que la función de Green debe ser válida para el caso retardado (i.e., t − t′ < 0), se

asume que esta es diferente de cero para instantes de tiempo en el cono de luz pasado del

evento con t = t′, que en virtud de (4-7), se escribe como

g1(x, x′) =
iΘ(T )

(4π)2

∫
d3~k

(
ei
√
k̃T − e−i

√
k̃T√

k̃

)
eik·X. (4-15)

Para el cálculo de (4-14), conviene aplicar simetŕıa esférica en el espacio de Fourier [8].

Def́ınase el eje k(3) orientado en la dirección del vector X (fig. 4-1), de tal manera que en

coordenadas esféricas el ángulo polar θ se mide con respecto a este eje, o lo que es lo mismo,

a X. En general, para el vector de onda k, su orientación está definida en términos de este
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Figura 4-2.: Representación geométrica de los vectores para el cálculo de (4-15).

ángulo polar, tal que el producto escalar de ambos vectores en (4-15) se puede escribir como

k ·X = kX cos θ, por lo que eik·X = eikX cos θ.

Al desarrollar (4-14) en coordenadas esféricas, la integral con respecto a las variables angu-

lares (θ, φ) se desarrolla en forma independiente, evaluando en todo el espacio de Fourier

∫ 2π

0

∫ π

0

eikR cos θ sin θdθdφ = −2πi

kR

(
eikR − e−ikR

)
.

Reemplazando en la integral (4-14) y expresando en términos de la integral radial, se obtiene

g1(x, x′) =
Θ(T )

(4π)2

(
2π

R

)∫ ∞
0

k2dk

k
√
k̃

(
eikR − e−ikR

)(
eik̃T − e−ik̃T

)
,

esto es:

g1(x, x′) =
Θ(T )

(4π)2

(
2π

R

)∫ ∞
0

kdk√
α2 + k2

[(
ei(kR+

√
α2+k2T ) + e−i(kR+

√
α2+k2T )

)

−
(
ei(kR−

√
α2+k2T ) + e−i(kR−

√
α2+k2T )

)]
Se introduce ahora el cambio de variable k = βk′, tal que

dk = βdk′ ,
√
k̃ = α

√
(k′)2 + 1



34 4 Solución de la ecuación de onda gravitacional FOG

Bajo esta sustitución, la integral anterior queda en la forma

g1(x, x′) =
Θ(T )

2πR

∫ ∞
0

βk′dk′√
(k′)2 + 1

[(
eiα(k′R+

√
(k′)2+1T ) + e−iα(k′R+

√
(k′)2+1T )

)

−
(
eiα(k′R−

√
(k′)2+1T ) + e−iα(k′R−

√
(k′)2+1T )

)]
.

Considérese las siguientes identificaciónes [8],

I+ =

∫ ∞
0

k′dk′√
(k′)2 + 1

(
eiα(k′R+

√
(k′)2+1T ) + e−iα(k′R+

√
(k′)2+1T )

)
, (4-16)

I− =

∫ ∞
0

k′dk′√
(k′)2 + 1

(
eiα(k′R−

√
(k′)2+1T ) + e−iα(k′R−

√
(k′)2+1T )

)
. (4-17)

En forma más simplificada, la función de Green se reescribe como

g1(x, x′) =
Θ(T )α

2πR

(
I+ − I−

)
. (4-18)

Se resolverán las integrales (4-16) y (4-17) en forma independiente. Se discutirán las solucio-

nes a las que conduce el desarrollo de estas integrales, y la forma final de la solución (4-18)

para la función de Green retardada solución de (4-5).

Desarrollo de I+. La integral (4-14) puede simplificarse al efecutar un cambio de variable

adecuado. En particular, puede considerarse la sustitución dada por [17]

Rk′ + T
√

(k′)2 + 1 = τ coshϑ , Tk′ +R
√

(k′)2 + 1 = τ sinhϑ, (4-19)

de la cual se tiene que τ 2 = T 2−R2. Al multiplicar la primera expresión por R y la segunda

por T y restando ambas, se obtiene

k′ = −R
τ

coshϑ+
T

τ
sinhϑ. (4-20)

De igual manera, de ambas ecuaciones se observa que:

√
(k′)2 + 1 =

T

τ
coshϑ− R

τ
sinhϑ.

Al derivar se obtienen los términos completos del cambio de variable, aplicando además la

relación (4-18)
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dk′√
(k′)2 + 1

= dϑ. (4-21)

Obsérvese que el ĺımite inferior k′ = 0, por efecto de (4-17), satisface

T = τ coshϑ0 , ϑ0 = cosh−1

(
T

τ

)
.

Puede verse del cambio de variable (4-17) que, bajo los ĺımites de k

ϑ0 < ϑ <∞.

Se reescribe aśı la integral (4-14) como

I+ =

∫ ∞
ϑ0

dϑ

[
− R

τ
coshϑ+

T

τ
sinhϑ

][
eiατ coshϑ + e−iατ coshϑ

]
.

Desarrollo de I−.De forma análoga al caso anterior, se introduce el cambio de variable

Rk′ − T
√

(k′)2 + 1 = −τ cosh ϑ̃ , Tk′ −R
√

(k′)2 + 1 = τ sinh ϑ̃, (4-22)

de donde

k′ =
R

τ
cosh ϑ̃+

T

τ
sinh ϑ̃, (4-23)

y:

√
(k′)2 + 1 =

T

τ
cosh ϑ̃+

R

τ
sinh ϑ̃ ,

dk′√
(k′)2 + 1

= dϑ̃.

Al comparar (4-18) y (4-22) se obtiene una relación directa entre ambas variables de inte-

gración

coshϑ = − cosh ϑ̃,

por lo que ϑ̃ se integra en [−ϑ0,+∞). Aśı, la integral (4-15) se reescribe como



36 4 Solución de la ecuación de onda gravitacional FOG

I− =

∫ ∞
−ϑ0

dϑ̃

[
R

τ
cosh ϑ̃+

T

τ
sinh ϑ̃

][
eiατ cosh ϑ̃ + e−iατ cosh ϑ̃

]
.

De los cambios de variable anteriores es claro que dϑ = dϑ̃, y que en virtud de la relación

anterior, la integral I− puede reescribirse con respecto a la variable ϑ, según

I− = −
∫ ϑ0

−∞
dϑ

[
− R

τ
coshϑ+

T

τ
sinhϑ

][
eiατ coshϑ + e−iατ coshϑ

]
.

Combinando ambas integrales en (4-16), se obtiene

g1(x, x′) =
Θ(T )α

2πR

[∫ ∞
ϑ0

dϑ

[
− R

τ
coshϑ+

T

τ
sinhϑ

][
eiατ coshϑ + e−iατ coshϑ

]

+

∫ ϑ0

−∞
dϑ

[
− R

τ
coshϑ+

T

τ
sinhϑ

][
eiατ coshϑ + e−iατ coshϑ

]]

=
Θ(T )α

2πR

∫ ∞
−∞

dϑ

[
− R

τ
coshϑ+

T

τ
sinhϑ

][
eiατ coshϑ + e−iατ coshϑ

]
.

Obsérvese que el primer término hiperbólico es una función par y el segundo, impar, en

virtud de la relación

cosh(ϑ) =
eϑ + e−ϑ

2
, sinh(ϑ) =

eϑ − e−ϑ

2
,

donde es evidente que cosh(ϑ) = cosh(−ϑ) y sinh(ϑ) = − sinh(−ϑ). Por consiguiente, la

integral correspondiente al segundo término es nula, y sólo sobrevive la primera integral

g1(x, x′) = −Θ(T )α

2πR

(
R

τ

)∫ ∞
−∞

dϑ coshϑ

[
eiατ coshϑ + e−iατ coshϑ

]
,

que por la identidad anterior se transforma en

g1(x, x′) = −Θ(T )α

2πτ

∫ ∞
−∞

dϑ

[
eiβτ coshϑ−ϑ + e−iβτ coshϑ−ϑ

]
. (4-24)

Se definen las funciones de Hankel de primera y segunda especie, respectivamente, como [2,

5]
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H(1)
γ (x) =

e−i
πγ
2

iπ

∫ ∞
−∞

eixcoshϑ−ϑ dϑ

H(2)
γ (x) = −e

−i iπγ
2

iπ

∫ ∞
−∞

e−ixcoshϑ−ϑ dϑ.

Es fácil ver que las integrales en (4-22) son funciones de Hankel de primera y segunda especie,

respectivamente [16, 17], con γ = 1.

Puesto que las funciones de Hankel cumplen las identidades siguientes en términos de las

funciones de Bessel

H(1)
γ (x) = Jγ(x) + iYγ(x), (4-25)

H(2)
γ (x) = Jγ(x)− iYγ(x), (4-26)

el resultado (4-22) se convierte en

g1(x, x′) =
Θ(T )α

2πτ

(
πH

(1)
1 (x) + πH

(1)
2 (x)

)
,

esto es,

g1(x, x′) =
Θ(T )α

τ
J1(ατ). (4-27)

Esta solución tiene lugar siempre que τ > 0, ya que en tal caso T > R, región en la cual la

función de Green está evaluada en el tiempo retardado t′ > t. Veremos ahora la situación de

la contribución avanzada de la función de Green, donde se mostrará que esta no contribuye

a la solución (4-8).

Caso R > T

El cálculo anterior de las integrales (4-15) y (4-16) se efectúa siguiendo un cambio de variable

análogo que tiene en cuenta la región externa al cono de luz pasado. Lo anterior permitirá

demostrar que la contribución de la función de Green asociada a tal región no contribuye

tanto a la solución general de (4-3) de GR(x, x′) como a la solución integral de la métrica

hµν dada por (4-2).

En efecto, dado el cambio de variable aplicado a la integral I+

Rk′ + T
√

(k′)2 + 1 = ζ sinhϑ , Tk′ +R
√

(k′)2 + 1 = ζ coshϑ, (4-28)
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tal que, análogo a los cambios de variable anterior

k′ =
R

ζ
sinhϑ− T

ζ
coshϑ , dϑ =

dk′√
(k′)2 + 1

.

En este caso, ζ =
√
R2 − T 2. En particular, si k′ = 0, existe ϑ0 tal que T = ζ sinh (ϑ0).

Por otro lado, la segunda integral I− puede ser tratada en forma análoga al cambio de

variable (4-21) con las sustituciones

Rk′ − T
√

(k′)2 + 1 = ζ sinh ϑ̄ , −Tk′ +R
√

(k′)2 + 1 = ζ cosh ϑ̄, (4-29)

donde, además,

k′ =
R

ζ
sinh ϑ̄+

T

ζ
cosh ϑ̄ , dϑ̄ =

dk′√
(k′)2 + 1

= dϑ

Es claro que bajo la sustitución anterior, ϑ̄0 = −ϑ0. Bajo (4-26) y (4-27), la función de Green

(4-16) queda en la forma

g1(x, x′) =
Θ(T )α

2πR

[∫ ∞
ϑ0

dϑ

[
R

ζ
sinhϑ− T

ζ
coshϑ

][
eiαζ sinhϑ + e−iαζ sinhϑ

]

+

∫ −ϑ0
−∞

dϑ̄

[
R

ζ
sinh ϑ̄+

T

ζ
cosh ϑ̄

][
eiαζ sinh ϑ̄ + e−iαζ sinh ϑ̄

]]
,

La combinación de los términos exponenciales es par, en tanto que el término sinhϑ es

término impar en la integral. Por consiguiente, y de forma análoga al cálculo de la integral

(4-22)

g1(x, x′) =
Θ(T )αT

2πRζ

∫ ∞
−∞

dϑ coshϑ

[
eiαζ sinh ϑ̄ + e−iαζ sinh ϑ̄

]
,

lo cual, como consecuencia de la transformada de Fourier para la delta de Dirac, es equiva-

lente a

g1(x, x′) =
Θ(T )T

2Rζ

[
δ(ζ)− δ(−ζ)

]
,

esto es,
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g1(x, x′) = −Θ(T )T

2Rζ
δ(ζ). (4-30)

Puesto que ζ 6= 0 en vista de que R > T , la delta de Dirac de (4-30) se anula en esta región

y por consiguiente, este resultado desaparece.

Integración de la función de Green sobre la fuente; parte singular en el caso R = T

La función de Green anterior está definida para toda posición x 6= x′, lo cual satisface (4-5)

para R < T . En este sentido, (4-30) está bien definida para todo punto dentro del cono

de luz pasado de x, que corresponde a la parte suave de g1. Consideraremos ahora el caso

x = x′, i.e., T = R, donde g1 diverge. En primera instancia, considérese un volumen V en el

espacio-tiempo que contiene a la fuente situada en x′ [17], el cual, por simplicidad, se puede

asumir el origen de coordenadas, i.e., x′ = 0. Si se integra (4-31) en este volumen, se tiene

que

∫
V

(�− α2)g1R d4x′ = 4π, (4-31)

esto es,

∫
V

�g1R d4x′ − α2

∫
V

g1R d4x′ = 4π. (4-32)

El primer término de (4-32) integra la divergencia del gradiente de g1R en V . Sea ∂V la

superficie frontera que encierra el volumen V . Por el teorema de la divergencia de Gauss,

dicha integral es equivalente a la integral del gradiente de g1R en ∂V , dado por ∇βg1R en

dicha superficie, orientado en la dirección del vector normal a ∂V . Sea dΠ el elemento de

superficie cuya componente normal a ∂V es dΠβ. Aśı, por el teorema de Gauss se puede

escribir

∫
V

�g1R d4x′ =

∫
∂V

∇β g1RdΠβ,

de tal manera que (4-32) queda definido como

∫
∂V

∂βg1R dΠβ − α2

∫
V

g1R d4x′ = 4π, (4-33)

siendo el gradiente de g1R definido en el background de Minkowski.
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Al reducir el volumen de integración a x = x′ para todo x en V , este volumen se reduce a

cero. Por consiguiente, (4-33) puede ser evaluado en este punto en el ĺımite V −→ 0, donde la

integral de volumen desaparece y sólo sobrevive la integral de superficie en ∂V

ĺım
V→0

(∫
∂V

∂βg1R dΠβ − α2

∫
V

g1R d4x′
)

= ĺım
V→0

∫
∂V

∂βg1R dΠβ = 4π. (4-34)

Vemos que el problema se reduce al cálculo de la integral de superficie del gradiente de g1R.

Para el cálculo de dicha integral puede emplearse una carta coordenada adecuada, que por

simplicidad, puede tener simetŕıa esférica ya que el volumen de integración es pequeño y

centrado en el punto x′. Una escogencia adecuada es la dada por [17]

(t, x, y, z) −→ (ω, ξ, θ, φ), (4-35)

tal que

t = ω cos ξ,

x = ω sin ξ sin θ cosφ,

y = ω sin ξ sin θ sinφ,

z = ω sin ξ cos θ,

donde el tensor métrico asociado está representado por el elemento de ĺınea

ds2 = − cos(2ξ)dω2 + 2ω sin(2ξ)dωdξ + ω2 cos(2ξ)dξ2 + ω2 sin2(ξ)dΩ2, (4-36)

y los elementos del nuevo tensor métrico están representados por

gαβ =


− cos(2ξ) ω sin(2ξ) 0 0

ω sin(2ξ) ω2 cos(2ξ) 0 0

0 0 ω2 sin2(2ξ) 0

0 0 0 ω2 sin2(ξ) sin2(θ)

 .

La forma contravariante de este tensor (matriz inversa) está representada por

gαβ =


− cos(2ξ) sin(2ξ)

ω
0 0

sin(2ξ)
ω

cos(2ξ)
ω2 0 0

0 0 1
ω2 sin2(2ξ)

0

0 0 0 1
ω2 sin2(ξ) sin2(θ)

 ,
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y el determinante del tensor tiene el valor

√
−g = gαβgαβ = ω3 sin2(ξ) sin θ.

Figura 4-3.: Representación geométrica del cambio de variable (4-35) para el cálculo de la

integral de superficie con origen en x′.

La representación de estas nuevas coordenadas están indicadas como muestran las figuras

(4-3); en el plano (γ, t), siendo γ el eje que representa el hiperplano que contiene el espacio

cartesiano (x, y, z), se representa el vector w con coordenada angular ξ con respecto al eje

temporal. En el espacio cartesiano, la proyección de ese vector tiene a su vez proyecciones

en los ejes espaciales que dependen de los ángulos polar y azimutal (θ, φ). En últimas, el

parámetro ω definirá el tiempo coordenado en la transformación dada por (4-35), y la coor-

denada radial espacial vendrá dada por ω sin ξ.

Las integrales de volumen de (4-30) se definen en el espacio-tiempo de 4 dimensiones. Por

consiguiente, la integral de (4-34) es de superficie en 3 dimensiones. Por ende, el vector nor-

mal a la superficie del volumen V , definido por Π, tendrá componente en dirección ω.

El vector normal a ∂V , asumiendo ω = cte, es tal que la componente temporal de este vector

sobrevive, que es el elemento ortogonal a la superficie en tres dimensiones

dΠω = ω3 sin2 ξ sin θdξdθdφ = ω3 sin2 ξdξdΩ.

Por consiguiente, el integrando proyectado en esta dirección toma la forma

∇βg1R dΠβ = gωσ∇σg1 dΠω =
(
gωω∂ωg1 + gωξ∂ξg1

)
dΠω,

donde, por (4-36), se obtiene que
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gωσ∇σg1 = − cos (2ξ) ∂ωg1 +
sin (2ξ)

ω
∂ξg1. (4-37)

En términos de las nuevas variables en los elementos de la métrica, se introduce la función

de mundo de Synge [17, 24], la cual viene dada por (ver también Apéndice A)

σ(ω, ξ) = −1

2
ω2 cos(2ξ). (4-38)

Puede verse que, siendo T = ω cos(2ξ), la solución para la función de Green representada en

la forma (4-7), en términos de las nuevas coordenadas, es tal que

g1R(x, x′) = Θ(ω cos(ξ))f(σ), (4-39)

donde f(σ) se determina a partir del cálculo de la integral de superficie de (4-35).

Para la función de Green (4-39), la derivada (4-37) se evalúa mediante la regla de Leibniz

gωσ∇σg1 =− cos (2ξ)
∂

∂ω

(
Θ(ω cos(ξ))f(σ)

)
+

sin (2ξ)

ω

∂

∂ξ

(
Θ(ω cos(ξ))f(σ)

)
=− cos (2ξ)

(
δ(ω cos(ξ)) cos(ξ)f(σ) + Θ(ω cos(ξ))f ′(σ)ω cos (2ξ)

)
+

sin (2ξ)

ω

(
− ωδ(ω cos(ξ)) sin ξf(σ) + Θ(ω cos(ξ))f ′(σ)ω2 sin (2ξ)

)
=−

(
cos(2ξ) cos(ξ) + sin (2ξ) sin (ξ)

)
f(σ)δ(ω cos(ξ))

+

(
cos2(2ξ) + sin2(2ξ)

)
ωΘ(ω cos(ξ))f ′(σ),

para obtener finalmente,

gωσ∇σg1 = −f(σ) cos (ξ)δ(ω cos(ξ)) + ωΘ(ω cos(ξ))f ′(σ). (4-40)

De esta manera, la integral de tri-superficie queda en la forma

∫
∂V

gωσ∇σg1 dΠω =

∫
∂V

[
− f(σ) cos (ξ)δ(ω cos(ξ)) + ωΘ(ω cos(ξ))f ′(σ)

]
dΠω.
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La función de Heaviside restringe los ĺımites de integración para ξ a los valores tales que

cos(ξ) ≥ 0, lo cual implica que 0 ≤ ξ ≤ π/2. En consecuencia, la integral anterior está

acotada en tales ĺımites, de tal forma que se obtiene

∫
∂V

gωσ∇σg1 dΠω =

∫
Ω

∫ π/2

0

[
− f(σ) cos (ξ)δ(ω cos(ξ)) + ωf ′(σ)

]
ω3 sin2 ξdξdΩ

= 4π

[
ω4

∫ π/2

0

f ′(σ) sin2 ξ dξ −
∫ π/2

0

f(σ) cos (ξ)δ(ω cos(ξ)) sin2 ξdξ

]
,

donde es claro que la segunda integral se anula, puesto que la delta de Dirac está centrada

en cos(ξ0) = 0, con ξ0 = π/2. En conclusión,

∫
∂V

gωσ∇σg1 dΠω = 4πω4

∫ π/2

0

f ′(σ) sin2 ξ dξ. (4-41)

Al efectuar un cambio de variable mediante la función de Synge sobre la integral (4-41) tal

que σ es la nueva variable de integración

σ = −1

2
ω2 cos (2ξ) −→ dσ = ω2 sin (2ξ)dξ,

tal que

dξ =
dσ

2ω2 sin (ξ) cos (ξ)
.

Denotando υ = ω2

2
, y considerando las identidades de ángulo doble para sin(α) y cos(α), se

puede eliminar ξ mediante las identificaciones

2 sin2 (ξ) = 1 +
σ

υ
, 2 cos2 (ξ) = 1− σ

υ
,

donde además los nuevos ĺımites de integración, dados los ĺımites para ξ, corresponden al

intervalo −υ ≤ υ ≤ υ . Aśı, (4-41) se transforma en

4πω4

∫ π/2

0

f ′(σ) sin2 ξ dξ = 4πw2

∫ υ

−υ
f ′(σ)

√
1 + σ

υ

4υ
√

1− σ
υ

dσ = 4πυ

∫ υ

−υ
f ′(σ)

√
1 + σ

υ

1− σ
υ

dσ.

Dado que la integral debe ser igual a 4π en virtud de (4-34), la integral anterior satisface,

en el ĺımite para V −→ 0, o de manera equivalente, en el ĺımite para υ −→ 0
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ĺım
υ−→0

4πυ

∫ υ

−υ
f ′(σ)

√
1 + σ

υ

1− σ
υ

dσ = 4π,

de donde es inmediato que

ĺım
υ−→0

υ

∫ υ

−υ
f ′(σ)g(σ) dσ = 1, (4-42)

donde g(σ) =
√

1+σ
υ

1−σ
υ

.

El problema se reduce ahora a determinar f(σ) para la construcción de la función de Green

en su forma completa. Puede calcularse al efectuar una expansión en serie de Taylor en torno

a la posición de la fuente, i.e., w = σ = 0. Teniendo en cuenta que tal función debe satisfacer

la causalidad definida en Gret(x, x
′), se introduce una expansión de la forma

f(σ) = F (σ)Θ(−σ) + C1δ(σ) + C2δ
′′
(σ) + C3δ

′′′
(σ) + ... (4-43)

Obsérvese que el término a primer orden en la expansión surge de la delta de Dirac como

derivada de la función de Heaviside: Θ′(−σ) = −δ(σ).

De (4-43) se deduce que

g′(σ) = F ′(σ)Θ(−σ)− F (σ)δ(σ) + Aδ′(σ) +Bδ′′(σ) + ...

Insertando esta última igualdad en (4-42), se obtiene la condición

ĺım
υ−→0

υ

∫ υ

−υ
g(σ)

(
F ′(σ)Θ(−σ)− F (σ)δ(σ) + Aδ′(σ) +Bδ′′(σ) + ...

)
dσ = 1,

esto es

ĺım
υ−→0

υ

∫ υ

−υ
g(σ)F ′(σ)Θ(−σ)dσ − ĺım

υ−→0
υ

∫ υ

−υ
g(σ)F (σ)δ(σ)dσ

+ ĺım
υ−→0

υ

∫ υ

−υ
Ag(σ)δ′(σ)dσ + ĺım

υ−→0
υ

∫ υ

−υ
Bg(σ)δ′′(σ)dσ + ... = 1.

La primera integral se anula en el ĺımite υ −→ 0. La segunda integral, por efecto de la delta

de Dirac, tiene el valor F (0)g(0), no obstante es claro que también se anula en el mismo

ĺımite. Las integrales siguientes están asociadas a derivadas de orden superior en la delta de

Dirac, de modo que es necesario aplicar las propiedades siguientes de este funcional, algunas

de las cuales se demuestran en el apéndice A
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∫ ε

−ε
f(x)δ′(x)dx = −f ′(0) ,

∫ ε

−ε
f(x)δ′′(x)dx = f ′′(0),

que, en general se representan por la identidad

∫ ε

−ε
f(x)δ(n)(x)dx = (−1)nf (n)(0). (4-44)

En particular, las integrales a orden 1 y 2 en la expansión (4-43) se reducen, respectivamente,

a

ĺım
υ−→0

υ

∫ υ

−υ
Ag(σ)δ′(σ)dσ = −A ĺım

υ−→0
υg′(0) = −A ĺım

υ−→0
υ

(
1

υ

1

g(σ)(1− σ
υ
)2

)∣∣∣∣
σ=0

= −A.

ĺım
υ−→0

υ

∫ υ

−υ
Bg(σ)δ′′(σ)dσ = B ĺım

υ−→0
υg′′(0) = B ĺım

υ−→0

[
1

υ

d

d(σ
υ
)

(
1

g(σ)(1− σ
υ
)2

)]∣∣∣∣
σ=0

= ĺım
υ−→0

B

υ
.

Este último resultado claramente diverge cuando υ −→ 0, y puesto que las integrales de or-

den superior dependerán de órdenes superiores en 1
υ
, también divergerán en este ĺımite. Por

consiguiente, se impone B = C = ... = 0, para que el ĺımite de la integral (4-42) exista.

De esta manera vemos que la integral a orden 1 en la expansión es la única que sobrevive

bajo el ĺımite, por lo que (4-42) conduce a

ĺım
υ−→0

υ

∫ υ

−υ
g(σ)

(
F ′(σ)Θ(−σ)− F (σ)δ(σ) + Aδ′(σ) +Bδ′′(σ) + ...

)
dσ = −A = 1, (4-45)

y la solución para (4-40) resulta

f(σ) = F (σ)Θ(−σ)− δ(σ). (4-46)

La función de Green ratardada (4-46), junto con la solución (4-43), se obtiene en la forma

g1R(x, x′) = Θ(T )
(
F (σ)Θ(−σ)− δ(σ)

)
, (4-47)

donde es claro que la solución (4-46) resuelve la discontinuidad de g1R en x = x′ (i.e., σ = 0).
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Solución completa para g1R

Para x 6= x′, la solución (4-46) satisface:

(�− α2)g1R(x, x′) = 0, (4-48)

donde � = ∂α∂α. Podemos ver que la función de Synge permite calcular las derivadas

parciales de g1 en la forma [24]

∂αg1R =
dg1R

dσ
∂ασ =

1

2
f ′(σ)

[
ηµνδ

µ
α

(
x− x′

)µ
+ ηµνδ

ν
α

(
x− x′

)ν]
= f ′(σ) ηαµ

(
x− x′

)µ
.

∂α∂β g1R = ηαγ∂γ∂β g1R =f ′′(σ) ηαγηγµ
(
x− x′

)µ
ηβν
(
x− x′

)ν
+ f ′(σ)ηαγηβµδ

µ
γ

=f ′′(σ) ηβµ
(
x− x′

)α(
x− x′

)µ
+ f ′(σ)δαβ .

Contrayendo los ı́ndices, obtenemos δαα = 4 y ηαµ
(
x − x′

)α(
x − x′

)µ
= 2σ. Por ende, la

ecuación (4-45) con solución f(σ) se reduce a

2σf ′′(σ) + 4f ′(σ)− α2f(σ) = 0. (4-49)

El reemplazo de (4-43) en (4-49) implica la aplicación de algunas propiedades de la delta de

Dirac, las cuales son demostradas detalladamente en el apéndice A,

xδ′(x) + δ(x) = 0 , xδ(x) + 2δ(x) = 0.

Se obtiene

2σf ′′(σ) + 4f ′(σ)− α2f(σ) =2σ
[
f ′′Θ(−σ)− 2f ′δ(σ)− fδ′(σ)− δ′′(σ)

]
+ 4
[
f ′Θ(−σ)− fδ(σ)− δ′(σ)

]
− α2

[
fΘ(−σ)− δ(σ)

]
=
(
2σf ′′ + 4f ′ − α2f

)
Θ(−σ) +

(
α2δ(σ)− 2[σδ′′(σ)

+ 2δ′(σ)]− 2f [σδ′(σ) + δ(σ)]− 2fδ(σ)
)

=0,

conduciendo aśı a la ecuación diferencial(
2σf ′′ + 4f ′ − α2f

)
Θ(−σ) +

(
α2 − 2f

)
δ(σ) = 0. (4-50)
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Vemos que esta ecuación contiene la parte singular asociada en el término proporcional a

δ(σ). En particular, si σ = 0 (i.e., x = x′), el segundo término diverge por definición de dicha

delta. Asumiendo α2 − 2f = 0, obtenemos una condición fija para f , que puede asumirse

evaluada en σ = 0 para dicha condición

f(0) =
1

2
α2,

lo cual puede asumirse condición inicial al problema dado por la ecuación resultante dada

por

2σf ′′ + 4f ′ − α2f = 0. (4-51)

La solución para f se determina resolviendo la ecuación (4-51) para f , completando aśı la

función de Green en su solución completa, habiendo resuelto ya el caso del punto singular

x = x′. Sobre (4-51) puede proponerse un Ansatz tal que pueda transformarse en una

ecuación tipo Bessel, asumiendo dicho Ansatz con el cambio de variable definido por

f =
F (y)

y
, (4-52)

donde y = α
√
−2σ [17], la cual es solución de (4-51) en la forma equivalente

y2d
2F

dy2
+ y

dF

dy
+
(
y2 − 1

)
F = 0. (4-53)

Claramente se trata de una ecuación de Bessel con p = 1 [2], cuya solución general es

inmediata

F (y) = c1J1(y) + c2Y1(y). (4-54)

La función de Bessel de segunda especie se anula en este orden, de tal forma que sólo sobre-

vive la contribución de primera especie.

Dado que la función de Bessel es de orden 1, y el problema de valor inicial para (4-51) se

define en σ = 0, resulta más adecuado aplicar dicha condición mediante la expansión directa

de J1 en torno a y = 0 [2, 5]

J1(y) =
y

2
− y3

16
+

y5

384
− ...,

de tal forma que J1(y) ≈ y
2

para valores pequeños de y. Puede verse que la solución de (4-51)

se reduce a
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f(0) ≈ c1

2
, (4-55)

de donde c1 = α2. Vemos que (4-52) toma la forma F (y) = α2J1(y) para y arbitrario, y por

ende la solución completa de (4-52) es

f(σ) =
α2

√
−2σα

J1(
√
−2σα) =

α√
−2σ

J1(
√
−2σα). (4-56)

En consecuencia, la función de Green (4-39) toma la forma final

g1R(x, x′) = Θ(T )

[
α

ζ
J1(ζα)Θ

(
T − |R|

)
− δ
(
−ζ2

2

)]
, (4-57)

o equivalentemente,

g1R(x, x′) = Θ(T )

[
α

ζ
J1(ζα)Θ

(
T − |R|

)
−2δ

(
ζ2
)]
, (4-58)

la cual tiene en cuenta el punto de discontinuidad en ζ = 0. Observemos que se obtiene de

nuevo la solución de la ecuación (4-5) dada por (4-27) para T > R, con el término asociado

a la delta de Dirac centrada en σ = − ζ2

2
= 0, que define la parte singular de g1R.

Solución para g2(x− x′)

Introduciendo la transformada de Fourier para g2 en la ecuación (4-7), tenemos que

�g2(x, x′) =
1

(2π)4

∫
g̃2(k)�eik·(x−x

′)d4k

= − 1

(2π)4

∫
g̃2(k)(k2)eik·(x−x

′)d4k

=
4π

(2π)4

∫
eik·(x−x

′)d4k,

donde la transformada de Fourier de g2 toma la forma

g̃2(k) =
4π

ω2 − k2
. (4-59)

Al reemplazar esta función en la integral (4-8) para la transformada de g2(x, x′), se obtiene
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g2(x, x′) =
4π

(2π)4

∫
1

ω2 − k2
eik·(x−x

′)d4k =
1

(4π)3

∫ ∫
e−iωT

ω2 − k2
ei
~k· ~Xd4k,

Integrando en el plano complejo y aplicando el teorema del residuo sobre la integral en ω en

forma similar al cálculo de la integral (4-14) para g1, se obtiene

g2R(x− x′) =
iπ

4π2

∫
d3k

(
eikT − e−ikT

k

)
ei
~k·~R. (4-60)

De igual manera, al integrar sobre todo el tri-espacio en coordenadas esféricas, la parte

angular de la integral es separable, de forma análoga al tratamiento de la integral (4-14). En

esta forma, se obtiene

g2R(x− x′) =
θ(T )

4πR

∫ ∞
0

dk′
(
eikR − e−ikR

)(
eikT − e−ikT

)
=
θ(T )

4πR

∫ ∞
0

dk′
(
eik(R+T ) + e−ik(R+T ) − eik(T−R) − e−ik(R−T )

)
.

Aplicando la definición de la transformada de Fourier para la delta de Dirac en 1D, tenemos

g2R(x− x′) =
2πθ(T )

4πR

(
δ(T +R) + δ(−(T +R))− δ(T −R)− δ(−(T −R))

)
,

que, por la simetŕıa de la delta de Dirac [17], es equivalente a

g2R(x− x′) =
θ(T )

2R

(
2δ(T +R)− 2δ(T −R)

)
.

Observando además que (ver Apéndice A)

δ(x2 − a2) =
1

2x

[
δ(x+ a)− δ(x− a)

]
,

se obtiene la función de Green asociada a (4-7)

g2R(x− x′) = −2Θ(T )δ(T 2 −R2) = −2Θ(T )δ(τ 2). (4-61)
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Solución completa para G(x, x′)

Al combinar (4-58) y (4-61) en virtud de (4-4), se obtiene la función de Green retardada

asociada al problema (4-3),

GR(x, x′) =
1

α2

[
Θ(T )

[
α

τ
J1(τα)− 2δ

(
τ 2
)]

+ 2Θ(T )δ(τ 2)

]
,

donde vemos que las contribuciones debidas a las deltas de Dirac se anulan, obteniéndose

aśı el resultado equivalente

GR(x− x′) =
J1

(
ατ
)

ατ
Θ
(
T − |R|

)
Θ(T ), (4-62)

resolviendo aśı el problema original (4-1) para una distribución enerǵıa-momentum Tµν dada.

Nótese que la primera función de Heaviside de (4-62) garantiza que GR y la solución (4-2)

sean válidas para T > R, y la segunda función de Heaviside de esta solución garantiza la

conexión causal para la propagación de la onda gravitacional detectada en t > t′.

4.1.3. Solución general para la métrica

La función de Green retardada (4-62) construye la solución integral de la métrica hµν dada

por (4-2), en la forma [1,8]

h̄µν(x) =
4Gα2

c4

∫ ∫
d3x’dt′ Tµν(x

′)
J1

(
α
√
T 2 −R2

)
α
√
T 2 −R2

Θ(T −R). (4-63)

Esta solución claramente satisface la condición de causalidad definida por la función de

Green retardada GR(x, x′) en virtud del término de Heaviside en la integral. La ecuación

(4-62) será el punto de partida para efectos de describir la radiación gravitacional asociada a

los campos de materia Tµν y a la perturbación FOG. Un punto clave para dicha descripción

es la enerǵıa transportada por la onda gravitacional asociada a una fuente dada, aśı como

su correspondiente potencia radiada o enerǵıa transportada por unidad de tiempo en una

región del espacio-tiempo con escala adecuada dada. Veremos cómo la solución (4-63) de

las ecuaciones de campo en cuestión determinan las contribuciones de orden superior en la

potencia total radiada, tema central del caṕıtulo subsiguiente.
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Fourth Order Gravity

La construcción de las ecuaciones de campo de Einstein bajo aproximación de campo débil

en virtud de la métrica de campo débil (2-2) conduce a las ecuaciones de onda con fuentes

los campos de materia representados por el tensor Tµν . Bajo esta expansión de la métrica, las

ecuaciones de campo modificadas satisfacen además la conservación de Tµν en el background

de Minkowski, como se discutió en la sección (3.3). En este caṕıtulo se discutirá el transporte

de enerǵıa de onda gravitacional a través de estas soluciones. De manera análoga al caso

electromagnético, el estudio de las soluciones de las ecuaciones de campo es más adecuado

al considerar las contribuciones de la fuente a la radiación gravitacional en los momentos

mulitpolares de Tµν . Veremos, en este contexto, que la conservación de Tµν bajo la expansión

(2-1) conduce a que sólo los momentos cuadrupolares de la distribución enerǵıa- momentum

contribuyen a la radiación gravitacional. Veremos además que la definición del flujo de enerǵıa

asociada a la onda gravitacional se construye a partir de la expansión de gµν hasta segundo

orden en la perturbación hµν , tal que, en forma análoga al caso electromagnético, dicho flujo

sea cuadrático o de segundo orden en esta perturbación sobre el background de Minkowski.

5.1. Conservación de la enerǵıa-momentum en el ĺımite

newtoniano y momentos cuadrupolares

Se vio en la sección (3.3) que la ecuación de continuidad para el tensor enerǵıa-momentum

se cumple bajo la expansión a primer orden dada por (2-1),

∂µ
(
Tµν + L2(R;αβ

µανβ)

)
= 0. (5-1)

En (5.1) se cumple directamente que ∂αTαβ = 0 en el background de Minkowski. En su

componente temporal ν = 0, tenemos que [12, 19]

∂µT
µ0 =

∂

∂x0
T 00 +

∂

∂xj
T 0j = 0. (5-2)

Al derivar con respecto al tiempo coordenado, obtenemos que
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∂2

∂t2
T 00 +

∂2

∂t∂xj
T 0j = 0. (5-3)

El segundo término, por conservación de T µν , es equivalente a

∂2

∂xj∂t
T 0j = − ∂2

∂xj∂xl
T jl. (5-4)

Teniendo en cuenta que la distribución enerǵıa-momentum está definida en x’, podemos

multiplicar los términos de (5-2) por las coordenadas (x′i, x
′
j) e integrar sobre la región vo-

lumétrica V en la que Tµν está definida. Efectuando lo anterior, junto con la aplicación de

(5-4), se obtiene

∫
d3x′

(
∂2

∂t2
T 00

)
x′ix′j +

∫
d3x′

(
∂2

∂x′k∂x′l
T kl
)
x′ix′j = 0. (5-5)

Para la segunda integral, se aplica la regla de Leibniz considerando la identidad

∫
∂k
(
T ikx′j

)
d3x′ =

∫
∂k
(
T ik
)
x′jd3x′ +

∫ (
T ij
)
d3x′, (5-6)

donde la segunda integral es consecuencia de ∂jx
i = δij. La integral del lado izquierdo co-

rresponde a la divergencia de Tij en el volumen V . Por el teorema de Gauss, siendo además

Tµν = 0 en la superficie ∂V que encierra el volumen, esta integral es nula, y por ende se

obtiene

∫
∂k
(
T ik
)
x′jd3x′ = −

∫ (
T ij
)
d3x′.

Por otra parte, al emplear nuevamente la conservación de Tµν esta vez para la componente

i espacial

∂k
(
T ik
)

= −∂0

(
T i0
)
,

y reemplazar en la igualdad anterior, se tiene

∫
∂0

(
T i0
)
x′jd3x′ =

∫ (
T ij
)
d3x′. (5-7)

Reemplazando (5-7) en la la segunda integral de (5-6), se obtiene

∫
∂l
(
∂kT

lkx′ix′j
)
d3x′ =

∫
∂l∂kT

lkx′ix′jd3x′ +

∫
∂kT

lk

(
δilx
′j + x′iδjl

)
d3x′
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=

∫ (
∂l∂kT

lk
)
x′ix′j d3x′ +

∫
∂kT

ikx′j d3x′ +

∫
∂kT

jkx′i d3x′.

La integral del extremo izquierdo es nula por el teorema de la divergencia, por consiguiente

∫ (
∂l∂kT

lk
)
x′ix′j d3x′ = −

∫ (
∂kT

ikx′j + ∂kT
jkx′i

)
d3x′.

Reemplazando en (5-5), se obtiene

∫
d3x′

(
∂2

∂t2
T 00

)
x′ix′j = −

∫ (
∂kT

ikx′j + ∂kT
jkx′i

)
d3x′,

que por (5-2) y (5-7), se puede reescribir como

∫
d3x′

(
∂2

∂t2
T 00

)
x′ix′j =

∫ (
T ij + T ji

)
d3x′ = 2

∫
T ijd3x′,

donde se aplicó la simetŕıa de T µν en el último paso. En consecuencia, se establece la relación

1

2

(
d2

dt2

∫
d3x′ x′ix′jT 00

)
=

∫
T ijd3x′, (5-8)

en donde se introducen los momentos cuadrupolares asociados a T 00,

Iij =

∫
d3x′ T00x

′
ix
′
j. (5-9)

Nótese que estos momentos cuadrupolares tienen traza diferente de cero,

I ii =

∫
d3x′x′ix′iT00 =

∫
d3x′r′2 T00.

La solución (4-62) de las ecuaciones de campo modificadas satisfacen el gauge TT. Bajo este

gauge, los cuadrupolos (5-9) pueden transformarse también de tal manera que satisfagan

este mismo gauge. De (5-9) pueden construirse de forma inmediata los correspondientes

cuadrupolos sin traza

Qij =

∫
d3x′

(
x′ixj − 1

3
δijr

′2
)
T00, (5-10)

donde la Delta de Kronecker es tal que δii = 3, y es evidente que Qi
i = 0, y la integral, al

igual que los momentos Iij, está evaluada en el tri-espacio.
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Veremos ahora la construcción de los cuadrupolos TT, a partir de los momentos (5-10), que

satisfacen el gauge (2-40).

Momentos cuadrupolares TT

Los cuadrupolos (5-10) cumplen previamente la nulidad de la traza, una de las condiciones

del gauge TT (2-40). Este gauge impone las restricciones sobre la métrica hµν reduciendo a

dos el número de componentes independientes de esta métrica, dando lugar a los estados de

polarización de las ondas gravitacionales.

La aplicación de (2-40) sobre la métrica permite discutir la propagación de la radiación gravi-

tacional en una dirección arbitraria definida por el vector de onda espacial k. En este mismo

esquema, podemos aplicar el gauge (2-40) sobre los cuadrupolos (5-10) para proyectarlos

en un plano transversal a la dirección k de propagación, de tal manera que en dicho plano

espacial los momentos (5-10) sean transversales y sin traza, en concordancia con la métrica

h̄µν solución de las ecuaciones de onda (4-1) [3, 12, 13].

Operador de proyección

Considérese la dirección de propagación dada por el vector unitario n̂, y tal que k = k n̂, tal

que para todo vector espacial r, r = r n̂ = xσ êσ, en una base coordenada dada êσ.

El operador de proyección Pα
β , definido en la dirección de n̂ y en esta misma base coordenada,

está dado por [12, 19]

Pα
β = δαβ −

xαxβ
r2

, (5-11)

donde r2 = xσxσ. Siendo n̂ = ni êi = r
r
, el segundo término de (5-11) es tal que xaxa

r2
= nana.

Por consiguiente, este operador es equivalente a

Pαβ = δαβ − nαnβ , Pαβ = δαβ − nαnβ. (5-12)

Propiedades. Examinaremos algunas propiedades fundamentales del operador de proyec-

ción, ya sea en términos de (5-11) o de (5-12).

P γ
β = P γ

αP
α
β

Demostración. Considérese un vector v = vγeγ en una base coordenada. Al aplicar los

operadores de acuerdo con (5-11) sobre sus componentes, se tiene que
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P γ
αP

α
β v

β = P γ
α

(
δαβ −

xαxβ
r2

)
vβ = P γ

α

(
δαβv

β − xαxβv
β

r2

)
= P γ

α

(
vα − xαxβv

β

r2

)

=

(
δγα −

xγxα
r2

)(
vα − xαxβv

β

r2

)
= δγαv

α − xγxαv
α

r2
− δγα xα

xβv
β

r2
+
xγxαx

αxβv
β

r4

= vγ − xγxαv
α

r2
− xγxαv

α

r2
+
xγxβv

β

r2
= vγ − xγxβv

β

r2
= P γ

β v
β �

P 2 = P

Demostración. De nuevo, por (5-11), teniendo en cuenta además la transformación de

similaridad sobre el vector vσ, se tiene

Pα
β v

βP γ
α = vαP γ

α = vα
(
δγα −

xγxα
r2

)
= vγ − xγ

r2
xαv

α = P γ
αv

α �

Definición. El operador TT (traceless - transverse) se define a través del operador de

proyección (5-11) como

P ij
kl = P i

l P
j
k −

1

2
P ijPlk. (5-13)

Propiedades

Simetŕıa:

P ji
lk =P j

l P
i
k −

1

2
P jiPlk = P i

kP
j
l −

1

2
P ijPkl = P ij

kl .

Pkl,ij =PklPij −
1

2
PklPij = PijPkl −

1

2
PijPkl = Pij,kl.

P kl,ij =P klP ij − 1

2
P klP ij = P ijP kl − 1

2
P ijP kl = P ij,kl.

Traza nula:

P jj
jl =P j

l P
j
k −

1

2
P jjPlk = Plk −

1

2
(2)Plk = 0.

P il
jl =P i

l P
j
l −

1

2
P ijPll = Pll −

1

2
(2)Pll = 0.
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Transversalidad: Las proyecciones del vector unitario na en las direcciones ortogonales

a él dadas por los operadores (5-12), son siempre cero

niP
ik
jl = ni

(
P i
l P

j
k −

1

2
P ijPlk

)
= (niP

i
l )P

j
k −

1

2
(niP

ij)Plk = 0.

njP
ik
jl = nj

(
P i
l P

j
k −

1

2
P ijPlk

)
= (njP

i
l )P

j
k −

1

2
(njP

ij)Plk = 0.

nlP ik
jl = nl

(
P i
l P

j
k −

1

2
P ijPlk

)
= (nlP i

l )P
j
k −

1

2
P ij(nlPlk) = 0.

nkP ik
jl = nk

(
P i
l P

j
k −

1

2
P ijPlk

)
= P i

l (n
kP j

k )− 1

2
P ij(nkPlk) = 0

Para un tensor del tipo T 2
0 , la aplicación de (5-11) transforma como sigue

Pα
β T

βσ =

(
δαβ −

xαxβ
r2

)
T βσ = Tασ − 1

r2
xαxβT

βσ,

y para su forma covariante, la aplicación de (5-11) es similar

Pα
β Tασ = Tβσ −

1

r2
xβx

αTασ.

En virtud del gauge TT satifecho por h̄µν , la aplicación de (5-12) en los momentos (5-10),

se define en la forma

Q̄ij = (Pαβ
ij )Qαβ = Pα

i QαβP
β
j −

1

2
PαβQαβPij. (5-14)

5.1.1. Solución TT para la métrica

De (5-14) se obtienen las componentes espaciales h̄ij de la métrica solución de (4-1). Obsérve-

se que (5-8) y (5-10) permiten reemplazar las componentes espaciales Tij en términos de la

componente temporal T00. Al separar la integral espacial en la solución (4-62), y teniendo

en cuenta la función de Green retardada (4-61), la solución para las componentes espaciales

hij, tomando c = 1, se transforman en la forma
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hij = −4Gα2

∫
dt′
∫
d3x′

J1(α
√
c2T 2 −R2)

α
√
T 2 −R2

Tij(t
′, x′)

= −4Gα2

∫
dt′
J1(α
√
c2T 2 −R2)

α
√
T 2 −R2

∫
Tij(t

′, x′)d3x′

= −2G

L

∫ t−R

−∞
dt′
J1(α
√
T 2 −R2)√

T 2 −R2

d2

dt′2
Q̄ij,

donde la integral está evaluada en todo el cono de luz pasado hasta t′ = t−R.

Bajo el cambio de variable [8]

s

α
=
√

(T )2 −R2, κ = Rα, dτ =
Ls√
s2 + κ2

ds, (5-15)

se obtiene

hij = −2G

L

∫ 0

∞

s√
s2 + κ2

J1(s)

αs
¨̄Qijds =

2G

L

∫ ∞
0

J1(s)√
s2 + κ2

¨̄Qijds. (5-16)

Obsérvese que la solución para las componentes espaciales está asociada a la componente

temporal T00 de la fuente, que contiene la información de cantidades como la densidad vo-

lumétrica de masa de la fuente. La información de cantidades asociadas a la propagación de

radiación gravitacional estará representada por las componentes espaciales de la métrica.

Como veremos en la siguiente sección, la solución (5-16) permite construir el flujo de enerǵıa

de la onda gravitacional. Tal construcción asocia el transporte de enerǵıa por unidad de

tiempo (potencia radiada) a las fuentes de radiación, dadas esta vez no sólo por el tensor

enerǵıa-momentum Tµν , sino además por la contribución FOG presente en las ecuaciones

de campo (3-1) [1]. Esto motiva a construir el flujo de enerǵıa en función de un tensor tµν
efectivo que incluya ambas contribuciones, del cual dependerá la potencia radiada en una

dirección nα dada [1,5].

5.2. Ecuaciones de campo modificadas con perturbación

de segundo orden

La descripción de la enerǵıa transportada por radiación gravitacional parte de la construc-

ción del tensor enerǵıa-momentum efectivo asociado a la fuente en forma análoga al caso

electromagnético. En el marco de la electrodinámica clásica, el flujo de enerǵıa transportada

por las ondas electromagnéticas depende en forma cuadrática con los campos, aśı como las

densidades de enerǵıa eléctrica y magnética respectivas . Por analoǵıa, el flujo de enerǵıa de
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onda gravitacional puede construirse en forma cuadrática con los campos, considerando la

expansión de (2-1) hasta segundo orden en hµν [3, 7, 12]

gµν = ηµν + h(1)
µν + h(2)

µν , (5-17)

donde h
(1)
µν es la contribución de primer orden presente en (2-2) y h

(2)
µν es la contribución de

segundo orden. En esta expansión, los śımbolos de Chrisstoffel se expanden también hasta

este mismo orden

Γ = Γ(0) + Γ(1) + Γ(2), (5-18)

donde Γ0 define las conexiones en el background del espacio-tiempo, que en este caso par-

ticular corresponde background minkowskiano, por lo que Γ0 = 0. En virtud de (5-17), las

contribuciones lineal y de segundo orden en las conexiones, se definen respectivamente en la

forma

Γ
µ (1)
αβ = −1

2
ηµσ
(
∂βh

(1)
σα + ∂αh

(1)
βσ − ∂σh

(1)
αβ

)
,

Γ
µ (2)
αβ = −1

2
hµσ(1)

(
∂βh

(1)
σα + ∂αh

(1)
βσ − ∂σh

(1)
αβ

)
.

La separación entre estas contribuciones permite descomponer los tensores de curvatura en

los diferentes órdenes

Rαµβν = R
(1)
αµβν +R

(2)
αµβν (5-19)

Rµν = R(1)
µν +R(2)

µν , (5-20)

donde R
(0)
αµβν = 0 y R

(0)
µν = 0. Los términos de primer orden satisfacen la aproximación de

campo débil en virtud de la métrica (2-2). Los términos de segundo orden, por su parte,

satisfacen

R
σ (2)
βµν = ∂µΓ

σ (2)
νβ − ∂νΓσ (2)

µβ + Γ
σ (1)
µλ Γ

λ (1)
νβ − Γ

σ (1)
νλ Γ

λ (1)
µβ , (5-21)

R(2)
µν = ∂νΓ

σ(2)
µσ − ∂σΓσ(2)

µν + Γρµσ + Γρ(1)
µσ Γσ(1)

ρν − Γρ(1)
µν Γσ(1)

ρσ , (5-22)

donde todos los términos son cuadráticos en h y sus derivadas. Los términos (5-21) y (5-22)

permitirán calcular expĺıcitamente las contribuciones a la potencia radiada, como se verá

más adelante.
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Bajo las descomposiciones (5-17) y (5-20), el tensor de Einstein de las ecuaciones de campo

también es separable en ambos órdenes

Gµν = G(1)
µν +G(2)

µν , (5-23)

donde el escalar de curvatura también se descompone en la forma R = R(1) + R(2) y cada

término depende expĺıcitamente de diferentes términos a segundo orden en la métrica; en

particular, el término a primer orden G
(1)
µν dependerá linealmente del término a orden 2 en

la métrica, h
(2)
µν , y el término a segundo orden, G

(2)
µν , dependerá cuadráticamente de h, por

efecto de (5-21) y (5-22) (véase Apéndice B).

La descomposición (5-23) motiva también a descomponer el término FOG en estos órdenes.

En consecuencia, las ecuaciones de Einstein son expandidas en ambos órdenes, donde los

términos lineales en hµν obedecen la aproximación de campo débil vista en el caṕıtulo 2,

∇α∇βRµανβ =
(
∇α∇βRµανβ

)(1)
+
(
∇α∇βRµανβ

)(2)
. (5-24)

En este esquema, las ecuaciones de campo FOG con solución de la forma (5-17) se escriben

G(1)
µν +G(2)

µν = L2
(
∇α∇βRµανβ

)(1)
+ L2

(
∇α∇βRµανβ

)(2)
+

8πG

c4
Tµν , (5-25)

donde las contribuciones en los diferentes órdenes pueden reorganizarse de tal manera que

las expansiones a primer orden para el campo gravitacional están asociados a un tensor

momentum-enerǵıa efectivo,

G(1)
µν − L2

(
∇α∇βRµανβ

)(1)
= ktµν ,

donde

tµν = Tµν −
1

k

[
G(2)
µν − L2

(
∇α∇βRµανβ

)(2)
]
, k =

8πG

c4
. (5-26)

Para una distribución dada de materia Tµν , (5-26) será el tensor efectivo a través del cual

se calculará la enerǵıa transportada por radiación gravitacional, por unidad de tiempo (po-

tencia). Se explorará en primera medida la potencia radiada por las ondas gravitacionales

en el caso de las ecuaciones (5-25) con solución en el vaćıo (i.e., Tµν = 0). En esta forma el

tensor efectivo (5-26) contedrá la contribución FOG de segundo orden, que para una onda

gravitacional en el vaćıo definirá la densidad de enerǵıa asociada. Veremos el cálculo expĺıcito

de (5-26) a partir de la métrica (5-17) y la potencia radiada asociada a esta contribución.
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5.3. Cálculo del tensor efectivo tµν; término FOG

expandido a segundo orden

De la expansión (5-19) sobre el término FOG nos interesa la contribución a segundo orden,

ya que el término de primer orden conduce a la representación de las ondas gravitacionales

en las ecuaciones de campo linealizadas según lo discutido en los caṕıtulos 2 y 3, y el término

de segundo orden es el que contribuye a la densidad de flujo de radiación gravitacional desde

el tensor momentum-enerǵıa efectivo (5-26).

Bajo (5-17) y considerando términos hasta segundo orden, la segunda derivada covariante

del tensor de Riemann se expande en la forma [3]

(∇α∇βR
µανβ)(2) = ∂α∂βR

µανβ(2) + Γµ (1)
σα ∂βR

σαµβ (1) + Γα (1)
σα ∂βR

µσνβ (1)

+Γν (1)
σα ∂βR

µασβ (1) + Γβ (1)
σα ∂βR

µανσ (1) + ∂α

(
Γ
µ (1)
σβ Rσανβ (1) + Γ

α (1)
σβ Rµσνβ (1) + ...

)
+O(h3).

(5-27)

Cada uno de los términos es a su vez expandido en concordancia con la descomposición

(5-17) de la métrica. Debido a que la solución de la ecuación de onda modificada (4-62)

satisface las condiciones dadas por el gauge TT, el tensor enerǵıa-momentum efectivo (5-

26) expandido en esta métrica también deberá satisfacer dicha condición, teniendo en cuenta

que se evaluará este tensor y el flujo de radiación gravitacional en una dirección espacial dada.

La construcción del tensor tµν no se puede definir localmente; si bien la enerǵıa transportada

por la onda gravitacional se propaga a través del espacio-tiempo, siempre es posible carac-

terizar la radiación gravitacional en un punto arbitrario del espacio-tiempo en un sistema

coordenado dado, lo cual implica que la radiación gravitacional no es local. Por consiguiente,

el cálculo de la potencia radiada o del flujo de enerǵıa transportada por las ondas gravita-

cionales puede determinarse calculando el tensor enerǵıa-momentum efectivo en una región

volumétrica del espacio-tiempo los suficientemente grande comparada con las longitudes de

onda de la fuente, pero a la vez lo suficientemente pequeña como para que se desprecien

efectos asociados a la curvatura del background (ripple effects) [7, 13]. Sea λB la escala de

variación del background debida a efectos de curvatura de este, y λ̄ la escala de longitudes

de onda de la onda gravitacional. Se asume en este contexto que la región del espacio-tiempo

donde se define el tensor (5-26) cumple la relación entre las escalas tal que

λ̄� λB, (5-28)

donde tales efectos de curvatura son distinguibles de la radiación gravitacional. En este

formalismo, la radiación gravitacional es estudiada bajo la aproximación de onda corta. Por



5.3 Cálculo del tensor efectivo tµν ; término FOG expandido a segundo orden 61

otro lado, dada la no localidad del transporte de enerǵıa por radiación gravitacional, el tensor

(5-26) y el flujo de radiación se definen en una región del espacio-tiempo de tamaño l, la cual

satisface la relación (5-28) entre las escalas [13]

λ̄� l� λB. (5-29)

Para el cálculo de tµν en esta región, se evalúa el valor medio de este en la región de tamaño

l, utilizando el operador lineal 〈·〉 [12, 13, 18]. Este operador promedio define el valor de

cualquier tensor en la región del espacio-tiempo descrita por (4-3), y es tal que satisface las

propiedades siguientes, para dos tensores A y B

〈A±B〉 = 〈A〉 ± 〈B〉.

〈∂µ(A)〉 = 0.

〈∂µ∂ν(A)〉 = 〈∂ν∂µ(A)〉.

En un background curvo: 〈∇µ(A)〉 = 0, 〈∇µ∇ν(A)〉 = 〈∇ν∇µ(A)〉.

Como corolario de la tercera y cuarta propiedades: 〈A∇ν(B)〉 = −〈B ∇ν(A)〉, y

〈A ∂ν(B)〉 = −〈B ∂ν(A)〉 en el background de Minkowski.

Veremos cómo se construye el tensor efectivo (5-26) en el vaćıo (i.e, con Tµν = 0) promediado

en la región del espacio-tiempo con escala de variación descrita por (5-29). Ante todo, es

necesario el cálculo expĺıcito de todos los términos de (5-27) bajo la expansión (5-17) de la

métrica en el background de Minkowski.

En primera instancia, se evaluarán los tensores de curvatura de segundo orden. El término

de Riemann R
(2)
µανβ expandido bajo (5-17) es lineal en las derivadas de las conexiones de

segundo orden, y cuadrática en las conexiones de primer orden, en virtud de (5-21), donde

[7, 12]

R
σ (2)
βµν = ∂µΓ

σ (2)
νβ − ∂νΓσ (2)

µβ + Γ
σ (1)
µλ Γ

λ (1)
νβ − Γ

σ (1)
νλ Γ

λ (1)
µβ .

En virtud de (5-18) y (5-21), este tensor está en la forma expĺıcita:

R
µ (2)
αβγ =

1

2

[
hµλ
(
∂γ∂αhβλ + ∂γ∂βhλα − ∂γ∂λhαβ

)
− hµλ

(
∂β∂αhγλ + ∂β∂γhλα − ∂β∂λhαγ

)

−∂βhµλ
(
∂αhγλ + ∂γhλα − ∂λhαγ

)
+ ∂γh

µλ
(
∂αhβλ + ∂βhλα − ∂λhαβ

)]
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+
1

4

[(
2∂(αh

λ
γ) − ∂λhαγ

)(
2∂(λh

µ
β) − ∂

µhλβ
)
−
(
2∂(αh

λ
β) − ∂λhαβ

)(
2∂(λh

µ
γ) − ∂

µhλγ
)]
.

En forma contravariante, este tensor de curvatura toma la forma

Rµανβ (2) =
1

2

[
hµζ
(
∂β∂αhνζ + ∂β∂νhαζ − ∂β∂ζhαν

)
− hµζ

(
∂ν∂αhβζ + ∂ν∂βhαζ − ∂ν∂ζhαβ

)
−∂νhµζ

(
∂αhβζ + ∂βhαζ − ∂ζhαβ

)
+ ∂βhµζ

(
∂αhνζ + ∂νhαζ − ∂ζhαν

)]

+
1

4

[(
2∂(αhβ)ζ − ∂ζhαβ

)(
2∂(ζh

µ)ν − ∂µhνζ
)
−
(
2∂(αhν)ζ − ∂ζhαν

)(
2∂(ζh

β)µ − ∂µhβζ
)]
. (5-30)

Este resultado determina el primer término de (5-27), tal que al derivar dos veces en el

background de Minkowski, se obtiene

∂α∂βR
µανβ (2) =

1

2

[
∂α∂βh

µζ
(
2∂β∂(αh

ν)
ζ − ∂

β∂ζh
αν
)

+ ∂αh
µσ�

(
2∂β∂(αh

ν)
ζ − ∂

β∂ζh
αν
)

−∂α∂βhµζ
(
∂ν∂(αh

β)
ζ − ∂

ν∂ζh
αβ
)

+ ∂α�h
µζ
(
∂(αh

ν)
ζ − ∂ζh

αν
)

+ ∂α∂
βhµζ∂β

(
∂(αh

ν)
ζ − ∂ζh

αν
)]

+
1

2

[(
2∂(αhβ)ζ − ∂ζhαβ

)
∂α∂β

(
2∂(ζh

µ)ν − ∂µhνζ
)
− ∂β

(
2∂(αhν)ζ − ∂ζhαν

)
∂α
(
2∂(ζh

β)µ − ∂µhβζ
)]
.

Por su parte, los demás términos dependen del tensor de Riemann de primer orden (2-16)

obtenido por la linealización (2-2) de las ecuaciones de campo. En particular, los siguientes

términos de (5-27) cumplen

Γµ (1)
σα ∂βR

σανβ (1) =
1

2

(
2∂(σh

µ
α) − ∂

µhσα

)
∂β∂

β
(
∂[νhα]σ

)
.

Γν (1)
σα ∂βR

σαµβ (1) =
1

2

(
2∂(σh

ν
α) − ∂νhσα

)
∂β∂

β
(
∂[αhσ]µ

)
.

Estos términos son reemplazados en (5-25) para la construcción del tensor efectivo tµν . Por

lo discutido anteriormente, los términos de (5-25) son promediados en la región de escala l
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grande en comparación con la longitud de onda de la onda gravitacional. Adicionalmente, al

caracterizar el flujo de enerǵıa en una dirección espacial arbitraria, tanto la métrica (5-17)

como los tensores de curvatura pueden definirse en el plano transversal a dicha dirección

mediante la aplicación del gauge TT. En esta forma los resultados anteriores para (5-27) se

simplifican en varios términos, ya que por la condición dada por el gauge de Lorentz algunos

de ellos se anulan en este plano transversal. Lo anterior, junto con la aplicación del operador

〈·〉 para el cálculo del valor medio de cada término de (5-27), conduce a los resultados:

〈∂α∂βRµανβ (2)〉 = 0,

〈Γµ (1)
σα ∂βR

σανβ (1)〉 = 0,

〈Γµ (1)
σα ∂βR

νασβ (1)〉 =
1

4

〈
∂β∂αh

ν
σ∂

β∂αhµσ + ∂β∂
νhασ∂

β∂µhασ
〉
.〈

Γβ (1)
σα ∂βR

µανσ (1)
〉

= −
〈
∂βΓβ (1)

σα Rµανσ (1)〉.

Es fácil notar, además, que el valor medio de la derivada parcial respecto a xβ de la expansión

presente en el último término de (5-27) se anula por la propiedad 〈∂µA〉 = 0.

El quinto término de la expansión de (5-27), por su parte, cumple que

〈∂βΓβ (1)
σα Rµανσ (1)〉 = −1

2

〈
∂β∂

βhσαR
µανσ

〉
= −1

4

〈
�hσαR

µανσ
〉
∼ O(∂6h),

donde, en virtud de la ecuación de onda en el vaćıo (3-13), el término �hαβ es proporcional

a �2hαβ, por lo que dicho término se convierte en una contribución de orden superior en las

derivadas de h.

Por consiguiente, el término perturbativo de segundo orden queda en la forma

〈∇α∇βRµανβ〉(2) =
1

4

〈
(∂β∂αhσν∂β∂αh

σ
µ + ∂β∂νhασ∂

β∂µh
ασ)
〉
. (5-31)

Incorporando este resultado en (5-21), junto con el término de Einstein de G
(2)
µν , obtenemos

el tensor (5-26) promediado en la región de escala l

〈tµν〉 =
1

k

〈
1

4
∂µhρσ∂νh

ρσ − L2

4

(
∂β∂αhσν∂β∂αh

σ
µ + ∂β∂νhασ∂

β∂µh
ασ
)〉
. (5-32)

Este es el tensor efectivo para la onda gravitacional en el vaćıo [3]. La expresión (5-32)

establece claramente la separación entre el caso relativista (L = 0) y el caso perturbado con

la contribución FOG.
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5.4. Enerǵıa de onda gravitacional a partir de una fuente

simétricamente esférica

Ya se vio en la sección anterior la construcción del tensor enerǵıa-momentum de las ecua-

ciones de campo donde la métrica asociada con el background de Minkowski es expandida

hasta segundo orden en h según (5-17). La ecuación (5-32) separa los términos presentes en

relatividad general de los términos asociados al término de cuarto orden.

Podemos calcular el flujo de enerǵıa transportada por radiación gravitacional a partir de

(5-32) para una simetŕıa dada de la fuente. El flujo de radiación gravitacional emitido desde

una región del espacio con volumen V y definido en la dirección del vector unitario ni normal

a la superficie frontera de V (siendo ni un vector de tipo espacial), se obtiene integrando la

componente t0i de (5-32) en este volumen del espacio, proyectando esta componente en la

dirección de este vector normal, en la forma

Ė =

∫
V

〈t0i〉nid3x (5-33)

Como primer caso de aplicación de (5-33), considérese el caso de una onda gravitacional

propagándose desde un volumen esférico, en todas direcciones del espacio. En este caso el

volumen V de integración corresponde al de una esfera centrada en x′ = 0, y ni = nr =

(0, 1, 0, 0) es el vector unitario radial, normal a la superficie frontera de V . Se calculará la

potencia radiada o flujo de enerǵıa que se propaga en esta dirección radial. Por ende, la

componente de (5-33) proyectada en la dirección de este vector radial es t0r. En esta forma,

la potencia radiada (5-33) tiene la forma

Ė =

∫
〈t0r〉nrr2dΩ, (5-34)

donde la componente t0r, dadas las condiciones del gauge TT, es

〈t0r〉 =
1

4k
〈∂0hrr∂rh

rr − L2
(
∂r∂0hrr∂

0∂0h
rr + ∂r∂rhrr∂

r∂0h
rr
)
〉. (5-35)

Cada una de las componentes hij vienen dadas por la solución (5-16) de la métrica TT.

Veremos cómo se construye la componente t0r con la solución (5-16) sobre los términos de

Einstein y FOG, escribiendo (5-35) expĺıcitamente en función de los cuadrupolos TT dados

por (5-14).
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Flujo radial TT para una fuente esférica

De acuerdo con (5-16), la componente radial de la métrica está asociada a la componente

radial TT del momento cuadrupolar (5-14)

hrr =
2G

c4

∫ ∞
0

J1(s)√
s2 + κ2

¨̄Qrrds. (5-36)

De acuerdo con el cambio de variable (5.15), la dependencia de los términos de la métrica de-

penden del tiempo coordenado en los momentos cuadrupolares, mientras que la dependencia

en la coordenada radial estriba en el parámetro κ, siendo s la variable de integración. Aśı, en

concordancia con (5.15), las derivadas con respecto al tiempo coordenado y a la coordenada

radial, de primero y segundo órdenes, son

∂0hrr =∂0

(
2G

L

∫ ∞
0

J1(s)√
s2 + κ2

¨̄Qrr(t
′)ds

)
=

2G

L

∫ ∞
0

J1(s)√
s2 + κ2

...
Q̄rr(t

′)ds

∂0∂0hrr =
2G

L

∫ ∞
0

J1(s)√
s2 + κ2

....
Q̄ rr(t

′)ds,

∂rhrr =
2G

L

∫ ∞
0

(
J1(s)√
s2 + κ2

)
¨̄Qrr(t

′)ds+

∫ ∞
0

(
J1(s)√
s2 + κ2

)
∂r

¨̄Qrr(t
′)ds

=− 2G

L

[
1

L

∫ ∞
0

(
κJ1(s)

(s2 + κ2)
3
2

)
¨̄Qrr(t

′)ds+

∫ ∞
0

(
κJ1(s)

(s2 + κ2)

)...
Q̄rr(t

′)ds,

]
.

∂0∂rhrr = −2G

L

[
1

L

∫ ∞
0

(
κJ1(s)

(s2 + κ2)
3
2

)...
Q̄rr(t

′)ds+

∫ ∞
0

(
κJ1(s)

(s2 + κ2)

)....
Q̄ rr(t

′)ds,

]

∂r∂rhrr =− 2G

L

[
1

L2

∫ ∞
0

J1(s)

(s2 + κ2)
3
2

¨̄Qrr(t
′)ds+

1

L

∫ ∞
0

(
κJ1(s)

(s2 + κ2)

)...
Q̄rr(t

′)ds

− 3

L2

∫ ∞
0

κ2J1(s)

(s2 + κ2)
5
2

...
Q̄rr(t

′)ds− 3

L

∫ ∞
0

κ2J1(s)

(s2 + κ2)2

...
Q̄rr(t

′)ds

−
∫ ∞

0

κ2J1(s)

(s2 + κ2)
5
2

....
Q̄ rr(t

′)ds

]
.
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Estas derivadas son introducidas en (5-35), dando lugar al flujo de enerǵıa dado por

Ė =
1

32πG

∫
(L2κ2)

〈
−4G2

L3

(∫ ∞
0

J1(s)√
s2 + κ2

...
Q̄rr(t

′)ds

)(∫ ∞
0

κJ1(s)

(s2 + κ2)
3
2

...
Q̄rr(t

′)ds

+

∫ ∞
0

LκJ1(s)

(s2 + κ2)

...
Q̄rr(t

′)ds

)
− L2

[
−2G

L

(
1

L2

∫ ∞
0

J1(s)

(s2 + κ2)
3
2

¨̄Qrr(t
′)ds

+
1

L

∫ ∞
0

(
J1(s)

(s2 + κ2)

)...
Q̄rr(t

′)ds− 3

L2

∫ ∞
0

κ2J1(s)

(s2 + κ2)
5
2

...
Q̄rr(t

′)ds

− 3

L

∫ ∞
0

κ2J1(s)

(s2 + κ2)2

...
Q̄rr(t

′)ds−
∫ ∞

0

κ2J1(s)

(s2 + κ2)
3
2

....
Q̄ rr(t

′)ds

)
×

× 2G

L

(
1

L

∫ ∞
0

(
κJ1(s)

(s2 + κ2)
3
2

)...
Q̄
rr

(t′)ds+

∫ ∞
0

(
κJ1(s)

s2 + κ2

)....
Q̄

rr
(t′)ds

)]

+

[
− 2G

L

(
1

L

∫ ∞
0

(
κJ1(s)

(s2 + κ2)
3
2

)...
Q̄rr(t

′)ds

+

∫ ∞
0

(
κJ1(s)

(s2 + κ2)

)....
Q̄ rr(t

′)ds

)](
− 2G

L

∫ ∞
0

J1(s)√
s2 + κ2

....
Q̄

rr
(t′)ds

)〉
dΩ. (5-37)

Naturalmente, aparecen muchos términos integrales que incluyen contribuciones en las deri-

vadas de los momentos cuadrupolares hasta cuarto orden. Sin embargo, al integrar el valor

medio de la componente t0r en virtud de (5-34), el flujo de enerǵıa es evaluado en todas di-

recciones del tri-espacio, aplicando simetŕıa esférica. Por ende, es conveniente evaluar (5-37)

en el ĺımite de campo lejano [3, 7, 12], i.e., r −→ ∞. En (5-15) se vio que el parámetro κ es

proporcional a la coordenada radial r, de tal manera que κ −→∞ en este ĺımite. Puesto que

en las integrales (5-16) se evaluan con respecto al parámetro s, el ĺımite de campo lejano

sobre la expresión (5-37) es evaluado directamente aplicando κ −→∞.

Observemos que las combinaciones de términos en (5-26) serán de diferentes órdenes en κ.

Al combinar los términos en (5-26), obtenemos los siguientes órdenes en este parámetro:

κ2

∫ ∞
0

J1(s)√
s2 + κ2

¨̄Qrr(t
′)ds

∫ ∞
0

κJ1(s)

(s2 + κ2)
3
2

...
Q̄rr(t

′)ds ∼ O
(

1

κ

)
κ−→∞−−−−→ 0.
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2Gκ2

L

(
1

L2

∫ ∞
0

J1(s)

(s2 + κ2)
3
2

¨̄Qrr(t
′)ds+

1

L

∫ ∞
0

(
J1(s)

(s2 + κ2)

)...
Q̄rr(t

′)ds

− 3

L2

∫ ∞
0

κ2J1(s)

(s2 + κ2)
5
2

...
Q̄rr(t

′)ds− 3

L

∫ ∞
0

κ2J1(s)

(s2 + κ2)2

...
Q̄rr(t

′)ds

−
∫ ∞

0

κ2J1(s)

(s2 + κ2)
5
2

....
Q̄ rr(t

′)ds

)
1

L

∫ ∞
0

κJ1(s)

(s2 + κ2)
3
2

...
Q̄
rr

(t′)ds

∼O
(

1

κ3

)
+O

(
1

κ2

)
+O

(
1

κ3

)
+O

(
1

κ2

)
+O

(
1

κ3

)
κ−→∞−−−−→ 0.

2Gκ2

L

(
1

L2

∫ ∞
0

J1(s)

(s2 + κ2)
3
2

¨̄Qrr(t
′)ds+

1

L

∫ ∞
0

(
J1(s)

(s2 + κ2)

)...
Q̄rr(t

′)ds

− 3

L2

∫ ∞
0

κ2J1(s)

(s2 + κ2)
5
2

...
Q̄rr(t

′)ds− 3

L

∫ ∞
0

κ2J1(s)

(s2 + κ2)2

...
Q̄rr(t

′)ds

−
∫ ∞

0

κ2J1(s)

(s2 + κ2)
3
2

....
Q̄ rr(t

′)ds

)∫ ∞
0

(
κJ1(s)

s2 + κ2

)....
Q̄

rr
(t′)ds

∼− 2Gκ2

L

∫ ∞
0

κ2J1(s)

(s2 + κ2)
3
2

....
Q̄ rr(t

′)ds

∫ ∞
0

(
κJ1(s)

s2 + κ2

)....
Q̄

rr
(t′)ds

+ O
(

1

κ2

)
+O

(
1

κ

)
+O

(
1

κ2

)
+O

(
1

κ

)

κ−→∞−−−−→− 2Gκ2

L

∫ ∞
0

κ2J1(s)

(s2 + κ2)
3
2

....
Q̄ rr(t

′)ds

∫ ∞
0

(
κJ1(s)

s2 + κ2

)....
Q̄

rr
(t′)ds.
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κ2

[
1

L

∫ ∞
0

κJ1(s)

(s2 + κ2)
3
2

...
Q̄rr(t

′)ds

+

∫ ∞
0

(
κJ1(s)

(s2 + κ2)

)....
Q̄ rr(t

′)ds

] ∫ ∞
0

J1(s)√
s2 + κ2

....
Q̄

rr
(t′)ds

∼ O
(

1

κ

)
+ κ2

∫ ∞
0

(
κJ1(s)

(s2 + κ2)

)....
Q̄ rr(t

′)ds

(∫ ∞
0

J1(s)√
s2 + κ2

....
Q̄

rr
(t′)ds

)

κ−→∞−−−−→
∫ ∞

0

(
κ3J1(s)

(s2 + κ2)

)....
Q̄ rr(t

′)ds

(∫ ∞
0

J1(s)√
s2 + κ2

....
Q̄

rr
(t′)ds

)
.

Insertando estas aproximaciones en (5-37), obtenemos el flujo de enerǵıa en el ĺımite de

campo lejano, integrado en el ángulo sólido del espacio

Ė =
1

32πG

∫
dΩ(−4G2)

〈(∫ ∞
0

κJ1(s)√
s2 + κ2

ds

∫ ∞
0

κ2J1(s)

(s2 + κ2)
ds

)
...
Q̄rr(t

′)
...
Q̄
rr

(t′)

−L2

[∫ ∞
0

κ2J1(s)

(s2 + κ2)
3
2

ds

∫ ∞
0

κJ1(s)

s2 + κ2
ds−

∫ ∞
0

κ3J1(s)

s2 + κ2
ds

∫ ∞
0

J1(s)√
s2 + κ2

ds

]
....
Q̄ rr(t

′)
....
Q̄

rr
(t′)

〉
(5-38)

Las integrales resultantes no son inmediatas, ya que dependen de las funciones de Bessel

de primera especie. En particular, estas integrales pueden evaluarse en el ĺımite de campo

lejano teniendo en cuenta las aproximaciones [2, 5]

κ

∫ ∞
0

J1(s)√
s2 + κ2

ds =κ

(
1− coshκ+ sinhκ

κ

)
= κ

(
1− e−κ

κ

)
κ−→ ∞−−−−→ 1,

∫ ∞
0

κ2 J1(s)

s2 + κ2
ds =1− κK1(κ)

κ−→∞−−−−→ 1,

donde K1(κ) es la función de Bessel modificada de segunda especie, de orden 1 [2, 5].

En consecuencia, la potencia radiada (5-38) toma la forma
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Ė =
1

32πG

∫
(−4G2)

〈...
Q̄rr(t

′)
...
Q̄
rr

(t′) + 2L2
....
Q̄ rr(t

′)
....
Q̄

rr
(t′)

〉
dΩ. (5-39)

Obsérvese que (5-39) se reduce a la superposición de la potencia radiada relativista (caso

L = 0) cuadrática con
...
Qrr y la potencia FOG cuadrática con

....
Q rr. En ambas contribuciones

a la potencia radiada, la dependencia es estrictamente cuadrupolar.

5.4.1. Momentos cuadrupolares originales y potencia radiada

La potencia radiada (5-39) está asociada a los momentos cuadrupolares TT, que garantizan la

condición (2-40) del gauge TT para la potencia radiada. No obstante, la fuente de radiación

Tµν arroja los momentos cuadrupolares originales definidos en (5-8) y (5-10). Es posible

extraer la condición TT de los cuadrupolos de (5-39) aplicando los operadores de proyección

sobre los cuadrupolos de Tµν según (5-14). En efecto, la aplicación de los operadores de

proyección sobre los términos de (5-39) construye los cuadrupolos TT en la forma

...
Q̄rr(t

′)
...
Q̄
rr

(t′) =

(
P a
c P

b
d −

1

2
PcdP

ab

)
...
Qrr(t

′)
...
Q
rr

(t′) (5-40)

Nótese que esta transformación aplica de manera equivalente para cualquier cuadrupolo Qij

de Tµν . En virtud de (5-11) (o (5-12)), esta transformación se descompone como sigue

...
Q̄ij(t

′)
...
Q̄
ij

(t′) =P a
c P

b
d

...
Qij(t

′)
...
Q
ij

(t′)− 1

2
PcdP

ab
...
Qij(t

′)
...
Q
ij

(t′)

=

[(
δac δ

b
d − δac

xbxd
r2
− δbd

xaxc
r2

+
xaxbxcxd

r4

)

− 1

2

(
δcdδ

ab − δcd
xaxb

r2
− δabxcxd

r2
+
xaxbxcxd

r4

)]
...
Qab(t

′)
...
Q
cd

(t′)
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...
Q̄ij(t

′)
...
Q̄
ij

(t′) =
...
Qab(t

′)
...
Q
ab

(t′)− xbxd
r2

...
Qab(t

′)
...
Q
ad

(t′)

− xbxc
r2

...
Qab(t

′)
...
Q
bc

(t′) +
xaxcx

bxd
r4

...
Qab(t

′)
...
Q
cd

(t′)

− 1

2

(
...
Q
a

a(t
′)

...
Q
b

b(t
′)− xaxb

r2

...
Qab(t

′)
...
Q
c

c(t
′)

− xcxd
r2

...
Q
cd

(t′)
...
Q
a

a(t
′) +

xaxbxcxd
r4

...
Qab(t

′)
...
Q
cd

(t′)

)
.

De esta manera (5-40) es equivalente a

...
Q̄ij(t

′)
...
Q̄
ij

(t′) =
...
Qab(t

′)
...
Q
ab

(t′)−x
bxd

r2

...
Qab(t

′)
...
Q
a

d(t
′)−x

bxc

r2

...
Qab(t

′)
...
Q
b

c(t
′)+

xaxcx
bxd

2r4

...
Qab(t

′)
...
Q
cd

(t′).

(5-41)

Los momentos originales son de traza nula, condición garantizada por (5-10). En los términos

intermedios se aplica la regla de subir y bajar ı́ndices, de tal manera que las componentes

espaciales xe se expresan en forma contravariante.

5.4.2. Integración en el espacio; promedios angulares

La potencia radiada (5-39) depende expĺıcitamente de los cuadrupolos originales en virtud

de (5-41). La integración de cada término de esta última expresión puede evaluarse en forma

independiente sobre el ángulo sólido dΩ del espacio, donde tal integración es más eficaz de

efectuar aplicando las identidades de los promedios angulares [3, 19] para los términos de

coordenadas, mientras que los términos de cuadrupolo son constantes en la integración∫
...
Qab(t

′)
...
Q
ab

(t′)dΩ =
...
Qab(t

′)
...
Q
ab

(t′)

∫
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∫
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∫
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Reemplazando los resultados anteriores en (5-39), obtenemos que:∫ ...
Q̄ij(t

′)
...
Q̄
ij

(t′)dΩ =
8π

5

...
Qab(t

′)
...
Q
ab

(t′), (5-42)

de tal forma que el flujo de enerǵıa de la onda gravitacional, en función de los momentos

originales, se simplifica a la forma

Ė =
1

32πG
(−4G2)

〈
8π

5

...
Qrr(t

′)
...
Q
rr

(t′) +
16π

5
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....
Q rr(t
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....
Q

rr
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〉
dΩ,

Ė = −G
5

〈
...
Qrr(t

′)
...
Q
rr

(t′) + 2L2
....
Q rr(t

′)
....
Q

rr
(t′)

〉
. (5-43)

Esta es la potencia radiada por ondas gravitacionales en sus términos relativista y FOG [3].

Nótese que, aunque (5-43) está evaluada para una fuente con simetŕıa esférica, es equivalente

para construir la potencia radiada en términos de los momentos Qij. En consecuencia, (5-43)

define la potencia radiada para la onda gravitacional en cualquier dirección arbitraria del

espacio donde las componentes de los cuadrupolos están definidas en las direcciones ni y nj

del vector de propagación n̂.
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sistema binario

En los caṕıtulos anteriores se examinó la solución de las ecuaciones de onda FOG, con la cual

se obtuvieron cantidades como el flujo de enerǵıa transportada por las ondas gravitacionales.

Como ejemplo particular, se abordará el problema de las ondas gravitacionales producidas

por un sistema binario. Se discutirá la aplicación de las ecuaciones de campo FOG en el

ĺımite newtoniano, y la aplicación del resultado (5-43) para el cálculo de la potencia radiada

del sistema en este esquema.

6.1. Ecuaciones de campo FOG en el ĺımite Newtoniano

En el caṕıtulo 2 se discutió la construcción de la aproximación de campo débil sobre las ecua-

ciones de campo de Einstein, a partir de la cual estas conducen a ecuaciones de onda cuya

solución corresponde a la métrica hµν presente en la expansión (2-2) de gµν en el background

de Minkowski. Por su parte, la modificación de las ecuaciones de campo representada en

las ecuaciones (3-1) conducen a las ecuaciones de onda de cuarto orden correspondientes al

marco FOG, donde el término perturbativo presente en las ecuaciones (3-1) tiene un orden

de magnitud definido por el factor de escala L.

Se vio que en la aproximación de campo débil de las ecuaciones de campo (2-1) se construye

a partir de la expansión a primer orden sobre el background de Minkowski

gµν = ηµν + hµν h << 1, (6-1)

tal que el campo gravitacional representado en estas ecuaciones se considera débil, en el senti-

do de que corresponde a una región de espacio-timepo ligeramente curvado, en donde existen

coordenadas xσ donde la métrica gµν satisface (6-1). En este esquema, se asume además que

la métrica es estacionaria, i.e., ∂0gµν = 0.

Se asume además que la distribución Tµν es tal que define este campo gravitacional débil

como un fluido perfecto, en el cual la presión es pequeña comparada con su densidad propia,
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i.e., p/c2 << ρ, y por consiguiente el tensor Tµν asociado a esta distribución de materia

define un fluido tipo polvo [12, 19], en la forma

T µν = ρuµuν , (6-2)

donde uν es la cuadrivelocidad del fluido, y uαuα = c2 en la signatura (−,+,+,+).

Veremos la descripción del campo gravitacional descrito por las ecuaciones de campo FOG

(3-1) con distribución enerǵıa-momentum Tµν de la forma (6-2) y solución para la métrica

(6-1), siendo las ecuaciones FOG de la forma

Rµν −
1

2
Rgµν = kTµν + L2∇α∇βRµανβ. (6-3)

Estas ecuaciones pueden ser reescritas en forma equivalente en términos de Tµν y de su

traza T = T µµ , que en relatividad general es comparable con el escalar de curvatura R en

concordancia con R = −kT , visto en la sección (3.1.2). Para verlo, observemos que al elevar

los ı́ndices de (6-3),

Rσ
ν −

1

2
Rδσν = kT σν + L2gµσ∇α∇βRµανβ, (6-4)

y contraer ı́ndices, se obtiene el escalar modificado (3-3):

R = −
(
kT + L2gµσ∇α∇βRµανβ

)
, (6-5)

Reorganizando (6-3) y reemplazando el escalar (6-5) en dichas ecuaciones, obtenemos la

forma alterna de las ecuaciones (6-3):

Rµν = k

(
Tµν −

1

2
Tgµν

)
− L2

2
gµνg

ρσ∇α∇βRρασβ, (6-6)

donde claramente se identifican las contribuciones de forma independiente; si L = 0, las

ecuaciones (6-6) se reducen al caso relativista. A partir de estas ecuaciones se construye

el campo gravitacional en el ĺımite newtoniano, definiendo el tensor de curvatura según lo

discutido en el caṕıtulo 2 bajo la métrica (6-1) para una distribución enerǵıa-momentum

clásica como (6-2).

En efecto, por (2-14) las componentes del tensor de Ricci lineales en hµν cumplen que

Rµν = ∂νΓ
σ
µσ − ∂σΓσµν + ΓρµσΓσρν − ΓρµνΓ

σ
ρσ ≈ ∂νΓ

σ
µσ − ∂σΓσµν +O(h2). (6-7)
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Teniendo en cuenta (2-12) para las conexiones, y considerando la condición de métrica es-

tacionaria, se tiene que la componente de Rµν que sobrevive en este caso es la componente

temporal, R00

R00 = −∂σΓσ00 +O(h2) ≈ −1

2
ηij∂i∂jh00, (6-8)

donde los operadores diferenciales se definen con respecto a las variables espaciales (back-

ground). En efecto, el último resultado de (6-8) corresponde al operador laplaciano en el

background de Minkowski aplicado a h00

R00 = −1

2
∇2h00. (6-9)

En este esquema, el término FOG, expandido según (6-1) (véase caṕıtulo 3) y en la compo-

nente ρ = σ = 0 se reduce, por su parte, a

∇α∇βR0α0β = ∂α∂βR0α0β = ∂0∂0R0000 + ∂0∂jR000j + ∂k∂0R0k00 + ∂i∂jR0i0j = ∂i∂jR0i0j.

De acuerdo con (3-3) y aplicando la condición ∂0gµν = 0, las componentes del tensor de

Riemann toman la forma

R0i0j = −1

2
∂j∂ih00, (6-10)

esto es

∂i∂jR0i0j = −1

2
∂i∂j∂j∂ih00 = −1

2
∇4h00.

Insertando este resultado en las ecuaciones (6-6) con componente µ = ν = 0, junto con el

tensor enerǵıa-momentum (6-2), obtenemos que

R00 = k

(
− ρc2 +

1

2
ρc2

)
− L2

2
g00

(
1

2
∇4h00

)
.

Sustituyendo (6-7) y teniendo en cuenta que g00 ≈ η00 = −1, se obtiene que

1

2
∇2h00 = −1

2
kρc2 +

L2

2
∇4h00. (6-11)
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En el ĺımite newtoniano en relatividad general, la componente temporal de la métrica es

proporcional al potencial gravitacional newtoniano U ,

h00 = −2U

c2
k =

8πG

c4
.

Por consiguiente, (6-11) se transforma en

∇2U − L2∇4U = 4πGρ. (6-12)

Esta es la ecuación de Poisson gravitacional modificada en el ĺımite de campo débil. Clara-

mente (6-12) se reduce a la ecuación de campo newtoniana en L = 0. Esta es una ecuación

bi-armónica de cuarto orden no homogénea, donde la solución para el potencial gravitacional

U(r) puede construirse en forma análoga al caso clásico, a partir de la densidad de masa ρ

y construyendo la función de Green asociada G(r, r’), como se discutirá a continuación. La

aplicación de (6-12) es interesante en problemas particulares como las curvas de rotación de

galaxias, en forma alternativa al modelo de materia oscura [3, 4].

6.2. Solución para el potencial gravitacional

El potencial gravitacional U(r) solución de la ecuación (6-12) se construye a partir de la fun-

ción de Green G(r, r’) y de la distribución de masa ρ(r), integrando en la región volumétrica

del tri-espacio donde está definida tal distribución de masa [7, 8, 12]

U(r, t) = G

∫
ρ(r’, t)G(r, r’)d3x′, (6-13)

donde r es la posición del punto de observación del potencial para cualquier part́ıcula de

prueba moviéndose en este potencial, y r’ es la posición de un punto en la región volumétrica

de la distribución de masa con densidad ρ.

La ecuación de Poisson modificada puede reordenarse en la forma

(∇2 − α2)∇2U = −4πGα2ρ α =
1

L
, (6-14)

tal que la función de Green G(r, r’) satisface

∇2G(r, r’) = −4πδ(r− r’). (6-15)
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En rigor al método descrito en la sección (4-1) para la determinación de la función de Green

solución de (4-3), la función de Green (6-16) se construye a partir de un Ansatz análogo a

(4-4), descomponiéndola en la forma

G(r, r’) = g1(r, r’)− g2(r, r’), (6-16)

donde las funciones gi(r, r’) son las soluciones respectivas de las ecuaciones de Green asocia-

das

∇2g1(r, r’) = −4πδ(r− r’), (6-17)

(∇2 − α2)g2(r, r’) = −4πδ(r− r’). (6-18)

La solución de (6-17) es la función de Green para el potencial gravitacional newtoniano

caracteŕıstico de una fuente puntual localizada en r’

g1(r, r’) = − 1

|r− r’|
. (6-19)

La solución para g2(r, r’), por su parte, se calcula siguiendo un proceso similar al empleado

en la sección (4.1.1). Def́ınase la transformada de Fourier de g2(r, r’) por

g2(r, r’) =
1

(2π)3

∫
g̃2(k) eik·rd3k. (6-20)

Insertando (6-20) en (6-18), junto con la transformada de Fourier de la delta de Dirac dada

por (4-10), se obtiene

− 1

(2π)3

∫ (
k2 + α2

)
g̃2(k) eik·rd3k = −4π

(
1

(2π)3

∫
eik·rd3k

)
,

de donde

g̃2(k) =
4π

k2 + α2
, (6-21)

Aqúı, k se asume en general complejo: k = ζ + iη. Insertando este resultado en (6-20),

obtenemos que
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g2(r, r’) =
1

(2π)3

∫
4π

k2 + α2
eik·rd3k,

donde al integrar aplicando simetŕıa esférica con k la parte radial, y orientando el eje coor-

denado k(3) en la dirección de r, y evaluando la integral en todo el espacio de Fourier con

respecto al ángulo sólido dΩ, se obtiene que

g2(r, r’) =
4π

(2π)3

∫ ∫
k2

k2 + α2
eikr cos θdkdΩ

=
2π

2π2

∫ ∞
0

k2

k2 + α2

∫ π

0

eikr cos θ sin θdθdk

=− 1

iπr

∫ ∞
0

k

k2 + α2

(
eikr − e−ikr

)
dk.

La integral para el segundo término exponencial puede reescribirse de tal manera que

∫ ∞
0

k

k2 + α2
e−ikrdk =

∫ −∞
0

k

k2 + α2
eikrdk = −

∫ 0

−∞

k

k2 + α2
eikrdk,

por lo cual (6-20) se convierte en

g2(r, r’) = − 1

iπr

∫ ∞
−∞

k

k2 + α2
eikrdk = − 1

2iπr

∫ ∞
−∞

(
1

k + iα
+

1

k − iα

)
eikrdk. (6-22)

Asumiendo k complejo, el integrando de (6-21) tiene polos simples en k = iα y k = −iα.

Se aplica el teorema del residuo sobre la integral a lo largo de un semićırculo en el plano

complejo definido en el plano superior (fig. (6-1)), donde el término exponencial tiende a 0

cuando η →∞. En el plano inferior, este término exponencial diverge cuando η →∞.

Por consiguiente, la integral (6-22) calculada con el teorema del residuo queda como

g2(r, r’) = − 1

2πir
(2πi) ei(iα)r = −e

−αr

r
,

quedando aśı la función de Green para un potencial tipo Yukawa

g2(r, r’) = −e
−αr

r
(6-23)

De esta forma, la función de Green del problema (6-14) está dada por
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Figura 6-1.: Contorno de integración para (6-22).

G(r, r’) = − 1

|r− r’|
+

1

|r− r’|
e−
|r−r’|
L . (6-24)

La función de Green (6-23) se descompone en el término newtoniano y el término exponencial

tipo Yukawa, con el cual el potencial U se descompone a su vez en dichas contribuciones

U(r, r’) = −G
∫

ρ(r’)

|r− r’|
d3x′ +G

∫
ρ(r’)

|r− r’|
e−
|r−r’|
L d3x′, (6-25)

que se reduce al potencial newtoniano clásico en el ĺımite |r− r’| >> L.

Nótese que el potencial (6-24) satisface las condiciones de frontera para el potencial newto-

niano, considerando el comportamiento de este en el infinito o en regiones del espacio muy

alejadas de la distribución de masa

U(r −→∞)→ 0 ∇U |(r−→∞) → 0.

6.3. Sistema binario

Como ejemplo particular para el estudio del potencial (6-24) resultante de las ecuaciones

FOG en el ĺımite newtoniano, se abordará el caso del comportamiento del sistema binario

clásico, como fuente de radiación gravitacional.

Sea el sistema binario usual de dos part́ıculas de masas respectivas m1 y m2 con posiciones

R1 y R2 con respecto a un observador inercial O (Fig. 6-2). Sean además el vector relativo

r = R2 −R1, y R el vector de posición del centro de masa de este.
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Figura 6-2.: Sistema binario clásico.

Con respecto a O, el centro de masa del sistema se define de la manera usual por

R =
m1R1 +m2R2

m1 +m2

, (6-26)

las posiciones relativas a O de las part́ıculas pueden ser reescritas en términos de R y r [11]

R1 = − m2

m1 +m2

r + R R2 =
m1

m1 +m2

r + R. (6-27)

Todas las posiciones con respecto a O y al centro de masa se definen en tres dimensiones.

Naturalmente, este sistema tiene seis grados de libertad en el espacio de configuración con

origen en O. No obstante, dado que este origen es arbitrario, resulta más adecuado estudiar

el problema desde un marco de referencia inercial particular, que en este caso estará defini-

do con origen el centro de masa del sistema (i.e., R = 0 en este caso). Al considerar este

referente, es posible eliminar grados de libertad del sistema de tal manera que el comporta-

miento del sistema se restrinja a un plano de movimiento, introduciendo aśı un conjunto de

coordenadas adecuadas en términos de las cuales se escriban las ecuaciones de movimiento

del sistema con el potencial gravitacional modificado asociado (6-25), expresado también en

estas coordenadas.

6.3.1. Coordenadas generalizadas para el sistema binario

Para el estudio del movimiento del sistema es necesario tener en cuenta el número de grados

de libertad de las part́ıculas individuales. En particular, podemos restringir el movimiento

de estas al plano de movimiento (cuya escogencia, sin pérdida de generalidad, se toma z = 0)
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y a la separación relativa dada por el vector r, de tal forma que el espacio de configuración

del sistema se reduce a dos dimensiones [22].

Por otra parte, el vector relativo r = R2 − R1 está definido en el plano de movimiento

del sistema, y pasa por el centro de masa. Puesto que este último puede considerarse el

origen de un marco de referencia inercial, podemos considerar las variables de posición de las

part́ıculas con respecto a dicho origen, las cuales se denotan como r1 y r2, respectivamente,

y claramente están definidos en en el plano de movimiento, colineales con r (fig. (6-2))

r1 = − m2

m1 +m2

r r2 =
m1

m1 +m2

r. (6-28)

Figura 6-3.: Sistema binario de dos masas puntuales en su plano de movimiento [3].

Observemos que en este contexto es posible introducir las coordenadas (r1, r2, φ) para des-

cribir el movimiento de ambas part́ıculas, en concordancia con las ligaduras anteriormente

descritas, y en función de las cuales quedan representadas las posiciones dadas por (6-27). En

particular, φ es común para ambas part́ıculas del sistema, y los ejes coordenados se definen

de tal forma que el eje horizontal apunta en dirección del movimiento del centro de masa.

Por otra parte, puesto que r1 = − m2

m1+m2
r y r2 = m1

m1+m2
r, las posiciones (6-27) pueden repre-

sentarse únicamente en términos de las coordenadas (r, φ), de tal forma que tales posiciones

quedan en la forma [3]

r1 = − m2r

m1 +m2

(
cosφ, sinφ

)
r2 =

m1r

m1 +m2

(
cosφ, sinφ

)
. (6-29)

Veremos ahora la descripción del comportamiento del sistema en este espacio de configura-

ción, construyendo el lagrangiano de dicho sistema en estas coordenadas y con el potencial

gravitacional modificado asociado, construido a partir de la solución (6-25) de la ecuación

de Poisson bi-armónica (6-14).
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6.3.2. Sistema binario en el esquema newtoniano

Se caracteriza el sistema binario mediante la construcción del lagrangiano correspondiente

en términos de las enerǵıas cinética y potencial. Con respecto a O, dicho lagrangiano del

sistema, que incluye además el término asociado al centro de masa, es

L =
1

2
m1|ṙ1|2 +

1

2
m2|ṙ2|2 +

1

2
(m1 +m2)|Ṙ|2 − U(r, ṙ, t). (6-30)

En el sistema de referencia del centro de masa, y en términos de r y sus derivadas por efecto

de (6-26), la enerǵıa cinética de las dos part́ıculas se transforma como

K =
1

2
m1

(
− m2

m1 +m2

r

)2

+
1

2
m1

(
m1

m1 +m2

r

)2

=
1

2

m1m2

m1 +m2

|ṙ|2.

Def́ınase µ = m1m2

m1+m2
la masa reducida del sistema, tal que la enerǵıa cinética del problema

original se reduce a la de una part́ıcula de prueba de masa µ, con posición r con respecto a

un centro de fuerzas o cuerpo central [11], al cual se asocia el potencial central U .

Asumimos en esta forma el problema equivalente de una part́ıcula de prueba de masa propia

µ moviéndose en el potencial U . En este contexto, la masa del cuerpo central equivale a la

masa total del sistema original; M = m1 + m2. El potencial newtoniano modificado (6-24)

para cualquier part́ıcula de prueba se define entonces en términos de la coordenada radial r

como:

U(r) = −GM
r

+
GM

r
e−αr α =

1

L
(6-31)

En coordenadas (r, φ), el lagrangiano de la part́ıcula de prueba de masa reducida se escribe

L =
1

2
µ
(
ṙ2 + r2φ̇2

)
+
GMµ

r

(
1− e−αr

)
. (6-32)

Dado que la coordenada φ es ćıclica, el momento conjugado asociado es una cantidad con-

servada del sistema. Este último corresponde al momento angular orbital de la part́ıcula de

prueba

l = µr2φ̇, (6-33)

la cual conduce a una cuadratura del sistema con solución φ = φ(t)

φ− φ0 =

∫ t

t0

l

µ r2(t)
dt. (6-34)
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De igual manera L no depende expĺıcitamente del tiempo, de tal manera que la enerǵıa

generalizada h del sistema es otra cantidad conservada, y dado que la enerǵıa cinética en

(6-32) es cuadrática en las velocidades ṙ y φ̇, tal enerǵıa corresponde a la enerǵıa mecánica

total del sistema

h = E =
1

2
µ
(
ṙ2 + r2φ̇2

)
− GMµ

r

(
1− e−αr

)
=

1

2
µṙ2 +

l2

2µr2
− GMµ

r

(
1− e−αr

)
, (6-35)

que da lugar a la segunda cuadratura del sistema, con solución t = t(r) definida por

t− t0 =

∫ r

r0

dr[
2
µ

(
E − l2

2µr2
− V (r)

)]1/2
, (6-36)

donde V (r) se define por (6-32). La enerǵıa total (6-35) se descompone en la enerǵıa cinética

radial de la part́ıcula de prueba y el potencial efectivo, dado por

Ueff =
l2

2µr2
− GMµ

r

(
1− e−αr

)
. (6-37)

Figura 6-4.: Potencial efectivo (6-37) comparado con el potencial efectivo newtoniano. To-

mada de Cavan, E, Haranas, I. Gkigkitzis, pp 2-3.
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Este potencial efectivo está representado en la figura (6-4), donde es comparado con el po-

tencial efectivo t́ıpico del problema de Kepler, donde r � L.

El valor mı́nimo de (6-37) es más notable para valores pequeños de r, región en la cual

es posible identificar órbitas acotadas para la part́ıcula de prueba. Para E > 0, siguen

obteniéndose órbitas no acotadas con un punto de retorno [22]. Es claro que la contribución de

Yukawa al potencial newtoniano modifica las órbitas keplerianas, donde las órbitas acotadas

(en particular, la órbita circular) estarán definidas en valores más pequeños de r y las órbitas

eĺıpticas corresponderán a valores de E que coinciden con el de la órbita circular en el caso

kepleriano, para un valor dado del momento angular orbital. En un potencial central de

Yukawa, se tendrán siempre órbitas no acotadas sin punto de retorno.

6.3.3. Momentos cuadrupolares del sistema

Los momentos cuadrupolares caracteŕısticos de una distribución de materia de densidad

volumétrica ρ(r, t) en un volumen V dado del espacio, son los dados en sus componentes en

3 dimensiones por

Iij =

∫
ρ(r’, t′)x′ix

′
jd

3x′ (6-38)

tales que los momentos cuadrupolares sin traza Qij se escriben en términos de los Iij en la

forma

Qij = Iij −
1

3
δij

∫
r′2ρ(r’, t′)d3x′ (6-39)

Se construyen los momentos cuadrupolares dados por (6-23) y (6-24) a partir de las coorde-

nadas de las part́ıculas y de la componente T00 asociada al sistema, definido este último por

la densidad volumétrica de este restringido al plano de movimiento y representado por las

posiciones (6-28),

ρ(r, r’) =
[
m1δ(x− x1)δ(y − y1) +m2δ(x− x2)δ(y − y2)

]
δ(z). (6-40)

Las posiciones r1 = (x1, y1) y r2 = (x2, y2) están definidas con respecto al marco inercial O, en

virtud de las relaciones (6-26). Al integrar (6-39) en el tri-espacio junto con las componentes

espaciales xi de los vectores (6-26), se obtienen los momentos cuadrupolares del sistema

asociados al marco de referencia O
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Iij = m1x
(1)
i x

(1)
j +m2x

(2)
i x

(2)
j . (6-41)

Puesto que el sistema de referencia está definido con respecto al centro de masa, resulta

más adecuado expresar el cuadrupolo (6-41) en términos de las coordenadas r1 y r2 de las

part́ıculas con respecto a este, definidas a su vez por (6-28).

Reemplazando las componentes respectivas de (6-28) en (6-41), tenemos que

Iij =m1

(
− m2x

(r)
i

m1 +m2

+ x
(CM)
i

)(
−

m2x
(r)
j

m1 +m2

+ x
(CM)
j

)

+m2

(
m1x

(r)
i

m1 +m2

+ x
(CM)
i

)( m1x
(r)
j

m1 +m2

+ x
(CM)
j

)

=

(
m1m

2
2

(m1 +m2)2
+

m2
1m2

(m1 +m2)2

)
x

(r)
i x

(r)
j

− m1m2

m1 +m2

(
x

(CM)
i x

(r)
j + x

(r)
i x

(CM)
j

)
+m1x

(CM)
i x

(CM)
j

+
m1m2

m1 +m2

(
x

(CM)
i x

(r)
j + x

(r)
i x

(CM)
j

)
+m2x

(CM)
i x

(CM)
j .

Nuevamente aparecen las cantidades de masa reducida µ para la contribución asociada al

vector relativo x(r) y de masa total M = m1 +m2 para la contribución de centro de masa. Se

obtiene aśı el momento cuadrupolar en términos de un cuadrupolo de part́ıcula de prueba

relativo al centro de fuerzas de masa M y un cuadrupolo asociado a la masa total del sistema

con posición el centro de masa de este, en la forma

Iij = µx
(r)
i x

(r)
j + (m1 +m2)x

(CM)
i x

(CM)
j . (6-42)

Al transformar el origen de referencia al centro de masa (i.e., x
(CM)
i = 0, i = 1, 2, 3), el

momento cuadrupolar se reduce a la contribución asociada a la part́ıcula de masa reducida

µ,

Iij = µx
(r)
i x

(r)
j , (6-43)
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que análogamente a (6-40) y en virtud de (6-38), está asociado a la distribución volumétrica

con densidad

ρ(r)(r) = µδ(3)(r’− r). (6-44)

Vemos que (6-43) depende de las componentes espaciales del vector relativo r de la part́ıcula

de prueba con respecto al centro de fuerzas, el cual se parametriza en las coordenadas (r, φ)

de forma análoga a (6-29), donde en este caso r = r(cos, sinφ). El resultado (6-43) permite

construir el momento cuadrupolar para cualquier part́ıcula de prueba con respecto a un

orgien inercial, en el cual por defecto se ubica el centro de fuerzas. Los elementos de (6-43),

junto con la densidad de masa (6-44), construyen los momentos cuadrupolares reducidos Qij,

elementos de los cuales depende la solución de la métrica hµν para este problema.

Cuadrupolos originales

En términos de las coordenadas generalizadas r y φ, los elementos de Iij conducen a los

siguientes resultados:

I11 = µx
(r)
1 x

(r)
1 = µr2

(
cosφ

)2
=

1

2
r2
(
1 + cos(2φ)

)
.

I22 = µx
(r)
2 x

(r)
2

(
sinφ

)2
=

1

2
µr2
(
1− cos(2φ)

)
.

I12 = µx
(r)
1 x

(r)
2 = µr2 cosφ sinφ =

1

2
µr2 sin(2φ).

I21 = I12.

En los anteriores pasos se expresan las componentes construidas las identidades trigonométri-

cas de ángulo doble. Debido a la simetŕıa de (6-38), se verifica la igualdad de los elementos

mixtos.

Se concluye que la forma matricial del tensor de momento cuadrupolar restringido al plano

de movimiento tiene la representación dada por

I =
1

2
µr2

1 + cos(2φ) sin(2φ) 0

sin(2φ) 1− cos(2φ) 0

0 0 0

 . (6-45)
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Puesto que nos interesan los cuadrupolos que satisfagan (6-40), los momentos dados por

(6-45) son utlizados para construir los elementos del tensor momento cuadrupolar sin traza

Qij.

Cuadrupolos reducidos

Los momentos sin traza son los que construyen la solución (5-36) para la métrica FOG,

aśı como la potencia radiada (5-43) por las ondas gravitacionales. Por consiguiente, se ha-

ce uso de las componentes de (6-45) para obtener los respectivos cuadrupolos sin traza (6-39).

Evaluando en componentes, tenemos

Q11 =
1

2
µr2
(
1 + cos(2φ)

)
− 1

3
µr2 =

1

2
µr2

(
1

3
+ cos(2φ)

)

Q22 =
1

2
µr2
(
1− cos(2φ)− 1

3
µr2 =

1

2
µr2

(
1

3
− cos(2φ)

)

Q33 = −1

3
µr2

Q12 = Q21 = I12 = I21 =
1

2
µr2 sin(2φ)

Q13 = Q31 = Q23 = Q32 = 0

En forma matricial, tenemos:

Q =
1

2
µr2

1
3

+ cos(2φ) sin(2φ) 0

sin(2φ) 1
3
− cos(2φ) 0

0 0 −2
3

 , (6-46)

donde se comprueba directamente que Tr(Q) = 0.

6.4. Cálculo de la potencia radiada

6.4.1. Término relativista

La aplicación de los cuadrupolos reducidos (6-39) permiten calcular la potencia radiada por

la onda gravitacional. Para el sistema binario en cuestión, esta está definida por el resultado

(5-43) con los cuadrupolos sin traza representados en (6-46).
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Puesto que las componentes del cuadrupolo dependen expĺıcitamente de la coordenada an-

gular φ, es más conveniente evaluar las derivadas temporales de los cuadrupolos en (5-43)

aplicando un cambio de variable derivado del momento angular newtoniano (6-33)

d

dt
=
dφ

dt

d

dφ
=

l

µr2

d

dφ
. (6-47)

En el régimen newtoniano, el valor de r está definido por la solución cónica (Apéndice C)

r =
a(1− e2)

1 + e cosφ
, (6-48)

donde a es el semieje mayor de la órbita y e su excentricidad. En términos de φ aplicando

está solución para r, el operador anterior queda en la forma

d

dt
=
dφ

dt

d

dφ
=

l

µ

1 + e cosφ

a(1− e2)

d

dφ
.

Se mostrará el cálculo sistemático de las derivadas de tercer y cuarto orden de (6-34) para

la construcción de (5-43) para el sistema binario,

Las derivadas de primer orden de los elementos de (6-34) serán

İ11 =
l

µ

(1 + e cosφ)2

a2(1− e2)2

d

dφ

(
µ
a2(1− e2)2

(1 + e cosφ)2
cos2(φ)

)
= −2l sinφ cosφ

(1 + e cosφ)
,

İ22 =
l

µ

(1 + e cosφ)2

a2(1− e2)2

d

dφ

(
µ
a2(1− e2)2

(1 + e cosφ)2
sin2 φ

)
=

2l sinφ(e+ cosφ)

(1 + e cosφ)
,

İ12 =
l

µ

(1 + e cosφ)2

a2(1− e2)2

d

dφ

(
µ

2

a2(1− e2)2

(1 + e cosφ)2
sin(2φ)

)
=
l(cos(2φ) + e cosφ)

(1 + e cosφ)
.

Derivando nuevamente mediante la aplicación del mismo operador, se obtiene
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Ï11 =
l

µ

(1 + e cosφ)2

a2(1− e2)2

d

dφ

(
− 2l sinφ cosφ

(1 + e cosφ)

)
= −2l2(cos(2φ) + e cos3 φ)

µa2(1− e2)2
,

Ï22 =
l

µ

(1 + e cosφ)2

a2(1− e2)2

d

dφ

(
2l sinφ(e+ cosφ)

(1 + e cosφ)

)
=

2l2(e2 + e cosφ+ e cos3 φ+ cos(2φ))

µa2(1− e2)2
,

Ï12 =
l

µ

(1 + e cosφ)2

a2(1− e2)2

d

dφ

(
l(cos(2φ) + e cosφ)

(1 + e cosφ)

)
= −2l2(sin(2φ) + e sin3 φ+ e sin(2φ) cosφ)

µa2(1− e2)2
.

De esta manera se obtiene el resultado para la tercera derivada de Qij,

...
I 11 =

l

µ

(1 + e cosφ)2

a2(1− e2)2

d

dφ

(
− 2l2(cos(2φ) + e cos3 φ)

µa2(1− e2)2

)
,

...
I 11 =

2l3(1 + e cosφ)2(2 sin(2φ) + 3e cos2 φ sinφ)

µ2a4(1− e2)4
.

...
I 22 =

l

µ

(1 + e cosφ)2

a2(1− e2)2

d

dφ

(
2l2(e2 + e cosφ+ e cos3 φ+ cos(2φ))

µa2(1− e2)2

)
,

...
I 22 =

2l3(1 + e cosφ)2(−2 sin(2φ)− e sinφ(1 + 3 cos2 φ))

µ2a4(1− e2)4
.

...
I 12 =

l

µ

(1 + e cosφ)2

a2(1− e2)2

d

dφ

(
− 2l2(sin(2φ) + e sin3 φ+ e sin(2φ) cosφ)

µa2(1− e2)2

)
,

...
I 12 =

2l3(1 + e cosφ)2(−2 cos(2φ) + e cosφ(1− 3 cos2 φ))

µ2a4(1− e2)4
.

La potencia media radiada depende de términos cuadráticos en las derivadas del cuadrupo-

lo. En part́ıcular, el término de tercer orden relativista de (5-43) puede calcularse con las

componentes anteriormente encontradas de
...
I ij. No obstante, el término relativista de (5-43)

depende de las derivadas de los momentos reducidos Qij de (6-47), por lo que los resultados

anteriores son empleados en el cálculo de los correspondientes elementos de Qij.
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Cuadrupolos reducidos

El cuadrupolo reducido Qij, definido por (5-10), satisface

Qij = Iij −
1

3
δijIkk, (6-49)

el cual es lineal en las respectivas derivadas temporales de Iij,

...
Qij =

...
I ij −

1

3
δij

...
Ikk.

Expĺıcitamente, el término cuadrático de (5-43) es

...
Qij

...
Q
ij

=

(
...
I ij −

1

3
δij

...
Ikk

)(
...
I
ij − 1

3
δij

...
Ikk
)

=
...
I ij

...
I
ij − 1

3
δij

...
I ij

...
I kk −

1

3
δij

...
I
ij ...
I
kk +

1

9
δijδ

ij
...
I kk

...
I
kk

=
...
I ij

...
I
ij − 2

3

...
I kk

...
I
kk +

1

3

...
I kk

...
I
kk =

...
I ij

...
I
ij − 1

3

...
I

2
kk.

En términos expĺıcitos de las componentes obtenidas en (6.4.1), obtenemos que

...
Qij

...
Q
ij

=

[
...
I

2
11 +

...
I

2
22 + 2

...
I

2
12 −

1

3

[...
I 11 +

...
I 22

]2]
=

2

3

[
...
I

2
11 +

...
I

2
22 + 3

...
I

2
12 −

...
I 11

...
I 22

]
. (6-50)

Reemplazando las componentes de Iij como función de φ, se obtiene

...
Qij

...
Q
ij

=
8

3

l6(1 + e cosφ)4

µ4a8(1− e2)8

[(
2 sin(2φ) + 3e cos2 φ sinφ

)2

+
(
− 2 sin(2φ)− e sinφ(1 + 3 cos2 φ)

)2
+ 3
(
− 2 cos(2φ) + e cosφ(1− 3 cos2 φ)

)2

−
(
2 sin(2φ) + 3e cos2 φ sinφ

)(
− 2 sin(2φ)− e sinφ(1 + 3 cos2 φ)

)]
,

que simplificando se reduce a

...
Qij

...
Q
ij

=
8

3

l6(1 + e cosφ)4

µ4a8(1− e2)8

[
12(1 + e cosφ)2 + e2 sin2 φ

]
. (6-51)
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Potencia radiada relativista

Se calcula el valor medio de (6-51) para encontrar la potencia radiada relativista. El valor

medio correspondiente a este término de (5-43) puede promediarse para un peŕıodo orbital

del sistema, que por el cambio de variable definido por la órbita kepleriana no perturbada

(6-48) se evalúa integrando con respecto a φ en el intervalo [0, 2π]. En esta forma, el valor

medio de (6-52) define la enerǵıa de onda gravitacional radiada por peŕıodo orbital

Ė
(rel)
rad =− G

5

[
8

3

l6

Pµ4a8(1− e2)8

∫ 2π

0

dφ

φ̇
(1 + e cosφ)4

[
12(1 + e cosφ)2 + e2 sin2 φ

]]

=− 8

15

Gl5

Pµ3a6(1− e2)6

∫ 2π

0

dφ(1 + e cosφ)2

[
12(1 + e cosφ)2 + e2 sin2 φ

]
=− 8

15

πGl5

Pµ3a6(1− e2)6

(
73e2 +

37

4
e4 + 24

)
.

Teniendo en cuenta que l2 = GMµ2a(1− e2) y el peŕıodo kepleriano P es equivalente a 2π
n

,

con n =
√

GM
a3

el movimiento medio orbital, tenemos finalmente

Ė
(rel)
rad = − 8

15

√
GM

a3

G
(
GMµ2a(1− e2)

) 5
2

2µ3a6(1− e2)6

(
73e2 +

37

4
e4 + 24

)
,

esto es,

Ė
(rel)
rad = − 32G4M3µ2

a5(1− e2)
7
2

(
1 +

73

24
e2 +

37

96
e4

)
. (6-52)

Esta potencia radiada, naturalmente, no es exactamente la potencia instantánea radiada por

las ondas gravitacionales, ya que corresponde a un valor medio de esta en un peŕıodo orbital.

6.4.2. Contribución FOG

En forma análoga al cálculo de la contribución relativista, el término de cuarto orden de la

potencia radiada presente en (5-43) se calcula en forma análoga a (6-50), integrando sobre

un peŕıodo orbital.

Las derivadas de cuarto orden de los cuadrupolos originales, siguiendo los resultados de la

subsección (6.4.1), se evalúan como sigue:
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....
I 11 =

2l3

µ2a4(1− e2)4

(1 + e cosφ)2

a2(1− e2)2

d

dφ

(
(1 + e cosφ)2(2 sin(2φ) + 3e cos2 φ sinφ)

)
=

2l3(1 + e cosφ)2

µ2a6(1− e2)6

[
− 2e sinφ(1 + e cosφ)(2 sin(2φ) + 3e cos2 φ sinφ)

+ (1 + e cosφ)2(4 cos(2φ) + 3e cos3 φ− 6e cosφ sin2 φ)
]

=
2l3(1 + e cosφ)3

µ2a6(1− e2)6

[
− 2e sinφ(2 sin(2φ) + 3e cos2 φ sinφ)

+ (1 + e cosφ)(4 cos(2φ) + 3e cos3 φ− 6e cosφ sin2 φ)
]
.

....
I 22 =

2l3

µ2a4(1− e2)4

(1 + e cosφ)2

a2(1− e2)2

d

dφ

(
(1 + e cosφ)2(−2 sin(2φ)− e sinφ(1 + 3 cos2 φ))

)
=

2l3(1 + e cosφ)2

µ2a6(1− e2)6

[
− 2e sinφ(1 + e cosφ)(−2 sin(2φ)− e sinφ(1 + 3 cos2 φ))

+ (1 + e cosφ)2(−4 cos(2φ)− e cosφ− 3e cos3 φ+ 6e cosφ sin2 φ)
]

=
2l3(1 + e cosφ)3

µ2a6(1− e2)6

[
− 2e sinφ(−2 sin(2φ)− e sinφ(1 + 3 cos2 φ))

+ (1 + e cosφ)(−4 cos(2φ)− e cosφ− 3e cos3 φ+ 6e cosφ sin2 φ)
]

....
I 12 =

2l3

µ2a4(1− e2)4

(1 + e cosφ)2

a2(1− e2)2

d

dφ

(
(1 + e cosφ)2(−2 cos(2φ) + e cosφ(1− 3 cos2 φ))

)
=

2l3(1 + e cosφ)2

µ2a6(1− e2)6

[
− 2e sinφ(1 + e cosφ)(−2 cos(2φ) + e cosφ(1− 3 cos2 φ))

+ (1 + e cosφ)2(4 sin(2φ)− e sinφ+ 6e cos2 φ sinφ)
]

=
2l3(1 + e cosφ)3

µ2a6(1− e2)6

[
− 2e sinφ[−2 cos(2φ) + e cosφ(1− 3 cos2 φ)]

+ (1 + e cosφ)(4 sin(2φ)− e sinφ+ 6e cos2 φ sinφ)
]

De manera análoga a (6-48), la contribución FOG se asocia a los términos cuadráticos en....
Q , en virtud de (5-43), que además se puede escribir en forma análoga a (6-50), a saber,

....
Q ij

....
Q

ij
=

....
I ij

....
I
ij − 1

3

....
I

2
kk =

2

3

[
...
I

2
11 +

...
I

2
22 + 3

...
I

2
12 −

...
I 11

...
I 22

]
. (6-53)

De forma similar al término relativista, la potencia radiada FOG se calcula integrando (6-39)

con respecto a φ y en términos del momento angular orbital
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Ė
(FOG)
rad = −2GL2

5

µa2(1− e2)2

l

∫ 2π

0

[....
I

2
11 +

....
I

2
22 + 3

....
I

2
12 −

....
I 11

....
I 22

]
(1 + e cosφ)2

dφ. (6-54)

Incorporando las expresiones anteriormente calculadas e integrando respecto a φ, obtenemos

la contribución asociada a la perturbación FOG, proporcional al factor de escala L

Ė
(FOG)
rad = −2GL2

5

µa2(1− e2)2

lP

(
e2π

512

)[
61760 + 195896e2 + 76532e4 + 2457e6

]
. (6-55)

La combinación de (6-52) con (6-56) da lugar a la potencia radiada total media para un

peŕıodo orbital P de la part́ıcula de prueba.

6.5. Potencia radiada y peŕıodo orbital

La potencia radiada (5-43) implica que la enerǵıa total del sistema no se conserva al conside-

rar las pérdidas por radiacion gravitacional. En el problema de Kepler, tanto la enerǵıa total

clásica (dada por (6-35) cuando r � L) como el momento angular orbital (6-33) son canti-

dades conservadas del sistema. Sin embargo, al tener en cuenta la enerǵıa transportada por

las ondas gravitacionales, pueden haber variaciones en la enerǵıa total teniendo en cuenta

la potencia radiada por ellas en cada peŕıodo orbital del sistema. De esto también se des-

prende que cantidades como el mismo peŕıodo orbital y el movimiento medio de la part́ıcula

de prueba pueden también experimentar variaciones en el tiempo por radiación gravitacional.

Veamos el caso particular del comportamiento del peŕıodo orbital. En el caso newtoniano,

la enerǵıa total de toda trayectoria cónica es [3, 11, 19]

E = −GMµ

2a
, (6-56)

siendo la part́ıcula de prueba de masa µ la que se mueve en el potencial gravitacional new-

toniano.

Además, de la relación entre el peŕıodo y el semieje mayor, en términos de la masa del cuerpo

central, está dada por la tercera ley de Kepler

P 2 =
4π2

GM
a3. (6-57)
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De (6-56) y (6-57) es claro que la variación en el tiempo del semieje mayor depende de la

potencia radiada

da

dt
=

da

dE

dE

dt
,

por lo que, al derivar (6-48) con respecto al tiempo y aplicar esta última relación, se tiene

2PṖ =
d

dt

[(
4π2

GM
a3

)]
= 3

(
4π2

GM

)
a2ȧ = 3

(
4π2

GM

)
a2 da

dE

dE

dt
.

Utilizando (6-47) para evaluar la derivada con respecto a E y simplificando, se obtiene

2PṖ = 3

(
4π2

GM

)
a2

(
GMµ

2E2

)
Ė = 3

(
P 2

a3

)(
2a2

GMµ

)
a2Ė = 3P 2

(
2a

GMµ

)
Ė.

De la última igualdad se obtiene la proporción entre la variación del peŕıodo orbital y la

potencia radiada para la órbita kepleriana

Ṗ =
3a

GMµ
PĖ, (6-58)

o equivalentemente, en virtud de (6-57),

Ṗ = −3P

2E
Ė. (6-59)

Por supuesto que la variación neta en el peŕıodo depende de las contribuciones relativista y

FOG a la potencia radiada de (5-44)

Ṗ = −3P

2E

(
ĖRG + ĖFOG

)
. (6-60)

Se establece aśı la relación entre el cambio en el peŕıodo orbital a partir de la potencia

radiada FOG. Vemos que la contribución FOG en (5-43) define un corrimiento adicional para

la potencia radiada predicha por relatividad general, lo cual definirá a su vez el corrimiento

del cambio en el peŕıodo orbital adicional al cambio relativista en este

Ṗ = ṖRG + δṖ = −3P

2E
ĖRG −

3P

2E
δĖ,

donde δĖ = ĖFOG. Aśı, la expresión (6-60) permite, además de calcular el cambio en el

peŕıodo orbital, la posibilidad de definir el orden de magnitud y la escala de variación para

el parámetro L para un sistema binario dado, conociendo las variaciones del peŕıodo orbital

del sistema, como se verá más adelante.
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6.6. Efecto perturbativo sobre la trayectoria: precesión

orbital

Se puede caracterizar el efecto perturbativo del potencial de Yukawa en la trayectoria de

part́ıcula de prueba, teniendo en cuenta que en ausencia de este término el caso se reduce

al problema kepleriano, determinando las variaciones en los elementos orbitales de la tra-

yectoria, (a, e, I,Ω, ω). En particular, el efecto perturbativo es notable en la precesión de la

trayectoria, determinada por el corrimiento del periastro ω.

Se discutirá entonces el comportamiento del pericentro de la órbita de la part́ıcula de prue-

ba, considerando la contribución de Yukawa en el potencial (6-24) proveniente del ĺımite

newtoniano de las ecuaciones FOG. Para esta part́ıcula, la ecuación de movimiento puede

expresarse descomponiendo la aceleración de esta de tal manera que los efectos sobre la órbi-

ta son notables en la contribución a primer orden post-newtoniano (1PN), como un efecto

de perturbación sobre la órbita newtoniana,

r̈ = r̈N + r̈1PN , (6-61)

donde la aceleración newtoniana r̈N define la ecuación de movimiento derivada del lagran-

giano (6-32), que incluye la perturbación de Yukawa [1, 10]

r̈N = −GM
r2

[
1−

(
1 + αr

)
e−αr

]
r̂, (6-62)

y la segunda contribución es la aceleración derivada de la expansión post-newtoniana del

potencial gravitacional newtoniano.

Al considerar la contribución a primer orden post-newtoniano (1PN), el ĺımite newtoniano

de las ecuaciones de campo de Einstein (2-1) permiten predecir el corrimiento del periastro

orbital para el problema de dos cuerpos en RG. En contraste, la contribución correspondien-

te a las ecuaciones FOG (3-1) y a su ĺımite newtoniano dado por las solución del problema

(6-12) (o (6-14)) es la dada por el término de Yukawa en la solución (6-31).

Aproximación Post-Newtoniana Parametrizada (PPN)

La expansión (6-61) de la ecuación de movimiento de part́ıcula de prueba puede representarse

con la aplicación de la aproximación post-newtoniana, donde la solución de las ecuaciones

de Einstein está definida por la métrica Post-Newtoniana Parametrizada (PPN), dentro de

la cual [4, 10, 13] la geodésica descrita por la part́ıcula de prueba cumple la ecuación de

movimiento definida en el plano de la trayectoria en coordenadas (r, φ), en la forma [23]
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r̈1PN =
GM

c2r2

[
2(β + γ)

GM

r2
− γv2

r

]
r + 2(γ + 1)

GM

c2r2

r · v
r

v, (6-63)

la cual puede interpretarse también como perturbación sobre el movimiento kepleriano de la

part́ıcula, en virtud de la descomposición (6-61) de la aceleración. En el plano de movimiento,

las componentes de esta contribución en la base (r, φ) definidas en la forma [4, 10]

r̈1PN = S r̂ + T φ̂,

donde r = r r̂, r = r(φ) y v = ṙ r̂ + rφ̇ φ̂, con φ̇ definido además en términos del momen-

to angular, y l =
√
GMpµ. Con estas identificaciones, las componentes respectivas de la

aceleración tienen la forma [4, 10]

S =
G2M2(1 + e cosφ)2

c2a3(1− e2)3

[
(2β + γ) + (γ + 2)e2 + 2βe cosφ− (2γ + 2)e2 cos2 φ)

]
, (6-64)

T =
2G2M2(1 + e cosφ)3

c2a3(1− e2)3
(γ + 1)e sinφ. (6-65)

Las perturbaciones se manifiestan en el comportamiento de los elementos orbitales (a, e, I,Ω, ω)

de la part́ıcula de prueba, para las cuales las variaciones temporales vienen dadas por las

ecuaciones [23]

ȧ =
2

n
√

1− e2

(
Se sinφ+ T

p

r

)
,

ė =

√
1− e2

na

(
S sinφ+ T (cosφ+ cosE)

)
,

İ =Ω̇ = 0,

ω̇ =− Ω̇ cos I +

√
1− e2

nae

[
− S cosφ+ T

(
1 +

r

p

)
sinφ

]
,

Ṁ =n−
√

1− e2
(
ω̇
)
− 2Sr

na2
,

donde E es la anomaĺıa excéntrica y M la anomaĺıa media, cantidades relacionadas con el

radio vector r y el movimiento medio n y el tiempo de paso por el periastro, t0, mediante
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r = a(1− e cosE) M = n(t− t0).

En términos de los parámetros de (6-63), y teniendo en cuenta que en el plano de movimiento

tanto la inclinación del plano orbital con respecto al plano fundamental I como la longitud

del nodo ascendente Ω son constantes en el tiempo, el periastro orbital en un intervalo [t0, t]

vaŕıa como

∆φ =
GM

c2a(1− e2)

[
(2γ+2−β)φ+

(
−γ − 2β

e
+γe

)
sinφ+

(
−γ−1−β

2

)
sin(2φ)

]∣∣∣∣∣
t

t0

. (6-66)

El valor medio de ω̇ se calcula evaluando (6-63) en un peŕıodo orbital, o lo que es lo mismo,

en el intervalo 0 ≤ φ ≤ 2π bajo el cambio de variable (6-47). En este caso, vemos que los dos

últimos términos de (6-63) se anulan en este intervalo por tratarse de términos periódicos,

y sólo sobrevive el primer término, de modo que la precesión de la órbita está representada

por el cambio en el periastro

〈∆ω〉 =
2πGM(2γ + 2− β)

c2a(1− e2)
(6-67)

El corrimiento del periastro por revolución orbital será el valor medio de ∆ω/∆t en un

peŕıodo P = 2π/n:

〈ω̇〉 =
2πGM(2γ + 2− β)

c2a(1− e2)P
=

(2γ + 2− β)GMn

c2a(1− e2)
. (6-68)

Obsérvese que en el caso relativista (i.e., β ≈ γ ≈ 1), (6-65) se reduce al corrimiento medio:

〈ω̇〉RG =
3GMn

c2p
, (6-69)

que conicide con el valor del corrimiento del pericentro predicho para el problema de part́ıcula

de prueba con solución de Schwarzschild de las ecuaciones de campo (2-1). En particular,

(6-70) reproduce el valor de 42,6”/siglo para la precesión orbital de Mercurio en esta solución

[12, 19, 21, 22].

6.6.1. Precesión orbital asociada al potencial de Yukawa

El potencial FOG de (6-31) es un potencial que depende solamente de la coordenada r medi-

da con respecto al centro de fuerzas, por lo que corresponde a un potencial central. Además,

el término de Yukawa de (6-31) puede interpretarse como el potencia que define un efecto
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perturbativo sobre la órbita kepleriana de la part́ıcula determinada por el potencial new-

toniano. En este sentido, se puede calcular la contribución asociada a este potencial en el

corrimiento del periastro orbital de manera similar al método para determinar la precesión

orbital de cualquier part́ıcula de prueba bajo el efecto de una fuerza central perturbativa [1,

6, 11]. Se examinará en forma breve la caracterización de la precesión orbital debida a pertur-

baciones centrales y posteriormente se aplicará el método al caso particular de perturbación

tipo Yukawa en el potencial newtoniano.

Precesión orbital debido a una perturbación central

En virtud de lo mencionado ĺıneas arriba, el potencial (6-31) es un caso particular de potencial

central de la forma

U(r) = −GM
r

+ V (r), (6-70)

tal que para la part́ıcula de masa µ moviéndose en su plano de movimiento, su lagrangiano

con este potencial será

L =
1

2
µ
(
ṙ2 + r2φ̇2

)
+
GMµ

r
− µV (r). (6-71)

Bajo este lagrangiano, la ecuación de la trayectoria (véase Apéndice C para el problema

kepleriano), es la ecuación diferencial de la órbita kepleriana con contribución perturbativa

central asociada a V (r)

d2u

dφ2
+ u =

GM

l2
− µ

l2
dV

du
. (6-72)

La solución u(φ) de (6-72) puede construirse a partir de un Ansatz adecuado teniendo en

cuenta el efecto perturbativo del potencial V (r) sobre la part́ıcula de prueba [11, 10]. Dado

que en ausencia de esta perturbación la trayectoria de la part́ıcula es la cónica kepleriana

(6-49), puede introducirse una expansión para la fuerza perturbatŕız en potencias de e de la

forma [1]

f(u) = f0 + f1
GM

h2
e cos(φ− φ0) +O(e2), (6-73)

tal que

f0 = f(u = 1/p) f1 =
df

du

∣∣∣∣
u=1/p

.
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Introduciendo esta expansión en (6-72), se obtiene la ecuación diferencial no homogénea

d2u

dφ2
+ u =

GM − f0

l2
− f1

GM

h2
e cos(φ− φ0). (6-74)

Como solución para (6-74) puede proponerse una cónica perturbada de la forma

u(φ) =

(
GM − f0

l2

)(
1 + e cos[(1 + λ)(φ− φ0)]

)
, (6-75)

en donde el factor λ define el desplazamiento del periastro orbital debido a la perturbación

central. Insertando este Ansatz en (6-74) e igualando coeficientes del término cos[(1+λ)(φ−
φ0)] en ambos lados, se obtiene la relación

f1
GM

l4
=
(
λ2 − 2λ

)GM − f0

l2
, (6-76)

donde, despreciando términos de orden superior en λ y en los términos de la fuerza perturb-

taŕız (6-74), se obtiene

f1
GM

l4
≈ −2λ

GM

l2
−→ λ =

f1

2l2
.

Volviendo al Ansatz (6-73), vemos que dos posiciones sucesivas del periastro ocurren cuando

u alcanza dos valores máximos sucesivos, o lo que es lo mismo, dos valores mı́nimos sucesivos

de r, teniendo en cuenta el cambio de variable r = 1/u [1]

∆φp = (1 + λ)φ− φ0 = 2nπ, n ∈ N

esto es:

φ− φ0 =
2nπ

1 + λ
≈ 2nπ(1− λ) = 2π

(
1− f1

2l2

)
.

En particular, la diferencia en posición entre dos periastros sucesivos (eligiendo, sin pérdida

de generalidad n = 1) viene dado por

∆φ = 2π + δφ = 2π − πf1

l2
,

donde a su vez el factor λ de corrimiento está asociado con el potencial perturbativo en

virtud de (6-62)
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λ =
1

2l2
f ′(1/p) =

1

2l2
d

du

(
µ
dV

dr

)∣∣∣∣
u=1/p

=
1

2l2

(
µ
d2V

du2

∣∣∣∣
u=1/p

)
.

En conclusión, el corrimiento del periastro δφ en términos de la perturbación central resulta

δφ = 2πλ = −µπ
l2

(
d2V

du2

)∣∣∣∣
u=1/p

, (6-77)

tal que los corrimientos sucesivos correspondientes a n ciclos orbitales equivalen a múltiplos

enteros de (6-77), para una órbita kepleriana perturbada por una fuerza central asociada a

V (r).

Caso potencial perturbativo tipo Yukawa

Para el potencial perturbativo de Yukawa, caso concreto del potencial (6-31), el corrimiento

del periastro es

δφY = − π

P l2

[
d

du

(
GMµ2e−1/uL

r

)∣∣∣∣
u=1/p

]
= −GMµ2π

l2
p2

L2
e−p/L.

Siendo p = a(1− e2), l2 = GMµ2p, obtenemos

δφY = −πp
2

L2
e−p/L. (6-78)

La variación de la posición del periastro por ciclo es el valor medio de (6-78) en un peŕıodo

orbital P . Siendo el movimiento medio de la part́ıcula n =
√

GM
a3

y P = 2π
n

, el corrimiento

medio del periastro tipo Yukawa por revolución será [10]

〈
δφ

δt

〉
Y uk

= −np
2

2L2
e−p/L. (6-79)

6.6.2. Pulsar binario Hulse-Taylor

Una de las evidencias observacionales más trascendentales en el esudio de la radiación gravi-

tacional es el púlsar binario Hulse-Taylor (llamado también PSR 1913+16 en sus coordenadas

ecuatoriales absolutas). Este sistema consiste en un púlsar y su estrella compañera, cada uno

de los cuales tiene una masa de 1,4M�, y el peŕıodo orbital en torno al centro de masa del
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Parámetro Valor

Semieje mayor a (m) 1,95× 109

Peŕıodo orbital P (d́ıas) 0.322997449

Excentricidad 0.6171338

Época (MJD) 52144.90098

Argumento del periastro ω (grados) 292.54487

Ṗ (−2,4184± 0,07)× 10−12

〈ω̇〉 (grados/año) 4,226595± 0,0002

Tabla 6-1.: Elementos orbitales del pulsar PSR 1913+16 [3].

sistema es de 7.75 horas. Desde su descubrimiento en 1974 por R. Hulse y J. Taylor, las ob-

servaciones llevadas a cabo durante décadas del peŕıodo (timing measurements) del sistema

indicaba un decaimiento en este con una razón de 0,997 ± 0,002 comparada con la tasa de

cambio del peŕıodo predicha por relatividad general en pérdidas por radiación gravitacional.

Algunos de sus parámetros orbitales caracteŕısticos se muestran en la tabla (6-1).

El valor de 〈ω̇〉 para este sistema se deduce del cálculo derivado de la aproximación post-

newtoniana para los resultados (6-68) y (6-69). En particular, es de interés el corrimiento

extra del periastro del pulsar por la contribución de Yukawa, calculado por (6-79), expresión

a través de la cual podrán definirse los valores que toma el factor L de las ecuaciones FOG.

En efecto, de (6-79), se asume

0,0002 deg/yr = −np
2

2L2
e−p/L.

Por los valores de la Tabla (6-1), se tiene la ecuación trascendental

(6,19× 10−28)L2 = exp

(
− 1,213× 10−9

L

)
,

donde L tiene los valores numéricos L = 4,42042775× 107 m y L = 4,019278705× 1013 m.

Para ver el significado de estos valores, nótese el comportamiento del potencial (6-31) al

comparar el valor de L con el semieje mayor, a [3]. De este potencial es evidente que si

L� r, este se reduce al potencial newtoniano del problema de Kepler clásico. En particular,

siendo L ∼ 107 m y a ∼ 109 m, se cumple esta misma condición, ya que L� a. En general,

para valores de r de este orden de magnitud,
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U(r) = −GM
r
,

Por otro lado, del decaimiento extra (6-55) de la enerǵıa total del sistema, se obtiene, para

estos parámetros del púlsar, que para un decaimiento orbital del peŕıodo de 0,07× 10−12, el

valor del factor de escala FOG es 4,22× 1010 m, valor que es 3 órdenes de magnitud menor

que L = 4,01927 × 1013 m. En general, sólo para valores del orden de 107 m satisfacen el

ĺımite L � r para el semieje mayor orbital, mientras que para órdenes de magnitud mayo-

res, el potencial de Yukawa dado en (6.31) ya no satisface la reducción de (6.31) al potencial

newtoniano clásico.

En resumen, para valores iguales o inferiores a L = 4,42042775 × 107 m, el término de Yu-

kawa no afecta significativamente la órbita kepleriana clásica, y la contribución de Yukawa

actúa como perturbación en la órbita clásica. En contraste, la segunda restricción para L, i.e.

L ∼ 1013 m, no reduce (6-30) al caso newtoniano, ya que L� a, y contradice la condición ya

obtenida con el decaimiento de la enerǵıa total por radiación gravitacional. En consecuencia,

L ∼ 107 m para este sistema en particular.



7. Conclusiones

El estudio de las ondas gravitacionales en relatividad general parte de la extensión de las

ecuaciones de campo de Einstein al ĺımite de campo débil, donde el tensor métrico es una

expansión a primer orden sobre el background de Minkowski definido en (2-2). Imponien-

do una serie de condiciones sobre las componentes de la métrica (gauge), las ecuaciones de

Einstein se reducen a ecuaciones de onda con solución el tensor métrico hµν , con fuente los

campos de materia representados por el tensor enerǵıa-momentum Tµν . Dentro del modelo

de gravedad modificada FOG, una aproximación de campo débil tipo (2-2) conduce a ecua-

ciones de onda de cuarto orden, que pueden ser resueltas también para la distribución Tµν
con un método análogo de solución, construyendo la función de Green retardada asociada.

En este esquema, la potencia radiada o enerǵıa transportada por unidad de tiempo por las

ondas gravitacionales, predicha en relatividad general, incluye un término aditivo de cuarto

orden en las derivadas de los momentos cuadrupolares de la distribución Tµν proporcional

al factor de escala L2, como se vio en el resultado (5-43), donde el término de cuarto orden

define una contribución extra a la potencia radiada relativista.

En el ĺımite newtoniano, las ecuaciones FOG conducen a la ecuación de Poisson biarmónica

para el potencial gravitacional clásico, cuya solución para el sistema binario corresponde al

potencial newtoniano modificado por un término de Yukawa que depende del factor de escala

L. Puede verse que el efecto del término FOG en este caso se manifiesta como una perturba-

ción central sobre la órbita kepleriana para cualquier part́ıcula de prueba moviéndose en ese

potencial. Además, la potencia radiada por ondas gravitacionales en este sistema conduce

a pérdidas en la enerǵıa mecánica total y en el peŕıodo orbital, aśı como variaciones en los

elementos orbitales. El término de Yukawa en particular genera cambios en el corrimiento

del pericentro, indicando aśı variaciones en el valor predicho por relatividad general, lo cual

permite definir condiciones sobre el factor de escala L. En el caso del pulsar binario Hulse-

Taylor, el corrimiento extra de 0,0002 deg/yr implica que L ∼ 107 m, valor que también

satisface el decaimiento de 0,07 × 10−12 del peŕıodo orbital. En este sentido, para valores

de L de este orden de magnitud, los valores extra de estas variaciones predichas desde la

relatividad general pueden justificarse bajo la aplicación del modelo FOG para el compor-

tamiento del sistema binario, aspecto examinado también en el art́ıculo de S. Banerjee, S.

Vera y T. Singh. Nótese que tales resultados, además, no dependen de los efectos derivados

de los términos relativistas; como se vio en el caṕıtulo 6, el corrimiento del periastro (6-70)

es deducido de la expansión 1PN de la aceleración newtoniana de la part́ıcula de prueba en
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el potencial (6-30). Sin embargo, este resultado no depende del factor de escala L, el cual

aparece en la contribución de Yukawa derivada de las ecuaciones FOG. En este esquema, el

ejemplo del pulsar Hulse-Taylor es un buen caso de aplicación por tratarse de un sistema

cuya mecánica se ve afectada por efectos de radiación gravitacional.



A. Sobre la función de Green FOG:

función de Synge y nociones

fundamentales

A.1. Función de mundo de Synge

Sean p1 y p2 dos puntos en el espacio-tiempo representado por la métrica gµν , unidos por una

curva geodésica γλ, con λ el parámetro af́ın que caracteriza la curva. Sean xα = xα(γ(λ)) las

ecuaciones paramétricas de la curva γ en función del parámetro af́ın.

La función de mundo de Synge está definida por:

σ(x, x′) =
1

2

(
λ2 − λ1

) ∫ λ2

λ1

gµνv
µvνdλ, (A-1)

donde además vσ = dxσ

dλ
es el vector tangente a la curva en un punto dado x ∈ [λ1, λ2].

La definición integral (A-1) puede interpretarse como la acción asociada al lagrangiano de-

finido en función del parámetro af́ın λ y de la carta coordenada xσ:

σ =
1

2

(
λ2 − λ1

) ∫ λ2

λ1

L dλ, (A-2)

donde nótese que L es el lagrangiano t́ıpico para el elemento de longitud en la geodésica γ:

L = ds2 = gµν dx
µdxν , (A-3)

de tal manera que la acción (A-2) se asocia a la acción t́ıpica que define la longitud de dicha

geodésica entre xα(λ1) y xα(λ2).

Por el principio de mı́nima acción, la acción (A-2) satisface que δσ = 0 al definirla en la

trayectoria geodésica definida por γ. Además, dado que vα es el vector tangente a la curva, la

anterior condición implica que tal vector tangente es transportado paralelamente a la curva

en el intervalo [λ1, λ2]:
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δvα

δλ
=
d2xα

dλ2
+ Γαµν

dxµ

dλ

dxν

dλ
= 0, (A-4)

implicando aśı que vα es constante con respecto al parámetro λ. Puesto que además, la

métrica satisface la condición de compatibilidad:

∇αgµν = 0, (A-5)

se tiene entonces que gµνv
µvν es constante respecto a λ, por lo que (A-2) se reduce a:

γ =
1

2

(
λ2 − λ1

)2
gµνv

µvν =
1

2
l2, (A-6)

dondel =
(
λ2 − λ1

)
gµνv

µvν corresponde a la longitud de γ en [λ1, λ2].

Sin pérdida de generalidad, podemos escoger λ1 = 0 y λ2 = 1, reduciendo (A-6) a:

σ =
1

2
l2. (A-7)

Caso espacio-tiempo de Minkowski

Considerando el caso particular tal que xα(0) = x′ y xα(1) = x (teniendo en cuenta la

notación usada en el caṕıtulo 4 para los cuadrivectores en las funciones de Green) en (A-3),

la longitud de a geodésica γ en este background estará dado por:

l = (x− x′)2 = (x− x′)α(x− x′)α = ηαβ(x− x′)α(x− x′)β, (A-8)

dando lugar a la función de mundo de Synge en esta variedad:

σ =
1

2
ηαβ(x− x′)α(x− x′)β, (A-9)

que se define en la geodésica que conecta la posición de la fuente x′ con el punto de obser-

vación x.

En el tratamiento discutido en la sección (4.1.2) para el cálculo de la función de Green de

para la solución (4-2) de la ecuación de onda FOG (4-1), el resultado (A-9) se transforma

bajo las coordenadas definidas en (4-35) como

σ = −1

2
(x− x′)0(x− x′)0 +

1

2
(x− x′)i(x− x′)i = −1

2
ω2 cos2(2ξ) +

1

2
ω2 sin2(ξ) sin2(θ) cos2(φ)
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+
1

2
ω2 sin2(ξ) sin2(θ) sin2(φ) +

1

2
ω2 sin2(ξ) cos2(θ) = −1

2
ω2 cos(2ξ).

A.2. Propiedades de la delta de Dirac

Se aplicaron algunas propiedades particulares de la delta de Dirac en la discusión de la

sección (4.1.3) donde se discutió la discontinuidad de la función de Green g1R en T = R.

Se demostrarán con detalle dichas propiedades particulares, justificando aśı la deducción de

resultados como (4-42) y (4-47).

Función de Heaviside y delta de Dirac:

d

dx
Θ(x) = δ(x). (A-10)

Dem. Para una función f(x) suave en el intervalo [−ε, ε], se tiene que, integrando por

partes y aplicando el segundo teorema fundamental del cálculo, tenemos:

∫ ε

−ε
f(x)Θ′(x) dx =f(x)Θ(x)

∣∣∣∣ε
−ε
−
∫ ε

−ε
f ′(x)Θ(x)dx

=f(ε)−
∫ ε

0

f ′(x) dx

=f(ε)−
(
f(ε)− f(0)

)
=f(0) =

∫ ε

−ε
f(x)δ(x) dx,

mostrando aśı por transitividad en las igualdades la propiedad (A-10).

Derivada de primer orden de la delta:

∫ ε

−ε
f(x)δ′(x− a) dx = −f ′(a). (A-11)

Dem. Aplicando (A-11) a la función f e integrando por partes, se tiene que:
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∫ ε

−ε
f(x)δ′(x− a) dx = f(x)δ(x)

∣∣∣∣ε
−ε
−
∫ ε

−ε
f ′(x)δ(x− a) dx = −f ′(a).

Derivada de segundo orden:

∫ ε

−ε
f(x)δ′′(x− a) dx = f ′′(a). (A-12)

Dem. Integrando por partes, tenemos que:

∫ ε

−ε
f(x)δ′′(x− a) dx = f(x)δ′(x− a)

∣∣∣∣ε
−ε
−
∫ ε

−ε
f ′(x)δ′(x− a) dx = −(−f ′′(a)) = f ′′(a),

donde se aplicó la propiedad anterior en el último paso.

xδ′(x) + δ(x) = 0.

Dem. Aplicando esta propiedad a f(x) definida en [−ε, ε], y considerando la propiedad

(A-11), se tiene que:

∫ ε

−ε
f(x)

(
xδ′(x) + δ(x)

)
dx =

∫ ε

−ε
xf(x)δ

′
(x) dx+

∫ ε

−ε
f(x)δ(x) dx

=− d

dx

(
xf(x)

)∣∣∣∣
x=0

+ f(0)

=−
(
f(x) + xf ′(x)

)∣∣∣∣
x=0

+ f(0)

=− f(0) + f(0) = 0.

x δ′′(x) + 2δ′(x) = 0.

Dem. De forma análoga, y aplicando la propiedad (A-12), tenemos que:
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∫ ε

−ε
f(x)

(
xδ′′(x) + 2δ′(x)

)
dx =

∫ ε

−ε
xf(x)δ′′(x) dx+ 2

∫ ε

−ε
f(x)δ(x) dx

=
d2

dx2

(
xf(x)

)∣∣∣∣
x=0

+ 2f(0)

=

(
f ′(x) + f ′(x) + xf ′′(x)

)∣∣∣∣
x=0

− 2f ′(0)

=− 2f ′(0) + 2f ′(0) = 0.



B. Expansión de segundo orden para el

tensor de curvatura y el tensor de

Einstein

Se vio en el caṕıtulo 5 que el tensor de enerǵıa-momentum efectivo, dado por (5-26), es el que

da lugar al flujo de enerǵıa de onda gravitacional en el esquema FOG. Este tensor depende

del término de segundo orden del tensor de Einstein procedente de la expansión (5-23), el

cual define la potencia radiada relativista al evaluar esta contribución en la ragión del espa-

ciotiempo que satisface las escalas de variación (5-28) y (5-29). Veremos la construcción de

este tensor de Einstein bajo la métrica (5-17).

Se introduce la expansión a segundo orden de la métrica de campo débil

gµν = ηµν + hµν + h(2)
µν , (B-1)

y la separación de las conexiones en primero y segundo órdenes:

Γ = Γ(1) + Γ(2), (B-2)

donde:

Γ
σ(1)
αβ =

1

2
ησλ
[
∂αhβλ + ∂βhλα − ∂λhαβ

]
, (B-3)

(B-4)

Γ
σ(2)
αβ =− 1

2
hσλ
[
∂αhβλ + ∂βhλα − ∂λhαβ

]
. (B-5)

El tensor de Ricci de segundo orden está dado por:

R(2)
µν = ∂νΓ

σ(2)
µσ − ∂σΓσ(2)

µν + Γρµσ + Γρ(1)
µσ Γσ(1)

ρν − Γρ(1)
µν Γσ(1)

ρσ . (B-6)

Se evalúa el tensor de curvatura considerando términos hasta segundo orden en la métrica

y sus derivadas; las derivadas de las conexiones aplican para los términos de segundo orden,
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en tanto que los términos cuadráticos en estas son de orden 1.

Los primeros dos términos de (B-5) se escriben como

∂νΓ
σ(2)
µσ − ∂σΓσ(2)

µν =− 1

2

[
hσλ
[
2∂ν∂(µhσ)λ − ∂ν∂λhµσ

]
+ ∂νh

σλ
[
2∂(µhσ)λ − ∂λhµσ

]]
− 1

2

[
hσλ
[
2∂σ∂(µhν)λ − ∂σ∂λhµν

]
+ ∂σh

σλ
[
2∂(µhν)λ − ∂λhµν

]]
=− 1

2
hσλ
[
∂ν∂µhσλ + ∂ν∂σhλµ − ∂ν∂λhµσ − ∂σ∂µhνλ − ∂σ∂νhλµ + ∂σ∂λhµν

]
− 1

2

[
∂νh

σλ
(
∂µhσλ + ∂σhλµ − ∂λhµσ

)
− ∂σhσλ

(
∂µhνλ + ∂νhλµ − ∂λ

)]
.

En cuanto a los términos cuadráticos en las conexiones, se tiene que

Γρ(1)
µσ Γσ(1)

ρν − Γρ(1)
µν Γσ(1)

ρσ =
1

4
ηρλ
[
∂µhσλ + ∂σhλµ − ∂λhµσ

]
ησα
[
∂ρhνλ + ∂νhλρ − ∂λhρν

]
− 1

4
ηρβ
[
∂µhνβ + ∂νhβµ − ∂βhµν

]
ησγ
[
∂ρhσγ + ∂σhγρ − ∂γhρσ

]
.

Combinando estos resultados en (B-5), se obtiene

R(2)
µν =

1

2
hσρ

[
∂µ∂σhρν + ∂ρ∂νhµσ − ∂µ∂νhρσ − ∂ρ∂σhµν

]
+

1

2
∂σh

ρσ

[
∂µhρν + ∂νhµρ − ∂ρhµν

]
− 1

2
∂νh

ρσ

[
∂µhρσ + ∂σhµρ − ∂ρhµσ

]
+

1

4

[
∂µh

ρ
σ + ∂σh

ρ
µ − ∂ρhµσ

][
∂ρh

σ
ν + ∂νh

σ
ρ − ∂σhρν

]
− 1

4

[
∂νh

ρ
µ + ∂µh

ρ
ν − ∂ρhµν

][
∂ρh

σ
σ + ∂σh

σ
ρ − ∂σhρσ

]
.

Obsérvese que en el último corchete, el primer término corresponde a la derivada de la traza

de h
(1)
µν , puesto que hαα = h. Para los otros dos términos, se observa que

∂σhρσ = ∂σ(ησαh
α
ρ ) = ησα∂

σhαρ = ∂αh
α
ρ ,

por lo que tales términos se anulan. Por la regla de subir y bajar ı́ndices actuando sobre el

ı́ndice ρ,
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[
∂νh

ρ
µ + ∂µh

ρ
ν − ∂ρhµν

]
∂ρh =ηβρ∂

βh

[
∂νh

ρ
µ + ∂µh

ρ
ν − ∂ρhµν

]
=∂βh

[
∂ν(ηβρh

ρ
µ) + ∂µ(ηβρh

ρ
ν)− ηβρ∂ρhµν

]
=∂βh

[
∂νhβµ + ∂µhβν − ∂βhµν

]
.

Este último resultado puede combinarse con el segundo corchete de (B-6), siendo β y ρ

ı́ndices contráıdos en suma,

1

2
∂σh

ρσ

[
∂µhρν + ∂νhµρ − ∂ρhµν

]
− 1

4
∂βh

[
∂νhβµ + ∂µhβν − ∂βhµν

]
=

1

2

(
∂σh

ρσ − 1

2
∂ρh

)[
∂µhρν + ∂νhµρ − ∂ρhµν

]
.

Combinando estas expresiones, se obtiene el tensor de curvatura

R(2)
µν =

1

2
hαβ
(
∂µ∂βhνα + ∂ν∂βhµα − ∂µ∂νhαβ − ∂α∂βhµν

)
+

1

4
∂µh

αβ∂νhαβ

+
1

2
∂σh

ρ
ν

(
∂ρhσµ − ∂σhρµ

)
+

1

4

(
2∂βh

αβ − ∂αh
)(
∂µhνα − ∂νhµα − ∂αhµν

)
. (B-7)

Puesto que la métrica satisface el gauge de Lorenz (2-27) y el gauge TT (2-40), el último

término de (B-7) desparece.

Para la descripción de la potencia radiada, es de mayor interés el cálculo del valor medio

de (B-7) que caracteriza la potencia radiada por la onda gravitacional, de manera que (B-7)

es promediado en la región del espacio-tiempo con escala de variación (5-28) mediante la

aplicación del operador lineal 〈·〉 sobre (B-7)

〈R(2)TT
µν 〉 =

〈
1

2
hαβ
(
∂µ∂βhνα + ∂ν∂βhµα − ∂µ∂νhαβ − ∂α∂βhµν

)
+

1

4
∂µh

αβ∂νhαβ

+
1

2
∂σh

ρ
ν

(
∂ρhσµ − ∂σhρµ

)〉
, (B-8)

donde es aplicable la propiedad 〈a∂µ(b)〉 = −〈b∂µ(a)〉 en los elementos del primer y tercer

términos. Puesto que las derivadas parciales conmutan en el background de Minkowski, la

propiedad anterior puede aplicarse a conveniencia sobre cada término de (B-8), y posterior-

mente aplicar el gauge de Lorentz (2-27) para obtener
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〈R(2)TT
µν 〉 =

1

4

〈
∂µh

αβ∂νhαβ − 2(�hρµ)hρν

〉
, (B-9)

en donde hαβ = hTTαβ en virtud del gauge (2-40). Nótese que en el vaćıo, el segundo término

se anula en virtud de la ecuación (2-34).

De aqúı es deducible el escalar de curvatura, expandido a primer orden en h:

R(2) = 〈ηµνR(2)TT
µν 〉+O(h2), (B-10)

el cual, por integración por partes usando el operador 〈·〉, se anula en virtud de (2-34). En

consecuencia, el valor medio del tensor de Einstein de segundo orden es quivalente al valor

medio del tensor de curvatura expandido también a segundo orden:

〈G(2)
µν 〉 = 〈R(2)TT

µν 〉 =
1

4

〈
∂µh

αβ∂νhαβ

〉
, (B-11)

que corresponde al término relativista para la potencia radiada en (5-32).



C. Problema de Kepler: nociones

generales

El problema de Kepler newtoniano t́ıpico para un sistema de dos part́ıcuals puntuales está

representado por el lagrangiano de la forma (6-30), donde el potencial U(r, ṙ, t) corresponde

al potencial gravitacional newtoniano. Sin embargo, el lagrangiano (6-30) permite además

ver que el problema original de dos cuerpos representado por este se descompone en el

lagrangiano del centro de masa del sistema y el lagrangiano t́ıpico de una part́ıcula de prueba

de masa µ (siendo esta última la masa reducida del sistema) en movimiento influenciado por

el potencial U

L =
1

2
M |Ṙ|2 +

1

2
µ|ṙ|2 − U(r, ṙ, t), (C-1)

de tal manera que el lagrangiano de la part́ıcula de prueba estudia el problema del movimiento

de esta en el potencial U , con posición r (siendo este el vector relativo r del problema del

sistema binario original) relativa al centro de fuerzas o cuerpo central al que se asocia el

potencial. En el caso del problema de dos cuerpos newtoniano, dicho potencial es de la

forma

U(r) = −GM
r
, (C-2)

donde M = m1 +m2 es la masa total del sistema original y r = |r|.

Puesto que este vector de posición está definido en el plano de movimiento del sistema, puede

trabajarse en el espacio de configuración con coordenadas generalizadas (r, φ), tomando como

origen de coordenadas el centro de fuerzas de masa M . En este conteto, el lagrangiano de la

part́ıcula de prueba será

Lr =
1

2

(
ṙ2 + r2φ̇2

)
+
GM

r
, (C-3)

del cual se derivan las ecuaciones de Euler-Lagrange para estas coordenadas:

r̈ − rφ2 = −GM
r2

(C-4)
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d

dt

(
µr2φ̇

)
= 0. (C-5)

En (C-5) aparece la definición del momento angular orbital l = µr2φ̇, la cual es una cantidad

conservada del sistema.

Además, dado que Lr no depende expĺıcitamente del tiempo y la enerǵıa cinética es cuadráti-

ca con las velocidades, la enerǵıa total del sistema es también una cantidad conservada de

este

E =
1

2

(
ṙ2 + r2φ̇2

)
− GM

r
= cte, (C-6)

de tal manera que se tienen tantas cantidades conservadas del sistema como grados de

libertad, lo cual permite efectuar una reducción a cuadraturas del problema, que conducen

a las soluciones r(t) y φ(t) a partir del potencial gravitacional

φ− φ0 =

∫ t

t0

l

µ r2(t)
dt t− t0 =

∫ r

r0

dr[
2
µ

(
E − l2

2µr2
− U(r)

)]1/2
, (C-7)

con U(r) el potencial newtoniano (6-2).

La trayectoria de la part́ıcula en este potencial puede construirse a partir de las cuadraturas

(C-7), eliminando el parámetro del tiempo en las dos cuadraturas para construir la ecuación

de la trayectoria dada por r(φ). Alternativamente, puede partirse de las ecuaciones de movi-

miento (C-4) y (C-5) para construir las ecuación diferencial de la órbita, cuya solución será

la trayectoria r(φ).

Sea u = 1/r, donde r(φ), tal que

dr

dt
=
dφ

dt

dr

dφ
=

l

µr2

dr

du

du

dφ
= − l

µ

d

dφ
,

d2r

dt2
=
d

dt

(
dr

dt

)
=

l

µr2

d

φ

(
− l

µ

d

dφ

)
= − l

2u2

µ2

d2u

dφ2
.

Reemplazando estas derivadas en (C-4), junto con el momento angular l, se obtiene que

− l
2u2

µ2

d2u

dφ2
− l2u3

µ3
= −GMu2,
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esto es,

d2u

dφ2
+ u =

GM

l2
. (C-8)

Esta es la ecuación diferencial de la órbita kepleriana, cuya solución general se escribe en la

forma

u(φ) = C cos(φ− φ0) +
GM

l2
, (C-9)

o de forma equivalente para r,

r(φ) =
p

1 + e cos(φ− φ0)
, (C-10)

con p = l2/Gm, llamado el semilatus rectum y e = C
p

la excentricidad de la órbita. Toda

trayectoria de la forma (C-10) es una cónica en el plano de movimiento, de excentricidad e

y semieje mayor orbital a.

En rigor, la forma de la trayectoria está deterinada por la enerǵıa total E. La expresión

(C-6) se puede reescribir de tal manera que depende expĺıcitamente de r y sus derivadas,

eliminando a φ̇ en términos del momento angular

E =
1

2
µṙ2 +

l2

2µr2
− GM

r
, (C-11)

donde se define el potencial efectivo Ueff (r) como

Ueff (r) =
l2

2µr2
− GM

r
. (C-12)

Dependiendo de los valores de E (o signos de E), este potencial efectivo define la forma

de la trayectoria en el potencial newtoniano (Fig. C-1). Las rectas horizontales que definen

diferentes valores para la enerǵıa total dan lugar a aquellos puntos donde E = Ueff , i.e., la

enerǵıa cinética radial es cero. Se dice que los puntos de la trayectoria donde sucede esto son

los puntos de retorno de la órbita.

Para enerǵıas totales tales que E ≥ 0, se tiene un punto de retorno, dando lugar a una órbita

no acotada y abierta (caso de las órbitas parabólicas e hiperbólicas. Para E < 0, se tienen

dos puntos de retorno en la trayectoria, caso de las órbitas acotadas, que en el caso kepleriano

corresponden a elipses y circunferencias. El mı́nimo global presente en r0 corresponde a la
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órbita de mı́nima enerǵıa, caso de la órbita circular (en esta trayectoria, todos sus puntos

son puntos de retorno, implicando que r = r0 = cte en dicha órbita ).

Figura C-1.: Potencial efectivo newtoniano.

Considerando el potencial efectivo FOG discutido en la sección (6-3-2), el contraste entre

ambos gráficos ilustra el efecto perturbativo del potencial de Yukawa en (6-30). Vemos que

al construir las ecuaciones de campo gravitacional en el ĺımite newtoniano, se obtiene el

término de Yukawa perturbativo del potencial cuyos efectos a la escala del sistema binario

se manifiestan en las restricciones existentes en el parámetro L.
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