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Resumen

Se presenta el estudio de la teoria de gravedad modificada FOG (Fourth Order Gravity)
discutida por S. Banerjee, S. Bera y T. Singh (2017), aplicada al problema de la radiacién
gravitacional generada por un sistema binario. Las ecuaciones de campo de Einstein incluyen
un término adicional que depende de las derivadas de cuarto orden de la métrica g,,,, con un
parametro de longitud L cuya escala se determina al examinar los efectos de este término
FOG en las pérdidas de energia por radiacién gravitacional predichas en relatividad general
para el sistema binario. Se construyen las ecuaciones de onda gravitacional FOG en el limite
de campo débil, asi como la ecuacién de Poisson gravitacional de cuarto orden deducida de
las ecuaciones de Einstein en el limite newtoniano, cuya solucién para el sistema binario
es el potencial newtoniano gravitacional modificado por una contribucion tipo Yukawa. Las
soluciones de las ecuaciones de onda son empleadas para calcular la potencia radiada asocia-
da, y se examina el ejemplo del pulsar binario Hulse-Taylor (PSR 1913+16) para definir las
restricciones en L teniendo en cuenta las variaciones en su periodo orbital y en la precesion
orbital del sistema.

Palabras clave: Gravedad de Cuarto Orden, Campo gravitacional, ondas gravitaciona-

les, potencia radiada, sistema binario, momentos multipolares, elementos orbitales



Abstract

Fourth Order gravity theory, discussed by S. Banerjee, S. Vera and T. Singh (2017), is
the gravity theory presented in this work. This model is applied to the problem example of
the gravitational waves produced by a binary system. Einstein’s Field Equations include an
additional term that depends on fourth derivatives of the metric tensor, g,,, and that it’s
scaled by a parameter L whose possible values are given by the examination of the effects of
this new term in the calculation of the energy loss of the system on that predicted by general
relativity. The FOG Field Equations are constructed in the weak field limit in order to obtain
the modified wave equations, as well as the Poisson modified equation for the gravitational
potential in the newtonian limit, whose solution for the binary system consists of the newto-
nian gravitational potential plus a Yukawa potential. Wave’s equation solutions are used in
order to compute the energy loss by gravitational radiation in this system. In additon, these
results are used in the example of the binary pulsar Hulse-Taylor (PSR 1913+16), in order
to find the possible values of L by considering the period decay and the orbital precesion of
the system.

Keywords: Fourth Order gravity, Field Equations, gravitational waves, power radia-

tion, energy loss, binary system, multipole moments, osculating elements
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1. Introduccion

La relatividad general desarrollada por Einstein en 1916 constituye un modelo revoluciona-
rio de la gravedad, entendida por Newton como una interaccién manifestada a través del
concepto clasico de campo. Desde su desarrollo alrededor de un siglo atrés, este marco con-
ceptual ha tenido varias comprobaciones a nivel observacional, a saber, el corrimiento del
perihelio de Mercurio, la desviacién gravitacional de la luz y las ondas gravitacional, entre
otros aspectos [7, 12, 16, 18, 19, 21, 22].

Sin embargo, existen ciertas cuestiones de caracter astrofisico y cosmoldgico que hoy en dia
requieren de una explicacién e intepretacién mas precisa. Problemas como las curvas de
rotacién de las galaxias [4, 14, 15] y la expansion acelerada del universo abordada por el
modelo AC'DM implican tener en cuenta aspectos como la existencia atin no detectada de
materia oscura y las cuestiones que giran en torno a la constante cosmoldgica presente en
las ecuaciones de campo de Einstein [3, 7, 12, 14]. Estas cuestiones abren la posibilidad de
abordar dichos problemas postulando modelos alternativos de gravedad que puedan explicar
estos fenémenos con mayor precision, dando lugar a las teorias de Gravedad Modificada.

Dentro de las teorias de gravedad modificada existentes en la literatura, se encuentran mo-
delos como MOND (Modified Newtonian Dynamics), STVG (Scalar Vector Tensor Gravity),
el modelo f(R) y las teorfas FOG (Fourth Order Gravity), entre otros. En este trabajo se
abordara uno de los modelos FOG propuestos por S. Banerjee, S. Vera y T. Singh, donde
introducen las ecuaciones de campo de Einstein con un término adicional de cuarto orden
que incluye un factor de escala, cuyo valor o valores y condiciones particulares son determi-
nados en la aplicaciéon de este modelo en la descripciéon de la radiacion gravitacional para un
sistema fisico dado. En particular, este modelo parte de introducir las ecuaciones de Einstein
modificadas para el campo gravitacional en la forma [3, 4, 14, 15]

1 8tG

PAwAet
Ruy = 5 R =~ T + L*V VP Rows, (1-1)
donde g,,, llamado tensor métrico, contiene la informacién geométrica del espacio-tiempo,
R, es el tensor de curvatura asociado a g,,, R el correspondiente escalar de curvatura y
T, el tensor energia-momentum, que a su vez contiene la informacién sobre la distribucién

de materia y energia que define el campo gravitacional representado por la geometria de la



variedad. L es el factor de escala de la teoria, con dimensiones de longitud, y es el pardmetro
en términos del cual se manifiestan los efectos de tal término en esta teoria de gravedad
en el sistema fisico. Este término evalia las segundas derivadas covariantes del tensor de
curvatura, el cual es un tensor de segundo orden en las derivadas de g,,,, lo cual justifica que
sea un término FOG en las ecuaciones de campo.

Un aspecto adicional interesante en torno a este modelo tiene que ver ademas con la intro-
duccion del término FOG en el extremo derecho de las ecuaciones de campo; en el sentido
de las fuentes de campo gravitacional, este juega el papel de término de fuente para dicho
campo, adicional a la fuente definida por los campos de materia establecidos en el tensor
energia-momentum 7),,. En este contexto, la presencia de tal término representaria una in-
teraccion con la geometria, manifestada en un intercambio de energia entre los campos de
materia y la geomtria del espacio-tiempo. Tal nocién implica ademés que, bajo los principios
de la relatividad general y las leyes de conservacion [7, 12], las ecuaciones (1-1) implican que
el término FOG deba tener divergencia nula, satisfaciendo asi 1 conservacion de la energia
en relatividad general. Asi, el estudio del modelo FOG motiva a explorar las implicaciones
a nivel fisico de estas nuevas ecuaciones de campo en la definicién misma de la gravedad,
cuestion que los autores definen para la explicacion de las curvas de rotacién de galaxias
en este marco [3, 4], obteniendo resultados contrastables con los obtenidos en teorfas como
MOND y STVG aplicadas a este problema en particular.

La radiacién gravitacional predicha en la relatividad general es construida a partir de las
ecuaciones de campo de Einstein en la aproximacion de campo débil, donde tales expresiones
conducen a ecuaciones de onda sobre la métrica g, del espacio-tiempo. En este mismo mar-
co, el limite newtoniano que se obtiene a partir de estas ecuaciones conduce a la ecuacion de
Poisson gravitacional clasica, donde las nociones aceptadas en relatividad general son exten-
didas en el limite de campos gravitatorios débiles [3, 7, 12]. El modelo FOG introducido en
(1-1), conduce a ecuaciones de onda biarmonicas en este limite. De una forma interesante,
el limite newtoniano de las ecuaciones (1-1) conduce a una ecuacién biarménica de Poisson
para el campo gravitacional clasico, cuya solucién para problemas como el sistema binario
implica la modificacion del potencial gravitacional newtoniano por un término de Yukawa,
aspecto de gran interés en el abordaje de problemas como el comportamiento no kepleriano
de las curvas de rotacién de galaxias [3, 4]. En particular, el modelo STVG conduce a que
la aceleracion gravitacional de las galaxias se compone precisamente de la adicién de una
aceleracion derivada de un potencial de Yukawa a la aceleracion newtoniana de estas, aspecto
que motiva a abordar este mismo problema con un modelo FOG, introducido por los autores
por (1-1).

Este fenémeno tiene una conexion estrecha con el modelo de materia oscura, en el cual
dicho comportamiento no kepleriano se asocia a la existencia de esta. En el modelo estandar
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ACDM, las ecuaciones de Einstein incluyen un término proporcional al tensor métrico g,
por medio de la constante cosmoldgica A, a través de la cual se intenta explicar la expansién
acelerada del universo [7, 8, 18, 21, 22]. Pese a que este modelo se ajusta notablemente a las
observaciones cosmoldgicas, no se tiene evidencia directa atin de materia oscura en la data
observacional, como tampoco una medicion aceptable para A, de 120 6rdenes de magnitud
mas pequena que el orden predicho en observaciones cosmoldgicas. En lugar de ello, se
propone el modelo FOG [3] para explicar la aceleracién césmica a través del comportamientos
de las curvas de rotacion modelada por teorias de gravedad modificada, como STVG o FOG

14].

El presente trabajo ilustra en forma detallada el ejercicio de aplicacién del modelo FOG en
la descripcién de la radiaciéon gravitacional procedente de un sistema binario. Dentro de la
literatura ya existente sobre este problema, los autores construyen las ecuaciones de onda
con término de cuarto orden. Como objetivo principal, el trabajo explica con profundidad
la construccién de las ecuaciones de onda gravitacional a partir de este modelo y el método
de solucién de estas [3, 17], para su posterior aplicacion a este sistema fisico en particular.
Posteriormente, se hara uso de las soluciones de las ecuaciones de onda para el célculo de la
potencia radiada o energia transportada por unidad de tiempo por ondas gravitacionales, y se
abordaran las ecuaciones de campo FOG en el limite newtoniano para mostrar la construccion
de la ecuacion de Poisson biarmoénica que da lugar a la modificiacién del potencial newtoniano
gravitacional por un potencial de Yukawa aplicado al sistema binario, que en este caso estara
asociado a los parametros de la teoria. Se estudiard la aplicacion de este potencial en la
descripcion de aspectos como las pérdidas de energia del sistema por radiacion gravitacional,
el decaimiento del periodo y su relacion con las pérdidas de energia y el corrimiento del
periastro orbital, lo cual permitird encontrar valores posibles para el factor de escala L
al considerar el caso del pulsar binario Hulse-Taylor, cuyos parametros orbitales y valores
correspondientes al corrimiento del periastro y decaimiento del periodo orbital son conocidos
en la literatura [3, 10].



2. Construccion geométrica de las ondas
gravitacionales en Relatividad General

En este capitulo se describira la construccion de las ondas gravitacionales a partir de las
ecuaciones de campo de Einstein de la relatividad general. Dicha construcciéon se obtiene
directamente al definir las soluciones de estas ecuaciones como una expansién de la métrica
espacio-tiempo, g,,, en torno al espacio tiempo de Minkowski, 7),,,,, considerando los términos
hasta primer orden en dicha expansion. Este método es equivalente a linealizar las ecuaciones
de campo gravitacional, o lo que es lo mismo, construir las soluciones de estas ltimas ex-
tendidas a campos gravitacionales débiles. En este contexto, se habla de un espacio - tiempo
minkowskiano perturbado, donde las ecuaciones correspondientes pueden reducirse a ecuacio-
nes de tipo onda, afladiendo ademds un conjunto de condiciones sobre g, (gauge), a través
de las cuales se reduce el nimero de elementos independientes de esta. El resultado, como
se vera en esta seccién, permitira sintetizar la nocién de radiacién gravitacional, entendida
esta como perturbacién sobre el espacio-tiempo de Minkowski.

2.1. Meétrica espacio-tiempo de campo débil

La descripcion de la gravedad en relatividad general viene representada por las ecuaciones de
campo de Einstein, donde se establece una conexion directa entre la geometria del espacio-
tiempo y los campos de materia [5],

1 8tG
R[LV - ERQMV = _Tul/v (2'1)

A
donde el lado izquierdo contiene la informacién geométrica de la variedad espacio-tiempo
de 4 dimensiones, y el lado derecho representa los campos de materia, energia y momentum
dados por el tensor 7),,,.

En particular, se pretende estudiar las soluciones de estas ecuaciones en el caso de campos
gravitacionales débiles, contexto en el cual sera posible estudiar el problema de la radiacién
gravitacional. Concretamente las soluciones de (2-1) a estudiar aplican a un espacio-tiempo
de Minkowski débilmente perturbado [12], descrito por una métrica g,, expandida en torno
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a un background de Minkowski.

Definimos un marco de referencia con el background de Minkowski, en el cual es posible
introducir una solucién de la forma

Juv = N + h,uy(x)7 |h| <<1 (2_2)

donde h,,(z) es un campo tensorial que define la perturbacién a primer orden en el back-
ground de Minkowski, que generalmente de depende de la carta coordenada x = x®, definida
en el marco escogido.

Si bien (2-2) se cumple en el marco de referencia dado, puede existir otro marco de referen-
cia en donde dicha métrica también se cumpla, puesto que (2-2) se define en una regién lo
suficientemente grande del espacio-tiempo como para que g,, sea comparable con 7, en el
limite asintético. Por otra parte, la escogencia de un marco de referencia dado para (2-2)
supone un problema desde el contexto de la invariancia de Lorentz para dos marcos de refe-
rencia dados. Sin embargo, tal invariancia se mantiene para marcos de referencia conectados
por un conjunto de transformaciones de Lorentz globales, las cuales, como veremos, man-
tendran la invariancia de ¢ y definiran el caracter tensorial de h, asi como por un conjunto
de transformaciones infinitesimales de coordenadas sobre las componentes de x7, bajo las
cuales se construyen las condiciones con las que las componentes de h son invariantes en
estas transformaciones (gauge).

2.1.1. Transformaciones de Lorentz globales

Dados dos marcos de referencia X y Y/, tales que las cartas coordenadas correspondientes
estan relacionadas mediante una transformacion lineal

% — 2% = AP x®,
donde las componentes de la transformacién A? definen la matriz de transformacién de
Lorentz, las cuales satisfacen la invariancia del tensor métrico de Minkowski en la forma
=AY AP
Umy uw Naps

el tensor métrico g, transforma como

G = N3 A gag = A8 AL (ap + hap) = N + B,

pv

(2-3)
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se deduce que
=A% AL hag, (2-4)

donde A es un tensor bajo transformaciones de Lorentz.

2.1.2. Transformaciones infinitesimales; gauge sobre la métrica

Veremos ahora cémo transforma h,, bajo transformaciones infinitesimales de coordenadas,
a partir de las cuales se deduciran condiciones interesantes de invariancia sobre la métrica
(gauge) [12, 13, 18]. En particular, una transformacién infinitesimal de coordenadas definird
variaciones de ese mismo orden sobre el background de Minkowski, en concordancia con
(2-2), lo cual es caracteristico del papel que desempefia el término h,, en la métrica g. En
primera instancia, definase la transformacion infinitesimal

o' =2 +¢%(a), (2-5)

tal que ¥*(z) son funciones arbitrarias y de orden infinitesimal. En este sentido, la matriz
de transformacion de (2-4) viene dada por

50F — 58 & T ¥(@)) = 05 + 0y, (2-6)

as{ como la transformacién inversa, derivada directamente de (2-4),

o _ 0
ox'8 — Ox'B

xa — x/a _ wa(x)

(¢ = ¢%(x)) = 0F — O™ (2-7)

La transformacién sobre la métrica en la forma (2-5) y (2-6), manteniendo los términos de
primer orden en 1 y sus derivadas, se evalia como

B or' 02",
e = S g Yo

= (65 + 0,) (0] + 0,0 gl g
= (8205 + 630,0° + 80,1 + 0, 0,0 ) (Nag + hiys)
= N + 1)y, + 0y + Ouih + O(4?),

de lo cual, en virtud de (2-3), se obtiene la transformacién de b, bajo (2-5), como

Ry = Ty — Oty — Dy (2-8)
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En general, (2-8) define una transformacién de calibracién o gauge sobre h, siendo este un
tensor en el background de Minkowski garantizado por la transformacién dada por (2-4). En
vista de que h,,, es solucién de las ecuaciones de campo linealizadas en el marco de referencia
escogido, el nuevo tensor b/, también es solucién de tales ecuaciones en este mismo marco,
constituyendo asi una solucién equivalente para el campo gravitacional en la misma base
coordenada.

Forma contravariante de la métrica de campo débil

El tensor métrico (2-2) y su forma contravariante o inversa, g"”, deben satisfacer la condicién

Guo 9" = 05 (2-9)

Astimase ho? tal que ¢g®% = n°® + ho8. Asf, de (2-9) se tiene que

Guo 9" = (Mo + Tuo) (" + %Ma)
= Do 4+ 0" he + e h® 4+ O(h?)
— 62 + h2 + hS
=

De aqui que h% = —h$, resultado sobre el cual puede aplicarse una vez mas el difeomorfismo
de subir y bajar indices, manteniendo los términos lineales en h y despreciando los de orden
superior,

9" hg = —g"he,
(0" + W0 = =P + Dby = 0™l = 7 hg,

heB — _posB,

Con esto se obtiene la forma contravariante o inversa del tensor métrico (2-2), con la forma

gt =M — b, (2-10)
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2.1.3. Linealizacién de las ecuaciones de campo

La solucién (2-2) expandida a primer orden en h introducida en las ecuaciones de campo
(2-1) permite obtener la aproximacién linealizada o de campo débil de estas ltimas, en el
marco definido donde (2-2) es vélida.

En primera instancia, se construyen los elementos de la parte geométrica de (2-1), que
contiene informacién del campo gravitacional atribuida a la distribucién de materia definida
en T,,. Tales elementos, que corresponden al tensor de curvatura de Ricci R, y al escalar de
curvatura, R = g RR,,,, se definen a través de los coeficientes de conexién métrica o simbolos
de Christoffel, I', ;, definidos por [12]

1
Fgg = Eg/w (aaggg + 08950 — 8Uga5). (2-11)

Bajo (2-2), donde el background de Minkowski es fijo en las coordenadas x7, i.e., 0y1,5 = 0,
y despreciando los términos de orden superior en h, las conexiones métricas se reducen a

(0% 1 (67ea
5 = 57 (0,05 + Ophoo — Oshisy| + O(R?). (2-12)

Los simbolos de Christoffel construyen los tensores de curvatura bajo la métrica (2-2) en
virtud de (2-12). El tensor de curvatura de Riemann, en particular, estd definido en sus
componentes en la forma

o o 1Y A T A T
Rp,pl/ - 8ﬂruu - 8VFup + FMV Ap F;/,p v (2_13)
el cual es lineal en las derivadas de la métrica en sus dos primeros términos y cuadratica
en estas en los dos tltimos términos, razén por la cual estos ultimos se desprecian. Asi, en
la aproximacién de campo débil, este tensor de curvatura es lineal en las derivadas de las
conexiones,

RS, ~ 0, —9,I'% +0(h?). (2-14)

nwpv

Por consiguiente, al aplicar (2-12) en cada término, se tiene

1 1
R%,, & =0, |1° [0uhow + Ougue — aghw]] — 50 {n“ (0,1 + Oulips — Do) |-

pev 9

Reordenando los términos y teniendo en cuenta que J,74s = 0, se obtiene que
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RS, =

v

n° (0,0, hop + 0,0uhe — 0p0shy] — 17 [000phoy + 0u0ultpe — 0y0shy,] |-

N | —

El resultado anterior puede simplificarse adecuadamente al reescribir el tensor anterior ba-
jando el supraindice mediante la aplicacién de la métrica. Bajo la aproximaciéon de primer
orden,

Roppr = Noalty,,, + o(n?),

y considerando ademaés la condicién 7y,17“” = 43, se obtiene

1
Roup = 5 {5;; (0,00 hop + 0p0ule — 0p0shy] — 85 [0000hop + 0yOuhps — ayaghup}} +O(R?),
esto es,
1
Ryppn = 3 [@,@hﬂu + 0,0,hy9 — 0,09hy, — 0,0,hg,, — 0,0, + aﬁﬁhup} + O(h?), (2-15)

resultado en el cual algunos términos se cancelan bajo la simetria de los operadores diferen-
ciales en el background minkowskiano

1
Rg”py = 5 {apauhwg — 8p819hm, - 8l,8uhmg + d,&gh”p} + O<h2) (2—16)

El resultado (2-16) es el tensor de Riemann en aproximacién de campo débil. Vemos que la
expansion a primer orden de la métrica transforma este tensor de curvatura de tal manera
que es lineal en términos de segundo orden en las derivadas de la contribucién h, y que
ademads preserva la invariancia bajo el gauge (2-8).

Por su parte, el tensor de Ricci, se construye a partir de la contraccion del tensor de Riemann
en un tensor del tipo (0,2)

Raﬁ = gle,uowﬁa (2_17)

donde, bajo la aproximacién a primer orden en el término perturbativo de la métrica (2-1),
nuevamente se aproxima a la contraccién de los indices a través del tensor de Minkowski:
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Rap = Rap = (9" + ") Ruows = " Ryavs + O(h%). (2-18)
Asi, la aplicacion de esta contraccion en (2-16) conduce a

1
R.s = 577’“’ [a,,aahw — 0,0,hap — 0300y + Ggauhm,}

1
=3 {aﬂaahuﬁ — 00, hag — Ds0ahY, + aﬁa’/hw] .

En esta dltima expresion se identifican elementos como la traza de hy, definida por h! = h,
asi como el operador de D’Alembert en 4 dimensiones: O = 949, = —9,0° + 9;07, tales que
(2-18) conduce al tensor

Ras = {8“(%]1“5 — Ohag — 0u8sh + éw”hw] : (2-19)

N —

Escalar de curvatura

El escalar de Ricci o escalar de curvatura se construye a partir del correspondiente tensor
de Ricci (2-19) como

R =g Ras = 1" Ros + O(h?). (2-20)

Por consiguiente, dicho escalar es calculado como

N | —

1
R= 577&[3 aﬂaahuﬁ—Dhaﬂ—aaaghmﬁath} = {aﬂaﬁhuﬁ—m(naﬂhaﬁ)—aaaahwaa”ha,, :

en donde aparecen nuevamente la traza de h,s definida por h = *?h,s y términos semejantes
que se suman por la conmutatividad de las derivadas parciales. Se obtiene

R = 0,0,h" — Oh, (2-21)

donde el primer término es equivalente a 9*9"h,, por la regla de subir y bajar indices bajo
Mg, valida en esta aproximacion a primer orden.
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Ecuaciones de campo linealizadas

La incorporacion del tensor de curvatura (2-19), junto con el escalar de Ricci (2-21) y consi-
derando nuevamente las contribuciones a primer orden en la métrica y sus derivadas, conduce
a las ecuaciones de campo de Einstein linealizadas

167G

8“(%/1“5 - Dhag — aaagh + aga”ha,, — naﬁ((‘?“&,h“” — Dh) = TTQB. (2—22)

Estas ecuaciones definen la solucién h,, para la métrica (2-2) en el sistema coordenado z”
del marco de referencia asociado. En suma, se tiene un conjunto de 10 componentes inde-
pendientes para h asociadas a los elementos del tensor energia-momentum 7,,5. No obstante,
este nimero de elementos independientes se reduce al aplicar las condiciones gauge (2-8)

sobre las componentes de h,,,, y permitirdn simplificar las ecuaciones (2-22) reduciéndolas

nz
a ecuaciones de onda en 4 dimensiones, con las cuales se representa la nocion de radiacion

gravitacional en relatividad general.

2.1.4. Gauge sobre la métrica

Como se vio en la subseccién (2.1.2), la aplicacién de un gauge sobre h,, construye un
conjunto de soluciones equivalentes de las ecuaciones de campo de Einstein a partir de la
solucién original de la métrica dada por (2-2). En general, la aplicacién de (2-8) sobre las
ecuaciones (2-22) simplificaran las ecuaciones linealizadas del campo gravitacional, bajo la
escogencia adecuada de las funciones 9.

Transformacion sobre 7,

La transformacion trace-reversed sobre hy, es tal que se forma un nuevo tensor métrico, h,
en la forma

- 1
h,uzx = h,uu - Qnﬂlfh’ (2_23>
tal que su traza es el negativo de la traza del tensor original: h = —h. Este tensor a su vez

permite escribir este ultimo en la transformacion inversa

_ 1
Py = by — inw,h hyw = by (2-24)

Esta métrica (que por supuesto estd definida en el sistema de h,) también es transformable
bajo el gauge (2-8). Para verlo, nétese en primera instancia que la traza de h,, transforma
a través de (2-8) como
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W =0 R, = 0 B — 170,00, — 0 00, = h — 20,4",

y ademas, el tensor transformado B;W esta definido en términos del tensor original h,, bajo
(2-23)

) 1
h;l,l/ = h;u/ - 577;wh/7

por lo que la aplicacién de (2-8) en el tensor barrado actia en la forma

1

B,/uu :(hm/ - a,uwy - azﬂ/}u) - 577/”,(]1 — 28pwp)
1
= (huv - 5771wh> — by — Outhy — 107,
B;w = }_L,ul/ - 8u¢1/ - al/w,u + nuuapwp‘ (2—25)

El reemplazo de (2-23) en las ecuaciones (2-22) da lugar a las nuevas ecuaciones de campo

_ _ _ _ 167G
0,055 + 8,0, — 10, 0,0, 1 — Ohy, = C—ZTW. (2-26)

Gauge de Lorenz

La transformacién (2-25) describe cémo transforma h,, bajo (2-8). Como se vio anterior-
mente, la transformacién (2-8) permite escoger, sin pérdida de generalidad, el gauge sobre
la métrica construido en (2-8), y por ende en (2-25). Por otra parte, el tensor de Einstein
en las ecuaciones de campo (2-1) depende explicitamente de las derivadas de la métrica en
el background escogido, por lo que las ecuaciones (2-26) pueden simplificarse mediante la
escogencia del gauge (2-25) tal que satisfaga la condicién

d,h" = 0. (2-27)

Para mostrar que esta condicién es deducible del gauge (2-8), evaluamos (2-26) con respecto
a las coordenadas y aproximamos los términos hasta primer orden en h y 1. Tenemos que

auh/lw _ aﬂﬁ/u/ _ 0Nauwu _ 8M8un + nlﬂ/auapwﬂ
= Ouh* — O — 0,0"¢" + 0" 9,0,
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9" = 9, — . (2-28)

donde la transformacién entre las derivadas de la métrica original y transformada es mediada
por las funciones 9.

Puesto que los ¥® son arbitrarios, pueden escogerse sin pérdida de generalidad de tal manera

que cumplan la condiciéon Oy” = 9,h*. Sea f¥(x) = 0,h* [13], tal que se tiene la ecuacién
diferencial

O = f*(x), (2-29)

cuya solucion para ¥ puede construirse para una region de volumen V' del background dada
en la que estd definida f®. Dada la funcién de Green G(z, 2') asociada a (2-29) y que satisface

OG(z,2") = 6(x — 2'), (2-30)

de modo que la solucién de (2-29) se construye en V' en la forma integral

4 (x) = / ()G e, o) de, (2:31)

se tiene que, al reemplazar en (2-29),

Oy =0 [ f*(2")G(z, ) d*z’

En consecuencia, puede escogerse un sistema de coordenadas tal que sea posible definir (2-
29) y su correspondiente solucién (2-31) en ese mismo sistema de referencia. Por ende, en el
mismo marco se ha de cumplir

0 b =0, (2-32)

resultado que en general es valido para cualquier marco de referencia en el background de
Minkowski. La condicién (2-27) se conoce como el gauge armoénico o gauge de Lorenz, que
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impone una restriccion o ligadura sobre 4 componentes de la métrica, reduciendo a 6 el
ntimero de componentes independientes de h,,.

2.1.5. Ecuaciones de campo bajo el gauge

Bajo el gauge (2-32), las ecuaciones de campo se simplifican, en vista de que 3 de los términos
geométricos se anulan. En consecuencia, las ecuaciones de campo se reducen a una ecuacién
de onda en 4 dimensiones, con fuente la distribuciéon de energia-momentum 7}, y solucién
la métrica de campo débil

- B 167G

DRy = T (2-33)

A
Notese que la solucién correspondiente es la de la métrica trace-reversed. En rigor, se tienen
6 componentes independientes de este tensor con los cuales se manifiesta la radiacién gravi-
tacional como perturbaciones en el background de Minkowski representadas por el término
a primer orden en la expansion de la métrica sobre dicho background.

Gauge TT (traceless transverse)

La ecuacién de onda (2-33) asocia la propagacién de ondas gravitacionales a la fuente 7),,,. En
particular, obsérvese que para el caso del vacio, donde la radiacion gravitacional se propaga
fuera de la fuente, la solucion para la métrica satisface

Oh,,, = 0, (2-34)

donde h,, satisface el gauge de Lorenz (2-32). La solucién a estas ecuaciones puede cons-

truirse como superposicion de ondas planas, en forma andloga a la electrodinamica clésica
[12]

B = Aye®e™ (2-35)
donde k? representa el vector de onda asociado a l_z#,,, cuya direccion estd proyectada en la
direccién z7. El término de amplitud A" (llamado también en la literatura tensor de ampli-
tud) generalmente se asume constante en el marco de la aproximacién de onda plana [12]. Por
consiguiente, del gauge de Lorenz es claro que d,h* = A9, (e*"") = AM (ik,07)e*o" =
iA" ke = (), de tal manera que la restriccién (2-32) actiia directamente en el tensor de
amplitud,

APk, =0, (2-36)
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manteniendo los 6 grados de libertad de la radiaciéon gravitacional visibles en la amplitud
de onda, y el vector de onda k“ tiene la representacién en términos de la frecuencia de onda
asociada w y del vector de onda k del espacio tridimensional

Ko — (f,k).
C

Puesto que el gauge de Lorentz es valido en el sistema de referencia tal que la métrica
transforma segtn (2-8), y las funciones 1) son arbitrarias pero tales que se preserva el orden
de hy, en la expansién (2-1), puede emplearse la transformacion dada para el gauge de
Lorentz, i.e., la condicién (2-32), tal que dicho gauge se preserva bajo la transformacién. De
(2-28), esta condicién se manifiesta en la forma

B =0 = g — Oy = —Oy,

de tal manera que puede hacerse la escogencia para estas funciones tal que (" = 0, y
bajo esta condicién el gauge es invariante bajo la transformacién (2-8). Veremos cémo esta
condicién impone nuevas restricciones sobre el tensor de amplitud, y cémo da lugar a un
nuevo gauge para la métrica hy,.

En principio, las funciones 1 satisfaran soluciones tipo onda plana de la forma

77ba’(a:,) — aoeikamo‘7

donde las amplitudes a se asumen en general complejas. La transformacién de la amplitud
A" por (2-8) en virtud de esta solucién se obtiene reemplazando esta tdltima en (2-25) y
simplificando los términos exponenciales,

A;yeik‘*xa = A e — 0, (a,e® ") — 0, (ae™") + 1,,0,(a’e™ ")

A:“/eikaxo‘ — (Aw/ _ ikﬂa,, — ik;l,au + nlwapkp)eikaxa’
de donde se obtiene que
AL, = Ay —ikya, —ik,a, + 1,07k, (2-37)

Obsérvese que este resultado define un gauge sobre el tensor de amplitud, analogo al caso
general (2-28), que a su vez cumple implicitamente el gauge de Lorenz (2-32).

Examinemos ahora el efecto de esta transformacion sobre las componentes del tensor de am-
plitud, considerando una direccién de propagacion arbitraria. A modo de ejemplo, supongase
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que se elige, sin pérdida de generalidad, tal direccién orientada en el eje espacial z = 3. El
c-vector de onda asociado en sus componentes serd k* = (w/c,0,0,w/c) = (k,0,0, k). En tal
caso, (2-36) conduce a que A"V = A#3 1o cual, junto con la simetria de A*”, define el tensor
de amplitud en la forma

AOO AOI AO2 AOO

» AOl All A12 AOl

A = A02 q12 g2 02 |- (2-38)
AOO AOl A02 AOO

De estos elementos y de la transformacién (2-37) se obtienen las relaciones de transformacion
para los elementos de la matriz transformada, A*”, expresadas en forma contravariante

A/OO — AOO - Z-k(ao + (13) A/Ol — AOl - ik(ll
A/OQ — A02 _ ika2 A/12 — A12
A/ll — All o ka,(al) _ CL3) A/22 — A22 _ ik(ao _ a?))_

Eligiendo las amplitudes a* tales que

CLO _ _Z'QAOO + All + A22 al _ _ZA_OI
4k k
) 02 ; DA _ A1l _ A2
at = —1— a’ = —1 ,
k 4k
se obtienen los valores
AIOO — A/01 — AIOQ — 0 Alll —_ —A/22.

Vemos que la transformacién (2-37) anula todos los elementos de (2-38) salvo los de la
submatriz central. Ademas, los elementos de la diagonal principal se anulan entre si, por lo
que la traza de A" se anula bajo el gauge

0 0 0 O

Y 0 A% A2 0
A = 0 A2 _aAll o (2-39)

0 0 0 O
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Las anteriores condiciones para los elementos del tensor de amplitud transformado indican
ademds que los elementos de la diagonal principal y los elementos A'? son independientes,
mostrando asi que la onda se propaga en direccién z® con dos grados de libertad o dos
estados de estados de polarizacion diferentes, cada uno de los cuales esta definido por uno
de los elementos de (2-39).

Vemos que en virtud de (2-39) la solucién para la métrica h,, tendra también las mismas
propiedades. En suma, BW serd tal que satisface el gauge de Lorenz (2-32) y que ademaés
satisface la forma matricial de (2-39). En este sentido, se define el gauge TT sobre la métrica,
que satisface

hoy, = 0 hl =0 0;hY =0, (2-40)

donde la primera condicién se garantiza por (2-39) y por la simetria de fLW, y la tercera se
deriva del gauge de Lorenz y de la primera condicién, puesto que es evidente que hgy = 0 en
este gauge.

Conservacion de la energia en el gauge de Lorenz

Puede comprobarse ademds que (2-29) satisface la conservaciéon de T, que para el back-
ground minkowskiano cumple que

0,T" = 0. (2-41)
Para verlo, al definir (2-29) en forma contravariante y derivando ambos lados, tenemos que

167G

4

9,00h = O(9,h) = 9, T = 0.

C

Obsérvese que tal condicién se cumple en ambos lados de (2-29), en virtud del gauge arménico
(2-28) sobre la solucién de h.



3. Ecuaciones de campo y radiacion
gravitacional en el modelo FOG

Las ecuaciones de campo de Einstein definen el campo gravitacional para una distribucion
de energia - momentum definida por 7},,, como se vio en el capitulo 2. Se explorara ahora la
descripcién de la gravedad en el marco de la teoria de Gravedad de Cuarto Orden (FOG),
donde se incluye un término adicional en las ecuaciones de Einstein de segundo orden en
el tensor de curvatura (cuarto orden en las derivadas del tensor métrico), en virtud de la
ecuacién (1-1). Para una distribucién dada de energia-momentum 7},,, el término adicional
representa una contribucién asociada a intercambios de energia entre materia y geometria, lo
cual se vera reflejado al describir la radiacién gravitacional en este marco. La descripcion de
fenémenos como las curvas de rotacién galdctica [4, 14, 15], motiva a explicar los resultados
observacionales asociados a partir de la inclusion de esta contribucién al campo gravitacio-
nal, donde cantidades como la aceleracion de las galaxias se obtienen en forma analoga otras
teprias de gravedad modificada, como STVG y MOND [15]. En este capitulo veremos cémo
se define la construccién de las ondas gravitacionales a partir de las ecuaciones de campo
modificadas, cuyas soluciones, como se vera mas adelante, conduciran a que la energia trans-
portada por tales ondas depende ademas del este efecto de interaccién, aspecto relevante en
el estudio de este modelo.

3.1. Término de cuarto orden en aproximacion de campo
débil

Dentro de las ecuaciones de campo FOG, la presencia del término adicional representa una
contribucién al campo gravitacional como término geométrico tipo fuente de campo [3, 4,
14, 15], definiendo asi un efecto de interaccién materia-geometria que se manifiesta en el
comportamiento de la radiacién gravitacional,

1 8rG oo
R, — ERQ“” = 7@,, + L2°°*9"° R oo (3-1)

En estas ecuaciones, L? es el factor de escala de la teorfa cuyo orden de magnitud se con-

sidera pequenio comparado con las dimensiones de la distribuciéon T),,, caracterizando asi el

ns
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efecto perturbativo de este término en las soluciones para el campo gravitacional asociado a
dicha fuente T},,. De las identidades de Bianchi aplicadas a las ecuaciones de Einstein (2-1),
se desprende que V,G*® = 0 para el tensor de Einstein, lo cual conduce a la conservacién de
la energfa representada por V7% = 0. En rigor, tales condiciones implican que la derivada
covariante sobre este término de cuarto orden sea también nula, en concordancia con estas
condiciones y las ecuaciones (3-1). En este sentido, esta interaccién energia-geometria debe
contribuir a la conservacién de la energia, aspecto exigido por el modelo [3]. Como veremos
mas adelante, esta condicion se satisface directamente para el caso de la perturbacion sobre el
background curvo definido por (2-2). Para el caso de esta métrica para un background curvo,
esta condicién no es inmediata. Siendo la métrica (2-2) definida en el background de Min-
kowski, no nos enfocaremos en esta cuestion, y partiremos de que la condicién V,G** = 0
se mantiene véalida como condicién fundamental impuesta en el modelo FOG.

En primera instancia, se desarrollard el término adicional de (3-1) en el régimen de campo
débil donde se asume una solucién de la forma (2-2) para las ecuaciones modificadas. Como
ya se vio en el capitulo 2, el limite de campo débil no estatico del campo gravitacional se
construye a partir de soluciones del tipo (2-2), donde las ecuaciones del campo gravitacional
resultantes corresponden a ecuaciones de onda donde la métrica h,, es restringida al gauge
de Lorenz. Se examinard como se comportan las ecuaciones (3-1) en esta aproximacién, y se
construira la ecuacién de onda derivable de (3-1) bajo la aplicacién de dicho gauge.

3.1.1. Linealizacién del término perturbativo

El término de cuarto orden de (3-1) es proporcional a las derivadas covariantes de segundo
orden del tensor de curvatura. Bajo la expansién (2-2), este término transforma como

g g’YIBR;wa/B Hoo i g g’YBV \Y% Ruauﬁ
= (77 - hm)(n - hvﬁ)vavvRuauﬁ
an75VUV7R#al,5 + O(h?).

Ademas, las derivadas covariantes dependen de términos a orden superior en h, por lo que

solo se tiene en cuenta la aplicaciéon de este operador diferencial como las derivadas parciales
con respecto a la carta coordenada para el tensor de curvatura

Vo Ryows = Oy Ryaws + O(h?).

Entonces la nueva contribucion se reduce a

g g%BRuau,B,a'y = 77 77758 0 R;wa/ﬁ = 0” a R;wwﬁ-
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Aplicando (2-16), se tiene la forma explicita

1
00" Rucus = 5(0°0°0,0uhy5 + 0°9°030,hcsy — 9°0°0, Oyl — 0°0°00al |, (3-2)

donde se observa que

0°0°0505h,, =0°000°9sh,, = O2h,,,,
0°0°0,00h,5 =0°0,0%0uh,s = 0°0,0h,us,
0°0° 050, hey, =0°0,0°0shey, = 0°0,0hey.

Por lo tanto

1
00 Rucws = 5(0°0,0hys + 0°9,0hay = Ohyy, — 9°0°0,0,has (3-3)

resultado en el cual todos los términos son lineales en las derivadas de cuarto orden de la
métrica.

3.1.2. Calculo del escalar de curvatura

De las ecuaciones de campo (2-1) se obtiene el escalar de curvatura bajo la métrica g,,. Para
ello basta con trazar ambos lados de (2-1) y tener en cuenta la condicién gz,g*” = d5. Asi,
en RG el escalar de Ricci es proporcional a la traza del tensor energia-momentum

86 (3-4)

R=—kT . k=—

donde R es a su vez equivalente a (2-21) en virtud de (2-2) y R = 0 bajo el gauge TT.

Al trazar las ecuaciones modificadas (3-1), el escalar de curvatura correspondiente es el
escalar de RG con la contribucién FOG en la forma

R=—(kT + L*¢""V*V’Ryau5), (3-5)

donde R se reduce a (3-4) con L = 0. Es claro que este escalar de curvatura ya no se anula
en el vacio, contrario al caso relativista.

Veamos como transforma R bajo la métrica de campo débil (2-2). En esta expansién, la
contraccién de indices se reduce a la aplicacion de 7,
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—R = kT + L*¢"'V°V?Ryanp =~ kT + L**0°0° R o + O(h?),

donde, por (2-16), se tiene que

2

L
R = —kT = Z0"(0°0,0hy5 + 00, 0hay, — Ohy, — 9°0°9,0,he]

L2
= - (kT - 7[D% + 0°0°Ohap — 0°0"0Ohy,s — 8"‘(‘9”Dha,,]> :

Puesto que las derivadas parciales conmutan en el background, se obtiene el siguiente escalar
de curvatura modificado

2
R=— (kT + %[D% — aaaﬂmhago : (3-6)

En consecuencia, el término tensorial asociado al escalar de Ricci en las ecuaciones de campo
(3-1) y el escalar de curvatura (3-5), bajo la expansién (2-2) este se reduce a

1 k L?
3 B9 = =50 T = 0[O — 0°9°Ohag) + O(R?). (3-7)

3.2. Ecuaciones de campo FOG

Veamos ahora la linealizacién de las ecuaciones (3-1) con lo calculado en el capitulo (2) para
los tensores y escalar de curvatura y el término FOG expandido a primer orden en hy,.
Al incorporar (2-19), (3-3) y (3-7) en (3-1), las ecuaciones de campo FOG con distribucién
energia-momentum 7}, toman la forma

L2
Ohp + 0,0,k — 0°0uhgy — 0,07y + gan + 7W[aaaﬁmhaﬁ — [02h)

= kT, + L*[0*h,,, + 0°0°0,0,has — 0°0,0h,5 — 0°0,0he,]. (3-8)

Claramente las ecuaciones de campo modificadas son de cuarto orden en h,,,, donde la con-
tribucion FOG estd asociada al factor de escala L. De manera andloga a lo discutido en
la subseccion (2.1.4), estas ecuaciones pueden se reescritas en términos del trace-reversed
tensor BW y simplificadas mediante la aplicacién del gauge (2-28), reduciendo a 6 el niimero
de elementos independientes de la métrica.

En primera instancia, se examinardan las ecuaciones (3-8) con solucién en el vacio (i.e.,

T,, = 0) caso en para el cual se describe la interaccién de particulas de prueba en el
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background de Minkowski con la radiacion gravitacional propagandose fuera de la fuen-
te. Posteriormente se construird la ecuacion de onda con fuentes cercanas, para particulas
de prueba en cercanias de la distribuciéon 7),,.

3.2.1. Ecuaciones de campo en términos del trace-reversed

En concordancia con lo discutido en (2.1.4), la incorporacion del trace-reversed (2-24) en las
ecuaciones de campo y la aplicacién del gauge arménico (2-28) y del gauge TT permiten
simplificar las ecuaciones de campo y reducir el nimero de grados de libertad para la radia-
cion gravitacional.

En virtud de (2-22), el trace-reversed define la transformacién

1

Baﬁ = haB - 57704,8ha

donde

h = —h.

Se vio ademds que la transformacién inversa para (3-13) esta dada por (2-24)

_ 1 _
haﬁ = hag — §T]a5h.

Reescribiendo las ecuaciones (3-8) en el vacio y en términos de h,p y su traza, se obtiene

- 1 . - - 1 _ _
O = 57k = 0,08 = O Db, + 510" 0h = 0,0 o
+§17,w(9u0"h + 77’];“, °h + 0“0 Dha/j — 577a58a8 h
2 27 1 27 a 0f 7 1 o 0 7
= L| Dy = 3R 0°0° 0,0,k = J10p0°0°0,0, 1
B rE oL a8 7 _aen . 4L g9 7
00,5+ 510" 0,0 — 3° 0,0y + 5150 9,00 . (3-9)

donde la contribucién de cuarto orden muestra claramente las contribuciones en cuartas
derivadas de la métrica barrada y su traza.
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3.2.2. Gauge TT y ecuacién de onda gravitacional de cuarto orden

Aplicando la condicién dada por el gauge de Lorenz

d,h" =0, (3-10)

las ecuaciones de campo (3-9) se simplifican de tal manera que desparecen aquellos términos
que dependen de las derivadas mixtas de este, de forma andloga al caso relativista visto en
la seccién (2.1.4). Bajo este gauge, la ecuacién de campo (3-9) tiene la forma

_ 1 N _ _ 1 _ 1 _
Oy, = 51Dl + In,wm?h = L?|0%h,, — 577,@% + 50,0,00| . (3-11)

La condicién adicional impuesta para la traza de h,, anula los términos de (3-11) asociados
a la traza, de tal forma que se garantiza la transversalidad de la onda gravitacional

h=0, (3-12)

resultando una ecuacién de onda de cuarto orden definida sobre las dos componentes inde-
pendientes de la métrica, en rigor a lo discutido en la seccién (2.1.4),

(L*0 — 1)0hy,, = 0. (3-13)

Ecuacion de onda con fuentes

En presencia de fuentes (7}, # 0), las ecuaciones de campo (3-13) se escriben

S D _ 167G 1 | 1 ,
Oy = 50w 0h + In,WD?h = ; (TW - 5WT) + L? [DQhW - 5n,WD?h + Eaua,,mh} :
(3-14)

donde, bajo las condiciones (2-40) impuestas por el gauge TT, se obtiene la correspondiente
ecuaciéon de onda gravitacional FOG con fuentes

- 167G
(L0 - 1)0hy, = ——T,. (3-15)

ct
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Tanto (3-13) como (3-15) se reducen al caso relativista en el limite L — 0. El tensor energia-
momentum 7}, depende de los campos de materia definidos en la métrica (2-2) con el back-
ground de Minkowski, de tal manera que bajo la aproximacion de campo débil este tensor
no depende de términos a orden superior en h, lo cual permite demostrar la conservaciéon de
T,,, en el background de Minkowski.

3.3. Conservacion de la energia-momentum

De la compatibilidad del tensor de Einstein se garantiza la conservacion de la energia y
momentum para una dsitribucién dada por el tensor T},

V. T =0. (3-16)

Por efecto de las identidades de Bianchi, el tensor de Einstein satisface

V.G =0, (3-17)

de lo cual implica la ley de conservacién (3-4). Las condiciones anteriores implican que las
ecuaciones de campo modificadas (3-1) imponen la misma condicién sobre el término de
cuarto orden

naanvaRuauﬁ;ﬂ =0, (3—18)

esto es:
V*(0*0° Ryawp) = 0. (3-19)
En el background de Minkowski y en virtud de la expansién de la métrica (2-2), la derivada

covariante en (3-19) se reduce a derivadas parciales aplicadas al tensor de curvatura. En tal
caso, de (2-16) y (3-2), se tiene que

0 (0°0° Rys) = 1" 0,(0°0° Ryus)

1

=" [a,,aﬁaymhw + 0,0%0,0hgy — 0,0%h,,, — apaaaﬁauayhaﬁ}
1

=3 [aﬁa”aumhw + 07 0%0,0hgy — 0" Phy, — aaaﬂaua'fayhaﬁ}

1
=3 {aﬁm%uﬁ + 07 0°0,Ohey — 0" TPhyy, — aaaﬁaumhag} = 0.
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Vemos que (3-19) se cumple bajo la métrica original de (2-2). Nétese, sin embargo, que el
gauge TT también garantiza (3-19). Para verlo, basta con escoger las funciones ¢ en (2-27)
de tal forma que Oy® = 0, que por (2-40) garantiza que BW = h,,,. Por consiguiente, cada
término del ultimo paso se anula individualmente en virtud del gauge de Lorentz.



4. Solucion de la ecuacion de onda
gravitacional FOG

Se abordard el método tipico de solucién de las ecuaciones (3-15) para una distribucién
energfa-momentum dada 7}, empleando el método de funciones de Green para representar
las soluciones de estas ecuaciones en forma integral sobre el volumen del espacio-tiempo
donde estéd definida 7},,. Para la descripcién de la radiacién gravitacional, la solucién para
la funcién de Green tiene en cuenta las nociones andlogas a la electrodindmica [7, 12, 18],
donde la solucién de las ecuaciones de onda para el campo electromagnético no viola la
causalidad. Por ende, se ha de construir la funcén de Green retardada del problema (3-15)
para la distribucién 7),,,.

4.1. Ecuaciéon de onda modificada y solucidon general para
una distribucidon energia-momentum

4.1.1. Definicion de la funcion de Green

La métrica de campo débil satisface, para una fuente 7}, dada,

. 167G

(L0 = 1)Ohy (2) = —— T, (x), (4-1)
c

donde la distribucién de energia-momentum, asi como la métrica, dependen de las coorde-

nadas x = 27 del background. Dado 7}, definido en una regién de volumen V' del espacio-

tiempo, la solucién para l_zW se construye a partir de la funcién de Green asociada y de T},,,

en la forma

7 4G / / !
) = 747 / /G, ') T (), (4-2)

donde x = 27, 2’ = 2/?. La ecuacién de Green asociada es de la forma

(0 - a*)0G@,2') = 4né(x — a), (4-3)
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donde o? = 1/L?. La funcién de Green puede construirse siguiendo el método de integracién
en el espacio de Fourier, que se abordara mas adelante.

Teniendo en cuenta los operadores ((J — a?) y O presentes en (4-1) y (4-3), se propone para
G(z, '), una solucién definida como la combinacién de dos contribuciones independientes,
g1(z,2") y g2(x,2'), en la forma [§]

Gla,o') = ~glon(a, ') — ol (1-4)

tales que las funciones g; y g» satisfacen, respectivamente,

(O —a®)gy(z,2') = 4mé(x — o), (4-5)
Ogo(z,2") = 4w (z — 2). (4-6)

Para mostrar que (4-2), con funcién de Green dada por la descomposicion (4-4) y las condi-
ciones impuestas en (4-5) y (4-6) es solucién de (4-1), nétese en primera instancia que estos
operadores conmutan, i.e., [(J,(0 — a?] = 0. Por consiguiente, al reemplazar (4-4) en (4-2), y
teniendo en cuenta la accién de los operadores en (4-5) y (4-6) en los términos de (4-4), se
tiene que

_ _47TG

O(0 — a®)h,,(x) —L2—C45(D —a?) /d4x’GR(x, )T, (x)

:ffzmyﬂ%/#fm@@q—@@ﬁm@@q
:4i4a |:|j(|:]—OéQ)/d4$,[91($,l’/>]Tuy(l‘/)

—D@—a%/#f@@mﬂﬂmﬂ}

Aplicando la relaciéon de conmutacién de los operadores en cada integral teniendo en cuenta
las ecuaciones (4-5) y (4-6), se obtiene que
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‘ {D / d42/(0 = 02)[gr (&, 2')| T (&)
_(O-a?) / 442/ Clgs (., x/)}TW(x/)}

2

:—167rcfa {D/d4x’(5($ — T, (2") — (O - o) /d4$,5($ — ") T, (2)
167G o’

=2 O ) - @ o))

167G

_ L2c4 #V<x>7

donde se comprueba que la combinacion (4-4) para la funcién de Green, donde los términos
de esta satisfacen (4-5) y (4-6), es solucién de (4-1), con funcién de Green solucién de (4-3).

Soluciodn fisica para G(z,2’)

La funcién de Green de (4-2), similarmente al caso electromagnético [2,5,21], puede descom-
ponerse en funciones de Green retardada y avanzada. Para un detector con cuadrivector de
posicién ubicado en z¢, las senales que recibe en un instante ¢ provienen de la fuente que las
emite en un instante ¢’ < ¢, esto es, existe conexién causal entre la emisién de la onda gravi-
tacional en 7}, y la deteccién de esta por parte de la fuente en el instante ¢. Por tal motivo,
la funcién de Green del problema (4-1) con solucién (4-2) no debe violar la causalidad [3,8],
papel que desempena la contribucion retardada de la funcion de Green. Por ende, la funcién
G(r,r’) de (4-3) puede construirse en la forma [17]

Gr(z,2") =0(t —t")g(x — '), (4-7)

donde la funcién de Heaviside garantiza que Gr = 0 para t’ > t, condicién que satisfaria la
funcion de Green avanzada. Las contribuciones g; y g serdn entonces funciones de Green
retardadas de la forma (4-7), cuya solucion analitica se determinara en rigor a las ecuaciones
(4-5) y (4-6), aplicando el método directo de solucién en el espacio de momentums (k)
determinando las transformadas de Fourier de las soluciones respectivas para g; y go.

4.1.2. Funcion de Green: integracion en el espacio complejo

Se construye por separado cada uno de los términos de la solucién, ¢; y ¢, resolviendo
separadamente las ecuaciones (4-5) y (4-6) en el espacio de Fourier. En otras palabras, se
construye la solucién para la funcién de Green en el espacio de momentum y resolviendo
para la transformada de Fourier de dicha funcién, definida por
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1

Gr(z,2) = @

/ Grk)e™ @ gk, (4-8)

donde la integral definida en el espacio-tiempo de Fourier es tal que la componente temporal
estd asociada al eje de frecuencias, w, y las otras tres componentes se definen en la parte
espacial, en la cual se definen las componentes del vector de onda, k. Ademas, Gg(k) es tal
que

Glk) = LG (k) — (k). (4:9)

siendo g;(k) y g2(k) las respectivas transformadas de Fourier de los términos gi(x,z) y
g2(z,2") de (3-4), definidas de forma andloga a (4-7). Para fines précticos de célculo para la

funcion de Green, se asignaran las unidades gaussianas para las cantidades fisicas, designan-
doc=G=1.

Solucién para g (z,2’)

La transformada de Fourier de esta primera contribucion es introducida en la ecuacién (3-
5), donde el operador ((J — o?) acttia sobre las coordenadas no primadas x. Asimismo, se
introduce la delta de Dirac como la transformada de Fourier de f(k) = 1:

1 4 /
5(1’ — x’) = W /emmx )d4]§7 (4—10)

Reemplazando (4-9) y g1(z,z’) en términos de su transformada de Fourier en la ecuacién
(4-5), se tiene que:

(O - o) (1,2") = (2—;)4 [amE - )t
= —ﬁ / Gi(k)[E? + o?]e™ )t

4m ik-(x—2') j4
= (27T)4 /6 ( )d k,

de donde se tiene la expresion para la transformada de Fourier de ¢;:

47

gi(k) = TErar (4-11)
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La norma del vector de onda de frecuencia w es tal que k* = —w? + k%, Para el cdlculo de
(4-7) para gy (z, '), resulta conveniente evaluar primero la parte temporal de la integral, ya
que esta es de una variable, y posteriormente evaluar la parte correspondiente a la integral
triple en la parte espacial. Tenemos la transformada de Fourier en términos de w

47
w? — (k2 +a?)

gi(w) = — (4-12)

Este resultado expresado como funciéon racional es reemplazado en la forma integral de
g1(z,x’) en rigor a (4-7)

4 1 ik-(z—a' 3
g1(z,2') = @) / e —|—a2)€ @) dwud®k, (4-13)

donde el producto k - (z — z') se descompone en la signatura utilizada (—, +, +, +) (conside-
rando ¢ = 1) como [17]

k-(z—2)=k(2q — 7)) =—w(t—t)+k-(x—x).

Para fines précticos de notacion, se emplean la siguientes identificaciones para las compo-
nentes espacial y temporal del cuadrivector relativo x — 2’ y de la relacién de dispersién

T=t—t, X=x-x, k=k>+ a2

En esta forma, la integral de volumen en 4 dimensiones de ¢;(x,z’) se descompone en las
partes temporal y espacial en la siguiente forma:

gi(z,2') = — ir / ! Gl L - ! // el eF X dud3k
RERCEN ey ) ) ) e |

La integral con respecto a w puede evaluarse en el plano complejo, asumiendo a w la parte
real de una frecuencia compleja:

W — w1,

de tal manera que (4-11) presenta singularidades o polos simples en

cD::l:\/k2+oz2:i\/Z.
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Estos polos son de valor real, y la integral anterior puede reordenarse en términos de estos
en la forma

fsz
gi(z,2') = ESE // Y E)dw e* X Bk, (4-14)

La integral con respecto a w se evalia aplicando el teorema del residuo, definiéndola en un

contorno extendido en todo el plano superior (Fig. 4-1), que es la regién donde la exponencial

compleja e~“7 estd bien definida. En esta forma, la integral respecto a w queda en la forma

[17]

e~ wT . ei\/ZT e—i\/ZT . ez‘\/ZT_e—z‘\/ZT
/d”@wz)@_ﬁ):?“{m‘ Nz]:”< NG )'

Im{)

Vi Vi xe@)

Figura 4-1.: Contorno de integracién para (4-14), en la regién superior del plano complejo.

Puesto que la funcién de Green debe ser valida para el caso retardado (i.e., t — ¢ < 0), se
asume que esta es diferente de cero para instantes de tiempo en el cono de luz pasado del
evento con t = t', que en virtud de (4-7), se escribe como

gi(z,7) = % / d k;( i ﬁ_i\/ﬁT)eikX. (4-15)

Para el calculo de (4-14), conviene aplicar simetria esférica en el espacio de Fourier [§].
Definase el eje k) orientado en la direccién del vector X (fig. 4-1), de tal manera que en
coordenadas esféricas el angulo polar 6 se mide con respecto a este eje, o lo que es lo mismo,
a X. En general, para el vector de onda k, su orientacién esta definida en términos de este
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[AE)]

Q 2

FALY]
Figura 4-2.: Representacién geométrica de los vectores para el célculo de (4-15).

angulo polar, tal que el producto escalar de ambos vectores en (4-15) se puede escribir como
k- X = kX cosf, por lo que e&X = gikXcost,

Al desarrollar (4-14) en coordenadas esféricas, la integral con respecto a las variables angu-
lares (0, ¢) se desarrolla en forma independiente, evaluando en todo el espacio de Fourier

2 T 27 ) )
ikRcosO _: ikR —ikR
0did¢p = —— — )
/0 /0 e sin 10} R <e e )

Reemplazando en la integral (4-14) y expresando en términos de la integral radial, se obtiene

gz, ') = 253)2 (%T) /OOO :2‘1\/% (ez‘kR _ e—isz) (eiET _ e—iET>’

esto es:

-5 [ e

o (ei(kR—\/a2+k2T) i e—i(kR—\/aQ—&-k?T))}

[<6i(kR+\/a2+k2T) + e—i(k:R-i-\/oaQ—i-k?T))

Se introduce ahora el cambio de variable k = Sk/, tal que

dk=pak . VE=ay/FR+1
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Bajo esta sustitucién, la integral anterior queda en la forma

gi(z,2') = o) [~ _BKdK [(eia(k'3+\/(k’)—24r1T>+e—m(k'R+\/mT))
2R Jo  /(K)?+1

_<em(k'R—,/(k/)2+1T)+€—m(k’R— (k’)2+1T)):|'

Considérese las siguientes identificaciénes [8],

[+ _ >~ K dk' <eia(k’R+\/(kl)—2+1T) 4 eia(k'R+\/(k/)—2+1T))7 (4—16)
0 4/ (k/)z +1

I = - k'dk’ (em(k'R—,/(k')%lT) _‘_e—ia(k’R—\/(k’)2+1T))‘ (4_17>
0 A/ (k”)2 +1

En forma mas simplificada, la funciéon de Green se reescribe como

(I —1). (4-18)

Se resolveran las integrales (4-16) y (4-17) en forma independiente. Se discutirén las solucio-
nes a las que conduce el desarrollo de estas integrales, y la forma final de la solucién (4-18)
para la funcién de Green retardada solucién de (4-5).

Desarrollo de I.. La integral (4-14) puede simplificarse al efecutar un cambio de variable
adecuado. En particular, puede considerarse la sustitucién dada por [17]

RK' +T+/(K)2+1=r7coshd |, Tk + R\/(k)>+1=r7sinh?, (4-19)
de la cual se tiene que 72 = T2 — R2. Al multiplicar la primera expresién por R y la segunda

por Ty restando ambas, se obtiene

T
K = B cosh ¥ + — sinh ¥J. (4-20)

T T

De igual manera, de ambas ecuaciones se observa que:

T
(k')2+1= —coshd — Esinhﬁ.
T T

Al derivar se obtienen los términos completos del cambio de variable, aplicando ademas la
relacién (4-18)
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dk’

NGEsE do. (4-21)

Obsérvese que el limite inferior &’ = 0, por efecto de (4-17), satisface

T
T =7coshdy , Ug=cosh™! (—)

T

Puede verse del cambio de variable (4-17) que, bajo los limites de k

Yo < ¥ < o0.

Se reescribe asi la integral (4-14) como

- R T . ,
I, = / dy9 |: — ~cosh? + — sinh 19:| |:6wcrcosh19 + g—iaTcoshd |
Jo

T T

Desarrollo de I_.De forma analoga al caso anterior, se introduce el cambio de variable

RE —T+\/(K)2+1=—7coshd , Tk —R\/(K)?>+1=rsinh, (4-22)
de donde
-~ T ~
K = A cosh? + — sinh ¢, (4-23)
T T
y:
T ~ ~ dk' ~
\/(k’)2+1:—cosh19+ﬁsinh19 , ——=dV.
T T (k/)2 +1

Al comparar (4-18) y (4-22) se obtiene una relacién directa entre ambas variables de inte-
gracién

cosh 1 = — cosh 5,

por lo que ¥ se integra en [—ty, +00). Asi, la integral (4-15) se reescribe como
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®© ~ T A7 - ,
I = / dv [5 cosh) + — sinh 19} {ewcoshﬁ + e—mwshﬁ} :

—99 T T

De los cambios de variable anteriores es claro que di = dg, y que en virtud de la relacion
anterior, la integral I_ puede reescribirse con respecto a la variable ¥, segin

Yo R T 4 ‘
I =— / dy { — — cosh ¥ + — sinh 19} {ew‘f coshd 4 o—iar COSM] )
T T

—00

Combinando ambas integrales en (4-16), se obtiene

o(T)
2t R

gl<f17, $,) =

> R T , ,
/ dd [ — — cosh ¥ + — sinh 19} [e“” cosh? 4 p—iarcosh 19]
o T T

. R T | |
+ / dy [ — —cosh ¢ + — sinh 191 [e’m coshd 4 —iarcosh 19”
T T

ot

o R T . .
— / d9| — = cosh? I sinh ¥ e'LaTcoshﬁ + efzaTcoshﬁ )
2rR T T

—00

Obsérvese que el primer término hiperbdlico es una funcién par y el segundo, impar, en
virtud de la relacién

9 | =0 9 _ =0
cosh(9) = ete” . sinh(0) =%
2 2
donde es evidente que cosh(d) = cosh(—1) y sinh(?)) = —sinh(—4). Por consiguiente, la

integral correspondiente al segundo término es nula, y solo sobrevive la primera integral

T o0 , .
gi(z,2') = _S)a <E> / dv cosh ¥ [e“’”COSM + e‘“"”"sw] ,

2TR T

—00

que por la identidad anterior se transforma en

T o0 ) )
0 (I, fL‘l> _ _6( )a / Ao |:€z,3’rcosh19—19 + 6—257’005h19—19:| ) (4_24)

27 )

Se definen las funciones de Hankel de primera y segunda especie, respectivamente, como [2,
5]
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17T

HY(z) = € . ? / pizcoshi—9 1

—00

_jimy

H(Q) (a:) — _6 2 /OO e*’ixCOShﬁfﬂ d'lg

s

o0

Es facil ver que las integrales en (4-22) son funciones de Hankel de primera y segunda especie,
respectivamente [16, 17], con v = 1.

Puesto que las funciones de Hankel cumplen las identidades siguientes en términos de las
funciones de Bessel

HO(2) = 1, (x) + Y, (), (4-25)
HO) (2) = J,(x) — i Y, (), (4-26)

el resultado (4-22) se convierte en

(o) = O (O (@) + 7B (),

esto es,
gi(z,7') = o) Ti(ar). (4-27)

T

Esta solucion tiene lugar siempre que 7 > 0, ya que en tal caso 7' > R, regién en la cual la
funcién de Green estéd evaluada en el tiempo retardado ¢’ > ¢. Veremos ahora la situacion de
la contribuciéon avanzada de la funcion de Green, donde se mostrara que esta no contribuye
a la solucion (4-8).

Caso R>T

El célculo anterior de las integrales (4-15) y (4-16) se efectia siguiendo un cambio de variable
analogo que tiene en cuenta la region externa al cono de luz pasado. Lo anterior permitira
demostrar que la contribucién de la funcién de Green asociada a tal regién no contribuye
tanto a la solucién general de (4-3) de Gg(z,z’) como a la solucién integral de la métrica
h,, dada por (4-2).

En efecto, dado el cambio de variable aplicado a la integral I,

RE' +T+/(k)2+1=(sinhd |, TK + R\/(K)?+ 1= (cosh?, (4-28)
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tal que, analogo a los cambios de variable anterior

R T dk’
K = —sinhd¥ — —cosh? | d¥ = —n—.
¢ ¢ VE)2+1

En este caso, ( = v/ R? — T?. En particular, si k' = 0, existe 9y tal que T' = ( sinh (¢y).
Por otro lado, la segunda integral I_ puede ser tratada en forma analoga al cambio de
variable (4-21) con las sustituciones

RE —T+/(K)2+1=sinhd , —TK + R\/(K)?+ 1 = cosh, (4-29)

donde, ademas,

- T - - !
= —sinh ¥ + — cos , = =
K R hv hv dy dk dd
¢ ¢ ()2 +1

Es claro que bajo la sustitucién anterior, Jy = —y. Bajo (4-26) y (4-27), la funcién de Green
(4-16) queda en la forma

o T o o
/ d,ﬁ |:E sinh 19 _ COSh 79:| |:ezac sinh ¥ + e*mC smht9:|
90 ¢ ¢

o _ T _ = Lo
+/ do [? Slnh’l9+ ZCosh,l9:| |:6wz<smh19 + e—zaﬁsmhﬂ:”’

o

La combinacién de los términos exponenciales es par, en tanto que el término sinh es
término impar en la integral. Por consiguiente, y de forma andloga al calculo de la integral
(4-22)

o(T)aT [

W d¥ cosh [eio‘C sinhd 4 —iaCsinh 19] 7

g1z, 2") =

—00

lo cual, como consecuencia de la transformada de Fourier para la delta de Dirac, es equiva-
lente a

esto es,
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(1T
2RC 8(¢)- (4-30)

Puesto que ¢ # 0 en vista de que R > T, la delta de Dirac de (4-30) se anula en esta regién

9 (*T ) :L‘/) ==
y por consiguiente, este resultado desaparece.

Integracion de la funciéon de Green sobre la fuente; parte singular en el caso R=T

La funcién de Green anterior estd definida para toda posicién = # 2/, lo cual satisface (4-5)
para R < T. En este sentido, (4-30) estd bien definida para todo punto dentro del cono
de luz pasado de x, que corresponde a la parte suave de g;. Consideraremos ahora el caso
x =2, 1.e,T = R, donde ¢g; diverge. En primera instancia, considérese un volumen V en el
espacio-tiempo que contiene a la fuente situada en z’ [17], el cual, por simplicidad, se puede
asumir el origen de coordenadas, i.e., 2’ = 0. Si se integra (4-31) en este volumen, se tiene
que

/ (O - a?)gig d*z’ = 4, (4-31)
v

esto es,

/DglR d4m'—a2/ gir d'z’ = 4m. (4-32)
v v

El primer término de (4-32) integra la divergencia del gradiente de g;g en V. Sea OV la
superficie frontera que encierra el volumen V. Por el teorema de la divergencia de Gauss,
dicha integral es equivalente a la integral del gradiente de g1z en 9V, dado por Vzgir en
dicha superficie, orientado en la direccién del vector normal a 9V. Sea dII el elemento de
superficie cuya componente normal a 9V es dllz. Asi, por el teorema de Gauss se puede
escribir

/DglR d49€/=/ VP girdllg,
v oV

de tal manera que (4-32) queda definido como

P gip dlls — a2/ gir d'n’ = 4n, (4-33)
av v

siendo el gradiente de g;r definido en el background de Minkowski.
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Al reducir el volumen de integraciéon a x = 2’ para todo z en V', este volumen se reduce a
cero. Por consiguiente, (4-33) puede ser evaluado en este punto en el limite V' — 0, donde la
integral de volumen desaparece y s6lo sobrevive la integral de superficie en 0V

lim ( 66913 dﬂg - (1/2/ J1R d41}/) = lim 8ﬂglR dHﬂ =A4r. (4—34)
ov \%4

Vemos que el problema se reduce al cdlculo de la integral de superficie del gradiente de g;g.
Para el cédlculo de dicha integral puede emplearse una carta coordenada adecuada, que por
simplicidad, puede tener simetria esférica ya que el volumen de integracién es pequeno y
centrado en el punto z’. Una escogencia adecuada es la dada por [17]

(t,z,y,2) = (w,&,0,0), (4-35)

tal que

t = wcosé,
T = wsin & sin 6 cos ¢,
Yy = wsin ¢ sinfsin ¢,

z =wsin& cosb,

donde el tensor métrico asociado estd representado por el elemento de linea

ds® = — cos(2€)dw? + 2w sin(2€)dwd€ + w? cos(2€)dE? + w? sin(€)d?, (4-36)

y los elementos del nuevo tensor métrico estan representados por

—cos(2¢)  wsin(2¢) 0 0

| wsin(28)  w? cos(2€) 0 0

Jap = 0 0 w?sin?(26) 0
0 0 0 w?sin?(¢) sin?()

La forma contravariante de este tensor (matriz inversa) estd representada por

—cos(2¢) %(25) 0 0
v sinL(UZg) coi)(22§) 0 0
7= 0 0 g 0 ’
0 0 0 w2 sin? (é) sin?(6)
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y el determinante del tensor tiene el valor

V=9 = §*gap = w®sin*(€) sin 6.

7 y

i’ @ Va

Figura 4-3.: Representacién geométrica del cambio de variable (4-35) para el calculo de la
integral de superficie con origen en z’.

La representacion de estas nuevas coordenadas estan indicadas como muestran las figuras
(4-3); en el plano (v, t), siendo 7 el eje que representa el hiperplano que contiene el espacio
cartesiano (z,y, z), se representa el vector w con coordenada angular £ con respecto al eje
temporal. En el espacio cartesiano, la proyeccién de ese vector tiene a su vez proyecciones
en los ejes espaciales que dependen de los dngulos polar y azimutal (6, ¢). En ultimas, el
parametro w definird el tiempo coordenado en la transformacién dada por (4-35), y la coor-
denada radial espacial vendra dada por wsiné.

Las integrales de volumen de (4-30) se definen en el espacio-tiempo de 4 dimensiones. Por
consiguiente, la integral de (4-34) es de superficie en 3 dimensiones. Por ende, el vector nor-
mal a la superficie del volumen V| definido por II, tendra componente en direcciéon w.

El vector normal a 0V, asumiendo w = cte, es tal que la componente temporal de este vector
sobrevive, que es el elemento ortogonal a la superficie en tres dimensiones

dll,, = w?sin? € sin 0d€ddo = w? sin® £dEdS.

Por consiguiente, el integrando proyectado en esta direccién toma la forma

AV dllg = ¢*’V,¢, dll, = (g“’“’ g1 + gwgaggl)dﬂw,

donde, por (4-36), se obtiene que
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gwavagl = —COs (25) aw 1

+ Smff) Degr. (4-37)

En términos de las nuevas variables en los elementos de la métrica, se introduce la funcion
de mundo de Synge [17, 24], la cual viene dada por (ver también Apéndice A)

o(w,§) = —%wz cos(2€). (4-38)

Puede verse que, siendo T' = w cos(2¢), la solucién para la funcién de Green representada en
la forma (4-7), en términos de las nuevas coordenadas, es tal que

gir(z, ') = O(wcos()) f(0), (4-39)

donde f(o) se determina a partir del cdlculo de la integral de superficie de (4-35).

Para la funcién de Green (4-39), la derivada (4-37) se evalia mediante la regla de Leibniz

475 g1 = — cos (2) - ( (wcos(é))f(a))
| sin(28) sin (2§) 0

w

2 (@<w cos(©)1(0))
= —cos ( d(wcos(§)) cos(€) f(o) + O(wcos(§)) f'(o)w cos (2§)>

SlIl

— wd(wcos(€))sinEf (o) + O(wcos(€)) f'(0)w? sin (2§)>
— <cos(2§) cos(&) + sin (2€) sin (5)) f(o)d(wcos(§))
- ((cos20) 4 sni(26) ) wcos(€) o).

para obtener finalmente,
97 Vog1 = —f(0) cos (§)d(w cos(§)) + wO(w cos(§)) f (o). (4-40)

De esta manera, la integral de tri-superficie queda en la forma

/ 9°Vegi dll, = / [— f(0)cos (&)d(wcos(€)) + wO(wcos(&)) f'(o) | dIL,,.
ov ov
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La funcién de Heaviside restringe los limites de integracion para £ a los valores tales que
cos(§) > 0, lo cual implica que 0 < ¢ < 7/2. En consecuencia, la integral anterior esta
acotada en tales limites, de tal forma que se obtiene

/2
/ §°°Vg1 dll, = // [— f(o)cos (§)d(wcos(§)) —|—wf’(0)} w? sin? £dEdS)
av aJo
w/2 /2
= 47 [w4/ f'(0) sin® & d¢ —/ f(o) cos (€)6(wcos(€)) sin? £dE |
0 0

donde es claro que la segunda integral se anula, puesto que la delta de Dirac estd centrada
en cos(&) = 0, con & = 7/2. En conclusidn,

/2
/ g“°Vygy dll, = 47rw4/ f'(0) sin® € d€. (4-41)
oV 0

Al efectuar un cambio de variable mediante la funcién de Synge sobre la integral (4-41) tal
que o es la nueva variable de integracion

1
o= —§w2 cos (26)  —  do = w*sin (26)d¢,
tal que

do
2w? sin (&) cos (€)°

dé =

Denotando v = “’72, y considerando las identidades de dngulo doble para sin(«) y cos(«), se
puede eliminar ¢ mediante las identificaciones

2sin? (€) =1+~ , 2cos?(€)=1— 2,
v v

donde ademas los nuevos limites de integracién, dados los limites para &, corresponden al
intervalo —v < v < wv . Asi, (4-41) se transforma en

@IQ

47rw/ f'(o Sln§d§—47rw/ f'(o 1;—__ 0—47w/ f'(o

CIQ

Dado que la integral debe ser igual a 47 en virtud de (4-34), la integral anterior satisface,
en el limite para V' — 0, o de manera equivalente, en el limite para v — 0
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v 1+g
’ / v —
vlg}noéhw/_vf(a) 1_%d0—47r,

de donde es inmediato que

lim v /U f(o)g(o)do =1, (4-42)

v—>0

< [Q

donde g(o) = i :

c|q

El problema se reduce ahora a determinar f(o) para la construccién de la funcién de Green
en su forma completa. Puede calcularse al efectuar una expansion en serie de Taylor en torno
a la posicién de la fuente, i.e., w = 0 = 0. Teniendo en cuenta que tal funcién debe satisfacer
la causalidad definida en G, (z, 2’), se introduce una expansion de la forma

11

f(0) = F(0)O(=0) + C16(0) + Co8 (o) + Cs8 (o) + ... (4-43)

Obsérvese que el término a primer orden en la expansion surge de la delta de Dirac como
derivada de la funciéon de Heaviside: ©'(—0) = —d(0).

De (4-43) se deduce que

¢ (o) =F'(0)O(—0) — F(0)d(c) + Ad' (o) + BS"(0) + ...

Insertando esta ultima igualdad en (4-42), se obtiene la condicién

Jl’l)nov /U 9(0)(F'(0)0(—0c) — F(0)d(0) + Ad'(0) + B&"(0) + ...) do =1,

—v

esto es

Ji_r)nov /z g(o)F'(0)O(—0)do — Ulf_n)lov /Z g(o)F(0)d(o)do

’ ! / 1! _
—|—U1£r>10v/UAg(U)(5 (0)do + Ulg)nov/_v Bg(o)d"(o)do + ... = 1.

La primera integral se anula en el limite v — 0. La segunda integral, por efecto de la delta
de Dirac, tiene el valor F'(0)g(0), no obstante es claro que también se anula en el mismo
limite. Las integrales siguientes estan asociadas a derivadas de orden superior en la delta de
Dirac, de modo que es necesario aplicar las propiedades siguientes de este funcional, algunas
de las cuales se demuestran en el apéndice A
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@@= =) . [ f@ @ = 110,

que, en general se representan por la identidad

/_ " F(@)6" (2)dz = (1) F7)(0). (4-44)

En particular, las integrales a orden 1y 2 en la expansién (4-43) se reducen, respectivamente,
a

Y 1 1
g ! _ g / — z - - —
vhmov/_v Ag(o)d (0)do = Aglmo vg'(0) Aq}lmov(v (o0 = %>2) . A.
Y 1 d 1 B
, " _ ‘ /" _ ¢ - — 1§ —
Uhmov/_v Bg(0)d"(0)do = thmo vg"(0) = Byhm0 L} i) (9(0)(1 — %)2>} . Uhmo —

Este tultimo resultado claramente diverge cuando v — 0, y puesto que las integrales de or-
den superior dependeran de 6rdenes superiores en %, también divergeran en este limite. Por
consiguiente, se impone B = C' = ... = 0, para que el limite de la integral (4-42) exista.

De esta manera vemos que la integral a orden 1 en la expansién es la tinica que sobrevive
bajo el limite, por lo que (4-42) conduce a

Uhgnov /U 9(0)(F'(0)0(—0) — F(0)d(0) + Ad'(0) + B8"(0) +...) do = —A =1, (4-45)

y la solucién para (4-40) resulta

flo) =F(0)O(—0) — (o). (4-46)

La funcién de Green ratardada (4-46), junto con la solucién (4-43), se obtiene en la forma
gir(2,2") = O(T)(F(0)O(=0) — d(0)), (4-47)

donde es claro que la solucién (4-46) resuelve la discontinuidad de g1z en = 2’ (i.e., 0 = 0).
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Solucién completa para g r

Para = # ', la solucién (4-46) satisface:
(D - 062)91R(.]}7 ZL’,) = 07 (4_48>

donde O = 0%0,. Podemos ver que la funcion de Synge permite calcular las derivadas
parciales de g; en la forma [24]

d 1 / / v nv / /
Ong1r = glRﬁaa =—f'(o) [nwﬁg(ﬁ — x)“ —I—nwéa(x — x) ] = f'(o) nau(x — :r;)“.

do 2

0%03 g1r = 00,03 g1r =" () N* Ny (2 — 2") "N (& — 2')" + f'(0)n* 13,0
=f"(0) npu(z — ') (z — )" + f'(0)d5.

I

Contrayendo los indices, obtenemos 05 = 4 y 7a, (m — x')a(x — m’) = 20. Por ende, la

ecuacion (4-45) con solucién f(o) se reduce a
20f"(0) +4f'(0) — a*f(o) = 0. (4-49)

El reemplazo de (4-43) en (4-49) implica la aplicacién de algunas propiedades de la delta de
Dirac, las cuales son demostradas detalladamente en el apéndice A,

zd'(x) +6(x) =0 , xd(x)+ 20(x) = 0.
Se obtiene
20f"(0) +4f'(0) — o’ f(0) =20 [f"O(~0) — 2f'd(0) — f§'(0) — 8" (0)]
+4[f'©(=0) — fé(0) — &'(0)] — *[fO(—0) — b(0)]
=20 f"+4f — o’ f)O(=0) + (a*§(0) — 2[00"(0)

+20'(0)] — 2f[0d' () + 6(0)] — 2fd(0))
=0,

conduciendo asi a la ecuacién diferencial

(20f" +4f =’ f)O(—0) + (a® — 2f)é(0) = 0. (4-50)
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Vemos que esta ecuacion contiene la parte singular asociada en el término proporcional a
d(o). En particular, si o0 = 0 (i.e., z = 2’), el segundo término diverge por definicién de dicha
delta. Asumiendo o? — 2f = 0, obtenemos una condicién fija para f, que puede asumirse
evaluada en 0 = 0 para dicha condicion

f(O) = _a27

lo cual puede asumirse condicién inicial al problema dado por la ecuacion resultante dada
por

20f" +4f —a*f =0. (4-51)
La solucién para f se determina resolviendo la ecuacién (4-51) para f, completando asi la
funcion de Green en su solucién completa, habiendo resuelto ya el caso del punto singular

x = a'. Sobre (4-51) puede proponerse un Ansatz tal que pueda transformarse en una
ecuacién tipo Bessel, asumiendo dicho Ansatz con el cambio de variable definido por

f=—" (4-52)

donde y = ay/—20 [17], la cual es solucién de (4-51) en la forma equivalente

d*F dF
—— ty—+ (Y- 1)F =0. 4-53
ydy2+ydy+(y ) (4-53)
Claramente se trata de una ecuacién de Bessel con p = 1 [2], cuya solucién general es
inmediata
F(y) = a1 Ji(y) + e2Ya(y). (4-54)

La funcién de Bessel de segunda especie se anula en este orden, de tal forma que sélo sobre-
vive la contribucién de primera especie.

Dado que la funcién de Bessel es de orden 1, y el problema de valor inicial para (4-51) se
define en o = 0, resulta mas adecuado aplicar dicha condicion mediante la expansion directa
de Jj en torno a y =0 [2, 5]

3

<

v

+

N

1

(=}

de tal forma que .J1(y) ~ § para valores pequenios de y. Puede verse que la solucién de (4-51)
se reduce a
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f(0)~ —, (4-55)

de donde ¢; = o%. Vemos que (4-52) toma la forma F(y) = a?J;(y) para y arbitrario, y por
ende la solucién completa de (4-52) es

o? a

f(O') = —20‘0{J1( —20‘&) = \/_—20_

Ji(V—20a). (4-56)

En consecuencia, la funcién de Green (4-39) toma la forma final

sl ) = O1) [ Lntco (7 - IR) - 5( )| (457)

o equivalentemente,

ginle,a’) = O(T) [%L(@)@(T - |R|)—26(c2)} , (4-58)

la cual tiene en cuenta el punto de discontinuidad en ¢ = 0. Observemos que se obtiene de
nuevo la solucién de la ecuacién (4-5) dada por (4-27) para 7' > R, con el término asociado
_e

- =

a la delta de Dirac centrada en o = 0, que define la parte singular de g;g.

Solucién para gs(z — ')

Introduciendo la transformada de Fourier para gs en la ecuacién (4-7), tenemos que

1

(@)
B _(2;)4 / Ba(k)(K*)e =)'k

— Am 6ik-(a:—a:’)d4k,
(2m) ’

Ogs(x, ') = / (k)0

donde la transformada de Fourier de g, toma la forma

~ 47

Al reemplazar esta funcién en la integral (4-8) para la transformada de go(z, '), se obtiene
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47 1 , / 1 e~ o
N — ik-(z—x )d4]€ _ zk-Xd4k
g2(,) (2m)* / W k2C (47)3 // T 7

Integrando en el plano complejo y aplicando el teorema del residuo sobre la integral en w en
forma similar al cdlculo de la integral (4-14) para g;, se obtiene

in kT _ o—ikTN\ .
Gor(z —2') = ys / 4’k (T) ek f (4-60)

De igual manera, al integrar sobre todo el tri-espacio en coordenadas esféricas, la parte
angular de la integral es separable, de forma anéloga al tratamiento de la integral (4-14). En
esta forma, se obtiene

o) [ A A , )
gQR(I . lL‘l) :% A Ak’ <esz o e—sz) (esz o e—zk:T)

0T © . , ) ,
:4; }; /0 Q! (FFAT) | =MRAT) _ M=) _ ik(R-T)).

Aplicando la definicion de la transformada de Fourier para la delta de Dirac en 1D, tenemos

270(T)

W(a(T+ R)+6(—(T+R))— (T — R) — 6(—(T — R)))

gor(z —2) =
que, por la simetria de la delta de Dirac [17], es equivalente a

Gor(z —2') = 02(—?<25(T+ R) —20(T — R))

Observando ademas que (ver Apéndice A)
2 _ 2 1
§(2* —a?) = %[5@%—@) —0(z — a)],

se obtiene la funcién de Green asociada a (4-7)

Gor(r — ') = —20(T)8(T? — R?) = —20(T)d(7). (4-61)
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Solucién completa para G(z,2’)

Al combinar (4-58) y (4-61) en virtud de (4-4), se obtiene la funcién de Green retardada
asociada al problema (4-3),

Grlz, o) = — [@(T) {%Jl(m) _ 25(72)} + 2@(T)5(72)] ,

«

donde vemos que las contribuciones debidas a las deltas de Dirac se anulan, obteniéndose
asi el resultado equivalente

Gz —a') = o(T - R|)O(T), (4-62)

resolviendo asi el problema original (4-1) para una distribucién energfa-momentum 7),, dada.
Noétese que la primera funcién de Heaviside de (4-62) garantiza que G y la solucién (4-2)
sean validas para T" > R, y la segunda funcion de Heaviside de esta solucién garantiza la
conexién causal para la propagacién de la onda gravitacional detectada en t > t'.

4.1.3. Soluciéon general para la métrica

La funcién de Green retardada (4-62) construye la solucién integral de la métrica h,, dada
por (4-2), en la forma [1,8]

o(T — R). (4-63)

_ J(a/T? — R2
e 4GO‘ //d3 dt’ T, (2') 1G )
avT? — R?

Esta solucién claramente satisface la condicién de causalidad definida por la funciéon de
Green retardada Gg(z,z’) en virtud del término de Heaviside en la integral. La ecuacién
(4-62) serd el punto de partida para efectos de describir la radiacién gravitacional asociada a
los campos de materia 7}, y a la perturbaciéon FOG. Un punto clave para dicha descripcién
es la energia transportada por la onda gravitacional asociada a una fuente dada, asi como
su correspondiente potencia radiada o energia transportada por unidad de tiempo en una
regién del espacio-tiempo con escala adecuada dada. Veremos cémo la solucién (4-63) de
las ecuaciones de campo en cuestion determinan las contribuciones de orden superior en la
potencia total radiada, tema central del capitulo subsiguiente.



5. Energia de onda gravitacional en
Fourth Order Gravity

La construccién de las ecuaciones de campo de Einstein bajo aproximacion de campo débil
en virtud de la métrica de campo débil (2-2) conduce a las ecuaciones de onda con fuentes
los campos de materia representados por el tensor 7),,. Bajo esta expansion de la métrica, las
ecuaciones de campo modificadas satisfacen ademas la conservacion de 7}, en el background
de Minkowski, como se discutié en la seccién (3.3). En este capitulo se discutird el transporte
de energia de onda gravitacional a través de estas soluciones. De manera analoga al caso
electromagnético, el estudio de las soluciones de las ecuaciones de campo es mas adecuado
al considerar las contribuciones de la fuente a la radiacion gravitacional en los momentos
mulitpolares de T},,,. Veremos, en este contexto, que la conservacion de 7}, bajo la expansion
(2-1) conduce a que sé6lo los momentos cuadrupolares de la distribucién energia- momentum
contribuyen a la radiacién gravitacional. Veremos ademas que la definicién del flujo de energia
asociada a la onda gravitacional se construye a partir de la expansion de g,, hasta segundo

orden en la perturbacion h,,, tal que, en forma andloga al caso electromagnético, dicho flujo

2z
sea cuadratico o de segundo orden en esta perturbacién sobre el background de Minkowski.

5.1. Conservacion de la energia-momentum en el limite
newtoniano y momentos cuadrupolares

Se vio en la seccién (3.3) que la ecuacién de continuidad para el tensor energia-momentum
se cumple bajo la expansién a primer orden dada por (2-1),

navp

" <TW + LY(R%S )) =0. (5-1)

En (5.1) se cumple directamente que 0*T,5 = 0 en el background de Minkowski. En su
componente temporal v = 0, tenemos que [12, 19]

0 0 0
0 _ 00 0j _ }
@J“—axol +axj2]—0. (5-2)

Al derivar con respecto al tiempo coordenado, obtenemos que



52 5 Energia de onda gravitacional en Fourth Order Gravity

82 00 82 07
5"+ 55TV =0, (5-3)

El segundo término, por conservacion de T"", es equivalente a

82 ) 32 )
e 4
OxI Ot OzI Oxt (5-4)

Teniendo en cuenta que la distribucion energia-momentum esta definida en x’, podemos

multiplicar los términos de (5-2) por las coordenadas (z, ) e integrar sobre la regién vo-

lumétrica V' en la que T}, estd definida. Efectuando lo anterior, junto con la aplicacién de

(5-4), se obtiene
3,./ 82 00 1,15 3,/ 82 kl 1,15
/de(@T )l’lﬂfj+/d$<a$/k8$/lT ){L’ZQTJZO. (5-5)

Para la segunda integral, se aplica la regla de Leibniz considerando la identidad

/ O (T2 d*s = / O (T™) 2" dPa’ + / (T7)d*o, (5-6)

donde la segunda integral es consecuencia de 9;z" = 5; La integral del lado izquierdo co-
rresponde a la divergencia de T;; en el volumen V. Por el teorema de Gauss, siendo ademas

T,, = 0 en la superficie OV que encierra el volumen, esta integral es nula, y por ende se
obtiene

. .kx. _ .. o
/a (Tz) /]d3 / /(Tl])dB /

Por otra parte, al emplear nuevamente la conservacion de 7}, esta vez para la componente
1 espacial

8k (Tzk) — —80 (T’LO) ’

y reemplazar en la igualdad anterior, se tiene

/ O (T™) a1’ = / (T%)d%". (5-7)

Reemplazando (5-7) en la la segunda integral de (5-6), se obtiene

/al ((c)lekx/z‘x/j)d?) I /alalekl’li:E/jd3$/ + /alek (5lz‘x/j + m/zcslj) de/
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= / (@alek)x'ia:'j d?’x’—l—/(‘?kTikx'j d3:v'+/8ijkx'i .

La integral del extremo izquierdo es nula por el teorema de la divergencia, por consiguiente

/(alalek)x/z‘x/j dS I _ _/ (akTik:Elj _I_aijkx/z‘) d3$/.

Reemplazando en (5-5), se obtiene

2
/d?’x/(%TOO) x/z‘w/j _ _/ (akTikx/j + aijk:E/i> d3x',

que por (5-2) y (5-7), se puede reescribir como

2
/d%’(%TOO) 2 = / (Tij —i—Tﬁ) A— 2/Tijd313/,

donde se aplico la simetria de T"" en el ultimo paso. En consecuencia, se establece la relacion

1d2 3, 0,500 ij 33 ../
s\ 2 >z’ VT ) = [ TYd 2, (5-8)

en donde se introducen los momentos cuadrupolares asociados a 7%,

Iz‘j = /dsl'/ Tgol';l’; (5-9)

Notese que estos momentos cuadrupolares tienen traza diferente de cero,

T 3 1 1) _ 3 1 12
Ii—/dxx iL'Z-TOU—/dLET Tho.

La solucién (4-62) de las ecuaciones de campo modificadas satisfacen el gauge TT. Bajo este
gauge, los cuadrupolos (5-9) pueden transformarse también de tal manera que satisfagan
este mismo gauge. De (5-9) pueden construirse de forma inmediata los correspondientes
cuadrupolos sin traza

o 1
Qij = /d3$/ (.I/Z.I’] — §5ijr/2> T(](), (5—10)

donde la Delta de Kronecker es tal que §! = 3, y es evidente que Q! = 0, y la integral, al

igual que los momentos I;;, esta evaluada en el tri-espacio.

7
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Veremos ahora la construccién de los cuadrupolos TT, a partir de los momentos (5-10), que
satisfacen el gauge (2-40).

Momentos cuadrupolares TT

Los cuadrupolos (5-10) cumplen previamente la nulidad de la traza, una de las condiciones
del gauge TT (2-40). Este gauge impone las restricciones sobre la métrica h,,, reduciendo a
dos el nimero de componentes independientes de esta métrica, dando lugar a los estados de
polarizacién de las ondas gravitacionales.

La aplicacién de (2-40) sobre la métrica permite discutir la propagacién de la radiacién gravi-
tacional en una direccion arbitraria definida por el vector de onda espacial k. En este mismo
esquema, podemos aplicar el gauge (2-40) sobre los cuadrupolos (5-10) para proyectarlos
en un plano transversal a la direccion k de propagacion, de tal manera que en dicho plano
espacial los momentos (5-10) sean transversales y sin traza, en concordancia con la métrica
h,., solucién de las ecuaciones de onda (4-1) [3, 12, 13].

Operador de proyeccién

Considérese la direccién de propagacién dada por el vector unitario n, y tal que k = k n, tal
que para todo vector espacial r, r = r n = x7 é,, en una base coordenada dada é,.

El operador de proyeccion P, definido en la direccion de 11 y en esta misma base coordenada,
estd dado por [12, 19]

[0}

T-Tp
Pg:62_77 (5—11)
donde r? = 29z, Siendo 7 = n’ é; = £, el segundo término de (5-11) es tal que £5¢ = nn,,.
Por consiguiente, este operador es equivalente a
PP =6 —nonf | P.g = 0us — Nang. (5-12)

Propiedades. Examinaremos algunas propiedades fundamentales del operador de proyec-
cién, ya sea en términos de (5-11) o de (5-12).

- P} = PP

Demostracion. Considérese un vector v = v”7e, en una base coordenada. Al aplicar los
operadores de acuerdo con (5-11) sobre sus componentes, se tiene que
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P;ngﬁ =P <(Sg B xaxﬁ)vﬂ =P <5gvﬁ B xaxm}ﬁ) — p <Ua B xaxgvﬁ)

r2 72

« P2=P

Demostracion. De nuevo, por (5-11), teniendo en cuenta ademés la transformacion de
similaridad sobre el vector v7, se tiene

paﬁpv_ ap'y_a(;'y_xwxa _v_ﬂ “_ Py R
BU Ly =V 1y =0 o 2 = T2:I:av =rjv

Definicién. El operador TT (traceless - transverse) se define a través del operador de
proyeccién (5-11) como

y 1
P =P'P] — §P”Plk. (5-13)
Propiedades

= Simetria:

Pljk :Pl]Pk_§PjBk:PkPl]—§PJPklIPkg.
1 1
Phaij =PuPij — B by = Pij P — §Pijpkl = Pij .-
Pk — pklpij lPklPij — pipk _ lpz’jpkl _ piikl
2 2

s Traza nula:

oy 1
Pyl =B/ P — 5P Py = Py, — 5(2) Py = 0.

. R 1
P;ll =P/'P] — EPUPH =P - 5(2)]3” =0.
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= Transversalidad: Las proyecciones del vector unitario n® en las direcciones ortogonales
a él dadas por los operadores (5-12), son siempre cero

R D
= (P By = 5 (niP?) Py = 0.

1

n; Pif = n; <P;P]g - _P”P”“) = ()P = 5 (0 P7) Py = 0.
) = (W' PP = 5P (n'Py) = 0.

‘ 1 : 1 .
n*Pjf = n* (P;P,z - §P”Plk) = F{(n"F) = 5P (n"Pi) = 0

Para un tensor del tipo 77, la aplicacién de (5-11) transforma como sigue

g

2

1
P§T? = (5g — >T5" =T — ﬁx%ﬁTﬁ",

r

y para su forma covariante, la aplicacién de (5-11) es similar

e’ 1 «a
PB Tag = Tgo — ﬁl‘gl’ Tag.

En virtud del gauge TT satifecho por h,,, la aplicacién de (5-12) en los momentos (5-10),
se define en la forma

_ a o 1 o
Qij = (P5")Qup = P QupP) — 57 ’QapPy. (5-14)

5.1.1. Solucién TT para la métrica

De (5-14) se obtienen las componentes espaciales h;; de la métrica solucién de (4-1). Obsérve-
se que (5-8) y (5-10) permiten reemplazar las componentes espaciales T;; en términos de la
componente temporal Ty Al separar la integral espacial en la solucién (4-62), y teniendo
en cuenta la funcién de Green retardada (4-61), la solucién para las componentes espaciales
hi;, tomando ¢ = 1, se transforman en la forma
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2T2 2
b = —aGa? [ap [ appOVET R >nj(t',x’)
aVT? — R?
_age? [NV ET ) [ (t', 2 )d !
B oa/T? — R? A
26 J(aVT? — R?) d?

d ijs
L J . VT? — R? dt’QQJ

donde la integral estd evaluada en todo el cono de luz pasado hasta t' =t — R.
Bajo el cambio de variable [§]

S Ls
2 = \/(1T)? - Re, k = Ra, dr = ———ds, o-15
o~V N 1)
se obtiene
26 [0 s W) 26 [T A 4
hyy = —— ds = — i 5-16

Obsérvese que la solucién para las componentes espaciales esta asociada a la componente
temporal Ty, de la fuente, que contiene la informacion de cantidades como la densidad vo-
lumétrica de masa de la fuente. La informacién de cantidades asociadas a la propagacion de
radiacion gravitacional estara representada por las componentes espaciales de la métrica.

Como veremos en la siguiente seccién, la solucién (5-16) permite construir el flujo de energia
de la onda gravitacional. Tal construccién asocia el transporte de energia por unidad de
tiempo (potencia radiada) a las fuentes de radiacién, dadas esta vez no sélo por el tensor
energfa-momentum 7, sino ademds por la contribuciéon FOG presente en las ecuaciones
de campo (3-1) [1]. Esto motiva a construir el flujo de energia en funcién de un tensor t,,
efectivo que incluya ambas contribuciones, del cual dependera la potencia radiada en una
direccién n® dada [1,5].

5.2. Ecuaciones de campo maodificadas con perturbaciéon
de segundo orden

La descripcion de la energia transportada por radiacién gravitacional parte de la construc-
cién del tensor energia-momentum efectivo asociado a la fuente en forma analoga al caso
electromagnético. En el marco de la electrodinamica clasica, el flujo de energia transportada
por las ondas electromagnéticas depende en forma cuadratica con los campos, asi como las
densidades de energia eléctrica y magnética respectivas . Por analogia, el flujo de energia de
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onda gravitacional puede construirse en forma cuadréatica con los campos, considerando la
expansion de (2-1) hasta segundo orden en hy, [3, 7, 12]

Guv = N + hY) + 1),

(5-17)

donde h,(},,) es la contribucién de primer orden presente en (2-2) y hfﬁ,) es la contribucion de
segundo orden. En esta expansion, los simbolos de Chrisstoffel se expanden también hasta
este mismo orden

=T 4170 473 (5-18)

donde I'? define las conexiones en el background del espacio-tiempo, que en este caso par-
ticular corresponde background minkowskiano, por lo que I'" = 0. En virtud de (5-17), las
contribuciones lineal y de segundo orden en las conexiones, se definen respectivamente en la
forma

m_ 1o, 1 (1) (1)
Thg = —5n" (Oshba + Ouhizg — 0h3),

(2) o( (1) 1)
) h“ D (9sh8) + Oahiy) — Oshiyg).

La separacion entre estas contribuciones permite descomponer los tensores de curvatura en
los diferentes érdenes

RCVP«/BV - Rauﬂy + Rauﬁu (5_19>
R, = R() + RY), (5-20)

donde Rauﬁy =0y ng,) = 0. Los términos de primer orden satisfacen la aproximacion de
campo débil en virtud de la métrica (2-2). Los términos de segundo orden, por su parte,

satisfacen

o (2) o (DA (1) o (DA (1)
RﬁMV a Fl/ﬁ ayruﬁ _'_ FH)\ FVB - FV}\ Fuﬁ P (5‘21)
RY) = 0,193 — 0,199 + T, + TITON — TAITo(L) (5-22)

donde todos los términos son cuadréticos en h y sus derivadas. Los términos (5-21) y (5-22)
permitiran calcular explicitamente las contribuciones a la potencia radiada, como se vera
mas adelante.
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Bajo las descomposiciones (5-17) y (5-20), el tensor de Einstein de las ecuaciones de campo
también es separable en ambos érdenes

G =G4+ G, (5-23)

donde el escalar de curvatura también se descompone en la forma R = R + R? y cada
término depende explicitamente de diferentes términos a segundo orden en la métrica; en
particular, el término a primer orden G,(},,) dependera linealmente del término a orden 2 en
la métrica, h,(f,,), y el término a segundo orden, GE?,,), dependera cuadraticamente de h, por
efecto de (5-21) y (5-22) (véase Apéndice B).

La descomposicién (5-23) motiva también a descomponer el término FOG en estos érdenes.
En consecuencia, las ecuaciones de Einstein son expandidas en ambos ordenes, donde los
términos lineales en h,, obedecen la aproximacion de campo débil vista en el capitulo 2,

VoV Ruos = (VOVP Ryas) Y + (VOVP Ryrs) . (5-24)
En este esquema, las ecuaciones de campo FOG con soluciéon de la forma (5-17) se escriben

e
GY + G2 = L (VOV? Ryas) "V + L2 (VOVP Ryas) ) + 2T, (5-25)

ct

donde las contribuciones en los diferentes érdenes pueden reorganizarse de tal manera que
las expansiones a primer orden para el campo gravitacional estan asociados a un tensor
momentum-energia efectivo,

G/(}u) - L7 (Vavﬂmeﬂ)(l) = ktpw,

donde

1
T, — ~

t w3

G — L (VOVP Rys) ? |, k= (5-26)

71%

Para una distribucién dada de materia 7},

se calculard la energia transportada por radiacién gravitacional, por unidad de tiempo (po-

(5-26) serd el tensor efectivo a través del cual

tencia). Se explorara en primera medida la potencia radiada por las ondas gravitacionales
en el caso de las ecuaciones (5-25) con solucién en el vacio (i.e., T),, = 0). En esta forma el
tensor efectivo (5-26) contedra la contribucién FOG de segundo orden, que para una onda
gravitacional en el vacio definira la densidad de energia asociada. Veremos el calculo explicito
de (5-26) a partir de la métrica (5-17) y la potencia radiada asociada a esta contribucién.
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5.3. Calculo del tensor efectivo ¢,,; término FOG
expandido a segundo orden

De la expansion (5-19) sobre el término FOG nos interesa la contribucién a segundo orden,
ya que el término de primer orden conduce a la representacién de las ondas gravitacionales
en las ecuaciones de campo linealizadas segtn lo discutido en los capitulos 2 y 3, y el término
de segundo orden es el que contribuye a la densidad de flujo de radiacién gravitacional desde
el tensor momentum-energia efectivo (5-26).

Bajo (5-17) y considerando términos hasta segundo orden, la segunda derivada covariante
del tensor de Riemann se expande en la forma [3]

(VavﬁRuaVB)@) — 3a@BRWVB(2) + Fga(l)aBRaaMﬂ @ 4 Ff;a(l)ﬁgR“U”B (1)

_i_FZOSl)aBRuaaﬁ M 4 Fgogl)aBRuaw M 49, (FZB(UROOWB @ 4 F:B(I)RWVB M 4 > + O(h?).
(5-27)

Cada uno de los términos es a su vez expandido en concordancia con la descomposicion
(5-17) de la métrica. Debido a que la solucién de la ecuacién de onda modificada (4-62)
satisface las condiciones dadas por el gauge TT, el tensor energia-momentum efectivo (5-
26) expandido en esta métrica también debera satisfacer dicha condicidn, teniendo en cuenta
que se evaluara este tensor y el flujo de radiacion gravitacional en una direccién espacial dada.

La construccion del tensor ¢, no se puede definir localmente; si bien la energia transportada
por la onda gravitacional se propaga a través del espacio-tiempo, siempre es posible carac-
terizar la radiacion gravitacional en un punto arbitrario del espacio-tiempo en un sistema
coordenado dado, lo cual implica que la radiacién gravitacional no es local. Por consiguiente,
el calculo de la potencia radiada o del flujo de energia transportada por las ondas gravita-
cionales puede determinarse calculando el tensor energia-momentum efectivo en una regién
volumétrica del espacio-tiempo los suficientemente grande comparada con las longitudes de
onda de la fuente, pero a la vez lo suficientemente pequena como para que se desprecien
efectos asociados a la curvatura del background (ripple effects) [7, 13]. Sea g la escala de
variacién del background debida a efectos de curvatura de este, y A la escala de longitudes
de onda de la onda gravitacional. Se asume en este contexto que la region del espacio-tiempo
donde se define el tensor (5-26) cumple la relacién entre las escalas tal que

A< g, (5-28)

donde tales efectos de curvatura son distinguibles de la radiacién gravitacional. En este
formalismo, la radiacion gravitacional es estudiada bajo la aproximacion de onda corta. Por



5.3 Calculo del tensor efectivo ¢,,; término FOG expandido a segundo orden 61

otro lado, dada la no localidad del transporte de energia por radiacién gravitacional, el tensor
(5-26) y el flujo de radiacién se definen en una regién del espacio-tiempo de tamano [, la cual
satisface la relacién (5-28) entre las escalas [13]

A< < Ap. (5-29)

Para el calculo de ¢, en esta region, se evalia el valor medio de este en la region de tamano
[, utilizando el operador lineal (-) [12, 13, 18]. Este operador promedio define el valor de
cualquier tensor en la region del espacio-tiempo descrita por (4-3), y es tal que satisface las
propiedades siguientes, para dos tensores A y B

= (A£B)=(A)+(B).

(0,(4)) = 0.
(0u0,(A)) = (0,0,(A))-
En un background curvo: (V,(4)) =0, (V,V,(4)) = (V,V,.(A4)).

Como corolario de la tercera y cuarta propiedades: (AV,(B)) = —(BV,(4)), y
(A0,(B)) = —(B3d,(A)) en el background de Minkowski.

Veremos cémo se construye el tensor efectivo (5-26) en el vacio (i.e, con 7, = 0) promediado
en la regién del espacio-tiempo con escala de variaciéon descrita por (5-29). Ante todo, es
necesario el célculo explicito de todos los términos de (5-27) bajo la expansion (5-17) de la
métrica en el background de Minkowski.

En primera instancia, se evaluaran los tensores de curvatura de segundo orden. El término
de Riemann Rfﬁyﬂ expandido bajo (5-17) es lineal en las derivadas de las conexiones de
segundo orden, y cuadrética en las conexiones de primer orden, en virtud de (5-21), donde

7, 12]

o(2) _ o (2) o (2) o (HpA (1) o (HpA (@)
Ry, = oul'5" — 8VF#B + DT — L g

En virtud de (5-18) y (5-21), este tensor estd en la forma explicita:

w(2) _
Rab’v -

hHA (&,(%hw + @ngh)\a - 87(%]1&5) — (858ah7A + 8{387}1)\0‘ — @a(%hw)

N —

—85}1“)\ (aahw\ + 87hm — 8)\ha7) + 87hu)\ (&Xh/g)\ + aﬁh)\a — a)\ha/g)
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1
+7 [(2%1@) — Phay) (20010 — 0" hag) = (20(h3) — 8 hag) (20014 — 3*hay ) |-

En forma contravariante, este tensor de curvatura toma la forma
Qv oV 17N av UV Qo B 14 (03 174 (e
RevB () =5 {h#C(aﬁa he+ 079" hg — 0°9:h™ ) — W (070 h] + 0" 0°he — 0" Och™P)
v a8 @ @ v v« av
—0"h*(0°h, + 8°hE — Och®”) + 0P R (97 hY + 8" hE — Och )}

1 v v ol v av
+7 [(28(%5)4 — O°hP) (20 ch” — 9#hY) — (20“* RV — O°h*) (20 W — 8’%?)} . (5-30)

Este resultado determina el primer término de (5-27), tal que al derivar dos veces en el
background de Minkowski, se obtiene

Do D R ) = [aaaﬁh*@ (20°9°RY — 979ch*) + 0,h70(20°0 Y — 979 he)

N

—0a05h*¢ (070N — 0" 9:h*7) + 8,000 (9 hyY — Och®) + 8,0° 195 (R — agha")}

l\')lr—t

(20““h9C — 0°h*P) 9,05 (20" — 9" hY) — 5 (20“*RV)C — Oh*) D, (20 WP — 8“h§)} .

Por su parte, los demés términos dependen del tensor de Riemann de primer orden (2-16)
obtenido por la linealizacién (2-2) de las ecuaciones de campo. En particular, los siguientes
términos de (5-27) cumplen

DoV R 1) = 2 (28 B~ 8"hm) 050° (0.

Iy Moz poers =3 (28 hty — 8”hm> 950° (91*h).

Estos términos son reemplazados en (5-25) para la construccién del tensor efectivo t,,,. Por
lo discutido anteriormente, los términos de (5-25) son promediados en la regién de escala [
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grande en comparacién con la longitud de onda de la onda gravitacional. Adicionalmente, al
caracterizar el flujo de energfa en una direccién espacial arbitraria, tanto la métrica (5-17)
como los tensores de curvatura pueden definirse en el plano transversal a dicha direccién
mediante la aplicacién del gauge TT. En esta forma los resultados anteriores para (5-27) se
simplifican en varios términos, ya que por la condicién dada por el gauge de Lorentz algunos
de ellos se anulan en este plano transversal. Lo anterior, junto con la aplicacién del operador
(-) para el célculo del valor medio de cada término de (5-27), conduce a los resultados:

(D aﬁRW"ﬂ
<F,u Raauﬁ

0,
0,
1

—<8,68 he9° R + 950" hae 0P 0" h*).

))
)
< 6 Ryaaﬂ >
1) = (0T 5V Rreve ),

<F6 (1) a Ruauo

Es facil notar, ademas, que el valor medio de la derivada parcial respecto a 2° de la expansién
presente en el dltimo término de (5-27) se anula por la propiedad (9, A) = 0.

El quinto término de la expansién de (5-27), por su parte, cumple que

(9518 (0 jueve () = ——<aﬁaﬁhm}zw"0> = —i<DhaaR“°‘”"> ~ O(8°h),

donde, en virtud de la ecuacién de onda en el vacio (3-13), el término Oh,s es proporcional
a [?hap, por lo que dicho término se convierte en una contribucién de orden superior en las

derivadas de h.
Por consiguiente, el término perturbativo de segundo orden queda en la forma
(0% 1 (0% ag (6 7en
(VOVPRyos)? = 1<(363 hov0s0ah, + 050, hae0”0,h"7)). (5-31)

Incorporando este resultado en (5-21), junto con el término de Einstein de Gf,i), obtenemos
el tensor (5-26) promediado en la region de escala |

1/1 L?
(tu) = E<Zauhp0&,h”” — Z(aﬂa%waﬁaahg + aﬂathaﬁauhw)>. (5-32)

Este es el tensor efectivo para la onda gravitacional en el vacio [3]. La expresién (5-32)
establece claramente la separacién entre el caso relativista (L = 0) y el caso perturbado con
la contribucién FOG.
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5.4. Energia de onda gravitacional a partir de una fuente
simétricamente esférica

Ya se vio en la seccion anterior la construccion del tensor energia-momentum de las ecua-
ciones de campo donde la métrica asociada con el background de Minkowski es expandida
hasta segundo orden en h segiin (5-17). La ecuacién (5-32) separa los términos presentes en
relatividad general de los términos asociados al término de cuarto orden.

Podemos calcular el flujo de energia transportada por radiacién gravitacional a partir de
(5-32) para una simetria dada de la fuente. El flujo de radiacién gravitacional emitido desde
una regién del espacio con volumen V' y definido en la direccién del vector unitario n‘ normal
a la superficie frontera de V' (siendo n’ un vector de tipo espacial), se obtiene integrando la
componente to; de (5-32) en este volumen del espacio, proyectando esta componente en la
direccién de este vector normal, en la forma

B = / (o) i P (5-33)

Como primer caso de aplicacién de (5-33), considérese el caso de una onda gravitacional
propagandose desde un volumen esférico, en todas direcciones del espacio. En este caso el
volumen V de integracién corresponde al de una esfera centrada en 2/ = 0, y n’ = n" =
(0,1,0,0) es el vector unitario radial, normal a la superficie frontera de V. Se calculara la
potencia radiada o flujo de energia que se propaga en esta direccién radial. Por ende, la
componente de (5-33) proyectada en la direccién de este vector radial es tg,. En esta forma,
la potencia radiada (5-33) tiene la forma

E = / (tor)n"r?dsY, (5-34)
donde la componente ty,, dadas las condiciones del gauge TT, es

(tor) = i(@ohm@qh” — L2(0,00hye O™ + 0,0, 1, 0" O6h™)). (5-35)

Cada una de las componentes h;; vienen dadas por la solucién (5-16) de la métrica TT.
Veremos c6mo se construye la componente tg,. con la solucién (5-16) sobre los términos de
Einstein y FOG, escribiendo (5-35) explicitamente en funcién de los cuadrupolos T'T dados
por (5-14).



5.4 Energia de onda gravitacional a partir de una fuente simétricamente esférica 65

Flujo radial TT para una fuente esférica

De acuerdo con (5-16), la componente radial de la métrica estd asociada a la componente
radial TT del momento cuadrupolar (5-14)

2G oe Jl(S) =
s B \ Vo 5-36
A Jo Vs?r mQQ (5-36)

De acuerdo con el cambio de variable (5.15), la dependencia de los términos de la métrica de-
penden del tiempo coordenado en los momentos cuadrupolares, mientras que la dependencia
en la coordenada radial estriba en el parametro k, siendo s la variable de integracion. Asi, en
concordancia con (5.15), las derivadas con respecto al tiempo coordenado y a la coordenada
radial, de primero y segundo 6rdenes, son

2G [* L(s) x ., 2G (% D) m o
Oohyr =00 | — ————Q(t)ds | = — —Q,..(t')d
0 0<L ; T—l—f#Q ( )3> L J, /—52—1—/12@ (t')ds

26 [ Ji(s)

Bodohye =— | —222L_0)
VI =T )y Ve e

(t')ds,

Oyl =% OOO (%) Qur(t')ds + /0 ) (%) 0,Qrr(t')ds
[ [ () [ (R |

b, — —2C [% [ (%) Guttas+ [~ (580 'é‘é;(t')ds,]

% % /OOO ﬁcﬁjw(t’)ds + % /OOO (%) Q. (t)ds

3 = "{2‘]1(8) A 3 [~ IiQJl(S) A
_ﬁ/o (—er(t)ds—z/o (—Qer(t)ds

52+ ,{2)%

B 00 H2J1(S) e , .
/ —(Szw)gcm)d].

aTar hrr = -
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Estas derivadas son introducidas en (5-35), dando lugar al flujo de energia dado por

o [T ER G ) - 2[5 (5 [ 0
e / ) ((SfT%)émws -5 / ) (_‘Z()) Qu(#)ds
R G- [T )
L (e [ () )
S () anon

Naturalmente, aparecen muchos términos integrales que incluyen contribuciones en las deri-

vadas de los momentos cuadrupolares hasta cuarto orden. Sin embargo, al integrar el valor
medio de la componente t, en virtud de (5-34), el flujo de energia es evaluado en todas di-
recciones del tri-espacio, aplicando simetria esférica. Por ende, es conveniente evaluar (5-37)
en el limite de campo lejano [3, 7, 12], i.e., 7 — oo. En (5-15) se vio que el pardmetro k es
proporcional a la coordenada radial r, de tal manera que kK — oo en este limite. Puesto que
en las integrales (5-16) se evaluan con respecto al parametro s, el limite de campo lejano
sobre la expresién (5-37) es evaluado directamente aplicando xk — oo.

Observemos que las combinaciones de términos en (5-26) seran de diferentes érdenes en x.
Al combinar los términos en (5-26), obtenemos los siguientes 6rdenes en este pardmetro:

¢ [T A G [T LG s~ o) 50
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2CZF&2 (% /OOO ﬁéﬂ(t’)ds + % /OOO (%) Q. (#)ds

3 00 2J vee 3 o] 2J e
N —K 1<S) er(t')ds— E/O <; _I_ll({z))err(t,)ds

[T G o) [ G

(32—1—/12)%

1 1 1 1 I\ s—oo
() o(m) o) < o(m) ~o(w) =0
K K K K K

%’{2 (% /DOO ﬁéw(t')ds + % /OOO <(82le(22)) Q. (')ds

L G gy D [T
’ o (

L s? + K2)?

et en) [T (ER) e

S R CCA T

52 + K2) 52 + K2

ro(5)+o(3)+o(z)+o(3)

-y W EICA T

s2 + K2) 52 + K2
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WY e

(@[ s

Insertando estas aproximaciones en (5-37), obtenemos el flujo de energia en el limite de
campo lejano, integrado en el angulo sélido del espacio

1 2 rJi(s * K2Jy(s) AR
B 327TG/ —467) <</ \/m (s2+/<;2)d >er(t)Q (t)
Qe <t’>>

00 2 [ee] oo .3 00
Ny / K2J1(s) 3 ds/ kJi(s) ds / K Jl(s)ds Ji(s) s
0 (824 K2)2 o S+ rK? o S+ K2 0o Vs2+ kK2
(5-38)

Las integrales resultantes no son inmediatas, ya que dependen de las funciones de Bessel

rr

de primera especie. En particular, estas integrales pueden evaluarse en el limite de campo
lejano teniendo en cuenta las aproximaciones [2, 5]

* Ji(s) J <1—coshn+sinh/<a> (1—6‘“) R oo
K —F—daS =K =K ” )
0 V824 K2 K K

/ K2 J1<)d =1 — kK (k) e,
0

52 + K2
donde K (k) es la funcién de Bessel modificada de segunda especie, de orden 1 [2, 5].

En consecuencia, la potencia radiada (5-38) toma la forma
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ey

L [Cae(0.0d 0 4220, @ a5

~ 321G

Obsérvese que (5-39) se reduce a la superposicién de la potencia radiada relativista (caso
L = 0) cuadratica con Q y la potencia FOG cuadratica con Q . En ambas contribuciones
a la potencia radiada, la dependencia es estrictamente cuadrupolar.

5.4.1. Momentos cuadrupolares originales y potencia radiada

La potencia radiada (5-39) estd asociada a los momentos cuadrupolares TT, que garantizan la
condicién (2-40) del gauge TT para la potencia radiada. No obstante, la fuente de radiacién
T,, arroja los momentos cuadrupolares originales definidos en (5-8) y (5-10). Es posible
extraer la condicién TT de los cuadrupolos de (5-39) aplicando los operadores de proyeccion
sobre los cuadrupolos de T}, segun (5-14). En efecto, la aplicacién de los operadores de
proyeccién sobre los términos de (5-39) construye los cuadrupolos TT en la forma

310" (0) = (P2d = 3PP ) 3,007 0 (5-40)

Noétese que esta transformacién aplica de manera equivalente para cualquier cuadrupolo @);;
de T),,. En virtud de (5-11) (o (5-12)), esta transformacién se descompone como sigue

Qo)1) =PE PG ()G () — S PP Gy ()37 (1)

rd

_ [(53551 5ax Ta g xrxc x“xbxcazd)

a,..b ab

1 6 6@[) 5 T 5ab33¢.i13d XL ceved
— — cd T Ocd— 5 — ) -+ 1
2 r r r
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b

Q)" ()
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Q,(1)0" (') = ()G ()

xbl‘c... ...bc xa/xcxbxd"'

— —5Qu{)Q" () +

r2

ceced

Qup(t)Q (1)

r4

1( a, b, TS
-5 (@ - Zrdunde
e e a b e e
- IO + TR0,
De esta manera (5-40) es equivalente a
e NP Nosab xbmd... Na :Ebl,c”_ b ﬂfal'cxbl'd”' Noed
QiR (') = Qup(t)Q (t)_WQab(t)Qd(t)_WQab(t)Qc(t)+TQab(t)Q ().
(5-41)

Los momentos originales son de traza nula, condicién garantizada por (5-10). En los términos
intermedios se aplica la regla de subir y bajar indices, de tal manera que las componentes
espaciales z¢ se expresan en forma contravariante.

5.4.2. Integracion en el espacio; promedios angulares

La potencia radiada (5-39) depende explicitamente de los cuadrupolos originales en virtud
de (5-41). La integracién de cada término de esta ultima expresién puede evaluarse en forma
independiente sobre el angulo solido df2 del espacio, donde tal integracién es mas eficaz de
efectuar aplicando las identidades de los promedios angulares [3, 19] para los términos de
coordenadas, mientras que los términos de cuadrupolo son constantes en la integracién

/ Qo ()0 (1)dQ = Oy () O (1) / dQ = 470, Q™ (t).

bpd .. g e byd amr? O, (0% AT b,
[ S G - G [ San - T @R _S8G wigt),

a C... e cee cee a-C 2 / .b / cen cen
[ S Gy = Gued) [ S ie = T Lol 3G i),

r2 3 r2 3
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xawcmbmd... Nosed ) B 1--. nosed ) {Eaxcxbxd
[ )@ a0 = G003 @) [ T a

.
1 4mr ab, cd ac, bd ad, bc Qab<t/)Q (t/> _ 27
215("”+’7"+”" rd 15

('@'Z(t’)@'i(t’) n 2‘ciéab<t'>©‘“b<t'>)

47 .. Nosab
= 1_5Qab<t )Q (t)

Reemplazando los resultados anteriores en (5-39), obtenemos que:

[ @u0@" 0yie = Tau0at e (542

de tal forma que el flujo de energia de la onda gravitacional, en funcién de los momentos
originales, se simplifica a la forma

b= ‘§<Qﬁ<t’>'@'”<t/> 2L OT ), (5-43)

Esta es la potencia radiada por ondas gravitacionales en sus términos relativista y FOG [3].
Noétese que, aunque (5-43) esta evaluada para una fuente con simetria esférica, es equivalente
para construir la potencia radiada en términos de los momentos @);;. En consecuencia, (5-43)
define la potencia radiada para la onda gravitacional en cualquier direccion arbitraria del
espacio donde las componentes de los cuadrupolos estan definidas en las direcciones n® y n’
del vector de propagacion n.



6. Fourth Order Gravity: aplicacion al
sistema binario

En los capitulos anteriores se examind la solucion de las ecuaciones de onda FOG, con la cual
se obtuvieron cantidades como el flujo de energia transportada por las ondas gravitacionales.
Como ejemplo particular, se abordard el problema de las ondas gravitacionales producidas
por un sistema binario. Se discutira la aplicacién de las ecuaciones de campo FOG en el
limite newtoniano, y la aplicacién del resultado (5-43) para el cdlculo de la potencia radiada
del sistema en este esquema.

6.1. Ecuaciones de campo FOG en el limite Newtoniano

En el capitulo 2 se discutié la construccién de la aproximacion de campo débil sobre las ecua-
ciones de campo de Einstein, a partir de la cual estas conducen a ecuaciones de onda cuya
solucién corresponde a la métrica h,, presente en la expansion (2-2) de g, en el background
de Minkowski. Por su parte, la modificaciéon de las ecuaciones de campo representada en
las ecuaciones (3-1) conducen a las ecuaciones de onda de cuarto orden correspondientes al
marco FOG, donde el término perturbativo presente en las ecuaciones (3-1) tiene un orden
de magnitud definido por el factor de escala L.

Se vio que en la aproximacién de campo débil de las ecuaciones de campo (2-1) se construye
a partir de la expansion a primer orden sobre el background de Minkowski

v = Mw + Iy h << 1, (6-1)

tal que el campo gravitacional representado en estas ecuaciones se considera débil, en el senti-
do de que corresponde a una regién de espacio-timepo ligeramente curvado, en donde existen
coordenadas x° donde la métrica g, satisface (6-1). En este esquema, se asume ademas que
la métrica es estacionaria, i.e., 9yg, = 0.

Se asume ademds que la distribucién 7, es tal que define este campo gravitacional débil
como un fluido perfecto, en el cual la presién es pequena comparada con su densidad propia,



6.1 Ecuaciones de campo FOG en el limite Newtoniano 73

ie., p/¢* << p, y por consiguiente el tensor T,, asociado a esta distribucién de materia
define un fluido tipo polvo [12, 19], en la forma

T" = pufu”, (6-2)

donde u” es la cuadrivelocidad del fluido, y u®u, = ¢* en la signatura (—, +, +, +).

Veremos la descripcion del campo gravitacional descrito por las ecuaciones de campo FOG
(3-1) con distribucién energfa-momentum 7}, de la forma (6-2) y solucién para la métrica
(6-1), siendo las ecuaciones FOG de la forma

1
Ry = SR = KT + V"V Ry (6-3)

Estas ecuaciones pueden ser reescritas en forma equivalente en términos de 7}, y de su
traza T = T}, que en relatividad general es comparable con el escalar de curvatura R en
concordancia con R = —kT, visto en la seccién (3.1.2). Para verlo, observemos que al elevar
los indices de (6-3),

1
Ry — SRE; = KT + L?¢" VNV’ R v, (6-4)

y contraer indices, se obtiene el escalar modificado (3-3):

R=—(kT + L*¢"V°V’R,au5). (6-5)

Reorganizando (6-3) y reemplazando el escalar (6-5) en dichas ecuaciones, obtenemos la
forma alterna de las ecuaciones (6-3):

2
RHV = k(pr - %Tg,ul/> - %guugpavavﬁRpagg, (6—6)
donde claramente se identifican las contribuciones de forma independiente; si L = 0, las
ecuaciones (6-6) se reducen al caso relativista. A partir de estas ecuaciones se construye
el campo gravitacional en el limite newtoniano, definiendo el tensor de curvatura segin lo
discutido en el capitulo 2 bajo la métrica (6-1) para una distribucién energia-momentum
clasica como (6-2).

En efecto, por (2-14) las componentes del tensor de Ricci lineales en h,,, cumplen que

Ry = 0,19, — 8,19, + 1% 19, —T0 1%~ 8,1, — 8,1, + O(h?). (6-7)

po~ pv uvt po
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Teniendo en cuenta (2-12) para las conexiones, y considerando la condicién de métrica es-
tacionaria, se tiene que la componente de R, que sobrevive en este caso es la componente
temporal, Ry

1 ..
Rog = =0,Tg + O(h*) = =700 hav, (6-8)

donde los operadores diferenciales se definen con respecto a las variables espaciales (back-
ground). En efecto, el ltimo resultado de (6-8) corresponde al operador laplaciano en el
background de Minkowski aplicado a hgg

1
Ry = —§V2h00. (6-9)

En este esquema, el término FOG, expandido segin (6-1) (véase capitulo 3) y en la compo-
nente p = o = 0 se reduce, por su parte, a

VoV Roaop = 0°0° Roaos = 0°0° Roooo + 0°0 Rono; + 0°0° Roroo + 0'0” Roo; = 0" Roio;-

De acuerdo con (3-3) y aplicando la condicién dyg,, = 0, las componentes del tensor de
Riemann toman la forma

1
Roio; = —ﬁaj@'hoo’ (6-10)

esto es

. 1. . 1

Insertando este resultado en las ecuaciones (6-6) con componente p = v = 0, junto con el
tensor energia-momentum (6-2), obtenemos que

1 L? 1
Roo = k( — pc® + =pc® | — =—goo| =V*hgo ).
00 < pc + 5PC ) 5 900(2 00
Sustituyendo (6-7) y teniendo en cuenta que goo & 190 = —1, se obtiene que

1 1 L?
§V2h00 = —§k’p62 + 7V4h00. (6—11)
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En el limite newtoniano en relatividad general, la componente temporal de la métrica es
proporcional al potencial gravitacional newtoniano U,

Por consiguiente, (6-11) se transforma en

VU — L*V*U = 47Gp. (6-12)

Esta es la ecuacién de Poisson gravitacional modificada en el limite de campo débil. Clara-
mente (6-12) se reduce a la ecuaciéon de campo newtoniana en L = 0. Esta es una ecuacion
bi-armoénica de cuarto orden no homogénea, donde la solucién para el potencial gravitacional
U(r) puede construirse en forma andloga al caso clésico, a partir de la densidad de masa p
y construyendo la funcién de Green asociada G(r,r’), como se discutird a continuacién. La
aplicacién de (6-12) es interesante en problemas particulares como las curvas de rotacién de
galaxias, en forma alternativa al modelo de materia oscura [3, 4].

6.2. Solucién para el potencial gravitacional

El potencial gravitacional U(r) solucién de la ecuacién (6-12) se construye a partir de la fun-
cién de Green G(r,r’) y de la distribucién de masa p(r), integrando en la regién volumétrica
del tri-espacio donde estd definida tal distribucién de masa [7, 8, 12]

Ur,t) = G/p(r’,t)G(r,r’)d?’x’, (6-13)

donde r es la posicién del punto de observacién del potencial para cualquier particula de
prueba moviéndose en este potencial, y r’ es la posicién de un punto en la region volumétrica
de la distribucién de masa con densidad p.

La ecuaciéon de Poisson modificada puede reordenarse en la forma

(V2 — a®)V?U = —47Ga’p a= %, (6-14)

tal que la funcién de Green G(r,r’) satisface

V3G (r,r’) = —47d(r — 1°). (6-15)
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En rigor al método descrito en la seccion (4-1) para la determinacion de la funcién de Green
solucién de (4-3), la funcién de Green (6-16) se construye a partir de un Ansatz andlogo a
(4-4), descomponiéndola en la forma

G(I‘, IJ) = gl(ra I") - g2(1‘, I"), (6'16)

donde las funciones g;(r,r’) son las soluciones respectivas de las ecuaciones de Green asocia-

das
Vg (r,r’) = —476(r — 1°), (6-17)

(V2 —a?)go(r,1’) = —47(r — 17). (6-18)

La solucién de (6-17) es la funcién de Green para el potencial gravitacional newtoniano
caracteristico de una fuente puntual localizada en r’

(6-19)

1
g1(r, 1) = T

r—r

La solucién para gs(r,r’), por su parte, se calcula siguiendo un proceso similar al empleado
en la seccién (4.1.1). Definase la transformada de Fourier de go(r,r’) por

" L ~ eik~r 3 ~
go(r,r’) = ok /gg(k) d’k. (6-20)

Insertando (6-20) en (6-18), junto con la transformada de Fourier de la delta de Dirac dada
por (4-10), se obtiene

T / (K + 0?) ga(k) €7 dPk = —4%(0%)3 / e“"rdgk),

de donde

N 47
59 = o o2

Aqui, k se asume en general complejo: k& = ¢ + in. Insertando este resultado en (6-20),
obtenemos que
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1 AT ke 3
ga(r,r’) = T / ek,

donde al integrar aplicando simetria esférica con k la parte radial, y orientando el eje coor-
denado k® en la direccién de r, y evaluando la integral en todo el espacio de Fourier con
respecto al angulo sélido df2, se obtiene que

9 dm kQ ikr cos 0
ga(r, 1) :(2W>3 // o i dkd)
2 k?

. > " ikrcos@ _:

_ﬁ /0' m A e Sin Qdedl{:
1 > k ikr —ikr

- A (e —e )dk‘.

La integral para el segundo término exponencial puede reescribirse de tal manera que

> k —ikr o k ikr ‘ k tkr
/0 K2+ a2” dk:/O K2+ a2" dk:_/_ook2+a2e d,

por lo cual (6-20) se convierte en

1 00 A 1 0 1 1 ;
go(r, 1) = —— b — — / ( + ) e*rdk.  (6-22)

i J_oo K2+ 2imr J_ o \k+ia  k—ia

Asumiendo k complejo, el integrando de (6-21) tiene polos simples en k = i y k = —ia.
Se aplica el teorema del residuo sobre la integral a lo largo de un semicirculo en el plano
complejo definido en el plano superior (fig. (6-1)), donde el término exponencial tiende a 0
cuando  — oo. En el plano inferior, este término exponencial diverge cuando n — oc.

Por consiguiente, la integral (6-22) calculada con el teorema del residuo queda como

g2(r,r’) = — (6-23)

De esta forma, la funcién de Green del problema (6-14) estd dada por
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Im(k)

Re(k)

Figura 6-1.: Contorno de integracién para (6-22).

1 1 _lr—r|
L .

oo v

G(r,r’) = (6-24)

La funcién de Green (6-23) se descompone en el término newtoniano y el término exponencial
tipo Yukawa, con el cual el potencial U se descompone a su vez en dichas contribuciones

Ulr,r’) = —G/ POy G/ PO e (6-25)
r—r] r—r]
que se reduce al potencial newtoniano clasico en el limite |r — 1’| >> L.

Noétese que el potencial (6-24) satisface las condiciones de frontera para el potencial newto-
niano, considerando el comportamiento de este en el infinito o en regiones del espacio muy
alejadas de la distribuciéon de masa

U(r - o00) =0 VU|r—o) = 0.

6.3. Sistema binario

Como ejemplo particular para el estudio del potencial (6-24) resultante de las ecuaciones
FOG en el limite newtoniano, se abordara el caso del comportamiento del sistema binario
clasico, como fuente de radiacion gravitacional.

Sea el sistema binario usual de dos particulas de masas respectivas m; y msy con posiciones
R; y Ry con respecto a un observador inercial O (Fig. 6-2). Sean ademés el vector relativo
r = Ry, — Ry, vy R el vector de posicion del centro de masa de este.
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Iy

Tl

Figura 6-2.: Sistema binario clésico.

Con respecto a O, el centro de masa del sistema se define de la manera usual por

R — m1R1 + ngQ 7 (6—26)

m1+m2

las posiciones relativas a O de las particulas pueden ser reescritas en términos de R y r [11]

Ri=— 2 4R Ry=—"" ;4R (6-27)

mq —F'7712 mq —F’7712

Todas las posiciones con respecto a O y al centro de masa se definen en tres dimensiones.
Naturalmente, este sistema tiene seis grados de libertad en el espacio de configuraciéon con
origen en O. No obstante, dado que este origen es arbitrario, resulta mas adecuado estudiar
el problema desde un marco de referencia inercial particular, que en este caso estara defini-
do con origen el centro de masa del sistema (i.e., R = 0 en este caso). Al considerar este
referente, es posible eliminar grados de libertad del sistema de tal manera que el comporta-
miento del sistema se restrinja a un plano de movimiento, introduciendo asi un conjunto de
coordenadas adecuadas en términos de las cuales se escriban las ecuaciones de movimiento
del sistema con el potencial gravitacional modificado asociado (6-25), expresado también en
estas coordenadas.

6.3.1. Coordenadas generalizadas para el sistema binario

Para el estudio del movimiento del sistema es necesario tener en cuenta el nimero de grados
de libertad de las particulas individuales. En particular, podemos restringir el movimiento
de estas al plano de movimiento (cuya escogencia, sin pérdida de generalidad, se toma z = 0)
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y a la separacion relativa dada por el vector r, de tal forma que el espacio de configuracién
del sistema se reduce a dos dimensiones [22].

Por otra parte, el vector relativo r = Ry — Ry estd definido en el plano de movimiento
del sistema, y pasa por el centro de masa. Puesto que este tltimo puede considerarse el
origen de un marco de referencia inercial, podemos considerar las variables de posicién de las
particulas con respecto a dicho origen, las cuales se denotan como r; y ry, respectivamente,
y claramente estdn definidos en en el plano de movimiento, colineales con r (fig. (6-2))

ma my

r——-————r rp— ——Tr. 6-28
' my + Mma ? mq + Mo ( )

Figura 6-3.: Sistema binario de dos masas puntuales en su plano de movimiento [3].

Observemos que en este contexto es posible introducir las coordenadas (ry,rs, ¢) para des-
cribir el movimiento de ambas particulas, en concordancia con las ligaduras anteriormente
descritas, y en funcién de las cuales quedan representadas las posiciones dadas por (6-27). En
particular, ¢ es comin para ambas particulas del sistema, y los ejes coordenados se definen
de tal forma que el eje horizontal apunta en direccién del movimiento del centro de masa.

Por otra parte, puesto que r, = —mﬁzmr y 1Ty = ml”fm

sentarse unicamente en términos de las coordenadas (r, ¢), de tal forma que tales posiciones

r, las posiciones (6-27) pueden repre-

quedan en la forma [3]

meoTr mar

r = ——(COS ¢, sin gb) ro = —(COS ¢, sin gb) (6-29)

mi + Mo mi + ma

Veremos ahora la descripcion del comportamiento del sistema en este espacio de configura-
cién, construyendo el lagrangiano de dicho sistema en estas coordenadas y con el potencial
gravitacional modificado asociado, construido a partir de la solucién (6-25) de la ecuacién
de Poisson bi-arménica (6-14).
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6.3.2. Sistema binario en el esquema newtoniano

Se caracteriza el sistema binario mediante la construccion del lagrangiano correspondiente
en términos de las energfas cinética y potencial. Con respecto a O, dicho lagrangiano del
sistema, que incluye ademés el término asociado al centro de masa, es

1 . 1 ) 1 . .
L= §m1|r1|2 + §m2|r2|2 + §(m1 + m2)|R|2 — U(I', r, t) (6—30)

En el sistema de referencia del centro de masa, y en términos de r y sus derivadas por efecto
de (6-26), la energia cinética de las dos particulas se transforma como

1 m S| m 2 1 mm
UG PP (PR R P (R R L
2 my + mo 2 mi + mo 2mq + mo
mima2
mi+mo

original se reduce a la de una particula de prueba de masa p, con posiciéon r con respecto a

Definase p = la masa reducida del sistema, tal que la energia cinética del problema

un centro de fuerzas o cuerpo central [11], al cual se asocia el potencial central U.

Asumimos en esta forma el problema equivalente de una particula de prueba de masa propia
1 moviéndose en el potencial U. En este contexto, la masa del cuerpo central equivale a la
masa total del sistema original; M = my + ms. El potencial newtoniano modificado (6-24)
para cualquier particula de prueba se define entonces en términos de la coordenada radial r
como:

GM GM 1
U(r) = i + . e " a=< (6-31)

En coordenadas (7, ¢), el lagrangiano de la particula de prueba de masa reducida se escribe

Lo Ly g gy o O

. (1—eor). (6-32)

Dado que la coordenada ¢ es ciclica, el momento conjugado asociado es una cantidad con-

servada del sistema. Este ultimo corresponde al momento angular orbital de la particula de
prueba

= pr?o, (6-33)

la cual conduce a una cuadratura del sistema con solucién ¢ = ¢(t)

Lo
¢ - ¢0 = /to MT—Q(t) dt. (6—34)
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De igual manera L no depende explicitamente del tiempo, de tal manera que la energia
generalizada h del sistema es otra cantidad conservada, y dado que la energia cinética en

(6-32) es cuadrética en las velocidades 7 y é, tal energia corresponde a la energia mecanica
total del sistema

ol oy GMpo 1o, P GMp,
h—E—2,u(7" +r?¢?) . (1—e )—2w +2w“2 . (1—e*"), (6-35)

que da lugar a la segunda cuadratura del sistema, con solucién ¢ = ¢(r) definida por

/T dr
t—ty =
r0|:

(e-ovo)]” .

donde V(r) se define por (6-32). La energia total (6-35) se descompone en la energfa cinética
radial de la particula de prueba y el potencial efectivo, dado por

> GMu Cor
=5y (1—e). (6-37)

Uery

VoealT)

| """ Kepler =— = Purely Yukawa Yukawa correction (o Kepler |

Figura 6-4.: Potencial efectivo (6-37) comparado con el potencial efectivo newtoniano. To-
mada de Cavan, E, Haranas, [. Gkigkitzis, pp 2-3.
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Este potencial efectivo estd representado en la figura (6-4), donde es comparado con el po-
tencial efectivo tipico del problema de Kepler, donde r > L.

El valor minimo de (6-37) es mds notable para valores pequenos de r, regién en la cual
es posible identificar érbitas acotadas para la particula de prueba. Para E > 0, siguen
obteniéndose érbitas no acotadas con un punto de retorno [22]. Es claro que la contribucién de
Yukawa al potencial newtoniano modifica las érbitas keplerianas, donde las 6rbitas acotadas
(en particular, la 6rbita circular) estardn definidas en valores mas pequetios de r y las érbitas
elipticas corresponderan a valores de E que coinciden con el de la érbita circular en el caso
kepleriano, para un valor dado del momento angular orbital. En un potencial central de
Yukawa, se tendran siempre orbitas no acotadas sin punto de retorno.

6.3.3. Momentos cuadrupolares del sistema

Los momentos cuadrupolares caracteristicos de una distribucion de materia de densidad
volumétrica p(r,t) en un volumen V dado del espacio, son los dados en sus componentes en
3 dimensiones por

I = /p(r’,t’)x;x;dgx’ (6-38)

tales que los momentos cuadrupolares sin traza ();; se escriben en términos de los I;; en la
forma

1
géij / r?p(r’, t")d*z (6-39)

Qij = Lij —
Se construyen los momentos cuadrupolares dados por (6-23) y (6-24) a partir de las coorde-
nadas de las particulas y de la componente Ty asociada al sistema, definido este tltimo por
la densidad volumétrica de este restringido al plano de movimiento y representado por las
posiciones (6-28),

p(r,r7) = [mid(x — 21)8(y — y1) + mad(x — 22)d(y — ya2)]6(2). (6-40)

Las posiciones r1 = (z1,41) y ra = (22, y2) estan definidas con respecto al marco inercial O, en
virtud de las relaciones (6-26). Al integrar (6-39) en el tri-espacio junto con las componentes
espaciales x; de los vectores (6-26), se obtienen los momentos cuadrupolares del sistema
asociados al marco de referencia O
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I; = mlxl(l)xg-l) + m2x§2)x§2). (6-41)
Puesto que el sistema de referencia estd definido con respecto al centro de masa, resulta
més adecuado expresar el cuadrupolo (6-41) en términos de las coordenadas ry y ro de las

particulas con respecto a este, definidas a su vez por (6-28).

Reemplazando las componentes respectivas de (6-28) en (6-41), tenemos que

(r)

(r)
. Mol
Ly —my ( _mem x§0M>) ( _mae x;cm)
my + mo

)

mix
(e

mq +MQ ¢

(r)
mia;
x<CM>)(—1 ) +x§CM>)

_ mlm% i m%mg (T) (T)
(m1 + m2)2 (m1 + m2)2 J

B M (xch)lér) + :CET):L,ECM)) + m1$§CM)x§CM)
my1 + me

(r) (CM (€M), (CM)

)
i ) + mox; T;

mims (x<CM)$(T)+I

mq +MQ J

Nuevamente aparecen las cantidades de masa reducida p para la contribucion asociada al
vector relativo (") y de masa total M = m, +my para la contribucién de centro de masa. Se
obtiene asi el momento cuadrupolar en términos de un cuadrupolo de particula de prueba
relativo al centro de fuerzas de masa M y un cuadrupolo asociado a la masa total del sistema
con posicién el centro de masa de este, en la forma

(CM) (M), (6-42)

I = u:c(r)xy) + (mq +mo)x; ;

i
. . . (CM) .

Al transformar el origen de referencia al centro de masa (i.e., x; =0,i=1,23), el

momento cuadrupolar se reduce a la contribucién asociada a la particula de masa reducida

H,

L =y, (6-43)

i g
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que analogamente a (6-40) y en virtud de (6-38), esta asociado a la distribucién volumétrica
con densidad

P (r) = po® (x> — ). (6-44)

Vemos que (6-43) depende de las componentes espaciales del vector relativo r de la particula
de prueba con respecto al centro de fuerzas, el cual se parametriza en las coordenadas (r, ¢)
de forma analoga a (6-29), donde en este caso r = r(cos, sin ¢). El resultado (6-43) permite
construir el momento cuadrupolar para cualquier particula de prueba con respecto a un
orgien inercial, en el cual por defecto se ubica el centro de fuerzas. Los elementos de (6-43),
junto con la densidad de masa (6-44), construyen los momentos cuadrupolares reducidos @Q;;,
elementos de los cuales depende la solucion de la métrica h,, para este problema.

Cuadrupolos originales

En términos de las coordenadas generalizadas r y ¢, los elementos de I;; conducen a los
siguientes resultados:

Ly = pa{2) = pr? ( cos q§)2 = %7"2 (14 cos(29)).

r) (r . 1
Iy = pal zl )(sm gb)2 = §ur2(1 — cos(2¢)).

T T . 1 .
Iy = ,uxg )xé ) = pr? cos ¢ sin ¢ = §,u7"2 sin(2¢).

121 = ]12'

En los anteriores pasos se expresan las componentes construidas las identidades trigonométri-
cas de angulo doble. Debido a la simetria de (6-38), se verifica la igualdad de los elementos
mixtos.

Se concluye que la forma matricial del tensor de momento cuadrupolar restringido al plano
de movimiento tiene la representacion dada por

1+ cos(2¢)  sin(2¢) 0
I= 5,”2 sin(2¢) 1 —cos(2¢) 0] . (6-45)
0 0 0
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Puesto que nos interesan los cuadrupolos que satisfagan (6-40), los momentos dados por
(6-45) son utlizados para construir los elementos del tensor momento cuadrupolar sin traza

Qij-

Cuadrupolos reducidos

Los momentos sin traza son los que construyen la solucién (5-36) para la métrica FOG,
asi como la potencia radiada (5-43) por las ondas gravitacionales. Por consiguiente, se ha-
ce uso de las componentes de (6-45) para obtener los respectivos cuadrupolos sin traza (6-39).

Evaluando en componentes, tenemos

O = %W,Q (1 + cos(2¢)) — élm& _ %,W"Q <% + Cos(2gb))

1 1 1 1
Qa2 = 5/”2(1 — cos(2¢) — gWQ = 5!””2 (g - COS(2¢)>
1
Q33 = —5/”’2

1 :
Q2 = Qo1 =Tz = I = 5/17’2 sin(2¢)

QlS = QSl = QQS = QSZ =0

En forma matricial, tenemos:

) 3 +cos(2¢9)  sin(29) 0
Q= 5#7’2 sin(2¢)  § —cos(29) 0
0 0 -3

) (6_46>
donde se comprueba directamente que Tr(Q) = 0.

6.4. Calculo de la potencia radiada

6.4.1. Término relativista

La aplicacion de los cuadrupolos reducidos (6-39) permiten calcular la potencia radiada por
la onda gravitacional. Para el sistema binario en cuestion, esta esta definida por el resultado
(5-43) con los cuadrupolos sin traza representados en (6-46).
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Puesto que las componentes del cuadrupolo dependen explicitamente de la coordenada an-
gular ¢, es mas conveniente evaluar las derivadas temporales de los cuadrupolos en (5-43)
aplicando un cambio de variable derivado del momento angular newtoniano (6-33)

d dpd 1 d (6-47)

dt ~ dtdé  pr2de’

En el régimen newtoniano, el valor de r estd definido por la solucién cénica (Apéndice C)

~a(l—é?)
 14ecosd’ (6-48)

donde a es el semieje mayor de la 6rbita y e su excentricidad. En términos de ¢ aplicando

estd solucién para r, el operador anterior queda en la forma

i dgzﬁ d ll—i—ecosgzﬁ d
dt — dtdo  poa(l—e?) do’

Se mostrara el calculo sistematico de las derivadas de tercer y cuarto orden de (6-34) para

la construccion de (5-43) para el sistema binario,
Las derivadas de primer orden de los elementos de (6-34) seran

(1+ ecos¢)? i( a’(1 — e?)? 21 sin ¢ cos ¢
de

. l
In T a?(1 —e?)? 'u(l + ecos ¢)? COS2(¢>> - (1+ecosd)’

1l (14ecosg)? d a’(1—e?)? | _ 2lsin¢(e 4+ cos ¢)
Lz T a?(1— e?)? —¢(,u<1 + ecos ¢)? sin” ¢> ~ (I+ecos¢p) '

2)2

i I (14+ecosg)? d (p a*(1—e [(cos(2¢) + ecos ¢)
o= ag '

S e ™) =T temg

Derivando nuevamente mediante la aplicacion del mismo operador, se obtiene
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i Il (1+ecosg)® d 2lsinpcosd\  20%(cos(2¢) + e cos® P)
a1 - ey _¢(_ (1+€COS¢)> S pe(l-e
i I (1+ecosg)? d (2lsinp(e+cosd)  20*(e* + ecosd + ecos®  + cos(2¢))

C o a?(1-e)? %( (14 ecos ) ) B pa(1 — e?)? ’
o [ (1+ecosg)® d (l(cos(2¢) +ecosp)  21%(sin(2¢) + esin® ¢ + esin(2¢) cos qb)
o= g e ) - ha (1 — )

De esta manera se obtiene el resultado para la tercera derivada de @5,

o L(1+ecosg)® d 20%(cos(2¢) + e cos® ¢)
= e—ep %( T (i ey )
_21%(1 + ecos ¢)*(2sin(2¢) + 3e cos? ¢ sin (;5)
e plat(l — e?)?
w1 (1+ecosg)? 20%(e? + e cos ¢ + e cos® ¢ + cos(29))
= e ep %( pa?(1 — e2)? )

_21%(1 + ecos ¢)*(—2sin(2¢) — esin ¢(1 + 3 cos? ¢))
T2 = 2a*(1 — e2)*

oo 1 (1+ecosg)? 202(sin(2¢) + esin® ¢ + esin(2¢) cos @)
T2 T a?(1— e?)? d¢( pa(1 — e2)? )’

203(1 + e cos ¢)*(—2 cos(2¢) + e cos (1 — 3 cos? gb))
I'i2= 1 2
prat(1l — e?)?

La potencia media radiada depende de términos cuadraticos en las derivadas del cuadrupo-
lo. En particular, el término de tercer orden relativista de (5-43) puede calcularse con las
componentes anteriormente encontradas de [ ;;. No obstante, el término relativista de (5-43)
depende de las derivadas de los momentos reducidos );; de (6-47), por lo que los resultados
anteriores son empleados en el calculo de los correspondientes elementos de ;.
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Cuadrupolos reducidos

El cuadrupolo reducido @;;, definido por (5-10), satisface

1
Qij = Iij — §5ij]kk, (6-49)
el cual es lineal en las respectivas derivadas temporales de I;;,
Qi = Lij — g%fkk-

Explicitamente, el término cuadrético de (5-43) es

P T (O 1o e o
:[UIJ gé”[ij[kk;—géijljlkk‘i‘gfsij(sjfkklkk
...... ii 2 ckek ]_ ckek e ereid 12
:Iij]]_gjkk] +§]kkf :]ij]]_gfkk-

En términos explicitos de las componentes obtenidas en (6.4.1), obtenemos que

QijQ] = {1?14' 132+2]?2—§[111+ ]22]2} —g[lil—l- ]324—3]?2— T111922]. (6-50)

Reemplazando las componentes de I;; como funcién de ¢, se obtiene

------ i 815(1+4ecos )’
3 N4a8(1 _ 62)8

+ (= 2sin(2¢) — esin¢(1 + 3 cos® ¢))2 +3( — 2cos(2¢) + ecos ¢(1 — 3 cos® gb))2

[(2 sin(2¢) + 3e cos® ¢ sin @) ?

— (2sin(2¢) + 3e cos® ¢ sin @) ( — 2sin(2¢) — esin ¢(1 + 3 cos® gb))] ,

que simplificando se reduce a

~~~~~~ i §l6(1 + ecos¢)?
' 3 plad(1 — e2)8

12(1 4 ecos ¢)? + e? sin? qﬁ} . (6-51)
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Potencia radiada relativista

Se calcula el valor medio de (6-51) para encontrar la potencia radiada relativista. El valor
medio correspondiente a este término de (5-43) puede promediarse para un periodo orbital
del sistema, que por el cambio de variable definido por la érbita kepleriana no perturbada
(6-48) se evalia integrando con respecto a ¢ en el intervalo [0, 27]. En esta forma, el valor
medio de (6-52) define la energia de onda gravitacional radiada por periodo orbital

ety _ G |8 ° o do 4 2 22
JON =5 |3 Paia1 e ?(1+ecos¢) 12(1 + ecos ¢)° + e sin” ¢
__8 GP L/%d¢ﬂ4qﬂn<®21%1+e@ﬁ¢f—%& in? ¢
15 PudaS(1 —e2)8 J, i i
8 7GIP

37
__° 2 90 4
= 15Pu3a6(1—e2)6<736 + 1€ +24).

Teniendo en cuenta que I2 = GMpu?a(l — €?) y el perfodo kepleriano P es equivalente a 2;”,

con n = %4 el movimiento medio orbital, tenemos finalmente
G(GMa(1 — ¢2))?
. 8 |GM pwea(l —e”))? 37
DR — 73e2 + et 4+ 24
rad 15V a3 2p3a8(1 — e2)8 ( crgeT ’
esto es,
= (rel) 32G4M3,u2 73 2 37 4
E T =1+ = —e" |. 6-52
rad a’(1 — e?)3 + 21° * 96° (6-52)

Esta potencia radiada, naturalmente, no es exactamente la potencia instantanea radiada por
las ondas gravitacionales, ya que corresponde a un valor medio de esta en un periodo orbital.

6.4.2. Contribucion FOG

En forma andloga al calculo de la contribucion relativista, el término de cuarto orden de la
potencia radiada presente en (5-43) se calcula en forma andloga a (6-50), integrando sobre
un periodo orbital.

Las derivadas de cuarto orden de los cuadrupolos originales, siguiendo los resultados de la
subseccién (6.4.1), se evalian como sigue:
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203 1+ ®)? d . .
I :M2004(1 — i (a2<16f0682)2) P ((1 + e cos ¢)?(25sin(2¢) + 3e cos® g sin gb))

- 2i2<i6—é_1€_czsz;b6)2 [ — 2esin@(1 + e cos ¢)(2sin(2¢) + 3e cos® Psin ¢)

+ (14 ecos ¢)*(4 cos(2¢) + 3e cos® ¢ — 6e cos psin® @)]

- Qigiﬁ—é-ffoeigﬁf [ — 2esin ¢(2sin(2¢) + 3e cos® ¢ sin ¢)

+ (14 ecos ¢)(4 cos(2¢) + 3e cos® ¢ — 6e cos ¢ sin® ¢)].

203 1 > d
I 2 :M2G4(1 — )i (a;(—lejoes;;? P ((1 + e cos ¢)*(—2sin(2¢) — esin ¢(1 + 3 cos? gb)))

:2Z)2(3L6J(r16f(;82§?2 [ — 2esing(1 + ecos ¢)(—2sin(2¢) — esin ¢(1 + 3cos® @)

+ (1 + ecos ¢)?(—4 cos(2¢) — ecos ¢ — 3e cos® ¢ + 6e cos ¢ sin? ¢)]

ZQi’giG—é—le_cst;ﬁg?’ [ — 2esin ¢(—2sin(2¢) — esin ¢(1 + 3 cos? ¢))

+ (14 ecos ¢)(—4 cos(2¢) — ecos ¢ — 3e cos® ¢ + 6e cos ¢ sin® ¢)]

203 1+ 0?2 d
:M2a4(1 — (az(lefoei)z) % ((1 + ecos ¢)*(—2cos(2¢) + ecos ¢(1 — 3 cos? qb)))

:25)2(6116_2_16_(30:2()2?2 [ — 2esin (1 + e cos @) (—2 cos(2¢) + e cos ¢(1 — 3 cos® §))

The

+ (1 4 ecos ¢)*(4sin(2¢) — esin ¢ + Ge cos® ¢sin ¢)]

= 2i§i6?1652i;i>3 [ — 2esin ¢[—2cos(2¢) + e cos ¢(1 — 3cos® p)]

+ (14 ecos @) (4sin(2¢) — esin ¢ + 6e cos ¢ sin @)]

De manera analoga a (6-48), la contribucién FOG se asocia a los términos cuadréticos en
@, en virtud de (5-43), que ademds se puede escribir en forma andloga a (6-50), a saber,

4] eeee eeen iq ]_.... 2 e e eee e e
Q,;Q" =TT ]—glzk:§ I+ T5+31— Tulxn| (6-53)

De forma similar al término relativista, la potencia radiada FOG se calcula integrando (6-39)
con respecto a ¢ y en términos del momento angular orbital
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P ..-.2 .-.-2 .-.-2 DY e
E(FOG) . _2GL2 ,LLCL2<1 - 62)2 /2 [I 11 + I 29 +3 I 12 — ITnl 22] d¢ (6—54)
0

rad 5 l (14 ecos¢)?

Incorporando las expresiones anteriormente calculadas e integrando respecto a ¢, obtenemos
la contribucion asociada a la perturbacién FOG, proporcional al factor de escala L

e’m

(—) (61760 + 195896¢® + 76532¢* + 2457¢°].  (6-55)

;(FOG) _ 2GL? pa*(1 — ¢e*)?

rad 5 P 512

La combinacién de (6-52) con (6-56) da lugar a la potencia radiada total media para un
periodo orbital P de la particula de prueba.

6.5. Potencia radiada y periodo orbital

La potencia radiada (5-43) implica que la energia total del sistema no se conserva al conside-
rar las pérdidas por radiacion gravitacional. En el problema de Kepler, tanto la energia total
clasica (dada por (6-35) cuando r > L) como el momento angular orbital (6-33) son canti-
dades conservadas del sistema. Sin embargo, al tener en cuenta la energia transportada por
las ondas gravitacionales, pueden haber variaciones en la energia total teniendo en cuenta
la potencia radiada por ellas en cada periodo orbital del sistema. De esto también se des-
prende que cantidades como el mismo periodo orbital y el movimiento medio de la particula
de prueba pueden también experimentar variaciones en el tiempo por radiacién gravitacional.

Veamos el caso particular del comportamiento del periodo orbital. En el caso newtoniano,
la energia total de toda trayectoria cénica es [3, 11, 19]

GMp

E = ,
2a

(6-56)

siendo la particula de prueba de masa p la que se mueve en el potencial gravitacional new-
toniano.

Ademas, de la relacién entre el periodo y el semieje mayor, en términos de la masa del cuerpo
central, esta dada por la tercera ley de Kepler

P? = a’. (6-57)
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De (6-56) y (6-57) es claro que la variacién en el tiempo del semieje mayor depende de la
potencia radiada

da _ da dE
dt  dE dt’

por lo que, al derivar (6-48) con respecto al tiempo y aplicar esta ultima relacion, se tiene

. d 47 472 47 da dE
2PP = — 311 = 20 = I
dtKGMa )} 3<GM)a ¢ 3<GM)a dE dt
Utilizando (6-47) para evaluar la derivada con respecto a E y simplificando, se obtiene
. 472 GMup\ - P? 20> : 2a .
2PP =3 2 E=3(— ’E =3pP? E.
(GM>CL ( 2E7 ) (a3><GMM>a (GMM)

De la ultima igualdad se obtiene la proporcién entre la variacién del periodo orbital y la
potencia radiada para la 6rbita kepleriana

. 3a .
P = PE 6-58
o equivalentemente, en virtud de (6-57),
. 3P .
P=—-——F. 6-59
5F (6-59)

Por supuesto que la variacion neta en el periodo depende de las contribuciones relativista y
FOG a la potencia radiada de (5-44)

. 3p . .
P = “5F (Erc + Eroc). (6-60)

Se establece asi la relacion entre el cambio en el periodo orbital a partir de la potencia
radiada FOG. Vemos que la contribucién FOG en (5-43) define un corrimiento adicional para
la potencia radiada predicha por relatividad general, lo cual definira a su vez el corrimiento
del cambio en el periodo orbital adicional al cambio relativista en este

. ) . 3P . 3P _ .
P=P P=——Frs— —0F
RrG + 0 splre — 5 E(S :
donde 6F = Epoq. Asi, la expresién (6-60) permite, ademds de calcular el cambio en el
periodo orbital, la posibilidad de definir el orden de magnitud y la escala de variacién para
el parametro L para un sistema binario dado, conociendo las variaciones del periodo orbital

del sistema, como se vera mas adelante.
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6.6. Efecto perturbativo sobre la trayectoria: precesion
orbital

Se puede caracterizar el efecto perturbativo del potencial de Yukawa en la trayectoria de
particula de prueba, teniendo en cuenta que en ausencia de este término el caso se reduce
al problema kepleriano, determinando las variaciones en los elementos orbitales de la tra-
yectoria, (a,e, I, w). En particular, el efecto perturbativo es notable en la precesién de la
trayectoria, determinada por el corrimiento del periastro w.

Se discutira entonces el comportamiento del pericentro de la érbita de la particula de prue-
ba, considerando la contribucién de Yukawa en el potencial (6-24) proveniente del limite
newtoniano de las ecuaciones FOG. Para esta particula, la ecuacion de movimiento puede
expresarse descomponiendo la aceleraciéon de esta de tal manera que los efectos sobre la érbi-
ta son notables en la contribucién a primer orden post-newtoniano (1PN), como un efecto
de perturbacién sobre la 6rbita newtoniana,

i = fy + F1pn, (6-61)

donde la aceleraciéon newtoniana ¥y define la ecuacion de movimiento derivada del lagran-
giano (6-32), que incluye la perturbacion de Yukawa [1, 10]

by = g (1 (1t ar)e ], (6-62)

y la segunda contribucién es la aceleracion derivada de la expansién post-newtoniana del
potencial gravitacional newtoniano.

Al considerar la contribucién a primer orden post-newtoniano (1PN), el limite newtoniano
de las ecuaciones de campo de Einstein (2-1) permiten predecir el corrimiento del periastro
orbital para el problema de dos cuerpos en RG. En contraste, la contribucion correspondien-
te a las ecuaciones FOG (3-1) y a su limite newtoniano dado por las solucién del problema
(6-12) (0 (6-14)) es la dada por el término de Yukawa en la solucién (6-31).

Aproximacion Post-Newtoniana Parametrizada (PPN)

La expansion (6-61) de la ecuacién de movimiento de particula de prueba puede representarse
con la aplicaciéon de la aproximacién post-newtoniana, donde la solucién de las ecuaciones
de Einstein estd definida por la métrica Post-Newtoniana Parametrizada (PPN), dentro de
la cual [4, 10, 13] la geodésica descrita por la particula de prueba cumple la ecuacién de
movimiento definida en el plano de la trayectoria en coordenadas (r, ¢), en la forma [23]
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GM GM v2 GMr-v
2(8+7) —y o r 2+ ) S

v, (6-63)

r'ipy =

c2r? 72 cir? r

la cual puede interpretarse también como perturbacion sobre el movimiento kepleriano de la
particula, en virtud de la descomposicién (6-61) de la aceleracién. En el plano de movimiento,
las componentes de esta contribucion en la base (r, ¢) definidas en la forma [4, 10]

'I‘lPNZSf"i‘TQ;»

donder =r7,r=r(@)yv=rr+ ro ngS, con ¢ definido ademds en términos del momen-
to angular, y [ = /GMpu. Con estas identificaciones, las componentes respectivas de la
aceleracién tienen la forma [4, 10]

_ G*M?*(1+ecos¢)?

S = 2a3(1 — e2)? [(25 +79) 4 (7 + 2)e* + 2Becos ¢ — (27 + 2)e” cos® gb)], (6-64)

_ 2GPM?*(1+ ecos9)?

T
2a3(1 — e)3

(7 + 1)esin ¢. (6-65)

Las perturbaciones se manifiestan en el comportamiento de los elementos orbitales (a, e, I, Q, w)
de la particula de prueba, para las cuales las variaciones temporales vienen dadas por las
ecuaciones [23]

) 2 . D

a :W (Sesmgzﬁ—l—T;),

. 1—e2, |

é :T(Ss1n¢ + T'(cos ¢ + cos E)),
I=0=0,

1—e2

w=—QcosI + |:—SCOS¢+T(1+£>SiIl¢:|,
p

nae

donde E es la anomalia excéntrica y M la anomalia media, cantidades relacionadas con el
radio vector r y el movimiento medio n y el tiempo de paso por el periastro, ty, mediante
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r=a(l—ecosE) M =n(t —to).

En términos de los pardmetros de (6-63), y teniendo en cuenta que en el plano de movimiento
tanto la inclinacion del plano orbital con respecto al plano fundamental I como la longitud
del nodo ascendente 2 son constantes en el tiempo, el periastro orbital en un intervalo [to, ]
varia como

GM

Fall =) . (6-66)

to

Ap =

(2v+2—0)o+ (JYT_Qﬁ—i—ve) sin ¢+ (—7—1—2) sin(2¢)]

El valor medio de w se calcula evaluando (6-63) en un periodo orbital, o lo que es lo mismo,
en el intervalo 0 < ¢ < 27 bajo el cambio de variable (6-47). En este caso, vemos que los dos
ultimos términos de (6-63) se anulan en este intervalo por tratarse de términos periddicos,
y s6lo sobrevive el primer término, de modo que la precesiéon de la érbita esté representada
por el cambio en el periastro

(Aw) = %fofﬁj;)_ 2

El corrimiento del periastro por revolucién orbital serd el valor medio de Aw/At en un

(6-67)

periodo P = 27/n:

o\ 2tGM(2y+2—-3)  (2y+2—B)GMn
(@) = ca(l —e2)P 2a(l —e?)

(6-68)
Obsérvese que en el caso relativista (i.e., § ~ v ~ 1), (6-65) se reduce al corrimiento medio:

B 3GMn
=~

(W) ra , (6-69)
que conicide con el valor del corrimiento del pericentro predicho para el problema de particula
de prueba con solucién de Schwarzschild de las ecuaciones de campo (2-1). En particular,

(6-70) reproduce el valor de 42,6” /siglo para la precesién orbital de Mercurio en esta solucién
[12, 19, 21, 22).

6.6.1. Precesion orbital asociada al potencial de Yukawa

El potencial FOG de (6-31) es un potencial que depende solamente de la coordenada r medi-
da con respecto al centro de fuerzas, por lo que corresponde a un potencial central. Ademaés,
el término de Yukawa de (6-31) puede interpretarse como el potencia que define un efecto



6.6 Efecto perturbativo sobre la trayectoria: precesion orbital 97

perturbativo sobre la orbita kepleriana de la particula determinada por el potencial new-
toniano. En este sentido, se puede calcular la contribucién asociada a este potencial en el
corrimiento del periastro orbital de manera similar al método para determinar la precesion
orbital de cualquier particula de prueba bajo el efecto de una fuerza central perturbativa |1,
6, 11]. Se examinard en forma breve la caracterizacion de la precesién orbital debida a pertur-
baciones centrales y posteriormente se aplicara el método al caso particular de perturbacién
tipo Yukawa en el potencial newtoniano.

Precesion orbital debido a una perturbacion central

En virtud de lo mencionado lineas arriba, el potencial (6-31) es un caso particular de potencial
central de la forma

GM
Ur)=——+V(r), (6-70)
r
tal que para la particula de masa g moviéndose en su plano de movimiento, su lagrangiano

con este potencial serd

1 . GM
L= §ﬂ(¢~2 +7r2¢%) + —— — pV(r). (6-71)
Bajo este lagrangiano, la ecuacién de la trayectoria (véase Apéndice C para el problema

kepleriano), es la ecuacién diferencial de la 6rbita kepleriana con contribucién perturbativa
central asociada a V' (r)

P GM  pdv
@2 T TP (6-72)

La solucién u(¢) de (6-72) puede construirse a partir de un Ansatz adecuado teniendo en
cuenta el efecto perturbativo del potencial V' (r) sobre la particula de prueba [11, 10]. Dado
que en ausencia de esta perturbacién la trayectoria de la particula es la cénica kepleriana
(6-49), puede introducirse una expansién para la fuerza perturbatriz en potencias de e de la
forma [1]

ecos(¢p — ¢o) + O(e?), (6-73)

fu) = fot K5

tal que

_ 4

fo=fu=1/p) =1

u=1/p
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Introduciendo esta expansion en (6-72), se obtiene la ecuacién diferencial no homogénea

u GM — f, . GM

7 +u B - fi ecos(¢p — ¢g). (6-74)

Como solucién para (6-74) puede proponerse una cénica perturbada de la forma

uto) = () (14 ccosl(1-4 )6 - ), (679

en donde el factor A\ define el desplazamiento del periastro orbital debido a la perturbacién
central. Insertando este Ansatz en (6-74) e igualando coeficientes del término cos[(1+\)(¢ —
¢0)] en ambos lados, se obtiene la relacién

GM GM — f,
i = (W = 20) T, (6-76)

donde, despreciando términos de orden superior en A y en los términos de la fuerza perturb-
tariz (6-74), se obtiene

GM GM fi

Volviendo al Ansatz (6-73), vemos que dos posiciones sucesivas del periastro ocurren cuando
u alcanza dos valores maximos sucesivos, o lo que es lo mismo, dos valores minimos sucesivos
de r, teniendo en cuenta el cambio de variable r = 1/u [1]

App = (1 4+ N)p — ¢o = 2n, neN

esto es:

2nm fi
— = ~ 2 1—XMN)=2n1—=—=].
b= o=y~ 2m(l=A) ”( 212>

En particular, la diferencia en posicién entre dos periastros sucesivos (eligiendo, sin pérdida
de generalidad n = 1) viene dado por

7f1
2

donde a su vez el factor A de corrimiento esta asociado con el potencial perturbativo en
virtud de (6-62)

A¢p =21 +0¢p =21 —
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1, 1 d [ dv 1 [ &V
A=l P =5y (ﬂ%) = o <“W /)

En conclusion, el corrimiento del periastro d¢ en términos de la perturbacion central resulta

u=1/p

, (6-77)

u=1/p

2
5 = 2mh = LT (ﬂ>

12\ du?

tal que los corrimientos sucesivos correspondientes a n ciclos orbitales equivalen a multiplos
enteros de (6-77), para una érbita kepleriana perturbada por una fuerza central asociada a
V(r).

Caso potencial perturbativo tipo Yukawa

Para el potencial perturbativo de Yukawa, caso concreto del potencial (6-31), el corrimiento
del periastro es

5y — 7 [d (GMpe /b
YU PR du r

2 2
} _ _GMiER P i,

Siendo p = a(1 — €?), I> = GM 1i*p, obtenemos
™' L
Sy = ——=e P/, (6-78)

La variacién de la posicién del periastro por ciclo es el valor medio de (6-78) en un periodo
orbital P. Siendo el movimiento medio de la particula n = Ci—]gw y P = 27”, el corrimiento

medio del periastro tipo Yukawa por revolucién serd [10]
0¢ np’ —p/L

- = , 6-79

< ot >Yuk 212 ‘ ( )

6.6.2. Pulsar binario Hulse-Taylor

Una de las evidencias observacionales mas trascendentales en el esudio de la radiacion gravi-
tacional es el pilsar binario Hulse-Taylor (llamado también PSR 19134-16 en sus coordenadas
ecuatoriales absolutas). Este sistema consiste en un pulsar y su estrella companera, cada uno
de los cuales tiene una masa de 1,40, y el periodo orbital en torno al centro de masa del
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Parametro Valor

Semieje mayor a (m) 1,95 x 10°

Periodo orbital P (dias) 0.322997449
Excentricidad 0.6171338

Epoca (MJD) 52144.90098
Argumento del periastro w (grados) 292.54487

P (—2,4184 £ 0,07) x 10712
(w) (grados/ano) 4,226595 + 0,0002

Tabla 6-1.: Elementos orbitales del pulsar PSR 1913416 [3].

sistema es de 7.75 horas. Desde su descubrimiento en 1974 por R. Hulse y J. Taylor, las ob-
servaciones llevadas a cabo durante décadas del periodo (timing measurements) del sistema
indicaba un decaimiento en este con una razon de 0,997 + 0,002 comparada con la tasa de
cambio del periodo predicha por relatividad general en pérdidas por radiacion gravitacional.
Algunos de sus pardmetros orbitales caracteristicos se muestran en la tabla (6-1).

El valor de (W) para este sistema se deduce del calculo derivado de la aproximacién post-
newtoniana para los resultados (6-68) y (6-69). En particular, es de interés el corrimiento
extra del periastro del pulsar por la contribucién de Yukawa, calculado por (6-79), expresion
a través de la cual podran definirse los valores que toma el factor L de las ecuaciones FOG.

En efecto, de (6-79), se asume

2
_ /L
0,0002 deg/yr = ~572¢ P/

Por los valores de la Tabla (6-1), se tiene la ecuacién trascendental
1,213 x 107°
(6,19 x 1072¥)L? = exp( — +),

donde L tiene los valores numéricos L = 4,42042775 x 10" m y L = 4,019278705 x 10** m.

Para ver el significado de estos valores, nétese el comportamiento del potencial (6-31) al
comparar el valor de L con el semieje mayor, a [3]. De este potencial es evidente que si
L < r, este se reduce al potencial newtoniano del problema de Kepler clasico. En particular,
siendo L ~ 10" m vy a ~ 10° m, se cumple esta misma condicién, ya que L < a. En general,
para valores de r de este orden de magnitud,
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Por otro lado, del decaimiento extra (6-55) de la energia total del sistema, se obtiene, para
estos pardmetros del pilsar, que para un decaimiento orbital del perfodo de 0,07 x 1072, el
valor del factor de escala FOG es 4,22 x 10'° m, valor que es 3 érdenes de magnitud menor
que L = 4,01927 x 10'3 m. En general, sélo para valores del orden de 107 m satisfacen el
limite L. < r para el semieje mayor orbital, mientras que para 6rdenes de magnitud mayo-
res, el potencial de Yukawa dado en (6.31) ya no satisface la reduccién de (6.31) al potencial
newtoniano clasico.

En resumen, para valores iguales o inferiores a L = 4,42042775 x 107 m, el término de Yu-
kawa no afecta significativamente la érbita kepleriana clasica, y la contribucién de Yukawa
actiia como perturbacion en la érbita clasica. En contraste, la segunda restriccion para L, i.e.
L ~ 10" m, no reduce (6-30) al caso newtoniano, ya que L >> a, y contradice la condicién ya
obtenida con el decaimiento de la energia total por radiacién gravitacional. En consecuencia,
L ~ 107 m para este sistema en particular.



7. Conclusiones

El estudio de las ondas gravitacionales en relatividad general parte de la extensién de las
ecuaciones de campo de Einstein al limite de campo débil, donde el tensor métrico es una
expansién a primer orden sobre el background de Minkowski definido en (2-2). Imponien-
do una serie de condiciones sobre las componentes de la métrica (gauge), las ecuaciones de
Einstein se reducen a ecuaciones de onda con solucién el tensor métrico h,,,, con fuente los
campos de materia representados por el tensor energfa-momentum 7),,. Dentro del modelo
de gravedad modificada FOG, una aproximacién de campo débil tipo (2-2) conduce a ecua-
ciones de onda de cuarto orden, que pueden ser resueltas también para la distribucién 7,
con un método andlogo de solucién, construyendo la funcion de Green retardada asociada.
En este esquema, la potencia radiada o energia transportada por unidad de tiempo por las
ondas gravitacionales, predicha en relatividad general, incluye un término aditivo de cuarto
orden en las derivadas de los momentos cuadrupolares de la distribucién 7),, proporcional
al factor de escala L%, como se vio en el resultado (5-43), donde el término de cuarto orden
define una contribucién extra a la potencia radiada relativista.

En el limite newtoniano, las ecuaciones FOG conducen a la ecuacion de Poisson biarmoénica
para el potencial gravitacional clasico, cuya solucién para el sistema binario corresponde al
potencial newtoniano modificado por un término de Yukawa que depende del factor de escala
L. Puede verse que el efecto del término FOG en este caso se manifiesta como una perturba-
cién central sobre la érbita kepleriana para cualquier particula de prueba moviéndose en ese
potencial. Ademas, la potencia radiada por ondas gravitacionales en este sistema conduce
a pérdidas en la energia mecanica total y en el periodo orbital, asi como variaciones en los
elementos orbitales. El término de Yukawa en particular genera cambios en el corrimiento
del pericentro, indicando asi variaciones en el valor predicho por relatividad general, lo cual
permite definir condiciones sobre el factor de escala L. En el caso del pulsar binario Hulse-
Taylor, el corrimiento extra de 0,0002 deg/yr implica que L ~ 10" m, valor que también
satisface el decaimiento de 0,07 x 1072 del perfodo orbital. En este sentido, para valores
de L de este orden de magnitud, los valores extra de estas variaciones predichas desde la
relatividad general pueden justificarse bajo la aplicacion del modelo FOG para el compor-
tamiento del sistema binario, aspecto examinado también en el articulo de S. Banerjee, S.
Vera y T. Singh. Nétese que tales resultados, ademas, no dependen de los efectos derivados
de los términos relativistas; como se vio en el capitulo 6, el corrimiento del periastro (6-70)
es deducido de la expansion 1PN de la aceleracién newtoniana de la particula de prueba en
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el potencial (6-30). Sin embargo, este resultado no depende del factor de escala L, el cual
aparece en la contribucién de Yukawa derivada de las ecuaciones FOG. En este esquema, el
ejemplo del pulsar Hulse-Taylor es un buen caso de aplicacién por tratarse de un sistema
cuya mecanica se ve afectada por efectos de radiacién gravitacional.



A. Sobre la funcion de Green FOG:
funciéon de Synge y nociones
fundamentales

A.1. Funcién de mundo de Synge

Sean p; y p2 dos puntos en el espacio-tiempo representado por la métrica g,,,, unidos por una
curva geodésica 7y, con A el parametro afin que caracteriza la curva. Sean z® = z*(y(\)) las
ecuaciones paramétricas de la curva v en funcién del parametro afin.

La funcién de mundo de Synge esta definida por:

1 »
o(z,2") = 5()\2 — )\1) / G 0"V dA, (A-1)
A1
donde ademas v? = % es el vector tangente a la curva en un punto dado = € [A1, Ag).

La definicién integral (A-1) puede interpretarse como la accién asociada al lagrangiano de-
finido en funcion del parametro afin A y de la carta coordenada x?:

1 A2
g = 5()\2 - )\1) //;1 L d)\, (A—Q)

donde nétese que L es el lagrangiano tipico para el elemento de longitud en la geodésica ~:
L =ds* = g, da"dz", (A-3)

de tal manera que la accién (A-2) se asocia a la accién tipica que define la longitud de dicha
geodésica entre (A1) y x*(\2).

Por el principio de minima accién, la accién (A-2) satisface que do = 0 al definirla en la
trayectoria geodésica definida por 7. Ademas, dado que v® es el vector tangente a la curva, la
anterior condicion implica que tal vector tangente es transportado paralelamente a la curva
en el intervalo [A1, As):
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v A2 dx? dx¥
—_— = 1"04 = 0 A—4
oy e Ty =Y (A-4)

implicando asi que v es constante con respecto al parametro A. Puesto que ademas, la
métrica satisface la condicién de compatibilidad:

vaguu =0, (A'5)
se tiene entonces que g, v*v" es constante respecto a A, por lo que (A-2) se reduce a:

1
()\2 — Al)zgw,v“v” = §l2, (A-6)

| —

’y =
dondel = ()\2 — Al)gﬂyv”v” corresponde a la longitud de v en [Aq, Ag].

Sin pérdida de generalidad, podemos escoger Ay = 0y Ay = 1, reduciendo (A-6) a:

1
o= 512. (A-7)

Caso espacio-tiempo de Minkowski

Considerando el caso particular tal que z*(0) = 2’ y z®(1) = x (teniendo en cuenta la
notacién usada en el capitulo 4 para los cuadrivectores en las funciones de Green) en (A-3),
la longitud de a geodésica v en este background estara dado por:

I= (v —2')" = (& = 2)a(z = &) = thap(z — 2)(x — 2)", (A-8)

dando lugar a la funcién de mundo de Synge en esta variedad:

1
o= 577@/3(35 — )%z —2")?, (A-9)
que se define en la geodésica que conecta la posicién de la fuente 2’ con el punto de obser-

vacion .

En el tratamiento discutido en la seccién (4.1.2) para el célculo de la funcién de Green de
para la solucién (4-2) de la ecuacién de onda FOG (4-1), el resultado (A-9) se transforma
bajo las coordenadas definidas en (4-35) como

o= —%(:v — 2z -2+ %(x — 2z —2) = —%oﬂ cos?(2¢) + %uﬂ sin?(€) sin(6) cos?(¢)
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+%w2 sin®(¢) sin®(6) sin®(¢p) + %wQ sin®(€) cos®(6) = —%uﬂ cos(2§).

A.2. Propiedades de la delta de Dirac

Se aplicaron algunas propiedades particulares de la delta de Dirac en la discusion de la
seccién (4.1.3) donde se discutié la discontinuidad de la funcién de Green g1z en T' = R.
Se demostraran con detalle dichas propiedades particulares, justificando asi la deduccién de
resultados como (4-42) y (4-47).

= Funcion de Heaviside y delta de Dirac:

dx@( z) = 6(x). (A-10)

Dem. Para una funcién f(z) suave en el intervalo [—e, €, se tiene que, integrando por
partes y aplicando el segundo teorema fundamental del calculo, tenemos:

/f O (2) di =f (s /f
—/ng’(x)da:

—1(0) = | f@)(a) da,

mostrando asi por transitividad en las igualdades la propiedad (A-10).

= Derivada de primer orden de la delta:
f(x)d (x —a) de = —f'(a). (A-11)

Dem. Aplicando (A-11) a la funcién f e integrando por partes, se tiene que:
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/_i f(x)d (x —a) dx =

= Derivada de segundo orden:

/f 8(z — a) dz = — f'(a).

/6 f(x)d"(x — a) dz = f"(a). (A-12)

—€

Dem. Integrando por partes, tenemos que:

/_6 f(2)0"(x —a) dx = f(x)§ (z — a)

/f )6 (z — a) d = —(—f"(a)) = f"(a),

donde se aplico la propiedad anterior en el ultimo paso.

w 20 (x) +d(x) =

Dem. Aplicando esta propiedad a f(x) definida en [—¢, €], y considerando la propiedad
(A-11), se tiene que:

@) (@ (@) +0(0) do = [ af@8 @) do+ [ f@0) do

» x 0"(x) + 28 (z) =

Dem. De forma anéloga, y aplicando la propiedad (A-12), tenemos que:
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€

/ (@) (26" () + 28 () dx = /

—€

(o)

- ( f(@) + f(x) + xf”(x))

xf(2)0"(x) doe + 2 /e f(z)o(z) dx

+2£(0)

z=0

—2f(0)

=0

= — 2/"(0) + 2/"(0) = 0.



B. Expansion de segundo orden para el
tensor de curvatura y el tensor de
Einstein

Se vio en el capitulo 5 que el tensor de energia-momentum efectivo, dado por (5-26), es el que
da lugar al flujo de energia de onda gravitacional en el esquema FOG. Este tensor depende
del término de segundo orden del tensor de Einstein procedente de la expansién (5-23), el
cual define la potencia radiada relativista al evaluar esta contribucién en la ragién del espa-
ciotiempo que satisface las escalas de variacion (5-28) y (5-29). Veremos la construccion de
este tensor de Einstein bajo la métrica (5-17).

Se introduce la expansién a segundo orden de la métrica de campo débil

G = Nuw + h,uu + h‘f?z)? (B_1>

y la separacién de las conexiones en primero y segundo érdenes:

L=TW4+1®), (B-2)
donde:
o L,
Fa(ﬁl) :57] A [&lhg)\ + 85hm - 8Aha/3}, (B—?))
(B-4)
Y 1
e = - 17 [aher + Oalra — Orhas). (B-5)

El tensor de Ricci de segundo orden esta dado por:

RY) = 0,199 — 0,19 + T, + TN — oo, (B-6)

14 g

Se evalua el tensor de curvatura considerando términos hasta segundo orden en la métrica
y sus derivadas; las derivadas de las conexiones aplican para los términos de segundo orden,



110 B Expansion de segundo orden para el tensor de curvatura y el tensor de Einstein

en tanto que los términos cuadraticos en estas son de orden 1.

Los primeros dos términos de (B-5) se escriben como

0,19 — 9, = % [h“ 20,0ho)y — 0uOrhyuo| + Ouh* [20(hoyy — 8Ah,w}]
1 oA
5 28 8(# VX &,@hw} + 0,h [28(“}1”))\ — 8)\}7,“,,}
L,
== 5h {a Ouhor + 0yOshir, — 0y0rhyo — 05Oy — 050, hr, + &4%@,,}
1
-5 {a ho(0hor + Oohay — Onlpo) — Oeh™ (Duhun + Oyhir, — aA)] .

En cuanto a los términos cuadraticos en las conexiones, se tiene que

o o 1 oa
Fﬁ(al)rpz(/l) Fp( )F ( ) _ZT/p/\ [auha)\ + 8Jh)\u - 8>\hua] n [8phu)\ + auh)\p - a)\hpu}

1
— anﬁ [0uhus + Ouhgy — Oahyu |17 [Ophan + Ophoyp — Onhys ]

Combinando estos resultados en (B-5), se obtiene

R :%hg,, {auaghpy + 0,00 Ppo — 0Oy hpo — apa(,hu,,}
+ %a,hm {auhpy + By — aph,“,} - %&,hp" {@hm + Ophyy — Dy
4 i [@th + 0,0 — GPhW] {8,,%@‘; +0,h — aohw}
_ 411 [ayhﬁ +Ouhe — aphw} laphg +0,h7 — (9"hp01 |

Obsérvese que en el ultimo corchete, el primer término corresponde a la derivada de la traza
de h&ly), puesto que hY = h. Para los otros dos términos, se observa que

O hpy = 0 (Noah) = Noad”hS = uh2,

por lo que tales términos se anulan. Por la regla de subir y bajar indices actuando sobre el

indice p,
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Oy hl + 8,,hy, — 3”%1 0,h =n3,0°h [&,hﬁ + 0,h0 — 8”%1
=0"h {8,, (n8phys) + Ou(ngpht)) — nﬁpaph/u/}
=0°h [8,,%# + 8uh5y — 85hw,] .

Este ltimo resultado puede combinarse con el segundo corchete de (B-6), siendo 5 y p
indices contraidos en suma,

1 1
éﬁghp“ [@th,, + 0,h,, — 8ph,w] — Zﬁﬁh [8,,/15“ + 0, hg, — (%hw]

1 1
=3 (aghpff - Qaph) {auhpy + Oyl — aphu,,} .

Combinando estas expresiones, se obtiene el tensor de curvatura

1 1
R® = 5haﬁ (0,08Nhwe + 0u0shu0 — 0,0, has — Oulshy) + Zauhaﬁayhaﬁ

iz

5o HE (O — Do) + 5 (20517 — 0°R) (Db — Dby — ab). (BT)

Puesto que la métrica satisface el gauge de Lorenz (2-27) y el gauge TT (2-40), el dltimo
término de (B-7) desparece.

Para la descripcion de la potencia radiada, es de mayor interés el calculo del valor medio
de (B-7) que caracteriza la potencia radiada por la onda gravitacional, de manera que (B-7)
es promediado en la regién del espacio-tiempo con escala de variacién (5-28) mediante la
aplicacién del operador lineal (-) sobre (B-7)

1 1
(ROTTy — <§h"‘5 (0,05hve + 0y08h 0 — 0,0, has — Oalshy) + Za“haﬁayhaﬁ

uv

1
+§8ah/; (Ophioy — a(,h,m)>, (B-8)

donde es aplicable la propiedad (ad,(b)) = —(b0,(a)) en los elementos del primer y tercer
términos. Puesto que las derivadas parciales conmutan en el background de Minkowski, la
propiedad anterior puede aplicarse a conveniencia sobre cada término de (B-8), y posterior-
mente aplicar el gauge de Lorentz (2-27) para obtener
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1
(RETT) = 3( 50, ~ 2(Thy 02 ), (B9)

en donde hqpg = hz;g en virtud del gauge (2-40). Nétese que en el vacio, el segundo término
se anula en virtud de la ecuacién (2-34).

De aqui es deducible el escalar de curvatura, expandido a primer orden en h:

R® = (pRA™) + O(h?), (B-10)

uv

el cual, por integracién por partes usando el operador (-), se anula en virtud de (2-34). En
consecuencia, el valor medio del tensor de Einstein de segundo orden es quivalente al valor
medio del tensor de curvatura expandido también a segundo orden:

<G(2)> — <R(2)TT> _ %l<auhaﬁayhaﬁ>’ (B—ll)

que corresponde al término relativista para la potencia radiada en (5-32).



C. Problema de Kepler: nociones
generales

El problema de Kepler newtoniano tipico para un sistema de dos particuals puntuales esta
representado por el lagrangiano de la forma (6-30), donde el potencial U(r, ¥, ) corresponde
al potencial gravitacional newtoniano. Sin embargo, el lagrangiano (6-30) permite ademads
ver que el problema original de dos cuerpos representado por este se descompone en el
lagrangiano del centro de masa del sistema y el lagrangiano tipico de una particula de prueba
de masa p (siendo esta tltima la masa reducida del sistema) en movimiento influenciado por
el potencial U

1 : 1
L= 51\4|]':{‘|2 + §/L|I'|2 - U(I’, I, t)7 (C_]')

de tal manera que el lagrangiano de la particula de prueba estudia el problema del movimiento
de esta en el potencial U, con posicién r (siendo este el vector relativo r del problema del
sistema binario original) relativa al centro de fuerzas o cuerpo central al que se asocia el
potencial. En el caso del problema de dos cuerpos newtoniano, dicho potencial es de la
forma

U(r) = ———, (C-2)
donde M = m; + my es la masa total del sistema original y r = |r|.

Puesto que este vector de posicion esta definido en el plano de movimiento del sistema, puede
trabajarse en el espacio de configuracién con coordenadas generalizadas (r, ¢), tomando como
origen de coordenadas el centro de fuerzas de masa M. En este conteto, el lagrangiano de la
particula de prueba sera

1 : M
LT = §(T2 + T2¢2) + GT? (0_3)

del cual se derivan las ecuaciones de Euler-Lagrange para estas coordenadas:

GM
r2

P —re? = —
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d .
%(ur%) =0. (C-5)
En (C-5) aparece la definicién del momento angular orbital [ = /LTQQZS, la cual es una cantidad
conservada del sistema.

Ademas, dado que L, no depende explicitamente del tiempo y la energia cinética es cuadrati-
ca con las velocidades, la energia total del sistema es también una cantidad conservada de
este

E = %(7'"2 + r2q52) - GTM = cte, (C-6)

de tal manera que se tienen tantas cantidades conservadas del sistema como grados de
libertad, lo cual permite efectuar una reduccién a cuadraturas del problema, que conducen
a las soluciones r(t) y ¢(t) a partir del potencial gravitacional

m 2ur?

¢—¢o=/t0tu+2(t)dt tto/T:[ (E_ Pdr U(T))}W, (1)

con U(r) el potencial newtoniano (6-2).

La trayectoria de la particula en este potencial puede construirse a partir de las cuadraturas
(C-7), eliminando el parametro del tiempo en las dos cuadraturas para construir la ecuacién
de la trayectoria dada por r(¢). Alternativamente, puede partirse de las ecuaciones de movi-
miento (C-4) y (C-5) para construir las ecuacién diferencial de la érbita, cuya solucién serd
la trayectoria r(¢).

Sea u = 1/r, donde r(¢), tal que

dr d¢dr [ drdu [ d

dtdtde  prPdudd  pde’

Cr_dfdry lLdf 1d)_Pudu
a2 dt\dt) jr2e¢ wdo ) p? de?

Reemplazando estas derivadas en (C-4), junto con el momento angular [, se obtiene que

Pu?d?>u 1Pu?
p* de? oy

= —GMu?,
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esto es,

dp? L

(C-8)

Esta es la ecuacién diferencial de la érbita kepleriana, cuya solucién general se escribe en la
forma

u(@) = Ceos(d— ) + gt (C9)

o de forma equivalente para r,

_ P
ri¢) = 1+ ecos(¢p — ¢o)’ (C-10)

con p = [>/Gm, llamado el semilatus rectum y e = % la excentricidad de la érbita. Toda
trayectoria de la forma (C-10) es una conica en el plano de movimiento, de excentricidad e
y semieje mayor orbital a.

En rigor, la forma de la trayectoria estd deterinada por la energia total E. La expresién
(C-6) se puede reescribir de tal manera que depende explicitamente de r y sus derivadas,
eliminando a ¢ en términos del momento angular

1 12 GM
E = —ur? — -11
o + 212 r (C-11)
donde se define el potencial efectivo U.sf(r) como
Uess(r) = F_GM (C-12)
S\ = 2ur? ro )

Dependiendo de los valores de E (o signos de FE), este potencial efectivo define la forma
de la trayectoria en el potencial newtoniano (Fig. C-1). Las rectas horizontales que definen
diferentes valores para la energfa total dan lugar a aquellos puntos donde £ = Uy, i.e., la
energia cinética radial es cero. Se dice que los puntos de la trayectoria donde sucede esto son
los puntos de retorno de la érbita.

Para energias totales tales que £ > 0, se tiene un punto de retorno, dando lugar a una érbita
no acotada y abierta (caso de las érbitas parabdlicas e hiperbdlicas. Para F < 0, se tienen
dos puntos de retorno en la trayectoria, caso de las 6rbitas acotadas, que en el caso kepleriano
corresponden a elipses y circunferencias. El minimo global presente en ry corresponde a la



116 C Problema de Kepler: nociones generales

6rbita de minima energia, caso de la dérbita circular (en esta trayectoria, todos sus puntos

son puntos de retorno, implicando que r = ry = cte en dicha 6rbita ).

Ueff [T‘]

Figura C-1.: Potencial efectivo newtoniano.

Considerando el potencial efectivo FOG discutido en la secciéon (6-3-2), el contraste entre
ambos graficos ilustra el efecto perturbativo del potencial de Yukawa en (6-30). Vemos que
al construir las ecuaciones de campo gravitacional en el limite newtoniano, se obtiene el
término de Yukawa perturbativo del potencial cuyos efectos a la escala del sistema binario
se manifiestan en las restricciones existentes en el parametro L.
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