












 

 

10 Momento torsor 

En este capítulo, a menos que en algún apartado, pregunta, proposición o ejercicio se diga lo contrario, 

se supone que: 

a) Las barras y ejes carecen de peso, son rectos y con secciones uniformes, de materiales homogéneos, 

isotrópicos, lineales y elásticos y tienen módulos E, µ, G y α, con τW, τY y τU como tensiones cortantes 

admisible, de fluencia y última. 

b) Las barras y ejes están bajo la acción única de momentos torsores uniformes los cuales se aplican 

lentamente hasta alcanzar su valor final. 

c) Las barras y ejes experimentan deformaciones pequeñas y las condiciones a las que se ven sometidos 

son tales que sus giros, bajo la acción de los momentos torsores externos, no afectan la acción de estos 

mismos, se desprecian al calcular las tensiones y, por ello, los efectos del pandeo local, que puede ocurrir 

cuando el espesor de las barras o los ejes es muy pequeño, no se toman en cuenta. 

d) El lector crea mentalmente, de ser necesario, una figura o gráfica que ayuda a desarrollar la solución. 

e) Las unidades y dimensiones de las cantidades se expresan en el SI; por ello, las longitudes se miden 

en [m], las áreas en [m2], las tensiones se miden en [MPa], etc., y las unidades solo se anotan en los 

resultados finales y no en los pasos intermedios. 

f) Las deformaciones se miden en millonésimas o, lo que es igual, en micrómetros por metro las lineales 

y en microrradianes las angulares lo cual se simboliza al agregar la letra griega µ al número que las 

representa. 

g) Los cuerpos informados como rígidos, así como techos, pisos y paredes se consideran indeformables. 

f) Las tensiones y las deformaciones que son de pequeños segmentos de recta aparecen en planos que 

pasan, de unas y otros, por un mismo punto de una barra. 

g) En un punto las deformaciones medias se suponen iguales, por pequeñas, a las deformaciones res-

pectivas. 
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h) Cuando ello sea aplicable y para no repetir la información en cada proposición o ejercicio las seccio-

nes que se mencionen son rectas, los radios de barras o ejes circulares, las áreas, los momentos polares 

de inercia, longitudes y espesores de las secciones rectas y el momento torsor interno respectivamente 

son R, A, I0, l, t y T. 

10.1 Definiciones, consideraciones generales y fórmulas 

1. El momento torsor. Ocurre especialmente en ejes o árboles de máquinas diseñados para transmitir 

potencia; su efecto es desarrollar tensiones cortantes en la sección recta de la barra o eje, deformaciones 

angulares y el giro entre dos de ellas. Según la convención de signos adoptada en el capítulo 5 el momento 

torsor positivo produce el giro del elemento, para quien lo mira de frente, en el sentido contrario al 

movimiento de las agujas del reloj y uno negativo en el mismo sentido del movimiento de estas. En el 

diagrama de cuerpo libre de una barra o eje cualquiera se considera que los momentos torsores reactivos 

son convencionalmente positivos y, al realizar los cálculos, el signo encontrado confirma o refuta el 

supuesto.(1), (6), (9), (16) 

2. Dificultades para el desarrollo de la teoría. La solución del problema de una barra circular sometida 

a torsión la encontró Coulomb, en 1784, al suponer que las secciones rectas se mantenían planas y la 

aplicó a una balanza de torsión para verificar el exponente de la ley que permite calcular la fuerza entre 

cargas eléctricas puntuales. Sin embargo, esa hipótesis es falsa para barras no circulares y hubo que 

esperar el desarrollo de la Teoría de la Elasticidad, especialmente al aporte de Saint-Venant, para que 

se obtuviese la solución general. Aunque el nivel de este libro no puede ocuparse de esta, sí se presentan 

expresiones para barras macizas de algunas secciones rectas no circulares y para elementos delgados 

abiertos o cerrados. 

Las barras o ejes circulares son los que mejor soportan el momento torsor. En proposiciones y ejercicios 

posteriores se compararán secciones transversales circulares, elípticas y cuadradas, de iguales áreas, y se 

concluirá que la más resistente y la más rígida es la circular, la cual además es fácil de fabricar; también 

se comprueba que el tubo circular es preferible al macizo pues a iguales rigideces y resistencias tiene 

menor área, lo que trae economía en el material. Sin embargo, conviene advertir que cuando la pared 

del tubo es muy delgada, el momento torsor puede producir allí pandeos locales e inestabilidades que 

lleven a su colapso; es lo que ocurre, por ejemplo, en una lata de gaseosa torsionada.(1), (6), (11), (16), (25) 
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3. Teoría ideal del momento torsor. La teoría con la cual se deducen las ecuaciones relevantes para 

barras o ejes es ideal y se basa en un modelo fundado en las siguientes suposiciones. 

a) La barra o el eje son cuerpos esqueletales y sus geometrías las de cilindros circulares; ello implica ser 

infinitos, rectos y de secciones rectas uniformes. 

b) En cada sección recta la única solicitación es el momento torsor y éste es uniforme. 

c) Los momentos torsores externos, la robustez y los materiales de los elementos son tales que los giros 

que éstos experimentan bajo la acción de aquéllos no afectan la acción de esos momentos y se desprecian 

al calcular las tensiones; por ello no se toman en cuenta efectos de segundo orden, como los que ocurren en 

el pandeo local o los ocasionados, debido al giro, por el cambio en la distancia entre dos secciones rectas. 

d) El material es lineal, homogéneo, isotrópico, elástico y satisface la ley de Hooke 

e) El elemento está libre de tensiones residuales que proviniesen de su fabricación.(6), (9), (11), (16), (18) 

4. Relaciones ideales. Al soportar la barra o el eje un momento torsor interno y uniforme T y debido a 

la simetría rotacional, consecuencia de las hipótesis previas, las secciones rectas giran alrededor de su 

centro, todo segmento de recta radial se mantiene recto, el ángulo entre dos radios no cambia y la sección 

recta rota como un sólido alrededor del centro (figura 10.1). 

 

Figura 10.1 Giro de una sección recta. En a) se ve un segmento cilíndrico de longitud l sometido a un momento torsor 
interno uniforme; en b) y c) la forma curva que podría adoptar un radio de la sección debido al giro, vista desde la parte 
derecha o la izquierda del segmento de eje y d) la forma recta del radio que es la única compatible con esas dos imágenes; 
e) y f) muestran el ángulo entre dos radios antes del giro y en el que convertirse después del mismo, y g) la única posibilidad 
para ese ángulo compatible con la simetría rotacional. De todo ello se sigue que las secciones rotan como un sólido con 
respecto al centro. 
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Además, por la simetría especular y la continuidad de la barra o el eje, las secciones planas se mantienen 

planas y paralelas entre sí (figura 10.2) y todas las fibras longitudinales giran de igual manera para con-

vertirse en hélices circulares de pasos uniformes (figura 10.3). 

 

 

Figura 10.2 Secciones planas se mantienen. En a) se ve un segmento del cilindro que soporta un momento torsor interno 
uniforme y se señala, punteada, una sección recta en la que hay simetría especular; b) y c) respectivamente ilustran las 
eventuales superficies de revolución que adoptaría una sección recta después de girar para satisfacer la simetría especular y 
la continuidad; en d) se muestra que la única forma de cumplir las dos condiciones previas es que la sección siga plana. 

 

Figura 10.3 Giro de un segmento infinitesimal de cilindro. En a) se muestra el segmento de cilindro de longitud dx y radio R 
sometido al momento torsor y se señala un núcleo de radio r; b) ilustra el giro dθ de la sección 2 con respecto a la 1, en el 
núcleo definido, por lo cual el segmento de recta AB se convierte en el de hélice AB’ y su dirección forma con la del AB el 
ángulo γ. 

En cada sección recta la deformación angular γ y la tensión cortante τ son directamente proporcionales 

a la distancia al centro de la sección (figura 10.4) y la dirección de la tensión es perpendicular al radio: 

dx
d

r
θγ =

′
≈

AB
BB

 (10.1) 

dx
d

GrG
θγτ ==  (10.2) 

Si el momento polar de la sección recta con respecto al centro es I0 y la longitud de un segmento de la 

barra o eje sometido al momento torsor T es l, la tensión cortante desarrollada en cualquier punto de la 
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sección (figura 10.4) y el ángulo, que giran entre sí, las secciones rectas de los extremos del segmento 

son: 

0I
Tr

=τ  (10.3) 

0GI
Tl

=θ  (10.4) 

y se llama rigidez torsional a GI0. Nótese que la tensión cortante máxima ocurre en el borde del cilindro: 

0I
TR

máx =τ  (10.5) 

y que las que actúan en el plano de la sección van acompañadas, debido a la reciprocidad, por tensiones 

cortantes longitudinales como ilustra la figura 10.4b, lo que origina un estado de cizalladura pura. 

 

Figura 10.4 Distribución de la tensión cortante. El momento torsor interno T que soporta la sección origina tensiones 
cortantes en esta, que crecen linealmente con la distancia al centro y son perpendiculares a las líneas radiales como se ve 
en a); por  la reciprocidad de las tensiones cortantes se desarrollan tensiones longitudinales como ilustra b); c) muestra la 
fuerza cortante infinitesimal que se desarrolla en un dA y cuyo momento con respecto al centro sumado con el que las demás 
producen es igual a T; en d) se observa el estado de cizalladura pura que produce el momento torsor en la superficie de un 
núcleo, de radio r, del cilindro original. 

Cuando la tensión cortante máxima alcanza la admisible en el material, se denomina módulo elástico de 

la sección en torsión ZT a la razón T /τW; razón que sólo depende de la geometría de la sección recta y 

permite concluir, que entre varias disponibles de un mismo material, la más resistente a la torsión es la 

que tenga un mayor valor de esa razón. En los ejes circulares, sólidos o huecos, es:(1), (6), (9), (11), (16), (19) 
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5. Relaciones aproximadas en barras y ejes reales. Las ecuaciones previas son exactas si se cumplen 

todas las hipótesis expuestas; en caso contrario se usan, con limitaciones, como aproximaciones razonables. 

En los extremos de elementos finitos o en puntos intermedios, por ejemplo, pueden estar aplicados los 

momentos torsores externos y ya no es cierto que con respecto a cualquier sección recta el elemento 

tenga simetría especular; por ello, esas secciones ya no son planas en toda la longitud del mismo. Sin 

embargo, al apelar al principio de Saint-Venant presentado en el apartado 5.1-4, ellas siguen planas 

lejos de los extremos del eje o de los puntos donde obran los momentos y aplicables, entonces, las ecua-

ciones. Cerca de esos puntos expresiones más correctas pueden obtenerse por medio de la Teoría de la 

Elasticidad, con métodos numéricos o mediciones experimentales; sin embargo, para el análisis y el 

diseño de barras o ejes sometidos a torsión las fórmulas ideales se usan a todo lo largo de ellos, como 

aproximaciones y a sabiendas de que se comete un error e incrementando, entonces, el factor de segu-

ridad.  

Un razonamiento similar es válido para un tubo circular en tanto su pared no sea tan delgada que 

aparezca un fenómeno nuevo, el pandeo local, que produzca su inestabilidad y colapso, por el cual las 

ecuaciones pierden validez. 

Cuando el momento torsor T varía a lo largo del elemento las ecuaciones previas pueden aplicarse, 

como aproximación razonable, a un segmento infinitesimal del mismo de longitud dx y luego, para hallar 

el giro total, se suma sobre la longitud de interés. Así, (10.4) se convierte en: 

⌡
⌠=

l

GI
Tdx

0 0

θ  (10.8) 

Si la sección recta varía monótonamente y de manera suavemente ahusada, el momento de inercia varía 

con x (figura 10.5a) y (10.3) y (10.8) pueden seguirse usando como aproximaciones razonables y a con-

ciencia del nuevo error que se comete, el cual se toma en cuenta en el factor de seguridad. Este error es 

despreciable en tanto el ángulo del ahusamiento sea menor de 10°. Cuando la sección del elemento 

varía bruscamente (figura 10.5b) las ecuaciones son aplicables, según el principio de Saint-Venant, lejos 

del punto del cambio pero no en su entorno; allí hay concentración de tensiones, que se calculan por 
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métodos que superan las posibilidades de este libro para explicarlas, aunque algunos resultados se mues-

tran más adelante, y el ángulo entrante debe suavizarse por medio de un filete. Si (10.3) se usa en la 

cercanía de los cambios bruscos de sección se comete un error importante y por ello hay que tomarlo 

muy en cuenta e incrementar el factor de seguridad; sin embargo, esos cambios afectan poco el ángulo 

girado y (10.4) sigue siendo razonablemente válida. 

Si el material no satisface la ley de Hooke o se tensiona más allá del límite proporcional, las ecua-

ciones anteriores no pueden usarse, aunque sea cierto que las secciones planas siguen siendo planas 

lejos de los sitios de perturbación. Más adelante se tratará el caso de los materiales elastoplásticos 

ideales.(1), (6), (9), (11), (16), (18) 

 

Figura 10.5 Elementos de secciones variables. La figura a) muestra un elemento cuya sección recta varía suave y monótona-
mente con la longitud. En b) se observan dos segmentos coaxiales y de secciones rectas uniformes y distintas que se unen 
entre sí, lo que da lugar a un cambio brusco de sección y a que se desarrollen en la unión tensiones significativamente 
mayores que las informadas por (10.3;) en este caso los ángulos entrantes deben suavizarse con filetes. 

6. Ejes circulares rotantes. El eje de una máquina suele ser circular, sólido o hueco; cuando rota con 

velocidad angular y frecuencia constantes w y f, para transmitir la potencia P queda sometido a un mo-

mento torsor T y se cumplen:(1), (6), (9), (16) 

ωT=P  (10.9) 

fπω 2=  (10.10) 

7. Tensiones debidas al momento torsor. En la superficie lateral de un núcleo de radio r de una barra 

o eje circular de radio R y sometido a momento torsor, este produce un estado de tensiones de cizalladura 

pura (figura 10.4d), cuya única componente es τ y al girar un ángulo θ  (figura 10.6 y nótese la orientación 

de los ejes) aparecen tensiones normales y cortantes que se deducen de (10.3), (5.19) y (5.21):(1), (6), (16) 

θσθ sen2
0I

Tr
=  y θτθ cos2

0I
Tr

=  (10.11) 
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Figura 10.6 Tensiones en una barra o eje torsionado. En el cilindro sometido a momento torsor se producen tensiones 
normales y cortantes, como se observa en b), en secciones oblicuas cuya normal forma un ángulo θ con el eje X, el cual es el 
eje del cilindro; obsérvese que el eje Y se orientó en el sentido de τ. 

8. Trabajo y energía de deformación. Según se estableció en el apartado 7.1-5, en una barra o eje de 

longitud l sometido a un momento torsor T’ que aumenta lentamente desde 0 hasta T y produce entre 

las secciones extremas de aquél el giro θ, el momento efectúa sobre el elemento el trabajo WT, el cual se 

convierte en virtud del principio de conservación de la energía en energía potencial de la torsión UT, que se 

acumula en el elemento y se recupera al cesar la carga si para los valores que toma T’ el material del eje 

se mantiene elástico; se calculan, cuando el material es lineal, con: 

l
GI

GI
lTT

dTUW TT 222

2
0

0

2

0

θθθ
θ

===′′== ∫  (10.12) 

Cuando varían en el elemento de manera suave el momento torsor interno y la sección recta, la ecuación 

previa se aplica como aproximación razonable a un segmento infinitesimal del mismo de longitud dx y 

luego se suma sobre toda la longitud: 

⌡
⌠=

l

T GI
dxT

U
0 0

2

2
 (10.13) 

Las aplicaciones del concepto de energía potencial se informaron en el apartado 9.1-10. Recuérdese 

que si en un eje obran varios momentos torsores externos no puede calcularse la energía potencial al-

macenada por el mismo al sumar las energías que cada momento produce por separado, ya que la 

relación entre la energía y el momento torsor es de segundo grado.(1), (6), (9), (11), (16) 

9. Elementos hiperestáticos. Son aquellos en los que los momentos torsores reactivos o los internos no 

pueden hallarse solo con las ecuaciones de la Estática, como ocurre cuando el elemento torsionado se 

empotra a paredes rígidas, por lo que es necesario complementar esas ecuaciones con las que aporta la 
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Mecánica de Materiales. Pueden estudiarse, por ejemplo, por medio de los giros producidos y la compa-

tibilidad de los mismos o apelar al teorema de Castigliano. 

Para usar el teorema de Castigliano, en este caso, se retira virtualmente uno de los empotramientos y 

se pone a obrar el momento torsor reactivo TR al que da lugar, considerado como incógnita, se calcula 

la energía potencial de la barra o eje debida a todos los momentos torsores activos, incluidos entre 

ellos el redundante y se deriva con respecto a éste. El resultado de la derivación es igual al giro del 

extremo del elemento que el empotramiento impide el cual, por ser rígido, es 0; resulta así una ecua-

ción adicional:(1), (6), (9), (11), (16), (22) 

0=
∂
∂

R

T

T
U  (10.14) 

10. Concentración de tensiones. Conviene repasar la información consignada en el apartado 9.1-19 ya 

que la mayor parte de las ideas allí presentadas son aplicables a los ejes circulares sometidos a momento 

torsor, cuando en estos hay un cambio brusco de la sección recta. Por ejemplo, si el eje pasa de un 

diámetro mayor D a uno menor d y el escalón se suaviza por medio de un filete de radio r (figura 10.7), 

la tensión real máxima allí se consigue al multiplicar la tensión nominal máxima, calculada en la sección 

menor con (10.5), por el factor de concentración de tensiones KT: 

3nommáx

16
d
T

KK TT π
ττ ==  (10.15) 

El factor KT se calcula por medio del nomograma de la figura 10.7 –el cual, es necesario informarlo, es 

un esquema adaptado y tomado de las referencias, no pretende ser exacto y se usa más adelante para 

resolver algunas proposiciones y ejercicios–, en tanto la tensión máxima que se presente no exceda el 

límite proporcional del material, ya que los valores de la gráfica se obtienen con el supuesto de que el 

material es lineal.  

La concentración de tensiones tiene una consecuencia muy importante cuando los materiales son frági-

les o hay cargas repetidas que producen fatiga. Se disminuye el efecto de los cambios súbitos en la sección 

recta de la barra o eje torsionado al diseñar para esos lugares el filete de mayor radio que sea posible; 

en efecto, obsérvese en la gráfica que KT disminuye al aumentar el radio del filete y también cuando 

decrece la razón entre los diámetros de los elementos que se unen.(1), (6), (9), (12), (24), (27) 



Mecánica de Materiales / 10 Momento torsor 

746 

 

 

Figura 10.7 Concentración de tensiones. La figura a) muestra la unión de dos cilindros coaxiales sometidos a torsión, de 
diámetros diferentes y donde el escalón se suaviza con un filete de radio r; b) presenta la gráfica que permite hallar en la 
unión de los cilindros el factor de concentración de tensiones KT. 

11. Uniones. Para unir barras o ejes torsionados entre sí o estos a sus sistemas de soporte suelen usarse 

rebordes o discos, que hacen parte de un extremo del elemento que se une y se denominan bridas; para 

transmitir el momento torsor T ellas se aseguran con pasadores que desarrollan tensiones cortantes en 

su sección recta y de contacto con las bridas en los agujeros. Si hay N1 pasadores de radio rp cuyos centros 

se ubican con respecto al de la brida a la distancia R1b, en cada uno se desarrolla una fuerza cortante V1p 

y una tensión cortante que se supone uniformemente repartida τ1p (figuras 10.8a y 10.8b): 

b

p RN
T

V
11

1 =  y 
bp

p RNr
T

11
21 π

τ =   (10.16) 

Si al conjunto de N1 pasadores cuyo centro está a la distancia R1b del centro de la brida se agrega otro 

de N2 y R2b (figura 10.8c), de iguales radio y material, las fuerzas y las tensiones cortantes que se desa-

rrollan en cada uno son:(1), (6), (16), (19) 

2
22

2
11

1
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b
p RNRN
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τ  (10.17) 
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Figura 10.8 Bridas. Dos elementos torsionados se unen entre sí por medio de bridas aseguradas con pasadores como se ve 
en a); los pasadores pueden distribuirse uniformemente en una o dos series como ilustran b) y c). Obsérvese que por el 
momento torsor cada pasador desarrolla una tensión y una fuerza cortantes. 

12. Barras macizas no circulares. Los argumentos de simetría rotacional invocados para concluir que 

las secciones rectas de barras torsionadas siguen siendo planas son incorrectos en barras no circulares. 

Esas secciones sometidas al momento torsor alabean su superficie y giran con respecto a su centro de 

torsión, el cual coincide con el centroide cuando la sección recta tiene dos ejes de simetría. Las líneas 

radiales que pasan por este centro no permanecen rectas; la distribución de tensiones no es necesaria-

mente lineal, su máximo se encuentra en el punto del borde de la sección más cercano al centro de 

torsión y la dirección de la tensión cortante tampoco es obligatoriamente perpendicular a las líneas que 

pasan por ese centro. Entre dos secciones rectas de la barra separadas la distancia l, el ángulo girado y 

la energía acumulada, cuando no se restringe el alabeo, son: 

KG
Tl

=θ  (10.19) 

l
KG

KG
lT

UT 22

22 θ
==  (10.20) 

Donde K es una constante que depende de la forma y dimensiones de la sección recta; en la circular es 

el momento polar de inercia, pero en otras K es menor que ese momento y puede llegar a ser una 

pequeña fracción del mismo. La tensión cortante máxima también depende del momento torsor y de la 

forma y dimensiones de la sección recta. Si varían a lo largo de la barra y de manera suave el momento 

torsor interno y la sección recta, las ecuaciones respectivas aproximadamente son: 
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Tdx
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⌠=
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dxT
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0

2

2
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Téngase presente que las expresiones previas no son exactas, pues provienen de aproximaciones razo-

nables y ello debe tomarse en cuenta en el factor de seguridad.(1), (5), (11), (16), (27) 

13. Barras rectangulares. En barras rectangulares torsionadas cuyo lado largo es a y el corto b (fi-

gura 10.9a), la tensión cortante es 0 en las esquinas, máxima en el centro de cada borde y entre éstas la 

mayor se encuentra en el lado más largo; esta tensión y el ángulo girado en un segmento de barra de 

longitud l se calculan, en tanto la tensión máxima producida no supere el límite proporcional del material, 

por medio de las fórmulas aproximadas:(27) 
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Tomadas de (27) Young & Budynas, Roark’s Formulas for Stress and Strain.  

Si aumenta la razón a/b y la sección rectangular se hace más delgada, las expresiones previas 

tienden a:(1), (5), (11), (16), (27) 

10  si  ,
3

2máx ≥≈
b
a

ab
Tτ  (10.25) 

10  si  ,
3

3
≥≈

b
a

Gab
Tlθ  (10.26) 

14. Otros ejes macizos. La teoría de la elasticidad permite deducir el valor de la tensión cortante máxima 

y el ángulo girado en un segmento de barra de longitud l, en secciones macizas diversas sometidas a 

momento torsor. En la elipse de semiejes a, el mayor, y b, la tensión cortante máxima ocurre en los 

extremos del eje menor (figura 10.9b): 

2máx

2
πab

T
=τ y 

( )
Gba
Tlba

33

22

π
θ

+
=  (10.27) 
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en el triángulo equilátero de lado b la tensión cortante máxima se encuentra en los puntos medios de 

los lados (figura 10.9c): 

3máx

20
b

T
=τ  y 

3
80
4Gb

Tl
=θ  (10.28) 

en el hexágono regular de lado b la tensión cortante máxima se ubica en los puntos medios de los lados 

(figura 10.9b): 

3máx

097,1
b

T
=τ  y 

Gb
Tl

4

978,0
=θ  (10.29) 

En la figura 10.9 se resalta con un punto negro para los casos previos el lugar de la sección donde la 

tensión cortante es máxima.(9), (16), (22), (23), (27) 

 

Figura 10.9 Secciones no circulares. En la figura se observan secciones rectas de barras sometidas a torsión en las cuales la 
tensión cortante máxima desarrollada aparece en los puntos resaltados en negro; a) muestra un rectángulo, b) una elipse, 
c) un triángulo equilátero y d) un hexágono regular. 

15. Flujo de cizalladura en secciones tubulares delgadas. En estructuras o máquinas de armazón li-

viana como perfiles de vigas metálicas, aviones o naves espaciales, se usan tubos de pared delgada y de 

sección recta no necesariamente circular para soportar la torsión; en este caso se define que la pared de 

una sección recta es delgada cuando la mayor de las dimensiones transversales es por lo menos 20 veces 

el espesor t de la pared. En ese espesor (figura 10.10) el momento torsor desarrolla tensiones que varían 

en el mismo y dan lugar a una fuerza cortante por unidad de longitud de pared llamada flujo de cizalla-

dura q: 

m

t

ttdt
ds
dV

q τττ ≈=== ∫ prom0
 (10.30) 

donde τm es la tensión cortante en la línea media del espesor y es aproximadamente igual, debido a lo 

delgado de la pared, al valor promedio de esa tensión en el espesor.(1), (6), (9), (11), (14), (16) 
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Figura 10.10 Flujo de cizalladura. En la pared de una sección tubular delgada el momento torsor da lugar a una tensión 
cortante que varía en ese espesor y a un flujo de cizalladura q como se observa en a); b) muestra que ese flujo es aproxima-
damente igual a tτm, donde τm es la tensión en la línea media del espesor. 

16. Tensión, giro y energía en secciones tubulares delgadas. Aunque en las barras macizas no circula-

res obtener la tensión máxima y el giro producido por el momento torsor requieren usar la Teoría de 

la Elasticidad, en los tubos de pared delgada la deducción que desarrolló el ingeniero alemán Rudolph 

Bredt es simple y el resultado da una razonable aproximación. Para el efecto se considera un tubo de 

pared delgada (figura 10.11a) pero no tanto como para dar lugar al pandeo local, espesor variable, sin 

ángulos entrantes ni cambios bruscos en el espesor que originen tensiones concentradas, de material 

lineal, homogéneo, isotrópico y elástico y sometido a un momento torsor. También se supone que el 

tubo está sujeto de modo que no se impida el alabeo para evitar que surjan tensiones normales a la 

sección, aunque estas perturbaciones desaparecen lejos de esas sujeciones según el principio de Saint-

Venant; por ello, la aproximación de pared delgada es inexacta en ejes cortos, no circulares y con res-

tricciones en los extremos, aunque el efecto es menor a medida que la sección recta se asemeja a una 

circular de espesor uniforme. 

En la sección recta de un segmento del tubo de longitud l el flujo de cizalladura es uniforme (fi-

gura 10.11b); ese flujo, la tensión cortante a lo largo de la línea media, el ángulo girado entre los extre-

mos del tubo y la energía potencial acumulada en el mismo son: 

A
T

tq m 2
== τ  (10.31) 

tA
T

m 2
=τ  (10.32) 

GI
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U
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donde A  es el área encerrada por la línea media del espesor de la sección e Ie el momento polar de 

inercia equivalente de la misma:(1), (6), (9), (11), (16) 

⌡
⌠

=

c

e

t
ds
A

I
24

  (10.35) 

 

Figura 10.11 Tubos delgados. En a) se representa un segmento de tubo de pared delgada y grueso variable sometido a 
momento torsor y, por medio de una línea de puntos, se resalta la línea media del espesor; b) presenta un diagrama de 
cuerpo libre de una porción del segmento que se obtuvo mediante sendos cortes longitudinales a la altura de los puntos 
arbitrarios 1 y 2 de la sección; en los cortes, debido a la reciprocidad de las tensionen cortantes, aparecen flujos de cizalla-
dura longitudinales q1 y q2, que son iguales entre sí para mantener el equilibrio en esa dirección. En c) se muestra la sección 
recta del tubo y se destaca un elemento de la pared en el que se desarrolla la fuerza cortante dV que con respecto al centro 
de torsión de la sección produce un momento torsor diferencial y en d) se destaca con el sombreado el área A  encerrada 

por la línea media del espesor. 

17. Secciones multicelulares de pared delgada. Las expresiones previas pueden adaptarse para su uso 

en tubos cuyas secciones rectas tienen varias celdas de pared delgada (figura 10.12) como las que forman 

el ala de un avión. Supóngase que la sección recta está formada por N celdas y soporta un momento 

torsor T; en tal caso, la celda i con i = 1, 2,... N, y cuya línea media encierra el área ,iA  soporta el 

momento Ti:  

iii AqT 2=  (10.36) 

este momento produce a lo largo del perímetro ci de esa celda el flujo de cizalladura uniforme qi y la 

hace rotar, si esa celda estuviese aislada, el ángulo θ i:  

⌡
⌠=⌡

⌠==
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i
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i

ei

i
i t

dsq
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Como la celda está unida con tímpanos a las celdas vecinas (figura 10.12b), el ángulo se halla con:
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⌠=
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i t
qds

GA
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θ  (10.37)

 

Donde al desarrollar la integral se toma en cuenta que t y q pueden variar a lo largo de la curva; por 

ello, en los tímpanos que unen la celda i a las vecinas (figura 10.12b) se resta al flujo de cizalladura 

propio qi el que corresponde a la celda contigua. Para deducir los N flujos individuales de cizalladura qi 

se recuerda que el tubo soporta el momento torsor T y que todas las celdas rotan igual ángulo: 

∑∑
=

=

=

=

==
Ni

i
ii

Ni

i
i AqTT

11

2  y 
Nθθθ === 21
 (10.38) 

Hallado el flujo de cizalladura en cada celda la tensión cortante promedio en cada uno de sus tramos se 

obtiene con τm  = q / t , donde q en los tramos independientes es el propio de la celda y a éste se le resta, 

en los tímpanos, el de la contigua. Conviene subrayar que en las consideraciones previas no se tomó en 

cuenta la concentración de tensiones en los ángulos entrantes del conjunto de celdas.(2), (8), (9), (11), (16), (27) 

 

 

Figura 10.12 Tubo multicelular. La figura a) muestra una sección tubular formada por N celdas que soportan, en conjunto, 
un momento torsor T y en la que cada una desarrolla un flujo de cizalladura uniforme qi y absorbe parte de ese momento 
con Ti; en b) se observa la celda i y sus contiguas, de las que se separa por medio de tímpanos, en donde los flujos de 
cizalladura respectivos apuntan en direcciones opuestas. 
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18. Secciones delgadas y abiertas. Al suponer que el alabeo de la barra no se restringe y que no se 

toman en cuenta los efectos secundarios en tensiones cortantes y normales adicionales que este alabeo 

produce, en una barra de sección rectangular y lados a y t (figura 10.13a), con a/t > 10, sobre la que obra 

el momento torsor T, la tensión máxima que ocurre en el centro del lado largo y el ángulo girado se 

calculan con (10.23) y (10.24) y pueden aproximarse a: 

2

3
at
T

=τ  y 
Gat

Tl
3

3
=θ  (10.39) 

Estas ecuaciones pueden usarse como aproximaciones razonables para otras secciones delgadas, pero 

no rectangulares, que se obtienen al curvar un rectángulo; es el caso de los perfiles en forma de ceja, C 

y O, de la figuras 10.13b, c y d, en los cuales a es la longitud de la línea media. 

 

Figura 10.13 Perfiles delgados formados con un rectángulo. La figura a) muestra una sección rectangular delgada de lados 
a y t sometida a un momento torsor. Los perfiles que se observan en las figuras b), c) y d) se obtienen al doblar el rectángulo 
y en ellas la longitud de la línea media es a. 

En otras barras de perfil delgado y abierto, de longitud l, sometidas al momento torsor T y formados 

por N rectángulos, con ,2, ,1 Ni =  como los que tienen forma de L, V, U, Z, T, I, H, +, etc., y se 

muestran en la figura 10.14, se puede suponer aproximadamente que cada rectángulo resiste la torsión 

independientemente y que el comportamiento del i en tanto sea delgado obedece a las fórmulas previas, 

por lo cual la tensión cortante máxima que se desarrolla en el mismo, ubicada en el centro del lado 

largo, y el ángulo que gira son: 
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Donde ai y ti son la longitud de la línea media y el espesor del rectángulo i y Ti es la parte del momento 

torsor aplicado a la sección que toma este rectángulo; partes que se calculan al tomar en cuenta que el 

conjunto de rectángulos soporta el momento torsor T y que todos ellos rotan igual ángulo: 

∑
=

=

=
Ni

i
iTT

1

 y Nθθθ === 21     (10.42) 

Después de hallar el Ti, la tensión cortante máxima en el centro del lado largo de cada rectángulo se 

obtiene con (10.40) y se deduce que la máxima de todas ocurre en el rectángulo de mayor espesor. 

En los ángulos salientes de los perfiles la tensión cortante es 0 pero en los entrantes hay concentración 

de tensiones; en estos la tensión cortante tendería a infinito según la teoría, aunque en realidad se iguala 

al límite de fluencia del material, y por ello se suavizan con filetes apropiados de cuyo radio depende la 

tensión. Esos filetes al aumentar el área de la sección incrementan la rigidez de la misma; por este motivo 

se incluye en (10.40) y (10.41) la constante k la cual, según los trabajos realizados por el ingeniero alemán 

August Föppl, es igual aproximadamente a 1 en perfiles que presenten un ángulo entrante como má-

ximo (figuras 10.13, 10.14a y b), 1,1 en los que tengan dos ángulos entrantes (figuras 10.14c, d y e) 

y 1,25 para los que incluyan cuatro ángulos entrantes (figuras 10.14f, g, h, i). 

 

Figura 10.14 Perfiles delgados formados con rectángulos. Las figuras muestran perfiles formados por rectángulos, cuyas 
longitudes y espesores pueden ser diferentes, que individualmente toman una parte del momento torsor aplicado. En el 
centro del lado largo de cada uno la tensión cortante es la máxima del elemento. 

Las ideas básicas de la teoría aquí presentada fueron elaboradas por S. P. Timoshenko y el desarrollo 

general de la misma, que incluye el cálculo de las tensiones normales y cortantes secundarias inducidas 

por el alabeo de la sección, lo realizó V. S. Vlásov. Conviene subrayar que en los perfiles delgados y 

abiertos la falla por pandeo orienta el diseño, que la torsión en ellos es, a menudo, un efecto secundario 
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de fuerzas que producen flexión y tensiones normales y que, como lo explica V. I. Feodosiev, el principio 

de Saint-Venant puede ser inaplicable.(5), (7), (11), (22), (27) 

19. Materiales elastoplásticos ideales. Aproximadamente lo son algunos materiales dúctiles, como el 

acero, con los que se elaboran barras y ejes para soportar y transmitir momentos torsores. En elementos 

de sección circular fabricados con esos materiales y sometidos al momento torsor interno T, se supone 

el cumplimiento de la ley de Hooke (figura 10.15a) hasta que en el borde exterior de la sección se 

alcanza la tensión de fluencia τY (figura 10.15b); el momento que la produce es el momento torsor de la 

fluencia TY: 

2

3
Y

Y

R
T

τπ
=  (10.43) 

Sin embargo la barra o el eje no fallan aún, el material se deforma plásticamente y la deformación 

angular y el momento torsor interno pueden seguir aumentando, aunque la tensión cortante de fluen-

cia τY no cambia y se extiende desde el borde hacia el centro, como se observa en la figura 10.15c, donde 

todavía un núcleo de radio rY y en el que la tensión cortante es directamente proporcional a la distancia 

al centro permanece elástico; la tensión cortante en la sección y el momento torsor interno respectivo 

son: 
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Cuando toda la sección está en fluencia (figura 10.15d), el momento es el momento torsor plástico TP: 

3
2 3

Y
P

R
T

τπ
=  (10.46) 

Si se supone una distribución lineal ficticia de tensiones en la sección recta hasta que se alcanza el mo-

mento torsor interno plástico, la tensión cortante máxima respectiva se denomina módulo de ruptura en 

torsión RT: 
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τ

π
==  (10.47) 
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módulo que da idea de la resistencia última del material sometido a torsión. Si el momento torsor in-

terno está en el intervalo ,PY TTT ≤<  parte del material de la sección recta se ha deformado más allá del 

límite de fluencia y al retirar ese momento quedan deformaciones remanentes y tensiones residuales 

que se equilibran internamente, como ilustra la figura 10.15f, ya que el momento torsor interno se re-

dujo a 0. Durante todo el proceso las secciones rectas siguen siendo planas, giran como cuerpo rígido 

sin alabearse y la deformación angular es directamente proporcional a la distancia al centro de la sec-

ción. La distribución y magnitud de las tensiones residuales τres se muestra en la figura 10.15f y se halla 

al superponer, en cada punto de la sección, la distribución inicial de la figura 10.15c con la τD de la 

descarga que se supone lineal, de sentido contrario y provocada por un momento torsor interno −T, 

como ilustra la figura 10.15e: (1), (6), (9), (16), (19) 

4

2
R
Tr

D π
τ −=  (10.48) 

 

Figura 10.15 Materiales elastoplásticos ideales. En la sección recta de una barra de ese material el momento torsor interno 
aumenta paulatinamente y produce la distribución de tensiones de a) en tanto sea menor al de fluencia; en b) se llegó al de 
fluencia; en c) éste se superó sin llegar al plástico ya que un núcleo de radio rY todavía es elástico y en d) se alcanzó el 
plástico, toda la sección está en fluencia y falla. Retirar el momento de c) equivale a aplicar uno contrario, de descarga, que 
produce la distribución lineal de tensiones de e) y las tensiones residuales de f) cuando se superponen a las de c). 

10.2 Ideas básicas 

10.2.1 Proposiciones y ejercicios 

1. El efecto de un momento torsor al actuar sobre barras o ejes es el de doblarlos. 
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2. La sección circular gira con respecto a su centro. 

3. Las líneas radiales de una sección circular permanecen rectas. 

4. El ángulo entre dos líneas radiales de una sección circular no cambia. 

5. Demuestre que las secciones rectas de una barra o eje circular se mantienen planas. 

6. Las rectas longitudinales de barras o ejes circulares se convierten en hélices circulares. 

7. En barras o ejes circulares no se desarrollan tensiones normales. 

8. La tensión cortante es tangente al perímetro de una sección recta arbitraria 

9. En las esquinas de una sección recta poligonal la tensión cortante es nula. 

10. En el punto medio de cada lado de una sección rectangular la tensión cortante es la mayor de las 

tensiones cortantes que obran en ese lado. 

11. Un eje de madera falla a lo largo de líneas aproximadamente longitudinales 

12. Calcule los momentos reactivos de una barra de longitud l, empotrada en ambos extremos y cuyo 

momento torsor interno es ( ) ( ) ,23 222
0 lllxxTxT +−=  donde x se mide desde un extremo. 

10.2.2 Soluciones 

1. Falso. Es el de retorcerlos o hacerlos girar. 

2. Cierto. Si la sección gira alrededor de un punto diferente del centro O, del A por ejemplo, el radio 

OA queda con una situación privilegiada lo que viola la simetría rotacional de aquella. 

3. Cierto. Si se supone que hay sendos observadores a uno y otro extremo del segmento de cilindro 

sometido a un momento torsor interno uniforme que se muestra en la figura 10.1a, ellos ven el mismo 

segmento y el mismo momento por lo cual ambos deben percibir iguales cambios. Si uno nota que por 

efecto de la torsión el radio OA de la sección punteada de la figura 10.1a adopta la curva OA’ que 

muestra la figura 10.1b, el otro ve la curva OA’ que ilustra la figura 10.1c; pero para mantener igual la 

observación debe verlo según la curva OA’’ que se presenta en esta misma figura. Ya que esas visiones 
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son equivalentes la única posibilidad compatible con ambas es que el radio OA siga siendo recto como 

muestra la figura 10.1d. 

4. Cierto. Si el ángulo entre las dos líneas radiales de la figura 10.1e se convirtiese en el de la figura 

10.1f se estaría violando la simetría rotacional; por ello, debe conservarse. En consecuencia, todos los 

radios de la sección giran el mismo ángulo. 

5. Por ser el eje o barra de la figura 10.2 un cilindro en el cual el momento torsor interno es uniforme, 

toda sección recta del mismo, como la que se puntea en la figura, es un plano de simetría especular y 

los efectos producidos deben conservar esa simetría. Así, las secciones rectas deben adoptar con respecto 

a su posición original la forma de una superficie de revolución como ilustra la figura 10.2b; pero al 

mismo tiempo, debido a la continuidad, deben ensamblar la una con la otra según se ve en la fi-

gura 10.2c. La única posibilidad compatible con ambas condiciones es que las secciones planas sigan 

siendo planas. 

6. Cierto. Como el momento torsor interno es uniforme, las secciones extremas de segmentos iguales 

del eje o barra giran entre sí ángulos iguales; por ello, ya que los ejes o barras son cilindros circulares 

las rectas longitudinales se convierten en hélices circulares de paso uniforme (figura 10.3b). 

7. Falso. El momento torsor da lugar a tensiones cortantes en el plano de la sección recta y a tensiones 

cortantes longitudinales debido a la reciprocidad de estas, como ilustra la figura 10.4d; en consecuencia, 

aunque el estado de tensiones es de cizalladura pura, en otras direcciones aparecen tensiones normales 

y cortantes (figura 10.6b). 

8. Cierto. Si la tensión cortante tuviese una componente perpendicular al borde (figura 10.16), exigiría 

la presencia de tensiones cortantes en la superficie exterior de la barra o eje, ya que las tensiones cor-

tantes aparecen siempre en parejas que actúan en planos mutuamente perpendiculares, lo que es im-

posible puesto que esas superficies están libres de tensiones. En consecuencia, al no haber tensiones 

cortantes normales al borde de la sección, las tensiones cortantes allí son tangenciales a dicho borde. 
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Figura 10.16 Tensión cortante en el borde. La tensión cortante no tiene componente normal al borde de la sección recta 
ya que no hay tensiones cortantes longitudinales en la superficie exterior de la barra. 

9. Cierto. Una tensión cortante que existiese en una esquina se podría separar en las direcciones de los 

bordes que a ella convergen y cada una exigiría la presencia de tensiones en la superficie exterior de la 

barra o eje, por la reciprocidad de las tensiones cortantes, lo cual no puede ser según la proposición 

previa. 

10. Cierto. Ya que en las esquinas de un lado es 0, según la proposición previa, y por la simetría el 

máximo debe de ocurrir en el punto medio del lado. 

11. Cierto. El momento torsor origina en el plano de la sección recta del eje la distribución de tensiones 

dada por (10.3) pero, debido a la reciprocidad de las tensiones cortantes, al mismo tiempo produce una 

tensión cortante en los planos meridionales (figura 10.4b) y es en esa dirección, paralela a la fibra, en la 

que la madera es más débil al corte. 

12. Si los extremos son 1 y 2 entonces: 

( ) 01 0 TTT ==  y ( ) 02 2TlTT ==  

10.3 Tensiones en barras o ejes circulares macizos sometidos a un momento torsor in-

terno uniforme 

10.3.1 Proposiciones y ejercicios 

1. La tensión cortante en un punto de la sección recta es perpendicular a una línea radial. 

2. Deduzca la distribución de tensiones cortantes en una sección recta. 

3. La tensión normal máxima en valor absoluto ocurre en el centro de la sección recta. 
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4. Las barras 1 y 2 tienen iguales τW y sus radios cumplen 2R1 = R2. Es más resistente la 1. 

5. Al duplicar el radio de una barra de τW, su resistencia se multiplica por 4. 

6. La barra de la figura 10.17a se corta mediante un plano meridional y la distribución de tensiones 

cortantes en este, según (10.3) y la reciprocidad de las mismas, tiene el aspecto de la figura (10.17b).  

 

Figura 10.17 Tensiones cortantes. El momento torsor interno T en el segmento de cilindro de la figura 10.17a produce 
tensiones cortantes longitudinales debido a la reciprocidad de las tensiones cortantes que crecen linealmente con la distancia 
al centro como se ve en b), figura que resulta al cortar el segmento mediante un plano meridional. 

7. Se somete a torsión una tiza de tablero hasta fallarla. Las líneas de fractura forman un ángulo apro-

ximado de 45° con el eje de la misma. 

8. Calcule el radio del núcleo que soporta la enésima parte del momento torsor en una barra. 

9.  El momento torsor que soporta una barra en la región R/2 ≤ r ≤ R de su sección recta es T’ =15T/16.  

10. El radio R1 del núcleo del eje que soporta la mitad del momento torsor aplicado es R1 = 0,841R. 

11. Si en una barra [mm] 50=R  y [MPa], 55máx =τ  entonces [kNm]. 5,13=T  

12. Si en una barra [GPa], 78=G  [MPa] 98máx =τ  y ,90°=θ  entonces .1053=Rl  

13. En un eje de [MPa] 70=Wτ  y m],[kN 1 ⋅=T  el radio mínimo es de 21 [mm]. 

14. Una barra de [m] 1,0=R  y [MPa] 100=Wσ  falla si se somete a [kNm]. 100=T  

15. Si un eje de [MPa] 1,44=Wσ  hace girar una rueda de [m], 6,0=RR  en cuyo borde obra la fuerza 

tangencial [kN], 2,18=F  el radio mínimo del eje es de 45 [mm]. 
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16. Una barra de [mm] 25=R  y [MPa] 49=Wτ  se empotra a la pared y en el extremo libre obra ,aFT =  

con [m], 8,0=a  entonces [kN]. 5,1máx =F  

17. En una barra, [GPa], 80=G  [MPa], 40=Wτ  µ= 220Wε  y m];[N 360 ⋅=T  entonces [mm]. 38mín =R  

18. En una barra de [mm] 25=R  y [GPa], 80=G  un extensómetro cuya dirección forma con el eje de 

ésta el ángulo θ = 60º mide ε60º = 717µ,  entonces ].[kNm 25,3=T  

19. Una barra se forma con los segmentos coaxiales 1 y 2, de [MPa] 481 =Wτ  y [MPa], 832 =Wτ  está em-

potrada a la pared y en el extremo libre de 2 actúa m];[kN 35,70 ⋅=T  entonces [mm]. 36mín1 =R  

10.3.2 Soluciones 

1. Cierto. Al tomar como cuerpo libre un núcleo circular de radio r, de un segmento del cuerpo y de 

longitud dx, se observa que está sometido en sus extremos a una parte del momento torsor T’ y que en 

su superficie exterior no existen fuerzas cortantes longitudinales (figura 10.3b); por ello, la tensión cor-

tante en el borde de la sección recta no tiene una componente perpendicular a este, es tangente al 

mismo y en consecuencia perpendicular a la línea radial. 

2. Como las secciones planas se mantienen planas y paralelas entre sí y el material satisface la ley de 

Hooke, (10.2) informa que la tensión cortante es directamente proporcional a la distancia al centro de 

la sección y, según la proposición previa, perpendicular a la línea radial. En la sección recta se define 

un elemento de área dA cuya distancia al centro es r (figura 10.4c) en el que se desarrolla la fuerza 

cortante ,dAdV τ=  cuyo momento con respecto al centro es dT= rdV; éste sumado con el de los demás 

elementos es igual a T, ya que los sistemas son mecánicamente equivalentes, y se usan (10.2) y (2.6): 

dx
d

GIdAr
dx
d

GdA
dx
d

GrdArrdVT
S

S
SS

θθθτ 0
22 ==⌡

⌠






=== ∫∫∫  ∴ 

0I
Tr

=τ  

3. Falso. De (10.3) y (10.11) se deduce que es 0 en el centro. 

4. Falso. Es más resistente la que soporta mayor momento torsor; se usa (10.5): 

3
2

2
3

1

1
máx

22
R
T

R
T

W ππ
ττ ===  ∴ 

8
1

3

2

1

2

1 =







=

R
R

T
T  

5. Falso. De (10.5) se deduce que el momento torsor soportado por la barra se multiplica por 8. 
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6. Falso. Según (10.3) y la reciprocidad que cumplen las tensiones cortantes, el sentido de las que apa-

recen en la parte inferior de la figura es al contrario. 

7. Cierto. El material de la tiza es frágil, falla por tracción y la tensión de tracción es máxima se-

gún (10.11) si θ = 45º, por eso las líneas de falla presentan esa inclinación aproximada con respecto al 

eje de la tiza. 

8. Se toman en cuenta la figura 10.4c y resultados de la proposición 10.2.1-2 y (10.3): 

( )
4

4

0
4

2
2

R
Tr

rdr
R

rT
rdAr

n
T r

S
=′′⌡

⌠






 ′
′=′= ∫ π
π

τ  ∴ ( ) 41n
R

r =  

9. Cierto. Se trabaja como en la proposición previa: 

( )
16

15
2

2

2
4

T
rdr

R
rT

rdArT
R

R
S

=′′⌡
⌠







 ′
′=′=′ ∫ π
π

τ  

10. Cierto. Se usa el resultado de la proposición 10.2.1-8 con n = 2:  

( )
R

R
R 841,0

2 411 ≈=  

11. Falso. De (10.5): 

[kNm] 8,10
2

105505,0
2

63
máx

3

≈
×××

==
πτπRT  

12. Falso. De (10.4) y (10.5) con :24
0 RI π=  

l
GRθτ =máx  (10.49) 

∴ 1250
10982

1078
6

9

máx

≈
××
××

==
π

τ
θG

R
l  

13. Cierto. De (10.5): 

WR
T τ

π
τ ≤=

3máx

2
 ∴ [m] 021,0

1070
1022

31

6

3
31

mín ≈







××

×
=








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ππτW

T
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14. Falso. Se usa (10.11), donde r = R y θ = 45º:  

WR
T σ

ππ
σ <≈

×
×

== [MPa] 7,63
1,0

1022
3

5

3máx  

15. Falso. Se usa (10.11), con r = R y θ = 45º y T = FRR:   

W3máx

2 σ
π

σ ≤=
R

FRR  ∴ [mm] 54
101,44

6,0102,1822
31

6

3
31

mín ≈







××
×××

=







=

ππσW

RFR
R  

16. Cierto. Se usa (10.5): 

W3máx

2 τ
π

τ ≤=
R
aF

 ∴ [kN] 5,1
8,02

1049025,0
2

633

máx ≈
×

×××
==
πτπ

a
R

F W  

17. Falso. La deformación lineal máxima se halla con (6.24), donde θ = 45º y εx = εy = 0, ya que el 

estado de tensiones es de cizalladura pura; se usan (10.2) y (10.5): 

WGR
T

G
ε

π
τγε ≤===

3
máxmáx

máx 22
 ⇒ [mm] 7,18

102201080
360 31
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≈
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××××
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


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


≥

−πεπ WG
T
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W3máx

2 τ
π

τ ≤=
R
T

 ⇒ [mm] 9,17
1040

36022 31

6

31

≈







××
×

=







≥

ππτW

T
R  ∴ [mm] 7,18mín =R  

18. Cierto. La deformación lineal se calcula con (6.24), donde θ = 60º y εx = εy = 0, ya que el estado de 

tensiones es de cizalladura pura, y se usan (10.2) y (10.5): 

GR
T

G 3
máxmáx

60 2
3

2
sen120

2
sen120

π
τγε =

°
=

°
=°  ∴ [kNm] 25,3

3
107171080025,02

3
2 693
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3

≈
×××××

==
−

° πεπ GRT  

19. Falso. En ambos segmentos, ;021 TTT ==  se usa (10.5): 
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T
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1

0
máx1

2 τ
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10.4 Tensiones en tubos circulares sometidos a un momento torsor interno uniforme 

10.4.1 Proposiciones y ejercicios 

1. Calcule en un tubo de Re, Ri, l, τW y peso específico w la razón entre el momento torsor permisible y 

el peso propio. 

2. Una barra de R y un tubo de Ri y Re tienen iguales A y T. Si t = Re – Ri, la razón entre las tensiones 

máximas es ( ) ( )[ ] ( )[ ] .11 42
bartub RtRtRt ++=ττ  

3. Si una barra de R y un tubo de ,ei nRR =  tienen iguales A y τW, la razón entre los momentos torsores 

permisibles es ( ) ( ).11 2212
ubbar nnTT WtW +−=  

4. Una barra de R y un tubo de Ri y Re = R tienen iguales l, τW y w. Si en cada uno se calcula la razón λ 

entre el momento torsor permisible y el peso propio, entonces ( ) .1 2
bartub RRi+=λλ  

5. En un tubo, Re = 2Ri, entonces ( ).154 3
máx iRT πτ =  

6. Al abrir en una barra de R1 = 50 [mm] un agujero coaxial de R2 = 25 [mm], la resistencia a la torsión 

se reduce al 75%. 

7. En un tubo de Re = 2Ri se supone que la tensión cortante se distribuye uniformemente en la sección 

recta y vale τ0. Entre la tensión cortante máxima verdadera y ésta se cumple .32,10máx =ττ  

8. Un tubo delgado de [mm], 38=mR  [mm] 3=t  y [Nm] 68=T  se corta con un plano transversal cuya 

normal forma con el eje de aquel el ángulo θ = 45º. En el borde exterior de esa sección, [MPa]. 9,845 =°σ  

9. En el mismo borde de la sección del caso previo, [MPa]. 3,245 =°τ  

10. Si µ= 640máxγ  en un tubo de [mm], 75=eR  [mm] 60=iR  y [GPa], 80=G  entonces [kNm]. 20=T  

11. En el caso previo, µ.= 320máxε  

12. Si en un tubo de [mm], 25=eR  [mm] 19=iR  y [GPa], 79=G  un extensómetro ubicado en la superficie 

y que forma con el eje de aquél el ángulo ,45°=α  registra ,17045 µ=°ε  entonces [Nm]. 525=T  

13. En un tubo, [mm], 80=eR  [MPa] 180=Yτ  y [kNm]. 2,1=T  Si el factor de seguridad es ,5=n  enton-

ces [mm]. 2mín =t  
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14. Un tubo de [m] 1,0=eR  y [mm] 09,0=iR  se suelda a lo largo de una hélice cuya dirección forma con 

el eje de aquél el ángulo .45°−=α  Si en la soldadura [MPa], 85=Wσ  calcule el Tmáx. 

15. Si una barra de R y un tubo de ,2 ie RR =  tienen iguales A y τW, la razón entre los momentos torsores 

permisibles es .693,0tubbar =WW TT  

16. Si una barra de R y un tubo de Re = R = 2Ri tienen iguales τW, la razón entre los momentos torsores 

permisibles es .1516tubbar =WW TT  

17. Una barra de [mm] 38=R  y un tubo de [mm] 44=eR  tienen iguales τmáx y T; así, [mm]. 32=iR  

18. Una barra de [m] 1,0=R  y un tubo de 2=ie RR  tienen iguales τmáx y T, entonces [m]. 112,0=eR  

19. Si en el caso previo barra y tubo tienen iguales longitudes, en éste el ahorro del material es del 21,7%. 

10.4.2 Soluciones 

1. Se halla el momento permisible con (10.5) y el peso del tubo: 

( )
e

Wie

e

W
W R

RR
R

I
T

2

44

0 τπτ −
==  y ( )lwRRwVW ie

22 −== π  
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T

e

Wie

iee

WieW
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22

44 ττ +
=

−
−

=  

2. Cierto. Se toman en cuenta la definición de t, la igualdad de las áreas y (10.5): 

ie RRt −=  y ( )222
ie RRRA −== ππ  ⇒ 

t
tR

Ri 2

22 −
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t
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3. Cierto. Se usan la igualdad de las áreas y (10.5): 

( )222
ie RRRA −== ππ  ⇒ ( ) 22222 1 eie RnRRR −=−=  

2

3
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W

Wb

R
T

τπ
=  y ( )

e

Wie

R
RR
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Wtub
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2

212

2244
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1
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RR
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ie

e
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e

W
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+
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=
+

=
−

=  

4. Cierto. Se halla esa razón para la barra y se usa el resultado del ejercicio 10.4.1-1: 

2

3

bar
W

W

R
T

τπ
=  y lwRwVW 2

bar π==  ⇒ 
lw

R
W
T WW

2bar

bar
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22
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b 1 





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+
=

R
R

R
RR iitu

λ
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5. Cierto. Se halla el momento polar de inercia del tubo, y se usa (10.3) con :eRr =  

( ) 344
0

máx 15
42

iie

ee

R
T

RR
TR

I
TR

ππ
τ =

−
==  

6. Falso. Se calculan los momentos admisibles respectivos con (10.5): 
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7. Falso. Se halla el valor de τ0 que se supone actúa en cada dA de la sección recta y se usa (10.3): 
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iie
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iie
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8. Falso. Se halla un I0 aproximado del tubo por ser delgado y se usa (10.11) con °= 45θ  y :2tRR me +=  

( ) ( )( )( ) ( )( )( )
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tRRRRRRRRRR
I m

mmieieieie 3
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9. Falso. Se deduce de (10.11) que .045 =°τ  

10. Cierto. Se usan (10.2) y (10.3) con :eRr =  

0

máx
máx GI

TR
G

e==
τγ  ∴ ( ) [kNm] 20

07502
10640060,0075,01080 6449

máx0 ≈
,×

××−××
==

−πγ

eR
GIT  

11. Cierto. Se usa (6.27) con :0== yx εε  

µ== 320
2
máx

máx

τε  

12. Falso. Se usan (10.2) y (10.3) con r = Re y (6.24), en la que εx = εy = 0 y θ = α: 

0
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máx GI

TR
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sen2
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13. Falso. De (10.3): 

( ) nRR
TR Y
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e τ
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∴ [mm] 8,02,7980máxmín =−≈−= ie RRt  

14. El ángulo que la normal a la soldadura forma con el eje del tubo es θ = 45º  y se usa (10.11): 

W
e

I
TR

σθσθ ≤= sen2
0

 ∴ 
( ) ( ) [kNm] 9,45

11,02
09,01,01085

sen22

44644

máx ≈
××

−×××
=

−
=

π
θ

πσ

e

ieW

R
RRT  

15. Cierto. Se usa el resultado de la proposición 10.4.1-3, con n = 0,5:  
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16. Cierto. Se hallan los momentos admisibles respectivos con (10.5): 
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17. Falso. De (10.3): 
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18. Falso. De (10.3): 
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19. Cierto. Se usa el resultado de la proposición previa al calcular los volúmenes respectivos: 
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∴ ( ) %7,21%78,3100ahorro% =−=  

10.5 Giros en barras y ejes circulares sometidos a un momento torsor interno uniforme 

10.5.1 Proposiciones y ejercicios 

1. Dos barras tienen iguales l, R y T, gira menos la de mayor G. 

2. Al duplicar el área de la sección recta de una barra el ángulo que esta gira se reduce a la octava parte. 

3. Las barras 1 y 2 tienen ,2 21 ll =  ,4 21 AA =  
212 GG =  e igual T; gira más la l. 

4. En una barra σW, entonces ( ).máx RGl Wσθ =  

5. Una barra de R y un tubo de Re =2Ri tienen iguales l, A y T, entonces gira menos el tubo. 

6. Una barra de R y un tubo de Re = nRi tienen iguales l, A, G y T, entonces ( ) ( ).11 22
tubbar +−= nnθθ  

7. Si en el caso previo los ángulos girados son iguales, entonces ( ) ( ).11 22
tubbar nnTT +−=  

8. Entre los extremos de una barra el ángulo girado es θ. La deformación angular en un punto ubicado 

a R/2 del centro en la sección recta de la mitad de la barra es ( ).4lRθγ =  

9. En una barra, [m], 1=l  [mm], 5=R  [GPa] 60=G  y [Nm], 10=T  entonces .7,16 °=θ  

10. Una barra tiene [GPa], 83=G  [MPa] 88máx =τ  y ,2πθ =  entonces .1482=Rl  
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11. En una barra, [km], 83,1=l  [m], 1,0=R  [GPa] 76=G  y ,720°=θ  entonces [MPa]. 2,52máx =τ  

12. En una barra, [mm], 50=R  [GPa], 78=G  [MPa] 98máx =τ  y .6°=θ  Calcule l. 

13. En una barra, [m], 46,0=l  °= 3θ  y µ.= 600máxγ  Calcule R. 

14. En una barra, ,40Rl =  [GPa], 83=G  [MPa], 50=Wτ  °=1Wθ  y [kNm]. 4=T  Halle Rmín. 

15. Con la broca de un taladro de [m], 2,1=l  [GPa] 76=G  y °= 5,0Wθ se abre un agujero de [m], 2,02 =R  

al vencer una resistencia de [kN]. 10=F  El radio mínimo del taladro es [m]. 078,01 =R  

16. Una barra se forma con los segmentos coaxiales 1 y 2, de [m], 6,01 =l  [m], 15,01 =R  [m] 4,22 =l  

y [m]. 1,02 =R  Si todas tienen iguales G, otra barra de igual rigidez y [m] 12,0=R  debe tener [m]. 3=l  

17. Una barra se forma con los segmentos coaxiales 1 y 2, de [m], 9,021 == ll  [mm], 251 =R  [mm] 132 =R  

y [GPa], 83=G  y soporta [Nm]. 136=T  Halle el giro entre los extremos de la barra. 

18. En igual caso, [MPa] 50=Wτ  y ,3°=Wθ  entonces [Nm]. 202máx =T  

19. En un tubo de Re = 1,5Ri la deformación angular máxima es µ;= 400máxγ  entonces la deformación 

angular en la superficie interior es .267μ=iγ  

20. Un tubo de RRe =  y 2RRi =  gira 1,067 veces lo que gira una barra de iguales l, G, T y R. 

21. Un tubo tiene [m], 5,1=l  [mm], 16=eR  [GPa] 75=G  y ,58,4 °=θ  entonces [MPa]. 4,76máx =τ  

22. Un tubo tiene [m], 3,0=l  °= 125,0θ  y µ,= 400máxγ  entonces [mm]. 55=eR  

23. Un tubo tiene [m], 6,0=l  [mm], 22=eR  [mm], 16=iR  [Nm] 700=T  y .4°=θ  Calcule G. 

24. Un tubo de [m], 1=l  [mm] 13=eR  y m],[N 400 ⋅=T  puede fabricarse con los materiales 1 o 2, de 

[GPa], 361 =G  [GPa], 282 =G  ,5,2121 °== WW θθ  ][Mgm 4,4 3
1

−=ρ  y ];[Mgm 8,2 3
2

−=ρ  es más liviano el 1. 

25. Una barra se forma con los segmentos coaxiales 1 y 2, de [m], 2,11 =l  [mm], 401 =R  [m] 9,02 =l  

y [mm], 302 =R  mientras que en un tubo, [m] 1,23 =l  y .2,0 eRt =  Si barra y tubo tienen iguales G, T y θ, 

entonces [mm]. 37=eR  
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26. La barra AB, de [m] 25,01 =l  y [mm], 131 =R  se empotra en A a la pared y en B se une por medio de 

una placa rígida al tubo BC, de [m], 1,02 =l  [mm] 25=eR  y [mm], 22=iR  el cual es coaxial y está alrede-

dor de la primera. Si [GPa] 75=G  y en C obra [Nm], 230 =T  entonces .213,0AC °=θ  

10.5.2 Soluciones 

1. Cierto. Ya que según (10.4) el giro es inversamente proporcional a G. 

2. Falso. Al duplicar el área de la sección el radio se multiplica por 2  y el momento polar de inercia 

por 4; en consecuencia, según (10.4), el ángulo girado se reduce a la cuarta parte. 

3. Falso. Se relacionan las áreas y se usa 10.4: 

2
2

2
1 4 RR ππ =  ⇒ ,2 21 RR =  

1
4

1

1
1

2
GR

Tl
π

θ =  y 
2

4
2

2
2

2
GR

Tl
π

θ =  ∴ 
4
1

16
22

1
4

12

2
4

21

2

1 =
×

==
GRl
GRl

θ
θ  

4. Cierto. De (10.11) se sigue que en ,45°=θ  ;máxmáx τσ =  se usan (10.4) y (10.5): 

3máxmáx

2
R
T

π
στ ==  ⇒ 

2

3

máx
WR

T
σπ

=  y 4

2
RG
Tl
π

θ =  ∴ 
RG
l

RG
lT Wσ

π
θ ==

4
máx

máx

2
 

5. Cierto. Se usan la igualdad de las áreas y (10.4): 

( )222
ie RRR −= ππ  ⇒ ( ) 3

2122
iie RRRR =−=  

GR
Tl

4bar

2
π

θ =  y ( ) GR
Tl

GRR
Tl

iie
444tub 15

22
ππ

θ =
−

=  ∴ 
3
515

4

4

tub

bar ==
R
Ri

θ
θ  

6. Falso. De la igualdad de las áreas y (10.4): 

( )222
ie RRR −= ππ  ⇒ ( ) 22222 1 eie RnRRR −=−=  

GR
Tl

4bar

2
π

θ =  y ( )GRR
Tl

ie
44tub

2
−

=
π

θ  ∴ 
1
1

2

2

2

22

4

44

tub

bar

−
+

=
+

=
−

=
n
n

R
RR

R
RR ieie

θ
θ  

7. Cierto. Se usan resultados de la proposición previa: 

( )GRR
lT

GR
lT

ie
44

tub
4

bar 22
−

=
ππ

 ∴ 
1
1

2

2

44

4

tub

bar

+
−

==
−

=
n
n

RR
R

T
T

ie
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8. Falso. Se usa (10.1): 

2
R

r =  y 
ldx

d θθ
=  ∴ 

l
R

dx
d

r
2
θθγ ==  

9. Falso. De (10.4): 

°≈
××××

°×××
== 73,9

1060005,0
18011022

944 πππ
θ

GR
Tl  

10. Cierto. De (10.49): 

RG
lmáxτθ =  ∴ 1482

21088
1083

6

9

máx

≈
××
××

==
π

τ
θG

R
l  

11. Cierto. De (10.49): 

[MPa] 2,52
1083,1

410761,0
3

9

máx ≈
×

×××
==

πθτ
l

RG  

12. De (10.49): 

[m] 17,4
1801098

6107805,0
6

9

máx

≈
°××
×°×××

==
π

τ
θRG

l  

13. Se usan (10.2) y (10.49): 

l
R

G
θτγ == máx

máx  ∴ [mm] 27,5
3

18046,010600 6
máx ≈

×°
°×××

==
−

πθ
γ l

R  

14. De (10.4) y (10.5): 

WGR
TR θ

π
θ ≤=

4

80
 ⇒ [mm] 3,41

11083
1801048080

31

9

3
31

≈







×°×××
°×××

=







≥

ππθπ WG
T

R  

WR
T τ

π
τ ≤=

3máx

2
 ⇒ [mm] 1,37

1050
10422

31

6

3
31

≈







××
××

=







≥

ππτW

T
R  ∴ [mm] 3,41mín =R  
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15. Falso. El momento torsor que obra sobre el taladro es T = FR2, y se usa (10.4): 

WGR
lFR

θ
π

θ ≤= 4
1

22  ∴ [mm] 39
5,01076

1802,12,01022
41

9

4
41

2
mín ≈








×°×××

°××××
=








=

ππθπ WG
lFRR  

16. Falso. Tienen iguales rigideces las barras si sometidas a igual momento torsor giran igual; se 

usa (10.4): 

4
2

2
4

1

1
4

222
RG

Tl
RG

Tl
RG
Tl

πππ
+=  ∴ [m] 22,5

1,0
4,212,0

15,0
6,012,0

4

4

4

4

4
2

2
4

4
1

1
4

≈
×

+
×

=+=
R

lR
R

lR
l  

17. Se usa (10.4): 

°≈







+

××××
°×××

=







+=+= 02,2

13
25

1
025,01083
1809,01362

1
2

4

4

494
2

4
1

4
1

1
21 πππ

θθθ
R
R

GR
Tl  

18. Falso. El segmento 2 se tensiona más al tener menor radio; se usa (10.5) y el resultado del ejercicio 

previo: 

WR
R

GR
Tl

θ
π

θ ≤







+= 4

2

4
1

4
1

1 1
2  ⇒ ( ) ( ) [Nm] 202

132511809,02
3025,01083

12 44

49

4
21

4
11

4
1 ≈

+°××
×°××××

=
+

≤
ππθπ

RRl
GRT W  

WR
T τ

π
τ ≤= 3

2

máx

2  ⇒ [Nm] 173
2

1050013,0
2

633
2 ≈

×××
=≤
πτπ WR

T  ∴ [Nm] 173máx =T  

19. Cierto. De (10.1) se deduce: 

ei

i

RR
máxγγ

=  ∴ µ≈
µ

== 267
5,1

400máx

e

i
i R

Rγγ  

20. Cierto. Se usa (10.4): 

4bar

2
RG
Tl
π

θ =  y ( ) 444tub 15
1622
GR

Tl
RRG

Tl

ie ππ
θ ×

=
−

=  ∴ 067,1
15
16

bar

tub ≈=
θ
θ  

21. Falso. De (10.49) con :eRR =  

[MPa] 9,63
1805,1

58,4016,01075 9

máx ≈
°×

×°×××
==

πθτ
l

GRe  
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22. Cierto. Se usan (10.2) y la proposición previa: 

l
R

G
eθτγ == máx

máx  ∴ [mm] 55
125,0

1803,010400 6
máx ≈

×°
°×××

==
−

πθ
γ l

Re  

23. De (10.4): 

( ) ( ) [GPa] 7,22
4016,0022,0

1806,070022
4444 ≈

×°×−
°×××

=
−

=
ππθπ ie RR

Tl
G  

24. Falso. Se usa (10.4) y se supone que ambos materiales se trabajan hasta el ángulo admisible: 

( )4
1

4
1

1

2

ie

W RRG
Tl
−

=
π

θ  ⇒ [mm] 93,9
5,211036

18014002
013,0

2
41

9

4

41

11

4
1 ≈








×°×××
°×××

−=







−=

ππθπ W

ei G
Tl

RR  

( )4
2

4
2

2

2

ie

W RRG
Tl
−

=
π
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5,211028

18014002
013,0

2
41

9

4

41
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4
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



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
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°×××
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




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∴ 
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( )

( )
( ) 072,1

00811,0013,08,2
00993,0013,04,4

22

22

2
2

2
2

2
1

2
1

22

11

2

1 ≈
−×
−×

=
−
−

==
ie

ie

RR
RR

Agl
Agl

Q
Q

ρ
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ρ

 

25. Cierto. Se usa (10.4) y ya que ,2,0 eiie RRtRR +=+=  entonces :8,0 ei RR =  

( ) ( )444
3

44
3

4
2

2
4

1

1

1
2222

eieie RRGR
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RRG
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GR
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e  

∴ 
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41

444
≈









××+−
=eR  

26. Falso. En ambos elementos el momento torsor interno es T0 y se usa (10.4) para hallar el giro en 

cada uno, que luego se suman para calcular el giro total: 
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10.6 Tensiones y giros en barras y ejes circulares cuando la sección o el momento torsor 

interno varían 

10.6.1 Proposiciones y ejercicios 

1. En una barra cuya sección varía suavemente a lo largo de la longitud (figura 10.5a) la tensión cortante 

en algún punto de una sección puede hallarse con .0ITr=τ  

2. En el caso previo, el giro entre secciones separadas l es .0GITl=θ  

3. En una barra sometida a un momento torsor interno no uniforme, la tensión cortante en un punto 

de una sección puede calcularse con .0ITr=τ  

4. En el caso previo el giro entre secciones separadas l es .0GITl=θ  

5. Si una barra empotrada a la pared soporta un momento torsor externo repartido uniformemente a 

lo largo de la longitud y de intensidad t0 (figura 10.18a), entonces ( ).42
0 GRlt πθ =  

 

Figura 10.18 Momento torsor externo distribuido uniformemente. La barra empotrada a la pared soporta un momento 
torsor distribuido por unidad de longitud y de intensidad uniforme, como se ve en a), y el origen O se ubica en el extremo 
libre; b) ilustra el cuerpo libre de la barra cortado a la distancia x del origen. 

6. En el caso previo, ( ).2 3
0máx Rlt πτ =  

7. En el mismo caso, [mm], 5,2=R  [MPa] 140=Wτ  y [N]. 20 =t  Halle lmáx. 

8. Si una barra empotrada a la pared soporta un momento torsor externo repartido a lo largo de la 

longitud y de intensidad ,0 lxtt =  donde x se mide desde el extremo libre, entonces ( ).2 42
0 GRlt πθ =  
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9. Si en el caso previo x se mide desde la pared, el ángulo que el extremo libre gira es el mismo. 

10. Un tubo empotrado a la pared soporta en el extremo libre el momento torsor externo T0, y otro 

repartido a lo largo de la longitud y de intensidad ,0 lxtt =  con x medida desde la pared (figura 10.19a). 

Entonces ( ) ( )[ ] .2 44
00máx iee RRRltT −+= πτ  

11. En una barra el momento torsor interno es ( ),sen0 lxTT π=  entonces ( ).2 4
0 GRlT πθ =  

12. En el caso previo, ( ).2 3
0máx RT πτ =  

13. En una barra empotrada a la pared obra un momento torsor externo repartido a lo largo de la 

longitud y de intensidad ,22
0 lxtt =  con x medida desde el extremo libre. Si la tensión cortante máxima 

a lo largo de la barra es igual a τW, la variación del radio de la sección recta es ,CxR =  donde C es una 

constante. 

 

 

Figura 10.19 Momento distribuido linealmente. La barra empotrada a la pared soporta en el extremo libre un momento 
externo T0 y otro distribuido por unidad de longitud y de intensidad variada como se ve en a), y el origen O está en la 
pared; b) ilustra el cuerpo libre de la barra cortado a la distancia x de la pared. 

14. Una barra empotrada a la pared, de [mm], 50=l  [mm] 4=R  y [GPa], 75=G  soporta un momento 

torsor externo repartido a lo largo de la longitud y de intensidad ( ) ,32
0 lxtt =  con x medido desde la 

pared. Si el momento reactivo en ésta es [Nm], 50=RT  entonces .97,2 °=θ  
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15. R1 y R2 son los radios en las bases de la barra troncónica de la figura 10.20. Halle el ángulo girado. 

 

Figura 10.20 Barra troncónica. De radios R1 y R2 en las bases y sometida al momento torsor T; el origen se ubica en la base 
1. 

16. Si en el caso previo, R2 = 1,45R1, el ángulo girado es la mitad del de una barra cilíndrica de R1 y de 

iguales l, G y T. 

17. Si en el mismo caso, ,2,1 12 RR =  y se usa el radio medio para calcular el ángulo girado como si la 

barra fuese cilíndrica, el error que se comete es del 3,25%. 

18. La tensión cortante máxima a la distancia x de la base 1 en igual caso es ( ) ( )[ ] .3
21

3
máx

−+−= xRxlRTl πτ  

19. En idéntico caso, [m], 2,1=l  ,5,1 12 RR =  [GPa], 27=G  [MPa], 104=Wτ  °= 3Wθ  y [kNm], 1,4=T  en-

tonces [mm]. 251 =R  

20. En un tubo troncónico delgado, ( ) ( ),2 2
2

2
121 RGtRRRTl πθ +=  cuando en las bases los radios medios 

son R1 y R2. 

21. Si ,0
lxeRR =  donde x se mide desde el extremo libre, es la variación del radio de una barra empo-

trada a la pared, entonces ( ) ( ).41 4
0

4 GReTl πθ −−=  

22. La barra ABC se forma con los segmentos coaxiales AB de l1 y R1 y BC de l2 y R2. Si en A, B y C 

respectivamente actúan (figura 10.21) los momentos torsores externos −5T0, 2T0 y 3T0, las tensiones 

cortantes máximas en los segmentos son iguales cuando ( ) .35 31
21 =RR  
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Figura 10.21 Barra circular escalonada de dos segmentos con radios y longitudes distintos. Soporta momentos externos en 
A, B y C como muestra a); en b) y c) se ilustran los diagramas de cuerpo libre en los que se calculan los momentos torsores 
internos de cada segmento. 

23. En el caso previo ambos segmentos tienen iguales tensiones cortantes máximas y G. Se retuercen 

entonces iguales ángulos, cuando ( ) .35 34
21 =ll  

24. La barra ABC de R, [GPa], 83=G  [MPa] 60=Wτ  y ,4°=Wθ  se empotra a la pared en A y se forma con 

los segmentos coaxiales AB, de [m], 21 =l  y BC, de [m]. 32 =l  Si en B y C obran los momentos exter-

nos [kNm] 5,0B −=T  y [kNm], 1C =T  calcule Rmín. 

25. El eje AB de [mm] 381 =R está apoyado en rodamientos sin fricción, soporta en A el momento ex-

terno T1 y lo transmite en B con una rueda dentada de [mm], 100=BR  a otra similar de [mm], 300=CR  

la cual lo recibe en el eje CD que está empotrado a la pared en D (figura 10.22). Si en ambos 

ejes [MPa], 62máx =τ  entonces [mm]. 8,542 =R  

 

Figura 10.22 Ejes engranados. El eje AB transmite mediante ruedas dentadas el momento torsor T1 al eje CD que se empotra 
a la pared como muestra a); b) ilustra las ruedas dentadas B y C que se engranan entre sí y desarrollan en el punto de 
contacto la fuerza tangencial mutua FBC. 
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26. En el caso previo, [m], 21 =l  [m], 3,12 =l  [MPa] 50máx =τ  y [GPa], 83=G  entonces .34,2DA °=θ  

10.6.2 Soluciones 

1. Cierto. La expresión es exacta en barras cilíndricas, pero puede usarse como aproximación razonable 

en tanto la variación de la sección sea suave. 

2. Falso. La expresión sí puede aplicarse a un elemento del eje de longitud dx, como aproximación 

razonable, y después se integra a lo largo de la longitud. 

3. Cierto. La fórmula es exacta si ese momento es uniforme, pero puede usarse con buena aproximación 

en tanto la variación del momento sea suave; en tal caso se usa el momento torsor interno en la respectiva 

sección. Si el cambio del momento es brusco también puede usarse lejos de la sección donde tal cambio 

ocurre. 

4. Falso. La expresión sí se puede aplicarse a un elemento del eje de longitud dx, como aproximación 

razonable, y después se integra a lo largo de la longitud. 

5. Cierto. Se ubica en el extremo libre el origen O, se halla el momento torsor interno (figura 10.18b) y 

se usa (10.8): 

xtxdtT
x

00 0 =′= ∫  ∴ 
GR

lt
GI
xdxtl

4

2
0

0 0

0

π
θ =⌡

⌠=  

6. Cierto. En la pared, Tmáx = t0l, ya que x = l, y se usa (10.5): 

3
0

0

máx
máx

2
R

lt
I

RT
π

τ ==  

7. Se usa el resultado de la proposición previa: 

WR
lt τ

π
τ ≤=

3
0

máx

2
 ∴ [m] 72,1

22
101400025,0 63

máx ≈
×

×××
=
π

l  

8. Falso. Se calcula el momento torsor interno y se usa (10.8): 

l
xt

l
xdxt

T
x

2

2
0

0

0 =⌡
⌠ ′′

=  ∴ 
GR

lt
lGI

dxxt
l

4

2
0

0 0

2
0

32 π
θ =⌡

⌠=  
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9. Falso. Se halla el momento torsor interno, se usa (10.8) y se mira el resultado de la proposición previa: 

( )
l

xlt
l

xdxt
T

l

x 2

22
00 −

=⌡
⌠ ′′

=  ∴ 
( )

GR
lt

GR
lt

lGI
dxxltl

4

2
0

4

2
0

0 0

22
0

33
2

2 ππ
θ ≠=⌡

⌠ −
=  

10. Cierto. Se halla el momento torsor interno (figura 10.19b), luego el máximo de este y se usa (10.5): 

( )
l

xlt
T

l
xdxt

TT
l

x 2

22
0

0
0

0

−
+=⌡

⌠ ′′
+=  ⇒ 

2
0

0máx

lt
TT +=  en 0=x  ∴ ( )

( )44
00

0

máx
máx

2

ie

e

RR
RltT

I
RT

−
+

==
π

τ  

11. Falso. De (10.8): 

( )
42

0

0

0

0 0

0 42sen
GR

lT
GI

lT
GI

dxlxTl

ππ
π

θ ==⌡
⌠=  

12. Cierto. Se halla el máximo del momento torsor interno y se usa (10.5): 

0máx TT =  en 
2
l

x =  ∴ 
3
0

0

máx
máx

2
R
T

I
RT

π
τ ==  

13. Cierto. Se calcula el momento torsor interno y se usa (10.5): 

2

3
0

0
2

2
0

3l
xt

l
xdxt

T
x

=⌡
⌠ ′′

= ⇒ 32

3
0

0 3
2

Rl
xt

I
TR

W π
τ ==  ∴ Cxx

l
t

R
W

=







=

31

2
0

3
2
τπ

 

14. Cierto. Se determina el momento torsor interno y se usa (10.8): 

( )
32

3535
0

32

32
0

5
3

l
xlt

l
xdxt

T
l

x

−
=⌡

⌠ ′′
=  y ( )

5
3

0 0 lt
TTR ==  ⇒ 

l
T

t R

3
5

0 =  y ( )3535

35
xl

l
T

T R −=  

∴ 
( )

°≈
×××××

°×××
==⌡

⌠ −
= 97,2

1075004,04
18005,0505

4
5

944
0 0

35

3535

πππ
θ

GR
lT

GIl
dxxlT R

l

R  

15. Falso. Se halla el radio de la sección a la distancia x de la base 1 y se usa (10.8): 

( )
l

xRxlR
R 21 +−
=  ∴ 

( )[ ] ( ) 







−

−
=⌡

⌠
+−

=⌡
⌠= 3

2
3

1120
4

21

4

0 0

tron

11
3

22
RRRRG

Tl

xRxlRG

dxTl
GI
Tdx

ll

ππ
θ  
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16. Cierto. De (10.4) y el resultado de la proposición previa: 

4
1

bar

2
RG

Tl
π

θ =  y 
( ) 2

2498,0
45,1

11
45,13
2 bar

4
1

3
1

33
111

tron

θ
ππ

θ ≈
×

≈







−

−
=

GR
Tl

RRRRG
Tl  

17. Falso. El radio medio es ,1,1 1RRm =  y se usan (10.4) y el resultado de la proposición 10.6.1-15: 

4
1

4
1

4bar

2683,0
1,1

2
RG

Tl
RG

Tl
ππ

θ ×
≈

×
=  y 

( ) 4
1

3
1

33
111

tron

2702,0
2,1

11
2,13
2

RG
Tl

RRRRG
Tl

ππ
θ ×

≈







−

−
=  

∴ %71,2
702,0

683,0702,0
%error

tron

bartron ≈
−

=
−

=
θ

θθ  

18. Falso. Se calcula el radio de la sección a la distancia x de la base 1 y se usa (10.5): 

( )
l

xRxlR
R 21 +−
=  ∴ 

( )[ ] 3
21

3

0
máx

2
xRxlR

Tl
I

TR
+−

==
π

τ  

19. Falso. Se usa (10.5), al observar que la máxima tensión cortante en la barra ocurre en el borde de la 

sección de la base 1 por ser la de menor radio, y el resultado de la proposición 10.6.1-15: 

WR
T τ

π
τ ≤= 3

1

máx

2  ⇒ [mm] 3,29
10104
101,422

31

6

3
31

1 ≈







××
××

=







≥

ππτW

T
R  

( )
( )

( ) WRRRRRRG
Tl θ

ππ
θ ≤

×
≈

−×××
−××××

=







−

−
=

−−

4
1

8

4
1

9

33

3
2

3
112

tron

1044,5
15,110273

5,112,1101,4211
3

2  

∴ [mm] 9,31
3

1801044,5
418

1 ≈







×°

°××
≥

−

π
R  y [mm] 9,31mín1 =R  

20. Falso. Se halla el radio medio de la sección a la distancia x de la base 1 y se usan (10.50) y (10.8): 

( )
l

xRxlR
R 21 +−
=  y 

( )[ ]
3

3
21

0

2
l

xRxlRt
I

+−
=

π
 ∴ 

( )[ ]
( )

2
2

2
1

21

0
3

21

3

0 0 42 RGtR
RRTl

xRxlRGt
dxTl

GI
Tdx

ll

ππ
θ

+
=⌡

⌠
+−

=⌡
⌠=  

21. Falso. De (10.8): 

( )
GR

eTl
eRG

Tdx
GI
Tdx l

lx

l

4
0

4

0
44

00 0 2
12
ππ

θ
−−

=⌡
⌠=⌡

⌠=  
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22. Cierto. Se hallan los momentos internos en cada segmento (figuras 10.21b y c) y se usa (10.5): 

01 5TT =  y 02 3TT =  ⇒ 3
2

0
máx23

1

0
máx1

610
R
T

R
T

π
τ

π
τ ===  ∴ 

31

2

1

3
5






=

R
R  

23. Falso. Se usan resultados de la proposición previa y (10.4): 

4
2

20
BC4

1

10
AB

610
R

lT
R

lT
π

θ
π

θ ===  ∴ 
314

2

1

2

1

3
5

5
3







=








=

R
R

l
l  

24. Los momentos internos en AB y BC son [kNm] 5,01 =T  y [kNm], 12 =T  y se usan (10.4) y (10.5): 

WRG
lT

RG
lT θ

ππ
θ ≤+=

4
22

4
11 22  ⇒ ( )

[mm] 7,25
41083

180103125,02
41

9

3

≈







×°×××

°×××+×
≥

ππ
R  

WR
T τ

π
τ ≤=

3
1

máx1

2
 ⇒ [mm] 4,17

1060
5002 31

6
≈








××
×

≥
π

R  

WR
T

τ
π

τ ≤=
3
2

máx2

2
 ⇒ [mm] 0,22

1060
102

31

6

3

≈







××

×
≥

π
R  ∴ [mm] 7,25mín =R  

25. Cierto. Sean FBC la fuerza tangencial mutua que se desarrolla en el punto de contacto entre las ruedas 

dentadas y T2 el momento torsor que recibe el eje CD; se usa (10.5): 

CC R
R

R
T

R
R

R
T

F
22

máx
3

22

B

máx
3

1

B

1
BC

τπτπ
====  ∴ [mm] 8,54

100
300

038,0
3131

B

C
12 ≈






=








=

R
R

RR  

26. Falso. Los ejes rotan en sentidos opuestos debido a las ruedas dentadas que los unen; se usan el 

resultado de la proposición previa y (10.49): 

°≈





 −

××
°××

=







−=−= 998,0

0548,0
3,1

038,0
2

1083
1801050

9

6

2

2

1

1máx
DCBADA π

τθθθ
R
l

R
l

G
 

10.7 Ejes macizos no circulares 

10.7.1 Proposiciones y ejercicios 

En las proposiciones y ejercicios de esta sección no se toman en cuenta las tensiones concentradas y se 

supone que las barras se sostienen sin que se les restrinja el alabeo. 

1. Las secciones rectas de una barra de sección cuadrada dejan de ser planas. 
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2. La razón entre las áreas de una barra circular y una cuadrada de iguales τmáx y T es .895,0cuacir =AA  

3. Dos barras tienen iguales A y T pero una es circular y cuadrada la otra. La primera es más resistente. 

4. Calcule la razón entre las áreas de una barra circular y una cuadrada de iguales l, G, T y θmáx. 

5. La razón entre los ángulos máximos que giran una barra circular y una cuadrada de iguales l, A, G 

y τmáx es 1,41. 

6. Una barra de sección cuadrada tiene [mm] 20=a  y [MPa], 50=Wτ  entonces [Nm]. 68máx =T  

7. En una barra cuadrada, [m], 75,0=l  [mm], 25=a  [GPa] 28=G  y [Nm], 68=T  entonces θ = 1,9º.  

8. Si en el mismo caso θ = 3º, calcule la tensión cortante máxima. 

9. En una barra cuadrada de a, [m], 4=l  [GPa], 80=G  [Nm], 80=T  [MPa] 50=Wτ  y ,360°=Wθ  halle a. 

10. Si en una barra circular la tensión cortante máxima se presenta en los puntos de la sección más 

alejados del centro, en una rectangular pasa lo mismo. 

11. Si en una barra rectangular ,2=ba  donde a es el lado largo de la sección, entonces .04,2 3
máx bT=τ  

12. Si en una barra rectangular ,5=ba  con a el lado largo de la sección, entonces ( ).686,0 4GbTl=θ  

13. La razón entre las tensiones máximas de una barra circular y una rectangular de ,3=ba  con a el 

lado largo de la sección, y que tienen iguales l, A y T, es .833,0reccir =ττ  

14. En el caso previo la razón entre los ángulos girados es .812,1cirrec =θθ  

15. Dos barras tienen iguales l, G, τW y T, una es cuadrada y de lado a y la otra es rectangular y de 

lados 2a y a. Es más resistente la primera. 

16. En el caso previo es más rígida la segunda. 

17. Si [MPa] 35máx =τ  en una barra rectangular de lados [mm], 755,2 == ba  entonces [kNm]. 23,1=T  

18. En el caso previo, [m] 2,1=l  y [GPa], 28=G  entonces .82,3 °=θ  

19. En igual caso, [Nm], 565=T  calcule b. 
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20. Una barra rectangular de lados [m] 08,02 == ba  tiene [GPa], 83=G  °= 3Wθ  y [kNm], 6,1=T  enton-

ces [m]. 18,3máx =l  

21. La barra ABC formada con los segmentos coaxiales y rectangulares AB, de [m] 31 =l  y la-

dos [mm], 605,1 11 == ba  y BC, de [m] 5,12 =l  y lados [mm], 4033,1 22 == ba  está empotrada a la pared 

en A, y en B y C obran los momentos externos [Nm] 750=BT  y [Nm] 400=CT  (figura 10.23), enton-

ces [MPa]. 4,63máx =τ  

 

Figura 10.23 Barra rectangular escalonada. De dos segmentos y con lados de la sección y longitudes distintos se empotra a 
la pared en A y soporta momentos externos en B y C como muestra a); en b) y c) se ilustran los diagramas de cuerpo libre 
en los que se calculan los momentos torsores internos de cada segmento. 

22. En una barra de [m] 75,0=l  y [GPa], 28=G  la sección es un triángulo equilátero de lado [mm]. 25=b  

Si [Nm], 78,6=T  entonces .2,8 °=θ  

23. En una barra de [m] 6,2=l  y [GPa] 28=G  la sección es un triángulo equilátero de lado [mm]. 30=b  

Si ,8,0 °=θ  entonces [MPa]. 54,2máx =τ  

24. Si en una barra de [m], 2,1=l  [GPa], 28=G  [MPa] 55=Wτ  y °= 15,1Wθ  la sección es un triángulo 

equilátero de lado [mm], 38=b  entonces [Nm]. 1,21máx =T  

25. En una barra elíptica la tensión cortante máxima aparece en el centro de la sección. 

26. La razón entre las áreas de una barra circular y una elíptica de semiejes ,2ba =  cuando tienen igua-

les T y τmáx, es .794,0elicir =AA  

27. Si las barras del caso previo tienen iguales l, G y θmáx, entonces .737,0elicir =AA  

28. Si una barra circular de radio R y una elíptica de semiejes Ra =  y kRb =  con k < 1 están sometidas 

al mismo momento torsor, entonces .2 2
elimáxcirmáx k=ττ  
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29. Una barra elíptica tiene semiejes [mm], 502 == ba  y en ella [MPa], 39=Wτ  calcule Tmáx. 

30. La barra elíptica ABC de semiejes [mm], 505,2 == ba  formada por los segmentos coaxiales AB, 

de [m], 21 =l  y BC, de [m], 5,12 =l  está empotrada a la pared en A y sometida en B y C a los momentos 

torsores [Nm] 40B =T  y [Nm]. 50C =T  Calcule τmáx. 

31. Si en el caso previo, [GPa], 15=G  entonces .899,0AC °=θ  

10.7.2 Soluciones 

1. Cierto. La tensión cortante es tangente a cada borde de la sección recta y varía desde 0 en las esquinas 

hasta un máximo en el centro del mismo, según se explicó en las proposiciones 10.2.1-8 y 10.2.1-9, y de 

igual manera cambian la deformación angular allí y los ángulos originalmente rectos de elementos infi-

nitesimales como los que ilustra la figura 10.24b; en consecuencia, lo que era un borde recto se convierte 

en curvo. 

 

Figura 10.24 Secciones cuadradas se alabean. Debido a la variación de la tensión cortante y de la deformación angular en 
los bordes de la sección recta los elementos infinitesimales de un borde como ilustra b) cambian sus ángulos de manera 
diferente y el borde recto se curva como se ve en c). 

2. Falso. De (10.5) y (10.23) con ,ba =  resultan: 

33máx

81,42
a

T
R
T

==
π

τ  ⇒ 
31

81,4
2








=
πa

R  ∴ 816,0
81,4
2

32

2

2

cua

cir ≈






==
π

ππ
a
R

A
A  

3. Cierto. Es más resistente la que desarrolle menor τmáx, se usan (10.5) y (10.23): 

22 aR =π  ⇒ 
211







=
πa

R
 ∴ 737,0

81,4
2

81,4
2 21

3

3

cua

cir ≈==
π

πτ
τ

R
a

 

 

 



Álvaro Gaviria Ortiz 

785 

 

4. Se usan (10.4) y (10.24) con :ba =  

Ga
Tl

GR
Tl

44máx

1,72
==

π
θ  ⇒ 

41

1,7
2








=
πa

R  ∴ 941,0
1,7

2
21

21

2

2

cua

cir ≈






== ππ
a
R

A
A  

5. Falso. Se usan resultados de las proposiciones 10.7.1-2, 10.7.1-3 y 10.7.1-4: 

211






=
πa

R
 y 3

cua
3

cir 81,42
a

T
R
T

=
π

 ⇒ 213

3

cua

cir

2
81,4

2
81,4

π
π

==
a

R
T
T

 ∴ 20,1
1,7

81,4
1,7
2 21

cua
4

cir
4

cua

cir ≈==
π

πθ
θ

TR
Ta

 

6. Falso. De (10.23) con :ba =  

Wa
T ττ ≤=

3máx

81,4
 ∴ [Nm] 2,83

81,4
105002,0

81,4

633

máx ≈
××

== WaT τ  

7. Cierto. De (10.24) con :ba =  

°≈
×××
°×××

== 9,1
1028025,0

18075,0681,71,7
944 π

θ
Ga
Tl

 

8. De (10.23) y (10.24): 

[MPa] 1,33
18075,01,7

31028025,081,4
1,7

81,4 9

máx ≈
°××

×°××××
==

πθτ
l

aG  

9. Cierto. De (10.23) y (10.24) con :ba =  

Wa
T ττ ≤=

3máx

81,4
 ⇒ [mm] 7,19

1050
8081,4 31

6
≈








×
×

≥a  

WGa
Tl θθ ≤=

4

1,7
⇒ [mm] 2,8

21080
4801,7

41

9
≈








××
××

≥
π

a  ∴ [mm] 7,19mín =a  

10. Falso. En la rectangular se presenta en los puntos del borde más cercanos al centro de la sección; es 

decir, en el centro de los lados largos. 

11. Cierto. De (10.23): 

34323máx

04,2
2
9100,0

2
8023,1

2
8865,0

2
6095,0

1
2
3

b
T

b
T

≈



 +−++=τ  
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12. Cierto. De (10.24): 

4

5

4

457,1
5
28,0

5
36,3

3
16

16
5

b
b

K ≈



 +−=  ∴ 44

686,0
457,1 Gb

Tl
Gb

Tl
≈=θ  

13. Falso. De la igualdad entre las áreas, ( ) ;3 21π=bR  se usan (10.5) y (10.23): 

3cir

2
R
T

π
τ =  y 

34323rec

246,1
3
9100,0

3
8023,1

3
8865,0

3
6095,0

1
3
3

b
T

b
T

≈



 +−++=τ  

∴ 548,0
3246,1

2
246,1

2
23

21

3

3

rec

cir ≈
×

==
π

πτ
τ

R
b

 

14. Cierto. Por la igualdad de las áreas, ( ) ;3 21π=bR  se usan (10.4) y (10.24): 

GR
Tl

4cir

2
π

θ =  y 4

5

4

790,0
3
28,0

3
36,3

3
16

16
3

b
b

K ≈



 +−=  ∴ 4rec 790,0 Gb

Tl
≈θ  

∴ 813,1
790,02

3
790,02

2

4

4

cir

rec ≈
×

=
×

=
π

π
θ
θ

b
R

 

15. Falso. Es más resistente la que tenga menor τmáx; se usan resultados de las proposiciones 10.6.1-2 y 

10.6.1-11: 

3cua

81,4
a

T
≈τ  y cua3rec

037,2 ττ <≈
a

T
 

16. Cierto. Es más rígida la que gira menos y se usa (10.24): 

4
4

cua 1408,028,036,3
3

16
16

a
a

K ≈



 +−=  ∴ 4cua 1408,0 Ga

Tl
≈θ  

4

5

4

rec 4578,0
2
28,0

2
36,3

3
16

16
2

a
a

K =



 +−=  ∴ cua4rec 4578,0

θθ <≈
Ga

Tl
 

17. Falso. De (10.23) con :5,2 ba =  

T
T 4

4323máx 10749,5
5,2

9100,0
5,2

8023,1
5,2

8865,0
5,2

6095,0
1

03,05,2
3

×≈




 +−++
×

=τ  ∴ m][N 609
10749,5

1035
4

6

⋅≈
×

×
≈T  

 

 



Álvaro Gaviria Ortiz 

787 

 

18. Falso. Se usan el resultado de la proposición previa y (10.24) con :5,2 ba =  

6

5

4

105072,0
5,2
28,0

5,2
36,3

3
16

16
03,05,2 −×≈




 +−
×

=K  ∴ °≈
××××

°××
=

−
95,2

1028105072,0
1802,1609

96 π
θ  

19. De (10.23) con :5,2 ba =  

34323máx

877
5,2

9100,0
5,2

8023,1
5,2

8865,0
5,2

6095,0
1

5,2
5653

bb
≈




 +−++
×

=τ  ∴ [mm] 3,29
1035

877
31

6
≈








×
≈b  

20. Cierto. De (10.24) con :2ba =  

6

5

4

101719,1
2
28,0

2
36,3

3
16

16
04,02 −×≈



 +−

×
=K  ⇒ Wl

l θθ ≤×≈
×××

×
≈ −

−

2

96

3

10645,1
1083101719,1

106,1  

∴ [m] 18,3
18010645,1

3
2máx ≈

°××
×°

≈
−

π
l  

21. Falso. Se calculan el momento reactivo y los internos en cada segmento (figuras 10.23b y c) y se 

usa (10.23) con 11 5,1 ba =  y :33,1 22 ba =  

[kNm], 15,1CBA =+= TTT  [kNm] 15,1A1 == TT  y [Nm] 400BA2 =−= TTT  

[MPa] 0,52
5,1

9100,0
5,1

8023,1
5,1

8865,0
5,1

6095,0
1

04,05,1
1015,13

4323

3

máx1 ≈




 +−++
×

××
=τ  

[MPa] 6,49
33,1
9100,0

33,1
8023,1

33,1
8865,0

33,1
6095,0

1
03,033,1

4003
4323máx2 ≈




 +−++
×
×

=τ  ∴ [MPa] 0,52máx =τ  

22. Falso. De (10.28): 

°≈
××

°×××
== 23,1

31028025,0
18075,078,680

3
80

944 π
θ

Gb
Tl

 

23. Falso. Se combinan las relaciones (10.28): 

[MPa] 95,1
1806,24

8,03102803,0
4

3 9

máx ≈
°××

×°×××
==

πθτ
l

bG
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24. Cierto. De (10.28): 

WGb
Tl θθ ≤=

3
80
4

 ⇒ [Nm] 1,21
1802,180

15,131028038,0 94

≈
°××

×°×××
≤

πT  

Wb
T ττ ≤=
3máx

20
 ⇒ [Nm] 151

20

1055038,0 63

≈
××

≤T  ∴ [Nm] 1,21máx =T  

25. Falso. Aparece en el borde exterior de la sección en los puntos extremos del eje menor. 

26. Cierto. De (10.5) y (10.27): 

33máx 2
22
πb
T

R
T

==
π

τ  ⇒ 312=
b
R

 ∴ 794,0
2
1

2 312

2

eli

cir ≈==
b

R
A
A

π
π

 

27. Falso. De (10.4) y (10.27): 

Gb
Tl

GR
Tl

44máx 8
52
ππ

θ == ⇒ 415
2

=
b
R

 ∴ 894,0
5
2

2 212

2

eli

cir ≈==
b

R
A
A

π
π

 

28. Falso. De (10.5) y (10.27): 

3cirmáx

2
R
T

π
τ =  y 32elimáx

2
Rπk

T
=τ  ∴ 2

elimáx

cirmáx k=
τ
τ  

29. De (10.27): 

Wπb
T ττ ≤=

3máx  ∴ [kNm] 91,11039025,0 63
máx ≈×××= πT  

30.  Se hallan el momento reactivo y los internos en cada segmento. En el AB la tensión cortante es 

máxima por tener el mayor momento torsor interno y se usa (10.27) para calcularla: 

[Nm], 90CBA =+= TTT  [Nm] 90A1 == TT  y [Nm] 50BA2 =−= TTT  

[MPa] 86,2
02,05,2

902
5,2
2

33
1

máx ≈
×
×

==
π

τ
πb
T
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31. Cierto. Se usan resultados del ejercicio previo y (10.27): 

( )( ) ( )( )
°≈

×××××
°××+×+

=
++

= 899,0
101502,05,2

1805,1502905,21
943

2

33
2211

22

AC πππ
θ

Gba
lTlTba  

10.8 Ejes que rotan 

10.8.1 Proposiciones y ejercicios 

En las proposiciones de esta sección no se toman en cuenta tensiones concentradas en los ejes ni, por 

considerarlos sin peso, variaciones del momento torsor interno debido a fuerzas inerciales; además se 

supone, a menos que expresamente se informe lo contrario, que los ejes, macizos o huecos, son circula-

res, están soportados en apoyos sin fricción y rotan con velocidad angular constante. 

1. Al duplicar la velocidad angular con la que gira un eje manteniendo la misma potencia, se duplica el 

momento torsor que obra en él. 

2. En el caso previo se duplica la tensión cortante máxima que el eje desarrolla. 

3. Al multiplicar por 8 la velocidad angular con la que se diseña un eje macizo, manteniendo la misma 

potencia, se debe reducir a la mitad el radio del mismo para acomodarse a la nueva situación. 

4. Al duplicar la potencia que transmite un eje manteniendo la misma velocidad angular, se duplica el 

ángulo que giran entre sí los extremos del mismo. 

5. En el mismo caso se duplica en el eje la tensión normal máxima en valor absoluto. 

6. En un eje macizo se conocen τW, f y P , entonces [ ] .328,0 31
mín WfR τP=  

7. En un eje macizo, τmáx = 34,5 [MPa],  y  Calcule Rmín.  

8. Si en el caso previo,  y  entonces  

9. En un eje macizo,     y  entonces  

10. En un eje macizo,      y [kW]; 45=P  en-

tonces [Hz]. 15mín =f  

[Hz] 3,33=f [kW]. 746=P

[m] 1=l [GPa]; 28=G .1°=θ

[m], 5,0=l [m], 03,0=R [GPa], 78=G [Hz] 13=f ;5,0 °=θ [kW]. 141=P

[m], 25,1=l [mm], 19=R [GPa], 80=G [MPa], 595=Wτ °= 2Wθ
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11. Un eje macizo de τ
W
 = 12 [MPa] y [kW], 30=P  formado con los segmentos coaxiales 1 y 2 

de R1 = 30 [mm] y R2 = 38 [mm], no puede girar con  

12. En un eje tubular, Re = 80 [mm], Ri = 60 [mm], τ
W
 = 60 [MPa] y  enton-

ces [kW]. 850máx =P  

13. Si en el caso previo σW = 100 [MPa], de acuerdo con la teoría de la máxima energía de distorsión 

por unidad de volumen, [kW]. 399máx =P  

14. En un eje tubular, ,2,1 ie RR =  [MPa], 60máx =τ  [Hz] 5,1=f  y [kW]; 224máx =P  entonces [mm]. 7,78=eR  

15. En un eje tubular, [mm], 32=eR  [MPa], 49máx =τ  [Hz] 25=f  y [kW]; 112máx =P  entonces 

[mm]. 5,26=iR  

16. En un eje tubular, [m], 1=l  [mm], 2545 == ie RR  [GPa], 80=G  [MPa], 100=Wτ  °= 3Wθ  y 

[Hz]; 210=f  entonces [kW]. 3,95máx =P  

17. De un tronco de madera de [m] 15,0=R  y [MPa] 9=Wτ  se corta un listón inscrito en aquel y de 

sección cuadrada. La potencia máxima que puede transmitir ese listón cuando gira con  f = 1/6 [Hz], 

es [kW]. 5,22=P  

10.8.2 Soluciones 

1. Falso. Se reduce a la mitad ya que según (10.9): 

ω
P

=T  

2. Falso. Se reduce a la mitad, ya que de (10.5) y (10.9): 

)(
2

3
0

máx RI
TR

ωπ
τ P

==  

3. Cierto. Es necesario esa reducción para mantener invariable el producto 3Rω  ya que: 

)(
2

3RW ωπ
τ P

=  

 

[Hz]. 12=f

[Hz]; 2=f
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4. Cierto. Ya que de (10.4) y (10.9): 

)(
2

)( 4
0 RG

l
GI
Tl

ωπ
θ

P
==  

5. Cierto. Puesto que para °= 45θ  y Rr = , de (10.11) y (10.9) resulta: 

)(
2

3
0

máx RI
TR

ωπ
σ P

==  

6. Falso. De (10.5), (10.9) y (10.10): 

WRfRI
TR τ

πωπ
τ ≤===

323
0

máx

2 PP  (10.51) 

∴ 
3131

2mín 466,0 







≈








=

WW ff
R

ττπ
PP   (10.52) 

7. De (10.52): 

[mm] 40
105,343,33

10746
466,0466,0

31

6

3
31

máx

mín ≈







××

×
=








≈

τf
R

P  

8. Falso. Se usan (10.49) y el resultado del ejercicio previo: 

°≈
×××

°×××
== 76,1

04,01028
1801105,34

9

6
máx

π
τθ
GR

l  

9. Cierto. De (10.4), (10.9) y (10.10): 

GfR
l

42π
θ

P
=  (10.53) 

∴ [kW] 141
1805,0

5,010781303,0 942

≈
°×

×°×××××
=

ππP  

10. Cierto. De (10.53) y (10.51): 

WGfR
l

θ
π

θ ≤=
42

P
 ⇒ [Hz] 15

21080019,0
1802,11045

942

3

≈
×°××××

°×××
≥

ππ
f  

WRf
τ

π
τ ≤=

32máx

P  ⇒ [Hz] 3,11
1059019,0

1045
632

3

≈
×××

×
≥
π

f  ∴ [Hz] 15mín =f  
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11. Falso. Se aplica (10.51) al segmento 1 que es el crítico por tener el menor radio: 

WRf
τ

π
τ ≤= 3

1
2máx1

P  ⇒ [Hz] 12[Hz] 4,9
101203,0

1030
632

3

mín <≈
×××

×
=
π

f  

12. Falso. De (10.5), (10.9) y (10.10): 

( ) W

ie

e

RRf
R

τ
π

τ ≤
−

= 442máx

P  (10.54) 

∴ ( )
[kW] 414

08,0
06,008,010602 4462

máx ≈
−×××

=
πP  

13. Cierto. Se usan (10.11) y (10.54) para hallar las tensiones principales en un punto del borde exterior 

del tubo y luego se llevan a (7.51): 

máx21 τσσ =−=  y 03 =σ  ⇒ 22
máx 26 Wστ ≤  y ( ) 3442

W

ie

e

RRf
R σ

π
≤

−
P

 

∴ ( )
[kW] 399

308,0
06,008,0101002 4462

máx ≈
−×××

=
πP  

14. Cierto. De (10.54): 

( ) ( ) 342442máx 2,11 eie

e

RfRRf
R

−−
=

−
=

ππ
τ

PP  ∴ ( ) [mm] 7,78
2,1110605,1

10224
31

462

3

≈







−×××

×
=

−πeR  

15. Falso. De (10.54): 

( )442máx

ie

e

RRf
R
−

=
π

τ
P  ⇒ [mm] 4,29

104925
032,010112032,0

41

62

3
4

41

máx
2

4 ≈







××

××
−=








−=

πτπ f
RRR e

ei

P  

16. Falso. De (10.4), (10.9), (10.10) y (10.54): 

( ) W

ie RRGf
l

θ
π

θ ≤
−

= 442

P
 ⇒ 

( )
[kW] 3,95

1801
02,0025,01080310 4492

≈
°×

−×××°××
≤

ππ
P  

( ) W

ie

e

RRf
R

τ
π

τ ≤
−

= 442máx

P  ⇒ ( )
[kW] 0,91

025,0
02,0025,01010010 4462

≈
−×××

≤
πP  ∴ [kW] 0,91´máx =P  
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17. Falso. El lado de la sección del listón es ,2Ra =  y se usan (10.23) con ,ba =  (10.9) y (10.10): 

WRfa
T τ

π
τ ≤

×
==

3233máx 22
81,481,4 P  ∴ [kW] 7,18

81,46
10915,012 6325

´máx ≈
×

××××
=

πP  

10.9 Tubos delgados 

10.9.1 Proposiciones y ejercicios 

En las proposiciones y ejercicios de esta sección no se toman en cuenta tensiones concentradas en esqui-

nas; además se supone, a menos que expresamente se diga lo contrario, que los perímetros, lados y 

radios informados son en la línea media, que los tubos torsionados son delgados y que se les soporta sin 

restringir el alabeo. 

1. En un tubo la sección recta permanece plana. 

2. En la sección recta de un tubo la tensión cortante promedio es aproximadamente igual a la que 

corresponde a la línea media del espesor. 

3. Demuestre que el flujo de cizalladura q es uniforme a lo largo del perímetro de la línea media de la 

pared de la sección recta de un tubo. 

4. Demuestre que la tensión cortante promedio en un tubo es ( ),2 AtTm =τ  donde A  es el área ence-

rrada por la línea media del espesor de la sección. 

5. En un tubo la tensión cortante promedio es uniforme en la sección. 

6. En la sección recta de un tubo la tensión cortante promedio máxima ocurre en el punto de la sección 

donde el espesor es máximo. 

7. Al dividir por 2 el espesor de un tubo la tensión cortante se cuadruplica. 

8. En un tubo circular de peso específico w la razón entre el momento torsor máximo soportable y el 

peso es ( ).2máx lwRQT Wτ=  

9. En un tubo circular de radios Ri y Re la razón entre las tensiones cortantes calculadas en la línea media 

de la sección con (10.5) y (10.32) es ( ) ( )[ ] .2 222
delcir ieie RRRR ++=ττ  
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10. En el caso previo, ( ) ( )222
delcir 2 ieie RRRR ++=θθ  es la razón entre los ángulos girados calculados 

según (10.4) y (10.33). 

11. En el mismo caso, ,9,0=ei RR  entonces .975,0delcir =θθ  

12. La tensión cortante máxima calculada con (10.5) en un tubo de radio R en la línea media y espesor t 

se convierte en (10.32) cuando .1<<<Rt  

13. Con la misma aproximación del caso previo (10.4) y (10.33) predicen igual ángulo de giro. 

14. Al duplicar el radio de la línea media de la sección recta de un tubo circular se cuadruplica su resis-

tencia. 

15. A iguales T y τmáx la razón entre las áreas de una barra circular de radio R1 y un tubo circular de 

radio en la línea media, ,202 tR =  es .51,2tubbar =AA  

16. En un tubo circular, [mm], 50=R  [mm] 3=t  y [kNm], 7,1=T  entonces [MPa]. 28=mτ  

17. En el caso previo, [m] 1=l  y [GPa], 26=G  entonces .59,1 °=θ  

18. En un tubo cuadrado, de lado a, el momento polar de inercia equivalente Ie es a3t. 

19. Si se duplica el lado de un tubo cuadrado, de lado a y espesor t, se reduce a la mitad la tensión 

cortante. 

20. En el caso previo el ángulo que giran entre sí los extremos del tubo se reduce a la cuarta parte. 

21. Con una lámina rectangular de longitud l, ancho s y espesor t, puede formarse un tubo cuadrado o 

uno circular. Es más resistente el cuadrado. 

22. En el caso previo es más rígido el circular. 

23. En las esquinas de un tubo cuadrado la deformación angular es cero. 

24. En un tubo cuadrado de lado 20t, ( ).800 3tTm =τ  

25. Un tubo cuadrado de lado [m], 05,0=a  [mm], 1=t  [MPa] 150=Wτ  y [kNm], 1=T  falla. 
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26. Un tubo cuadrado tiene am, [mm], 3=t  [MPa] 60=Wτ  y [Nm], 900=T  entonces [m]. 9,28mín =a  

27. En un tubo cuadrado de [m], 1=l  [m] 11,0=a  y [m] 005,0=t  actúa ,hFT =  con [m], 2,0=h  enton-

ces .100,15 3 GF×=θ  

28. En un tubo cuadrado, [m], 4,2=l  [m], 1,0=a  [mm], 5t =  [GPa] 80=G  y ;3°=θ  así, [kNm]. 73,8=T  

29. En el caso previo, [MPa] 30=Wτ  y ,5,3 °=Wθ  y ambos límites se alcanzan simultáneamente; 

así, .[m] 14,8=l  

30. Una barra cuadrada de lado a y un tubo cuadrado de lado a y espesor ,20at =  desarrollan igual τmáx. 

Halle la razón entre los momentos torsores soportados. 

31. Halle el momento polar de inercia equivalente de un tubo rectangular de lados a y b. 

32. En un tubo rectangular de perímetro s la tensión cortante es mínima si la sección es cuadrada. 

33. Una barra circular de radio R y un tubo rectangular de lados 4R y 2R tienen iguales τmáx y T. Calcule t 

34. La barra y el tubo del caso previo tienen iguales l, G y T. Entonces giran igual ángulo 

cuando .1283 Rt π=  

35. En un tubo rectangular, [mm], 60=a  [mm], 30=b  [MPa] 60=Wτ  y [Nm]; 600=T  así, [mm]. 98,1mín =t  

36. Un tubo rectangular tiene lados 2a y a. Si ,32at = halle el ángulo que gira. 

37. En un tubo rectangular, [m], 4,2=l  [mm], 120=a  [mm], 80=b  [mm], 6=t  [GPa] 80=G  y ,3°=θ  en-

tonces [kNm]. 65,9=T  

38. Halle el momento polar de inercia equivalente de un tubo cuya sección es un triángulo equilátero 

de lado b. 

39. Con una lámina rectangular de longitud l, ancho s y espesor t, puede formarse un tubo circular o 

uno cuya sección es un triángulo equilátero. Es más resistente el triangular. 

40. En el caso previo es más rígido el triangular. 

41. Si en el mismo caso el tubo circular se cambia por uno cuadrado, este es más resistente que el trian-

gular. 
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42. La sección recta de tubo es un triángulo equilátero de lado [mm] 50=b  y [mm]. 5,2=t  Si 

[Nm], 20=T  entonces [MPa]. 97,8=mτ  

43. En el caso previo, [m] 3=l  y [GPa], 28=G  entonces θ = 4º.  

44. En igual caso, [MPa] 90=Wτ  y ,15,1 °=Wθ  entonces [Nm]. 6,14máx =T  

45. Halle el momento polar de inercia equivalente del tubo cuya sección recta es un hexágono regular 

de lado b. 

46. Con una lámina rectangular de longitud l, ancho s y espesor t, puede formarse un tubo circular o 

uno cuya sección es un hexágono regular. Es más resistente el hexagonal. 

47. Si en el caso previo el tubo circular se cambia por uno cuadrado, este es más rígido que el hexagonal. 

48. La sección recta de un tubo es un hexágono regular de lado b = 0,1 [m] y t = 4 [mm]. 

Si T = 2,25 [kNm], entonces [MPa]. 178máx =τ  

49. Si en igual caso, [MPa], 60=Wτ  entonces [mm]. 50mín =b  

50. Un tubo circular de radio 2a y otro elíptico de semiejes a y 4a tienen iguales t y material. Es más 

resistente el primero. 

51. Un tubo elíptico de semiejes [mm] 752 == ba  tiene [mm] 3=t  y [MPa]; 60=Wτ  así, .[kNm] 18,3máx =T  

52. En el caso previo, [kNm], 4,5=T  entonces [mm]. 7,97mín =a  

53. La sección de un tubo de [MPa] 80=Wτ  se forma con dos rectángulos concéntricos, uno de 

[m] 18,01 =a  y [m], 14,01 =b  y otro exterior de [m] 20,02 =a  y [m] 15,02 =b  (figura 10.25a); enton-

ces .[kNm] 5,31máx =T  

54. La sección de un tubo se forma con un semicírculo de radio [m] 125,0=R  y su respectivo diámetro; 

los espesores de los costados semicircular y diametral son [mm] 3=st  y [mm] 5=dt  (figura 10.25b). 

Si [kNm], 3,14=T  entonces [MPa]. 118máx =τ  
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Figura 10.25 Espesor no uniforme de pared. En a) se muestra una sección tubular formada con dos rectángulos coaxiales, 
uno interior y exterior el otro, en la cual los gruesos de los costados t1 y t2 son diferentes entre sí; la b) muestra un caso 
similar para una sección tubular semicircular de espesores ts y td. 

55. En el caso previo, [m] 2,2=l  y [GPa], 78=G  entonces .73,1máx °=θ  

56. La sección recta de un tubo de [mm] 6=t  se forma con dos semicircunferencias de R = 50 [mm], uni-

das por segmentos rectos de longitud Rc 2=  (figura 10.26). Si T = 11,3 [kNm], entonces [MPa]. 7,52=mτ  

 

Figura 10.26 Sección compuesta. La figura ilustra la sección recta de un tubo sometido a torsión de espesor uniforme que 
se forma con dos semicircunferencias y dos segmentos rectos. 

57. En el caso previo, [MPa], 70=Wτ  entonces [mm]. 46mín =c  

58. Calcule el ángulo girado en un tubo troncónico de radios R1 y R2 en las bases 1 y 2. 

59. Un tubo de [m], 5=l  [mm] 2=t  y [GPa] 26=G  tiene forma de tronco de pirámide rectangular de 

lados en la base 1, [m], 2,14 11 == ba  y en la base 2, [m]. 4,04 22 == ba  Si ,1°=θ  entonces [kNm]. 69,5=T  

60. La sección recta del tubo de la figura 10.27a se compone de dos celdas cuadradas en las 

que [m] 25,0=a  y [mm]. 12=t  Si [MPa], 35=Wτ  entonces [kNm]. 3,61máx =T  
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Figura 10.27 Secciones bicelulares. Las figuras a) y b) muestran las secciones rectas de dos tubos sometidos a torsión que 
están formadas por dos celdas de espesores no uniformes. Las celdas en a) son cuadradas y en b) una es cuadrada y la otra 
un semicírculo; se numeran con 1 las celdas de la izquierda y con 2 las de la derecha. 

61. Si en el caso previo se aplica el torque máximo y [m], 1=l  [GPa], 83=G  entonces .0887,0 °=θ  

62. La tensión cortante en el tímpano del mismo caso es, cuando se aplica el torque máximo, 

de 6,72 [MPa]. 

63. La sección recta del tubo de la figura 10.27b se forma con una celda cuadrada de lado [mm], 60=a  

y otra semicircular de radio .2aR =  Si [mm] 5,1=t  y [MPa], 40=Wτ  entonces [kNm]. 39,1máx =T  

64. Si en el caso previo se aplica el torque máximo y l = 1 [m], G = 26 [GPa], entonces θ  = 2,11º.  

10.9.2 Soluciones 

1. Cierto y falso. De acuerdo con la explicación. Aunque se trate de tubos, es cierto para los circulares, 

según el ejercicio 10.2.1-5, y falso para los demás (obsérvese, por ejemplo, la proposición 10.7.1-1). 

2. Cierto. Es cierto que ,mpromedio ττ ≈  cuando se trata de un tubo delgado; es decir, aquel en el que la 

mayor de las dimensiones transversales de la sección recta es por lo menos 20 veces el espesor de la 

pared, como se explicó en el apartado 10.1-15 y se sigue de (10.30) (figura 10.10); nótese que la direc-

ción de la tensión cortante es tangente a los bordes interior y exterior de la sección recta y, por ser 

delgada, esas direcciones son sensiblemente paralelas en los puntos intermedios. Conviene mencionar 

sin embargo que la proposición es falsa cuando el tubo no es delgado. 

3. Se toma como cuerpo libre la porción del segmento del tubo que ilustra la figura 10.11b, en que se 

representan las tensiones cortantes en las porciones de sección recta de los extremos y las longitudinales, 
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según la reciprocidad de ellas, que origina el momento torsor y se toma el equilibrio de fuerzas hori-

zontales: 

dxtdxtF mmx 22110 ττ +−==∑  ∴ uniforme2211 ==== qttt mmm τττ  

4. En el elemento de pared de la sección recta del tubo que ilustra la figura 10.11c se desarrolla la fuerza 

cortante ,tdsqdsdV mτ==  y su momento con respecto al punto O es ,trdsdT mτ=  donde r es la distancia 

desde O hasta la línea de acción de la fuerza dV; luego se suman esos momentos y se observa que la 

integral ∫crds  es el doble del área A  encerrada por la línea media del espesor de la sección: 

AtrdsqqrdstrdsT mccc m ττ =∫=∫=∫=  ∴ 
At

T
m 2
=τ  

5. Cierto o falso. De acuerdo con la explicación. Es cierto, según (10.32), cuando el espesor sea uniforme 

y falso en caso contrario. 

6. Falso. Es máxima, según (10.32), donde el espesor de la sección sea mínimo. 

7. Falso. De acuerdo con (10.32) se duplica. 

8. Falso. El volumen del tubo es ,2 lRtV π= y se usa (10.32) con :2RA π=  

tR
T

mW 2
máx

2π
ττ ==  ⇒ WtRT τπ 2

máx 2=  y lwRtVwQ π2==  ∴ 
lw

R
Q

T Wτ=máx  

9. Cierto. Se usan (10.5) y (10.32) con ,2RA π=  ie RRt −=  y ( ) :2ie RRR +=  

( ) ( )
( ) ( )( )ieieie

ieie

RRRR
T

RR
RRT

I
RRT

−+
=

−
+

=
+

= 2244
0

cir 2 ππ
τ  y ( ) ( )ieie RRRR

T
tR

T
−+

== 22del

2
2 ππ

τ  

∴ 
( )
( )22

2

del

cir

2 ie

ie

RR
RR
+
+

=
τ
τ

 

10. Falso. Se usan resultados de la proposición previa, (10.4), (10.33) y (10.35): 

( ) ( )
42

44 3422

ieie

c

e

RRRR
R

tR

t
ds
A

I
−+

==
⌡
⌠

=
π

π
π  ⇒ ( ) ( )ieiee RRRRG

Tl
GI

Tl
−+

== 3del

4
π

θ  

( )44cir

2

ie RRG
Tl
−

=
π

θ  ∴ 
( )
( )22

2

del

cir

2 ie

ie

RR
RR
+
+

=
θ
θ
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11. Falso. Del resultado de la proposición previa: 

( )
( ) 997,0

9,012
9,01

2

2

del

cir ≈
+
+

=
θ
θ

 

12. Cierto. Debido a la delgadez, RtRRe ≈+= 2  y ,2 RtRRi ≈−=  y se usan (10.50) y (10.5): 

tA
T

tR
T

tR
TR

I
TRe

222 23
0

máx ==≈=
ππ

τ  

13. Cierto. Se emplean resultados de las proposiciones 10.9.1-10 y previa: 

( )
( )

( )
( ) 1

22 22

2

22

2

del

cir =
+
+

≈
+
+

=
RR

RR
RR

RR

ie

ie

θ
θ

 

14. Cierto. Ya que, según (10.32), se reduce a la cuarta parte la tensión cortante que desarrolla. 

15. Falso. De (10.5) y (10.32) con :2
2RA π=  

3
2

2
2

3
1

máx

10
2

2
R
T

tR
T

R
T

πππ
τ ===  ⇒ 

31

2

1

5
1






=

R
R

 ∴ 42,3
5
1

10
2

32

2

2
1

tub

bar ≈





==

tR
R

A
A

π
π

 

16. Falso. De (10.32) con :2RA π=  

[MPa] 1,36
003,005,02

107,1
2 2

3

2
≈

××
×

==
ππ

τ
tR

T
m  

17. Cierto. De (10.33) y (10.50): 

°≈
×××××

°×××
== 59,1

1026003,005,02
1801107,1

93

3

ππ
θ

GI
Tl

e

 

18. Cierto. De (10.35) con 2aA =  y :4as =  

ta
a

ta

t
ds
A

I

c

e
3

42

4
44

==
⌡
⌠

=  (10.55) 

19. Falso. En este caso, ,2aA =  y se deduce de (10.32) que la tensión cortante se reduce a la cuarta 

parte. 
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20. Falso. De (10.55) y (10.33) se sigue que ese ángulo se reduce a la octava parte. 

21. Falso. Es más resistente según (10.32) el que tenga mayor .A  Sea R el radio de uno y a el lado del 

otro: 

aRs 42 == π  ⇒ 
π
2

=
a
R  ∴ 14

2

2

cua

cir >==
π

π
a
R

A
A

 

22. Cierto. Es más rígido según (10.33) el que tenga mayor Ie; se usan (10.49), (10.55) y resultados de la 

proposición previa: 

1
162

23

3

ecua

ecir >==
π

π
ta

tR
I
I

 

23. Cierto. Se sigue de (10.2) ya que en esas esquinas la tensión cortante es 0 como se demostró en la 

proposición 10.2.1-9. 

24. Cierto. De (10.32) con :2aA =  

332 80040022 t
T

t
T

ta
T

m =
×

==τ  

25. Cierto. De (10.32), donde :2aA =  

Wm ta
T ττ >=

××
== [MPa] 200

001,005,02
10

2 2

3

2
 

26. Falso. De (10.32) con :2aA =  

Wm ta
T ττ ≤=

22
 ⇒ [mm] 50

1060003,02
900

21

6mín =







×××

=a  

27. Falso. De (10.33) y (10.55): 

G
F

G
F

tGa
hFl

GI
Tl

e

3

33

101,30
005,011,0

12,0 ×
≈

××
××

===θ  

28. Cierto. De (10.33) y (10.55): 

tGa
Tl

GI
Tl

e
3

==θ  ∴ [kNm] 73,8
1804,2

31080005,01,0 93

≈
°×

×°××××
=

πT  
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29. Cierto. De (10.32) con ,2aA =  (10.33) y (10.55): 

ta
T

Wm 22
== ττ  y 

tGa
Tl

W 3
=θ  ∴ [m] 14,8

18010302
5,310801,0

2 6

9

≈
°×××
×°×××

==
π

τ
θ

W

WaG
l  

30. De (10.23) con a = b y (10.32), donde :2aA =  

ta
T

a
T

2
tub

3
bar

máx 2
81,4

==τ  ∴ 481,0
20

81,4281,42

bar

tub ≈
×

=
×

=
a

t
T
T  

31. De (10.35) con abA =  y :)(2 bas +=  

ba
tba

t
ds
A

I

c

e +
=

⌡
⌠

=
222

24
 (10.56) 

32. Cierto. Si a y b son los lados de la sección, entonces asb −= 2  y .abA =  Se sigue de (10.32) que τm 

es mínima cuando sea máxima ;A  para averiguar el valor de a, que determina ese máximo, se iguala 

a 0 la primera derivada de A  y luego se confirma al observar que la segunda derivada es negativa: 







 −== a

s
aabA

2
 ⇒ 02

2
=−= a

s
da
Ad

 ∴ b
s

a ==
4

 y 2
2

2

−=
da

Ad
 

33. De (10.5) y (10.32) con :8 2RA =  

tR
T

R
T

23máx 82
2

×
==

π
τ  ∴ 

32
R

t
π

=  

34. Cierto. De (10.4), (10.33) y (10.56), donde ,3364 tRIe =  ya que Ra 2=  y :4Rb =  

tGR
Tl

GR
Tl

34 64
32

==
π

θ ∴ 
128
3 R

t
π

=  

35. Falso. De (10.32) con :abA =  

Wm abt
T ττ ≤=

2
 ∴ [mm] 78,2

106003,006,02
600

6mín ≈
××××

=t  
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36. De (10.33) y (10.56), donde :124aIe =  

Ga
Tl

GI
Tl

e
4

12
==θ  

37. Cierto. De (10.56) y (10.33): 

( ) ( ) [kNm] 65,9
18008,012,04,2

31080006,008,012,022 92222

≈
°×+

×°××××××
=

+
==

πθθ
bal

tGba
l
GIT e  

38. De (10.35) con 432bA =  y :3bs =  

4
4 32

tb

t
ds
A

I

c

e =
⌡
⌠

=  (10.57) 

39. Falso. Es más resistente según (10.32) el que tenga mayor .A  Sea R el radio de uno y b el lado del 

otro: 

bRs 32 == π  ⇒ 
π2
3

=
b
R  ∴ 65,1

3
9

3
4

2

2

≈==
π

π
b

R
A
A

tri

cir  

40. Falso. Es más rígido según (10.33) el que tenga mayor Ie; se usan (10.50), (10.57) y la proposición 

previa: 

1
278

23

3

ecua

ecir >==
π

π
tb

tR
I
I  

41. Cierto. Es más resistente según (10.32) el que tenga mayor .A  Sea a el lado del cuadrado y b el del 

otro: 

bas 34 ==  ⇒ 
4
3

=
b
a

 ∴ 30,1
34

9
3

4
2

2

tri

cua ≈==
b

a
A
A  

42. Falso. De (10.32) con :432bA =  

[MPa] 70,3
30025,005,0

202
3

2
22

≈
××

×
==

tb
T

mτ  
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43. Falso. De (10.33) y (10.57): 

°≈
××××

°×××
=== 57,1

10280025,005,0
18032044

933 π
θ

tGb
Tl

GI
Tl

e

 

44. Cierto. Se usan expresiones de las dos proposiciones previas: 

Wm
tb
T ττ ≤=

3
2
2

 ⇒ [Nm] 487
2

109030025,005,0 62

≈
××××

≤T  

WtGb
Tl θθ ≤=

3

4
 ⇒ m][N 6,14

18034
15,110280025,005,0 93

⋅≈
°××

×°××××
≤

π
T  ∴ [Nm] 6,14máx =T  

45. De (10.35) con 233 2bA =  y :6bs =  

2
94 32

tb

t
ds
A

I

c

e =
⌡
⌠

=  (10.58) 

46. Falso. Es más resistente según (10.32) el que tenga mayor .A  Sea R el radio de uno y b el lado del otro: 

bRs 62 == π  ⇒ 
π
3

=
b
R

 ∴ 10,1
3

6
33

2
2

2

tri

cir ≈==
π

π
b

R
A
A  

47. Falso. Es más rígido según (10.33) el que tenga mayor Ie. Sea a el lado del cuadrado, b el del otro y 

se usan (10.55) y (10.58): 

bas 64 ==  ⇒ 
2
3

=
b
a  ∴ 75,0

4
3

9
2

3

3

ehex

ecua ===
tb
ta

I
I  

48. Falso. De (10.32) con :233 2bA =  

[MPa] 108
3004,01,03

1025,2
33 3

3

2
≈

×××
×

==
tb
T

mτ  

49. Falso. Se usa el resultado de la proposición previa: 

Wm
tb
T ττ ≤=

33 2
 ∴ [mm] 5,42

10603004,03
1025,2

21

6

3

mín ≈







××××

×
=b  
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50. Falso. Resisten igual según (10.32) ya que tienen igual ;A  en efecto: 

2

cir
4 aA π=  y 2

elí
4 aA π=  

51. Cierto. De (10.32) con :22aA π=  

Wm ta
T τ
π

τ ≤=
2 ∴ [kNm] 18,31060003,0075,0 62

máx ≈××××= πT  

52. Cierto. De la proposición previa: 

Wm ta
T τ
π

τ ≤=
2 ∴ [mm] 7,97

1060003,0
104,5

21

6

3

mín ≈







×××

×
=

π
a  

53. Falso. Los espesores de los costados son [m] 005,01 =t  y [m], 01,02 =t  y por ello ];[m 145,019,0 2×=A  

de (10.32) se sigue que la tensión cortante mayor aparece en el costado más delgado: 

WtA
T ττ ≤=

1

máx 2
 ∴ m][kN 0,221080005,0145,019,02 6

máx ⋅≈×××××=T  

54. Falso. Se sigue de (10.32) con 22RA π=  que la tensión cortante mayor ocurre en el costado semi-

circular: 

[MPa] 1,97
003,0125,0

103,14
2 2

3

máx ≈
××

×
==
π

τ
stA

T  

55. Cierto. De (10.35) y (10.33) con :22RA π=  

][m 10332,1
005,0125,02003,0125,0

125,0
2

4 45
42422

−×≈
×+×

×
=

+
=

⌡
⌠

=
π

π
π

π

ds

c

e tRtR
R

t
ds
A

I  

°≈
××××
°×××

=
−

73,1
107810332,1
1802,2103,14

95

3

π
θ  

56. Cierto. De (10.32) con :22 RcRA += π  

( )
[MPa] 7,52

006,005,042
103,11

2 2

3

≈
××+×

×
==

π
τ

tA
T

m  
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57. Falso. De (10.32), donde :22 RcRA += π  

( ) Wm tRcR
T τ

π
τ ≤

+
=

22 2
 

∴ [mm] 5605,0
1070006,02

103,11
05,02

1
22

1 2

6

3
2

mín ≈






 ×−
×××

×








×
=








−






= ππ

τ
R

t
T

R
c

W

 

58. Se halla el radio de la sección a la distancia x de la base 1 (figura 10.20 interpretada para el presente 

caso), se usa (10.33) como aproximación razonable para calcular en un segmento infinitesimal del tubo 

de longitud dx el ángulo que este gira, luego se suma sobre toda la longitud de aquél y en cada sección 

recta se encuentra, con (10.49), que Ie = 2πR3t:  

( )
l

xRxlR
R 21 +−
=  ∴ 

( )[ ]
( )

2
2

2
1

21

0
3

21

3

0
tron 42 RRGt

RRTl

xRxlRtG
dxTl

GI
Tdx

ll

e ππ
θ

+
=⌡

⌠
+−

=⌡
⌠=  

59. Falso. Se calculan los lados a y b de una sección del tubo que está a la distancia x de la base 1 y en 

cada una se halla el Ie respectivo el cual según (10.56) es ;63taIe =  luego se procede como en el ejer-

cicio previo: 

( )
l

xaxla
ba 213

+−
==

 ⇒ ( )[ ]
( )

2
2

2
1

21

0
3

21

3

0

36
aaGt

aaTl

xaxlatG

dxTl
GI
Tdx

ll

e

tron

+
=⌡

⌠
+−

=⌡
⌠=θ

 

∴ ( )
m][kN 71,8

1804,02,153
14,02,1002,01026 229

⋅≈
°×+××

×°×××××
=

π
T

 

60. Cierto. Sean q1 y q2 los flujos de cizalladura en las celdas de la figura 10.27a en las que 2
21 aAA ==  

y se usan las relaciones (10.36), (10.37) y (10.38) del apartado 10.1-17 para calcularlos. De los resultados 

se observa que la tensión máxima ocurre en el segmento de espesor t/2: 





 +++

−
==



 +

−
++=

t
q

t
q

t
q

t
qq

aG
l

t
q

t
qq

t
q

t
q

aG
l 22212

2
12111

1

2
222

θθ  ⇒ 122
1 5

2
7

qqq
q

−=−  

( )21
2

221121 222 qqaAqAqTTT +=+=+=  ∴ 21 7
2
a
T

q =  y 22 14
3

a
T

q =  

Wta
T

t
q

ττ ≤==
2

2
máx 14

62
 ∴ [kNm] 3,61

6
1035012,025,014 62

máx ≈
××××

=T  
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61. Cierto. Se usan resultados de la proposición previa: 

°≈
×××××

°××××
==






 −= 0887,0

1083012,025,028
1801103,6111

28
11

2
7

2 93

3

3
máx

2
1

π
θ

tGa
lT

q
q

atG
l

 

62. Falso. Se usan resultados de la proposición 10.8.1-60: 

[MPa] 84,5
012,025,014

103,61
14 2

3

2
21

12 ≈
××

×
==

−
=

ta
T

t
qq

τ  

63. Cierto. Se sigue el mismo procedimiento de la proposición 10.8.1-60 con 2
1 aA =  y ,82

2 aA π=  y 

en los resultados se observa que la tensión máxima ocurre en el segmento de espesor 2t de la fi-

gura 10.27b: 





 +

−
==



 −

+=
t
q

t
qq

aG
l

t
qq

t
q

aG
l

4
4

3
3

2
212

2
211

1

π
π

θθ  ⇒ 
ππ

1
221

88
22

q
qqq −






 +=−  







 +=+=+=

8
222 2

1
2

221121

q
qaAqAqTTT

π  ∴ 21

378,0
a

T
q ≈  y 22

310,0
a

T
q ≈  

Wta
T

t
q

ττ ≤=≈
2

2
máx

155,0
2

 ∴ [kNm] 39,1
155,0

10400015,006,0 62

máx ≈
×××

=T  

64. Cierto. Con resultados de la proposición previa: 

( ) °≈
×××××
°××××

=≈−= 11,2
10260015,006,02
18011039,1446,0

2
446,02

2 93

3

3
máx

21 π
θ

tGa
lTqq

atG
l  

10.10 Secciones delgadas y abiertas 

10.10.1 Proposiciones y ejercicios  

En las proposiciones y ejercicios de esta sección no se toman en cuenta tensiones concentradas en esqui-

nas ni el pandeo y se supone, a menos que se diga lo contrario, que las longitudes de los lados se refieren 

a la línea media, que los perfiles son abiertos, delgados y están formados por rectángulos, que se les 

soporta sin restringir el alabeo y que no se toman en cuenta los efectos secundarios que produce en 

tensiones normales y cortantes. 



Mecánica de Materiales / 10 Momento torsor 

808 

 

1. Halle la razón entre los ángulos que giran un tubo y un perfil, ambos circulares y delgados, que tienen 

iguales l, Re, Ri, G y T. 

2. Si en el mismo caso Rm es el radio de la línea media y t el espesor, ( ).32 2
pertub mRt 2=θθ  

3. En el caso previo la razón entre las tensiones cortantes máximas es 

( ) ( )[ ].32 22
mpermtub ieiee RRRRR +−=ττ  

4. El producto τt es uniforme en la sección recta de un perfil. 

5. Dos perfiles tienen iguales longitudes, espesores, perímetros de las secciones rectas y materiales, pero 

uno es circular y elíptico el otro. Sometidos a iguales momentos torsores es más rígido el circular. 

6. En un perfil formado por N rectángulos calcule el momento que toma el iésimo. 

7. La tensión cortante mayor ocurre, en el caso previo, en el centro del lado largo del rectángulo de 

menor espesor. 

8. Si en un perfil en I las aletas y el alma son rectángulos iguales, con a = 10t, la tensión cortante máxima 

de la sección se presenta en el alma. 

9. Con una lámina rectangular de longitud l y ancho a = 80t pueden formarse un tubo o un perfil cir-

culares, como en la figura 10.13d. El primero es 25 veces más resistente que el segundo. 

10. Sometidos a iguales momentos torsores, en el caso previo, el tubo es 486 veces más rígido. 

11. Con una lámina rectangular de longitud l y ancho a = 80t puede formarse un perfil circular o uno 

cuadrado (figuras 10.13d y 10.14i). Sometidos a igual momento torsor es más rígido el cuadrado. 

12. En el caso previo el perfil circular se cambia por uno cuya sección es un triángulo. Es más rígido el 

cuadrado. 

13. En el mismo caso se forman secciones cuadradas, pero una cerrada y abierta la otra. La cerrada es 24 

veces más resistente que la abierta. 

14. Sometidos a iguales momentos torsores, en el caso previo, el cerrado es 300 veces más rígido. 
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15. Un perfil en T y uno en Z (figuras 10.14d y e) tienen iguales longitudes, materiales y espesores. Si 

los momentos torsores a que están sometidos y las sumas de las longitudes de los lados largos de los 

rectángulos que los forman son también iguales, el que tiene forma de T es más flexible. 

16. Es más resistente, en el caso previo, el perfil en forma de Z. 

17. Un perfil en L (figura 10.14a) se forma con dos rectángulos iguales de [m] 1,0=a  y [mm]. 12=t  

Si [Nm], 710=T  entonces [MPa]. 74máx =τ  

18. En el caso previo, [m] 1=l  y [GPa], 80=G  entonces .41,4 °=θ  

19. Si en un perfil en T la aleta y el alma son rectángulos iguales, también son iguales las tensiones 

cortantes máximas en ellas. 

20. Un perfil en U (figura 10.14c) tiene aletas de [m] 1,01 =a  y [mm] 101 =t  y alma de [m] 19,02 =a  

y [mm]. 52 =t  Si [Nm], 600=T  entonces [MPa]. 78máx =τ  

21. En el caso previo, [m] 1=l  y [GPa], 78=G  entonces .37,5 °=θ  

22. Un perfil en I (figura 10.14f) tiene aletas de [m] 16,01 =a  y [mm] 151 =t  y alma de [m] 13,02 =a  

y [mm]. 122 =t  Si [MPa], 78máx =τ  entonces [kNm]. 46,3=T  

10.10.2 Soluciones 

1. Se usan (10.33), donde según (10.50) ,2 3tRI me π=  y (10.39) en la que ;2 mRa π=  de ellas, 

( ) 2iem RRR +=  y :RRt ie −=  

( ) ( )GRRRR

Tl

tGR

Tl

ieiem −+
== 33tub

4

2 ππ
θ  y 

( )( ) GRRRR

Tl

GtR

Tl

ieiem
33per

3

2

3

−+
==
ππ

θ   ∴ 
( )
( )2

2

per

tub

3

4

ie

ie

RR

RR

+

−
=

θ

θ
 

2. Falso. De los resultados del ejercicio previo: 

2

2

per

tub

3 mR

t
=

θ

θ
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3. Cierto. De (10.5), (10.38) y la proposición previa: 

( )44mtub

2

ie

e

RR
TR
−

=
π

τ  y ( )( )22mper

3
2

3

ieiem RRRR
T

tR
T

−+
==
ππ

τ  ∴ ( )
( )22

mper

mtub

3
2

ie

iee

RR
RRR

+
−

=
τ
τ  

4. Falso. La tensión cortante es máxima en el centro de los lados largos del perfil y 0 en las esquinas. 

5. Falso. Son igual de rígidos, según (10.39), por tener iguales l, a, t y G y carecer de ángulos entrantes. 

6. De (10.42) y (10.41): 

Gtka
lT

Gtka
lT

Gtka
lT

NN

N
33

22

2
3

11

1 333
===   ⇒ 

∑

∑
=

=

=

===== Ni

i
ii

Ni

i
i

NN

N

ta

T

ta
T

ta
T

ta
T

1

3

1
33

22

2
3

11

1   

∴ Ni
ta

Tta
T Ni

i
ii

ii
i 2, 1, para ,

1

3

3

==

∑
=

=

 (10.59) 

7. Falso. Es mayor en el de mayor grueso; se deduce de (10.40) y el resultado de la proposición previa: 

∑
=

=

== Ni

i
ii

i

ii

i

tak

Tt
tka

T

1

3
2imáx

33
τ  (10.60) 

8. Falso. Se sigue de la proposición previa que las tensiones máximas en los tres rectángulos son iguales. 

9. Falso. De (10.38) y (10.32) con 2RA π=  y :402 ππ taR ==  

2
per

2
tub 3

2 at
T

tR
T

W ==
π

τ  ∴ 2,381206 2

per

tub ≈==
π

π
at
R

T
T

 

10. Cierto. De (10.39), (10.33), donde según (10.50) ,2 3tRIe π=  y resultados de la proposición previa: 

tGR
Tl

3tub 2π
θ =  y 

Gat
Tl
3per

3
=θ  ∴ 48648006

22

3

tub

per ≈==
π

π
θ
θ

at
R

 

11. Cierto. Aunque tienen iguales l, a y t y según (10.39) serían igual de rígidos, debe observarse la 

concentración de tensiones en los cuatro ángulos entrantes del cuadrado; ello exige que se suavicen con 
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filetes apropiados, que aumentan el área de la sección y su rigidez, motivo por el cual se incluyó la 

constante k en (10.41). 

12. Cierto. Tienen iguales l, a y t pero el triangular tiene menos ángulos entrantes que el cuadrado y 

por ello su constante k en la expresión (10.41) es menor. 

13. Cierto. Si b es el lado del cuadrado, b = a/4. Se usa (10.40) por la simetría con k = 1,25 y (10.32), 

donde :2bA =  

2
per

2
tub 3

2 kat
T

tb
T

W ==τ  ∴ 24
20
4806 2

per

tub ===
kat
b

T
T

 

14. Falso. Se usan resultados de la proposición previa, (10.41) debido a la simetría y (10.33) donde, 

según (10.55), :tbIe
3=  

tGb
Tl
3tub =θ  y 

Gkat
Tl

3per
3

=θ  ∴ 240
80
200 193

2

3

tub

per ===
kat

b
θ
θ

 

15. Falso. Se deduce de las explicaciones dadas en el apartado 10.1-18, de la información, de (10.59) 

y (10.41), donde k para ambos perfiles es igual al tener el mismo número de ángulos entrantes, que el 

ángulo girado por los rectángulos que forman los perfiles aproximadamente es igual para todos: 

∑∑
=

=

=

=

=== Ni

i
i

Ni

i
ii

ii

i

akGt

Tl

takG

Tl
Gtka

lT

1

3

1

3
3

333
θ  

16. Falso. La tensión cortante máxima, que se desarrolla en cada uno de los rectángulos que forman los 

perfiles, aproximadamente es la misma; ello se deduce de (10.40) y (10.59), donde k para ambos perfiles 

es la misma: 

∑∑
=

=

=

=

=== Ni

i
i

Ni

i
ii

i

ii

i

akt

T

tak

Tt
tka

T

1

2

1

3
2máx

333
τ  

17. Cierto. Se usa (10.40) con k = 1, ya que el perfil tiene un solo ángulo entrante y por la sime-

tría, Ti = T/2:  

[MPa] 74
012,01,012

7103
2máx ≈

×××
×

=τ  
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18. Cierto. Se usa (10.41) con 1=k  y Ti = T/2:  

°≈
××××××

°×××
= 41,4

1080012,01,012
18017103

93 π
θ  

19. Cierto. Se sigue directamente de (10.40) ya que, por la igualdad de los rectángulos, .221 TTT ==  

20. Falso. Se usa k =1,1, ya que el perfil tiene dos ángulos entrantes. Según (10.60) la máxima tensión 

cortante ocurre en las aletas por tener el mayor grueso: 

( ) [MPa] 1,73
01,01,0005,019,001,01,01,1

60001,033
3333

1

3

1
máx ≈

×+×+××
××

==
∑
=

=

i

i
ii tak

Ttτ  

21. Cierto. De (10.59) y (10.41): 

( ) °≈
××+×+××××

°×××
====

∑
=

=

37,5
01,01,0005,019,001,01,010781,1

1801600333
3339

1

3
3 π

θ Ni

i
ii

ii

i

takG

Tl
Gtka
lT  

22. Cierto. En este caso, ,25,1=k  puesto que el perfil tiene cuatro ángulos entrantes, la máxima tensión 

cortante se presenta en las aletas por tener el mayor grueso y se trabaja como en la proposición 10.9.1-20: 

∑
=

=

= 3

1

3

1
máx

3
i

i
ii tak

Tt
τ  ∴ 

( )
[kNm] 46,3

015,03

1078015,016,0012,03,0015,016,025,1 6333

≈
×

×××+×+××
=T  

10.11 Barras circulares heterogéneas 

10.11.1 Proposiciones y ejercicios 

1. Una barra se forma con un núcleo de R1 y G1 y un tubo de G2 y radio exterior R2, coaxiales, firmemente 

adheridos entre sí por la superficie de contacto y de longitudes iguales (figura 10.28). La tensión cortante 

máxima en el núcleo es ( ).2211111máx IGIGTRG +=τ  
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Figura 10.28 Barra compuesta. La barra de la figura a) soporta el momento torsor T. Se forma con el núcleo 1 de la figura 
c), el cual toma el momento torsor T1, y el tubo 2 ilustrado en la b), que desarrolla el momento torsor T2, coaxiales, de 
longitudes iguales y firmemente unidos entre sí por lo cual giran igual ángulo. 

2. En el caso previo la tensión cortante máxima en el tubo es ( ) ( ).2211122máx2 IGIGRRTG +−=τ  

3. En el mismo caso, el ángulo que la barra gira es ( ).2211 IGIGTl +=θ  

4. La distribución de las tensiones cortantes en la sección recta de una barra formada con varios mate-

riales depende de estos. 

5. En una barra compuesta por varios materiales coaxiales la deformación angular máxima ocurre en el 

borde exterior. 

6. En el caso previo la tensión cortante máxima se presenta en el borde exterior de la barra. 

7. Se informa que ( ),310 RrGG +=  con r medido desde el eje de la barra. Calcule τmáx. 

8. En el caso previo el ángulo que la barra rota es .1710 0
4GRTl πθ =  

9. Una barra compuesta se forma con un núcleo de R1 y G1 y un tubo de G2 y radio exterior R2, coaxiales, 

firmemente adheridos entre sí en la superficie de contacto y de longitudes iguales. Si 12 2RR =  y ,2 21 GG =  

la tensión cortante máxima aparece en el tubo. 

10. En el caso previo el ángulo girado es ( ).92 1
4

1 GRTl πθ =  



Mecánica de Materiales / 10 Momento torsor 

814 

 

11. Una barra compuesta se forma con un núcleo de [mm] 251 =R  y [GPa], 831 =G  y un tubo de radio 

exterior [mm] 372 =R  y [GPa], 352 =G  coaxiales, firmemente unidos entre sí en su superficie de contacto 

y de longitudes iguales. Si [kNm], 3=T  entonces [MPa]. 47máx1 =τ  

12. En el caso previo, [MPa] 1201 =Wτ  y [MPa], 702 =Wτ  entonces [KNm]. 16,7máx =T  

13. Una barra compuesta se forma con un núcleo de [mm] 301 =R  y [GPa], 801 =G  y un tubo de radio 

exterior [mm] 402 =R  y [GPa], 272 =G  coaxiales, firmemente unidos entre sí en la superficie de contacto 

y de longitudes iguales. Si [MPa], 60máx1 =τ  entonces [MPa]. 32máx2 =τ  

14. Si una barra de radio R se forma con un núcleo y dos tubos firmemente unidos entre sí en las super-

ficies de contacto, coaxiales, de iguales material, longitud y rigidez, entonces el radio del núcleo 

es 0,645R. 

15. La barra compuesta ABC está empotrada a la pared en A y se forma con el cilindro AC, 

de [mm] 401 =R  y [GPa], 801 =G  y el tubo AB, de radio exterior [mm] 602 =R  y [GPa], 402 =G  coaxiales, 

de longitudes diferentes, firmemente unidos entre sí en A y en la superficie de contacto (figura 10.29). Si 

en B y C obran los momentos torsores externos [kNm] 100B =T  y [kNm], 25C =T  entonces [MPa]. 249máx =τ  

 

Figura 10.29 Barra circular escalonada. De dos segmentos, con radios, longitudes y materiales distintos, se empotra a la 
pared en A y soporta momentos externos en B y C como ilustra a); en b) y c) se muestran los diagramas de cuerpo libre en 
los que se calculan los momentos torsores internos de cada segmento. 

16. Si en el caso previo, [m] 31 =l  y [m], 22 =l  entonces .36,4AC °=θ  

17. Si en el mismo caso, [m], 221 == ll  0=CT  y  entonces [ ]kNm 8,37máx =BT .  [GPa], 1205,1 12 == WW ττ
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18. En un macizo rígido hay un agujero circular de radio R2, en su interior una barra rígida, coaxial, de 

longitud l y radio R1, y en el espacio entre ambos un buje de módulo G perfectamente adherido a la 

barra y al agujero. Si a la barra se aplica el momento torsor T0 halle la tensión cortante que se desarrolla 

en el buje. 

10.11.1 Soluciones 

1. Cierto. Sean T1 y T2 las porciones del momento torsor total T que actúan en cada elemento los cuales 

giran igual ángulo. Del equilibrio de la barra compuesta, (10.4) y (10.5): 

21 TTT +=  y 
22

2
2

11

1
1 IG

lT
IG
lT

=== θθ  ⇒ 
2211

11
1 IGIG

TIG
T

+
=  y 

2211

22
2 IGIG

TIG
T

+
=  

∴ 
2211

11

1

11
máx1 IGIG

TRG
I
RT

+
==τ  (10.61) 

2. Falso. De (10.61) y (10.5): 

2211

22

2

22
máx2 IGIG

TRG
I
RT

+
==τ  (10.62) 

3. Falso. De los resultados de la proposición 10.11.1-1: 

221111

1

IGIG
Tl

IG
lT

+
==θ  (10.63) 

4. Cierto. Se confirma con los resultados de las dos proposiciones previas, las cuales se refieren a una 

barra compuesta por dos materiales. Conviene mencionar que si la barra es homogénea esa dependen-

cia desaparece. 

5. Cierto. La deformación angular varía directamente con la distancia al centro y es independiente del 

tipo de material, según (10.1); ello se deduce del hecho de que las secciones planas continúan planas. 

6. Falso. De las proposiciones 10.11.1-1 y 10.11.1-2 se deduce que cuando ,2211 RGRG >  la tensión cor-

tante máxima del núcleo supera la del tubo. 

7. En la sección recta se define un elemento de área dA cuya distancia al centro es r (figura 10.4c) en el 

que se desarrolla la fuerza cortante ,dAdV τ=  cuya dirección según el ejercicio 10.3.1-1 es perpendicular 
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a la línea radial y su momento con respecto al centro es ,rdVdT =  el cual sumado con el de los demás 

elementos es igual a T ya que los sistemas son mecánicamente equivalentes; se usan (10.1) y (10.2): 

( )
dx
dGR

rdr
R
r

r
dx
d

GdA
dx
d

GrdArrdVT
R

S
SS

θπ
πθθτ

10
17

2
3 0

4

0

3
2

0
2 =⌡

⌠








+=⌡

⌠






=== ∫∫  ⇒ 

0
417

10
GR

T
dx
d

π
θ
=  

∴ 







+==

R
r

r
R
T

dx
d

Gr
2

4

3
17
10
π

θτ  y 
3máx 17

40
R
T
π

τ =  

8. Cierto. Del ejercicio previo: 

0
417

10
GR

T
dx
d

π
θ
=  ∴ 

0
417

10
GR

Tl
π

θ =  

9. Falso. Son iguales; de (10.61) y (10.62): 

2211

11
máx1 IGIG

TRG
+

=τ  y máx1

2211

11

2211

22
máx2 ττ =

+
=

+
=

IGIG
TRG

IGIG
TRG  

10. Falso. Los momentos de inercia son 24
11 RI π=  e ( ) ,2152 4

1
4

1
4

22 RRRI ππ =−=  y se usa (10.63): 

4
11

4
11

4
112211 17

4
152

4
RG

Tl
RGRG

Tl
IGIG

Tl
πππ

θ =
+

=
+

=  

11. Cierto. De (10.61): 

( ) [MPa] 47
025,0037,035025,083

025,0103832
444

3

2211

11
máx1 ≈

−××+××
××××

=
+

=
ππ

τ
IGIG

TRG
 

12. Cierto. Es m];[KN 16,7máx ⋅=T  de (10.61) y (10.62): 

WIGIG
TRG

1

2211

11
máx1 ττ ≤

+
=  ⇒ ( )[ ]

m][kN 66,7
025,0832

10120025,0037,035025,083 6444

⋅≈
××

××−××+××
≤

ππ
T  

WIGIG
TRG

2

2211

22
máx2 ττ ≤

+
=  ⇒ ( )[ ]

m][kN 16,7
037,0352

1070025,0037,035025,083 6444

⋅≈
××

××−××+××
≤

ππ
T  

13. Falso. De (10.61) y (10.62): 

[MPa] 27
3080

10604027 6

11

máx122
máx2 =

×
×××

==
RG

RG τ
τ  



Álvaro Gaviria Ortiz 

817 

 

14. Falso. Sea R1 el radio del núcleo; de la información y (10.4) se sigue que la sección recta de la barra 

es homogénea y que los momentos polares de inercia de los tres elementos son iguales: 









==

23
1

2

44
1

1

RR
I

ππ
 ∴ R

R
R 760,0

341 ≈=  

15. Cierto. Se hallan los momentos internos en los segmentos AB y BC y el reactivo en A (figuras 10.29b 

y c); luego se usan (10.61) y (10.62) en AB, que es una barra compuesta de dos materiales, y (10.5) en BC: 

m],[kN 75CBA ⋅=−= TTT  m][kN 75AAB ⋅== TT  y m][N 25BABC ⋅−=−= TTT  

( ) ( ) [MPa] 246
04,006,04004,080

04,01075802
444

3

2211

1AB1
máxAB1 ≈

−××+××
××××

=
+

=
ππ

τ
IGIG

RTG
 

( ) ( ) [MPa] 185
04,006,04004,080

06,01075402
444

3

2211

2AB2
máxAB2 ≈

−××+××
××××

=
+

=
ππ

τ
IGIG

RTG
 

( ) [MPa] 249
04,0
10252

3

3

1

1BC
máxBC1 ≈

×
××

==
π

τ
I
RT

 ∴ [MPa] 249máx =τ  

16. Cierto. Se usan (10.63) en AB y (10.4) en BC (figura 10.29): 

( )
( ) 39

3

44949

3

11

21BC

2211

2AB
AC 04,01080

110252
04,006,0104004,01080

210752
×××
×××

−
−×××+×××

×××
=

−
+

+
=

πππ
θ

IG
llT

IGIG
lT

 

∴ °≈ 36,4ACθ  

17. Falso. Es [kNm]; 4,24Bmáx =T  de (10.61) y (10.62): 

WIGIG
RTG

1

2211

1B1
1máx ττ ≤

+
=  ⇒ ( )[ ] [kNm] 4,24

04,0802
04,006,04004,0801080 4446

B ≈
××

−××+××××
≤

ππT  

WIGIG
TRG

2

2211

22
máx2 ττ ≤

+
=  ⇒ ( )[ ] [kNm] 8,48

06,0402
04,006,04004,08010120 4446

B ≈
××

−××+××××
≤

ππT  

18. Sea r con 21 RrR ≤≤  el radio de una superficie cilíndrica cualquiera en el buje de área ,2 rlA π=  en 

la que el momento torsor aplicado a la barra desarrolla la tensión cortante τ, la cual debido a la simetría 

es uniforme en esa superficie; del equilibrio torsional: 

τπτ lrArT 2
0 2==  ∴ 

lr
T

2
0

2π
τ =  
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10.12 Barras empotradas a paredes paralelas 

10.12.1 Proposiciones y ejercicios 

En las proposiciones de la presente sección no se toman en cuenta tensiones concentradas en uniones y se 

supone, a menos que expresamente en alguna se informe lo contrario, que las secciones rectas son circulares. 

1. Si la barra ABC se empotra a paredes paralelas y en el punto B, a la distancia a de una de ellas, se 

aplica un momento torsor externo TB (figura 10.30), la reacción en esa pared es .BA lbTT =  

 

Figura 10.30 Barra circular empotrada a paredes 1. Se empotra a la pared en A y C y soporta un momento externo en B 
como ilustra a); en b) y c) se muestran los diagramas de cuerpo libre con los cuales se calculan los momentos torsores 
internos de cada tramo. 

2. La reacción en A no cambia, en el caso previo, si se trata de un tubo. 

3. En el mismo caso, la tensión admisible es τW y a > b,  entonces ( )[ ] .2 31
Bmín WlbTR τπ=  

4. En igual caso, la tensión admisible es τW, entonces ( ).mínmáx GRa Wτθ =  

5. Si en idéntico caso, [m], 3=l  [mm], 25=R  [m], 1=a  [GPa] 77=G  y [kNm], 15=BT  un extensóme-

tro ubicado en el segmento AB, y cuya dirección forma con el eje de la barra el ángulo θ = 30º, regis-

tra µ.=° 229130ε  

6. La barra ABCD de longitud l se empotra a paredes paralelas y se forma con los segmentos coaxiales 

iguales AB, BC y CD. Si en B y C respectivamente actúan los momentos torsores externos T0 y 2T0 

(figura 10.31) halle la reacción en D. 
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Figura 10.31 Barra circular empotrada a paredes 2. Se empotra a la pared en A y D y soporta momentos externos en B y C 
como ilustra a); en b), c) y d) se muestran los diagramas de cuerpo libre con los cuales se calculan los momentos torsores 
internos de cada tramo. 

7. En el caso previo, ( ).35 3
0máx RT πτ =  

8. Si en el mismo caso, AB = CD = x, y en B y C respectivamente obran los momentos externos T0 

y −T0, el ángulo girado por el segmento AB es máximo cuando x = l/4.  

9. En un tubo empotrado a paredes paralelas obra un momento torsor externo, repartido a lo largo de 

su longitud y de intensidad ,0 lxtt =  donde x se mide desde una pared (figura 10.32). Halle la reacción 

en esa pared. 

 

Figura 10.32 Tubo circular empotrado a paredes. Se empotra a la pared en A y B y soporta un momento distribuido externo 
de intensidad uniformemente variada, como ilustra a); en b) se muestra el diagrama de cuerpo libre con el cual se calcula 
el momento torsor interno del tubo. 

10. La barra ABC está empotrada a paredes paralelas y se forma con los segmentos coaxiales AB y BC, 

del mismo material y cuyos radios y longitudes respectivas son Rl, R2, a y b. Si en B actúa el momento 

torsor externo TB, las tensiones cortantes máximas en ambos segmentos son iguales en valor absoluto 

si .12 aRbR =  

11. Los momentos torsores internos son iguales en valor absoluto en el caso previo si .4
1

4
2 bRaR =  
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12. La barra ABC está empotrada a paredes paralelas y se forma con los segmentos coaxiales AB y BC 

respectivamente, de [m], 31 =l  [m], 5,12 =l  [mm], 5,371 =R  [mm], 252 =R  [GPa] 281 =G  y [GPa]. 832 =G  Si 

en B actúa el momento torsor externo [kNm], 1B =T  entonces [MPa]. 57,5máx1 =τ  

13. En el caso previo, [MPa] 601 =Wτ  y [MPa], 802 =Wτ  entonces [kNm]. 28,7Bmáx =T  

14. El elemento ABC está empotrado a paredes paralelas y se forma con dos segmentos coaxiales de 

iguales material y longitud; el AB es macizo, de [mm], 101 =R  y el BC un tubo de [mm] 102 =eR  

y [mm]. 82 =iR  Si en B actúa el momento torsor externo [Nm], 120B =T  el momento reactivo en A 

es [Nm]. 5,75A =T  

15. La barra ABC de G = 83 [GPa] está empotrada a paredes paralelas y se forma con los segmentos 

coaxiales AB y BC del mismo material y respectivamente de  l1 = 2 [m],  l2 = 1 [m], R1 = 30 [mm] 

y R2 = 20 [mm] [mm] 301 =R .  Si en B cada segmento se empotra a una platina rígida y estas se unen 

entre sí por medio de pernos rígidos cuyos agujeros estaban inicialmente desalineados en α = 5º, el 

ajuste hace que [MPa] 10máx1 =τ  en el segmento AB. 

16. La barra troncónica ABC de radios R y 2R respectivamente en las bases A y C está empotrada a 

paredes paralelas y en el punto medio B obra el momento torsor externo TB. Halle el momento reactivo 

en A. 

17. La barra cuadrada ABC, de lado a, se empotra a paredes paralelas sin impedir el alabeo y en B, a l/3 

de la pared en A, se aplica el momento torsor externo TB. En esta pared el momento torsor reactivo 

es TB/3. 

18. En el caso previo, el ángulo que gira la sección de la barra en B es ( ).85,1 4
BAB GalT=θ  

19. En igual caso, [Nm], 980B =T  se aplica en el punto medio, [m] 3=l  y [MPa]. 12=Wτ  Halle amín. 

10.12.2 Soluciones 

1. Cierto. Sean TA y TC los momentos reactivos en las paredes. Se calculan los momentos internos en los 

tramos AB y BC (figuras 10.30a, b y c); luego se usan el equilibrio de la barra, la compatibilidad y (10.4): 

,A1 TT =  ,BA2 TTT −=  BCA TTT =−  y ( )
0

BA

0

A
BCABAC0

GI
bTT

GI
aT −
+=+== θθθ  

∴ 
l
bT

TT B
A1 ==  y 

l
aT

TT C
B

2 −==  (10.64) 



Álvaro Gaviria Ortiz 

821 

 

2. Cierto. El resultado de la proposición previa es independiente del momento de inercia de la sección. 

3. Falso. De la proposición 10.12.1-1 y (10.5): 

12 TT >  ⇒ 
wR

T
τ

π
τ ≤=

3

2
máx

2  ∴ 
31

mín

2








=

W

B

l
aT

R
τπ

 

4. Falso. De (10.64): 

( ) mín
4

mín

B

mín0

1
máx

2
GR
b

GlR
abT

IG
aT Wτ

π
θ ===  

5. Cierto. De (6.24), (10.2), (10.5) y (10.64): 

µ≈
××××
°×××

====° 2291
31077025,0

60sen21015
22 93

3

3
B

0

1máx
30 ππ

θθθτε
GlR

bT
GI

RT
G

sen2sen2sen2
 

6. Sean TA y TD los momentos reactivos en las paredes. Se hallan los momentos internos en los tres 

tramos (figuras 10.31a, b, c y d) y luego se usan el equilibrio de la barra, la compatibilidad y (10.4): 

,A1 TT =  ,0A2 TTT −=  ,3 0A3 TTT −=  0DA 3TTT =−  y CDBCABAD0 θθθθ ++==  

∴ ( ) ( )0A0AA 30 TTTTT −+−+=  ⇒ 
3

4 0
A

T
T =  y 

3
5 0

D

T
T −=  

7. Falso. Del ejercicio previo, ,34 01 TT =  302 TT =  y ,35 03 TT −=  y se usa (10.5): 

3
0

3

3
máx 3

102
R
T

R
T

ππ
τ ==  

8. Cierto. Se trabaja como en el ejercicio 10.12.1-6 y se averiguan T1 y θB/A; luego este último se diferencia 

y se iguala a 0 para hallar el valor de x, el cual corresponde a un máximo ya que el signo de la segunda 

derivada es negativo: 

,A1 TT =  ,0A2 TTT −=  ,A3 TT =  0DA =−TT  y ( )( )
0

A

0

0A

0

A
AD

2
0

GI
xT

GI
xlTT

GI
xT

+
−−

+== θ  

( )
,

20
A l

xlT
T

−
=  ( )

0

0
AB

2
lGI

xxlT −
=θ  y ( )

0

0AB 22
0

lGI
xxlT

dx

d −−
==

θ
 ∴ 

4
l

x =  
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9. Sea TA el momento reactivo en A. Se calcula el momento interno en el tubo (figuras 10.32a y b) y 

luego se usa la compatibilidad y (10.4): 

l
xt

T
l

xdxt
TT

x

2

2
0

A
0

0
A −=⌡

⌠ ′′
−=  y 







 −=⌡

⌠







 −=⌡
⌠==

6
1

2
1

0
2

0
A

00

2
0

00 0

AB

lt
lT

GI
dx

l
xt

T
GIGI

Tdx
l

A

l

θ  ∴ 
6
0

A

lt
T =  

10. Falso. Se trabaja como en la proposición 10.12.1-1 para hallar los momentos torsores internos de 

cada tramo, se toma en cuenta que los radios son distintos y se usa (10.5): 

,A1 TT =  ,BA2 TTT −=  BCA TTT =−  y ( )
4

2

BA
4

1

A
BCABAC

22
0

RG
bTT

RG
aT

ππ
θθθ −

+=+==  

∴ 4
2

4
1

4
1B

A1 aRbR
bRT

TT
+

==  y 4
2

4
1

4
2B

C2 aRbR
aRT

TT
+

−==  ⇒ ( ) ( )4
2

4
1

2B
má24

2
4

1

1
máx1

22
aRbR

aRT
aRbR

bRT
x

B

+
==

+
=

π
τ

π
τ  ∴ 12 bRaR =  

11. Cierto. De la proposición previa: 

4
2

4
1

4
2B

24
2

4
1

4
1B

1 aRbR
aRT

T
aRbR

bRT
T

+
==

+
=  ∴ 4

1
4

2 bRaR =  

12. Cierto. Se opera como en la proposición 10.12.1-1 para calcular los momentos torsores internos de 

cada tramo, se observa que los radios y los materiales son diferentes y se usa (10.5): 

,A1 TT =  ,BA2 TTT −=  BCA TTT =−  y ( )
4

22

2BA
4

11

1A
BCABAC

22
0

RG
lTT

RG
lT

ππ
θθθ

−
+=+==  

[Nm] 461
5,37285,125833

105,37285,1
44

34

4
112

4
221

B
4

112
1 ≈

××+××
×××

=
+

=
RGlRGl

TRGlT  ∴ [MPa] 57,5
0375,0
4612

3máx1 ≈
×
×

=
π

τ  

13. Falso. Es [kNm]; 64,3Bmáx =T  se usan (10.5) y resultados de la proposición anterior: 

( ) WRGlRGl
TRGl

14
112

4
221

B112
máx1

2
τ

π
τ ≤

+
=  ⇒ ( ) [kNm] 79,10

0375,0285,12
10600375,0285,1025,0833 644

B ≈
×××

××××+××
≤
πT  

( ) WRGlRGl
TRGl

24
112

4
221

B221
máx2

2
τ

π
τ ≤

+
=  ⇒ ( ) [kNm] 64,3

025,08332
10800375,0285,1025,0833 644

B ≈
×××

××××+××
≤
πT  

14. Cierto. Se usan resultados de la proposición 10.12.1-12: 

( ) [Nm] 5,75
008,001,001,0

12001,0
444

4

21

1 ≈
−+

×
=

+
=

II
TIT B

A  
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15. Falso. Sea TA el momento reactivo en la pared A. Se calculan los momentos torsores internos en 

cada tramo y se toma en cuenta que radios y longitudes son diferentes, que la suma de los valores abso-

lutos de los giros de los extremos B de cada segmento, con respecto a los respectivos empotramientos, 

es igual a α y que no obra un momento torsor externo sobre el conjunto; se usa (10.5): 

,A1 TT =  A2 TT =  y 4
2

2A
4

1

1A
BCABAC

22
RG
lT

RG
lT

ππ
θθθα +=+==  ⇒ 

( )
( )4

12
4

21

2
4

2
1 1

2
RlRl
lGR

T
+

=
πα

 

∴ 
( )

( ) m][kN 30,1
3012021

1218002,010835
44

49

1 ⋅≈
××+

××°××××°×
=

ππ
T  y [MPa] 7,30

030,0
1030,12

3

3

1máx ≈
×

××
=

π
τ  

16. El radio de la sección a la distancia x de la base A es ( ) ,lxlRr +=  y TA la reacción en A. Se hallan 

los momentos torsores internos y con (10.8) los giros en los tramos AB y BC de la barra; se usa la com-

patibilidad: 

A1 TT =  y 
( ) 4

A

2

0
44

4
A

2

0 0

1
AB 81

382
GR

lT
xlGR

dxlT
GI

dxT
ll

ππ
θ =⌡

⌠
+

=⌡
⌠=  

BA2 TTT −=  y ( )
( )

( )
4

BA

0
44

4
BA

2 0

2
BC 324

372
GR

lTT
xlGR
dxlTT

GI
dxT ll

l ππ
θ

−
=⌡

⌠
+

−
=⌡

⌠=  

BCABAC0 θθθ +==  ∴ 
189
37 B

A

T
T =  

17. Falso. Sea TA el momento reactivo en la pared A. Se determinan los momentos torsores internos en 

cada tramo y sus giros con (10.24), donde, al hacer a = b,  resulta  ( ),1,7 4GaTl=θ  y se usa la compatibi-

lidad: 

,A1 TT =  BA2 TTT −=  y ( )
Ga

lTT
Ga

lT
4

BA
4

A
BCABAC 3

1,72
3
1,7

0
−×

+=+== θθθ  ∴ 
3

2 B
A

T
T =  

18. Falso. De la proposición previa: 

4
B

4
B

4
A

CB

58,1
33
21,7

3
1,7

Ga
lT

Ga
lT

Ga
lT

≈
×
×

==θ  

19. Por la simetría, [Nm], 4902BA == TT  y se usa (10.23) con :ba =  

Wa
T ττ ≤=

3
A

máx

81,4  ∴ [mm] 58
1012
49081,4 31

6mín ≈







×
×

=a  
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10.13 Tensiones combinadas en barras circulares 

10.13.1 Proposiciones y ejercicios 

En las proposiciones de esta sección no se toma en cuenta el eventual pandeo local debido a tensiones 

de compresión en tubos delgados. 

1. Si [mm], 37=R [kN] 312=P  y [kNm] 9,2=T  en la barra de la figura 10.33, enton-

ces  [MPa]. 6,87máx =σ  

2. En la barra de la figura 10.33, [mm], 25=R  [kN] 223=P  y [kNm]. 4,3=T  En la superficie de esta, 

en una dirección que forma con el eje de la barra, eje X, el ángulo α = –60º, la tensión normal allí es 

de 209 [MPa]. 

 

Figura 10.33 Barra circular. Está sometida a una fuerza axial P y a un momento torsor T como se ve en a); b) muestra el 
estado plano de tensiones en un elemento de la superficie de la barra debido a ambas solicitaciones y nótense los sentidos 
de τ y de los ejes XY; c) ilustra la pareja de tensiones que corresponde a una dirección cuya normal forma un ángulo θ con 
el eje de la barra. 

3. Si en la superficie de una columna corta de [mm], 38=R  [GPa] 250=E y [GPa], 96=G que está 

sometida a P y [kNm], 10=T  un extensómetro cuya dirección forma con el eje de aquélla, eje X, el 

ángulo θ = – 20º, registra µ,−=°− 45020ε  entonces [kN]. 8,60−=P  

4. Si en el caso previo, µ−=°− 50020ε  y [kN], 60−=P  entonces [kNm]. 10=T  

5. En una barra de [mm] 8,6=R  y [MPa], 340=Yσ  obran [kN] 7,26=P  y T. De acuerdo con la teoría 

de la máxima tensión cortante calcule TY. 

6. En el caso previo haga el cálculo por la teoría de la máxima energía de distorsión por unidad de 

volumen. 

7. Una columna corta de R = 40 [mm] soporta –P = 196 [kN] y T = 7,85 [kNm]. En un punto interno 

distante del eje de aquélla, [mm], 20=r  la tensión normal máxima es [MPa]. 1,32máx =σ  
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8. En un tubo de [mm] 50=eR  y [mm], 25=iR  obran [kN] 200=P  y [kNm]; 3=T  así, 

[MPa]. 8,16máx =τ  

9. En un tubo corto de [mm], 50=eR  [mm], 25=iR  [MPa] 200=Wσ  y [MPa], 115=Wτ  

obran [kN] 800−=P  y T, entonces [kNm]. 1,17máx =T  

10. En un tubo de [mm], 25=eR  [mm], 21=iR  [GPa] 200=E  y [GPa], 77=G  actúan [kN] 5=P  

y [Nm]; 700=T  entonces en su superficie, .500máx µ=ε  

11. En el mismo punto del caso previo, µ.= 650máxγ  

12. En un tubo corto de [mm], 50=eR  [mm], 25=iR  [GPa] 200=E  y [GPa], 80=G  obran −P y T. Si 

en la superficie del tubo se ponen los extensómetros 1 y 2 cuyas lecturas y ángulos que forman con el 

eje del mismo son ,4001 µ=ε  ,5002 µ−=ε  °= 301θ  y ,1502 °=θ  entonces [kNm]. 31,15=T  

13. Si en una membrana cilíndrica de [mm] 75=mR  y [mm], 5=t  obran [kNm], 450 =T  aplicado en la 

dirección de su eje, y [MPa], 60 =p  entonces [MPa]. 186máx =σ  

14. En el caso previo, [MPa]. 34máx =τ  

15. En una membrana cilíndrica de [m] 2,0=mR  y [mm], 6=t  obran −T0 aplicado en la dirección de su 

eje y p0. Si [MPa], 1045 =°τ  en un punto de la membrana ubicado en un plano cuya normal forma con 

el eje de ésta el ángulo α = 45º, entonces [MPa]. 8,10 =p  

16. En el caso previo, σ 45º = 0. Calcule T0. 

17. En el mismo caso, [MPa], 2,10 =p  [kN] 80=P  y [kNm], 1,150 =T  entonces [MPa]. 2,44máx =σ  

10.13.2 Soluciones 

1. Cierto. En un elemento de la superficie de la barra, como el de la figura 10.33b, de (9.2), (10.5) 

y (5.22): 

[MPa] 2,57
037,0
10312

2

3

≈
×
×

=
π

σ  y [MPa] 4,36
037,0

109,22
3

3

≈
×

××
=
π

τ  

∴ ( ) [MPa] 6,874,36
2

5,72
2

5,72
2/1

2
2

máx ≈











+






+≈σ  
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2. Cierto. De (9.2), (10.5), (5.19) y al tomar en cuenta que la normal a la dirección citada costura forma 

con el eje de la barra el ángulo ,30°=θ  figura 10.33c, resulta: 

[MPa] 114
025,0
10223

2

3

≈
×
×

=
π

σ  y [MPa] 143
025,0

105,32
3

3

≈
×

××
=
π

τ  ∴ ( ) [MPa] 209sen6014360cos1
2

114
30 ≈°×+°+≈°σ  

3. Falso. De (9.2), (9.1), (10.5), (10.2) y (6.24): 

P
P 10

92
10817,8

10250038,0
−×≈

×××
=
π

ε  y 3

93

4

10209,1
1096038,0

102 −×≈
×××

×
=
π

γ  

( ) 610
310

6
20 1038910786,7sen40

2
10209,1

40cos1
2
10817,8

10450 −−
−−

−
°− ×−×≈°

×
−°+

×
=×−≈ P

Pε  ∴ [kN] 3,78−≈P  

4. Falso. Con el procedimiento de la proposición previa: 

6

92

3

10905,52
10250038,0

1060 −×−≈
×××

×
−=
π

ε  y T
T 7

93
10209,1

1096038,0
2 −×≈

×××
=
π

γ  

( ) T
T 106

76
6

20 103891047sen40
2
10209,1

40cos1
2

10905,52
10500 −−

−−
−

°− ×−×−≈°
×

−°+
×

−=×−≈ε  ∴ [kN] 6,11≈T  

5. De (9.2), (10.5), (5.22), (7.49) y al tomar en cuenta que el TY produce la τY: 

6

2

3

10207
0064,0

107,26
×≈

×
×

=
π

σ  y Y
Y T

T 4

3
10243

0064,0
2

×≈
×

=
π

τ  

,
22

2/1

2
2

2,1 







+






±= τσσσ  03 =σ  y ( )

2/1

2

2

21 2
2 








+






=−= τσσσσ Y  

( )
21

24

26
6 10243

2
10207

210340











×+







 ×
≈×= YY Tσ  ∴ [Nm] 5,55≈YT  

6. Del ejercicio previo y (7.51): 

( ) ( ) ( ) 222
13

2
32

2
21

2 622 τσσσσσσσσ +=−+−+−=Y  

( ) ( ) ( )242626 1024331020710340 YT×+×≈×  ∴ [Nm] 1,64≈YT  
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7. Falso. De (9.2), (10.3) y (5.22): 

[MPa] 39
04,0
10196

2

3

−≈
×
×

−=
π

σ  y [MPa] 39
04,0

02,01085,72
4

3

≈
×

×××
=

π
τ  

∴ ( ) [MPa] 1,2439
2

39
2

39
2/1

2
2

≈++−≈ 















máxσ  

8. Falso. De (9.2), (10.5) y (5.24): 

( ) [MPa] 34
025,005,0

10200
22

3

≈
−×
×

=
π

σ  y ( ) [MPa] 3,16
025,005,0

05,01032
44

3

≈
−×
×××

=
π

τ  

∴ ( ) [MPa] 6,233,16
2

34
2/1

2
2

máx ≈







+






≈τ  

9. Cierto. De (9.2), (10.5), (5.22), (5.24) y al tomar en cuenta que la tensión normal máxima en valor 

absoluto es de compresión: 

( )
6

22

3

10136
025,005,0

10800
×−≈

−×
×

−=
π

σ  y ( ) T
T 3

44
1043,5

025,005,0
05,02

×≈
−×

×
=
π

τ  

( ) 6

2/1

23

266

máx 102001043,5
2

10136
2

10136
×≤












×+







 ×
+

×
≈ Tσ  ⇒ [kNm] 8,20≤T  

( ) 6

2/1

23

26

máx 1011510432,5
2

10136
×≤












×+







 ×
≈ Tτ  ⇒ [kNm] 1,17≤T  ∴ [kNm] 1,17máx =T  

10. Falso. De (9.2), (9.1), (10.5), (10.2) y (6.27): 

( ) µ≈
××−×

×
= 2,43

10200021,0025,0

105
922

3

π
ε   y  ( ) µ≈

××−×
××

= 738
1077021,0025,0

025,07002
944π

γ  

µ≈
µ

+
3,2µ

+
3,2µ

≈ 





















 391

2

738

2

4

2

4
2/12

máx

2

ε  
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11. Falso. De la proposición previa y (6.29): 

( )[ ] µ≈µ+3,2µ≈ 7397384
2/122

máxγ  

12. Cierto. De (9.2), (9.1), (10.5), (10.2), (6.24) y resolver para T las dos ecuaciones simultáneas: 

( ) P
P 12

922
108,848

10200025,005,0
−×−≈

××−×
−=
π

ε  y ( ) T
T 9

944
1091,67

1080025,005,0
05,02 −×≈

××−×
×

=
π

γ  

( ) °
×

+°+
×

−≈×
−−

− sen60
2
1091,67

60cos1
2
108,848

10400
912

6 TP
 ⇒ 4001041,29106,636 36 ≈×+×− −− TP  

( ) °
×

+°+
×

−≈×−
−−

− sen300
2
1091,67

300cos1
2
108,848

10500
912

6 TP
 ⇒ 5001041,29106,636 36 −≈×−×− −− TP  

∴ [kNm] 3,15≈T  

13. Falso. De (8.9), (10.32) con ,2RA π=  y (5.22): 

[MPa] 90
005,0
0,0756

2 =
×

== mp σσ  y [MPa] 5,25
005,0075,02

105,4
2

3

≈
××

×
=

π
τ  

∴ ( )
[MPa] 1025,25

2
9045

2
9045

2/1

2
2

máx ≈







+






 −

+
+

≈σ  

14. Cierto. De la proposición previa y (5.24): 

[MPa] 345,25
2

9045
2/1

2
2

máx ≈







+






 −

≈τ  

15. Falso. De (8.9), (10.32) con ,2RA π=  y (5.21): 

0
0 33,33

006,0
20

2 p
p,

mp ≈== σσ  y 02
0 663

006,02,02
T

T
≈

××
=

π
τ  

( )
00

06 33,8cos90663sen90
2

33,3367,16
1010 pT

p
≈°×+°

−
−≈×  ∴ [MPa] 20,10 =p  
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16. De la proposición previa y (5.19): 

( ) ( )
000

00 1,66325sen901,66390cos
2

33,3367,16
2

33,3367,16
0 TpT

pp
+≈°×+°

−
+

+
≈  ∴ [kNm] 2,450 −≈T  

17. Cierto. De (8.9), (9.2), (10.32) con 2RA π=  y (5.22): 

[MPa], 40
006,0

2,120
2 =

×
==

,
mp σσ  [MPa] 637,0

2,0
1080

2

3

≈
×
×

=
π

σ  y [MPa] 10
006,02,02

101,15
2

3

≈
××

×
=

π
τ  

∴ ( )
[MPa] 2,4410

2
40637,020

2
40637,020

2/1

2

2

máx ≈











+






 −+

+
++

=σ  

10.14 Uniones 

10.14.1 Proposiciones y ejercicios 

En las proposiciones de esta sección no se toman en cuenta las tensiones concentradas y se supone que 

los pasadores trabajan en cortante. 

1. Si las bridas con las que se unen entre sí dos ejes torsionados se aseguran con N1 pasadores iguales de 

radio rp y cuyos centros distan R1b del de la brida (figura 10.8b), en cada uno la fuerza cortante es 

.111 bRNTV =  

2. en el caso previo, se agrega otro conjunto de N2 pasadores iguales a los primeros y cuyos centros 

distan R2b del de la brida (figura 10.8c), la fuerza cortante en cada uno de estos 

es ( ).2
22

2
1122 bbbp RNRNTRV +=  

3. Si, en el mismo caso, los pasadores son del mismo material pero sus radios en los conjuntos son r1p 

y  r2p, entonces la fuerza cortante en cada uno de los pasadores del conjunto 1 

es ( ).2
2

2
22

2
1

2
11

2
111 pbpbpbp rRNrRNTrRV +=  

4. Dos bridas se unen como ilustra la figura 10.8b, donde ,81 =N  [m], 10=Pr  [MPa] 40=pWτ  

y [m], 15,01 =bR  entonces [kNm]. 3,19máx =T  
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5. Dos bridas se unen como muestra la figura 10.8b, donde ,61 =N  [mm] 13=Pr  y [mm]. 871 =bR  Si los 

ejes rotantes que se unen son iguales y en ellos [kW] 60=P  y [Hz], 33,3=f  entonces [MPa]. 2,151 =pτ  

6. Si, en el caso previo, [kW], 120=P  y en los pasadores [MPa], 20=pWτ  halle el número mínimo de 

ellos. 

7. En el mismo caso son iguales la tensión cortante promedio en los pasadores y la máxima en los ejes; 

entonces en los ejes, [mm]. 56=R  

8. De materiales iguales el eje macizo 1, de ,[mm] 401 =R  y el tubo 2, de [mm] 45=eR  y [mm], 40=iR  se 

unen con bridas, como se ve en la figura 10.8, en las cuales [mm] 5=Pr  y [m]. 1,01 =bR  El número 

mínimo de pasadores para que el acople no resista más que el eje más débil es .7mín1 =N  

9. Dos tubos delgados, en los que [mm], 25=mR  [mm] 3=t y [MPa], 138=mτ  se unen con bridas como 

ilustra la figura 10.8; si en éstas, [mm], 6,1=Pr  [mm] 411 =bR  y [MPa], 250=pWτ  halle el número mínimo 

de pasadores. 

10. Si dos bridas, como ilustra la figura 10.8c, se unen con dos grupos de pasadores, donde [mm], 5=pr  

[MPa], 60=pWτ  ,61 =N  ,42 =N  [m] 15,01 =bR  y [m], 10,02 =bR  entonces [kNm]. 5,5máx =T  

11. En el caso previo, [kNm], 8máx =T  entonces .12mín1 =N  

12. En el mismo caso, [mm] 51 =pr  y [mm], 102 =pr  entonces [kNm]. 37,7máx =T  

10.14.2 Soluciones 

1. Cierto. Los pasadores toman, debido a la simetría, fuerzas cortantes V1p y porciones del momento 

torsor transmitido T1p iguales entre sí y (figura 10.8b); del equilibrio de la brida: 

bpp RVNTNT 11111 ==  ∴ 
b

p RN
T

V
11

1 =  

2. Cierto. Los pasadores de cada grupo adquieren, por la simetría, fuerzas cortantes V1p y V2p y porciones 

del momento torsor transmitido T1p y T2p iguales a los demás de su grupo (figura 10.8c). Se toma el 

equilibrio de la brida y se supone, como aproximaciones razonables, que en la sección recta de cada 
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pasador la deformación angular y la tensión cortante son uniformes y que aquélla es proporcional a la 

distancia al centro de la brida; además, en cada pasador se usa ( ) :2 y 1 con  === iAGVG iii τγ  

bpbp RVNRVNT 222111 +=  y 
b

p

b

p

RR 2

2

1

1 γγ
=  ⇒ 

b

p

b

p

R

V

R

V

2

2

1

1 =  ∴ 2
22

2
11

2
2

bb

b
p RNRN

TR
V

+
=

 

3. Cierto. De la proposición previa: 

bpbp RVNRVNT 222111 +=  y 
b

p

b

p

RR 2

2

1

1 ττ
=  ⇒ 2

22

2

2
11

1

pb

p

pb

p

rR

V

rR

V
=  ∴ 

2
2

2
22

2
1

2
11

2
11

1

pbpb

pb

p rRNrRN

TrR
V

+
=  

4. Falso. De (10.16): 

pW

bp

p RNr
T τ

π
τ ≤=

11
21  ∴ [kNm] 1,15104015,0801,0 62

máx ≈×××××= πT  

5. Falso. De (10.9), (10.10) y (10.16): 

[MPa] 3,10
087,06013,033,32

1060
2 22

3

11
221 ≈

×××××
×

==
ππ

τ
bp

p RNrf
P

 

6. De la proposición previa: 

pW

bp

p RNrf
τ

π
τ ≤=

11
221 2

P  ⇒ 2,6
1020087,0013,033,32

10120
622

3

1 ≈
××××××

×
≥

π
N  ∴ 7mín1 =N  

7. Cierto. De (10.16) y (10.5): 

3máx

11
21

2
R
T

RNr
T

bp

p π
τ

π
τ ===  ∴ ( ) [mm] 56087,06013,02 312 ≈×××=R  

8. Cierto. El eje más débil es el que desarrolla mayor τmáx y se determina con (10.5); luego se usa (10.16): 

T
T 3

3máx1 1095,9
04,0

2
×≈

×
=
π

τ  y ( ) T
T 3

44máx2 1059,18
04,0045,0

045,02
×≈

−
×

=
π

τ  

( )44máx2

11
21

2

ie

e

bp

p RR
TR

RNr
T

−
=≤=
π

τ
π

τ  ⇒ ( )
8,6

1,0005,0045,02
04,0045,0

2

44

1 ≈
×××

−
≥N   

∴ 7mín1 =N  
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9. De (10.32), con ,2
mRA π=  y (10.16): 

mmRtT τπ 22=  y pW

bp

mm
p RNr

Rt τ
π

τπτ ≤=
11

2

2

1

2  ⇒ 7,19
250041,00016,0
138025,0003,02

2

2

1 ≈
××
×××

≥N  ∴ 20mín1 =N  

10. Cierto. Como, ,21 bb RR >  de (10.17) y (10.18) se sigue que :pp 21 ττ >  

( ) pW

bbp

b
p RNRNr

TR τ
π

τ ≤
+

= 2
22

2
11

2
1

1  ∴ ( ) [kNm] 5,5
15,0

1,0415,061060005,0 2262

máx ≈
×+×××××

=
πT  

11. Falso. Es ;10mín1 =N  en efecto, de la proposición previa: 

( ) pW

bbp

b

RNRNr
TR τ

π
≤

+ 2
22

2
11

2
1  ⇒ 5,9

15,0
1,04

106015,0005,0
108

2

2

62

3

2
1

2
22

1
21 ≈

×
−

××××
×

=−≥
πτπ b

b

pWbp R
RN

Rr
T

N  

12. Falso. De la proposición 10.14.1-3 en la cual se observa que ,21 pp ττ >  ya que R1b > R2b:  

( ) pW

pbpb

b

p

p

p rRNrRN
TR

r

V
τ

ππ
τ ≤

+
== 2

2
2

22
2

1
2

11

1
2

1

1

1  

∴ ( ) [kNm] 27,9
15,0

01,01,04005,015,061060 22226

máx ≈
××+×××××

=
πT  

10.15 Concentración de tensiones en barras o ejes circulares 

10.15.1 Proposiciones y ejercicios 

1. Si en una barra escalonada que soporta [Nm] 30=T  el diámetro cambia de [mm] 40=d  a 

[mm] 100=D  por medio de filetes de [mm], 6=r  entonces [MPa]. 13,3máx =τ  

2. En una barra escalonada el diámetro cambia de [mm] 15=d  a [mm] 5,37=D  por medio de filetes 

de [mm]; 25,2=r  si [MPa], 8=Wτ  calcule el Tmáx. 

3. En una barra escalonada el diámetro cambia de [mm] 20=d  a [mm]; 50=D  si [Nm], 80=T el 

radio del filete de menor radio que puede usarse es [mm]. 1,1mín =r  
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4. Si en un eje rotante escalonado de [Hz] 15=f  y [kW], 60=P  por medio de filetes de [mm], 4=r el 

diámetro cambia de [mm] 80=d  a [mm], 200=D  entonces [MPa]. 3,7máx =τ  

5. Si en el caso previo, [MPa], 55=Wτ  halle la potencia máxima que puede transmitirse. 

6. Si en el mismo caso, [MPa] 55=Wτ  y el radio del filete es [mm], 10=r la potencia máxima aumenta 

en 36%. 

7. En un eje rotante escalonado de [Hz] 12=f  y [kW] 40=P  el diámetro cambia de [mm] 45=d  

a  D = 75 [mm], si [MPa], 50=Wτ  el radio mínimo del filete es [mm]. 4mín =r  

10.15.2 Soluciones 

1. Cierto. Con 5,2=dD  y ,15,0=dr  en la figura 10.7b aproximadamente se lee ,31,1=TK  y se 

usa (10.15): 

[MPa] 13,3
04,0

301631,1
3máx ≈

×
××

=
π

τ  

2. Con 5,2=dD  y ,15,0=dr  en la figura 10.7b aproximadamente se lee ,31,1=TK  y se usa (10.15): 

WT d
T

K τ
π

τ ≤=
3máx

16  ∴ [Nm] 05,4
1631,1

108015,0 63

máx ≈
×

×××
=
πT  

3. Cierto. Se calcula el intervalo posible para KT con (10.15); con este y ,52,dD = se deduce de la fi-

gura 10.7b el intervalo aceptable para r/d: 

WT d
T

K τ
π

τ ≤=
3máx

16  ⇒ 63,1
8016

108302,0 63

≈
×

×××
≤
π

TK  ∴ 056,0≥
d
r  y [mm] 1,102,0056,0mín =×=r  

4. Falso. Con 5,2=dD  y ,05,0=dr  en la figura 10.7b aproximadamente se lee ,68,1=TK  y se 

usan (10.15), (10.9) y (10.10): 

[Nm] 637
152

1060 3

≈
×
×

=
π

T  ⇒ [MPa] 6,10
08,0

6371668,1
3máx ≈

×
××

=
π

τ  
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5. De la proposición previa, ,68,1=K  y se usan (10.15), (10.9) y (10.10): 

WT d
T

K τ
π

τ ≤=
3máx

16  ⇒ [kNm] 29,3
1668,1

105508,0 63

máx ≈
×

×××
=
π

T  ∴ [kW] 3101029,3152 3
máx ≈×××= πP  

6. Falso. En este caso, ,125,0=dr  y en la figura 10.7b aproximadamente se lee :35,1=TK  

[kNm] 10,4
1635,1

105508,0 63

máx ≈
×

×××
=
πT  ⇒ [kW] 3861010,4152 3

máx ≈×××= πP  ∴ %5,24
310

310386
≈

−
=

P
P∆  

7. Falso. Se usan (10.9) y (10.10) y luego se calcula el intervalo posible para KT con (10.15); con este 

y ,67,1=dD  se deduce de la figura 10.7b el intervalo aceptable para r/d: 

[Nm] 531
122

1040 3

≈
×
×

=
π

T  y WT d
T

K τ
π

τ ≤=
3máx

16  ⇒ 68,1
53116

1050045,0 63

≈
×

×××
≤
π

TK  

∴ 045,0≥
d
r  y [mm] 2045,0045,0mín ≈×=r  

10.16 Barras de materiales elastoplásticos ideales 

10.16.1 Proposiciones y ejercicios 

En las proposiciones de la presente sección no se toman en cuenta tensiones concentradas y las barras 

son circulares a menos que expresamente se informe lo contrario. 

1. Una barra falla cuando la tensión cortante en el borde de alguna sección recta alcanza τY. 

2. Una barra empotrada a la pared y sometida a un momento torsor en el extremo libre falla cuando 

este es igual al TP. 

3. Una barra empotrada en sus extremos a sendas paredes y sometida en un punto intermedio a un 

momento torsor externo falla cuando la reacción en una de las paredes es igual al TP. 

4. En la sección recta de una barra rY es el radio del núcleo de la sección que permanece elástico todavía, 

cuando .PY TTT ≤≤  En tal caso el momento torsor interno es ( ) .64 333 RrRT YY −= τπ  

5. Calcule el momento torsor de fluencia de una barra. 
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6. Calcule el momento torsor plástico de una barra. 

7. En el extremo libre de una barra empotrada a la pared obra el momento torsor externo T0 

con .0 PY TTT ≤≤  Si θY es el ángulo girado por ese extremo cuando el material empieza a fluir, enton-

ces ( ) .34 333
0 θθτπ YYRT −=  

8. Si σY es el límite de fluencia del material de la barra, de la teoría de la máxima energía de distorsión 

por unidad de volumen se deduce que ( ).333
YY RT σπ=  

9. Si en una barra, [mm] 5=R  y [Nm], 40=PT  entonces [MPa]. 195=Yτ  

10. El momento plástico de una barra de [mm] 2=R  y [MPa], 80=Yτ  es igual a 1,34 [Nm]. 

11. Si el momento torsor que obra en el extremo libre de una barra empotrada a la pared es 1,42TY, el 

ángulo que este gira es 1,76θ Y; donde θY es el ángulo que rota ese extremo cuando allí se aplica TY. 

12. Si el momento aplicado es 1,25TY, en el caso previo, el ángulo que el extremo libre gira es 1,587θY. 

13. En una barra de [mm] 25=R  y [MPa] 110=Yτ  se desarrolla en la sección recta un núcleo elástico 

de [mm]. 5,12=Yr  Calcule el T aplicado. 

14. Si en una barra de [mm], 38=R  [GPa] 83=G  y [MPa] 125=Yτ  la deformación angular en cual-

quier punto de la sección recta es ,Cr=γ  con ],[m 079,0 1−=C  entonces [kNm]. 3,12=T  

15. Si en el extremo libre de una barra de [mm] 40=R  y [MPa], 140=Yτ  obra [kNm], 16=T  el radio 

del núcleo elástico en una sección recta de aquélla es [mm]. 6,30=Yr  

16. En el caso previo, [m] 75,0=l  y [GPa], 83=G  entonces .2,17 °=θ  

17. En el extremo libre de una barra empotrada a la pared, de [m], 5,1=l  [mm], 10=R  [GPa] 80=G  

y [MPa], 150=Yτ  obra el momento torsor T0. Si ese extremo gira ,25°=θ  entonces [Nm]. 2930 =T  

18. En un tubo, [mm], 30=iR  [mm] 50=eR  y [MPa], 30=Yτ  entonces [kNm]. 13,5=YT  

19. Si en el caso previo, [m] 9,0=l  y [GPa] 80=G , y sobre el tubo obra TY, el ángulo que giran entre 

sí los extremos del mismo es .27,1 °=Yθ  
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20. En el tubo del mismo caso calcule TP. 

21. En un tubo, ,2=ie RR  entonces .24,1=YP TT  

22. En la sección recta de un tubo, ,PY TTT ≤≤  y rY es el radio exterior de la corona de la sección que 

permanece elástica. Entonces ( ) ( ).634 443
YYiYeY rrRrRT −−= πτ  

23. En un tubo de [mm], 5,12=iR  [mm], 50=eR  [GPa] 5,41=G  y [MPa], 166=Yτ  la deformación angu-

lar en cualquier punto de la sección recta es ,Cr=γ  con ].[m 118,0 1−=C  Entonces [kNm]. 9,41=T  

24. En un tubo, [mm], 30=iR  [mm], 35=eR  [GPa] 70=G  y [MPa]. 210=Yτ  Si en el borde exterior del 

tubo, ,006,0=eγ  calcule T. 

25. En un tubo de [mm], 30=iR  [mm] 50=eR  y [MPa], 30=Yτ  el grueso de la corona elástica es 

[mm], 10=t  entonces [kNm]. 28,7=T  

26. Si en el mismo caso, [m] 1=l  y [GPa], 80=G  el ángulo que giran entre sí las secciones de los extre-

mos del tubo al alcanzar justamente el TP es .716,0 °=Pθ  

27. La barra ABC, de [MPa], 84=Yτ  se empotra a la pared en A, soporta en C el momento TC y está 

formada por los segmentos coaxiales AB y BC respectivamente de [mm] 101 =R  y .[mm] 132 =R  Halle el 

valor último del momento en C. 

28. La barra ABC, de [mm] 50=R  y [MPa], 160=Yτ  se empotra a la pared en A y soporta en B y C los 

momentos torsores externos [kNm] 65B =T  y [kNm] 30C =T  (figura 10.34). Entonces el radio del núcleo 

elástico en el segmento AB es [mm]. 5,43=Yr  

 

Figura 10.34 Barra circular elastoplástica. Soporta momentos externos en B y C como ilustra a); en b) y c) se muestran los 
diagramas de cuerpo libre en los que se calculan los momentos torsores internos de cada tramo. 
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29. Una barra compuesta se forma con el núcleo 1, de [mm], 301 =R [GPa] 451 =G  y [MPa], 801 =Yτ  y el 

tubo 2, de [mm], 502 =R  [GPa] 352 =G  y [MPa], 602 =Yτ  de longitudes iguales y firmemente unidos entre 

sí por su superficie de contacto. Calcule el momento que inicia la fluencia. 

30. El momento que plastifica la barra en el caso previo es [kNm]. 8,16=PT  

31. La barra ABC, de [m], 5,1AB =  [m], 3BC = [mm], 50=R [GPa] 80=G  y [MPa], 200=Yτ  se 

empotra a paredes en sus extremos A y C, y en B soporta el momento torsor externo TB. Si el radio del 

núcleo elástico en el segmento AB es [mm], 25=Yr  entonces [kNm]. 80B =T  

32. La barra compuesta ABC se forma con los segmentos coaxiales AB, de [m], 5,11 =l  [mm], 351 =R  

[GPa] 281 =G  y [MPa], 1601 =Yτ  y BC, de [m], 22 =l  [mm], 25=R  [GPa] 802 =G  y [MPa] 1402 =Yτ  (fi-

gura 10.35). Si se empotra a paredes en A y C y soporta en B el momento externo TB el valor último de 

este es [kNm]. 5,22B =UT  

 

Figura 10.35 Barra circular elastoplástica y compuesta empotrada a paredes. Se empotra a la pared en A y C y soporta un 
momento externo en B como ilustra a); en b) y c) se muestran los diagramas de cuerpo libre con los cuales se calculan los 
momentos torsores internos de cada segmento. 

33. En una barra de sección cuadrada de [mm] 25=a  y [MPa], 55=Yτ  calcule el TY. 

34. Al aplicar un momento torsor T a una barra se produce la fluencia en una corona de la misma, de 

espesor R/4. Al retirar el momento la tensión residual máxima en valor absoluto es .194,0
máxres Yττ ≈  

35. En la sección recta de una barra el momento aplicado casi alcanza el valor TP y luego se retira. En el 

borde de la sección la tensión cortante residual en valor absoluto es τY/2. 

36. En el centro de la sección, del caso previo, la tensión cortante residual es 0. 

37. La tensión cortante residual es cero en el mismo caso en .43Rr =  
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38. En un tubo de [m], 1=l  [mm], 30=iR  [mm], 50=eR  [GPa] 80=G  y [MPa], 140=Yτ  el momento 

torsor aplicado crece hasta casi alcanzar el TP. Halle el ángulo residual al retirarlo. 

10.16.2 Soluciones 

1. Cierto y falso. De acuerdo con la explicación. Es cierto cuando se adopta como criterio de falla laxa 

el que se alcance esa tensión en el borde de la barra para que así se mantenga en el dominio elástico. Es 

falso según un criterio de falla estricta; la barra no colapsa ya que el material se deforma plásticamente y 

la deformación angular y el momento torsor aplicado pueden seguir creciendo aunque la tensión cor-

tante de fluencia τY no aumenta y se va extendiendo paulatinamente desde el borde hacia el centro, 

como se observa en la figura 10.15c. 

2. Cierto. Ese es el momento torsor que en todos los puntos de la sección recta produce tensiones cor-

tantes iguales a la de fluencia τY sin que en ella quede porción elástica alguna; por ello, el extremo libre 

de la barra gira sin límite con respecto a la pared hasta producirse el colapso. 

3. Falso. En este caso la barra es hiperestática y aunque está en fluencia el segmento de la misma, con-

tiguo a la pared mencionada, su giro con respecto a esta pared queda limitado por el otro segmento. La 

falla de la barra ocurre cuando en ambos segmentos el momento torsor interno es igual al TP. 

4. Cierto. Ya que ,PY TTT ≤≤  hay un núcleo de la sección dado por ,0 Yrr ≤≤  que sigue siendo elástico 

y en el cual la tensión cortante es ,YY rrττ =  y una corona definida según ,RrrY ≤≤  que se volvió plástica 

y en la que Yττ =  (figura 10.15c); como esta distribución de tensiones se debe al momento T y al tomar 

en cuenta el ejercicio 10.3.1-2 (figura 10.4), resulta: 

( ) ( ) ( )








−=

−
+=+

⌡

⌠








== ∫∫ 3

33333

0

4
63

2
2

22
R
rRrRr

rdrrrdr
r

r
rdArT YYYYYY

R

r Y

r

Y

Y

S Y

Y τππτπττπτπτ  

5. Al hacer RrY =  en el resultado de la proposición previa, resulta: 

2

3
Y

Y
R

T
τπ

=  

6. Se puede obtener al hacer ,0=Yr  en el resultado de la proposición 10.16.1-4: 

3
2 3

Y
P

R
T

τπ
=  
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7. Falso. Las secciones planas siguen siendo planas, aunque ,0TTY ≤  por lo que se puede usar (10.1) 

para relacionar el radio del núcleo elástico de la sección con la deformación angular y el ángulo de giro 

desarrollados en dos situaciones: cuando se alcanza la fluencia en el borde exterior de la sección y 

cuando solo parte de la misma continúa elástica; luego se sustituye en (10.45): 

l
rθγ =  ⇒ 

l
R Y

Y

θγ =  y 
l

rY
Y

θγ =  ⇒ 
θ
θYY

R
r
=  

∴ 







−=

3

33

4
6 θ

θτπ YYR
T  (10.65) 

8. Falso. Se usan (7.51) al hacer σW = σY  y tomar en cuenta que el estado de tensiones en un punto del 

borde de la barra es de cizalladura pura, por lo cual, σ1 = –σ2 = τmáx y σ3 = 0, y (10.5) en la 

que τmáx = 2TY/πR3:  

( ) ( ) ( ) 2
2

3

2
máx

2
máx

2
máx 2

2
62 Y

Y

R
T σ
π

τττ =





=++  ∴ 

32

3
Y

Y

R
T

σπ
=  

9. Falso. De (10.46): 

[MPa] 153
005,02
403

2
3

33
≈

×
×

==
ππ

τ
R
TP

Y  

10. Cierto. De (10.46): 

[Nm] 34,1
3

1080002,02 63

≈
×××

=
π

PT  

11. Falso. El momento torsor máximo que soporta la barra es TP y este, según (10.43) y (10.46), 

es ;34 YP TT =  por ello, el momento informado hace que el extremo libre de la barra gire sin límite hasta 

el colapso de esta. 

12. Cierto. Se usan (10.43) y (10.65): 









−==

3

333

4
62

25,1
θ
θτπτπ YYY RR

T  ⇒ 25,0
3

3

=
θ
θY  ∴ Yθθ 587,1≈  

13. De (10.45): 

[kNm] 49,3
25

5,124
6

10110025,0
3

363

≈







−

×××
=
πT  
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14. Falso. Se deduce, de la información y (10.2), el radio del núcleo elástico de la barra y luego se 

usa (10.45): 

G
Cr Y

YY

τ
γ ==  ⇒ [mm] 1,19

1083079,0
10125

9

6

≈
××

×
=Yr  ∴ [kNm] 9,13

38
1,194

6
10125038,0

3

363

≈







−

×××
=
πT  

15. Falso. Se verifica con (10.43) y (10.46) si ,PY TTT ≤≤  y luego se usa (10.45): 

[kNm] 8,18
3

1014004,02

3

4 63

≈
×××

==
πY

P
T

T  ⇒ PY TTT ≤≤  











−

×××
=×

3

363
3

04,0
4

6
1014004,0

1016 yrπ  ⇒ 5895,0
04,0 3

3

≈Yr  ∴ [mm] 5,33≈Yr  

16. Falso. Se calcula con (10.3) y (10.4) el ángulo θY girado por el extremo libre de la barra cuando el 

material empieza a fluir y se usan resultados de las proposiciones previa y 10.16.1-7: 

GR
l Y

Y

τθ =  y °≈
×××

°×××
=== 16,2

0335,01083
1801014075,0

9

6

π
τθ

θ
Y

Y

Y

Y

Gr
l

r
R  

17. Cierto. Se usan resultados de la proposición previa para verificar si ,Yθθ >  y (10.65): 

°<°≈
×××

°×××
== 251,16

108001,0
180101505,1

9

6

π
τ

θ
GR
l Y

Y  ⇒ [Nm] 293
25

1,164
6

1015001,0
3

363

0 ≈







−

×××
=
πT  

18. Cierto. Como TY es el momento que produce τY en el borde exterior del tubo, de (10.3): 

( ) [kNm] 13,5
05,02

03,005,01030 446
0 ≈

×
−×××

==
πτ

e

Y
Y R

IT  

19. Falso. De (10.3) y (10.4): 

°≈
×××

°×××
== 387,0

108005,0
18010309,0

9

6

π
τθ

e

Y
Y GR

l  

20. Todos los puntos de la sección recta del tubo están en fluencia debido al TP y, en cada uno, τ = τY. 

En un elemento de área dA cuya distancia al centro es r (figura 10.4c) se desarrolla la fuerza cor-

tante ,dAdV Yτ=  cuyo momento con respecto al centro es dT = rdV; este sumado con el de los demás 

elementos es igual a TP: 



Álvaro Gaviria Ortiz 

841 

 

( ) ( )
3

2
2

33
ieY

R

RYS YSP
RR

rdrrdArrdVT e

i

−
==== ∫∫∫

πτπττ  (10.66) 

∴ 
( )

[kNm] 16,6
3

03,005,010302 336

≈
−×××

=
π

PT  

21. Cierto. De (10.3) y (10.66): 

( )
e

ieY
Y R

RR
T

2

44 −
=
πτ  y ( )

3
2 33

ieY
P

RR
T

−
=

πτ  ∴ ( )
( )

( )
( )

24,1
1163
1824

3
4

44

33

≈
−×
−××

=
−
−

=
ie

iee

Y

P

RR
RRR

T
T  

22. Cierto. Hay una corona interior en la sección, dada por ,Yi rrR ≤≤  que sigue elástica y en la cual la 

tensión cortante es ,YY rrττ =  y una corona exterior definida por ,eY Rrr ≤≤  que es plástica y en la 

que τ = τY , esa distribución de tensiones se debe al momento torsor interno T : 

( ) ( ) 






 −
+

−
=+

⌡

⌠








== ∫∫ 34

222
3344

Ye

Y

iY
Y

R

r Y

r

R Y

Y

S

rR
r
Rr

rdrrrdr
r

r
rdArT e

Y

Y

i

πττπτπτ  

∴ ( )443 34
6 YiYe

Y

Y rRrR
r

T −−=
πτ

 (10.67) 

23. Falso. Con la información y (10.2) se calcula el radio del núcleo elástico del tubo y luego se 

usa (10.67): 

G
Cr Y

YY

τ
γ ==  ⇒ [mm] 9,33

105,41118,0
10166

9

6

≈
××

×
=Yr  

∴ ( ) [kNm] 9,390339,00125,030339,005,04
0339,06

10166 443
6

≈−×−××
×

××
=
πT  

24. Se sigue el procedimiento de la proposición previa al hacer ,RC eeγ=  se deduce que toda la sección 

recta del tubo está en fluencia y por ello el momento aplicado es el TP, que se calcula con (10.66): 

GR
r Y

e

Y
Y

τγ
γ == 0  ⇒ [mm] 30[mm] 5,17

1070006,0
035,010210

9

6

<≈
××

××
=Yr  

∴ 
( ) [kNm] 98,6

3
03,0035,0102102 336

≈
−×××

=
π

PT  
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25. Falso. De la información se sigue que [mm], 40=Yr  y se usa (10.67): 

( ) [kNm] 89,504,003,0304,005,04
04,06
1030 443

6

≈−×−××
×

××
=
πT  

26. Cierto. Ya que las secciones planas se mantienen así, el ángulo θP girado se deduce de (10.3) y (10.4), 

para cuando en el borde interior del tubo se alcanza la tensión de fluencia: 

°≈
×××
°×××

== 716,0
03,01080
18010301

9

6

π
τθ

i

Y
P GR

l  

27. Cierto. En ambos segmentos el momento torsor interno es igual a TC, y su valor último es el que 

produce el momento de fluencia en el segmento 1, ya que tiene el menor radio; se calcula con (10.46): 

[Nm] 176
3

108401,02 93

1C ≈
××××

==
π

PU TT  

28. Cierto. Se halla el momento reactivo en A y el interno en el tramo AB (figura 10.34b) y se usa (10.45): 

[kNm] 35CBA =−= TTT  y 







−

×××
=×==

3

363
3

AAB 05,0
4

6
1016005,0

1035 YrTT
π

 ⇒ 658,0
05,0 3

3

≈Yr  

∴ [mm] 5,43≈yr  

29. Con (10.61) y (10.62) se deduce el TY que inicia la fluencia en alguno de los elementos de la barra: 

YIGIG
TRG

1

2211

11 τ≤
+

 ⇒ ( )[ ] [kNm] 1,21
03,0452

108003,005,03503,045 6444

≈
××

××−××+××
≤

ππT  

WIGIG
TRG

2

2211

22 τ≤
+

 ⇒ ( )[ ] [kNm] 2,12
05,0352

106003,005,03503,045 6444

≈
××

××−××+××
≤

ππT  ∴ [kNm] 2,12=YT  

30. Cierto. Es la suma de los momentos que plastifican núcleo y tubo, y se calculan con (10.46) y (10.66): 

( )
[kNm] 8,16

3

03,005,010602

3

108003,02 33663

≈
−×××

+
×××

=
ππ

PT  

31. Falso. En el segmento AB se calculan con (10.45) el momento interno T1, apelando a un resultado 

de la proposición 10.16.1-7, el giro total θ1 que produce T1, y con (10.3) y (10.4) el ángulo que B gira 
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con respecto a A al iniciarse la fluencia ( );AB1 GRYY τθ =  luego se usan (10.4) y algunos resultados de la 

proposición 10.11.1-1 (figura 10.30) para hallar el momento interno en el segmento BC, T2, y TB: 

[kNm] 7,50
50

25
4

6

1020005,0
3

363

1 ≈−
×××

= 






π
T  y 

Y

Y

Y

Y

Grr
R τθθ AB1

1 ==  

[kNm] 3,39
025,032

05,0102005,1

BC

AB

BC

46
001

2 −≈
××

××××
−=−=−=

πτθ

Y

Y

r

IGI
T  ∴ [kNm] 9021B ≈−= TTT  

32. Falso. Con TA y TC, como momentos reactivos en las paredes, se hallan los momentos internos en 

los segmentos AB y BC (figuras 10.35a, b y c). Luego se usan el equilibrio de la barra y (10.46) para 

calcular el valor último de TB; este es el que produce el momento de fluencia en ambos segmentos: 

,A1 TT =  ,BA2 TTT −=  ,BCA TTT =−  
3

2 1
3

1
1

Y
P

R
T

τπ
=  y 

3
2 2

3
2

2
Y

P

R
T

τπ
−=  

∴ 
( ) [kNm] 9,18

3
10140025,0160035,02 633

21B ≈
××+×

=−=
π

PPU TTT  

33. Cierto. Se deduce de (10.23) al hacer ba =  y :máx Yττ =  

3

81,4
a

TY
Y =τ  ∴ [Nm] 179

81,4
1055025,0 63

≈
××

=YT  

34. Cierto. De (10.48) con ,43RrY =  resulta T ≈ 0,597πR3τY;  luego, con (10.48) se deduce la tensión 

residual en los bordes exterior e interior de la corona citada que son los críticos (figuras 10.15c, e y f): 

( ) YYRr R

T
τ

π
ττ 194,0

2
3res −≈−==  y ( ) YY R

T
Rr τ

π
ττ 105,0

2
3

43 3res ≈−==  ∴ Yττ 194,0
máxres ≈  

35. Falso. De (10.46) y (10.48) con 32 3
YP RTT τπ==  (figuras 10.15c, e y f): 

33
42

3res
YY

Y
P

YRr R

T ττ
τ

π
ττ =−=−=

=  

36. Cierto y falso. De acuerdo con la explicación. Es falso ya que con el procedimiento de la proposición 

previa se deduce que en ,0=r  es τY; a este resultado se llega por la hipótesis que permite superponer, 
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en cada punto de la sección, la distribución uniforme de tensiones de la figura 10.15d con la de la 

descarga de la figura 10.15e, que se supuso lineal, de sentido opuesto y provocada por un momento 

torsor interno −TP. Es cierto, estrictamente, ya que la deformación angular en el centro de la sección es 

0. A esta situación paradójica se llega por suponer que todo el material de la sección se deforma más 

allá del límite proporcional para poder calcular el TP, lo cual implica un giro angular infinito se-

gún (10.65). 

37. Cierto. Se usan (10.46) y (10.48) con :32 3
YP RTT τπ==  

R
r

R
rT Y

Y
P

Y 3
42

0 4res

τ
τ

π
ττ −=−==  ∴ 

4
3R

r =  

38. El TP se sigue de (10.66), y de (10.3) y (10.4) el ángulo girado θP, cuando se llega a este pues las 

secciones planas se mantienen y en el borde interior del tubo se alcanza justamente la tensión de fluen-

cia; además, durante la descarga se supone lineal la conducta del material y el ángulo θret de retroceso 

se halla con (10.4): 

( )
[kNm] 7,28

3
03,005,0101402 336

≈
−××××

=
π

PT    y 

 °≈
×××
°×××

== 34,3
03,01080

180101401
9

6

π
τθ

i

Y
P GR

l
 

( ) °≈
×−×××

°××××
= 41,2

03,005,01080
1801107,282

449

3

ret ππ
θ  ∴ °=°−°=−= 93,041,234,3retPres θθθ  

10.17 Barras circulares de materiales no lineales 

10.17.1 Proposiciones y ejercicios 

1. En la sección recta de una barra de material no lineal el momento torsor interno puede calcularse a 

partir de la tensión cortante desarrollada con .∫= A dArT τ  

2. Si en el material de la barra AB la relación τ-γ  es ,nCγτ =  entonces ( ) ( ).23 3
máx RTn πτ +=  

3. En el caso previo, ( ) ( )[ ] .22
13

AB lCRTn
nn++= πθ  
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4. Si en el material de la barra AB la relación τ-γ  es ,52γτ C=  entonces .563,0 3
máx RT=τ  

5. En el caso previo, ( )[ ] .2154,0
5,24,3

AB lCRT=θ  

6. En el material de una barra de [mm], 38=R  la relación τ-γ es ,52γτ C=  con [GPa]. 68,1=C  Si la 

deformación angular en cualquier punto de la sección recta es ,1rC=γ  con ],[m 079,0 1
1

−=C  calcule T. 

7. Una barra compuesta se forma con un núcleo de R1 y un tubo de radio exterior 2R1, coaxiales, de 

iguales longitudes y perfectamente unidos en la superficie de contacto. Si en los materiales de los ele-

mentos las relaciones τ-γ  son 21
11 γτ C=  y ,2 21

22 γτ C=  entonces ( ).1507 7
1

22 RClT=θ  

8. La barra ABC se empotra a paredes por sus extremos A y C y en su punto medio B obra el momento 

torsor externo T0. Si en el material de la barra la relación τ-γ es ,53γτ C=  entonces .324,0 3
0máx RT=τ  

9. En el caso previo calcule .ABθ  

10.17.2 Soluciones 

1. Cierto. Esa expresión no depende del material ya que es la equivalencia estática entre el momento 

torsor interno de la sección y la distribución de tensiones que este produce en ella. 

2. Cierto. Se usa (10.1) ya que no hay dependencia del material y la equivalencia estática entre el mo-

mento torsor interno de la sección y la distribución de tensiones que este produce en ella: 

( )
nnR n

S dx
d

n
CR

rdr
dx
d

rCrdArT 







+
=⌡

⌠






==

+

∫
θπ

πθτ
3

2
2

3

0

 ⇒ 
( )

32
3

+

+
=








n

n

CR
Tn

dx
d

π
θ

 

∴ 
( )

32
3

+

+
=






=

n

nn
n

R
Trn

dx
d

Cr
π

θτ  ⇒ ( )
3máx 2

3
R

Tn
π

τ +
=  

3. Falso. De la proposición previa: 

( )
n

nCR
Tn

dx
d

1

32
3








 +
=

+π
θ  ∴ ( )

l
CR

Tn
n

n

1

3AB 2
3








 +
=

+π
θ  
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4. Falso. En el resultado de la proposición 10.17.1-2 se hace :52=n  

( )
33máx

541,0
2

352
R

T
R

T
≈

+
=

π
τ  

5. Cierto. En el resultado de la proposición 10.17.1-3 se hace :52=n  

( )
l

CR
T

l
CR

T
n

n

5,2

4,3

1

3AB 2154,0
2

352






≈







 +
=

+π
θ  

6. De la proposición 10.17.1-4: 

( ) 52
1

52
máx3máx

5411,0
RCCC

R

T
=== γτ  ∴ 

( )
[kNm] 7,16

5411,0
038,0038,0079,01068,1 3529

≈
××××

=T  

7. Cierto. Se usa (10.1) ya que no hay dependencia del material y la equivalencia estática entre el mo-

mento torsor interno de la sección y la distribución de tensiones que este produce en ella: 

( )



 −+






=












⌡
⌠







+⌡

⌠






== ∫ 12

7
4

7
2

222 2727
1

212

2
21

0

2
21 1

1

1

R
dx
d

Cdrr
dx
d

rdrr
dx
d

rCdArT
R

R

R

S

θπθθπτ  

∴ 27
1

21

83,38 CR

T

dx

d
=






 θ

 y 7
1

2

2

1507 RC

lT
≈θ  

8. Falso. Los momentos reactivos en las paredes y los internos en cada tramo son iguales en valor abso-

luto por la simetría a T0/2, y luego se hace 53=n  en el resultado de la proposición 10.17.1-2: 

( )
3

0
3

0
máx

287,0
22

353
R

T
R

T
≈

×
+

=
π

τ  

9. Se hace ,53=n  2AB l=  y ,20TT =  en el resultado de la proposición 10.17.1-3: 

( )
l

CR

Tl

CR

T 35

6,3
0

35

353
0

AB 0622,0
222

353
















≈

×

+
= +π

θ  
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10.18 Trabajo y energía del momento torsor 

10.18.1 Proposiciones y ejercicios 

En las proposiciones de la presente sección no se toman en cuenta tensiones concentradas y las barras 

son cilíndricas circulares a menos que, expresamente, se informe lo contrario. 

1. Deduzca la expresión para calcular la energía potencial de una barra sometida al momento torsor 

interno T. 

2. En el caso previo, es cierto que ( ).22
máx GAlUT τ=  

3. En el mismo caso, ( ) ( ).1 0
2 EIlTUT µ+=  

4. Al duplicar el radio de una barra, sin cambiar T, se reduce a la cuarta parte la energía potencial de la 

torsión que acumula. 

5. Se tienen dos barras de iguales l, G y T, pero una es de radio R1 y la otra de radio R2. La razón entre 

las energías potenciales que acumulan es ( ) .4
1221 RRUU TT =  

6. Si Ie es el momento polar equivalente de la sección recta, la energía acumulada en un tubo delgado 

de sección arbitraria es ( ).22 GIlTU eT =  

7. El ángulo que giran entre sí los extremos del tubo es, en el caso previo, ( ).GITl e=θ  

8. La expresión ( )[ ] ( )∑
=

=
∫=

Ni

i ic
iii tGdsATl

1

2
8θ  es válida en tubos delgados de sección arbitraria, cuando 

esta se forma con N tramos de espesores ti y materiales con Gi distintos y cuyo segmento de línea media 

es ci. 

9. Si en una barra el momento torsor interno es ( ) ( ) ,0 lxlTxT −−=  donde x se mide desde un extremo, 

calcule la energía potencial. 

10. Si en una barra el momento torsor interno es ( ) ( ),sen0 lxTxT π−=  donde x se mide desde un 

extremo, la energía potencial es ( ).2 0
2

0 GIlTUT π=  
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11. Si una barra empotrada a la pared soporta un momento torsor externo uniformemente repartido 

en la longitud y de intensidad t0 la energía almacenada es ( ).6 0
32

0 GIltUT =  

12. Si la barra del caso previo soporta en el extremo libre, además, un momento torsor T0 

con ( ),500 lTt =  la energía almacenada es ( ).1291 0
32

0 GIltUT =  

13. La barra ABC está empotrada a la pared en A y se forma con dos segmentos coaxiales de iguales 

materiales y longitudes l/2; el BC de radio R1 y el AB de radio .12 nRR =  Si en C actúa el momento 

externo T0 la energía potencial almacenada es ( ) ( ).21 1
442

0 GInnlTUT +=  

14. En el caso previo, n = 2, entonces .32112 =TT UU  

15. El ángulo que gira el extremo C calculado por medio de la energía, en igual caso, 

es  ( ) ( ).21 1
44

0 GInnlT +=θ  

16. La barra ABC está empotrada a la pared en A, se forma con dos segmentos coaxiales de iguales 

materiales y radios, en los que 1AB l=  y ,2BC l=  y soporta en B y C los momentos torsores exter-

nos 0B 2TT =  y .0C TT =  Ambos segmentos acumulan igual energía potencial, si .6 12 ll =  

17. Se tienen la barra 1 de radio R1 y el tubo delgado 2 de radio medio Rm y espesor t pero con iguales l, 

A, G y τmáx; la razón entre las energías potenciales que acumulan es U17/U2T = ½.         

18. Una barra tiene [m], 75,0=l  [mm] 20=R  y [GPa]. 45=G  Si [MPa], 32máx =τ  enton-

ces [J]. 36,5=TU  

19. La barra ABC, de ,[GPa] 83=G  está empotrada a la pared en A y se forma con los segmentos coaxiales 

AB, de [m] 9,01 =l  y ,[mm] 501 =R  y BC, de [m] 5,02 =l  y .[mm] 382 =R  Si en B y C actúan los momentos 

torsores externos [kNm] 05,9B −=T  y [kNm], 65,5C =T  la energía potencial almacenada es .[J] 7,35=TU  

20. La barra ABC, de [GPa], 42=G  está empotrada a la pared en A, se forma con los segmentos coaxia-

les AB, de [m] 3,01 =l  y [mm], 151 =R  y el tubo BC, de ,[m] 4,02 =l  [mm] 152 =eR  y [mm]. 1021 =R  Si en 

C actúa el momento torsor externo T0, y en el conjunto ,[MPa] 60máx =τ  la energía potencial almacenada 

es [J]. 35,9=TU  
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21. La sección recta de un tubo circular compuesto y delgado de [m] 5,2=l  y [m], 75,0=mR  se forma con 

el tramo 1 de [mm] 11 =t  y ,[GPa] 271 =G  y que cubre un arco de 300°, y el 2 de [mm] 22 =t  

y [GPa], 792 =G  y que subtiende un arco de 60°. Si [kNm], 17=T  entonces [MPa]. 42,41 =mτ  

22. En el caso previo, .029,0 °=θ  

23. Una barra compuesta se forma con el núcleo 1 de R1 y G1 y el tubo 2 de radio exterior R2 y G2, de 

longitudes iguales y perfectamente unidos entre sí por la superficie de contacto. Si R2 = 1,5R1 y 

G1 = 2G2, al aplicar a la barra el momento torsor T la razón entre las energías acumuladas por los ele-

mentos es .492,021 =TT UU  

24. Un núcleo de [mm] 31 =R  se inserta justamente dentro de un tubo de radio exterior [mm], 52 =R  

de modo que en un extremo se unen firmemente entre sí y no lo están en la superficie lateral. Si 

[m] 5,2=l  y [GPa], 792 =G  y en ambos elementos y en el extremo libre estos se rotan en sentidos 

opuestos hasta que el giro relativo es de ,2πα =  entonces la energía potencial acumulada en el conjunto 

es de 5,23 [J]. 

25. La barra ABC está empotrada a paredes paralelas y se forma con dos segmentos coaxiales de iguales 

materiales; el AB de longitud a y R1, y el BC de longitud b y R2. Si en B actúa el momento torsor ex-

terno T0 calcule el momento torsor reactivo en A por medio del teorema de Castigliano. 

26. La barra ABCD de longitud l está empotrada a paredes paralelas y se forma con los segmentos 

coaxiales iguales AB, BC y CD. Si en B y C, respectivamente, obran los momentos torsores externos T0 

y 2T0, al aplicar el teorema de Castigliano se encuentra que el momento torsor reactivo en A 

es .35 0A TT =  

27. Una barra empotrada a paredes paralelas soporta un momento torsor externo repartido a lo largo 

de su longitud, de intensidad ( ),0 lxtt =  donde x se mide desde una pared. El momento torsor reactivo 

en esa pared calculado por medio del teorema de Castigliano es t0l/3.        

28. Un eje circular de [m], 8,1=l  [mm] 38=R  y [GPa], 79=G  rota con [Hz], 33,3=f  y arrastra en su 

rotación una masa puntual de [kg], 91=m  que gira describiendo una circunferencia de [m], 3,0=CR  

concéntrica con el eje. Si éste se detiene súbitamente, en un extremo, [MPa]. 263máx =τ  
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10.18.2 Soluciones 

1. Se adapta al momento torsor lo establecido en el apartado 7.1-5 para la carga axial; por ello se puede 

decir que cuando el momento aumenta lentamente los extremos de la barra giran entre sí gradualmente 

y aquel efectúa sobre la barra el trabajo WT, que es igual área bajo la curva T-θ (figura 10.36), y se 

convierte totalmente en virtud del principio de conservación de la energía en energía potencial de la torsión 

UT. El área mencionada es la de un triángulo rectángulo de base θ y altura T; se usa (10.4): 

GI

lTT
UW TT

0

2

22
===

θ
 

 

Figura 10.36 Relación entre el momento torsor y el giro en una barra cilíndrica circular. El segmento de recta que se 
muestra es la gráfica de la ecuación (10.4); el área bajo la misma es igual al trabajo necesario para hacer rotar θ un extremo 
de la barra de longitud l con respecto al otro. 

2. Falso. Se toma en cuenta que 2RA π=  e ,22 24
0 ARRI == π  y se usan (10.12) y (10.5): 

G

Al

GR

lI

GI

lT
UT 422

2
máx

2
0

2
máx

0

2 ττ
===  

3. Cierto. De (10.12) y (7.18): 

( )
EI

lT
GI
lT

UT

0

2

0

2 1
2

µ+
==  

4. Falso. De (10.12) puesto que ,24
0 RI π=  se sigue que se reduce a la dieciseisava parte. 

5. Cierto. De (10.12): 

GR

lT
U T 4

1

2

1 π
=  y 

GR

lT
U T 4

2

2

2 π
=  ∴ 

4

1

2

27

1








=

R

R

U

U T  
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6. Cierto. En un elemento infinitesimal del tubo de volumen tdxdsdV =  (figura 10.11e) la energía por 

unidad de volumen se deduce de (7.37); luego se usan (10.2), (10.32) y (10.35) sin olvidar que el material 

se supone lineal, homogéneo, isotrópico y elástico: 

GdV

dU mmmT

22

2τγτ
==  ∴ 

ec
V

l

c

m
T GI

lT
t
ds

AG
lT

tA
dxdsT

GG
dV

U
24

1
242

1
2

2

2

2

0
2

22

=









⌡
⌠

⌡

⌠

⌡

⌠

⌡

⌠
===

τ  

7. Cierto. Se igualan, en virtud del principio de conservación de la energía, el trabajo que hace el mo-

mento torsor al hacer girar el tubo a la energía que en este se acumula: 

eGI

lT
U

T
W TT 22

2

===
θ

 ∴ 
eGI

Tl
=θ  

8. Falso. Se sigue el procedimiento de la proposición 10.18.1-6, pero se toma en cuenta que el módulo 

G varía y por ello no se puede extraer de la integral que se efectúa sobre la línea media del tubo: 

∑
=

=

⌡
⌠=⌡

⌠=
⌡

⌠
⌡

⌠
===

Ni

i
c ii

i

c

l

c

TT

i
tG

ds
A

lT
Gt
ds

A
lT

tAG
dxdsT

U
T

W
1

2

2

2

2

0

2

2

8842
1

2
θ  ∴ ∑

=

=

⌡
⌠=

Ni

i
c ii

i

i
tG

ds
A

Tl

1

24
θ  

9. De (10.13): 

( )
0

2
0

0 0
2

22
0

0 0

2

622 GI

lT

GIl

dxxlT

GI

dxT
U

ll

T =
−

== ⌡

⌠
⌡
⌠  

10. Falso. De (10.13): 

( )
0

2
0

0 0

22
0

0 0

2

42

sen

2 GI

lT

GI

dxlxT

GI

dxT
U

ll

T

ππ
=== ⌡

⌠
⌡
⌠  

11. Cierto. Al ubicar el origen en el extremo libre, el momento torsor interno se calcula con el equilibrio 

del diagrama de cuerpo libre de la figura 10.18b; resulta ser ,0 xtT =  y luego se usa (10.13): 

GI

lt

GI

dxxt

GI

dxT
U

ll

T
0

32
0

0 0

22
0

0 0

2

622
=== ⌡

⌠
⌡
⌠  

12. Falso. Se usa el procedimiento de la proposición previa pero para este caso, ( ) :5000 lxtTxtT +=+=  

( )
GI

lt

GI

dxlxt

GI

dxT
U

ll

T
0

32
0

0 0

22
0

0 0

2

6
91

2
5

2
=

+
== ⌡

⌠
⌡
⌠  
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13. Falso. Se toma en cuenta que en toda la barra, ,0TT =  se usa (10.12) y se suman las energías parciales: 

( )
GIn
nlT

I

I

GI
lT

GI
lT

GI
lTUUU TTT

1
4

42
0

1

2

2

2
0

2

2
0

1

2
0

21
4

11
444

+=+=+=+= 






  

14. Cierto. De la proposición previa: 

16
1

2

1

1

2 ==
I
I

U
U

T

T  

15. Cierto. La energía potencial acumulada, dada en la proposición 10.18.1-13, se iguala al trabajo que 

hace el momento torsor aplicado en C: 

( )
24

1 0

1
4

42
0 θT

GIn
nlT

=
+

 ∴ 
( )

GIn
nlT

1
4

4
0

2
1+

=θ  

16. Falso. Los momentos internos en los segmentos son 01 3TT =  y ,02 TT =  y se usa (10.12): 

IG
lT

IG
lT

22
9 2

2
01

2
0 = ∴ 12 9ll =  

17. Cierto. Se igualan las áreas y, con (10.5) y (10.32), las tensiones cortantes máximas; luego se usan 

(10.12), (10.34) y (10.49): 

tRR mππ 22
1 =  y 

tR

T

R
T

m
2

2
3

1

1

2
2

ππ
=  ⇒ tRR m22

1 =  y 
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R

T

T

m
2

3
1

2

1

4
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2
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4
4
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2
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4
1

3
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6
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


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





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
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R

I
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U
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T

T  

18. Cierto. De (10.5) y (10.12): 

R

I
T máx0τ=  ∴ [J] 36,5

10454
103275,002,0

42 9

12222
máx

2

2

2
máx0 ≈

××

××××
===
πτπτ

G

lR

GR

lI
UT  

19. Cierto. Los momentos internos en los segmentos son [kNm] 40,31 −=T  y [kNm], 65,52 =T  y se usa 

(10.12) para calcular las energías parciales que luego se suman: 
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[J] 7,35
038,0

5,065,5
05,0

9,04,3
1083

10
4

2

4

2

9

6

≈
×

+
×

××
= 








πTU  

20. Falso. La tensión cortante máxima se presenta en BC, según (10.5), ya que tiene el menor momento 

polar de inercia, y en toda la barra, ;0TT =  luego se usa (10.12) y se suman las energías parciales: 
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21. Falso. Se usa (10.32) ya que para el efecto revísese el ejercicio 10.9.1-4 esta ecuación no cambia 

por la variación del espesor o del material a lo largo de la línea media del tubo: 
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22. Cierto. En este caso sí influye el material y por ello se usa la proposición 10.18.1-8; en esta se 

hace 6101 mRs π=  y :622 mRs π=  
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23. Cierto. Se usan la proposición 10.11.1-1 y (10.12): 
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24. Falso. Los elementos quedan sometidos por el equilibrio del conjunto a momentos torsores de igua-

les magnitudes y sentidos opuestos, ;21 TTT =−=  se usan (10.4) y (10.12) para sumar las energías par-

ciales: 
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25. Se retira virtualmente el empotramiento en A y se pone a obrar allí el momento reactivo TA (fi-

gura 10.30) al tomar en cuenta que los radios son diferentes, por lo cual los momentos internos en los 

segmentos son A1 TT =   y  ;0A2 TTT −=  luego se usan (10.12) y (10.14): 
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26. Falso. Se aplica el procedimiento del ejercicio previo al suponer que 1, 2 y 3 son, respectivamente, 

los segmentos citados. Así, ,A1 TT =   0A2 TTT −=   y  :3 0A3 TTT −=  
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27. Falso. El momento torsor interno en función de x es ( ),22
0A lxtTT −=  y se usa el procedimiento del 

ejercicio y la proposición previos; en este caso la energía almacenada se calcula con (10.13): 
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28. Cierto. Al adaptar las hipótesis presentadas en el apartado 9.1-22 al caso presente se supone que la 

energía cinética de la masa, cuya velocidad es ,2 CfRv π=  se transfiere íntegramente el eje como energía 

potencial de deformación. Además, se desprecia la energía que el eje almacena mientras rota, debida a 

la distorsión que le produce la masa y se usan (10.12) y (10.5): 
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11 Ecuaciones y diagramas de fuerza cortante 
y momento flector en vigas 

En este capítulo, a menos que en algún apartado, pregunta, proposición o ejercicio se informe lo con-

trario, se supone que: 

a) Las vigas carecen de peso, tienen sección recta uniforme, son horizontales e isostáticas y pueden estar 

sometidas solo a la acción de fuerzas paralelas al eje Y y de pares cuyo momento tiene la dirección del 

eje Z, concentrados o distribuidos 

b) El origen de coordenadas se ubica en el extremo izquierdo de la viga, el eje X se orienta hacia la 

erecha, el Y hacia arriba y el Z sale del plano del escrito. 

c) Cuando sea aplicable y para no repetir la información en la proposición o ejercicio respectivo, la 

longitud de las vigas es l, las secciones que se mencionen son rectas y la fuerza cortante y el momento 

flector son internos. 

d) Las fuerzas y pares externos tienen el mismo sentido de los ejes de coordenadas si aparecen con signo 

positivo y opuesto si el signo es negativo. 

e) El lector, en varias proposiciones o ejercicios, crea mentalmente una figura o gráfica para idear la 

solución. 

d) Los cuerpos informados como rígidos, así como techos, pisos y paredes son indeformables. 

11.1 Definiciones, consideraciones generales y fórmulas 

1. Viga. Es un elemento esqueletal de máquinas o estructuras, usualmente horizontal, prismático o cilín-

drico, cuya sección recta es pequeña comparada con la longitud, que soporta fuerzas y pares flectores, con-

centrados o distribuidos, con direcciones perpendiculares al eje de aquél y el cual se definió previamente 

como eje X (figura 11.1); por ello, desarrolla momentos flectores y fuerzas cortantes internos en sus secciones 

rectas. El diseño de una viga consiste en elegir los materiales y las dimensiones de la sección recta que 

soportan más económicamente esos pares y fuerzas internas; en consecuencia, lo primero es calcularlos 

y a ese tema se dedica el presente capítulo.(2), (4), (10) 
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Figura 11.1 Vigas. La figura ilustra tres vigas cargadas con fuerzas repartidas o concentradas o pares concentrados y en 
todas ellas se muestran las reacciones que originan sus apoyos; la a) es una viga en voladizo o cantilíver, la b) una viga 
simplemente apoyada y la c) una viga con salientes o voladizos. 

2. Fuerzas distribuidas. Son fuerzas repartidas por unidad de longitud que obran sobre toda la viga o parte 

de ella, y que se determinan por su intensidad ,dxdFp =  la cual se considera positiva si su sentido coin-

cide con el del eje Y y negativa al contrario (figura 11.2). Ya que son paralelas entre sí, las fuerzas infi-

nitesimales dF = pdx al tomar el equilibrio de toda la viga o de una parte de ella la distribución corres-

pondiente se puede sustituir por su resultante; en el ejercicio 3.13.1-10 se demostró que esa resultante es 

igual al área limitada por la curva que define la distribución, el eje X y los segmentos de rectas verticales 

entre ambos, y que su recta de acción pasa por el centroide de tal área. Conviene subrayar que el hecho de 

sustituir una fuerza distribuida por su resultante tiene validez solo para el cuerpo libre que se examine 

en un momento dado.(2), (4), (10), (16) 

 
Figura 11.2 Cargas externas sobre una viga. La viga simplemente apoyada de la figura a) soporta una fuerza repartida de 
intensidad p = df/dx, la fuerza y el momento concentrados F1 y M1, todos ellos considerados convencionalmente positivos 
según la orientación que la figura muestra; la figura b) ilustra el cuerpo libre que resulta al separar un pequeño elemento 
de la viga de longitud ∆x, así como la fuerza distribuida externa y las fuerzas cortantes y los momentos flectores internos 
que obran sobre el mismo; la figura c) expone el cuerpo libre de un punto que es extremo de tramo y sobre el cual pueden 
obrar una fuerza y un par externos concentrados F0 y M0, así como la fuerza cortante y el momento flector internos a la 

izquierda 
−

yV  y 
−

zM  y a la derecha 
+

yV  y 
+

zM  del punto.  

3. Luz y tramo en una viga. Luz, también llamada claro o vano, es la distancia entre apoyos o entre uno 

de estos y un extremo libre; por ejemplo, las vigas de las figuras 11.1a, 11.b y 11.2 tienen una sola luz y 

tres la de la figura 11.1c. Tramo es el segmento de la viga en el cual la carga externa que obra sobre ella, 

activa o reactiva, no presenta cambios bruscos; así, la viga de la figura 11.2 es de tres tramos, la de la 

figura 11.1a de dos, la de la figura 11.1b de cuatro y seis tiene la de la figura 11.1c.(2), (4), (5), (9), (10) 
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4. Viga en voladizo. De una sola luz tiene un extremo libre y en el otro se la soporta mediante un 

empotramiento o apoyo de tercera clase; este, en consecuencia, da lugar en el plano a un máximo de tres 

reacciones (figura 11.1a), que son una fuerza con dos componentes y un par.(2), (4), (10) 

5. Viga simplemente apoyada. Está soportada en sus extremos mediante una bolita o patín y una articu-

lación; es decir, un apoyo de primera y otro de segunda clase. Apoyos que por tanto dan lugar en el 

plano a un máximo de tres reacciones (figuras 11.1b y 11.2), las cuales son una fuerza con una compo-

nente perpendicular al eje X en la bolita o patín y otra con dos componentes en la articulación.(2), (4), (10) 

6. Viga isostática. En la cual las reacciones de los apoyos se pueden calcular solo con las ecuaciones de 

la estática. Sirven como ejemplo las vigas en voladizo, las simplemente apoyadas y también la que ilustra 

la figura 11.3 en la que se observa una articulación interior que permite una ecuación más; allí el momento 

flector interno es 0 pues la articulación facilita que un segmento de la viga rote libremente con respecto 

al otro.(2), (4), (10) 

 

Figura 11.3 Viga isostática. Aunque la viga de la figura tiene tres apoyos, la articulación interior aporta otra ecuación ya que 
allí el momento flector interno es 0. 

7. Viga hiperestática. Soportada en apoyos que introducen más reacciones de las que pueden hallarse 

con las ecuaciones de la estática, por lo que para calcularlas deben adicionarse otras basadas en la 

deformación de la viga. Por ejemplo, la vigas de las figuras 11.4a y 11.4b y la continua de la fi-

gura 11.4c.(2), (4), (5), (10), (13) 

8. Redundancia. Es una reacción innecesaria para mantener la viga en equilibrio. La diferencia entre 

el número de reacciones y el de ecuaciones que aporta la estática da el número de redundancias. Las 

reacciones de la viga en dirección del eje X, introducidas por articulaciones o empotramientos, se deben 

a la deformación vertical de aquella y pueden despreciarse en comparación con las demás; en tal caso el 

número de las reacciones disminuye y el de las ecuaciones no triviales de la estática se reduce en 1.(2), (4), (10) 
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9. Viga continua. Tiene más de dos apoyos y es, salvo casos especiales, hiperestática (figura 11.4c).(2), (4), (10) 

 

 

Figura 11.4 Vigas hiperestáticas. Las vigas representadas en las figuras a), b) y c) son hiperestáticas por incluir apoyos 
redundantes; la de c) se llama viga continua. 

10. Fuerza cortante Vy y momento flector Mz internos. Originados por las fuerzas externas que obran 

sobre la viga se revelan cuando esta se corta, virtualmente, mediante un plano que la divide en dos por-

ciones y son los que en la sección del corte una de esas porciones ejerce sobre la otra (figura 11.5b). 

Averiguarlos en cualquier punto de la viga y graficarlos es, estrictamente, un tema de la Estática más 

que de la Mecánica de Materiales ya que ellos no dependen de que la viga sea rígida o deformable, 

elástica o plástica. Sus definiciones y las convenciones respectivas de signo fueron establecidas en los 

partados 5.1-7 y 5.1-8 que se recomienda repasar. Según esa convención, en un segmento infinitesimal 

de viga el momento flector positivo provoca una curvatura positiva del eje centroidal del mismo y uno 

negativo la contraria; la fuerza cortante positiva da lugar a un par de momento positivo en el segmento 

y una negativa a un par de momento negativo (figuras 5.4c y 5.4e). Al representar las fuerzas y los 

momentos reactivos en el diagrama de cuerpo libre de una viga cualquiera se les considera positivos, con-

vencionalmente, y al realizar los cálculos el signo encontrado confirma o refuta el supuesto.(2), (4), (9), (10), (13) 

 

Figura 11.5 Convenciones de signo. Al efectuar un corte virtual en una viga como la de la figura a), en un punto cualquiera 
de la misma definido por la coordenada x, aparecen en esa sección la fuerza cortante y el momento flector internos Vy y Mz; 
los signos que se definen como positivos para ambos tanto en la sección positiva como en la negativa del corte son lo que se 
representan en la figura b). 

11. Ecuaciones de Vy y Mz. Se supone que el origen de coordenadas del sistema descrito en el apar-

tado 5.1-6 está en un extremo de la viga, usualmente el izquierdo, y en una sección de esta definida por 

la coordenada x a ese extremo se hallan las ecuaciones de la Vy y el Mz respectivos, en función de x, por 
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medio de los métodos de las secciones y paso a paso, el de la doble integración en cada tramo en el que 

pueden usarse o no las funciones de singularidad y discontinuidad que une los dos métodos previos; hay 

otros procedimientos que no se presentan, ya que para comprender el tema los mencionados son sufi-

cientes.(2), (4), (5), (10) 

12. Diagramas de Vy y Mz. Las gráficas en un plano cartesiano de las ecuaciones de Vy y Mz representan 

las variaciones de estas a lo largo de la viga, tramo por tramo; en ellas, la abscisa señala la posición de 

una sección recta de la misma y la ordenada aporta el valor allí de la Vy o del Mz respectivos. Estos 

diagramas suelen presentarse ubicados debajo del que representa la viga; en ellos se señalan los ceros y 

los máximos en valor absoluto de Vy y Mz, esenciales para el análisis y el diseño de la misma, se muestran 

las pendientes y curvaturas, se facilita el cálculo del desplazamiento vertical de su eje debido a las cargas 

externas y basta con que en ellos se ubiquen las informaciones mencionadas, por lo cual no tienen que 

ser muy precisos. Antes de hacer las gráficas conviene preparar una tabla en la que se consignen los 

valores de la fuerza cortante y del momento flector calculados en los extremos de cada tramo de la viga; 

en las gráficas estos valores se ubican primero y luego se conectan con los arcos de las curvas que corres-

pondan al tramo.(2), (4), (5), (10), (15) 

13. Relaciones puntuales entre p, Vy y Mz. Si en un tramo de viga como el de la figura 11.2 obra una 

fuerza distribuida externa cuya intensidad p varía monótonamente con x y se supone positiva cuando su 

sentido coincide con el del eje Y, en cada punto del tramo se cumplen: 

p
dx

dVy −=  (11.1) 

y
z V

dx
dM

−=  (11.2) 

p
dx
Md z =

2

2

 (11.3) 

Las relaciones (11.1) y (11.2) se deducen al aplicar las ecuaciones de equilibrio a un elemento infinitesi-

mal de viga como el de la figura 11.2b. En los puntos extremos de un tramo, en donde pueden obrar 

fuerzas o pares externos concentrados F0 y M0 (figura 11.2c y obsérvense los sentidos que se definen 

como positivos para estos), se satisfacen las condiciones de borde: 

0FVV yy =− +−  (11.4) 

0MMM zz =− +−  (11.5) 
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Los superíndices (−) y (+) se refieren a valores de la fuerza cortante y del momento flector en el 

extremo de tramo en cuestión pero, respectivamente, inmediatamente antes o después del mismo. 

Al considerar extensiones imaginarias más allá de los extremos izquierdo y derecho de una viga, 

Vy y Mz son nulos.(1), (2), (4), (5), (10), (13) 

14. Funciones de discontinuidad y de singularidad. Al deducir las ecuaciones para Vy y Mz en vigas 

que tienen múltiples tramos se pueden ahorrar tiempo y esfuerzo al usar las funciones de discontinuidad 

y de singularidad, las cuales permiten expresar esas solicitaciones mediante una sola ecuación para toda 

la viga. 

Para asignar a fuerzas externas repartidas cuya intensidad p varía polinómicamente con x, se inician 

en  x = a  y se extienden hasta el extremo derecho de la viga, se utilizan las funciones de discontinuidad, 

que para 0≥n  son: 

( )
0 para ; 

 si ,0
 si ,

≥
<
≥−

=−




n
ax
axnaxnax  (11.6) 

en ellas, el paréntesis ahorquillado se convierte en uno ordinario sólo si el argumento es positivo y es 0 

cuando es negativo. Estas funciones se conocen también como funciones de Macaulay ya que el mate-

mático inglés W. H. Macaulay las usó en 1919 en una publicación en la que sugirió diferenciarlas al usar 

otro tipo de paréntesis, aunque fueron presentadas desde 1862 por A. Clebsch y luego por A. Föppl y 

emplean propiedades de la función escalón que introdujo O. Heaviside. 

Para asignar a fuerzas o pares flectores externos concentrados y unitarios una intensidad p se emplean, 

respectivamente, con  n = –1  y  n = –2  las funciones de singularidad: 

0 para ; 
 si ,
 si ,0

<
=∞
≠

=−




n
ax
axnax  (11.7) 

en las que se supone que la fuerza cortante y el par flector son positivos cuando, respectivamente, tienen 

el sentido del eje Y y el opuesto al del eje Z; estas funciones se conocen como de Dirac, la de n =−1, y 

doblete la de  n = −2. En los diagramas de la fuerza cortante y el momento flector internos no se inclu-

yen los saltos infinitos producidos por la fuerza o el par concentrado en su punto de aplicación ya que 

se trata de una representación idealizada. 
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Las funciones de discontinuidad y singularidad se integran según: 







<−

≥
+

−
=′−′

+

+

∫
0 para ,

0 para ,
1

1

1

0

nax

n
n

ax
xdax

n

n

x n  (11.8) 

y en el resto de este capítulo y los siguientes del libro se seguirán llamando, sea n positiva, 0 o negativa, 

funciones de discontinuidad. En la figura 11.6 se ilustran las funciones de discontinuidad para las intensi-

dades de cinco tipos de carga distribuida; en proposiciones posteriores se incluyen otras funciones. 

 

Figura 11.6 Intensidades de la fuerza para cargas externas. En las figuras a), b), c), d) y e) se muestran las intensidades de 
carga p que respectivamente corresponden a un par flector concentrado, a una fuerza concentrada y a tres fuerzas 
distribuidas que se extienden hasta el extremo de la viga y que varían con la posición de acuerdo con los exponentes 0, 1 
y .n 2≥  En todos los casos el origen se ubica en el extremo de la izquierda de la viga. 
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Como se observa estas funciones difieren de las comunes en cuanto a continuidad, diferenciabilidad e in-

tegrabilidad, aunque permiten escribir en una sola ecuación la fuerza cortante o el momento flector de 

toda la viga, sin importar cuantos tramos tenga la misma. Por ejemplo, en la viga simplemente apoyada 

y que tiene cuatro tramos de la figura 11.1b la expresión para la intensidad de la carga externa es: 

1

2

1

30

2

20

0

10

0

0

1

1

−−−− −+−+−−−+−= lxRaxFaxMaxpxpxRp  

donde R1 es la fuerza reactiva vertical en la articulación y R2 en el patín; nótese que R3 = 0. (1), (2), (3), (4), (9), (10), (13) 

15. Método de las secciones, paso a paso. Se hallan las reacciones de la viga al usar las ecuaciones de 

la estática aplicadas al diagrama de cuerpo libre de la misma y en el que aparecen todas las fuerzas 

externas, activas y reactivas; luego se efectúan cortes virtuales en cada tramo de la viga, perpendiculares a su 

eje, en puntos arbitrarios definidos por su coordenada x, y en uno de los diagramas de cuerpo libre se 

hallan, por medio de la estática, la fuerza cortante y el momento flector internos, que se orientan según la 

convención para el signo positivo; luego se elabora una tabla con los valores de Vy y Mz en los extremos 

de cada tramo, con cuya ayuda se grafican las ecuaciones y se hacen todas las verificaciones para evitar 

errores. Este es un método que solo usa la física, ya que si la viga tiene N tramos se hacen N cortes, en 

cada uno se encuentran sin mayor trámite y con las relaciones de la estática, las ecuaciones de Vy y Mz. 

Por ejemplo, las ecuaciones de la fuerza cortante y el momento flector en la viga de cuatro tramos de la 

figura 11.1b son (figuras 11.7a, b, c y d):(2), (4), (9), (10), (13), (15) 











<<−+−
<<+−
<<+−
<<+−

=

lxaFapR
axaapR
axaapR
axxpR

Vy

30101

32101

21101

101

  ,
  ,
  ,

0  ,

; 
( )
( )
( ) ( )










<<−+−−−
<<−−−
<<−−
<<−

=

433001101

3201101

211101

1
2

01

  ,2
  ,2

  ,2
0  ,2

axaaxFMaxapxR
axaMaxapxR
axaaxapxR
axxpxR

Mz  

 
Figura 11.7 Cuerpos libres por tramos. En cada uno de los tramos de la viga de la figura 11.1b se hace un corte a la distancia 
x del origen y se dibuja el cuerpo libre que resulta a la izquierda del mismo, ello da lugar a las figuras a), b), c) y d). 



Álvaro Gaviria Ortiz 

869 

 

16. Método de la doble integración. Con base en las funciones de discontinuidad se establece para toda la 

viga la función de la intensidad de la fuerza, p, como la suma de las que corresponden a cada una de las 

fuerzas externas, activas o reactivas, que obren sobre la misma; luego se integran (11.1) y (11.2) para 

deducir las ecuaciones respectivas de Vy y Mz en toda la viga, las cuales se escriben con el uso de los 

corchetes ahorquillados y pueden leerse más fácilmente al reescribirlas en la forma normal para cada tramo; 

las reacciones en los apoyos de la viga se pueden calcular por medio de las condiciones de borde (11.4) 

y (11.5) o directamente, con las ecuaciones de equilibrio. Después se elabora la tabla en la que se anotan 

los valores de Vy y Mz en los extremos de cada tramo y finalmente, con la ayuda de esta, se grafican las 

ecuaciones y se hacen todas las verificaciones para evitar errores. Este es un método que solo usa la 

matemática pues resuelve por integración directa dos ecuaciones diferenciales ordinarias. Por ejemplo, 

en lx <<0  las ecuaciones de la intensidad de la carga externa y de la fuerza cortante y el momento 

flector en la viga de cuatro tramos de la figura 11.1b son: 

1

30

2

20

0

10

0

0

1

1

−−− −+−−−+−= axFaxMaxpxpxRp  

0

30

1

20

1

10

1

0

0

10
axFaxMaxpxpxRxpdV

x

y −−−+−−+−=′−=
−

∫  

1

30

0

20

2

10

2

01

10 22
axFaxM

axpxp
xRxVdM

x

z −+−−
−

+−=′−= ∫  

donde las integrales se realizaron de acuerdo con (11.8). Para cada tramo de la viga, interpretando los parén-

tesis angulares según (11.6) y (11.7), resultan las mismas ecuaciones del apartado previo.(2), (4), (9), (10), (13), (17) 

17. Método mixto. Primero se hallan las reacciones en los apoyos de la viga; luego se hace un corte 

virtual en el último tramo de la misma en una sección recta definida por su coordenada x y se estudia el 

cuerpo libre de longitud x que resulta. En esa sección se averigua el momento flector interno por medio 

de la estática, que se obtiene con la suma de los aportes individuales de cada tipo de fuerza o par flector 

externos que obran sobre el cuerpo libre; en la igualdad resultante se tiene cuidado de no agrupar 

términos semejantes ni destruir los paréntesis normales que aparezcan. Luego se asocia a cada monomio 

el paréntesis ahorquillado que le corresponda y resulta la ecuación del momento flector de toda la viga. 

La fuerza cortante se encuentra por derivación al aplicar (11.2) a la ecuación del momento. Con el pro-

cedimiento descrito, las ecuaciones del momento flector y de la fuerza cortante de toda la viga se en-

cuentran mediante un solo corte y el uso de las funciones de discontinuidad necesarias. Por ejemplo, en 
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la viga de cuatro tramos de la figura 11.1b se hace un corte en el último tramo (figura 11.7d), se calcula 

el momento flector en la sección del corte y luego la fuerza cortante con (11.2): 

1

30

0

20

2

10

2

01

1 22
axFaxM

axpxp
xRMz −+−−











 −
−−=  

[ ] 0
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1

20

1

10

1

0

0

1 axFaxMaxpxpxR
dx

dM
V z

y −−−+−−+−=−=
−

 

La pareja de términos que en las ecuaciones previas aparece dentro de los corchetes es la función de dis-

continuidad que corresponde a la fuerza uniformemente repartida en el tramo de viga de longitud a1; 

estas ecuaciones coinciden con las obtenidas en los dos apartados anteriores.(2), (4), (9), (10), (13)  

18. Descomposición de los diagramas de Vy y Mz. Los diagramas de la fuerza cortante y el momento 

flector de la viga de la figura 11.1b se consiguen al graficar las ecuaciones obtenidas por cualquiera de 

los tres métodos mencionados antes; un esquema del diagrama del momento, ya que no se informan los 

valores numéricos de las diferentes cargas, es el que muestra la figura 11.8a en la que se supuso negativa 

la reacción en la articulación. Este diagrama es igual a la superposición de los que corresponden a cada 

uno de los monomios de la ecuación del momento expresados con los paréntesis ahorquillados en el 

apartado previo, como ilustra la figura 11.8b, y algo semejante se puede hacer para la fuerza cortante. 

Esta superposición se puede efectuar ya que la fuerza cortante y el momento flector son directamente 

proporcionales a las cargas aplicadas; su importancia reside en que de cada una de las figuras individuales 

es fácil conocer el área y la posición del centroide y ello encuentra aplicación en un capítulo posterior que 

se refiere a la elástica de una viga.(2), (4), (8), (9), (10) 

 

Figura 11.8 Diagrama del momento flector por superposición. La figura a) muestra un esquema del diagrama del momento 
flector de la viga de la figura 11.1b en tanto que en la figura b) se ilustra la descomposición de este diagrama con base en 
los monomios que corresponden a la ecuación del momento flector para toda la viga descrita mediante funciones de 
discontinuidad en el apartado 11.1-17. 
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19. Verificaciones. Para no incurrir en errores al hacer los cálculos, conviene mantener rutinas que los 

eviten o detecten. Por ello se recomienda trabajar con símbolos, analíticamente, lo cual facilita hacer 

simplificaciones algebraicas y verificar dimensiones; se debe comprobar la consistencia de la respuesta en 

signo y magnitud y revisar que las ecuaciones obtenidas para Vy y Mz satisfagan (11.1) y (11.2) y las 

condiciones de borde (11.4) y (11.5). Por ejemplo, en el extremo libre de un voladizo cuando no hay 

cargas externas aplicadas allí los diagramas de fuerza cortante y momento flector deben mostrar un 

valor 0 y si un extremo de viga es una articulación, el momento flector debe ser 0 y la fuerza cortante 

igual en valor absoluto a la reacción en la misma. Conviene examinar en los diagramas, además, la 

coherencia de pendientes y curvaturas y confirmar las reacciones obtenidas al tomar equilibrio de mo-

mentos en algún punto conveniente.(2), (4), (10) 

11.2 Vigas, apoyos y convenciones de signo para Vy y Mz 

11.2.1 Proposiciones 

1. Una articulación origina dos reacciones. 

2. Una viga puede transmitir fuerzas longitudinales. 

3. Tramo en una viga es la distancia entre apoyos consecutivos. 

4. Tramo y luz en una viga son lo mismo. 

5. Una viga puede tener más luces que tramos. 

6. Si una viga tiene una articulación interior en esta la fuerza cortante es 0. 

7. Una viga en voladizo y de una sola luz es isostática. 

8. Una viga de una sola luz empotrada en un extremo, apoyada en el otro en un patín y que tiene una 

articulación interior es isostática. 

9. Una viga apoyada en tres articulaciones y que tiene una articulación interior es isostática. 

10. Una viga de una sola luz empotrada en un extremo y con el otro apoyado en un patín es isostática. 

11. Una viga de una sola luz y empotrada en ambos extremos tiene tres redundancias. 
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12. Una viga continua, empotrada en un extremo y apoyada en cuatro articulaciones, tiene cuatro re-

dundancias. 

13. En la figura 11.9a la fuerza cortante en la sección definida por la coordenada x es positiva según la 

convención de signos establecida. 

14. En la sección del caso previo el momento flector es negativo. 

15. En la figura 11.9b la fuerza cortante en la sección definida por la coordenada x es negativa según la 

convención de signos establecida. 

16. En la sección del caso previo el momento flector es positivo. 

17. En un tramo de viga el momento flector positivo produce tracción en las fibras superiores de la 

misma. 

18. En una viga de hormigón reforzado, apoyada simplemente y sometida solo a su propio peso, el acero 

de refuerzo se debe poner por la parte inferior de la misma. 

 

Figura 11.9 Convención de signos. Las figuras a) y b) muestran secciones de una viga definidas por la coordenada x en las 
que aparecen fuerzas cortantes y momentos flectores; obsérvense en ellas las orientaciones de los ejes X y Y. 

19. En una viga en voladizo de hormigón reforzado el acero de refuerzo se pone por la parte inferior. 

11.2.2 Soluciones 

1. Cierto. En el plano, espacio en el que fundamentalmente se trabaja en el resto del libro, el apoyo da 

lugar a una fuerza reactiva que tiene dos componentes; sin embargo, conviene recordar que cuando el 

apoyo de una viga es una articulación se considera despreciable la componente de la fuerza reactiva en 

la dirección del eje de esta. 

2. Falso. La definición de viga que se presentó en el apartado 11.1-1 las excluye. Cuando se incluyen se 

está hablando de un elemento esqueletal llamado viga columna. 
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3. Falso. Es el segmento de viga en el que no hay cambios bruscos en la carga externa aplicada sobre el 

mismo; no debe confundirse con luz. 

4. Falso. Luz en una viga es la distancia entre apoyos o entre un apoyo y un extremo libre; luz es dife-

rente de tramo, como se recordó en la proposición previa. 

5. Falso. De acuerdo con las definiciones presentadas en el apartado 11.1-3 esos números pueden ser 

iguales a lo sumo como ocurre en la viga de la figura 11.4b 

6. Falso. Esa unión permite que un segmento de la viga pueda girar con respecto al otro; allí, por tanto, 

el momento flector es el nulo y no la fuerza cortante. 

7. Cierto. Ya que el empotramiento origina tres reacciones y el equilibrio de la viga aporta tres ecua-

ciones. 

8. Cierto. El empotramiento da lugar a tres reacciones y el patín a una, mientras que el equilibrio de la 

viga aporta tres ecuaciones y la articulación interior otra ya que en ella el momento flector es nulo. 

9. Cierto y falso. De acuerdo con la explicación. Es falso, estrictamente, al observar que las tres articu-

laciones originan un total de seis reacciones mientras que el equilibrio de la viga y la articulación interior 

aportan cuatro ecuaciones. Es cierto cuando se desprecian las reacciones horizontales en las articulacio-

nes, lo que deja tres reacciones desconocidas; en este caso el equilibrio total aporta dos ecuaciones y la 

articulación la tercera. 

10. Falso. Es hiperestática; el empotramiento origina tres reacciones y el patín una, mientras que el 

equilibrio aporta tres ecuaciones. 

11. Cierto y falso. De acuerdo con la explicación. Es cierto, estrictamente, pues cada empotramiento da 

lugar a tres reacciones y el equilibrio a tres ecuaciones. Es falso al despreciar las reacciones horizontales 

en los empotramientos; en tal caso restan cuatro reacciones, el equilibrio aporta dos ecuaciones y resul-

tan dos redundancias. 

12. Cierto y falso. De acuerdo con la explicación. Es falso, estrictamente hay ocho, ya que el empotra-

miento y las articulaciones dan lugar a once reacciones y el equilibrio aporta tres ecuaciones. Es cierto 

al despreciar las reacciones horizontales en los cinco apoyos; en tal caso restan seis reacciones y el equi-

librio total aporta dos ecuaciones y resultan cuatro redundancias. 



Mecánica de Materiales / 11 Ecuaciones y diagramas de fuerza cortante y momento flector en vigas 

874 

 

13. Falso. Es negativa ya que la sección ilustrada es positiva y la fuerza cortante tiene el sentido opuesto 

al eje Y. 

14. Cierto. Ya que la sección mostrada es positiva y el momento flector tiene el sentido opuesto al eje Z. 

15. Cierto. Puesto que la sección ilustrada es negativa y la fuerza cortante tiene el sentido opuesto al eje Y. 

16. Cierto. Dado que la sección ilustrada es negativa y el momento flector tiene el sentido opuesto al eje Y. 

17. Falso. De acuerdo con el sistema de ejes coordenados y la convención de signos ya establecidos, ese 

momento produce tracción en las fibras inferiores de la viga. 

18. Cierto. El peso propio produce en la viga un momento flector positivo que origina tracción en las 

fibras inferiores de la viga y allí, para soportarla, se pone el refuerzo. 

19. Falso. El peso propio origina en la viga un momento flector negativo que produce tracción en las 

fibras superiores de la viga y allí se pone el refuerzo para absorberla. 

11.3 Relaciones entre p, Vy y Mz 

11.3.1 Proposiciones y ejercicios 

1. Demuestre que en un tramo de viga, .pdxdVy −=  

2. La expresión previa es válida en todo punto de una viga. 

3. Demuestre que en un tramo de viga, dMz / dx = –Vy.    

4. Sobre un tramo de viga obra una fuerza distribuida cuya intensidad p pasa por 0 en un punto del 

mismo. En ese punto el momento flector es máximo o mínimo. 

5. El diagrama del momento flector presenta en el punto de la proposición previa un cambio de curvatura. 

6. En el punto de una viga donde la fuerza cortante en valor absoluto es máxima, el momento flector 

no puede ser máximo en valor absoluto. 

7. Si en un punto de un tramo de viga el momento flector tiene un máximo absoluto, en ese mismo 

punto la fuerza cortante es 0. 
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8. En un punto de un tramo de viga donde la fuerza cortante tiene un máximo absoluto, el diagrama 

del momento flector presenta un punto de inflexión. 

9. En el punto de una viga donde la fuerza cortante es 0 el momento flector no puede ser 0. 

10. Si una viga simplemente apoyada soporta una fuerza concentrada en su punto medio, el diagrama 

del momento flector es una parábola. 

11. Si una viga soporta una fuerza repartida de intensidad p0 el diagrama del momento flector es una 

línea recta. 

12. Si en un tramo de viga la fuerza cortante es uniforme, en ese mismo tramo el diagrama del momento 

flector es un segmento de línea recta. 

13. Si en un tramo de viga la intensidad de la fuerza externa distribuida es uniforme, p = –p0, en ese 

tramo la curvatura del diagrama de la fuerza cortante es 0. 

14. Si en un tramo de una viga la intensidad de la fuerza externa distribuida varía linealmente con x, en 

ese tramo el momento flector varía con x4. 

15. Si en una viga, ( ),284 223
0 lxlxpMz ++=  entonces ( ).138 0 += lxpp  

16. En el caso previo el momento flector mayor de la viga aparece en .2lx =  

17. En el mismo caso, ( ) .112 0lplVy −=  

18. Si en una viga, ( )lxlxpVy 332
0 −+=  y ,0)0( =zM  entonces .67)( 2

0lplMz =  

19. En una viga, ( ),540 +−= lxpp  0)( =lVy  y .0)0( =zM  Halle Mz. 

20. Si solo obran fuerzas concentradas en una viga, el momento flector máximo ocurre en un extremo 

de tramo. 

21. En una viga simplemente apoyada, de hormigón reforzado y sobre la que no obran pares concen-

trados, el diagrama de la fuerza cortante es un segmento de línea recta que se extiende 

desde  lpVy 0)0( −=  hasta  .)( 0lplVy =  El refuerzo de acero se debe poner por la parte superior de la viga. 
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22. La diferencia entre las fuerzas cortantes en dos secciones arbitrarias de un tramo de viga es igual a 

menos el área bajo el diagrama de la intensidad p(x) entre ese par de secciones. 

23. La diferencia entre los momentos flectores en dos secciones arbitrarias de un tramo de viga es igual 

a menos el área bajo el diagrama de la fuerza cortante entre esas mismas secciones. 

11.3.2 Soluciones 

1. En un tramo de viga (figura 11.2a) se separa como cuerpo libre un segmento de longitud ∆x (figura 

11.2b), sobre el que obran la fuerza distribuida externa, aproximada a una variación lineal ante lo pe-

queño del segmento y, por ambos extremos, Vy y Mz; todos considerados convencionalmente positivos y 

que se incrementan en el extremo derecho en ∆p, ∆Vy o ∆Mz, debido al aumento ∆x. Se toma equilibrio 

de fuerzas, se divide la ecuación resultante por ∆x y se pasa al límite, el cual existe de acuerdo con la 

definición dada para tramo: 

( )∑ +
++++−==

22
0

xppxp
VVVF yyyy

∆∆∆
∆  ⇒ 

2
p

p
x

Vy ∆
∆
∆

−−=  

∴ p
x

V
xdx

dV yy −=
→

=
∆
∆

∆ 0
lím  

2. Falso. Es cierta solo en los tramos de una viga y no es correcta en aquellos extremos de estos en los 

que se aplican fuerzas concentradas. 

3. En el cuerpo libre definido en la proposición 11.3.1-1 (figura 11.2b) se toma equilibrio de momentos, 

se divide por ∆x la ecuación resultante y se pasa al límite; este existe según la definición de tramo que 

se dio: 

( )
∑ +

−−+++−==
63

0
22 xppxp

xVMMMM yyzzz

∆∆∆
∆∆  ⇒ 

62
xpxp

V
x

M
y

z ∆∆∆
∆
∆

++−=  

∴ y
zz V

x
M

xdx
dM

−=
→

=
∆
∆

∆ 0
lím  

4. Falso. Se sigue de (11.3) que en ese punto el diagrama del momento flector tiene un punto de 

inflexión. 

5. Cierto. Ya que ese, según (11.3), es un punto de inflexión del diagrama. 



Álvaro Gaviria Ortiz 

877 

 

6. Falso. Obsérvese, como contraejemplo, la viga en voladizo de la figura 11.10 en cuyo empotramiento 

son máximos en valor absoluto la fuerza cortante y el momento flector. 

 

Figura 11.10 Viga en voladizo. Soporta una fuerza uniformemente distribuida de intensidad p0. 

7. Cierto. El diagrama del momento flector presenta un máximo absoluto cuando su derivada en ese 

punto es 0 y ello, según (11.2), implica que la cizalladura es 0 allí. 

8. Cierto. El diagrama de la fuerza cortante tiene un máximo absoluto en un punto cuando su derivada 

en ese punto es 0 y ello implica, según (11.1), que p es 0 allí y que según (11.3) el diagrama del momento 

flector presente un punto de inflexión. 

9. Falso. Como contraejemplo se presenta la viga en voladizo de la figura 11.10, en cuyo extremo libre 

la fuerza cortante y el momento flector son 0. 

10. Falso. Esa viga tiene dos tramos y en ambos, ,0=p  por ello según (11.3) el diagrama del momento 

flector en cada tramo es un segmento de recta. 

11. Falso. De acuerdo con (11.3) es una parábola. 

12. Cierto. Ya que al integrar (11.2) resulta para el momento flector una ecuación de primer grado en 

x cuya gráfica es un segmento de línea recta. 

13. Cierto. Ya que, de (11.1): 

02

2

=−=
dx

dp

dx

Vd y  

14. Falso. Se deduce de (11.3) al integrar dos veces que el momento flector varía con x3. 
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15. Falso. De (11.3): 







 +=






 +== 2

3
816

24
002

2

l
x

p
l
x

p
dx
Md

p z  

16. Falso. Se observa en la ecuación del momento que este en el intervalo 0 < x < l crece monótonamente 

con x; en consecuencia el máximo ocurre en x = l.  

17. Cierto. De (11.2): 









+−=−= x

l
x

p
dx

dM
V z

y 16
12 2

0  ∴ ( ) lplVy 0112 −=  

18. Cierto. Se usa (11.2) y se calcula la constante de integración con el dato aportado: 

Clx
x

l
x

pCdxVM yz +







−+−=+−= ∫ 3

2
3

3

23

0  ⇒ CMz == 0)0(  ∴ 
6

7
)(

2
0lp

lMz =  

19. Se usan (11.1) y (11.2) y se calculan las constantes de integración con los datos dados: 

1

2

01 5
2

Cx
l
x

pCpdxVy +







+=+−= ∫  ⇒ 1070)( ClplVy +==  ∴ lpC 01 7−=  

2

23

02 7
2

5
3

2
Clx

x
l
x

pCdxVM yz +







−+−=+−= ∫  ⇒ 20)0( CMz ==  

20. Cierto. Si el momento flector pasa por un máximo, la pendiente de su diagrama cambia de positivo 

a negativo y la fuerza cortante, según (11.2), pasa de negativa a positiva; al estar la viga cargada con 

fuerzas concentradas el cambio de signo ocurre en un extremo de tramo, pues en cada uno de estos la 

fuerza corten ante es uniforme. 

21. Falso. De la información y (11.2) salen las ecuaciones de Vy y Mz y se observa que éste es positivo, lo 

cual produce tracción en las fibras inferiores de la viga donde debe ponerse el refuerzo: 

( )lxpVy −= 20  ⇒ ( ) lxxlxpMz <<>−= 0 para ,00  

22. Cierto. Sean A y B las dos secciones definidas por sus distancias xA y xB al origen, con ,AB xx >  y se 

usa (11.1): 

∫∫ −= B

A

yB

yA

x

x

V

V y pdxdV  ⇒ ( )B y A entre p de diagrama el  bajoárea−=− yAyB VV  
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donde el área de la que se habla es la limitada por el diagrama de p(x), el eje X y las ordenadas que 

corresponden a xA y xB. El resultado previo se puede extender a dos secciones arbitrarias de la viga, si se 

incluyen en p las intensidades respectivas de las fuerzas o los pares concentrados que existan entre A y B. 

23. Cierto. Sean A y B las dos secciones definidas por sus distancias xA y xB al origen, con ,AB xx >  y se 

usa (11.2): 

∫∫ −= B

A

zB

zA

x

x y

M

M z dxVdM  ⇒ ( )B y A entre cortante fuerza la de diagrama el  bajoárea−=− zAzB MM  

y el área de la que se habla es la limitada por el diagrama de la fuerza cortante, el eje X y las ordenadas 

que corresponden a xA y xB. El resultado previo puede extenderse a dos secciones arbitrarias de la viga si 

se incluyen en Vy los aportes respectivos de las fuerzas o los pares concentrados que existan entre A y B. 

11.4 Condiciones de borde 

11.4.1 Proposiciones y ejercicios 

1. En el punto de una viga donde solo obra una fuerza concentrada el momento flector es discontinuo. 

2. En el punto de una viga donde solo obra un par flector concentrado la fuerza cortante es discontinua. 

3. En una viga, ( ).13 0 −= lxlxpzM  Halle 1a reacción en el apoyo x = l.  

4. Si en una viga, ( ),53 23
0 lxxlxpzM +−=  ambos extremos de la misma están empotrados. 

5. En una viga simplemente apoyada y de longitud 3l, ( ).9 2
0 lxlxpzM −=  Calcule las reacciones. 

11.4.2 Soluciones 

1. Falso. Se sigue de (11.5) que el momento es continuo allí. 

2. Falso. Se concluye de (11.4) que la fuerza cortante es continua en ese punto. 

3. De (11.2) y (11.4) donde, ( ) 0=+lVy  y :20 RF =  







 −−=−= 1

2
3 0 l

x
lp

dx
dM

V z
y  ∴ ( ) lplVR oy 32 −== −  
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4. Falso. No está empotrado el extremo x = 0, ya que el momento flector externo allí es según la ecua-

ción dada, (11.5) y ( ) 00 =−
zM , igual a 0: 

0)0(0 =−= +
zMM  

5. Cierto. Sean R1 y R2 las reacciones. De (11.2) y (11.4) donde, Vy(0–) = 0  si F0 = R1, y Vy(3l+) = 0 

si  F0 = R2: 









−−=−=

l

x
lp

dx

dM
V z

y

2

0
3

9  ∴ ( ) lpVR y 01 90 =−= +  y ( ) lplVR y 02 183 == −  

11.5 Funciones de discontinuidad 

11.5.1 Proposiciones y ejercicios 

1. Si ,66
2

0 −= lxpp  entonces .6)5( 0plp =  

2. Si ,3
2

0 lxpp −=  entonces .4)( 0plp =  

3. Si ,228
2

0

1

0 lxpxlpMz −−=  entonces hay una fuerza concentrada en .3 lxl <<  

4. Si ( ),623334 3

0

1

0

1

0

1

0 llxplxlplxlpxlpMz −−−+−−=  en una viga simplemente apoyada y de 

longitud 2, entonces ( ) .482323 2
0lplMz =  

5. En el caso previo, ( ) .183134 0lplVy =  

6. El mismo caso, las reacciones en los apoyos de la viga son 34 01 lpR =   y .65 02 lpR =  

7. Halle la función de discontinuidad para p en la figura 11.11a. 

 

Figura 11.11 Fuerza distribuida uniformemente en un tramo de viga. La figura a) muestra una fuerza uniformemente 
repartida de intensidad p0 en el tramo de viga que se extiende desde x = a1  hasta x = a2; esa distribución es la superposición 
de las que se observan en las figuras b) y c). 
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8. Halle la función de discontinuidad para la fuerza repartida de la figura 11.12a. 

 

Figura 11.12 Fuerza distribuida linealmente en un tramo de viga 1. La figura a) muestra una fuerza linealmente distribuida, 
cuya intensidad crece desde 0 hasta p0 en el tramo de viga que va de a x = a1 hasta x = a2; esa distribución es la superposición 
de las que se observan en las figuras b) y c). 

9. Halle la función de discontinuidad para la fuerza distribuida de la figura 11.13a. 

 

Figura 11.13 Fuerza distribuida linealmente en un tramo de viga 2. En la figura a) se ve una fuerza linealmente distribuida 
cuya intensidad disminuye desde p0 hasta 0 en el tramo de viga que va de x = a1 hasta x = a2;  esa distribución es la 
superposición de las que se ven en las figuras b) y c). 

10. Calcule la función de discontinuidad para la fuerza repartida de la figura 11.14a. 

 

Figura 11.14 Fuerza distribuida linealmente en viga. En la figura a) se ve una fuerza linealmente distribuida cuya intensidad 
aumenta desde p1 hasta p2 en el tramo de viga que va de a x = a1 hasta x = a2; la figura b) muestra una fuerza repartida que 
varía linealmente desde 0 en el extremo de una viga de longitud l hasta −p0 en su centro y que luego disminuye hasta 0 en 
el otro extremo 

11. Halle la función de discontinuidad para la fuerza distribuida de la figura 11.14b. 

12. Calcule la función de discontinuidad para las fuerzas distribuidas que obran sobre la viga de la fi-

gura 11.15a. 
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Figura 11.15 Intensidad de fuerza distribuida en viga. En la figura a) se ve una fuerza uniformemente repartida de 
intensidad −p0 que obra sobre tramos iguales ubicados en los extremos de la viga; la b) muestra fuerzas concentradas iguales 
en los extremos de la viga y una uniformemente repartida en un tramo central. 

13. Halle la función de discontinuidad para las fuerzas que obran sobre la viga de la figura 11.15b. 

14. En la viga ABCDE, que está apoyada simplemente en A y E, y en la que ,AB 1a=  ,AC 2a=  3AD a=  

y ,AE l=  obran en C la fuerza −F0 y una repartida que varía linealmente desde B, donde su intensidad 

es 0, hasta D, donde la intensidad es −p0. Calcule la función de discontinuidad respectiva. 

11.5.2 Soluciones 

1. Falso. De acuerdo con (11.6) ya que en x = 5l el argumento de p es negativo, .0)5( =lp  

2. Cierto. Según (11.6) ya que en x = l el argumento de p es positivo, .4)( 0plp =  

3. Falso. Ya que esa fuerza daría lugar a un paréntesis angular de la forma .1ax −  

4. Cierto. De (11.6) con x =3l/2:  

( )
48

23
2
3

6
0

2
3

3
2
3

3
4

23
2

0

3

0
0

0 lp
l

l
l

p
l

l
lp

llp
lMz =






 −−+






 −−






=  

5. Cierto. De (11.2) y (11.6) con x = 4l/3:  

l
lxp

lxlplxlpx
lp

dx
dM

V z
y 2

233
3

4
2

00

0

0

0

00 −
+−−−+−=−=  

∴ ( )
18

31
3
4

2
03

3
4

34 0

2

0
0

0 lp
l

l
l

p
lp

lp
lVy =






 −+++−=  

6. Falso. De la proposición previa y (11.4) con 0)0( =−
yV  si ,10 RF =  y 0)2( =+lVy  si :02 FR =  

3

4
)0( 0

1
lp

VR y =−= +  y ( )
6

7
2 0

2
lp

lVR y =−=  
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7. La fuerza distribuida de la figura 11.11a se separa en las que muestran las figuras 11.11b y c, y se 

usa (11.11): 

0

20

0

10 axpaxpp −−−=  (11.14) 

8. La distribución lineal de la figura 11.12a cuya pendiente es ( ),120 aap −  se descompone en las que 

ilustran las figuras 11.12b y c, y se usan (11.11) y (11.12): 

0

20

12

1

20

12

1

10 axp
aa

axp

aa
axp

p −−
−

−
−

−
−

=  (11.15) 

9. Se usan (11.11) y (11.12) al tomar en cuenta que la distribución lineal decreciente de la figura 11.13a 

es la combinación de las que se ven en las figuras 11.13b y c, y que está última se obtiene como la 

diferencia de dos distribuciones lineales desplazadas: 

12

1

20

12

1

100

10 aa

axp

aa
axp

axpp
−

−
+

−
−

−−=  (11.16) 

10. La función resulta de (11.14) y (11.15): 

( ) ( ) ( ) 0

212

12

1

212

12

1

1120

21

0

11 axpp
aa

axpp

aa
axpp

axpaxpp −−−
−

−−
−

−
−−

+−−−=  

∴ 
( ) ( )

12

1

2120

22

12

1

1120

11 aa

axpp
axp

aa
axpp

axpp
−

−−
−−−

−
−−

+−=  (11.17) 

11. La función sale de combinar (11.15) y (11.16): 






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


 −
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−
−−−






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∴ [ ]1110 22
2

lxlxx
l
p

p −+−−−=  

12. La función se deduce de (11.14) y (11.11): 

( ) 0

0

0

0

0

0 alxpaxpxpp −−−−+−=  

13. La función se deduce de (11.10) y (11.14): 

( ) 0

0

0

0

1

0

1

0 alxpaxplxFxFp −−+−−−−−= −−  
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14. Sean R1 y R2 las respectivas reacciones en A y B, que pueden calcularse con el uso de las ecuaciones 

de la estática, y se usan (11.10) y (11.15): 

0

30

13

1

30

13

1

101

20

1

2

1

1 axp
aa
axp

aa
axp

axFlxRxRp −+
−
−

+
−
−

−−−−+=
−−−  

11.6 Método de las secciones 

11.6.1 Proposiciones y ejercicios 

1. En la viga de la figura 11.16a calcule Vy. 

2. En el caso previo, ( ) .22
0 xlpzM −−=  

3. En el mismo caso, .22
0máx
lpzM =  

4. En la viga de la figura 11.16c, ( ).22
0 lxpVy =  

5. En el caso previo, ( ).33
0 lxpzM −=  

6. En el mismo caso, .62
0máx
lpzM =  

 

Figura 11.16 Vigas en voladizo con cargas repartidas. Las figuras a) y c) muestran vigas en voladizo sometidas a fuerzas 
repartidas respectivamente de intensidad uniforme o linealmente variada; la b) y d) ilustran cuerpos libres de aquellas, en 
los cuales la coordenada x define la sección recta del corte en la que aparecen la fuerza cortante y el momento flector 
internos. 
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7. En el tramo lxl <<2  de la viga en voladizo de la figura 11.17a, .20lpVy =  

 
Figura 11.17 Vigas en voladizo con cargas variadas. La figura a) muestra una viga en voladizo sometida a una fuerza 
repartida de intensidad uniforme en la mitad de la longitud y la c) una viga sobre la que obran una fuerza concentrada en 
el extremo libre y otra que varía trapezoidalmente; la b) y d) ilustran cuerpos libres de aquellas, en los cuales la coordenada 
x ubica la sección recta del corte en la que aparecen la fuerza cortante y el momento flector internos. 

8. En el mismo segmento del caso previo, .20lxpzM −=  

9. En la viga de la figura 11.17c, calcule Mz. 

10. En la viga de la figura 11.18a la fuerza cortante es uniforme. 

 
Figura 11.18 Vigas simplemente apoyadas 1. Las figuras a) y c) muestran vigas simplemente apoyadas sobre las que 
respectivamente actúan un par flector concentrado y una fuerza repartida de intensidad uniforme; b) y d) ilustran cuerpos 
libres de aquellas, en los cuales la coordenada x ubica la sección recta del corte en la que aparecen la fuerza cortante y el 
momento flector internos. 

11. En el centro de la viga del caso previo, .0 lMVy =  
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12. En el mismo caso, lxMzM 0=  en .0 ax <<  

13. En la viga de la figura 11.18c la fuerza cortante es máxima en el centro. 

14. En el caso previo el momento flector máximo es p0l2/8. 

15. Una viga en voladizo y otra simplemente apoyada tienen longitudes iguales y están cargadas con 

fuerzas distribuidas de intensidades uniformes e iguales. El momento flector en valor absoluto máximo 

es mayor en la viga simplemente apoyada. 

16. Las vigas 1 y 2 están simplemente apoyadas, soportan cargas uniformemente repartidas y en 

ellas, 212 ll =   y  ;2 21 pp =  entonces .2 máx2máx1 zzz MM =  

17. La reacción en x = 0 de la viga de la figura 11.19a es p0l/3. 

18. En el caso previo, ( )[ ].26 2
0 lxlpVy −−=  

19. En el mismo caso, la fuerza cortante es máxima en x = 0.  

20. En igual caso, ( ).36 3
00 lxplxpMz −=  

 

Figura 11.19 Viga simplemente apoyada 1. En la figura a) se ve una viga simplemente apoyada sometida a una fuerza 
repartida de intensidad linealmente variada; la b) ilustra el cuerpo libre de aquella, en el cual la coordenada x señala la 
sección recta del corte en la que aparecen la fuerza cortante y el momento flector internos. 

21. En idéntico caso, calcule Mzmáx. 

22. Si ( )lxpp πsen0−=  es la intensidad de la fuerza distribuida que obra sobre una viga simplemente 

apoyada, entonces ( ).cos0 lxlpVy π−=  

23. En una viga simplemente apoyada actúa una fuerza repartida en ,20 lx <<  de intensidad ;0pp −=  

entonces en ese tramo, ( ) .2283 2
00 lxplxpzM −−=  
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24. En una viga simplemente apoyada obra una fuerza distribuida cuya intensidad varía linealmente 

desde 0)0( =p  hasta ( ) ;2 0plp −=  entonces ( ) 436 00 lxlplxpzM −−=  en .2 lxl <<  

25. En la viga de la figura 11.20a, ( ) 214 00 lxxplpVy −+−=  en .20 lx <<  

26. En la viga de la figura 11.20c, calcule Mzmáx en .320 lx <<  

 

Figura 11.20 Vigas simplemente apoyadas 2. En las figuras a) y c) se observan vigas simplemente apoyadas sobre las que 
actúan fuerzas repartidas de intensidad linealmente variada; la b) y d) ilustran cuerpos libres de aquellas, en los cuales la 
coordenada x sitúa la sección recta del corte en la que aparecen la fuerza cortante y el momento flector internos. 

27. Si una viga simplemente apoyada soporta una fuerza repartida en su longitud de intensidad −p0 y 

en el centro la fuerza p0l, entonces .42
0máx lpzM =  

28. En la viga de la figura 11.21a, ,5 00 lpF =  entonces .128529 2
0máx lpzM =  

 
Figura 11.21 Viga simplemente apoyada 2. La figura a) muestra una viga simplemente apoyada sobre la que obran una 
fuerza repartida en la mitad de su longitud y de intensidad −p0 y en el centro la fuerza concentrada F0; b) ilustra el cuerpo 
libre de aquella en primer tramo, en el que la coordenada x sitúa la sección recta del corte en la que aparecen la fuerza 
cortante y el momento flector internos. 

29. En el caso previo, ( ) ,02 =lVy  entonces .400 lpF =  



Mecánica de Materiales / 11 Ecuaciones y diagramas de fuerza cortante y momento flector en vigas 

888 

 

30. La viga de la figura 11.15a está apoyada simplemente, y en ella a = l/4,  entonces .322
0máx lpzM =  

31. Si la figura 11.22 es el diagrama de fuerza cortante de una viga, entonces esta soporta una fuerza 

uniformemente repartida en ,20 lx <<  cuya intensidad es .2 0pp −=  

 

Figura 11.22 Diagrama de fuerza cortante. La figura muestra el diagrama de fuerza cortante de una viga de longitud l. 

32. En el caso previo la viga tiene obligatoriamente apoyos en 0=x  y .lx =  

33. En la viga de la figura 11.23, ( ).4241 22
0 lxlxlxpzM +−=  

34. En el mismo caso, .542
0máx lpzM =  

 

Figura 11.23 Viga articulada en un extremo. La viga de la figura a), articulada en un extremo y con el otro libre, está en 
equilibrio bajo la acción de dos fuerzas repartidas: una de intensidad uniforme y la otra linealmente variada; en b) se muestra 
el cuerpo libre de aquella, en el cual la coordenada x sitúa la sección recta del corte en la que aparecen la fuerza cortante y 
el momento flector internos. 

35. Una viga se apoya en una articulación en ,4lx =  en un patín en ,lx =  y soporta en lxl <<4  una 

fuerza repartida de intensidad −p0 y en x = 0 la fuerza F0. Si ( ) ,2485 2
0lplMz =  entonces .487 00 lpF −=  

36. Una viga se apoya en una articulación en x = l/6 y en un empotramiento en x = l, y soporta una 

fuerza repartida en su longitud de intensidad .0pp −=  Si la viga tiene una articulación interior 

en ,32lx =  la reacción en la articulación en x = l/6  es .94 01 lpR =  
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37. Una viga se apoya en una articulación en x = a, en un patín en x = l – a, y soporta en esos apoyos 

pares flectores iguales a −F0 a, y en x = 0 y x = l  fuerzas iguales a −F0. Si la distancia entre apoyos 

es l – 2a en el centro de la viga, .0=yV  

38. En el centro de la viga del caso previo, .0=zM  

39. Una viga se apoya en una articulación en x = a, en un patín en x = l−a,  soporta una fuerza repartida 

en su longitud de intensidad −p0 y la distancia entre apoyos es l−2a.  Si ( ) ,02 =lzM  entonces l = 4a. 

40. Una viga se apoya en una articulación en x = 0 en un patín en ,43lx =  y soporta una fuerza repar-

tida en su longitud de intensidad −p0, la fuerza −2 p0 l en 4lx =  y la fuerza −4 p0 l en x = l; entonces la 

fuerza cortante es 0 en x = l/2.  

41. Una viga se apoya en una articulación en ,4lx =  en un patín en 43lx =  y soporta en 430 lx <<  

una fuerza repartida de intensidad −p0 y la fuerza −p0l en .lx =  El momento flector máximo en valor 

absoluto en el tramo 434 lxl <<  es .42
0máx lpzM =  

42. Una viga de longitud 𝑎𝑎 + 𝑙𝑙 se apoya en una articulación en ,ax =  en un patín en lax +=  y soporta 

en el tramo ax <<0  una fuerza repartida de intensidad −p0 y la fuerza −p0 l en .2lax +=  Los mo-

mentos flectores en ax =  y 2lax +=  son iguales en valor absoluto cuando .2al =  

11.6.2 Soluciones 

1. Del equilibrio de fuerzas verticales en el diagrama de cuerpo libre de la figura 11.16b: 

∑ −== xpVF yy 00  ∴ xpVy 0=  

2. Falso. Se toma el equilibrio de momentos en el cuerpo libre de la figura 11.16b: 

∑ −−==
2

0
2

0 xp
MM zz  ∴ 

2

2
0 xp

Mz −=  

3. Cierto. Se confirma en la proposición previa al hacer x = l.  

4. Cierto. La intensidad de la fuerza distribuida de la figura es ,0 lxpp =  y se toma el equilibrio de 

fuerzas verticales en el diagrama de cuerpo libre de la figura 11.16d: 

∑ −==
2

0
px

VF yy  ∴ 
l
xp

Vy 2

2
0=  
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5. Falso. De la proposición previa y el equilibrio de momentos del cuerpo libre de la figura 11.16d: 

∑ −−==
6

0
2px

MM zz  ∴
l
xp

Mz 6

3
0−=  

6. Cierto. Se deduce del resultado de la proposición previa al hacer x = l.  

 

7. Cierto. Del equilibrio de fuerzas verticales en el diagrama de cuerpo libre de la figura 11.17b: 

2
0 lp

Vy =  en lxl <<2  

8. Falso. Se toma el equilibrio de momentos en el cuerpo libre de la figura 11.17b: 







 −−=

42
0 l

x
lp

zM  en lxl <<2  

9. La intensidad de la fuerza repartida de la figura es ( ) ;0 llxpp +=  se toma el equilibrio de momentos 

del diagrama de cuerpo libre de la figura 11.17d y para ello se divide en dos triángulos el trapecio de 

carga: 

l

xpxp
lxp

pxxp
lxpzM

6263

3
0

2
0

0

22
0

0 −−−=−−−=  

10. Cierto. La viga tiene dos tramos en los que no obran fuerzas activas y por tanto en ellos, p = 0. Se 

deduce de (11.1) que en cada tramo la fuerza cortante es uniforme, y de (11.4) que es igual en ambos, 

puesto que el par concentrado no introduce discontinuidad en ella. 

11. Falso. Del equilibrio de momentos en x = 0 resulta (figura 11.18a) ,01 lMR =  y de (11.4) se deduce 

que ,)0( 01 lMRVy −=−=+  y este es el valor de la fuerza cortante en toda la viga según la proposición 

previa. 

12. Cierto. De la proposición previa y el equilibrio de momentos en el cuerpo libre de la figura 11.18b: 

l

xM
xRzM 0

1 ==  en ax <<0  



Álvaro Gaviria Ortiz 

891 

 

13. Falso. De la simetría surge que ,2021 lpRR ==  y del equilibrio de fuerzas verticales en el diagrama 

de cuerpo libre de la figura 11.18d: 

2
0

010

lp
xpRxpVy −=−=  ∴ ( ) 02 =lVy  y 

2
0

máx

lp
Vy =  lx  ,0 en =  

14. Cierto. Ese máximo ocurre en el centro de la viga, según la proposición previa y (11.2); del equilibrio 

de momentos en el cuerpo libre de la figura 11.18d con x = l/2:  

( )
882

2
2

0
2

01
máx

lplplR
lMzM =−==  

15. Falso. De la proposición previa y la 11.6.1-3: 

82

2
0

2
0

simple
máx

volad
máx

lp
M

lp
M zz =>=  

16. Falso. De la proposición 11.6.1-14: 

8

2
11

máx1
lp

zM =  y máx1

2
11

2
22

máx2 48 zM
lplp

zM >==  

17. Falso. Del equilibrio de momentos en el apoyo, x = l:  

6
0

2
0

1

lp
lRM +−==∑  ∴ 

6
0

1

lp
R =  

18. Cierto. La intensidad de la fuerza repartida de la figura es .0 lxpp =  De la proposición previa y el 

equilibrio de fuerzas verticales en el diagrama de cuerpo libre de la figura 11.19b: 

l
xplppx

RVy 262

2
00

1 +−=+−=  

19. Falso. De la proposición previa se deduce que la fuerza cortante tiene un mínimo en ese punto, ya 

que allí su primera derivada es 0 y la segunda positiva: 

00
0

0 == == xx
y

l

xp

dx

dV
 y 00

0
02

2

>= == xx
y

l

p

dx

Vd
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20. Falso. De la proposición 11.6.1-17, la 11.6.1-18 y el equilibrio de momentos del cuerpo libre de la 

figura 11.19b: 

l
xplxppx

xRzM
666

3
00

2

1 −=−=  

21. Con el resultado de la proposición previa se averigua dónde la derivada de Mz es 0 y luego se verifica 

con el signo de la segunda derivada si allí hay un máximo: 

l
xplp

dx
dMz

26
0

2
00 −==  ⇒ 

3
3l

x =  y 0
2 0

2

2

<−=
l

xp
dx
Md z  

∴ ( )
27

3
54

3
18

3
33

2
0

2
0

2
0

máx

lplplp
lMM zz =−==  

22. Falso. La reacción en x = 0 calculada estáticamente es ,01 πlpR =  y luego se toma el equilibrio de 

fuerzas verticales del cuerpo libre que sale al cortar virtualmente la viga según la coordenada x: 

( ) ( )lx
lp

xdlxpRV
x

y π
π

π cossen 0

0 01 −=′′+−= ∫  

23. Falso. La reacción en x = 0  es ;83 01 lpR =  se toma el equilibrio de momentos en el cuerpo libre que 

resulta al cortar virtualmente la viga según la coordenada x en el tramo :20 lx <<  

28
3

2

2
00

2
0

1

xplxpxp
xRMz −=−=  en 20 lx <<  

24. Cierto. La reacción en x = 0 es ;601 lpR =  se toma el equilibrio de momentos en el cuerpo libre que 

sale al cortar virtualmente la viga según la coordenada x en el tramo :2 lxl <<  

( ) ( )
4

3
64

3 000
1

lxlplxplxlp
xRMz

−
−=

−
−=  en lxl <<2  

25. Falso. La reacción en x = 0 calculada estáticamente es ,401 lpR =  y la intensidad de la fuerza repar-

tida es ( ) lxlpp 20 −=  en ;20 lx <<  luego se toma el equilibrio de fuerzas verticales en el diagrama de 

cuerpo libre de la figura 11.20b: 







 −+−=++−=

l
x

xp
lppxxp

RVy 1
422 0
00

1  en 20 lx <<  
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26. La intensidad de la fuerza repartida es ( )lxpp 23 0=  en ,320 lx <<  la reacción en x = 0 

es ,92 01 lpR =  y luego se toma el equilibrio de momentos en el cuerpo libre de la figura 11.20d y se 

halla el Mzmáx: 









−=−=

l
xl

xp
px

xRMz 49
2

6

2

0

2

1  ⇒ 







−==

l
xl

p
dx

dMz

4
3

9
2

0
2

0  y 0
2

2

<
dx
Md z  

∴ lx 544,0≈  y 2
0

2
2

0máx 0806,0
4

544,0
9
2

544,0 lplpMz ≈







−×≈  

27. Falso. La reacción en x = 0 calculada estáticamente es ,01 =R  y de la simetría se concluye que el 

mayor momento flector en valor absoluto ocurre en el centro de la viga, y se halla con el equilibrio de 

momentos del cuerpo libre que sale al cortar virtualmente la viga en ( ) :2 −= lx  

( )
8

2
2

0lp
lzM −=  ∴ ( )

8
2

2
0lp

lzM =  

28. Falso. La reacción en x = 0 calculada estáticamente es .823 01 lpR =  Con el equilibrio de momentos 

del cuerpo libre de la figura 11.21b se halla el momento flector en el tramo ,20 lx <<  y se observa al 

sacar la derivada que crece con x y que su valor mayor ocurre en x = l/2; luego, en el segundo tramo, 

decae linealmente hasta 0 en x = l, pues en ese tramo p = 0:  

28
23

2

2
00

2
0

1
xplxpxp

xRzM −=−=  y 20 en  ,0
8

23
0

0 lxxp
lp

dx
zdM

<<>−=  

∴ ( )
16

21
816

23
2

2
0

2
0

2
0

máx
lplplp

lzMzM =−==  

29. Cierto. En este caso y, calculada estáticamente, ;832 001 lpFR +=  se toma el equilibrio de fuerzas 

verticales en el cuerpo libre que sale al cortar virtualmente la viga de la figura 11.21b en ( ) :2 −= lx  

28
3

22
0 0000

1

lplpFlp
RVy +−−=+−==  ∴ 

4
0

0

lp
F =  

30. Cierto. La reacción en x = 0 calculada estáticamente es .401 lpR =  Por la simetría se deduce que el 

máximo del momento flector ocurre en el centro de la viga, y se halla con el equilibrio de momentos 

del cuerpo libre que sale al cortar virtualmente la viga en x = l/2: 
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( )
3232

3
2

2
2

0
2

01
máx

lplplR
lMM zz =−==  

31. Cierto. Del diagrama se deduce la ecuación de la fuerza cortante en ,20 lx <<  y se usa (11.1): 

( )lxpVy −= 20  ∴ 02p
dx

dV
p y −=−=  

32. Falso. No necesariamente. En efecto, del diagrama y (11.4) se sigue que hay fuerzas concentradas 

en x = 0, x = 3l/4 y x = l, cuyos valores respectivos son ,01 lpF =  lpF 02 −=  y ;03 lpF =  por tanto, 

en  x = 3l/4  puede haber un apoyo. 

33. Cierto. Del equilibrio de la viga salen 23 01 pp =  y ,401 lpR =  por lo cual la intensidad de la fuerza 

linealmente variada es ( );23 0 lxpp =  luego se toma el equilibrio de momentos del cuerpo libre de la 

figura 11.23b: 

l

xpxplxppxxp
xRzM

42462

3
0

2
00

22
0

1 +−=+−=  

34. Falso. Se ubica el máximo con la primera y la segunda derivadas del resultado previo: 

( )lx
l

x
l

pllx
x

l

p

dx
zdM

−−=+−== 















34

3
33

4
4

3
0 0

2
20  ⇒ 0

3
2

2
3

3
0

32

2

<−= == 







lxlx

l
x

l

p

dx
zMd

 

∴ 
3máx
l

x =  y 
271041812

2
0

2
0

2
0

2
0

máx
lplplplp

zM =+−=  

35. Falso. La reacción en x = l/4 calculada estáticamente es ;8334 001 lpFR +−=  con el equilibrio de 

momentos del cuerpo libre que sale al cortar virtualmente la viga en x = 5l/8 se halla el momento flector 

allí: 

( )
128
9

3
4

8
3

8
3

8
5

24
85

2
0000

2
0 lpFlpllFlp

lzM −





 −+==  ∴ 

48
11 0

0

lp
F −=  

36. Cierto. Se toma equilibrio de momentos en el cuerpo libre de longitud 2l/3 que resulta al cortar 

virtualmente la viga por esa articulación interior en la que el momento flector interno es 0: 
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9
2

2
0

2
01 lplR

zM −==  ∴ 
9

4 0
1

lp
R =  

37. Falso. La reacción en la articulación calculada estáticamente es ( ) ( ),2401 alalFR −−=  y del equilibrio 

de fuerzas verticales en el cuerpo libre que resulta al cortar virtualmente la viga en :2lx =  

( )
al
aF

FRlVy 2
2

2 0
01 −
=+−=  

38. Falso. De la proposición previa y el equilibrio de momentos en el cuerpo libre allí definido: 

( ) ( )
aF

alR
aF

lF
lzM 0

1
0

0

2
2

2
2 −=

−
++−=  

39. Cierto. La reacción en la articulación calculada estáticamente es ,201 lpR =  y se toma el equilibrio 

de momentos del cuerpo libre que resulta al cortar virtualmente la viga en  x = l/2:   

( ) ( ) ( )
4

2
82

2
8

02 0
2

01
2

0 allplpalRlp
lzM

−
+−=

−
+−==  ∴ al 4=  

40. Falso. La reacción en la articulación calculada estáticamente es ;301 lpR =  luego se toma el equili-

brio de fuerzas verticales en el cuerpo libre que sale al cortar virtualmente la viga según la coorde-

nada  x = l/2:  

( )
6

13
2

22 00
01

lplp
lpRlVy =++−=  

41. Cierto. La reacción en la articulación calculada estáticamente es .1601 lpR =  Luego se obtiene con 

el equilibrio de momentos en el cuerpo libre que resulta de cortar virtualmente la viga según la coorde-

nada x en el tramo mencionado la ecuación del momento flector allí; como la derivada de esta es nega-

tiva en ese tramo, se deduce que el mayor valor del momento se ubica en uno de los extremos del mismo: 

( ) ( )
216

4
2

4
2

00
2

0
1

xplxlpxp
lxRMz −

−
=−−=  ⇒ 0

16 '0
0 <−= xp
lp

dx
dMz  en 434 lxl <<  

∴ ( )
32

4
2

0lp
lMz −=  y ( )

4
43

2
0lp

Mz −=  ⇒ 
4

2
0lp

Mzmáx =  en 434 lxl <<  
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42. Falso. La reacción en la articulación calculada estáticamente es ( ) ;22 001 lalaplpR ++=  la ecuación 

del momento flector en el tramo 2laxa +<<  sale del equilibrio de momentos en el cuerpo libre re-

sultante de cortar virtualmente la viga según la coordenada x en ese tramo: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
2

2
2 0

00
01 axapax

l
alaplp

axapaxRMz −−−



 +

+=−−−=  

∴ ( ) ( ) ( )
4

2
2

22
0

2
0 alp

laM
ap

aM zz

−
=+==  ⇒ 3al =  

11.7 Método de integración 

11.7.1 Proposiciones y ejercicios 

1. Una viga en voladizo está empotrada en x = l, sometida en x = l/3 al momento −F0l y en x = 2l/3 a la 

fuerza −F0. Calcule Mz en .0 lx <<  

2. Una viga en voladizo está empotrada en x = l y sometida a una fuerza repartida en la longitud de 

intensidad ( ),sen0 lxpp π−=  entonces ( ) πππ lxplxlpMz 0
22

0 sen −=  en .0 lx <<  

3. En el caso previo, ( ) ππ lxlpVy cos0−=  en .0 lx <<  

4. En el mismo caso, .2 2
0máx πlpMz =  

5. Una viga en voladizo está empotrada en x = l y sometida a una fuerza distribuida cuya intensidad 

varía linealmente desde 0)0( =p  hasta ,)( 0plp −=  entonces ( )lxpVy 22
0=  en .0 lx <<  

6. Una viga en voladizo está empotrada en x = 0 y sometida a una fuerza repartida en la longitud cuya 

intensidad es ,22
0 lxpp −=  entonces ( ) ( )233

0 3lxlpVy −=  en .0 lx <<  

7. En el caso previo, ( ) .4312 2
00

24
0 lpxlplxpMz −+−=  

8. En el mismo caso halle el momento reactivo en el empotramiento. 

9. En una viga simplemente apoyada obra la fuerza −F0 en x = a. Halle Vy en .0 lx <<  

10. En el caso previo, 1

0

1

0 axFlxaFMz −−=  en .0 lx <<  
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11. En una viga simplemente apoyada obran una fuerza distribuida en la longitud de intensidad −p0 y 

la fuerza −F0 en x = l/3,  entonces 1

0

2

0

1

0 3265 lxFxpxlpMz −−−=  en .0 lx <<  

12. En una viga simplemente apoyada actúa una fuerza distribuida en la longitud de intensidad 

.0 lxpp −=  Calcule Mz en .0 lx <<  

13. En el caso previo halle la reacción en .0=x  

14. En una viga simplemente apoyada obra una fuerza distribuida en la longitud de intensidad 

( ) ;20 llxpp −−=  entonces ( ) lllxxpVy 622
0 −−=  en .0 lx <<  

15. En el caso previo, ( ) lxllxxpMz 623 223
0 +−−=  en .0 lx <<  

16. En una viga simplemente apoyada actúa una fuerza repartida de intensidad −p0 en ;2 lxl <<  en-

tonces 224
2

0

1

0 lxpxlpMz −−=  en .0 lx <<  

17. Una viga simplemente apoyada soporta una fuerza repartida de intensidad −p0 en ,20 lx <<  y −2p0 

en .2 lxl <<  Calcule Mz en .0 lx <<  

18. Una viga soporta una fuerza distribuida cuya intensidad varía linealmente de 02)0( pp −=  a 

.)( 0plp −=  Si la viga está simplemente apoyada, entonces lxpxpxlpVy 265 2

0

1

0

0

0 −+−=  

en .0 lx <<  

19. En el caso previo, ( ) .1632 2
0lplMz =  

20. En una viga simplemente apoyada, [ ] llxxpxlpVy

22

0

0

0 2224 −−+−=  en ,0 lx <<  cuando se 

la carga como muestra la figura 11.14b. 

21. En el caso previo, .242
0máx lPMz =  

22. En una viga simplemente apoyada actúa una fuerza repartida en la longitud de intensi-

dad ( ).sen0 lxpp π−=  Calcule Mz en .0 lx <<  

23. En el caso previo, .2 22
0máx πlpMz =  
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24. Una viga se apoya en una articulación en x = 0 y en un patín en x = 5l/7, soporta el par 4F0l/7 

en x = 2l/7 y la fuerza −F0 en x = l. Entonces 5753772452
1

0

0

0

1

0 lxFlxlFxFMz −+−−=  

en .0 lx <<  

25. En el caso previo, .358 0máx lFMz =  

26. En una viga simplemente apoyada actúan la fuerza −p0l en x = l/2, y una fuerza repartida que varía 

linealmente desde ( ) 04 =lp  a ( ) .43 0plp −=  Halle Vy en .0 lx <<  

27. En el caso previo, ( ) .192192 2
0lplM =  

28. La figura 11.24 es el diagrama de la Vy de una viga sobre la que no obran pares concentrados. Calcule 

la intensidad p de la carga aplicada en .0 lx <<  

 

Figura 11.24 Diagrama de fuerza cortante. La figura a) muestra el diagrama de fuerza cortante de una viga simplemente 
apoyada sobre la cual no obran pares concentrados. 

29. En el caso previo, 1

0

1

0

1

0

1

0 6510326343 lxlplxlplxlpxlpMz −+−−−−=  en .0 lx <<  

11.7.2 Soluciones 

1. Con (11.9) y (11.10) se calcula p(x) en ,0 lx <<  el cual se integra según (11.1), (11.2) y (11.8). Las 

constantes de integración salen de (11.4) y (11.5): 

1

0

2

0 323
−−

−−−= lxFlxlFp  

1

0

0

1

01 323 ClxFlxlFCpdxVy +−+−−=+−=
−

∫  y 00)0( 1 =⇒=− CVy  

2

1

0

0

02 323 ClxFlxlFCdxVM yz +−−−=+−= ∫  y 00)0( 2 =⇒=− CMz  
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2. Cierto. Se usan (11.1), (11.2), (11.4) y (11.5): 

( )
1

0
1

cos
C

lxlp
CpdxVy +−=+−= ∫ π

π
 y 

π
lp

CVV yy
0

1)0(0)0( =⇒== +−  

( )
2

0
2

2
0

2

sen
C

lxplxlp
CdxVM yz +−=+−= ∫ ππ

π  y 0)0(0)0( 2 =⇒== +− CMM zz  

3. Falso. El resultado correcto se observa en la proposición previa. 

4. Falso. En valor absoluto el máximo del momento flector interno ocurre en el empotramiento, 

donde ,lx =  y según la proposición 11.7.1-2 es: 

π

2
0

máx

lp
Mz =  

5. Cierto. Se deduce que ,0 lxpp −=  y se opera como en la proposición 11.7.1-2: 

1

2
0

1 2
C

l
xp

CpdxVy +=+−= ∫  y 0)0(0)0( 1 =⇒== +− CVV yy  

6. Falso. Se usan (11.1) y (11.4): 

12

3
0

1 3
C

l
xp

CpdxVy +=+−= ∫  y 
3

)(0)( 0
1

lp
ClVlV yy −=⇒== −+  

7. Cierto. De la proposición previa, (11.21) y (11.5). 

2
0

2

4
0

2 312
C

lxp
l
xp

CdxVM yz ++−=+−= ∫  y 
4

)(0)(
2

0
2

lp
ClMlM zz −=⇒== −+  

8. Obsérvese en el resultado obtenido a partir de la proposición previa y (11.5) que el momento reactivo 

resulta positivo y precisamente tiene el sentido del eje Z: 

4
)0(0)0(

2
0

11

lp
MMMM zz =⇒+== +−  

9. La reacción en x = 0 es ( ) .01 lalFR −=  La p(x) en lx <<0  se deduce de (11.10) y se integra se-

gún (11.1) y (11.8); la constante de integración sale con (11.4): 

1

0

1

1

−− −−= axFxRp  
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( )
1

0

0

0

0
1 CaxF

l
xalF

CpdxVy +−+
−

−=+−= ∫  y 00)0( 1 =⇒=− CVy  

10. Falso. Del ejercicio previo, (11.2) y (11.5): 

( )
2

1

0

1

0
2 CaxF

l
xalF

CdxVM yz +−−
−

=+−= ∫  y 00)0( 2 =⇒=− CMz  

11. Cierto. La reacción en x = 0 es .65 01 lpR =  La p(x) en lx <<0  sale de (11.10) y (11.11) y se integra 

según (11.1), (11.2) y (11.8); las constantes de integración se calculan con (11.4) y (11.5): 

1

0

0

0

1

1 3
−− −−−= lxFxpxRp  

1

0

0

1

0

0

0
1 3

6
5

ClxFxp
xlp

CpdxVy +−++−=+−= ∫  y 00)0( 1 =⇒=− CVy  

2

1

0

2

0

1

0
2 3

26
5

ClxF
xpxlp

CdxVM yz +−−−=+−= ∫  y 00)0( 2 =⇒=− CMz  

12. Se parte de (11.1), (11.2) y (11.5): 

1

2
0

1 2
C

l
xp

CpdxVy +=+−= ∫  y 21

3
0

2 6
CxC

l
xp

CdxVM yz +−−=+−= ∫  

0)0(0)0( 2 =⇒== +− CMM zz  y 
6

)(0)( 0
1

lp
ClMlM zz −=⇒== −+  

Conviene resaltar las diferencias entre los procedimientos usados ahora y en la proposición previa. En 

la anterior, la intensidad de la fuerza distribuida usó paréntesis angulares para incluir a todas las fuerzas 

externas que obran sobre la viga en ,0 lx <<  activas y reactivas, y las constantes de integración se calcu-

laron al observar que en −= 0x  no hay viga. Ahora, la intensidad de la fuerza distribuida solo abarcó las 

fuerzas externas activas que obran sobre la viga en ,0 lx <<  y las constantes de integración se hallaron 

al observar que en los apoyos de la viga no hay pares flectores externos. Sin embargo, cualquier proce-

dimiento pudo usarse en ambas proposiciones y el autor eligió entre ellos para ilustrar las variaciones. 

13. Del ejercicio previo y (11.4): 

6
)0(0)0( 0

11

lp
RVRV yy =⇒+== +−  
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14. Falso. La reacción en x = 0 calculada estáticamente es ,601 lpR −=  y se usan (11.1) y (11.4): 

( ) 1
20

1 Clxx
l
p

CpdxVy +−=+−= ∫  y 
6

)0(0)0( 0
11

lp
CVRV yy =⇒+== +−  

15. Cierto. De la proposición previa, (11.2) y (11.5): 

2

223
0

2 623
C

xllxx
l
p

CdxVM yz +







+−−=+−= ∫  y 0)0(0)0( 2 =⇒== +− CMM zz  

16. Falso. La reacción en x = 0 es .801 lpR =  La p(x) en lx <<0  sale de (11.10) y (11.11) y se integra 

según (11.1), (11.2) y (11.8); las constantes de integración se calculan con (11.4) y (11.5): 

0

0

1

1 2lxpxRp −−= −  

1

1

0

0

0
1 2

8
Clxp

xlp
CpdxVy +−+−=+−= ∫  y 00)0( 1 =⇒=− CVy  

2

2

0

1

0
2 2

2

8
C

lxpxlp
CdxVM yz +

−
−=+−= ∫  y 00)0( 2 =⇒=− CMz  

17. Cierto. La reacción en x = 0 calculada por la estática es .85 01 lpR =  De (11.10), (11.11) y (11.14) 

sale p(x) en ,0 lx <<  y se integra según (11.1), (11.2) y (11.8); las constantes de integración se hallan 

con (11.4) y (11.5): 

0

0

0

0

0

0

1

1 222 lxplxpxpxRp −−−+−= −  

1

1

0

1

0

1

0

0

0
1 222

8
5

Clxplxpxp
xlp

CpdxVy +−+−−+−=+−= ∫  y 00)0( 1 =⇒=− CVy  

2

2

0

2

0

2

0

1

0
2 2

2

2

28
5

Clxp
lxpxpxlp

CdxVM yz +−−
−

+−=+−= ∫  y 00)0( 2 =⇒=− CMz  

18. Falso. La reacción en x = 0 es .65 01 lpR =  De (11.10) y (11.17) resulta p(x) en ,0 lx <<  y se integra 

según (11.1) y (11.8); la constante de integración sale con (11.4): 

lxpxpxRp 1

0

0

0

1

1 2 +−= −  

1

2

01

0

0

0
1 2

2
6

5
C

l
xp

xp
xlp

CpdxVy +−+−=+−= ∫  y 00)0( 1 =⇒=− CVy  
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19. Cierto. De la proposición previa, (11.2) y (11.5): 

2

3

02

0

1

0
2 66

5
C

l
xp

xp
xlp

CdxVM yz ++−=+−= ∫  y 00)0( 2 =⇒=− CMz  

∴ ( )
16

3
48
1

4
1

12
5

2
2

02
0

lp
lplMz =






 +−=  

20. Cierto. La reacción en x = 0 es .401 lpR =  Para establecer la p(x) en ,0 lx <<  se adapta el resultado 

del ejercicio 11.5.1-11 y se integra según (11.1) y (11.8); la constante de integración se deduce de (11.4): 

[ ] llxxpxRp
11

0

1

1 222 −−−= −  

1

2
2

0

0

0
1 2

2
2

4
Clx

x
l
pxlp

CpdxVy +











−−+−=+−= ∫  y 00)0( 1 =⇒=− CVy  

21. Falso. De la proposición previa, (11.2) y (11.5) sale la ecuación del momento flector; este es máximo 

en el centro por la simetría y, al verificar, se comprueba que allí la fuerza cortante es 0: 

2

33

0

1

0
2 3

2

6
2

4
C

lxx
l
pxlp

CdxVM yz +










 −
−−=+−= ∫  y 00)0( 2 =⇒=− CMz  

∴ ( )
1224

1
8
1

2
2

02
0máx

lp
lplMM zz =






 −==  

22. Se usan (11.1), (11.2) y (11.5): 

( )
1

0
1

cos
C

lxlp
CpdxVy +−=+−= ∫ π

π
 y ( )

212

2
0

2

sen
CxC

lxlp
CdxVM yz +−=+−= ∫ π

π  

0)0(0)0( 2 =⇒== +− CMM zz  y 0)(0)( 1 =⇒== −+ ClMlM zz  

23. Falso. De la simetría y el ejercicio previo se sigue que el máximo del momento flector ocurre en el 

centro de la viga y allí, al comprobar, se verifica que la fuerza cortante es 0: 

∴ ( ) ( )
2

2
0

2

2
0

máx

2sen
2

ππ
π lplp

lMM zz ===  
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24. Cierto Por medio de la estática se averigua que R1 = 2F0/5 y R2 = 3F0/5 son las respectivas reacciones 

en x = 0 y x =5l/7. La p(x) en lx <<0  se deduce de (11.9) y (11.10) y se integra según (11.1), (11.2) 

y (11.8); las constantes de integración salen de (11.4) y (11.5): 

1

2

2

0

1

1 757724
−−− −+−−= lxRlxlFxRp  

1

0

0

1

0

0

0
1 5

753

7

724

5
2

C
lxFlxlFxF

CpdxVy +
−

−
−

+−=+−=
−

∫  y 00)0( 1 =⇒=− CVy  

2

1

0

0

0

1

0
2 5

753

7

724

5
2

C
lxFlxlFxF

CdxVM yz +
−

+
−

−=+−= ∫  y 00)0( 2 =⇒=− CMz  

25. Falso. De la proposición previa se deduce que en los tres tramos la ecuación del momento flector es 

la de una recta; por ello, el momento mayor ocurre en los extremos de tramo: 

( ) ,35472 0lFlMz =−  ( ) 351672 0lFlMz −=+  y ( ) ( ) 727575 0lFlMlM zz −== +−  ∴ 3516 0máx lFMz =  

26. La reacción en x = 0 es .4829 01 lpR =  Luego se calcula con (11.9) y (11.15) la intensidad de la fuerza 

en ;lx <<0  esta se integra según (11.1) y (11.8) y la constante de integración sale de (11.4), al hacer 

:00)0( 1 =⇒=− CVy  

1

0

0

0

1

0

1

0

1

0 243
43242

48
29 −

−

−−−+
−

+
−

−= lxlplxp
l

lxp

l

lxpxlp
p  

1

0

0

1

0

2

0

2

0

0

0
1 243

434

48
29

Clxlplxp
l

lxp

l

lxpxlp
CpdxVy +−+−−

−
−

−
+−=+−= ∫  

27. Falso. Del ejercicio previo, (11.2), (11.8) y (11.5) al hacer :00)0( 2 =⇒=− CMz  

2

1

0

2

0

3

0

3

0

1

0
2 2

2

43

3

43

3

4

48
29

Clxlp
lxp

l

lxp

l

lxpxlp
CdxVM yz +−−

−
+

−
+

−
−=+−= ∫  

∴ ( )
64

19
192

1
96
29

2
2

02
0

lp
lplMz =






 −=  

28. La viga tiene 4 tramos en los que no hay carga externa y en los extremos de estos actúan, respecti-

vamente y calculadas con (11.4), R1, F1, F2, F3 y R2; luego se usa (11.10): 

,3 01 lpR =  ,4 01 lpF −=  ,6 02 lpF −=  lpF 03 10=  y lpR 02 3−=  

∴ 1

0

1

0

1

0

1

0 6510326343
−−−− −+−−−−= lxlplxlplxlpxlpp  
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29. Cierto. Del ejercicio previo, (11.1), (11.2), (11.8), (11.4), al hacer ,00)0( 1 =⇒=− CVy  y (11.5), 

donde  :00)0( 2 =⇒=− CMz  

0

0

0

0

0

0

0

01 6510326343 lxlplxlplxlpxlpCpdxVy −−−+−+−=+−= ∫  

1

0

1

0

1

0

1

02 6510326343 lxlplxlplxlpxlpCdxVM yz −+−−−−=+−= ∫  

11.8 Método mixto 

11.8.1 Proposiciones y ejercicios 

1. En la viga de la figura 11.25a calcule el Mzmáx. 

2. En el caso previo, 1

0

1

0

1

0 43242 lxplxpxpVy −+−−−=  en .0 lx <<  

3. Calcule Mz en la viga de la figura 11.25c en .0 lx <<  

 

Figura 11.25 Vigas cargadas. La figuras a) y c) muestran vigas sometidas a cargas externas: en la primera distribuidas y 
pares en la segunda; b) y d) ilustran los cuerpos libres de aquellas, en los cuales la coordenada x ubica la sección recta del 
corte en el último tramo en la que aparecen la fuerza cortante y el momento flector internos; nótese que en b) se extiende 
la distribución de intensidad −2p0 y se le resta lo adicionado. 

4. Una viga simplemente apoyada soporta una fuerza repartida de intensidad −p0 en  .5352 lxl <<  El 

momento máximo en aquélla es .2009 2
0máx lpMz =  

5. Una viga simplemente apoyada soporta una fuerza repartida de intensidad −p0 en 430 lx <<  y la 

fuerza −4p0l/3 en x = l/2. Halle Mz en ,0 lx <<  
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6. En el caso previo, .9613)2( 0lplV =  

7. Una viga se apoya en una articulación en x = 0 y en un patín en x = 2l/3, y soporta una fuerza repar-

tida en su longitud de intensidad −p0 y la fuerza −2p0l en x = l/3.  Halle Mz en .0 lx <<  

8. En el caso previo, ( ) .452 0lplVy =  

 

Figura 11.26 Diagrama de momento. La figura representa la descomposición según diferentes cargas del presunto 
diagrama del momento flector de la viga de la proposición 11.8.1-7. 

9. En el mismo caso el diagrama del momento flector obtenido por superposición es el de la fi-

gura 11.26. 

10. Una viga se apoya en un empotramiento en x = 0 y en un patín en x = l, y soporta una fuerza re-

partida de intensidad −p0 en lxl <<2  y la fuerza −p0l/6 en x = l/4. Si hay una articulación interior 

en x = l/2, entonces 2264656
2

0

1

0

1

0

02
0 lxplxlpxlpxlpMz −−−−+−=  en .0 lx <<  

11. En el caso previo, ( ) .42 2
0lplVy −=  
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11.8.2 Soluciones 

1. Se extiende la distribución de intensidad −2p0, se le resta lo adicionado y luego se efectúa un corte en 

el último tramo de la viga donde, por medio del equilibrio de momentos del cuerpo libre de longitud x 

(figura 11.25b), se halla el momento flector; a los términos resultantes en la expresión para éste se les 

asocian los paréntesis angulares respectivos, con lo que se consigue la ecuación del momento de toda la 

viga cuyo máximo ocurre por la simetría en x = l/2:  

2

0

2

0

2

0 434
2

lxplxp
xp

Mz −+−−=  ∴ 
1616

1
8
1 2

02
0máx

lp
lpMz =






 −=  

2. Falso. Del ejercicio previo y (11.2): 

1

0

1

0

1

0 43242 lxplxpxp
dz

dM
V Z

y −−−+−=−=  

3. La reacción en la articulación calculada por medio de la estática es ,2 01 lMR =  y luego se aplica el 

procedimiento de la proposición 11.8.1-1 al cuerpo libre de la figura 11.25d: 

0

0

0

0

1

0 323
2

lxMlxM
l

xM
Mz −−−−=  

4. Cierto. La reacción en x = 0 calculada estáticamente es ,1001 lpR =  y se aplica el procedimiento de 

la proposición 11.8.1-1 al cuerpo libre que resulta al cortar virtualmente la viga en ;53 lxl <<  se infiere 

de la simetría que el momento flector máximo ocurre en el centro de la viga: 

2

53

2

52

10

2

0

2

0

1

0
lxplxpxlp

Mz

−
+

−
−=  ∴ ( )

200
9

200
1

20
1

2
2

02
0máx

lp
lplMM zz =






 −==  

5. La reacción en x = 0 es ,96109 01 lpR =  y se aplica el procedimiento de la proposición 11.8.1-1 al 

cuerpo libre que resulta al cortar virtualmente la viga en :43 lxl <<  

3

24

2

43

296
109

1

0

2

0

2

0

1

0
lxlplxpxpxlp

Mz

−
−

−
+−=  

6. Falso. Del ejercicio previo y (11.2): 

3

24
43

96
109

0

01

0

1

0

0

0
lxlp

lxpxp
xlp

dz
dM

V z
y

−
+−−+−=−=  ∴ ( )

96
61

2
1

96
109

2
2

0
0

lp
lplVy −=






 +−=  
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7. Las reacciones se hallan estáticamente en x = 0 y x = 2l/3, respectivamente son 45 01 lpR =  y 

,47 02 lpR =  y se aplica el procedimiento de la proposición 11.8.1-1 al cuerpo libre que resulta al cortar 

virtualmente la viga en 2l/3 < x < l:  

4

327
32

24
5

1

01

0

2

0

1

0
lxlp

lxp
xpxlp

Mz

−
+−−−=  

8. Cierto. Del ejercicio previo y (11.2): 

4

327
32

4
5

0

00

0

1

0

0

0
lxlp

lxpxp
xlp

dz
dM

V z
y

−
−−++−=−=  ∴ ( )

4
52

2
1

4
52 0

0

lplplVy =





 ++−=  

9. Falso. El tercer monomio del resultado obtenido en la proposición 11.18.1-7 requiere que la altura 

del triángulo inferior del diagrama sea −4p0 l / 3. 

10. Falso. De los equilibrios de momentos en el cuerpo libre de longitud l/2 que sale al cortar virtual-

mente la viga por la articulación interior en la cual el momento flector interno es 0 y en el cuerpo libre 

de toda la viga, se deduce que el momento y la fuerza reactivas en el empotramiento son 62
01 lpM −=  

y ,125 01 lpR =  y en el patín es ;402 lpR =  luego se aplica el procedimiento de la proposición 11.8.1-1 

al cuerpo libre que resulta al cortar virtualmente la viga en :2 lxl <<  

2

2

6

4

12
5

6

2

0

1

0

1

0

02
0

lxplxlpxlpxlp
Mz

−
−

−
−+−=  

11. Cierto. De la proposición previa y (11.2): 

1

0

0

0

0

0

12
0 2

6

4

12
5

6
lxp

lxlpxlpxlp
dz

dM
V z

y −+
−

+−=−=
−

 

∴ ( )
46

1
12
5

2 0
0

lp
lplVy −=






 +−−=  

11.9 Geometrías o distribuciones de cargas en las que es mínimo o máximo Mz 

11.9.1 Proposiciones 

1. Una viga simplemente apoyada soporta la fuerza −F0 en x = a. El máximo del momento flector 

en x = a se obtiene cuando a = l/2.  
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2. Una viga simplemente apoyada soporta la fuerza −F1 en x = a y la −F2 en x = a + b. El máximo de 

momento flector en x = a ocurre cuando ( ).222 212 FFbFla +−=  

3. Una viga simplemente apoyada soporta la fuerza −F0 en x = a y la −2F0 en x = a + l/5. El momento 

flector en la viga es máximo cuando a = l/4.  

4. En el caso previo, .653,0 0máx lFzM =  

5. El momento flector máximo de la viga es mínimo en el mismo caso, cuando a = 2l/5.  

6. Una viga se apoya en una articulación en x = 0, en un patín en x = l/2, se extiende mediante un 

voladizo hasta x = l y soporta la fuerza −F1 en x = l/2 y la −F0 en x = l. El máximo del momento flector 

en valor absoluto de la viga es mínimo cuando .6 01 FF =  

7. Una viga simplemente apoyada soporta la fuerza −p0l en x = a, y fuerzas repartidas en los tra-

mos ax <<0  y ,lxa <<  cuyas respectivas intensidades son −p0 y −2p0. El valor máximo del momento 

flector en x = a ocurre cuando .465,0 la =  

8. Una viga se apoya en una articulación en x = 0, en un patín en x = l, se extiende mediante un vola-

dizo hasta x = l + a y soporta la fuerza −6F0 en x = l/2 y la −4F0 en x = l + a. El máximo del momento 

flector en valor absoluto de la viga es mínimo si .4la =  

9. Para alzar la viga horizontal de la figura 11.27a, que soporta una fuerza repartida de intensidad −p0, 

se usan dos cables. El máximo del momento flector en valor absoluto de la viga es mínimo 

cuando .293,0 la =  

 
Figura 11.27 Viga levantada. La viga de la figura a) está cargada uniformemente y se levanta mediante dos cables 
simétricamente dispuestos. La b) muestra la variación con a de los momentos máximos en valor absoluto negativo y positivo 
que ocurren en la viga y en aquélla se destaca para cada a, al engrosar la línea, el mayor de estos; su mínimo se presenta 
donde las curvas concurren. 
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10. Una viga se apoya en una articulación en x = 0, en un patín en x = l, se extiende mediante un vola-

dizo hasta x = l + a, y soporta en su longitud una fuerza repartida de intensidad −p0. El máximo del 

momento flector en valor absoluto es mínimo para a < l cuando .414,0 la =  

11. Una viga se apoya en una articulación en x = 0, en un patín en x = a, se extiende mediante un 

voladizo hasta x = l, y soporta una fuerza repartida en la longitud de intensidad −p0. El máximo del 

momento flector en valor absoluto es mínimo para ,2 al <  cuando .33la =  

11.9.2 Soluciones 

1. Cierto. La reacción en x = 0 es ( ) .01 lFalR −=  El momento flector en x = a se calcula mediante el 

equilibrio de momentos del cuerpo libre de longitud a; a este se le saca la primera derivada para obtener 

el valor de a que da lugar al máximo y se confirma con el signo de la segunda derivada: 

( )
l

Fala
aMz

0)(
−

=  ⇒ 
( )

l
Fal

da
adMz 02

0
)( −

==  y 
l
F

da
aMd z 0

2

2 2)(
−=  ∴ 

2
l

a =  

2. Cierto. La reacción en x = 0 según la estática es ( )( )[ ] ,2211 lbFalFFR −−+=  y se sigue el procedimiento 

de la proposición previa: 

( )( )[ ]
l

bFalFFa
aMz

221)(
−−+

=  ⇒ 
( )( )

l
bFalFF

da
adMz 221 2

0
)( −−+

==  

∴ ( )21

2

22 FF
bFl

a
+

−=  y ( )
l

FF
da

aMd z 21
2

2 2)( +
−=  

3. Falso. La reacción en x = 0 es ( ).351301 laFR −=  Por ser concentradas las fuerzas externas, los ma-

yores momentos en la viga ocurren donde estas se aplican: 









−=

l
aa

FaMz

2

0

3
5

13
)(  ⇒ 






 −==

l
a

F
da

adMz 6
5

13
0

)(
0  y 

l
F

da
aMd z 0

2

2 6)(
−=  

∴ 
30
13l

a =  y 
300

169)( 0
máx

lFaM z =  

( ) 







−+=+

l
a

a
l

FlaMz

2

0

3
2

25
8

5  ⇒ ( )






 −==

+
l
a

F
da

ladMz 6
20

5
0  y 

l
F

da
aMd z 0

2

2 6)(
−=  

∴ 
3
l

a =  y ( ) )(
75

49
5 máx

0
máx aM

lF
laM zz >=+  

4. Cierto. De la proposición anterior: 

( ) lF
lF

laMz 0
0

máx 653,0
75

49
5 ≈=+  



Mecánica de Materiales / 11 Ecuaciones y diagramas de fuerza cortante y momento flector en vigas 

910 

 

5. Falso. Para cada a el momento flector es mayor en x = a o en x = a + l/5; estos momentos fueron 

calculados en la proposición 11.9.1-3 y se igualan entre sí para deducir el mínimo del máximo: 









−+=








−

l
a

a
l

F
l
aa

F
2

0

2

0

3
2

25
83

5
13  ∴ 

15
8l

a =  

6. Cierto. La reacción en x = 0, determinada estáticamente, es .2 011 FFR −=  El momento negativo ma-

yor en valor absoluto es ( ) ,22 0lFlMz −=  y el positivo mayor es ( ) ( ) ,424 01 lFFlMz −=  y aumenta con 

F1. Uno u otro para cada F1 es el mayor y el mínimo de este se halla al igualar entre sí los valores 

absolutos de aquéllos: 

( )
28

2 001 lFlFF
=

−  ∴ 01 6FF =  

7. Cierto. La reacción en x = 0 calculada estáticamente es ( ) ( ),22 2
01 lalpR −=  y se sigue el procedi-

miento de la proposición 11.9.1-1: 

( ) ( )
l

alalapap
l

alap
aMz 2

54
22

2
)(

22
0

2
0

2
0 +−

=−
−

=  ⇒ ( )
l

alalp
da

adMz

2
3104

0
  )( 22

0 +−
==  

∴ ( )
l

l
a 465,0

3
135

≈
−

=  y 61,3
)(

2

2

−≈
da

aMd z  

8. Cierto. La reacción en x = 0 calculada estáticamente es ( ) .4301 lalFR −=  El momento negativo mayor 

en valor absoluto es ,4)( 0aFlzM −=  y aumenta su magnitud con a; el positivo mayor 

es ( ) ( ) ,2432 0 alFlzM −=  y disminuye con a. Uno u otro para cada a es el mayor y el mínimo de éste se 

encuentra al igualar entre sí los valores absolutos de aquéllos: 

( )
2

43
4 0

0

alF
aF

−
=  ∴ 4la =  

9. Falso. La fuerza que toma cada cable es .200 lpF =  Los momentos negativos son mayores en valor 

absoluto en los puntos donde se atan los cables ,2)( 2
0apazM −=  y aumentan su magnitud con a; por 

la simetría el positivo mayor ocurre en el centro de la viga, ( ) ( ) ,842 0 allplzM −=  y disminuye con a 

(figura 11.27b). Uno u otro para cada a es el mayor y el mínimo de este sale cuando se igualan entre sí 

los valores absolutos de aquéllos: 

( )
8

4
2

0
2

0 allpap −
=  ∴ 

( )
l

l
a 207,0

2

12
≈

−
=  
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10. Cierto. La reacción en x = 0, calculada al suponer a < l, por medio de la estática, 

es ( ) ( ).222
01 lalpR −=  El momento negativo mayor en valor absoluto es ,2)( 2

0aplzM −=  y aumenta su 

magnitud con a; el positivo mayor se presenta en el tramo ,0 lx <<  en ( ) ( ),222 lalxmáx −=  donde la 

fuerza cortante es 0 y es igual a ( ) ( ),8)( 2222
0 lalpxM máxz −=  y se observa que este disminuye con a. Uno u 

otro para cada a es el mayor y el mínimo de este resulta cuando se igualan entre sí los valores absolutos 

de aquéllos; ello da lugar a una ecuación de cuarto grado en a que se resuelve para la raíz que cumple 

con :0 la <<  

( )
2

222
0

2
0

82 l
alpap −

=  ∴ ( ) lla 414,012 ≈−=  

11. Falso. Con otro enunciado es igual a la proposición previa y por ello basta hacer en la solución allí 

obtenida las siguientes sustituciones,  ala −⇒  y :al ⇒  

( )aal 12 −=−  ∴ 
2
2l

a =  
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15 Teoría elemental de la estabilidad 

 

En este capítulo, a menos que en algún apartado, pregunta, proposición o ejercicio se diga lo contrario, 

se supone que: 

a) Las vigas columna y las columnas carecen de peso y son rectas, horizontales las primeras y verticales 

las segundas, con secciones uniformes y simétricas con respecto al eje Y, de materiales homogéneos, 

isotrópicos, lineales, elásticos, que cumplen la ley de Hooke y tienen módulos E, µ, G y α, con σx, σW, σP, 

σY y σU como tensiones normal, admisible, proporcional, de fluencia y última. 

b) Las vigas columna y las columnas están sometidas a la acción de fuerzas axiales y fuerzas y pares 

flectores transversales que se aplican lentamente hasta alcanzar su valor final y dan lugar sólo a P, Mz 

y Vy, cuya recta de acción pasa por el centro de cizalladura de la sección 

c) Las elásticas de las vigas columna y de las columnas desarrollan pendientes pequeñas con respecto a 

la unidad y las condiciones a las que se ven sometidas son tales que sus desplazamientos bajo la acción 

de las cargas externas sí afectan la acción de estas mismas cargas y no se desprecian al calcular las ten-

siones; por ello, los efectos debidos a la interacción entre la fuerza axial y el momento flector sí se toma-

rán en cuenta pero no los del pandeo local, que puede ocurrir cuando el espesor de las vigas o vigas 

columnas es muy pequeño. 

d) El lector, en varias proposiciones o ejercicios, crea mentalmente la figura o gráfica para buscar la 

solución. 

e) Las unidades y dimensiones de las cantidades se expresan en el SI; por ello, las longitudes se miden 

en [m], las áreas en [m2], las tensiones se miden en [MPa], etc., y las unidades solo se anotan en los 

resultados finales y no en los pasos intermedios. 

f) Los cuerpos informados como rígidos y también techos, pisos y paredes son indeformables. 

g) Las tensiones aparecen en planos que pasan por un mismo punto de la viga. 

h) El origen de coordenadas se ubica en el centroide de la sección del extremo izquierdo de la viga 

columna o en la parte superior de la columna, el cual se nomina como punto A, el eje X se orienta hacia 
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la derecha, el Y hacia arriba y el Z sale del plano del escrito en las vigas columna y en las columnas el 

eje X se orienta hacia abajo, el Y hacia la derecha y el Z sale del plano del escrito. 

i) El apoyo o extremo de la columna en el que obre la fuerza axial externa tiene la posibilidad de moverse 

ligeramente en dirección longitudinal. 

j) Las secciones de las que se hable son las secciones rectas y que las fuerzas y pares externos tienen el 

mismo sentido de los ejes de coordenadas cuando aparecen con signo positivo y opuesto si el signo es 

negativo. 

k) Cuando sea aplicable, para no repetir la información en la proposición o ejercicio respectivo, que la 

longitud de los elementos es l, en las secciones circulares el radio es R, en las cuadradas el lado es a, en 

las rectangulares la base es b y la altura h y que estas últimas respectivamente se orientan en la direcciones 

de los eje Z y Y; que el área, el momento de inercia en el eje Z, el radio de giro, la excentricidad de una 

fuerza con respecto al centroide de la sección, los espesores o gruesos en las secciones de los elementos, 

las fuerzas axial y cortante y el momento flector internos son, respectivamente, A, Iz, r, ey, t, P, Vy y Mz. 

l) Las gráficas que ilustran la curva elástica de alguna viga columna o columna se dibujan con desplaza-

mientos exagerados para observar mejor los detalles. 

m) En las proposiciones o ejercicios los subíndices que se asignan a fuerzas y pares y a ordenadas o 

pendientes de la elástica se refieren a los respectivos puntos de la viga columna o columna. 

Conviene advertir que las ecuaciones que se desarrollan en este capítulo, fundamentadas en modelos 

ideales o en relaciones empíricas derivadas de numerosos experimentos e incluidas en los manuales de 

diseño de estructuras de acero, aluminio y madera, de diferentes asociaciones, están orientadas a con-

testar las proposiciones y ejercicios que aparecen en el mismo y no pretenden dar las pautas precisas 

para el diseño real de columnas y vigas columnas, las cuales deben consultarse en esos manuales ya que 

hay que tomar en cuenta muchos otros factores. 

15.1 Definiciones, consideraciones generales y fórmulas 

1. Estabilidad. En el apartado 3.1-6 del capítulo 3 se explicó que el estudio del comportamiento de los 

cuerpos incluye tomar en cuenta la resistencia, la rigidez y la estabilidad de los mismos; las primeras dos 

características se han considerado en los capítulos previos y en éste se aborda la estabilidad. Esta es la 

propiedad que tiene un sistema de mantener su estado bajo la acción de cargas externas; si el sistema 
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no tiene tal propiedad, el sistema y el estado son inestables. En la vida real hay causas que pueden per-

turbar el estado original de un sistema y dar la posibilidad de que este pase a un estado inestable, y 

entonces se dice que perdió la estabilidad, o puede pasar a un estado neutro y mantenerlo o regresar al 

original.(1), (9), (12), (23), (27), (30) 

2. Falla por inestabilidad. La inestabilidad es fácil de verificar. Como ejemplo, basta comprimir suave-

mente por los extremos una regla delgada de plástico y observar que ella pierde súbitamente la forma 

recta inicial y que se curva lateralmente cuando se llega a una cierta fuerza, que se denomina crítica; esa 

deflexión lateral es el pandeo. Estas fallas son sorpresivas, espectaculares, catastróficas y “arteras”, en el sentido 

de que no dan síntomas hasta que ocurren de manera demoledora. En general, la inestabilidad está aso-

ciada con la existencia de tensiones de compresión que se presentan en elementos delgados.(1), (9), (11), (12), (23), (27) 

3. Ocurrencia de la inestabilidad. Se presenta en columnas sometidas a compresión, como en el ejem-

plo previo, cuando ellas son largas y delgadas, esbeltas, y fallan con cargas que pueden ser hasta del orden 

del 1% de las que soportan cuando son bloquecitos; también, en una superficie cerrada con vacío en el 

interior o sometida a la presión exterior del agua, como un submarino; o en vigas no soportadas late-

ralmente cuya sección recta es un perfil delgado en forma de I y donde la aleta sometida a compresión 

puede colapsar lateralmente; o en tubos delgados sometidos a torsión en los que la tensión de compre-

sión ocurre a 45° del eje del mismo; o en la delgada pared de un cohete usado para poner un satélite en 

órbita espacial y sometido a la compresión que produce la aceleración durante el despegue. 

Cuando en el apartado 12.1-21 se examinaron vigas columna sometidas a flexión y a fuerza axial de 

compresión, al calcular las tensiones normales se acudió a sumar algebraicamente las tensiones debidas 

a una y otra causa cuando obraban por separado; ese tipo de superposición se basó en suponer muy 

pequeñas las deformaciones generadas y que la pieza deformada casi que coincidía con la no deformada. 

Pero ello no es posible cuando las deformaciones no son tan pequeñas, pues se establece una interacción 

entre las cargas transversales y la axial, que se toma en cuenta al escribir las ecuaciones de equilibrio. En 

efecto, las cargas transversales al obrar sobre la viga columna provocan una elástica y la presencia de la 

fuerza axial da lugar, con base en esa deformación transversal, a un momento flector extra que la au-

menta, ello incrementa nuevamente el momento y este la deflexión y así sucesivamente. Y si la serie que 

se forma no converge, la pieza colapsa; al considerar que la deflexión de la elástica se hace infinita el 

dicho es hipotético, pues las ecuaciones con las que se deduce suponen pequeñas pendientes y de validez 

en el dominio elástico y puede ocurrir que el límite proporcional del material de la viga columna se 
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exceda antes de que la deflexión sea muy grande. Si en las vigas columna las fuerzas axiales son de 

tracción en vez de compresión, las deflexiones y los momentos se reducen ante fuerzas axiales crecientes. 

Aunque se requieren teorías más exactas para deducir grandes deflexiones, las cuales están por fuera de 

las posibilidades del libro, en este capítulo se introducen simplificaciones para obtener resultados prácti-

cos, al tomar en cuenta algunos efectos secundarios que el cambio de geometría produce y se observará 

que no todas las deformaciones son directamente proporcionales a las fuerzas exteriores que las producen 

y que, incluso, pueden llegar a ser muy grandes ante pequeños incrementos de éstas.(1), (9), (11), (12), (23), (27) 

4. Breve historia. Los primeros experimentos para estudiar la estabilidad de columnas cargadas axial-

mente los hizo P. Van Musschenbroek en 1729; concluyó, como resultado de los mismos, que la carga que 

provocaba la inestabilidad era inversamente proporcional al cuadrado de la longitud de la columna. A esta 

conclusión también llegó Euler, 30 años más tarde, basado en un análisis matemático; resultados que dis-

cutió Coulomb al observar que esa teoría no se acomodaba a las fallas observadas en columnas de madera. 

Fue E. Lamarle quien explicó satisfactoriamente la discrepancia entre los resultados teóricos y los experi-

mentales, al encontrar que la teoría de Euler funcionaba si se suponían perfectamente elásticos los mate-

riales y condiciones ideales de los apoyos y observó que en el caso de la madera las columnas examinadas 

eran relativamente cortas y la falla correspondía a tensiones que superaban el límite proporcional.(9), (33) 

5. Viga columna. Elemento esqueletal de máquinas o estructuras, a menudo prismático o cilíndrico, 

soporta fuerzas y pares flectores, concentrados o distribuidos, con direcciones perpendiculares a su eje, 

ya definido como eje X, y fuerzas de tracción o compresión cuya recta de acción coincide con este (fi-

gura 15.1a en la que la fuerza axial mostrada es de compresión y cuyo efecto es de mayor interés que el 

de tracción). Es corta si la razón entre la longitud de la viga y la dimensión lateral menor de la misma es 

inferior o igual a 10 y larga en caso contrario. En las cortas, las deformaciones de la flexión son muy 

pequeñas y pueden despreciarse sus efectos sobre la acción de la fuerza axial; si son largas, el tema se 

examina en el presente capítulo.(1), (9), (11), (12), (23) 

6. Relaciones puntuales en las vigas columna. Para desplegarlas se toma como ejemplo la viga columna 

simplemente apoyada de la figura 15.1a, en la que obran una fuerza distribuida externa cuya intensi-

dad p varía monótonamente con x y una fuerza de compresión P. El momento que P produce en cual-

quier sección, depende del desplazamiento de la elástica en esa sección; por ello, se usa la geometría ya 

deformada de la viga columna al expresar en un tramo las ecuaciones de equilibrio en un elemento 
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infinitesimal de ella, como se observa en la figura 15.1b, en la que el dv es el cambio en la ordenada de 

la elástica en la longitud dx del elemento. En cada punto de un tramo de la viga columna se cumplen: 

p
dx

dVy −=  (15.1) 

dx
dv

PV
dx

dM
y

z −−=  (15.2) 

expresiones que resultan de aplicar las ecuaciones de equilibrio al elemento infinitesimal de la fi-

gura 15.1b. Si se supone que la viga columna es larga, el efecto de la fuerza cortante en la elástica se 

puede despreciar y usar: 

( )[ ] 23
2

22

1

1

dxdv

dxvd
EI
M

z

z

+
==

ρ
 (15.3) 

para calcular la curvatura en cualquier punto de la elástica de la misma. Esta es una ecuación diferencial 

no lineal de segundo orden y segundo grado, que al suponer pequeño con respecto a la unidad el cua-

drado de la pendiente de la elástica, ( ) ,12 <<<dxdv  se reduce a: 

2

2

dx
vd

EI
M

z

z =  (15.4) 

Si se sustituye (15.4) en (15.1) y (15.2) y se define ,2
zEIP=λ  resultan:(1), (9), (12), (23), (27) 

pM
dx

Md
z

z =+ 2
2

2

λ  (15.5) 

z

zz

EI
p

dx
vd

dx
vd

=+ 2

2
2

4

4

λ    (15.6) 

dv
dvP

dx
vdEIV zy −−=
3

3

 (15.7) 

 

Figura 15.1 Viga columna 1. La figura a) muestra una viga columna simplemente apoyada que soporta una carga distribuida, 

de intensidad ,dxdFp =  y una fuerza axial de compresión P, en la cual la línea punteada es de la elástica v(x). A la distancia x 

de A se separa como cuerpo libre el segmento de la viga ya deformada de longitud dx que se observa en la figura b), en el que 
se muestran las cargas que actúan sobre el mismo y todas ellas, salvo P, consideradas convencionalmente positivas. 
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7. Carga crítica en vigas columna. La fuerza de compresión que en alguno de los puntos de la elástica 

de las vigas columna origina, idealmente, una deflexión y un momento flector infinitos se llama carga 

crítica: 

2

2

l
EI

P z
cr

π
=  (15.8) 

esa carga surge al estudiar la elástica de las vigas columna y es la fuerza de compresión para la cual 

aparecen muy grandes deformaciones cuando hay pequeñas imperfecciones en la viga, curvatura inicial 

por ejemplo, o en la carga, por una excentricidad prácticamente inevitable; este tipo de inestabilidad 

se debe distinguir del pandeo propiamente dicho y debe subrayarse que la carga crítica es una carga 

hipotética, ya que la viga columna colapsa mucho antes de que aquella se alcance, debido a que la 

tensión originada por el momento flector creciente supera la resistencia última del material. En las 

vigas columna no existe, estrictamente, una carga de pandeo ya que al aplicar la carga transversal 

en la dirección de un eje principal de la sección la viga se flexionará inmediatamente con respecto 

al otro eje principal.  (1), (9), (11), (12), (23), (27) 

8. Viga columna biarticulada y cargada excéntricamente. Las columnas reales pocas veces son perfec-

tamente rectas, ni la recta de acción de la carga de compresión coincide exactamente con el eje centroidal 

de las mismas, por ello en la práctica se suele suponer que la carga que soportan tiene una pequeña 

excentricidad. Para tomar en cuenta esta posibilidad se examina la viga columna biarticulada de la fi-

gura 15.2a, la cual soporta en los extremos sendas fuerzas horizontales de compresión con excentrici-

dades iguales a e, pequeñas y medidas desde el eje centroidal del elemento; las fuerzas se sustituyen por 

sistemas fuerza par en cada extremo como ilustra la figura 15.2b. El momento flector en un punto cual-

quiera de la elástica de la viga columna es ( )vePzM −=  (figura 15.2c), donde se tomó en cuenta que v es 

negativa según la convención de signos. Cuando se lleva ese momento a (15.4) y se resuelve la ecuación 

diferencial al usar (15.8) y que ( ) ( ) ,00 == lvv  resultan: 

( ) ( ) 







−+






−= 1cossen

2
tan xxlev λλλ  (15.9) 

( ) ( )







+






= xxlPeM z λλλ cossen

2
tan  (15.10) 

De (15.9) y 15.10) salen: 
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  (15.12) 

En las que se definió .2
zEIP=λ  En la expresión final de (15.11) se usó ,2

zArI =  donde rz es el radio 

de giro con respecto al eje centroidal perpendicular al plano de la flexión de la viga columna; esto 

implica que no tiene que ser el radio de giro mínimo de la sección.(1), (9), (11), (12), (23), (27), (32) 

9. Ecuación de la secante. En la viga columna biarticulada y cargada excéntricamente de la figura 15.2 

la mayor tensión normal ocurre en la sección de la mitad de la luz, por el lado cóncavo, donde se com-

binan los efectos de la fuerza normal y el momento flector al suponer que no se supera el límite propor-

cional del material. El valor deducido de (12.44), a la que se lleva (15.11) y se llama ymáx a la distancia 

desde el eje centroidal a ese borde, es: 
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expresión conocida como fórmula de la secante y que relaciona la tensión promedio P/A con la geometría, 

el material de la columna y la excentricidad de la fuerza de compresión. De (15.11) y (15.12) se concluye 

que el momento máximo y la elástica tienden a infinito cuando ,crPP →  situación a la que no se llega 

pues antes de ello la tensión de compresión máxima dada en (15.13) supera la resistencia del material; 

nótese, además, que las ecuaciones diferenciales usadas y las soluciones encontradas antes son válidas 

cuando las deflexiones de la elástica son pequeñas. En (15.13) a la fracción 2
máx rey  se la llama relación 

de excentricidad y su valor, aunque depende de la excentricidad de la carga, comúnmente se ubica en el 

intervalo de 0 a 3 y en muchos casos es inferior a 1. 

 

Figura 15.2 Viga columna 2. La figura a) muestra una viga columna biarticulada que soporta fuerzas horizontales de compre-
sión con excentricidades iguales a e; en la b) las fuerzas se sustituyen en cada extremo por sistemas fuerza par equivalentes y la 
línea punteada corresponde a la elástica, v(x). A la distancia x de A se separa como cuerpo libre el segmento de la viga ya 
deformada que se observa en la figura c), en la que se muestran las cargas que actúan sobre el mismo. 
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En las expresiones previas se nota que la elástica, el momento flector y la tensión de compresión máxi-

mos aumentan con P, pero las relaciones no son lineales; por ese motivo el principio de superposición 

no se puede usar para calcular los efectos provocados por varias fuerzas de compresión que actúan sobre 

la viga columna, como la suma de los que ellas producen por separado y, entonces, debe hallarse pri-

mero la resultante de esas fuerzas. Además, el factor de seguridad debe aplicarse a la carga de compre-

sión resultante y no a la tensión: 

n
P

P U
W =  (15.14) 

Si se supone que la tensión de compresión admisible máxima es la de fluencia del material y que la 

produce la carga última PU, (15.13) se convierte en: 
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Cuando se conocen la geometría, el material de la viga columna y la excentricidad de la fuerza, para 

deducir el valor de la fracción PW/A se debe apelar, ya que (15.15) es una ecuación trascendente, a pro-

cedimientos gráficos o numéricos de tanteo y error. Así, para usar la ecuación de la secante es conve-

niente contar con curvas de diferentes materiales estructurales, con las que pueden encontrarse solucio-

nes por medio de métodos iterativos, como las que aparecen en la figura 15.3  que no pretenden ser 

exactas y se adaptaron y tomaron de las referencias; en esta gráfica las curvas relacionan la esbeltez l/r, 

que más adelante se define, con la tensión P/A que se desarrolla en la viga columna y se dibujan para 

valores de la relación de excentricidad y un acero de [MPa] 280=Pσ  y [GPa]. 210=E  La envolvente 

exterior de las curvas está compuesta por la recta horizontal que corresponde a una excentricidad nula 

y el resto es la curva de Euler, a menudo llamada por su forma hipérbola de Euler aunque no corresponde 

a la ecuación de tal curva, que se trunca en 280 [MPa] por ser esta la tensión hasta la cual se cumple la 

ley de Hooke y la esbeltez respectiva es igual a 86. Al examinar la figura se nota que cuando aumenta la 

excentricidad se reduce significativamente la carga admisible en las columnas de esbelteces bajas, mien-

tras que en las de esbelteces mayores las diferentes curvas para distintas relaciones de excentricidad 

tienden a unirse con la curva de Euler.(1), (9), (11), (12), (23), (25), (27), (31) 
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Figura 15.3 Fórmula de la secante. Las gráficas corresponden a la fórmula de la secante, ecuación (15.13), para diferentes 
valores de la relación de excentricidad y un acero de [MPa] 280=Pσ  y [GPa]. 210=E  

10. Tipos de equilibrio. En capítulos previos al examinar estructuras se supuso que ellas están en equi-

librio. Ahora conviene distinguir el equilibrio según sea estable, inestable o indiferente. La idea se puede 

ilustrar por medio de las figuras 15.4a, b y c en las que se muestra el equilibrio de una bola apoyada en 

tres superficies lisas, en cada una de las cuales la suma de los momentos y de las fuerzas es nula. En la 

a) el equilibrio de la bola ubicada en la cima de la superficie es inestable ya que si se pierde, debido a 

alguna causa externa como una vibración o una ráfaga de viento, la bola no retorna a la posición origi-

nal; en la sima de la superficie de la b), en cambio, la bola regresa a la posición de equilibrio inicial si 

ella se perdiese y por ello al equilibrio allí se le llama estable; en la c), al encontrarse la bola sobre la 

superficie plana y retirarla de la posición de equilibrio, se queda donde la ubiquen y no retorna ni se 

aleja de la nueva posición, también de equilibrio, por lo que se le llama indiferente o neutro. De manera 

general se puede afirmar que si las fuerzas recuperadoras que obran sobre una estructura superan las 

que tienden a perturbarla, el equilibrio es estable e inestable cuando son menores.(1), (9), (12), (23), (27) 
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Figura 15.4 Tipos de equilibrio. En la posición inicial de la bola en las tres figuras ella está en equilibrio. En la a) si la bola 
pierde la posición en la cima ya no retorna a ésta y el equilibrio es inestable; en la b) sí retorna a la sima cuando transitoriamente 
se la retira de allí y el equilibrio es estable; en la c) la bola permanece en la nueva posición y el equilibrio es indiferente. 

11. Columna. La ideal es un elemento esqueletal de una máquina o de una estructura, a menudo pris-

mática o cilíndrica, que sometida a una fuerza externa de compresión, cuya recta de acción coincide 

exactamente con el eje centroidal, permanece en el dominio elástico, es perfectamente recta y sobre ella 

no actúan momentos o fuerzas transversales, se supone sin peso y está libre de tensiones residuales; 

pueden ser largas, cortas o medias. Largas cuando se puede presentar el pandeo, nombre dado en este 

caso a la inestabilidad elástica, que ocurre cuando están sometidas a una cierta carga llamada crítica; cortas 

cuando pueden fallar por aplastamiento al superarse la resistencia definida como límite en el material, 

que puede ser la tensión de fluencia o la última; medias cuando la eventual fractura se debe a una com-

binación de pandeo y aplastamiento y ocurre después de superarse el límite proporcional del material. A 

menudo se puede retirar la carga crítica en las columnas largas sin que haya ocurrido un daño perma-

nente y la columna recupera la posición inicial de equilibrio pues el pandeo puede ocurrir a tensiones 

menores que las del límite proporcional.(1), (9), (11), (12), (23), (27), (32) 

12. Carga crítica en columnas. Fuerza de compresión que en las columnas ideales produce el equilibrio 

indiferente. En este hay equilibrio pero el eje centroidal de la columna puede flexionarse ligeramente, 

adoptar una geometría distinta a la de un segmento de recta y el análisis no es como lo expuesto en los 

capítulos previos, que era válido para movimientos pequeños. Con fuerzas de compresión inferiores a 

la crítica el equilibrio de la columna es estable, ya que ella restaura la posición de equilibrio original si, 

por alguna causa externa, momentáneamente la pierde. Para fuerzas de compresión mayores a la crítica 

el equilibrio de la columna es inestable, ya que la misma se aleja cada vez más de la posición de equilibrio 

original si por alguna causa externa la pierde, la deformación aumenta considerablemente y puede 
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colapsar repentinamente. Además, cuando la columna está sometida a la carga crítica, alguna otra carga 

externa transversal, aunque sea pequeña, ya sea una fuerza o un momento flector, lo que la convierte 

en viga columna, puede producir una deflexión idealmente infinita y por ello se considera, por seguri-

dad, que el pandeo ocurre inmediatamente se alcance la carga crítica y que esta es la máxima que la 

columna soporta. En consecuencia, pese a que el desarrollo exacto del tema es complejo, conocer la 

carga crítica en columnas es muy importante en el diseño de las mismas, aunque se base en una teoría 

aproximada, ya que se supone pequeño con respecto a la unidad el cuadrado de la pendiente de la 

elástica, y para ese diseño se procura, con los factores de seguridad, estar lejos de la carga crítica.(1), (9), 

(11), (12), (23), (27), (32)  

13. Cargas críticas en columnas de acuerdo con el tipo de apoyos. Las cuatro columnas de la fi-

gura 15.5 son ideales y sus extremos están libres, articulados mediante pasadores sin fricción o empo-

trados y están sometidas a una fuerza axial de compresión P. La columna biarticulada de la figura 15.4b 

se conoce como el caso fundamental de Euler y las cargas críticas de todas ellas, deducidas al resolver las 

ecuaciones diferenciales respectivas para la posición del equilibrio indiferente, están anotadas en la tabla 

que se agrega en la parte inferior de la figura. Nótese de las ecuaciones 15.16 para las figuras 15.5c y d 

que al restringir más los extremos de las columnas las cargas críticas respectivas son mayores que la del 

caso fundamental. 

En (15.16), (15.17) y (15.18) no se tomó en cuenta la influencia de la fuerza cortante, la cual en vigas 

columna o en columnas de secciones macizas es despreciable, ella puede ser importante en secciones 

huecas o en las formadas por armaduras; este tema, así como el pandeo originado por la torsión en ejes 

delgados o en las aletas de vigas por la flexión, es relevante, pero su estudio supera las posibilidades del 

presente libro.(1), (9), (10), (12), (23), (27), (32) 

14. Longitud efectiva le. Es la porción de la longitud de una columna que corresponde a la semionda 

senoidal existente entre dos puntos de inflexión de la elástica de la misma, cuando se encuentra en el 

equilibrio indiferente y depende del tipo de apoyos; en la tabla incluida en la parte inferior de la fi-

gura 15.5 se consignan los valores respectivos. En esos puntos de inflexión el momento flector interno 

de la columna es nulo, según (15.4), y se pueden ubicar al resolver (15.4) o en los casos de las figu-

ras 15.5a y d al apelar a la simetría. Con base en esa definición la carga crítica de las cuatro columnas 

ilustradas en la figura 15.5 se escribe: 

2

2

e

z
cr

l
EI

P
π

=  (15.19) 
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expresión conocida como fórmula de Euler, y la tensión crítica: 

( )2
2

ze

cr
cr rl

E
A

P πσ ==  (15.20) 

en (15.20) a la fracción le/rz se la llama esbeltez de la columna. Las relaciones previas son aplicables en 

tanto la tensión producida en el pandeo no exceda el límite proporcional del material, ya que se dedu-

cen bajo el supuesto de que la columna se mantiene dentro del dominio elástico. 

 

 

Figura 15.5 Columnas ideales con diferentes tipos de apoyos. La figura a) corresponde a una columna libre en un extremo y 
empotrada en el otro; la b) a una biarticulada y que se conoce como caso fundamental de Euler; la c) a una articulada en un 
extremo y empotrada en el otro; la d) a una biempotrada. En todas ellas se supone que en el extremo superior, donde se ubica 
el origen de coordenadas, se permite un pequeño movimiento longitudinal y la tabla que se observa en la parte inferior de la 
figura informa las cargas críticas Pcr identificadas como ecuaciones (15.16), las longitudes efectivas le de cada una nominadas 
como ecuaciones (15.17) y las longitudes efectivas lef recomendadas por la AISC registradas como ecuaciones (15.18). 
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En la realidad un empotramiento perfecto es casi imposible de lograr, en relación con los casos ideales 

que se observan en las figuras 15.5c y d, y debido a esa incertidumbre en las columnas con empotra-

mientos, salvo el caso de la figura 15.5a, tales apoyos suelen suponerse articulaciones por lo cual esa 

aproximación va por el lado de la seguridad. A menudo la longitud efectiva se escribe: 

Klle =  (15.21) 

y K es el factor de longitud efectiva. Se sigue de (15.19) que esa carga crítica no depende en una columna 

de la resistencia del material, sino del módulo de Young y de la geometría; así, dos columnas de idéntica 

geometría pero con aceros de diferentes resistencias se pandearán bajo la misma carga crítica, aunque 

sus resistencias sean muy diferentes, ya que tienen prácticamente el mismo módulo de Young. Y se sigue 

de (15.20) que a medida que la columna es más larga, la capacidad de soporte decae rápidamente con 

la esbeltez.(1), (9), (10), (12), (23), (27), (32) 

15. Diseño óptimo de columnas. Al diseñar una columna se debe garantizar seguridad y buscar econo-

mía. Bajo el supuesto de que la columna tiene sección uniforme, la sección más eficiente es la que sin 

detrimento de la seguridad usa la menor cantidad de material posible para soportar las cargas aplicadas 

y, por ello, la idea es incrementar al máximo el radio de giro de la sección para reducir la razón de 

esbeltez, lo cual se puede lograr al maximizar el momento de inercia para un área dada. Como la menor 

carga crítica de una columna ocurre con respecto al eje que tiene el menor momento de inercia, para 

diseñarlas eficientemente se debe procurar que la sección recta tenga inercias iguales en los ejes princi-

pales; en tal caso el centroide de la sección se convierte en un punto principal y todas las direcciones 

son principales. Las secciones de las columnas de acero tienen forma de tubos circulares, de H o de caja 

y en las de hormigón reforzado las barras de refuerzo se ubican alrededor de la periferia en forma 

simétrica. De todas las geometrías posibles, la tubular circular es la más eficiente y de cerca la sigue la 

tubular cuadrada; sin embargo, estos perfiles no pueden ser tan delgados ya que pueden ocurrir pan-

deos locales que originen cambios significativos en la sección recta. El pandeo local debe considerarse 

por separado y así el diseño final de la columna se basará en su habilidad para soportar el pandeo local 

y el total bajo la acción de las cargas aplicadas.(1), (3), (9), (10), (12), (23), (27) 

16. Columnas imperfectas. La teoría de columnas se basa en que son rectas, que la fuerza de compresión 

se aplica perfectamente alineada con el eje centroidal y que los extremos están libres, articulados o 

empotrados, por lo que de allí se deducen las respectivas longitudes efectivas. Las columnas que no se 

ajustan a las condiciones ideales se llaman imperfectas y, en realidad, las columnas presentan desviacio-

nes de las condiciones ideales que influyen en el pandeo. Desviaciones comunes son apoyos no ideales, 
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la excentricidad de la carga de compresión causada por errores en la alineación de la misma, la existen-

cia de alguna curvatura inicial de la columna y si a ello se une el hecho de que la carga sea ligeramente 

excéntrica, convierte el elemento en viga columna, entonces ésta provoca al aplicarse y de inmediato 

una desviación lateral que crece al aumentar la carga y la falla ocurre con una carga menor a la que se 

calcula sin esos defectos, ya que hay tensiones sumadas debidas a la carga de compresión y al momento 

que esta produce por la deflexión. 

Como en la práctica no hay columnas ideales, se subraya la razón por la que el conocimiento de la carga 

de pandeo es tan importante en el diseño estructural y un diseñador debe hacer una estimación razo-

nable de la curvatura inicial de la columna y de la longitud efectiva real; por ejemplo, para columnas 

con extremos empotrados no se recomienda usar ,5,0 lle =  sino un valor mayor, ,65,0 ller =  ya que es 

virtualmente imposible alcanzar un empotramiento exacto y algo de tendencia a girar se presenta en 

esos extremos. En la tabla incluida en la parte inferior de la figura 15.5 se consignan los valores reco-

mendados, conservadoramente, para la longitud efectiva, ler, por la American Institute of Steel Cons-

truction (AISC). Incluso, por precaución, hasta se puede suponer biarticulada la columna doblemente 

empotrada. 

Las imperfecciones mencionadas producen flexión de la columna además de la compresión; por ello 

puede suponerse razonablemente que una columna real que soporta una fuerza de compresión, cuya 

recta de acción coincide presuntamente con el eje centroidal de la misma, es semejante a una viga co-

lumna cargada excéntricamente y, para tales casos, se puede usar la fórmula de la secante dándole a la 

relación de excentricidad 2
máx zrey  un valor recomendado por la experiencia; así, en el diseño de colum-

nas biarticuladas de acero estructural es usual suponer que .25,02
máx =zrey  Esta es una manera más ra-

cional de tomar en cuenta las imperfecciones de la columna real en lugar de aumentar el factor de 

seguridad.(8), (9), (10), (31), (31) 

17. Pandeo en columnas más allá del límite de proporcionalidad. La teoría de Euler se basa en la 

ecuación de la elástica y, por tanto, la teoría tiene validez en tanto el pandeo ocurra mientras el material 

de la columna obedece a la ley de Hooke y la tensión de compresión sea menor que el límite proporcio-

nal del mismo; es decir, en tanto la esbeltez cumpla, según (15.20): 

Pz

e E
r
l

σ
π≥  (15.22) 
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y en el límite de (15.22) la esbeltez se llama crítica. En un acero, por ejemplo, la esbeltez crítica es 86,0 

cuando [GPa] 210=E  y [MPa]. 280=Pσ  Las columnas que pueden fallar según la fórmula de Euler son 

largas, por definición, en ellas la esbeltez satisface (15.22) y por encima de esta esbeltez crítica la columna 

se pandea elásticamente; por debajo de ese valor las columnas son cortas o medias, la tensión desarrollada 

excede el límite proporcional del material y ellas se pueden pandear inelásticamente. En una columna 

corta la esbeltez es pequeña y entre las columnas largas y las cortas hay un intervalo de columnas que se 

llaman medias.(1), (9), (11), (23), (27) 

18. Fórmula de Euler con el módulo tangente. Para las columnas cortas y medias no es fácil establecer 

una teoría completamente racional del pandeo, pues la falla ocurre en el dominio plástico; por ello se 

han ideado algunas teorías que usan la fórmula de Euler, pero en ésta se reemplaza el módulo de Young 

del material por otro módulo también relacionado con el diagrama σ-ε del mismo. Es el caso del módulo 

tangente propuesto por Engesser en 1889 y definido en (7.5), ,εσ ddET =  el cual es la pendiente de 

la curva σ-ε para compresión en cualquier punto de la misma; así, la fuerza y la tensión crítica serían: 

2

2

e

zT
cr l

IEP π
=  (15.23) 

( )2
2

ze

T
cr rl

Eπσ =  (15.24) 

expresiones conocidas como fórmulas de Engesser Euler. Si en vez del módulo tangente se usa el reducido, 

que tiene un valor intermedio entre el módulo de Young y el tangente, propuesto por Engesser y Kar-

man, y que se basa en suponer un módulo equivalente a que el material tiene dos módulos de elasticidad 

diferentes; uno en tracción ETra y el otro en compresión ECom. Este módulo reducido también depende 

de la forma de la sección y ya se usó en la proposición 12.7.1-11, donde se supuso que la sección se 

comportaba como si estuviese formada por dos materiales; uno a tracción y el otro a compresión. 

Shanley demostró en 1947 que ninguna de esas teorías era correcta, puesto que llevaban a contradiccio-

nes insalvables y numerosos experimentos de pandeo posteriores concluyeron que, aunque (15.23) no 

es exacta, es razonable usarla para las columnas en la zona de tensiones inelásticas, ya que predice valo-

res ligeramente errados por defecto y, en consecuencia, por el lado de la seguridad.(4), (9), (23), (26), (27), (32) 

19. Diseño de columnas. Para diseñar las columnas largas se toma en cuenta la tensión crítica que resulta 

de la fórmula de Euler dividida por un factor de seguridad y es común reemplazar la longitud efectiva 
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teórica por una corregida que tome en cuenta los defectos en los apoyos; esa tensión crítica depende del 

módulo de Young del material y no del límite proporcional. El diseño, basado en (15.23) para columnas 

que fallan con tensiones en la región inelástica, tiene el inconveniente de que se requiere conocer detalla-

damente el diagrama σ-ε del material para obtener el módulo tangente. Por ello, se han ideado expresio-

nes según el material, que se basan en los resultados de numerosos experimentos realizados durante más 

de cien años, en la selección de un factor de seguridad apropiado para desarrollar criterios de diseño 

trabajables y en las recomendaciones consignadas en diferentes códigos de construcción. 

Una de ellas, de especial interés, es la fórmula de la secante ya que permite tomar en cuenta la excen-

tricidad, las curvaturas iniciales en la columna o las imperfecciones del material; imperfecciones que 

llevan a la columna a comportarse como viga columna y, por ello, el comportamiento de estas columnas 

suele modelarse con la ecuación de la secante y se elige un cierto valor de la razón de excentricidad. En 

los aceros estructurales, por recomendación de la American Society of Civil Engineers, se usa común-

mente ,25,02
máx =rey  la cual se basó en los resultados de gran número de pruebas en columnas. La 

ecuación (15.15) se convierte entonces en: 






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
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
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z

W
Y 2

sec25,01σ  (15.25) 

en la cual, en lugar del módulo de Young se incluye el módulo tangente ET para tomar en cuenta los 

dominios elástico e inelástico. Otros procedimientos de diseño se basan en fórmulas empíricas como las 

que a continuación se mencionan.(1), (9), (11), (23), (27) 

20. Fórmulas empíricas para el diseño de columnas. Supera los alcances de este libro explicar detalla-

damente el uso de las diferentes fórmulas que aparecen para el diseño de columnas y si se desea pro-

fundizar en ellas se deben consultar los manuales que asociaciones del acero, del aluminio, de la madera 

y del hormigón han elaborado. Sin embargo, conviene mencionar que los diseños logrados por las di-

ferentes fórmulas son comparables dentro de las restricciones que limitan su aplicabilidad. Entre las 

fórmulas empíricas que se han ideado para el diseño de las columnas sometidas a tensiones en la región 

inelástica se mencionan las siguientes. 

La de la línea recta, propuesta por W. H. Burr en 1882: 









−=

z

e
Y r

l
C

A
P

1σ  (15.26) 
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La parabólica, ideada por J. B Johnson en 1893: 

2

2 







−=

z

e
Y r

l
C

A
P σ  (15.27) 

y se subraya que las líneas recta y parabólica, correspondientes a las expresiones previas, son tangentes 

a la curva de Euler. 

La fórmula de los ingenieros ingleses Rankine-Gordon, expuesta a mediados del siglo XIX: 

( )231 ze

Y

rlCA
P

+
=

σ  (15.28) 

Las tensiones halladas con esas fórmulas deben dividirse por un factor de seguridad para establecer la 

tensión admisible y en todas ellas σY es el límite de fluencia del material, las Cs son constantes empíricas 

que dependen de los materiales empleados y del tipo de apoyos de la columna y aquéllas no pueden 

aplicarse para todo el intervalo de valores posibles de la esbeltez. Por ello el diseño de una columna 

requiere a menudo de un procedimiento numérico de tanteo, ya que al ignorarse la esbeltez inicialmente 

no se sabe cuál de las fórmulas aplicar.(7), (9), (10), (23), (27) 

21. Diseño de columnas de acero. En el diseño de columnas de acero la American Institute of Steel 

Construction (AISC) hace recomendaciones y presenta fórmulas apropiadas, las cuales cambian con el 

tiempo en la medida en que la experimentación y la experiencia lo permiten. En lo que sigue se usarán 

dos de esas fórmulas, que el autor no consideró pertinente actualizar pues la intención de los ejemplos que 

se manejan más adelante es mostrar el procedimiento con el cual se llega a un diseño. Para las columnas 

largas es la curva de Euler y en las columnas cortas y medias es una curva parabólica cuyo vértice, en la 

esbeltez nula, tiene el valor de la tensión de fluencia y se interseca tangencialmente con la curva de Euler 

en una esbeltez que se llama la constante de columna CC, que corresponde a una tensión crítica igual a la 

mitad de la tensión de fluencia; esta constante es la esbeltez de transición que separa las columnas largas 

de las medias. En ambas curvas la tensión admisible resulta de dividir por el factor de seguridad los 

valores de las curvas citadas y se recomienda, adicionalmente, no usar columnas cuyas esbelteces su-

peren 200. El factor de seguridad en las columnas cortas y medias de acero es función de la razón entre 

la esbeltez y la constante de columna, para incluir el efecto de curvaturas accidentales, pequeñas excen-

tricidades en la ubicación de la carga, tensiones residuales y cualquier incertidumbre en el cálculo de la 

longitud efectiva debido a extremos no ideales.  
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Las expresiones son: 

Y
c
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σ
π 22

=  (15.29) 
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 (15.30) 

( )
,2

2

ze
W

rln
Eπσ =  ;

12
23

=n  para, 200≤≤
z

e
c r

l
C  (15.31) 

Para deducir una propiedad geométrica de la columna, a partir de las relaciones previas, se puede usar 

un método de tanteo y error, de aproximaciones sucesivas, ya que resultan ecuaciones algebraicas de 

grado superior; como se ignora la esbeltez de la columna se hace una conjetura y con (15.29) se concluye 

si se usa (15.30) o (15.31), se hacen los cálculos necesarios para deducir la propiedad y luego se verifica 

si sí se cumple (15.29). En caso de no hacerlo, se hace una nueva conjetura y se repite el proceso hasta 

satisfacer las ecuaciones.(1), (9), (11), (23), (26) 

22. Diseño de columnas de aluminio. En el diseño de columnas de aluminio la Aluminum Asocia-

tion (AA) recomienda usar para cada tipo de aleación, y a continuación se incluyen dos, tres fórmulas 

con las que se calculan las tensiones admisibles de acuerdo con el intervalo de esbelteces y que, enton-

ces, ya incluyen el respectivo factor de seguridad; para las largas, este es de 1,95 y para las cortas y 

medias es de 1,65. En las columnas largas se usa la curva de Euler, líneas rectas para las columnas 

medias y cortas y se advierte la necesidad de revisar el pandeo local en las columnas, para lo cual la AA 

también aporta fórmulas.(1), (9), (11), (23), (26) 

En la aleación 6061-T6 son: 

;[MPa] 131=Wσ  para 5,90 ≤≤
z

e

r
l

 (15.32) 

; [MPa] 868,0139 
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 (15.33) 
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En la aleación 2014-T6 son: 

;[MPa] 193=Wσ  para 120 ≤≤
z

e

r
l

 (15.35) 

; [MPa] 585,1212 







−=

z

e
W r

l
σ  para 5512 <<

z

e

r
l
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( )
; [MPa] 10372
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≤55  (15.37) 

23. Diseño de columnas de madera. A diferencia de las columnas de acero y de aluminio, que son 

productos industriales y cuyas propiedades pueden deducirse y luego controlarse adecuadamente du-

rante la construcción; las características de las de madera son más inciertas por tratarse de un producto 

vegetal sensible a cambios de la especie, de la humedad, de la edad y de la duración de la carga, al 

ataque de hongos y de insectos, a la presencia de nudos y de la orientación de las fibras, etc. Por ello, 

las fórmulas para calcular las tensiones admisibles en el diseño de las columnas de madera incluyen 

factores de seguridad más elevados y varían las recomendaciones, de acuerdo con las diferentes asocia-

ciones de productores o de constructores y de códigos gubernamentales. Varias de ellas recomiendan 

usar tres fórmulas para calcular las tensiones admisibles según el intervalo de esbelteces: en las largas la 

fórmula de Euler, en las cortas una tensión máxima que se condiciona a la resistencia a la compresión 

paralela a la fibra y para las medias, ecuaciones polinómicas con exponentes como dos o cuatro. Más 

modernamente se recomienda una sola fórmula para todo el intervalo de esbelteces en la que se incluyen 

diferentes coeficientes que toman en cuenta la resistencia de la madera, la esbeltez de la columna, las 

condiciones de servicio, la duración de la carga, la humedad, las altas temperaturas, la estabilidad del 

elemento, etc. Para los fines del presente libro se usan fórmulas que fueron recomendadas en su mo-

mento por la National Forest Products Association (NFPA) y el American Institute of Timber Construc-

tion (AITC): 
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EK 324,2   (15.38) 
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En estas ecuaciones, aplicables a secciones circulares y rectangulares, el radio de giro es el mínimo de la 

sección, K’ es la constante de columna y se define como la esbeltez que separa las columnas medias de 

las largas, lo cual da lugar a una tensión admisible calculada con (15.40) que es igual a las dos terceras 

partes de σ ’; esta última es la tensión admisible para la compresión en un bloque corto de madera en 

la dirección del grano.(1), (9), (11), (23), (26) 

24. Diseño de columnas cargadas excéntricamente. Un elemento estructural simétrico con respecto al 

eje Y, como se observa en la figura 15.6a, está sometido a una fuerza de compresión excéntrica y, en tal 

caso, puede fallar como viga columna en el plano XY o como columna en el plano XZ; en esos casos, el 

diseño debe prevenir ambas fallas y para el efecto se han desarrollado métodos que toman en cuenta las 

fórmulas empíricas presentadas en los apartados previos para columnas cargadas centralmente. En la fi-

gura 15.6b la fuerza excéntrica se sustituyó por el sistema fuerza par aplicado en el centroide de la sección 

recta, alejada de sus bordes, y las figuras 15.5c y d muestran las distribuciones que, por separado y supo-

niendo que no se supera el límite proporcional del material, cada causa produce. Así, según (12.44): 

z
x I

Pey
A
P
+−=σ  y 

z
x I

Pey
A
P máx

máx +=σ  (15.42) 

 

Figura 15.6 Columna cargada excéntricamente. La figura a) muestra un elemento esqueletal simétrico con respecto al eje Y y 
que soporta una fuerza de compresión excéntrica y en la b) el sistema fuerza par equivalente en el centroide de la sección recta 
del elemento; en c) y b) se ilustran las distribuciones de tensiones que, por separado y bajo el supuesto de que no se supera el 
límite proporcional del material, originan la fuerza y el par en la sección. 
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Esa tensión máxima no puede superar la que se haya establecido como admisible y, para satisfacer la 

exigencia, se han ideado dos procedimientos conocidos como método de las tensiones admisibles y método in-

teractivo; el diseño de una columna cargada excéntricamente por estos métodos puede requerir el uso de 

procedimientos de aproximaciones sucesivas cuando resultan ecuaciones de grado superior.(1), (12, (23), (27) 

25. Método de las tensiones admisibles. Consiste en suponer que la tensión admisible en la viga co-

lumna es la misma que se estableció por medio de las expresiones dadas en los apartados previos para 

columnas según el material y la esbeltez; por ello: 

W
z

x I
Pey

A
P σσ ≤+= máx

máx  (15.43) 

Para calcular la tensión admisible σW los códigos de diseño exigen que se use el menor radio de giro 

de la sección el cual no siempre es el que se refiere al eje Z; por ello, el diseño puede resultar conser-

vador.(1), (12, (23), (27) 

26. Método interactivo. La tensión admisible en flexión toma como referente el límite proporcional del 

material y suele ser mayor que la considerada admisible bajo compresión, pues en esta última se tiene 

que tomar en cuenta la posibilidad del pandeo. Por ello, un método menos conservador con el que se 

busca alcanzar un equilibrio entre las dos tensiones consiste en reescribir (15.43) así: 

1máx ≤+
WF

z

WC

IPeyAP
σσ

 (15.44) 

en la que σWC es la tensión admisible a compresión en el elemento tomado como columna y σWF la tensión 

admisible a la compresión ocasionada por la flexión en el elemento mirado como viga. En (15.44) se 

toman en cuenta las capacidades del elemento para soportar simultáneamente la compresión y la flexión 

y en ella se debe elegir, al calcular σWC y acatando la exigencia de los códigos de diseño, el menor radio 

de giro de la sección sin importar el eje con respecto al cual ocurra la flexión. Los códigos imponen 

otras limitaciones que se refieren a los valores de ( ) ,WCAP σ  para los cuales debe usarse una expresión 

modificada de (15.44), que deben tomarse en cuenta al diseñar columnas reales pero cuyo análisis de-

tallado supera los propósitos de este libro.(1), (12, (23), (27) 
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15.2 Ideas básicas 

15.2.1 Proposiciones 

1. Ante una perturbación sorpresiva y transitoria, una estructura que soporta cargas externas adopta 

una nueva configuración de equilibrio; en tal caso, el equilibrio de la estructura era inestable. 

2. Una viga columna puede ser un elemento estructural erguido verticalmente. 

3. El equilibrio de una viga columna se mantiene hasta que la fuerza de compresión toma el valor crítico. 

4. Una viga columna puede fallar aunque la fuerza de compresión sea menor que la crítica. 

5. La deflexión máxima de la elástica es mayor en una viga columna que en una columna de iguales 

material, inercia y longitud, cuando ambas están sometidas a la carga crítica. 

6. Se puede predecir o anticipar por las grietas formadas en el tiempo, ante eventuales perturbaciones 

laterales y transitorias, una futura falla por pandeo en una columna que soporta, sin que se sepa, la carga 

crítica. 

7. El pandeo puede ocurrir en una viga biempotrada a paredes rígidas al aumentar la temperatura. 

8. El pandeo es un fenómeno de inestabilidad que solo ocurre en columnas largas. 

9. El pandeo puede darse en una membrana de revolución. 

10. El pandeo puede ocurrir en un tubo delgado, circular y recto sometido solo a una fuerza axial de 

tracción. 

11. El pandeo puede presentarse en un tubo delgado, circular y recto sometido solo a torsión. 

12. El pandeo puede aparecer en un tubo delgado, circular y recto sometido solo a flexión pura. 

13. Al aplicar la carga crítica a una columna, esta pierde el equilibrio. 

14. La carga crítica en una columna le produce una elástica infinita. 

15. Cuando el pandeo ocurre en columnas largas y de esbelteces grandes la tensión de compresión 

crítica es baja, comparada con el límite proporcional del material. Tal situación se puede reversar al 

usar un material que tenga mayor resistencia. 

16. Una columna a la que se le aplica una fuerza de compresión ligeramente mayor que la crítica colapsa. 
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17. Una columna corta falla por pandeo. 

18. Para todos los valores de la esbeltez una columna se comporta elásticamente. 

15.2.2 Soluciones 

1. Falso. Como la anterior y la nueva son configuraciones de equilibrio, la estructura estaba y sigue en 

equilibrio indiferente. 

2. Cierto. Ya que para ser viga columna basta que el elemento esté sometido a cargas axial y transversal. 

3. Falso. Colapsa antes de que la fuerza de compresión alcance el valor crítico ya que la tensión máxima 

producida supera la resistencia del material. 

4. Cierto. Las razones se expusieron en la proposición previa. 

5. Cierto. En la viga columna la carga crítica da lugar, idealmente, a una deflexión máxima infinita. 

6. Falso. En no dar síntomas evidentes reside la peligrosidad de la falla por pandeo. La columna está 

en equilibrio indiferente pero ante la perturbación lateral se convierte en viga columna y se flexiona, 

idealmente, hasta el colapso. 

7. Cierto. Al aumentar la temperatura la columna se dilata pero las paredes lo impiden, por lo tanto se 

desarrolla en ellas una fuerza de compresión que, al incrementar con la temperatura, puede alcanzar el 

valor crítico que da lugar al pandeo. 

8. Falso. Ocurre cuando concurren tensiones de compresión y delgadez en un elemento; por ejemplo, 

puede darse en un tubo delgado sometido a torsión. 

9. Cierto. Podría ocurrir al hacerse el vacío dentro de una lata de gaseosa, ya que concurren en la pared 

de la misma la delgadez y tensiones meridional y paralela de compresión debidas a la presión atmosfé-

rica externa. 

10. Falso. En la pared no concurren compresiones y delgadez ya que se deduce de la circunferencia de 

Mohr que, en todas las direcciones, en cualquier punto del tubo, las tensiones son de tracción. 

11. Cierto. De la circunferencia de Mohr se sigue que en las direcciones que forman un ángulo de 45° 

con respecto al eje del tubo hay tensiones de compresión y ellas concurren con la delgadez de la pared. 
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12. Cierto. La mayor tensión de compresión ocurre de acuerdo con la teoría de la flexión en uno de los 

bordes más alejados del eje neutro y, por ello, concurre allí esta tensión con la delgadez del tubo. 

13. Falso. La columna se mantiene en equilibrio, pero este es indiferente y perturbaciones laterales al 

convertirla en viga columna podrían originar el colapso. 

14. Falso. Ante la carga crítica el equilibrio de la columna es indiferente y su eje centroidal adopta una 

posición de equilibrio, ligeramente diferente a la recta; según la teoría de Euler, esta es una función 

seno de amplitud indeterminada pero pequeña. 

15. Falso. Ya que la columna se pandea como resultado de una inestabilidad global y no por la debilidad 

del material respectivo; la tensión crítica solo puede aumentarse al reducir la esbeltez de la columna o 

al usar un material más rígido por tener un mayor módulo de Young. 

16. Falso. En tal caso hay equilibrio, pero es inestable y si sobre la columna actúa una fuerza lateral 

transitoria se produce el colapso. 

17. Falso. Falla por aplastamiento cuando la tensión producida por la fuerza de compresión supera la 

tensión última del material. 

18. Falso. Se comporta elásticamente hasta una esbeltez mínima, la crítica dada en (15.22), que es la que 

origina una tensión de compresión en la columna igual al límite proporcional del material. 

15.3 Relaciones puntuales en una viga columna 

15.3.1 Proposiciones 

Todas las proposiciones de esta unidad se refieren a vigas columna que soportan cargas axial y trans-

versal. 

1. El momento flector es máximo o mínimo en la sección donde la fuerza cortante es cero. 

2. La tercera derivada de la elástica en una sección es directamente proporcional a la fuerza cortante. 

3. En una articulación interna la elástica presenta un punto de inflexión. 

4. En el punto de la elástica donde la primera y la tercera derivada son nulas también es cero la fuerza 

cortante en la sección respectiva. 

5. En la sección donde la fuerza cortante es nula también es nula la tercera derivada de la elástica. 
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6. Donde la elástica tiene un punto de inflexión el momento flector interno es nulo en la sección res-

pectiva. 

7. El ángulo entre las tangentes trazadas a la elástica en dos puntos arbitrarios de la misma puede cal-

cularse con el primer teorema del área de momentos respectiva. 

15.3.2 Soluciones 

1. Falso. Es máximo o mínimo el momento donde su primera derivada sea nula y ello ocurre, se-

gún (15.2), en el punto del elemento en el que simultáneamente la cizalladura y la pendiente de la 

elástica son nulas. 

2. Falso. La ecuación que resulta al derivar (15.4) y tomar en cuenta (15.2) contradice lo afirmado: 







 −−=

dx
dvPV

EIdx
vd

y
z

1
3

3

 

3. Cierto. En un punto de inflexión la curvatura es nula, y ello se cumple según (15.4) ya que en la 

articulación el momento flector es nulo. 

4. Cierto. Se comprueba al examinar la ecuación escrita en la proposición 15.3.1-2 

5. Falso. Para serlo tendría que anularse también en ese punto, según la proposición 15.3.1-2, la primera 

derivada de la elástica. 

6. Cierto. Se deduce de (15.4), ya que en un punto de inflexión la curvatura de la elástica es nula. 

7. Cierto. Al examinar la información dada en el apartado 14.1-8, la figura 14.3a, (14.14) y las hipótesis 

en que se basan (14.14) y (15.4), se concluye que ese teorema es también aplicable a una viga columna. 

La principal diferencia para su uso es que en el diagrama de momentos respectivo se incluirían funcio-

nes trascendentes. 

15.4 Elástica de vigas columna que soportan fuerzas de compresión 

15.4.1 Proposiciones y ejercicios 

Todas las proposiciones y ejercicios de esta unidad se refieren a vigas columna y cuando en alguna se 

dice que la AB está simplemente apoyada se entiende que en A hay una articulación y en B el apoyo es 
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de patín; y si se informa que la AB está en voladizo se interpreta que en A hay un empotramiento y B es 

el extremo libre. 

1. La carga crítica es .22 lEIPcr π=  

2. Cuando ocurre la falla, necesariamente se produce con respecto al eje de la sección que tiene el menor 

radio de giro. 

3. Al duplicar la fuerza de compresión excéntrica se duplica la deflexión máxima de la elástica. 

4. La tensión máxima es directamente proporcional a la fuerza de compresión aplicada. 

5. Si el elemento está biarticulado y sometido en sus extremos a fuerzas de compresión iguales a P y a 

pares flectores iguales a Mz diga, y explique dónde ocurre la tensión normal máxima. 

6. El momento flector en el centro de la luz se haría hipotéticamente infinito en el mismo caso, 

si .22 lEIP π=  

7. El principio de superposición no es aplicable para calcular la curva elástica. 

8. La elástica debida a la fuerza de compresión y a una fuerza transversal uniformemente repartida se 

puede hallar al sumar las elásticas que esas fuerzas producen por separado. 

9. El elemento en voladizo AB soporta en B a PiP x


−=B  y .0B MiM z


=  Halle v(x). 

10. El movimiento vertical de B es, en el caso previo, ( )[ ] .1sec B0B PlM −= λδ  

11. En el mismo caso, ( ) ( ).cossec0 xlMMz λλ=  

12. El elemento en voladizo AB soporta en B a .0B FiPiF yx


−−=  Halle v(x). 

13. En el caso previo, ( )[ ] ( )[ ].cossen0 llxFM z λλλ −=  

14. En el mismo caso, ( );16 22 lzEIP π=  entonces el movimiento vertical de B es ( ) ( ).416 33
0B zEIlF ππδ −=  

15. En el elemento simplemente apoyado AB obran en B 0B MiM z


=  y .B PiP x


−=  Halle v(x). 

16. En el elemento simplemente apoyado AB obran en B 0B MiM z


=  y ,B PiP x


−=  y en A, .0A MiM z


−=  

Halle v(x). 
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17. En el caso previo, ( )[ ] .12cos0máx
PlMv −= λ  

18. En el mismo caso, ( ) ( ).2sec2 0 lMlMz λ=  

19. El elemento simplemente apoyado AB soporta en B a PiP x


−=B  y en el centro de la luz C a .0C FiF y


−=  

Halle v(x). 

20. En el caso previo, ( )[ ] ( ).222sec0máx
PllFv λλλ −=  

21. En el mismo caso, ( ) ( )[ ] ( ).22tan0máx λλlFMz =  

22. El elemento simplemente apoyado AB soporta una fuerza repartida de intensidad ,0AB pip y


−=  y en B 

a .B PiP x


−=  Halle v(x). 

23. En el caso previo, ( )[ ] ( ).812sec 222
0máx

Pllpv λλλ −−=  

24. En el mismo caso, ( ) ( )[ ] ( ).2sec 2
0máx λλlpM z =  

25. El elemento simplemente apoyado AB soporta en B a ,B PiP x


−=  y sobre él pueden además obrar 

en el centro de la luz C, ,0C FiF x


−=  o una fuerza repartida de intensidad .0AB pip y


−=  En el primer caso 

la Pcr es mayor. 

26. El elemento simplemente apoyado AB soporta una fuerza repartida de intensidad ( ),sen0AB lxpip y π


−=  y 

en B a .B PiP x


−=  Halle v(x). 

27. El elemento simplemente apoyado AB soporta en B a ,B PiP x


−=  y tiene inicialmente una deflexión 

pequeña, ( ).sen0 lxvi πδ−=  La deflexión total de la elástica es ( ) ( ).1sen0 crT PPlxv −−= πδ  

28. El elemento biempotrado AB soporta una fuerza repartida de intensidad ,0AB pip y


−=  y en los em-

potramientos fuerzas de compresión iguales a P. El momento reactivo en A es ( )[ ]{ } .12tan2 2
0A λλλ −= llpM  

15.4.2 Soluciones 

1. Cierto y falso. De acuerdo con la explicación. La carga crítica es la que en una viga columna da lugar 

a una deflexión infinita y ello ocurre, como en el caso particular que da lugar a (15.11) y en otros simi-

lares, cuando el ángulo de la función trascendente, sea secante o tangente, toma el valor de π/2, lo que 
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corresponde a πλ =l  y ;22 lEIPcr π=  es falso en el caso de que la viga columna esté sometida a una 

fuerza excéntrica de tracción. 

2. Falso. La falla ocurre con respecto al eje en el que la situación sea más crítica; por ejemplo, si XY es 

el plano de la flexión de la viga columna ese eje sería el Z cuando, según (15.13), la tensión normal 

alcanzase la admisible del material y sería el Y si en el plano XZ se llegase, de acuerdo con (15.20), a la 

tensión crítica de pandeo. 

3. Falso. Se refuta al observar (15.11), donde P aparece en el coeficiente del corchete y dentro del radical 

incluido como parte del ángulo de la secante. 

4. Falso. Se refuta al observar (15.13), donde P aparece en el coeficiente del corchete y dentro del radical 

incluido como parte del ángulo de la secante. 

5. Ocurre en el centro de la luz ya que allí es mayor el brazo de la fuerza excéntrica (15.12), y por el lado 

cóncavo donde se suman las tensiones de compresión debidas a la fuerza axial y al momento; por el 

lado convexo la tensión debida al momento es de tracción. 

6. Cierto. Ya que según (15.12) si ,crPP =  entonces ( ) ;2sec ∞=π  ello ocurre porque el brazo de la fuerza 

excéntrica se hace hipotéticamente infinito. 

7. Cierto y falso. De acuerdo con la explicación. No es aplicable cuando se suman las ordenadas de las 

curvas de las elásticas provocadas por separado por la fuerza axial y las cargas transversales. Pero sí lo 

es cuando se suman las curvas elásticas ocasionadas por separado por las cargas transversales que obran 

sobre la viga columna sometida a una misma fuerza axial. 

8. Falso. La explicación se dio en la proposición previa. Nótese que por efecto de la fuerza axial el 

elemento sigue recto y que la elástica de la carga repartida es un polinomio, de acuerdo con la fi-

gura 14.4j, y la suma no se concilia con la ecuación de la elástica informada en (15.9). 

9. El análisis toma en cuenta la figura 15.7 en la que MA es el momento reactivo en A; de la figura 15.7b 

sale AMPvM z +−=  en ,0 lx ≤≤  y luego con ( )zEIP=2λ  se integra dos veces (15.4). De (14.13) en A, 

0A =θ  y ,0A =v  y de (15.4) en B, ,0
2

B
2

zEIMdxvd =  se deducen ,01 =C  ( ) PlMC λsec02 −=  y 

( ) :sec0A lMM λ=  
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zEI
Mv

dx
vd A2
2

2

=+ λ  ∴ ( ) ( ) ( ) ( )[ ]x
P

lM
P

M
xCxCv λλλλ cos1

sec
cossen 0A

21 −=++=  

 

Figura 15.7 Viga columna en voladizo 1. La figura a) muestra una viga columna que soporta una fuerza de compresión y un 
par en B; en la b) se observa el diagrama de cuerpo libre de longitud x. 

10. Cierto. Del ejercicio previo, al hacer :lx =  

( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ]1seccos1
sec 00

B −=−== l
P

M
l

P
lM

lv λλ
λ

δ  

11. Cierto. Del ejercicio 15.4.1-9: 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )xlMxlMlMMPvM z λλλλλ cosseccos1secsec 000A =−−=+−=  

12. La solución se apoya en la figura 15.8 en la que MA y RA son reacciones en A y ;0A FR =  de la figura 

15.8b se deduce xFMPvM Az 0++−=  en ,0 lx ≤≤  donde v es negativa y luego, con ( ),2
zEIP=λ  se inte-

gra dos veces (15.4). De (14.13) en A, 0A =θ  y ,0A =v  y de (15.4) en B, ,02
B

2 =dxvd  salen ( ),01 PFC λ−=  

( ) ( )PlFC λλtan02 =  y ( ) :tan0A λλlFM −=  

zz EI
xF

EI
M

v
dx

vd 0A2
2

2

+=+ λ  ∴ 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ){ } xllxl
P
F

P
xF

P
M

xCxCv λλλλ
λ

λλ −+−−=+++= sensenseccossen 00A
21  

 

Figura 15.8 Viga columna en voladizo 2. La figura a) muestra una viga columna que soporta en B una fuerza bidimensional; 
en la b) se observa el diagrama de cuerpo libre de longitud x. 
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13. Cierto. Del ejercicio previo: 

( ) ( ) ( )[ ] ( ){ } ( )[ ]
( )l

lxF
xllxl

F
xFl

F
xFMPvM z λλ

λ
λλλλ

λ
λ

λ cos
sen

sensensectan 00
0

0
0A

−
=−+−++−=++−=  

14. Cierto. De la información, ( ) ( ),4lEIP z πλ ==  y del ejercicio 15.4.1-12 al hacer  x = l:  

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( )
zz EI

lF
EI

lF
ll

P
F

lv 3

3
0

3

3
00

B
416

44tan
64

tan
π

π
ππ

π
λλ

λ
δ

−
=−=−=−=  

15. La solución usa la figura 15.9, en la que ;0 lMRA =  de la figura 15.9b sale lxMPvM z 0+−=  

en ,0 lx ≤≤  con v negativa, y luego, si ( )zEIP=2λ  se integra dos veces, (15.4). De (14.12) en A y B, 

,0BA == vv  resultan ( )[ ]lPMC λsen01 −=  y :02 =C  

zlEI
xM

v
dx

vd 02
2

2

=+ λ  ∴ ( ) ( ) ( )
( ) 








−−=++=

l
x

l
x

P
M

Pl
xM

xCxCv
λ
λ

λλ
sen
sen

cossen 00
21  

 

Figura 15.9 Viga columna simplemente apoyada 1. La figura a) muestra una viga columna que soporta en B una fuerza de 
compresión y un par; en la b) se observa el diagrama de cuerpo libre de longitud x. 

16. La ecuación de la elástica resulta de sumar las que generan por separado cada uno de los pares 

cuando actúan con la misma fuerza de compresión P. En uno de ellos se usa el ejercicio previo y para el 

otro se cambia ( );xlx −→  luego se apela a identidades trigonométricas de ángulo medio y de suma de 

senos: 

( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]lxlx

lP
M

l
xl

l
xl

P
M

l
x

l
x

P
M

v λλλλ
λλ

λλ
λ
λ sensensen

sensen
sen

sen
sen 000 −−+−=







 −
−

−
−








−−=  

∴ ( ) ( )







−






 −−= 2cos

2
 cos

2cos
0 llx
lP

M
v λλλ

λ
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17. Falso. Por la simetría el máximo ocurre en el centro de la luz y se usa el ejercicio previo: 

( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ]12sec 2cos1 
2cos

2 00
máx −=−=−= l

P
Ml

lP
Mlvv λλ
λ

 

18. Cierto. Las reacciones verticales en A y B son nulas por la simetría y se usa la proposición previa: 

( ) ( ).2sec2 0máx0 lMvPMlM z λ=+=  

19. De la figura 15.10 sale que ,20A FR =  y de la 15.10b que 20 xFPvM z +−=  en ,20 lx ≤≤  donde v 

es negativa y luego, con ( ),2
zEIP=λ  se integra dos veces (15.4). De (14.12) en A, ,0A =v  y por la sime-

tría en C, ,0C =θ  resultan ( )[ ]2cos201 lPFC λλ−=   y  :02 =C  

zEI
xFv

dx
vd

2
02

2

2

=+ λ  ∴ ( ) ( ) ( )
( ) P

xF
l
x

P
F

P
xFxCxCv

22cos
sen

22
cossen 000

21 +−=++=
λ
λ

λ
λλ  en 20 lx ≤≤  

 

Figura 15.10 Viga columna simplemente apoyada 2. La figura a) muestra una viga columna que soporta en B una fuerza de 
compresión y en el centro de la luz una fuerza vertical; en la b) se observa el diagrama de cuerpo libre de longitud x. 

20. Falso. Según la simetría el máximo ocurre en el centro de la luz y se usa el ejercicio previo: 

( ) ( )
( ) ( ) 



 −=−=−=

2
2tan

242cos2
2sen2 000

máx
ll

P
F

P
lF

lP
lFlvv λλ

λλλ
λ

 

21. Cierto. Por la simetría el máximo ocurre en el centro de la luz y se usa el ejercicio 15.4.1-19: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
λ
λλλ

λ 2
2tan

42
2tan

24
22 0000

máx
lFlFllFlFlPvlMM zz =+



 −=+−==  

22. En A la reacción vertical es ,20lpRA =  y al tomar en cuenta la flexión de la viga columna se de-

duce ,22 0
2

0 lxpxpPvM z +−−=  donde v es negativa, y luego con ( )zEIP=2λ  se integra dos ve-

ces (15.4). De (14.12) en A y B, ,0BA == vv  resultan ( ) ( )PlpC 2
01 2tan λλ−=  y ( ):2

02 PpC λ−=  
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zz EI
lxp

EI
xpv

dx
vd

22
0

2
02

2

2

+−=+ λ  ∴ ( ) ( )
P

p
P
lxp

P
xpxCxCv 2

00
2

0
21 22

cossen
λ

λλ ++−+=  

∴ ( ) ( ) ( ) 







−−++−= 1

22
cossen2tan

222

2
0 lxxxxl
P

pv λλλλλ
λ

 

23. Cierto. Por la simetría el máximo está en el centro de la luz y se usa el ejercicio previo: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 







−−=








−−++=−=

8
12sec1

48
2cos2sen2tan2

22

2
0

2222

2
0

máx
ll

P
plllll

P
plvv λλ

λ
λλλλλ

λ
 

24. Falso. Debido a la simetría el máximo ocurre en el centro de la luz y se usa el ejercicio 15.4.1-22: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]12sec
488

12sec
22

22 2
0

2
0

2
0

22

2
00

2
0

máx −=+−







−−=+−−== lplplpllplxpxplPvlMM zz λ

λ
λλ

λ
 

25. Falso. Son iguales a ;22 lEIP zcr π=  para esta fuerza de compresión se concluye de las proposicio-

nes 15.4.1-20 y 15.4.1-23 que las elásticas respectivas tienden a infinito, idealmente, ya que con ese valor 

los ángulos de la tangente en la primera y de la secante en la segunda son iguales a π/2. 

26. La solución se apoya en la figura 15.11. Primero se calculan RA, y se usa la simetría y el momento 

flector Mz(x) (figura 15.11b) sin olvidar que v es negativa y luego, con ( )zEIP=2λ  y ,22 lEIP zcr π=  se 

integra dos veces (15.4). De (14.12) en A y B, ,0BA == vv  resultan 01 =C  y :02 =C  

( )
π

π
lpdxlxpR

l
0

0
0A sen

2
1

== ∫  y ( ) ( ) ( )lxlpPvxdlxpxx-lxpPvM
x

z π
π

π
π

sensen 2

2
0

0 0
0 +−=′′′−+−= ∫  

( )lx
EI
lpv

dx
vd

z

π
π

λ sen2

2
02

2

2

=+  ∴ ( ) ( ) ( )
( )

( )
( )crzcrz PPEI

lxlp
PPEI
lxlpxCxCv

−
−=

−
−+=

1
sen

1
sencossen 4

4
0

4

4
0

21 π
π

π
π

λλ  

 

Figura 15.11 Viga columna simplemente apoyada 3. La figura a) muestra una viga columna que soporta en B una fuerza de 
compresión y en toda la longitud una distribución senoidal de carga; en la b) se observa el diagrama de cuerpo libre de longi-
tud x y en este se sombrea un elemento infinitesimal de la carga repartida ubicado por su distancia x’ al origen en A. 
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27. Cierto. Por la deflexión del elemento la fuerza de compresión tiene brazo inicial y ello da lugar a un 

momento flector que la aumenta en la cantidad v; así, ( ),iz vvPM +−=  y se recuerda que ambas deflexio-

nes son negativas. Luego, con ( )zEIP=2λ  y ,22 lEIP zcr π=  se integra dos veces (15.4). De (14.12) en A 

y B, ,0BA == vv  resultan 01 =C  y :02 =C  

( )lxvv
dx

vd
i πδλλλ sen0

222
2

2

=−=+  ∴ ( ) ( ) ( ) ( )
crcr PP

lxP
PP

lxPxCxCv
−

=
−

−+=
πδπδ

λλ
sensencossen 00

21  

∴ ( ) ( ) ( )
crcr

iT PP
lx

PP
lxPlxvvv

−
−=

−
+−=+=

1
sensensen 00

0
πδπδ

πδ  

28. Cierto. En A la reacción vertical es ,20A lpR =  y MA el momento reactivo; al tomar en cuenta la 

elástica del elemento, se deduce ,22 A0
2

0 MlxpxpPvM z ++−−=  con v negativa. Luego se integra dos 

veces (15.4) con ( ).2
zEIP=λ  De (14.13) en A, 0A =v  y ,0A =θ  y resultan ( )PlpC λ201 −=  y 

( ):2
0A2 PpPMC λ−−=  

z

A

zz EI
M

EI
lxp

EI
xpv

dx
vd

++−=+
22

0
2

02
2

2

λ  ∴ ( ) ( )
P

p
P

M
P
lxp

P
xpxCxCv 2

0A0
2

0
21 22

cossen
λ

λλ +++−+=  

∴ ( ) ( )
P
lp

P
xpxCxC

2
sencos 00

21 +−−= λλλλθ  

De (14.13) en B, ,0B =v  se deduce: 

( ) ( )
P

p
P

Ml
P

p
P

Ml
P
lp

2
0A

2
0A0 cossen

2
0

λ
λ

λ
λ

λ
++






 +−−=  ⇒ ( ) 








−= 1

2tan22
0

A l
lpM
λ
λ

λ
 

15.5 La elástica en vigas columna que soportan fuerzas de tracción 

15.5.1 Proposiciones y ejercicios 

Todas las proposiciones y ejercicios de esta unidad se refieren a vigas columna y cuando en alguna se 

dice que la AB está simplemente apoyada se entiende que en A hay una articulación y en B el apoyo es 

de patín; y si se informa que la AB está en voladizo se interpreta que en A hay un empotramiento y B es 

el extremo libre. 

1. El elemento en voladizo AB soporta en B a .0B MiM z


=  Calcule v(x). 
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2. En el caso previo, ( ) ( ).coshhsec0 xlMM z λλ=  

3. El elemento en voladizo AB soporta en B a .0FiPiF yx


−=  Calcule v(x). 

4. En el caso previo, ( )[ ] ( )[ ].coshsenh llxFM z λλλ −=  

5. El elemento simplemente apoyado AB soporta una fuerza repartida de intensidad ,0AB pip y


−=  y en B 

a .B PiP x


=  Calcule v(x). 

6. En el caso previo, ( ) ( )[ ] .2htan1 2
0máx λλlpM z −=  

7. El elemento biempotrado AB soporta una fuerza repartida de intensidad ,0AB pip y


−=  y en los empo-

tramientos fuerzas de tracción iguales a P; entonces ( )[ ]{ } .2hsec21 2
0A λλλ llpM −=  

15.5.2 Soluciones 

1. Para el cálculo mírese la figura 15.7, sin olvidar que ahora la fuerza axial es de tracción, en la que MA 

es el momento reactivo en A; así, AMPvM z +=  en ,0 lx ≤≤  y después con ( )zEIP=2λ  se integra dos 

veces (15.4). De (14.13) en A, 0A =θ  y ,0A =v  y de (15.4) en B, ,0
22

zB EIMdxvd =  se deducen ,01 =C  

( ) PlMC λhsec02 =  y ( ):hsec0A lMM λ=  

z

A

EI
M

v
dx

vd
=− 2

2

2

λ  ∴ ( ) ( ) ( ) ( )[ ]1cosh
hsec

coshsenh 0A
21 −=−+= x

P
lM

P
M

xCxCv λ
λ

λλ  

2. Cierto. Del ejercicio previo: 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )xlMxlMlMMPvM z λλλλλ coshhsec1coshhsechsec 000A =−+=+=  

3. Para la solución obsérvese la figura 15.8, pero tómese en cuenta que ahora la fuerza axial es de trac-

ción, en la que MA y RA son reacciones en A y ;0A FR =  entonces xFMPvM z 0A ++=  en ,0 lx ≤≤  donde v 

es negativa y luego, con ( ),2
zEIP=λ  se integra dos veces (15.4). De (14.13) en A, 0A =θ  y ,0A =v  y de (15.4) 

en B, ,02
B

2 =dxvd  salen ( ),01 PFC λ=  ( ) ( )PlFC λλtanh02 −=  y ( ) .tanh0A λλlFM −=  

zz EI
xF

EI
Mv

dx
vd 0A2
2

2

+=− λ    

∴ ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ){ } xllxl
P
F

P
xF

P
MxCxCv λλλλ

λ
λλ −+−=−−+= senhsenhsechcoshsenh 00A

21  
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4. Cierto. Del ejercicio previo: 

( ) ( )[ ] ( ){ } ( ) ( )[ ]
( )l

lxFxFlFxllxlFxFMPvM z λλ
λ

λ
λ

λλλλ
λ cosh

senhtanhsenhsenhsech 0
0

00
0A

−
=+−−+−=++=  

5. En A la reacción vertical es ,20A lpR =  y al tomar en cuenta la deflexión de la viga columna se deduce 

,22 0
2

0 lxpxpPvM z +−=  donde v negativa y luego, con ( ),2
zEIP=λ  se integra dos veces (15.4). 

De (14.12) en A y B, ,0BA == vv  resultan ( ) ( )PlpC 2
01 2tanh λλ=  y ( ):2

02 PpC λ−=  

zz EI
lxp

EI
xpv

dx
vd

22
0

2
02

2

2

+−=− λ  ∴ ( ) ( )
P

p
P
lxp

P
xpxCxCv 2

00
2

0
21 22

coshsenh
λ

λλ +−+−+=  

∴ ( ) ( ) ( ) 







+−+−= 1

22
coshsenh2tanh

222

2
0 lxxxxl
P

pv λλλλλ
λ

 

6. Falso. Debido a la simetría el máximo ocurre en el centro de la luz y se usa el ejercicio previo: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]2sech1
88

12sech
22

22 2
0

2
0

22

2
00

2
0

máx lplpllplxpxplPvlMM zz λ
λ

λλ
λ

−=+







−+−=+−==  

7. Falso. En A la reacción vertical es ,20A lpR =  y MA el momento reactivo; al considerar la elástica del 

elemento se deduce que ,22 A0
2

0 MlxpxpPvM z ++−=  con v negativa y luego, con ( ),2
zEIP=λ  se in-

tegra dos veces (15.4). De (14.13) en A, 0A =v  y ,0A =θ  y resultan ( )PlpC λ201 =  y ( ):2
0A2 PpPMC λ−=  

zzz EI
M

EI
lxp

EI
xpv

dx
vd A0

2
02

2

2

22
++−=− λ  ∴ ( ) ( )

P
p

P
M

P
lxp

P
xpxCxCv 2

0A0
2

0
21 22

coshsenh
λ

λλ +−−++=  

∴ ( ) ( )
P
lp

P
xpxCxC

2
senhcosh 00

21 −++= λλλλθ  

De (14.13) en B, ,0=Bv  se deduce: 

( ) ( )
P

p
P

Ml
P

p
P

Ml
P
lp

2
0A

2
0A0 coshsenh

2
0

λ
λ

λ
λ

λ
+−






 −+=  ⇒ ( )






−=

2tanh2
12

0
A l

lpM
λ

λ
λ
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15.6 Cálculos numéricos en vigas columna en las que actúan fuerzas de compresión 

15.6.1 Proposiciones y ejercicios 

Todas las proposiciones y ejercicios de esta unidad se refieren a vigas columna y cuando en alguna se 

dice que la AB está simplemente apoyada se entiende que en A hay una articulación y en B el apoyo es 

de patín; y si se informa que la AB está en voladizo se interpreta que en A hay un empotramiento y B es 

el extremo libre. Se informa además que ey indica la excentricidad de una fuerza que obra sobre el eje Y 

de la sección recta y se recuerda, para evitar equivocaciones, que los ángulos se calculan naturalmente 

en radianes. 

1. Al definir la tensión admisible se debe dividir la tensión última en el material por el factor de seguridad. 

2. En el elemento en voladizo AB, de [m], 5,2=l  ],[m 105,2 23−×=A  [m], 04,0=zr  [m] 050,0máx =y  

y [GPa], 200=E  obra en B la fuerza excéntrica [kN] 150B xiP


−=  con [m]; 015,0=ye  así, [MPa]. 120máx =xσ  

3. El movimiento vertical de B es, en el caso previo, [m]. 0239,0B =δ  

4. El elemento en voladizo AB tiene sección cuadrada, [m], 80,0=l  [m] 04,0=a  y [GPa], 70=E  soporta 

en B la fuerza excéntrica PiP x


−=B  con [m], 005,0=ye  y el movimiento vertical de B es [m]. 01,0B =δ  

Calcule P. 

5. En el caso previo, [MPa]. 5,83máx =σ  

6. El elemento en voladizo AB tiene sección cuadrada hueca, [m], 1,0=ea  [m] 008,0=t  y [GPa], 73=E  

soporta en B la fuerza excéntrica [kN] 50B xiP


−=  con [m], 05,0=ye  y el movimiento vertical de B 

es [m]. 03,0B =δ  Calcule l. 

7. El elemento en voladizo AB tiene sección cuadrada, [m], 2=l  [m], 10,0=a  [GPa] 12=E  y 

[MPa],  55=Yσ  y soporta en B la fuerza excéntrica PiP x


−=B  con [m]. 12,0=ye  Calcule P. 

8. El elemento en voladizo AB tiene sección circular, [m], 2,1=l  [GPa] 200=E  y [MPa], 120=Wσ  y en B 

soporta la fuerza excéntrica [kN] 50B xiP


−=  de [m]. 01,0=ye  Calcule Rmín. 



 
Álvaro Gaviria Ortiz 

1335 

 

9. El elemento simplemente apoyado AB soporta en B una fuerza excéntrica y tiene ,65,02
máx =zy rye  

,120=rl  [GPa] 200=E  y [MPa]; 180=Wσ  entonces ( ) ].[MN 20=WAP  

10. El elemento simplemente apoyado AB tiene sección cuadrada, ][mm 102,34 49−×=zI  y [GPa], 200=E  

y soporta en B a ,[kN] 25B xiP


−=  y en el centro de la luz C a ;[N] 500C yiF


−=  entonces ( ) [Nm]. 381máx =zM  

11. El elemento simplemente apoyado AB tiene sección cuadrada, [m], 05,0=a  [m] 90,0=l  

y [GPa], 200=E  y soporta en B la fuerza excéntrica [kN] 89B xiP


−=  con [m]; 019,0=ye  enton-

ces [MPa]. 124máx =σ  

12. En el caso previo, [MPa]; 150=Wσ  entonces [m]. 18,1máx =l  

13. El elemento simplemente apoyado AB tiene sección cuadrada, [m], 6,0=l  [m], 03,0=a  [GPa] 100=E  

y [MPa], 150=Wσ  y soporta en B la fuerza excéntrica PiP x


−=B  de [m]. 01,0=ye  Calcule PW. 

14. En el caso previo, [m], 05,0=ye  [m], 4,1=l  [GPa], 73=E  [MPa] 41=Wσ  y [kN]. 110=P  Halle amín. 

15. En el elemento simplemente apoyado AB, de sección rectangular, [m], 05,02 == hb  [m] 75,0=l  

y [GPa], 70=E  obra en B la fuerza excéntrica [kN] 5,12xB iP


−=  con [m]; 0125,0=ye  así, ( ) [Nm]. 175máx =zM  

16. El elemento simplemente apoyado AB tiene sección circular, [m], 6,0=l  [m] 016,0=R  y 

[GPa], 200=E  y soporta en B la fuerza excéntrica [kN] 60B xiP


−=  con excentricidad ey. Si en el punto 

medio de la luz, ( ) [m], 1052 4−×=lv  entonces [m]. 1050,1 3−×=ye  

17. El elemento simplemente apoyado AB, de sección circular hueca, [m], 1,2=l  [m], 034,0=eR  

[m] 030,0=iR  y [GPa], 210=E  soporta en B la fuerza excéntrica [kN] 10B xiP


−=  con [m]. 03,0=ye  Ha-

lle σmáx. 

18. En el caso previo, [MPa]; 50=Wσ  entonces [m]. 02,5máx =l  

19. En el elemento simplemente apoyado AB, de sección circular hueca, [m], 5,3=l  ,9,0=ei RR  

[GPa] 73=E  y [MPa], 20máx =xσ  obra en B la fuerza excéntrica [kN] 18B xiP


−=  con [m]; 05,0=ye  enton-

ces [m]. 0623,0=eR  
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15.6.2 Soluciones 

1. Falso. Obsérvese que en (15.13) la fuerza de compresión aparece en el coeficiente del corchete y 

dentro del radical en el ángulo de la secante y así σmáx no es directamente proporcional a Pmáx; por esto 

al usar un factor de seguridad, debe aplicarse a la fuerza de compresión y no al valor del σmáx. 

2. Cierto. De la proposición 15.4.1-11, donde para el (Mz)máx, 0=x  y ,zEIP=λ  y (12.44) con ,0=yM  

yPeM =0  y ,2ArI z =  resulta: 

( ) ( )lPeM yz λsecmáx =  y 
( )






















+=+=

EA
P

r
l

r

ye
A
P

Ar
yM

A
P

zz

y

z

z
x sec1 2

máx
2

máxmáx
máxσ  

∴  [MPa] 120
105,210200

10150
04,0
5,2sec

04,0
05,0015,01

105,2
10150

39

3

23

3

máx ≈


























×××
××

+
×
×

= −−xσ  

3. Falso. Se usa la proposición 15.4.1-10 con ,0 yPeM =  zEIP=λ  y :2
zz ArI =  

( )[ ] [m] 0320,0
105,210200

10150
04,0
5,2sec015,01sec1sec 39

3

B ≈


























×××
×

=











−









=−= −EA

P
r
lele
z

yy λδ  

4. Se hallan, ],[m 106,1 23−×=A  ][m 1013,2 47−×≈zI  y [m], 1015,1 2−×≈zr  y se usa la proposición previa: 












−







= 1secB EA

P
r
l

e
z

yδ  ⇒ 231,11
005,0
01,0

sec 1 ≈






 +=







−

EA
P

r
l  

∴  [kN] 1,35
8,0

1015,1106,11070231,1
2

42392

≈
××××××

≈
−−

P  

5. Falso. Se usan el ejercicio previo con [m] 02,0máx =y  y el procedimiento de la proposición 15.6.1-2: 






















+=

EA
P

r
l

r

ye
A
P

zz

y
x sec1 2

máx
máxσ  

∴  [MPa] 8,71
106,11070

101,35
0115,0

1808,0sec
0115,0

02,0005,01
106,1
101,35

39

3

23

3

máx ≈


























×××
×

×
°××

+
×
×

= −− π
σ x  
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6. De los datos, ],[m 1094,2 23−×=A  ][m 1018,4 46−×=zI  y [m]; 1077,3 2−×≈zr  se usa la proposi-

ción 15.4.1-10: 












−









= 1secB EA

P
r
leyδ  ⇒ 896,01

05,0
03,0sec 1 ≈








+=









 −

EA
P

r
l
z

 

∴ [m] 21,2
1050

1094,210731077,3896,0
3

392

≈
×

××××××
≈

−−

l  

7. De los datos, ],[m 101 22−×=A  ],[m 1033,8 46−×≈zI  [m], 10885,2 2−×≈zr  [m] 05,0máx =y  y ,2,72
máx ≈zy rye  

y se usa la proposición 15.6.1-2 con ,máx Yx σσ =  para hallar mediante tanteos que :[kN] 3,31máx ≈P  

Si [N] 1030 3×=P  ⇒ [MPa] 55[MPa] 3,50
1011012

1030
885,2
2sec2,71

101
1030

29

3

2

3

<≈


























×××
×

+
×
×

−−
 

Si [N] 1032 3×=P  ⇒ [MPa] 55[MPa] 4,57
1011012

1032
885,2
2sec2,71

101
1032

29

3

2

3

>≈


























×××
×

+
×
×

−−
 

Si [N] 103,31 3×=P  ⇒ [MPa] 55[MPa] 8,54
1011012

103,31
885,2
2

sec2,71
101

103,31
29

3

2

3

≈≈























×××
×

+
×
×

−−
 

8. En este caso, ,2RA π=  ,44RI z π=  ,2Rrz =  Ry =máx  y ,04,02
máx Rrye zy =  y se usa la proposi-

ción 15.6.1-2, donde ,máx Yx σσ =  para deducir mediante tanteos que :[m] 02475,0mín ≈R  

Si [m] 025,0=R  ⇒ [MPa] 120[MPa] 4,112
025,010200

410502,1sec
025,0
04,01

025,0
1050

49

3

2

3

<≈


























×××
××

+
×
×

ππ
 

Si [m] 024,0=R  ⇒ [MPa] 120[MPa] 2,147
024,010200

410502,1sec
024,0
04,01

024,0
1050

49

3

2

3

>≈


























×××
××

+
×
×

ππ
 

Si [m] 02475,0=R  ⇒ [MPa] 120[MPa] 5,119
02475,010200
410502,1sec

02475,0
04,01

02475,0
1050

49

3

2

3

≈≈


























×××
××

+
×

×
ππ
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9. Falso. Se sustituye el valor afirmado en (15.13) para verificar: 

[MPa] 180[MPa] 9,55
10200

1020120sec65,0110201sec1 9

6
6

2
máx ≠≈



























×
×

+×=




























+








máxzz

y

W A
P

Er
l

r

ye
A
P  

10. Falso. Se usa la proposición 15.4.1-21 con ( ) :][m 912,1102,34102001025 1993 −− ≈××××== zEIPλ  

( ) ( )
[Nm] 331

2
25,1912,1tan

912,12
500

2
2tan0

máx ≈





 ×

×
≈=

λ
λlFM z  

11. Cierto. De (15.13) con ,][m 105,2 23−×=A  ,][m 102,5 47−×=zI  m],[ 10442,1 2−×≈zr  [m] 025,0máx =y  

y :284,22
máx ≈zy rye  






















+=

EA
P

r
l

r

ye
A
P

z

y
x 2

sec1 2
máx

máxσ  

[MPa] 124
105,210200

1089
10442,12

9,0sec284,21
105,2
1089

39

3

23

3

máx ≈


























×××
×

××
+

×
×

≈ −−−xσ  

12. Falso. De (15.13) y la proposición previa: 






















+≥

EA
P

r
l

r
ye

A
P y

W 2
sec1 2

máxσ  ⇒ 780,01
1089

105,210150
284,2
1sec

2 3

36
1 ≈




















−

×
×××

≤








 −
−

EA
P

r
l

 

∴ [m] 69,1
1089

105,21020010442,12780,0
3

392

máx ≈
×

×××××××
≈

−−

l  
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13. Se hallan ],[m 109 24−×=A  ],[m 1075,6 48−×=zI  [m], 1066,8 3−×≈zr  [m] 015,0máx =y  y ,22
máx ≈zy rye  y 

se usa (15.13) con Wx σσ =máx
 para deducir mediante tanteos que :[kN] 2,37≈WP  

Si [N] 1030 3×=P  ⇒ [MPa] 150[MPa] 116
10910100

1030
1066,82

6,0sec21
109
1030

49

3

34

3

<≈


























×××
×

××
+

×
×

−−−
 

Si [N] 1037 3×=P  ⇒ [MPa] 150[MPa] 149
10910100

1037
1066,82

6,0sec21
109
1037

49

3

34

3

<≈


























×××
×

××
+

×
×

−−−
 

Si [N] 102,37 3×=P  ⇒ [MPa] 150
10910100

102,37
1066,82

6,0sec21
109

102,37
49

3

34

3

≈


























×××
×

××
+

×
×

−−−
 

14. Ahora, ,2aA =  ,124aI z =  ,12arz =  2máx ay =  y ,3,02
máx arye zy =  y se usa (15.13) con Wx σσ =máx

 

para hallar con tanteos que :[m] 104,0mín ≈a  

Si [m] 1,0=a  ⇒ [MPa] 41[MPa] 5,45
1,01073
1210110

2
4,1sec

1,0
3,01

1,0
10110

49

3

2

3

>≈


























××
××

+
×  

Si [m] 103,0=a  ⇒ [MPa] 41[MPa] 8,41
103,01073
1210110

2
4,1sec

103,0
3,01

103,0
10110

49

3

2

3

>≈


























××
××

+
×  

Si [m] 104,0=a  ⇒ [MPa] 41[MPa] 7,40
104,01073
1210110

2
4,1sec

104,0
3,01

104,0
10110

49

3

2

3

≈≈


























××
××

+
×  

15. Falso. De (15.12) con ][m 1025,1 23−×=A  e :][m 1051,6 48−×≈zI  

( ) [Nm] 192
1051,61070

105,12
2
75,0sec0125,0105,12

2
sec 89

3
3

máx ≈














×××
×

××≈









= −

z
yz EI

PlPeM  

16. Cierto. De (15.11) con ][m 1015,5 48−×≈zI  y ( ) :][m 41,21015,5102001060 1893 −− ≈××××≈λ  

( ) 







−





= 1

2
sec2 lelv y

λ   ∴ ( ) [m] 1050,1
126,041,2sec

105 3
4

−
−

×≈
−×

×
≈ye  
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17. De (15.13) con ,][m 1004,8 24−×≈A  ,][m 1013,4 47−×≈zI  m],[ 1027,2 2−×≈zr  [m] 034,0máx =y  y 

:979,12
máx ≈zy rye  

[MPa] 7,38
1013,410210

1010
2
1,2sec979,11

1004,8
1010

2
sec1 79

3

4

3

2
máx

máx ≈


























×××
×

+
×
×

≈





















+= −−

zz

y
x EI

Pl
r

ye
A
Pσ

 

18. Cierto. De (15.13) y el ejercicio previo: 






















+≥

zz

y
W EI

Pl
r

ye
A
P

2
sec1 2

máxσ  ⇒ 8531,01
1010

1004,81050
986,1
1sec

2 3

46
1 ≈




















−

×
×××

≤








 −
−

zEI
Pl  

∴ [m] 02,5
1010

1013,41021028531,0
3

79

máx ≈
×

×××××
≈

−

l  

19. Falso. Para el caso, ,597,0 2
eRA ≈  ,270,0 4

ez RI ≈  ,673,0 Rrz ≈  ,2máx eRy =  ,1052,5 22
máx ezy Rrye −×≈  

y se usa (15.13), con ,[MPa] 20máx =xσ  para deducir mediante tanteos que :[m] 0567,0≈eR  

Si [m] 05,0=eR  ⇒ [MPa] 20[MPa] 0,29
05,0270,01073

1018
2
5,3sec

05,0
1052,51

05,0597,0
1018

49

32

2

3

>≈


























×××
××

+
×
× −

 

Si [m] 06,0=eR  ⇒ [MPa] 20[MPa] 0,17
06,0270,01073

1018
2
5,3sec

06,0
1052,51

06,0597,0
1018

49

32

2

3

<≈


























×××
××

+
×
× −

 

Si [m] 058,0=eR  ⇒ [MPa] 20[MPa] 7,18
058,0270,01073

1018
2
5,3sec

058,0
1052,51

058,0597,0
1018

49

32

2

3

<≈


























×××
××

+
×
× −

 

Finalmente y con :[m] 0567,0=eR  

[MPa] 20[MPa] 9,19
0567,0270,01073

1018
2
5,3sec

0567,0
1052,51

0567,0597,0
1018

49

32

2

3

≈≈


























×××
××

+
×
× −
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15.7 Inestabilidad en barras rígidas 

15.7.1 Proposiciones y ejercicios 

Todas las proposiciones y ejercicios de esta unidad se refieren a barras rígidas y la carga crítica es la que 

da lugar a una posición de equilibrio indiferente en ellas, lo que ocurre ante una leve perturbación; 

cuando sea necesario se ubica el origen de coordenadas en el punto A, el eje X se orienta desde A a lo 

largo de la barra y los resortes de los que se hable se suponen lineales e inicialmente relajados. 

1. La barra rígida y vertical AB soporta en A a ,PiP x


−=A  se apoya en el suelo en B mediante una articu-

lación y en A se une a la pared con el resorte horizontal AC de constante de rigidez kA; entonces .AlkPcr =  

2. En el caso previo en A actúa la fuerza ,0A FiPiF yx


+−=  que empuja el resorte hacia C; así, .0A FlkPcr −=  

3. En el mismo caso el movimiento lateral de A es ( ).0A PlklF A −=δ  

4. En igual caso el resorte horizontal se une a la barra AB en el punto D que dista d del piso; 

así, .2
A ldkPcr =  

5. Se retira el resorte AC en idéntico caso y en B se pone un resorte que se opone a la rotación y de 

constante de rigidez rotacional KB; entonces .B lKPcr =  

6. En igual caso el resorte horizontal se une a la barra AB en el punto D que dista d del piso y en B se 

pone un resorte que se opone a la rotación y de constante de rigidez rotacional KB; enton-

ces ( ) .B
2

A lKdkPcr +=  

7. El resorte horizontal se une a la barra AB en el punto D que dista d del piso, en el mismo caso, y en D 

y B se agregan resortes que se oponen a la rotación y de constantes de rigidez iguales a K; 

así, ( ) .22
A lKdkPcr +=  

8. Las barras rígidas, iguales, horizontales y colineales AB y BC, de ,BCAB l==  se articulan entre sí 

en B, donde las soporta un resorte unido al techo, vertical y de constante de rigidez kB; además, en A 

hay una articulación, en C un patín y en C obra .PiP x


−=C  Calcule Pcr. 

9. Si se retira el resorte unido a B en el caso previo y en C se pone un resorte que se opone a la rotación 

y de constante de rigidez KC, entonces .C lKPcr =  
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10. En los extremos de la barra rígida y horizontal AB, unida en A y B al suelo con sendos resortes 

verticales de constantes de rigidez kA y kB, obran fuerzas de compresión iguales a P; enton-

ces ( ).BABA kkklkPcr +=  

11. En el caso previo los puntos A y B distan c de los extremos respectivos. Calcule Pcr. 

12. La barra rígida y vertical ABC, de ,2BCAB l==  en C se apoya en el suelo con una articulación, se 

sostiene de una pared vertical, desde A y B, por medio de sendos resortes horizontales y de constantes 

de rigidez iguales a k y en A actúa ;A PiP x


−=  entonces .25klPcr =  

13. En el caso previo la rigidez del resorte unido a B es 2k; entonces .23klPcr =  

14. La barra rígida y vertical ABC, de AC = l  y BC = d  y en C se apoya en el suelo mediante una 

articulación, en B se sostiene de paredes verticales opuestas por medio de dos resortes horizontales de 

constantes de rigidez iguales a kB y en A obra .A PiP x


−=  La barra se mantiene en posición vertical 

cuando ( ) .21
BkPld >  

15. La barra rígida y vertical ABCD, con  DB = b, DC = c  y DA = l,  y en D se apoya en el suelo mediante 

una articulación, se sostiene de paredes verticales opuestas desde B y C por medio de sendos resortes 

horizontales y de constantes de rigidez iguales a k y en A obra ;A PiP x


−=  entonces ( ) ( ).222 lcbkPcr +=  

16. La barra rígida y vertical ABC, de  AB = BC = l/2, en C se apoya en el suelo mediante una articula-

ción, se sostiene de paredes verticales opuestas desde B por medio de resortes horizontales y de cons-

tantes de rigidez iguales a kB y en A actúa ;A PiP x


−=  entonces .4BlkPcr =  

17. Las barras rígidas, iguales, horizontales y colineales AB y BC, de  AB = BC = l  se articulan entre sí 

en B, en A el apoyo es una articulación y en C un patín; además, en A, B y C hay resortes que se oponen 

a la rotación y de constantes de rigidez iguales a K, y en C obra ;C PiP x


−=  .3 lKPcr =  

18. En el marco rígido ABC la barra AB es vertical, de AB = l,  y se articula al piso en B donde hay un 

resorte que se opone a la rotación y de constante de rigidez KB, la barra AC es horizontal, de  AC = l/2, 

y se sostiene en C con un resorte unido al piso y de constante de rigidez kC y en A obra la fuerza de 

compresión P. Halle Pcr. 
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19. Las barras AB y BC, rígidas, verticales, colineales y de longitudes iguales a l están articuladas entre 

sí en B, en C la BC se articula al suelo, en A actúa ,A PiP x


−=  y en B y C hay sendos resortes que se 

oponen a la rotación y de constantes de rigidez iguales a K; entonces .382,0 lKPcr =  

20. La barra rígida y vertical AB de longitud l1 está empotrada en B al eje horizontal y elástico BC de 

longitud l2, módulo de cizalladura G y sección circular de radio R; la barra BC está empotrada en C, 

articulada en B y en A obra una fuerza de compresión P. Entonces ( ).2 21
4 llGRPcr π=  

15.7.2 Soluciones 

1. Cierto. Cuando la carga es crítica la barra ante una ligera perturbación gira un pequeño ángulo θB, 

para adoptar otra posición de equilibrio como ilustra la figura 15.12b, indiferente entonces, el resorte 

se contrae BA θδ l=  y desarrolla la fuerza kAδA: 

( )PlkPlkM −=−==∑ AAAAAB 0 δδδ  ∴ lkPcr A=  

 

Figura 15.12 Barra rígida articulada. La figura a) muestra una barra rígida que soporta en A una fuerza de compresión y allí 
se apoya en la pared mediante un resorte horizontal; en la b) se observa el diagrama de cuerpo libre de la barra en la posición 
de equilibrio indiferente. 

2. Falso. Se usa la proposición anterior, se toma en cuenta el efecto de F0 y se observa que ,A ∞→δ  si 

hipotéticamente ,A lkP →  lo que corresponde a la idea de carga crítica: 

( ) lFPlklFPlkM 0AA0AAAB 0 −−=−−==∑ δδδ  ⇒ 
Plk

lF

A −
= 0

Aδ  ∴ lkPcr A=  

3. Cierto. Lo confirma la proposición previa. 
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4. Cierto. Se usa la proposición 15.7.1-1 pero en este caso el resorte se contrae ,BD θδ d=  y desarrolla la 

fuerza kAδD; además, :AD ldδδ =  









−=−==∑ P

l
dkPdkM

2
A

AADAB 0 δδδ  ∴ 
l
dkPcr

2
A=  

5. Cierto. De la proposición 15.7.1-1, ,AB lδθ =  y ante el giro de la barra el resorte en B rota θB y desa-

rrolla el momento de oposición KBθB: 







 −=−==∑ P

l
K

PKM B
AABBB 0 δδθ  ∴ 

l
KPcr

B=  

6. Cierto. De la proposición 15.7.1-1, .AB lδθ =  Por el giro de la barra el resorte en B rota θB y desarrolla 

el momento de oposición KBθB y el resorte en D se contrae ,BD θδ d=  y desarrolla la fuerza kAδD; ade-

más, :AD ldδδ =  









−+=−+==∑ P

l
dk

l
KPdkKM

2
AB

AADABBB 0 δδδθ  ∴ 
l

dkKPcr

2
AB +=  

7. Cierto. Se usa la proposición previa y se toma en cuenta que el resorte adicional en D al rotar θB 

desarrolla allí el momento de oposición KθB: 









−+=−+==∑ P

l
dk

l
KPdkKM

2
A

AADABB
220 δδδθ  ∴ 

l
dkKPcr

2
A2 +

=  

8. Ante la carga crítica una ligera perturbación hace girar las barras en cada apoyo un pequeño ángulo θ, 

compatible con las condiciones de borde, para adoptar otra posición de equilibrio como muestra la 

figura 15.13b; así el resorte se contrae ,B θδ l=  desarrolla la fuerza kBδB y aparecen en A y C las reacciones 

verticales .2BBCA δkRR ==  La reacción vertical y la fuerza de compresión en cada apoyo dan lugar a 

resultantes colineales con las barras respectivas, ya que estas están sometidas solo a dos fuerzas, por lo 

que θθ PPR ≈= tanA : 

θθδ PlkkR ===
22

BBB
A  ∴ 

2
BlkPcr =  
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Figura 15.13 Dos barras rígidas articuladas entre sí. La figura a) muestra dos barras rígidas articuladas entre sí en B, donde un 
resorte se conecta al techo, en A hay una articulación, en C un patín y allí obra una fuerza de compresión; en la b) se observa el 
diagrama de cuerpo libre del conjunto en la posición de equilibrio indiferente. 

9. Falso. En la posición de equilibrio indiferente se supone que las barras giran en cada apoyo un pequeño 

ángulo θ ; por ello, el resorte en C desarrolla un momento de oposición, ,CC θKM =  y aparecen en A y C 

las reacciones verticales ( ) ( ).22 CCAC lKlMRR θ==−=  La fuerza de compresión en C y RC da lugar a una 

resultante colineal con la barra BC, ya que está sometida solo a dos fuerzas; así, :tanC θθ PPR ≈=  

θ
θ P
l

KR ==
2
C

C  ∴ 
l

KPcr 2
C=  

10. Cierto. Se admite que la barra gira en la posición de equilibrio indiferente un pequeño ángulo θ 

como ilustra la figura 15.14b; por ello el resorte en A se estira δA, el B se contrae δB y se desarrollan las 

fuerzas kAδA  y  kBδB. Del equilibrio del cuerpo libre de la figura 15.14b salen dos ecuaciones cuya solución 

no trivial con la que se deduce la carga crítica resulta de igualar a cero el determinante del sistema: 

∑ +−== BBAA0 δδ kkFy   y  ( ) ( ) BAABAAAB 0 δδδδδ PPlkPlkM −−=+−==∑  

∴  ( ) ( ) lkkPkk
PPlk

kk
BABA

A

BA0 −+=
−−

−
=    ⇒  

BA

BA

kk
lkkPcr +

=  
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Figura 15.14 Barra rígida horizontal. La figura a) muestra una barra rígida y horizontal sostenida por dos resortes de diferentes 
rigideces y en A y B obran fuerzas de compresión iguales; en la b) se observa el diagrama de cuerpo libre de la barra en la 
posición de equilibrio indiferente. 

 

Figura 15.15 Barra rígida y horizontal. En la figura a) se muestra una barra rígida vertical apoyada en una articulación en C y 
sostenida de la pared por dos resortes iguales y en A obra una fuerza de compresión; en la b) se observa el diagrama de cuerpo 
libre de la barra en la posición de equilibrio indiferente. 

11. Se trabaja como en la proposición previa pero ahora la distancia vertical entre las dos fuerzas de 

compresión es ( ) ( ):2BA clld −+= δδ  

∑ +−== BBAA0 δδ kkFy  y ( ) ( ) ( )
cl

Pl
cl

Plclk
cl

PlclkM
22

2
2

20 B
AA

BA
AAB −

−





−
−−=

−
+

−−==∑ δ
δ

δδ
δ  

∴ ( )
( ) ( )cllkk

cl
lPkk

cl
Pl

cl
Plclk

kk
2

222
20 BA

BA

A

BA

−−
−
+

=
−

−





−
−−

−
=  ⇒ 

( )
( )lkk

clkkPcr
BA

2
BA 2
+
−

=  
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12. Falso. Se admite que la barra gira en la posición de equilibrio indiferente un pequeño ángulo θB 

como ilustra la figura 15.15b; así los resortes se estiran, ,2 BBA θδδ l==  y desarrollan las fuerzas kδA y kδB: 







 −+=−+==∑ PklklPlklkM

42
0 AA

B
AC δδδδ  ∴ 

4
5klPcr =  

13. Cierto. Se trabaja como en la proposición previa: 







 −+=−+==∑ PklklPlklkM

2
0 AABAC δδδδ  ∴ 

2
3klPcr =  

14. Falso. Se supone que la barra gira en la posición de equilibrio indiferente y hacia la derecha un 

pequeño ángulo θ C; por ello A se desplaza δA y B se desplaza δB con ,AB ldδδ =  y los resortes desarro-

llan fuerzas iguales a kBδB que tienen el mismo sentido. La barra se mantiene en posición vertical 

si :crPP <  









−=−==∑ P

l
dkPdkM

2
B

AABC
220 δδδ  ⇒ 

4
5 BlkPcr =  y 

21

B2 







>

k
Pld  

15. Falso. Se acepta que la barra gira en la posición de equilibrio indiferente y hacia la derecha un 

pequeño ángulo θ D; en consecuencia A, B y C se desplazan δA, δB y δC con ,CBA clbl δδδ ==  y los resortes 

desarrollan fuerzas respectivamente iguales a kδB y kδC que tienen iguales sentidos: 









−+=−+==∑ P

l
ck

l
bkPckbkM

2
B

2
B

AACBBBD 0 δδδδ  ∴ 
( )

l
cbkPcr

22 +
= B  

16. Falso. Se refuta al hacer  b = c = l/2  en la proposición previa. 

17. Cierto. En presencia de la carga crítica una ligera perturbación hace girar las barras en cada apoyo 

un pequeño ángulo θ, compatible con las condiciones de borde, para adoptar otra posición de equilibrio, 

como muestra la figura 15.16b que se refiere al diagrama de cuerpo libre del conjunto; así B se des-

plaza ,B θδ l=  y se desarrollan en los resortes A, B y C momentos de oposición al giro respectivamente 

iguales a Kθ, 2Kθ y Kθ. De ese diagrama de cuerpo libre, en donde el momento de oposición que se 

produce en el resorte en B es interno, y del de la figura 15.16c: 

,20 CA∑ ++−== lRKKM θθ  CA0 RRFy +==∑  y CB0 RRFy +−==∑  ∴ 0CBA === RRR  

θθδθθ PlKPKKlRM −=−++==∑ 320 BCB  ∴ 
l
KPcr

3
=  
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Figura 15.16 Dos barras rígidas horizontales con resortes. La figura a) muestra dos barras rígidas articuladas entre sí en B, en A 
hay una articulación y en C un patín, donde obra una fuerza de compresión, y en A, B y C hay sendos resortes que se oponen 
a la rotación; en la b) se observa el diagrama de cuerpo libre del conjunto en la posición de equilibrio indiferente; en la c) se 
ilustra el diagrama de cuerpo libre de la barra BC. 

18. Ante la carga crítica, una leve perturbación hace girar el marco un pequeño ángulo θ, compatible 

con los apoyos, para adoptar otra posición de equilibrio como ilustra la figura 15.17b que se refiere al 

diagrama de cuerpo libre del mismo; así C se desplaza, ,2C θδ l=  y se desarrolla en su resorte la fuerza 

kCδC y AB gira θ y en el resorte de B surge el momento KBθ. Del diagrama de cuerpo libre: 

θ
θ

θθ
δ

θ PllkKPllkKM −+=−+==∑ 42
0

2
C

B
CC

BB  ∴ 
l

lkKPcr 4
4 2

CB +=  

 
Figura 15.17 Marco rígido. La figura a) muestra un marco rígido articulado en B, donde un resorte se opone a la rotación, 
apoyado en C en un resorte que se opone al movimiento y en A obra una fuerza de compresión; en la b) se ilustra el diagrama 
de cuerpo libre del marco en la posición de equilibrio indiferente. 
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Figura 15.18 Dos barras rígidas con resortes. La figura a) muestra dos barras rígidas, verticales, articuladas entre sí en B y 
articulada al suelo la BC en C, y en la que en B y C hay resortes que se oponen a la rotación; además en A obra una fuerza de 
compresión. En la b) se ilustra el diagrama de cuerpo libre del conjunto en la posición de equilibrio indiferente en la que se 
supone que las barras AB y BC giran en relación con la vertical, respectivamente, pequeños ángulos θB y θC. En las c) y d) se ven 
los diagramas de cuerpo libre respectivos de las barras AB y BC en las que el ángulo que la primera rota con respecto a la 
segunda es (θB − θC.). 

 19. Cierto. En la posición de equilibrio indiferente se supone que las barras AB y BC giran en relación 

con la vertical ángulos θB y θC, respectivamente, por lo cual la primera gira con respecto a la segunda el 

ángulo (θB −θC) como muestra la figura 15.18b; por ello los resortes en B y C desarrollan los momentos 

K(θB −θC) y KθC, respectivamente. Del equilibrio de los cuerpos libres de las figuras 15.18c y d salen dos 

ecuaciones cuya solución no trivial con la que se encuentra la carga crítica resulta de igualar a cero el 

determinante del sistema y elegir la menor de las soluciones resultantes: 

( ) ( ) CBCBBB 0 θθθθθ KPlKKPlM −−=−+−==∑   y 

( ) ( ) CBCBCCC 20 θθθθθθ PlKKKKPlM −+−=−−+−==∑  

∴  
( )

( ) ( )( )618,2382,03
2

0 222 −−≈+−=
−−

−−
= PlPlKPllP

PlKK
KPlK

 ⇒ 
l

Pcr
382,0

=  

20. Cierto. Se considera que la barra AB gira en la posición de equilibrio indiferente un pequeño án-

gulo θB; por ello el extremo B de la barra BC rota ese mismo ángulo y se desarrolla en ésta, según (10.4) 

el momento torsor :2B0 lGIT θ=  

∑ −= TPlM B1B θ  ∴ 
21

4

21

0

B1 2 ll
GR

ll
GI

l
TPcr

π
θ

===  
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15.8 Columnas 

15.8.1 Proposiciones y ejercicios 

Las proposiciones y ejercicios de esta sección se refieren, a menos que se informe o sobreentienda lo 

contrario, a columnas largas sometidas en los extremos a fuerzas de compresión axiales e iguales a P y 

en algunas de aquellas se admite un ligero movimiento de apoyos. 

1. La curva adoptada por el eje centroidal de una columna durante el pandeo coincide con su elástica. 

2. En la columna biarticulada AB la articulación en A admite un ligero movimiento vertical. Si está 

sometida a la carga crítica demuestre que la elástica es ( ),sen1 lxCv π=  donde C1 es una constante. 

3. Al ocurrir el pandeo la elástica de una columna biarticulada es una parábola. 

4. Se duplica la fuerza de compresión en la columna del ejercicio 15.8.1-2 cuando en esta ocurre el 

equilibrio indiferente. Se duplica entonces la elástica máxima. 

5. En la columna descrita en el ejercicio 15.8.1-2 la carga crítica es .22 lEIP zcr π=  

6. La carga crítica de Euler, ,22 lEIP zcr π= es aplicable a columnas largas no elásticas. 

7. El pandeo de una columna biarticulada de sección rectangular y ,2bh =  ocurre con respecto al eje de 

la sección que es paralelo al lado b. 

8. En los extremos de una columna biarticulada la curvatura de la elástica es nula. 

9. Al duplicar la longitud de una columna biarticulada se reduce a la mitad la carga crítica de Euler. 

10. Se tienen dos columnas biarticuladas y en una la carga crítica es .1crP  Si en la otra todas las dimen-

siones geométricas son 20% mayores que las de la primera, su carga crítica es .0404,1 12 crcr PP =  

11. Dos columnas biarticuladas tienen iguales materiales, longitudes y áreas de la sección recta; una es 

circular y la otra tubular, de radios .2 ie RR =  La carga crítica de Euler es mayor en la hueca. 

12. Dos columnas biarticuladas tienen iguales materiales, longitudes y áreas de la sección recta; una es 

circular y la otra cuadrada. La carga crítica de Euler es mayor en la circular. 
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13. Al duplicar el radio de una columna biarticulada, de sección circular, la carga crítica de Euler se 

multiplica por ocho. 

14. Para formar una columna biarticulada se tienen cuatro platinas iguales de longitudes l y secciones 

rectangulares con  b = 4h, que se unen entre sí para formar secciones cuadradas en las formas 1 y 2; en la 

1 la sección es maciza y cuadrada, de a1 = b = 4h, y en la 2 es hueca, de ,535 22 haa ie ==  ( ) ( ) .125,212 =crcr PP  

15. Dos columnas biarticuladas tienen iguales materiales, longitudes y áreas de la sección recta; una es 

circular y la otra un triángulo equilátero. Entonces ( ) ( ) .145,1P circtria =crcr P  

16. Una columna biarticulada se forma al unir solidariamente tres barras circulares e iguales, de modo 

que en la sección recta los ejes respectivos formen un triángulo equilátero y trabajen como una unidad. 

Halle Pcr. 

17. Tres columnas biarticuladas tienen iguales materiales, longitudes y áreas pero las secciones rectas 

son un círculo, un cuadrado y un triángulo equilátero. Entonces ( ) ( ) ( ) .209,1047,11 triacuadcirc crcrcr PPP ==  

18. Halle la carga crítica de una columna biarticulada y de sección elíptica de eje mayor a y menor b. 

19. En una columna en voladizo la carga crítica es ( ).4 22 lEIP zcr π=  

20. En una columna biempotrada la carga crítica es .4 22 lEIP zcr π=  

21. La columna AB está empotrada en B, articulada en A y este apoyo admite un ligero movimiento 

vertical. Halle Pcr. 

22. La columna AB está empotrada en B, articulada en A y este apoyo puede moverse levemente en 

dirección horizontal; entonces .22 lEIP zcr π=  

23. La columna AB está empotrada en B y en A y este apoyo puede moverse ligeramente en dirección 

horizontal. Halle Pcr. 

24. Dos columnas tienen iguales materiales y longitudes, pero una está biempotrada y su momento de 

inercia es igual a la mitad del de la otra, que está biarticulada. La carga crítica es menor en la biempo-

trada. 
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25. Una columna está biarticulada a paredes rígidas. Si α es el coeficiente de dilatación térmica y la 

temperatura aumenta en ∆T, entonces ( ).22 AlIT zcr απ=Δ  

26. Si todas las dimensiones geométricas de la sección recta de una columna se duplican, la esbeltez se 

reduce a la mitad. 

27. En una columna de sección cuadrada la esbeltez se reduce a la mitad al cuadruplicar el área de la 

sección. 

28. Dos columnas tienen iguales apoyos, longitudes y áreas de la sección recta; una es circular y cuadrada 

la otra. Es mayor la esbeltez de la cuadrada. 

29. La longitud efectiva de una columna empotrada en un extremo y con el otro libre es 2l. 

30. La longitud efectiva de una columna biempotrada es l/2. 

31. Dos columnas, una biempotrada y la otra en voladizo, tienen iguales materiales y geometrías. La 

carga crítica de la primera es ocho veces la de la segunda. 

32. En una columna hiperestática no ocurre el pandeo. 

33. La hipérbola de Euler, o gráfica de ( ) ,22
ze rlEπσ =  es válida para todos los valores de le/rz. 

34. Las columnas cortas fallan por pandeo. 

35. Si la tensión normal en una columna supera el límite proporcional del material, aquella puede fallar 

por pandeo. 

36. Dos columnas biarticuladas tienen iguales geometrías y módulos de Young; pero, a compresión, el 

límite proporcional de la primera es el doble del de la segunda. Entonces la segunda es menos resistente 

al pandeo. 

37. En una columna biarticulada la tensión de pandeo deducida de la fórmula de Euler tiende a infinito 

cuando la esbeltez tiende a cero. 

38. La tensión admisible en una columna centralmente cargada y de esbeltez media varía parabólica-

mente con la esbeltez. 
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39. La columna AB se empotra en el suelo en B y se sostiene en A desde una pared vertical por medio 

de un resorte horizontal lineal, inicialmente relajado y de constante de rigidez kA; la carga crítica resulta 

para la λ que sea la menor raíz de ( )[ ].1tan A
2 lkEIll zλλλ −=  

40. En el caso previo, ;9 3
A lEIk z=  entonces .281,9 2lEIP zcr =  

41. Si en la columna biarticulada AB el apoyo A admite un leve movimiento vertical y en ambos apoyos 

hay resortes lineales que se oponen a la rotación, inicialmente relajados y de rigideces iguales a K, la 

carga crítica resulta para la λ que sea la menor raíz de ( )[ ] ( ) .0sencos1 =+− KlEIl λλλ  

42. La columna de sección rectangular ABC, donde  AB = BC = l/2  y b es paralelo al eje Z, se apoya en 

una articulación en A, apoyo que admite un ligero movimiento vertical, y en una articulación en C; en B 

se impide el movimiento en el eje Y pero se permite en el eje Z. La carga crítica es igual según los ejes 

Y y Z, si  h = 2b.  

15.8.2 Soluciones 

1. Cierto. La columna es un caso particular de viga columna y, bajo el supuesto de que el cuadrado de 

la pendiente de la elástica es pequeño comparado con la unidad, se le aplican las relaciones (15.1), (15.2) 

y (15.4) en las que se tiene en cuenta que  p = 0. Al suponer que en la columna obra la carga crítica, ella 

adopta en el equilibrio indiferente una posición de equilibrio distinta a la de mantenerse recta; esa carga 

crítica es la que permite una solución de la ecuación diferencial (15.4), distinta de la trivial y que cumple 

las condiciones de borde. Esa solución encuentra la forma de la elástica, según la simplificación mencio-

nada atrás, pero la amplitud de la misma queda indeterminada. Nótese que en las proposiciones de la 

sección previa el pequeño ángulo θ debido a la leve perturbación quedaba sin determinación. 

2. En presencia de la carga crítica una leve perturbación hace que la columna pierda la posición vertical 

de equilibrio estable para adoptar otra como muestra la figura 15.19b, compatible con las condiciones 

de borde, la cual representa el diagrama de cuerpo libre y la curva elástica de la misma; del diagrama 

de cuerpo libre de la figura 15.19c se deduce PvM z −=  en ,0 lx ≤≤  y luego con ( )zEIP=2λ  se inte-

gra (15.4). De (14.12) en A y B, ,0BA == vv  salen dos ecuaciones cuya solución no trivial, con la que se 

deduce la carga crítica, resulta de igualar a cero el determinante del sistema y escoger la menor de las 

soluciones halladas: 
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02
2

2

=+ v
dx

vd λ  ⇒ ( ) ( )xCxCv λλ cossen 21 +=  ∴ ( ) 200 Cv ==  y ( ) ( ) ( )lClClv λλ cossen0 21 +==  

( ) ( ) ( )l
ll

λ
λλ

sen
cossen

10
0 −==  ⇒ ... 2, 1,con  , === nn

EI
Pll

z
πλ  

∴  ,mín l
πλ =  2

2

l
EIP z

cr
π

=  y ,sen1 





=

l
x

Cv
π  para 1 =n  

 

Figura 15.19 Columna biarticulada. En la figura a) se ve una columna biarticulada sometida a una fuerza de compresión; en la 
b) se observa el diagrama de cuerpo libre de la columna en la posición de equilibrio indiferente; en la c) se ilustra el diagrama 
de cuerpo libre de un segmento de columna de longitud x. 

3. Falso. Se sigue del ejercicio previo que es una función senoidal. 

4. Falso. Para cargas superiores a la crítica el equilibrio de la columna es inestable y ante cualquier 

perturbación ocurre el colapso. 

5. Cierto. Se dedujo al demostrar el ejercicio 15.8.1-2 

6. Falso. Ya que el análisis con el cual se dedujo ese valor, como se observa en el ejercicio 15.8.1-2, se 

fundamentó en que en la columna se cumplía la ley de Hooke. 

7. Falso. Ya que al observar en (15.16) la expresión para la carga crítica se deduce que el pandeo ocurre 

con respecto al eje para el cual el momento de inercia es menor y, en este caso, es paralelo al lado h. 

8. Cierto. Ya que allí, según (15.4), el momento flector es nulo. 

9. Falso. Se reduce a la cuarta parte ya que .22 lEIP zcr π=  
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10. Cierto. Se calculan el momento de inercia y la longitud de la segunda con respecto a los de la pri-

mera: 

1
4

2 02,1 II =  y 12 02,1 ll =  ∴ crcr P
l

EI
l
EIP 12

1

1
22

2
2

2
2

2 0404,1
02.1
02,1

=
×

==
ππ

 

11. Cierto. Se hallan los momentos de inercia para concluir, según (15.16), cual tiene la mayor Pcr: 

( ) 2222 3 iie RRRRA πππ =−==  ⇒ iRR 3=  ∴ 
( )
( ) 67,1

9
1515

4

4

4

44

maci

huec

maci

huec ≈==
−

==
R
R

R
RR

I
I

P
P iie

cr

cr  

12. Falso. Se repite el procedimiento de la proposición previa: 

22 aRA == π  ⇒ Ra π=  ∴ 
( )
( ) 955,033

4

4

cuad

circ

cuad

circ ≈===
π

π
a
R

I
I

P
P

cr

cr  

13. Falso. Se multiplica por 16, según (15.16), ya que el momento de inercia de la sección 44RI z π=  se 

multiplica por 16. 

14. Cierto. Se calculan y comparan los momentos de inercia respectivos para usar (15.16): 

3
64

12

44
1

1
haI ==  y 

3
136

12

44
2

4
2

2
haaI ie =

−
=  ⇒ 

( )
( ) 125,2

64
136

1

2

1

2 ===
I
I

P
P

cr

cr  

15. Falso. Se hallan y comparan los momentos de inercia respectivos para usar (15.16): 

4
32

2 bRA == π  ⇒ 
3

4 2
2 Rb π
=  y 

4

4

circ
RI π

=  y 
96

34

tria
bI =  

∴ 
( )
( ) 209,1

18
344

96
3

4

4

circ

tria

circ

tria ≈=
















==

π
πR

b
I
I

P
P

cr

cr  

16. El lado y la altura de ese triángulo equilátero son Rl 2=  y ,3Rh =  y como debido a la simetría su 

centroide es un punto principal, basta con hallar el momento de inercia de los tres círculos con respecto 

a un eje centroidal paralelo a la base del triángulo para usar (15.16): 

4
11

3
32

43
3

4
2

42
2

42
2

4 RRRRRRRI z
πππππ

=
























++

























+=  ⇒ 2

43

2

2

4
11

l
ER

l
EIP z

cr
ππ

==  
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17. Cierto. Se usan las proposiciones 15.8.1-12 y 15.8.1-15: 

( ) ( )
955,0

cuad
circ

cr
cr

P
P ≈  y ( ) ( )

209,1
tria

circ
cr

cr
P

P ≈  ∴ 
( ) ( ) ( )

209,1955,01
triacuadcirc crcrcr PPP

=≈  

18. El momento de inercia mínimo de la elipse es, con respecto al eje mayor, ,643abI π=  y se usa (15.16): 

∴  2

33

2

2

64l
Eab

l
EIPcr

ππ
==  

19. Cierto. En los extremos de la columna biarticulada no hay momentos flectores y por ello, según (15.4), 

son puntos de inflexión de la elástica; al observar la columna en voladizo de la figura 15.5a se concluye, 

por la simetría, que a igual situación se llegaría si esta columna tuviese el doble de longitud. Es decir, su 

carga crítica es igual a la de una columna biarticulada pero cuya longitud es 2l, ( ).4 22 lEIP zcr π=  

20. Cierto. En la columna de la figura 15.5d se concluye, de la simetría, que en la mitad de la luz la 

tangente a la elástica es vertical, como si allí hubiese un empotramiento, y que en los puntos medios de las 

mitades superior e inferior de la columna se presentan los cambios de curvatura o puntos de inflexión y 

por tanto, según (15.4), allí los momentos flectores son nulos y la distancia entre ellos es l/2. Así, la carga 

crítica de esta columna es la misma que la de una columna biarticulada pero cuya longitud 

es l/2, .4 22 lEIP zcr π=  

21. Ante la carga crítica, una ligera perturbación hace que la columna pierda la posición vertical de 

equilibrio estable para adoptar otra, como ilustra la figura 15.20b, compatible con las condiciones de 

borde, la cual corresponde al diagrama de cuerpo libre y de la curva elástica de la misma; de la fi-

gura 15.20c sale xRPvM Az +−=  en ,0 lx ≤≤  y luego con ( )zEIP=2λ  se integra (15.4). De (14.12) en A 

y (14.13) en B resultan 0BA == vv  y ,0B =θ  y salen tres ecuaciones cuya solución no trivial con la que 

se deduce la carga crítica surge de igualar a cero el determinante del sistema y encontrar, por tanteo o 

con una calculadora apropiada, la menor de las soluciones: 

zEI
xRv

dx
vd A2
2

2

=+ λ  ⇒ ( ) ( )
P

xRxCxCv A
21 cossen ++= λλ  

∴  ( ) ,00 2Cv ==  ( ) ( ) ( )
P

lRlClClv A
21 cossen0 ++== λλ  y ( ) ( ) ( )

P
RlClCl A

21 sencos0 +−== λλλλθ  
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( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )[ ]lll
P

P
ll

P
lll λλλ

λλλλ

λλ cossen1

1sencos

cossen

010

0 −==  ⇒ ( ) ll λλ =tan  ∴ 4934,4=lλ  y 2
19,20
l

EIP z
cr =  

 

Figura 15.20 Columna empotrada y articulada. En la figura a) se ve una columna empotrada y articulada, apoyo que admite 
una leve movilidad vertical, y sometida a una fuerza de compresión; en la b) se muestra el diagrama de cuerpo libre de la 
columna en la posición de equilibrio indiferente; la c) ilustra el diagrama de cuerpo libre de un segmento de columna de 
longitud x. 

22. Falso. En el extremo A de la columna no hay momento flector y, según (15.4), es un punto de 

inflexión de su elástica; en B la tangente a la elástica es vertical, debido al empotramiento, y al observar 

la posición de equilibrio indiferente en la figura 15.21b de la simetría se concluye que se llega a la misma 

situación de la columna biarticulada del doble de longitud. Es decir, la carga crítica de la columna pro-

puesta es la misma que la de una columna biarticulada pero cuya longitud es 2l, ( ).4 22 lEIP zcr π=  

 
Figura 15.21 Columna empotrada y articulada con movimiento horizontal. En la figura a) se ve una columna empotrada en B 
y articulada en A, apoyo que tiene movilidad horizontal, y sometida a una fuerza de compresión; en la b) se muestra el diagrama 
de cuerpo libre de la columna en la posición de equilibrio indiferente y su imagen especular con respecto al suelo. 
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23. En A y B las tangentes a la elástica debidas a los empotramientos son verticales y, al observar la 

posición de equilibrio indiferente en la figura 15.22b, se concluye de la simetría que en el centro de la 

luz hay un punto de inflexión y que se llega a la misma situación de la columna biarticulada de igual 

longitud. Es decir, la carga crítica de la columna propuesta es la misma que la de una columna biarticu-

lada de longitud l, .22 lEIP zcr π=  

 

Figura 15.22 Columna biempotrada cuyo apoyo A permite movimiento horizontal. En la figura a) se ve una columna biempo-
trada en A y B, pero A permite movimiento horizontal, y sometida a una fuerza de compresión; en la b) se muestra el diagrama 
de cuerpo libre de la columna en la posición de equilibrio indiferente, se señala en el centro de la luz un punto de inflexión y 
la imagen especular con respecto al suelo. 

24. Falso. Se usa (15.16) al tomar en cuenta que :2biartbiemp II =   

( )
( ) 2

4

biaerr
2

2

2
biemp

2

biaerr

biemp
=























=

EI
l

l

EI
P

P

cr

cr

π

π
 

25. Cierto. Al ser rígidas las paredes la suma de las deformaciones térmica, ,TT ∆αε =  y elás-

tica, ( ),AEPE =ε  es igual a 0 y en la columna se desarrolla la fuerza de compresión, ;TAEP ∆α=  luego 

se usa (15.16): 

AET
l

EIP crcr ∆== απ
2

2

 ∴ 
2

2

Al
I

T z
cr α

π
=∆  

26. Cierto. La esbeltez ze rl  es inversamente proporcional al radio de giro de la sección y 

este, ,AIr zz =  se duplica según la información. 
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27. Cierto. Al cuadruplicar el área se duplica el lado del cuadrado y según la proposición previa se 

reduce a la mitad la esbeltez. 

28. Falso. La esbeltez ze rl  es mayor en la que tenga menor radio de giro de la sección, ,AIr zz =  y 

este es menor en la circular ya que según la proposición 15.8.1-12 es la que tiene menor momento de 

inercia. 

29. Cierto. Se demostró en la proposición 15.8.1-19. 

30. Cierto. Se demostró en la proposición 15.8.1-20. 

31. Falso. De (15.16) se deduce que es 16 veces. 

32. Falso. Sirve como contraejemplo la columna biempotrada que es hiperestática. 

33. Falso. Es válida para los valores de la esbeltez que no dan lugar, según la ecuación, a una tensión 

superior al límite proporcional del material 

34. Falso. Fallan básicamente por aplastamiento cuando la tensión ocasionada por la fuerza de compre-

sión alcanza la de ruptura del material 

35. Cierto. La fuerza crítica no puede deducirse en tal caso por medio de la fórmula de Euler, que 

supone elástico el material, pero en las columnas de esbeltez media puede darse una posición de equi-

librio indiferente, aunque para la deducción de la fuerza crítica en ellas no es fácil establecer una teoría 

completamente racional del pandeo ya que la falla ocurre en el dominio plástico, por ello se han pro-

puesto diferentes teorías como las de Engesser Euler o fórmulas empíricas. 

36. Falso. De (15.19) se sigue que la carga crítica de pandeo en una columna no depende de la resisten-

cia del material sino de su geometría y del módulo de Young del material; así, como las columnas tienen 

idéntica geometría e igual módulo de Young, se pandearán bajo igual carga crítica aunque sus resisten-

cias sean muy diferentes. 

37. Falso. Al disminuir la esbeltez la tensión crítica deducida de la fórmula de Euler aumenta, pero esa 

fórmula solo es aplicable en el dominio elástico; de allí en adelante el material ingresa al dominio plás-

tico y no puede usarse la fórmula para inferir un valor infinito de la tensión. 
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38. Cierto y falso. De acuerdo con la explicación. Es falso en general ya que no existe una teoría exacta 

y válida aplicable a todos los materiales y todos los tipos de falla. Es relativamente cierto en algunos 

casos particulares, como en el acero, a los que se puede aplicar la fórmula parabólica ideada por 

J. B. Johnson en 1893. 

 

Figura 15.23 Columna en voladizo con resorte. La figura a) muestra una columna empotrada en B, sostenida en A con un 
resorte y en este extremo actúa una fuerza de compresión; la b) muestra el diagrama de cuerpo libre de la columna en la 
posición de equilibrio indiferente y la c) ilustra el diagrama de cuerpo libre de un segmento de columna de longitud x. 

39. Cierto. En presencia de la carga crítica un leve cambio hace que la columna pierda la posición 

vertical de equilibrio estable para adoptar otra, como ilustra la figura 15.23b, compatible con las condi-

ciones de borde, la cual representa el diagrama de cuerpo libre y la curva elástica de la misma; por ello, 

el punto A se desplaza δA y el resorte desarrolla la fuerza kAδA. De la figura 15.23c se de-

duce ( ) xkvPM z AAA δδ −−=  en ,0 lx ≤≤  y luego con ( )zEIP=2λ  se integra (15.4). De (14.12) en A 

y (14.13) en B resultan ,AA δ=v  0B =v  y ,0B =θ  y salen tres ecuaciones cuya solución no trivial con la 

que se calcula la carga crítica surge de igualar a cero el determinante del sistema: 

zz EI
xk

EI
Pv

dx
vd AAA2
2

2 δδ
λ −=+   ⇒  ( ) ( )

P
xkxCxCv AA

A21 cossen δ
δλλ −++=  

∴ ( ) ,0 A2A δδ +== Cv  ( ) ( ) ( ) 





 −++==

P
lklClClv A

A21 1cossen0 δλλ  y 

( ) ( ) ( )
P

klClCl AA
21 sencos0 δ

λλλλθ −−==  

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) 





 −−−=

−−

−=
P

lk
l

P
lk

P
k

ll
P

lk
ll AA

A

A 1cos
sen

sencos

1cossen

010

0 λλλ

λλλλ

λλ  ⇒ ( ) 







−=

lk
EI

ll z

A

2

1tan
λλλ  
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40. Cierto. De la proposición previa, ( ) ( )91tan 22lll λλλ −=  y ( ) ( ) ,9tan0 33llllf λλλλ +−==  se resuelve 

por tanteo para la primera raíz de λl. Se inicia con ,3=lλ  por la cercanía con π, y se recuerda 

que ( ) :2
zEIP=λ  

Si 3=lλ  ⇒ ( ) ;1425,0−=lf λ  si 1,3=lλ  ⇒ ( ) ;1685,0=lf λ  si 05,3=lλ  ⇒ ( ) 0107,0=lf λ  

Si 04,3=lλ  ⇒ ( ) ;0203,0−=lf λ  si 047,3=lλ  ⇒ ( ) ;0013,0=lf λ  si 0464,3=lλ  ⇒ ( ) 0005,0−=lf λ  

∴ 0464,3≈lλ  y 2
281,9

l
EIP z

cr ≈  

41. Cierto. Ante la carga crítica una leve perturbación impulsa la columna a perder la posición vertical 

de equilibrio estable para adoptar otra, como muestra la figura 15.24b, compatible con las condiciones 

de borde, la cual representa el diagrama de cuerpo libre y la curva elástica de la misma; por ello, la 

elástica en A y B forma ángulos que por la simetría cumplen ,BA θθ −=  y los resortes respectivos desarro-

llan momentos de oposición, .BA θθ KK =  De la figura 15.24c se desprende AθKPvM z +−=  en ,0 lx ≤≤  

y después con ( )zEIP=2λ  se integra (15.4). De (14.12) en A y B y (14.3) en A resultan 0BA == vv  

y ( ) ,0 Aθ=dxdv  y salen tres ecuaciones cuya solución no trivial con la que se halla la carga crítica resulta 

de igualar a cero el determinante del sistema: 

zEI
Kv

dx
vd A2
2

2 θλ =+  ⇒ ( ) ( )
P

KxCxCv A
21 cossen θ

λλ ++=  

∴ ( ) ,00 A
2 P

KCv θ
+==  ( ) ( ) ( )

P
KlClClv A

21 cossen0 θλλ ++==  y  

( )
1A

0 C
dt

dv λθ ==  

( ) ( ) ( ) ( )l
P

lK
P

K
P
K

ll
P
K

λλλλ

λ

λλ sen
cos

10

cossen

10

0 +−=

−

=  ⇒ ( )[ ] ( )
0

sen
cos1 =+−

K
lEI

l
λλλ  
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Figura 15.24 Columna biarticulada con resortes. La figura a) muestra una columna biarticulada, en ambos apoyos hay resortes 
que se oponen a la rotación, el apoyo A permite movimiento vertical y allí actúa una fuerza de compresión; la b) muestra el 
diagrama de cuerpo libre de la columna en la posición de equilibrio indiferente y la c) ilustra el diagrama de cuerpo libre de 
un segmento de columna de longitud x. 

42. Falso. En el plano XY la columna se comporta como biarticulada en A y B, pero de longitud l/2, por 

lo que la carga crítica es ;22
1 4 lEIP zcr π=  en el plano XZ se comporta como biarticulada en A y C, pero 

de longitud l, por lo cual la carga crítica es :22
2 lEIP ycr π=  

2

2

22

2

1
4

l
EI

P
l

EIP y
cr

z
cr

ππ
===  ⇒ zy II 4=  ⇒ 

12
4

12

33 bhhb
=  ∴ hb 2=  

15.9 Cálculos numéricos en columnas relacionados con la carga y la tensión críticas 

de Euler  

15.9.1 Proposiciones y ejercicios 

Las proposiciones y ejercicios de esta sección se refieren, a menos que se informe o sobreentienda lo 

contrario, a columnas largas sometidas en los extremos a fuerzas de compresión axiales e iguales a P y 

en algunas de ellas se admiten ligeros movimientos en los apoyos, como se describieron en la sección 

previa. 

1. En una columna biarticulada, de [GPa] 200=E  y [MPa], 248=Yσ  la esbeltez mínima para que falle por 

pandeo es de 89,2.ggg 

2. Si la columna está biempotrada, en el caso previo, entonces .161=zrl  

3. Las columnas biarticuladas 1 y 2 de longitudes iguales y secciones rectas cuadradas tie-

nen [m], 0125,01 =a  [GPa] 2001 =E  y [GPa]. 702 =E  La carga crítica en ambas es igual, si [m]. 0182,02 =a  
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4. Si los pesos específicos de los materiales son, en el caso previo, ][kNm 7,7 3
1

−=w  y ],[kNm 7,2 3
2

−=w  

la razón entre los pesos de las columnas es .596,012 =WW  

5. Una columna biarticulada tiene sección rectangular y .3bh =  Halle la σcr. 

6. En una columna biarticulada y de sección rectangular, [m], 3,3=l  [m], 05,0=b  [m] 10,0=h  y 

[GPa]; 9,6=E  entonces [kN]. 15,6=crP  

7. En una columna biarticulada y de sección rectangular, [m], 035,0=b  [m], 050,0=h  [GPa] 200=E  y 

[MPa. 230=Yσ  La ecuación de Euler es aplicable si [m]. 85,0=l  

8. En una columna biempotrada y de sección rectangular hueca, [m], 5=l  [m], 10,0=eb  [m], 08,0=ib  

[m], 05,0=eh  [m] 03,0=ih  y [GPa]; 200=E  entonces .[kN] 272=crP  

9. En una columna biempotrada y de sección circular, [m], 0125,0=R  [GPa] 200=E  y [MPa]; 200=Yσ  

entonces .[m] 24,1mín =l  

10. En una columna biarticulada y de sección circular hueca, [m], 83,1=l  [m] 025,0=eR  y [GPa]. 72=E  

Si [kN] 8,17=P  y se usa un factor de seguridad, n = 2,  entonces [m]. 0032,0mín =t  

11. En la columna biempotrada AB y de sección circular hueca, [m], 6,4=l  [m], 038,0=eR  [m] 0064,0=t  

y [GPa]; 210=E  entonces [kN]. 335=crP  

12. En el caso previo los extremos A y B de la columna pueden moverse ligeramente; el A verticalmente 

y el B horizontalmente. Eentonces [kN]. 7,93=crP  

13. Una columna biarticulada tiene, [m], 6,4=l  y su sección recta es la de la figura 12.29a en la 

que [m], 20,01 =b  [m], 0125,012 == hb  [m] 15,02 =h  y [GPa]; 200=E  entonces [MN]. 68,1=crP  

14. Una columna de [m] 12=l  y [GPa], 200=E  empotrada en un extremo y articulada en el otro, tiene 

la sección recta en forma de I y en ella los momentos centroidales principales de inercia 

son ][m 100738,9 45
1

−×=I  y ];[m 108960,3 46
2

−×=I  entonces [kN]. 109=crP  

15. La columna AB, de sección rectangular, [m] 1=l  y [GPa], 200=E  tiene b paralelo al eje Z, está em-

potrada en B y el extremo A es libre de moverse en dirección paralela a h pero no lo puede hacer en 
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dirección paralela a b. Si [kN], 50=P  y el factor de seguridad es n = 2, el diseño es óptimo ante el pan-

deo si [m]. 0514,0=h  

16. En los extremos de la columna AB, de sección rectangular [m] 02,0=b  paralelo al eje Z, [m] 05,0=h  

paralelo al eje Y [m] 2=l  y [GPa], 70=E  hay sendos pernos que los atraviesan de manera que la columna 

actúa como biarticulada con respecto al plano XY y como biempotrada con respecto al plano XZ; 

así, [kN]. 1,32=crP  

17. Una columna biarticulada y de sección circular se forma con un tubo de [m], 038,01 =eR  

[m] 032,01 =iR  y [GPa], 2101 =E  y un núcleo de [m] 032,02 =R  y [GPa]. 9,132 =E  Si [MPa], 138=crσ  en-

tonces [m]. 04,3máx =l  

15.9.2 Soluciones 

1. Cierto. De (15.20) con ,lle =  por estar biarticulada la columna: 

( ) Y
z

cr rl
E σπσ ≤= 2

2

 ∴ 2,89
10248

10200
21

6

92

mín

≈








×
××

=






 π

zr
l

 

2. Falso. Al estar biempotrada, ,2lle =  y se usa (15.20): 

( ) Y
z

cr rl
E σπσ ≤= 2

2

2
 ∴ 178

10248
102002

21

6

92

mín

≈








×
××

=






 π

zr
l

 

3. Falso. En las secciones 124
11 aI =  y ,124

22 aI =  y se usa 22
ecr lEIP π=  con :lle =  

( ) ( ) 2

4
22

2

22

4
11

2

1 1212 l
aEP

l
aEP crcr

ππ
===  ∴ [m] 0163,0

70
0125,0200

41441

2

4
11

2 ≈






 ×
=










=

E
aEa  

4. Cierto. El peso de cada columna es ,2lwaW =  y se usa la proposición previa: 

596,0
0125,07,7
0163,07,2

2

2

2
11

2
22

1

2 ≈
×
×

==
aw
aw

W
W  
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5. Con el menor momento de inercia de la sección, ,44
mín bI =  el radio de giro mínimo es ,12mín br =  

y se usa (15.20), donde :lle =  

( ) 2

22

2
mín

2

12l
Eb

rl
E

cr
ππσ ==  

6. Cierto. Con el menor momento de inercia de la sección, ,123
mín hbI =  y se usa (15.19), donde :lle =  

[kN] 51,6
3,312

05,01,0109,6
12 2

392

2

32

2
mín

2

≈
×

××××
===
πππ

l
Ehb

l
EIP
e

cr  

7. Falso. Con el menor momento de inercia de la sección, ,123
mín hbI =  el radio de giro mínimo 

es ,12mín br =  y se usa (15.20), donde :lle =  

( ) Ycr l
Eb

rl
E σπππσ >≈

×
×××

=== [MPa] 279
85,012

035,010200
12 2

262

2

22

2
mín

2

 

8. Cierto. Se halla el menor momento de inercia y se usa 2
mín

2
ecr lEIP π=  con :2lle =  

][m 10617,8
12

03,008,005,01,0
12

47
3333

mín
−×≈

×−×
=

−
= iiee hbhbI  

[kN] 272
5

10617,81020044
2

792

2
mín

2

≈
××××

≈=
−ππ

l
EIPcr  

9. Cierto. Se usa (15.20), donde ,44RI π=  2Rr =  y :2lle =  

( ) Y
z

cr l
ER

rl
E σππσ ≤== 2

22

2

24
 ∴ [m] 24,1

10200
0125,010200

21

6

292

mín ≈








×
×××

=
πl  

10. Falso. En la columna, ( ) ,444
iez RRI −= π  y se usa 22

ezcr lEIP π=  con lle =  y :tRR ei −=  

( )
2

443

82 l
RREPP iecr −

=≤
π

 ⇒ [m] 0205,0
1072

83,1108,148025,08
41

93

23
4

41

3

2
4 ≈









××
×××

−=







−≤

ππ E
PlRR ei  

∴ [m] 0045,00205,00250,0mín ≈−≈−= ie RRt  
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11. Cierto. Se usa 22
ezcr lEIP π=  con ,2lle =  ( ) 444

iez RRI −= π  y :tRR ei −=  

( ) [kN] 335
6,4

0316,0038,0102104
2

4493

2

2

≈
−×××

==
ππ

l
EIPcr  

12. Falso. Se usa la proposición previa pero ahora según el ejercicio 15.8.1-23, :lle =  

( ) [kN] 7,83
6,44

0316,0038,010210
2

4493

2

2

≈
×

−×××
==
ππ

l
EIP z

cr  

13. Falso. Sean Y y Z ejes centroidales y respectivamente paralelos al alma y a las aletas; en esos ejes se 

determina el menor momento de inercia y se usa 2
mín

2
ecr lEIP π=  con :lle =  

( ) ( ) ][m 10659,3
12

15,01875,0175,02,0
12

2 45
333

221
3

121 −×≈
×−×

=
−−+

=
hbbhhbI z  

][m 10669,1
12

0125,015,02,00125,02
12

2 4 5
333

22
3

11 −×≈
×+××

=
−

=
bhbhI y  

[MN] 56,1
6,4

10669,110200
2

592

2
mín

2

≈
××××

==
−ππ

l
EIPcr  

14. Cierto. Se usa 2
mín

2
ecr lEIP π=  con el menor momento de inercia, y :699,0 lle =  

[kN] 109
12699,0

108960,310200
699,0 22

692

22
mín

2

≈
×

××××
=

×
=

−ππ
l

EIPcr  

15. Cierto. En el plano XZ la columna actúa como articulada en A y empotrada en B por lo que 

ll e 699,01 =  y ( );222
1 699,0 lEIP ycr π=  en el plano XY se comporta como libre en A y empotrada en B, 

por lo cual ll e 22 =  y ( ).22
2 4lEIP zcr π=  El diseño ante el pandeo es óptimo cuando las fuerzas críticas 

son iguales: 

2

2

222

2

1 4699,0 l
EIP

l
EI

P z
cr

y
cr

ππ
==

×
=  ⇒ yz II 1866,8=  ⇒ 

12
1866,8

12

33 hbbh
≈  ⇒ bh 8612,2≈  

2

42

2

2
2

8612,2968 l
Eh

l
EI

n
PP zcr

×
≈==

ππ
 ∴ [m] 0514,0

10200
18612,2961050

41

92

23

≈








××
××××

≈
π

h  
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16. Falso. En el plano XY, ll e =1  y ,22
1 lEIP zcr π=   y en el plano XZ, 22 ll e =  y ,22

2 4 lEIP ycr π=  y se 

escoge la menor carga crítica, que resulta ser :[kN] 0,232 ≈crP  

[kN] 0,36
122

05,002,01070
2

392

2

2

1 ≈
×

××××
==
ππ

l
EIP z

cr  y 

[kN] 0,23
122

05,002,0107044
2

392

2

2

2 ≈
×

×××××
==

ππ
l
EI

P y
cr  

17. Cierto. Las áreas de las secciones son ][m 10319,1 23
1

−×=A  y ],[m 10217,3 23
2

−×=A  y por tanto el 

material 1 que tiene la menor área alcanza primero la carga crítica; se usa 22
ezcr lEIP π=  con :lle =  

2
11

2

11 l
IEAP crcr

πσ ≤=  ∴ 
( ) [m] 04,3

10319,1101384
032,0038,010210

21

36

4493

máx ≈








××××
−×××

= −

πl  

15.10 Columnas que forman parte de sistemas estructurales 

15.10.1 Proposiciones y ejercicios 

1. La barra rígida y horizontal ABC, de AC = 3AB = 3a se une mediante articulaciones en A a la pared 

y en B a la columna vertical y larga BD, de longitud l e EI. Si en C obra la fuerza F dirigida hacia abajo, 

entonces el valor de esta que provoca la falla del sistema es ( ).3 22
fall lEIF π=  

2. Las barras iguales y largas AB y BC se articulan entre sí en B, se empotran en el suelo en A y C, forman 

allí ángulos de 45° con la horizontal, en B obra la fuerza F dirigida hacia abajo y se admite que el pandeo 

ocurre en el plano de la estructura. Halle el valor máximo de F. 

3. Las barras largas AB y BC tienen iguales EI, están articuladas al suelo en A y C y entre sí en B donde 

forman respectivamente con la vertical ángulos, °= 30α  y .45°=β  Si B dista h del suelo, en B obra la 

fuerza F dirigida hacia abajo y el pandeo solo puede ocurrir en el plano de las barras, halle el valor 

máximo de F. 

4. Se tienen los puntos A(0, l), B ( ),0 ,33l−  C(0, 0) y D ( )0 ,33l  y las barras largas AB, AC y AD de 

iguales EI; en A y C hay articulaciones, en B y D empotramientos, en A obra ,FiF yA


−=  y se supone que 

el pandeo solo puede darse en el plano XY. Calcule el valor máximo de F. 
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5. El poste vertical, largo y de sección circular hueca AB, de [m], 2=l  [m], 02,0=eR  [m] 0015,0=iR  

y [GPa], 200=E  está empotrado al suelo en B y sostenido desde una argolla en A por dos cables atiran-

tados de igual manera, unidos al suelo en argollas, simétricos con respecto al poste y que forman con 

este ángulos iguales a .45°=α  Si el factor de seguridad contra el pandeo en el plano de la estructura 

es n = 2, la máxima fuerza de tracción admisible en los cables es [kN]. 26,25máx =T  

6. Se tienen los puntos A(0, 0), B(3, 4)c y C(3, 28/3)c y las barras largas y circulares AB y BC, 

de [GPa] 200=E  y [m]; 015,0=R  en A, B y C hay articulaciones, en B obra ,FiF xB


−=  se supone que el 

pandeo solo puede darse en el plano XY, c = 0,3 [m] y el factor de seguridad es n = 2,5. Enton-

ces [kN]. 37,8máx =F  

7. Se tienen los puntos A(0, 12)c, B(0, 0) y C(5, 0)c. El poste largo AB, de sección circular 

hueca, ,12cRe =  espesor t y módulo E, se articula al suelo en B, soporta en A a ,A FiF x−=


 se mantiene 

en equilibrio por medio del cable AC unido con argollas al poste en A y al suelo en C, [m] 30,0=c  

y [GPa]. 200=E  Si [kN], 8,17=F  y se considera que el pandeo solo ocurre en el plano XY, enton-

ces [m]. 0115,0mín =t  

8. Se tienen los puntos A(0, 0), B(10, 0)c y C la barra BC y la barra larga y de sección cuadrada AB de 

módulo E y a = c/8, articuladas ambas barras en sus extremos. En B obran ,B FiF y


−=  [m], 30,0=c  

[GPa], 200=E  se usa un factor de seguridad contra el pandeo, n = 2, y se admite que el pandeo solo 

puede darse en el plano XY. Entonces [kN]. 78,9máx =F  

9. Se tienen los puntos A(0, 0), B(1, tanθ)l y C(0, tanθ)l, la barra BC y la barra larga AB, articuladas en 

los extremos, de iguales secciones circulares y E. Si en B obra ,FiF y


−=  y se supone que el pandeo solo 

puede ocurrir en el plano XY, calcule el valor del ángulo θ para el cual el volumen de la barra AB es 

mínimo. 

10. Se tienen los puntos A(0, 0), B(6, −2,5)c, C(6, 2,5)c y D(12, 0)c, la barra larga CB, de sección cuadrada, 

módulo E, a = c/8, y los cables ABD y ACD que pasan por argollas en A, B, C y D y se atirantan desde A 

y D por medio de sendas fuerzas horizontales iguales en magnitud a F y de sentidos opuestos. 

Si c = 0,30 [m], E = 70 [GPa],  y el factor de seguridad es n = 2, entonces [kN]. 7,60máx =F  
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11. Se tienen los puntos A(0, 0), B(0, b), C(2c, b) y D(c, b− h), las barras largas AB y CB, articuladas en A, B 

y C y de iguales EI, y el cable BDC que pasa por argollas en B, C y D y se jala desde D por medio de la 

fuerza, .D FiF y


−=  Calcule el valor de h para el cual es máximo el factor de seguridad contra el pandeo. 

12. Si en el caso previo, [kN] 400=F  y [m], 4== cb  y las barras son de sección circular, de [m] 05,0=R  

y [GPa], 200=E  entonces el factor de seguridad máximo contra el pandeo es .25,4máx =n  

13. La barra rígida y horizontal ABCD, de AD = 4AB = 4BC = 4a se empotra a la pared en A, un apoyo 

guiado que puede moverse verticalmente, y en articulaciones en B y C a las columnas verticales y lar-

gas BD y CF, de iguales l e EI. Si en D y F hay articulaciones y en C obra ,C FiF


−=  enton-

ces ( ).45 22
máx lEIF π=  

14. En A del caso previo hay una articulación y en C actúa, ,C MiM z


−=  en lugar de la fuerza. Calcule 

el Mmáx. 

15. La barra rígida y horizontal ABCD, de ,[m] 60,0AB =  x=AC  y [m], 5,1AD =  se articula en B a la 

columna vertical, de sección cuadrada y larga BH, que está empotrada en el suelo en H y tiene, [m], 50,1=l  

[m] 025,0=a  y [GPa]; 210=E  en A la barra horizontal se articula a la varilla vertical AE que en E se une al 

suelo en una articulación. Si en C actúa, [kN], 45,4C yy iFiF


−=−=  entonces [m]. 011,1máx =x  

15.10.2 Soluciones 

1. Cierto. Sea P la fuerza de compresión que la barra ABC ejerce sobre la columna BD; del equilibrio 

de momentos en A de las fuerzas que obran en la barra ABC resulta .3PF =  La carga crítica en la 

columna BD por estar biarticulada es ,22
ecr lEIP π=  con :lle =  

2

2

fall 33 l
EIPF cr π

==  

2. Sea P la fuerza desarrollada en cada barra, las cuales por simetría son iguales; del equilibrio de fuerzas 

verticales en B sale .45cos2 °= PF  La estructura colapsa cuando ambas barras alcanzan sus cargas críticas; 

por estar articuladas en un extremo y empotradas en el otro, éstas son iguales a ,22
ecr lEIP π=  

con :699,0 lle =  
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222

2

máx
57,28

699,0
45cos245cos2

l
EI

l
EIPF cr ≈

°
=°=

π
 

3. Sean P1 la fuerza de compresión en la barra AB de longitud ,cosAB αhl =  y P2 la de la barra BC de 

longitud ;cosBC βhl =  del equilibrio de fuerzas en B resultan ( ) ββα sensen1 += PF  

y ( ) .sensen2 αβα += PF  El sistema falla cuando una de las barras alcanza su carga crítica, que por estar 

biarticulada es ,22
ecr lEIP π=  y la longitud efectiva es la verdadera: 

( ) ( )
2

2

2

22
1 025,1

45sen
30cossen75

sen
sen

h
EI

h
EIP

F cr ππ
β

βα
≈

°
°×°

=
+

≤  

( ) ( )
2

2

2

22
2 966,0

sen30
45cossen75

sen
sen

h
EI

h
EIP

F cr ππ
α

βα
≈

°
°×°

=
+

≤  ∴ 2

2

máx 966,0
h

EIF π
≈  

4. Sean P1 las fuerzas en las barras AB y AD que por la simetría son iguales y P2 la de la barra AC; del 

equilibrio de fuerzas verticales que obran en A resulta .cos2 12 θPPF +=  El sistema colapsa cuando las 

tres barras alcanzan sus cargas críticas respectivas, ;22
ecr lEIP π=  para las barras AB y AD que tienen 

un extremo articulado y el otro empotrado, ,30cos699,0 °= lle  y para la biarticulada, AC, :lle =  

222

32

2

2

12máx
11,36

699,0
30cos2cos2

l
EI

l
EI

l
EIPPF ≈

°
+=+=

ππθ  

5. Falso. Sean P la fuerza desarrollada en el poste y T las que atirantan cada cable, las cuales por la 

simetría son iguales. Del equilibrio de fuerzas verticales en A sale ( ).cos2 αPT =  La fuerza máxima de 

tracción en los cables es la que origina en el poste la carga crítica, que es igual por estar articulado el 

poste en un extremo y empotrada en el otro a 22
ecr lEIP π=  con :699,0 lle =  

α
π

α cos4cos42 2

2
máx

e

cr

l
EIPTT ==≤  ∴ 

( ) [kN] 67,30
45cos2699,044
015,002,010200

22

4493

máx ≈
°××××

−×××
=
πT  

6. Cierto. Sean P1 la fuerza de compresión en la barra AB de longitud 5c y que forma con la horizontal 

el ángulo ( ) ,13,5334tan 1 °== −θ  y P2 la fuerza de compresión en la barra BC de longitud 16c/3. Del 

equilibrio de fuerzas en B se deducen θcos1PF =  y .cotan2 θPF =  El sistema falla cuando una de las 
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barras alcanza la carga crítica ,22
ecr lEIP π=  donde la longitud efectiva es la verdadera, pues ambas 

están biarticuladas: 

( )
[kN] 21,9

3,033,545,2
13,3cotan5015,010200

5,2
cotan

22

492
2 ≈

×××
°×××××

=≤
ππθcrP

F  

( )
[kN] 37,8

3,02545,2
13,53cos015,010200

5,2
cos

2

492
1 ≈

×××
°×××××

=≤
ππθcrP

F  ∴ [kN] 37,8máx =F  

7. Cierto. Sean P la fuerza de compresión en el poste AB de longitud 12c y T la de tracción en el cable AC 

que forma con la vertical el ángulo ( ) .62,22125tan 1 °== −θ  Del equilibrio de fuerzas en A sale .tanθFP =  

El sistema falla si el poste biarticulado alcanza la carga crítica ,22
ecr lEIP π=  en la que :12cle =  

( )
( )2

443

124tan c
RREPF ie

cr
−

=≤
π

θ
 ⇒ [m] 01352,0

62,22tan10200
3,012108,174

12
3,0

41

93

2234

≈












°×××
××××

−





≤=−

πie RtR  

∴ [m] 0115,0mín ≈t  

8. Falso. Sean P la fuerza de compresión en la barra AB de longitud 10c y T la de tracción en la BC que 

forma con la horizontal el ángulo ( ) .3033tan 1 °== −θ  Del equilibrio de fuerzas en B resulta .tanθPF =  

El sistema falla si la barra biarticulada AB alcanza la carga crítica ,22
ecr lEIP π=  en la que :10cle =  

( )2
42

1024
tan

2
tan

c
EaPF cr θπθ

=≤  ∴ [kN] 43,10
3,01024

30tan0375,010200
22

492

máx ≈
××

°××××
=
πF  

9. Sean P la fuerza de compresión en la barra AB de longitud ,cosAB θll =  ,44RI π=  y volu-

men ,cos2
AB θπ lRV =  y T la de tracción en la BC que forma con la horizontal el ángulo θ ; del balance 

de fuerzas en B sale .senθPF =  El sistema falla cuando la barra biarticulada AB alcanza la carga crí-

tica ,22
ecr lEIP π=  donde ;ABlle =  en tal caso se expresa VAB en función de R y θ  y se averigua el mí-

nimo por derivación: 

4

42
AB

2

243

2
AB

2

4
cossen

4
cossensen

l
EV

l
ER

l
EIPF cr

θθπθθππθ ====  ⇒ θθ
π

221
214

AB cossen4 −−








=

E
FlV  
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






 −








==

θθ
θθ

πθ 233

22214
AB

sencos
cossen44

2
10

E
Fl

d
dV

 ⇒ 
2
1

tan =θ ∴ °≈ 57,26θ  

10. Cierto. Sean P la fuerza de compresión en la barra BC de longitud cl 5BC =  y ,124aI =  y T la de 

tracción en los cables, igual en ambos por la simetría (figura 15.25) y que forman con la vertical ángulos 

iguales a ( ) .38,675,26tan 1 °== −θ  De los equilibrios de fuerzas en C y A (figuras 15.25b y c) sale .tanθPF =  

La falla ocurre cuando la barra biarticulada BC alcanza la carga crítica 22
ecr lEIP π=  con :BClle =  

( )2
42

524
tan

2
tan

c
EaPF cr θπθ

=≤  ∴ [kN] 7,60
3,0524

38,67tan0375,01070
22

492

máx ≈
××

°××××
=
πF  

 

Figura 15.25 Columna comprimida por cables. a) muestra la columna BC comprimida por medio de los cables tensados ABD 
y ACD y en todos los puntos hay argollas; en b) se ilustra el diagrama de cuerpo libre del punto C; en c) se ve el diagrama de 
cuerpo libre del punto A. 

11. La reacción en A, por estar sometida la barra AB solo a dos fuerzas, no tiene componente horizontal 

y se nomina R1 y en C las reacciones son R2 y R3 (figura 15.26a); del equilibrio de la estructura repre-

sentada en la figura 15.26a se deducen 221 FRR ==  y .03 =R  Sean P1 la fuerza de compresión en la 

barra AB de longitud b, factor de seguridad n1 y ,211 FRP ==  P2 la fuerza de compresión en la barra BC 

de longitud 2c y factor de seguridad n2, y T la tracción en el cable que forma con la vertical ángulos 

iguales a ( ).tan 1 hc−=θ  De los equilibrios de fuerzas en D y C (figuras 15.26c y d) resultan ( )θcos2FT =  

y .2tan2 θFP =  La estructura falla cuando una de las barras biarticuladas AB o BC alcanza la carga 

crítica, ,22
ecr lEIP π=  en donde la longitud efectiva es la verdadera, y el factor de seguridad se maxi-

miza cuando ambos factores son iguales: 

( ) ( ) 3

2

2

2

2

2
22

2

1

1
1 2tan2

2
Fc
hEI

Fc
EI

P
Pn

Fb
EI

P
Pn

crcr

π
θ

ππ
======  ∴ 2

34
b
ch =  
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Figura 15.26 Estructura de barras y cables. En la figura a) las barras AB y BC están articuladas entre sí y en los apoyos, y 
comprimidas por efecto de la tracción que en el cable BDC genera la fuerza F; en las b), c) y d) se muestran los diagramas de 
cuerpo libre de la barra AB y de los puntos D y C. 

12. Falso. Del ejercicio previo: 

03,3
41044

05,01020022
25

493

2

2

1máx ≈
×××
×××

===
ππ

Fb
EInn  

13. Falso. Sean PB y PC las fuerzas de compresión que la barra ABC respectivamente ejerce en las co-

lumnas BD y CF; del equilibrio de fuerzas verticales que obran en la barra ABCD resulta ,CB FPP =+  ya 

que en el apoyo A no se desarrolla una fuerza vertical. El sistema colapsa cuando las columnas BD y CF 

alcanzan sus cargas críticas; estas son iguales por estar biarticuladas a ,22
ecr lEIP π=  con :lle =  

( ) ( ) 2

2

CBfall
2

l
EIPPF crcr

π
=+=  

14. Se usa la proposición previa, pero en este caso del equilibrio de momentos en A de las cargas que 

obran en la barra ABCD resulta .2 CB dMPP =+  El sistema colapsa cuando las columnas BD y CF alcan-

zan sus cargas críticas; estas son iguales por estar biarticuladas las columnas a ,22
ecr lEIP π=  con :lle =  

( ) ( )[ ] 2

2

CBmáx
32

l
dEIPPdM crcr

π
=+=  

15. Cierto. Sea P la fuerza de compresión que la barra ABCD ejerce sobre la columna BH; al tomar 

momentos en A de las fuerzas que obran sobre la barra ABCD resulta .ABFxP =  La carga crítica en la 

columna BH debido al tipo de apoyos es 22
ecr lEIP π=  con 124aI =  y ,2lle =  como se estableció en la 

proposición 15.8.1-22: 

2

2

4AB l
EIFxP π

≤=  ∴ [m] 011,1
1045,45,1124

6,0025,010210
32

492

máx ≈
××××
××××

=
πx  
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15.11 Cálculos numéricos en elementos sometidos a compresión y relacionados con la 
esbeltez, el tipo de material y las recomendaciones de las asociaciones respectivas 

15.11.1 Proposiciones y ejercicios 

Las proposiciones y ejercicios de esta sección se refieren, a menos que se informe o sobreentienda lo 

contrario, a columnas sometidas en los extremos a fuerzas de compresión axiales e iguales a P; los que 

mencionan columnas de acero se contestan con base en las recomendaciones y expresiones desarrolladas 

por la American Institute of Steel Construction (AISC), anotadas en el apartado 15.1-21; las de aluminio 

con las de la Aluminum Asociation (AA), incluidas en el apartado 15.1-22; las de madera con las de la 

National Forest Products Association (NFPA) y el American Institute of Timber Construction (AITC), 

presentadas en el apartado 15.1-23. 

1. En una columna larga la falla puede ocurrir por aplastamiento. 

2. Para el diseño de columnas largas da lo mismo definir el factor de seguridad en relación con la fuerza 

máxima que con la tensión máxima. 

3. La ecuación de la secante es aplicable a columnas largas. 

4. La fuerza crítica predicha por la fórmula de Engesser Euler para el pandeo inelástico es menor que 

la que resulta de la fórmula de Euler. 

5. Si una columna de longitud media y de 60=ze rl  se pandea cuando [MPa], 276=Yσ  entonces el 

módulo tangente del material respectivo es [GPa]. 101=TE  

6. Una columna biarticulada, de sección circular y de [m] 04,0=R  y [m], 5,1=l  se fabrica con un material 

bilineal en el que la relación σ-ε es [MPa] 10250 9εσ ×=  para ,001,00 ≤≤ ε  y 

( )[MPa] 105,1110100 36 εσ ×+×=  para ;007,0001,0 ≤≤ ε  entonces [MN]. 13,1=crP  

7. En el caso previo la columna está biempotrada. Calcule la pcr. 

8. En el SI la constante de columna Cc para columnas de acero se mide en metros. 

9. La constante de columna Cc para columnas de acero se reduce a la mitad al duplicar el área de la 

sección recta de la columna. 

10. En una columna de acero el factor de seguridad mínimo es 5/3. 
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11. La tensión admisible en una columna de acero cuya esbeltez es la constante de columna es igual a la 

tercera parte de la tensión de fluencia del material. 

12. Si es igual a 100 la esbeltez de una columna de acero de [GPa] 200=E  y [MPa], 300=Yσ  esa columna 

no es larga. 

13. En el caso previo el factor de seguridad es igual a 1,72. 

14. La tensión admisible en una columna de aluminio de longitud media depende del cuadrado de su 

esbeltez. 

15. En una columna de aluminio 2014-T6, ;50=rle  entonces [MPa]. 133=Wσ  

16. En las columnas de madera de esbeltez media la relación entre la tensión admisible y la esbeltez es 

lineal. 

17. La tensión admisible ante el pandeo es mayor en una columna de acero que en otra de madera 

cuando ambas son largas, biarticuladas y de idénticas geometrías. 

18. En las columnas largas de madera se recomienda usar un factor de seguridad igual a 4. 

19. En una columna biarticulada de acero, [m], 10,6=l  ],[m 1013,1 22−×=A  [m], 065,0=zr  [GPa] 200=E  y 

M;249=Yσ  entonces [MN]. 25,1=WP  

20. En el caso previo, [kN]. 891=WP  Calcule lmáx. 

21. En una columna biarticulada de acero, [m], 86,4=l  ],[m 1090,1 22−×=A  [m], 067,0=yr  [m], 117,0=zr  

[GPa] 200=E  y [MPa]; 249=Yσ  entonces [MN]. 936,1=WP  

22. Una columna de acero y de sección cuadrada, empotrada en un extremo y articulada en el otro, 

tiene [m], 3,0=l  [m], 012,0=a  [MPa] 414=Yσ  y [GPa]; 207=E  entonces [kN]. 1,32=WP  

23. El factor de seguridad de una columna biempotrada de acero, de sección circular, [m], 5=l  

[m], 1,0=R  [GPa] 200=E  y [MPa], 200=Yσ  es igual a 1,89. 

24. En una columna biarticulada de acero y de sección circular hueca, [m], 4,5=l  [m], 057,0=eR  

[m], 051,0=iR  [GPa] 200=E  y [MPa]; 249=Yσ  entonces [kN]. 105=WP  
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25. En una columna biarticulada de acero y de sección circular hueca, [m], 044,0=eR  [m], 037,0=iR  

[GPa], 200=E  [MPa] 249=Yσ  y [kN]. 94=P  Calcule lmáx. 

26. Una columna de acero y de sección circular hueca, empotrada en un extremo y libre en el otro tiene 

[m], 6,2=l  [m], 070,0=eR  [m], 063,0=iR  [GPa] 200=E  y [MPa]; 249=Yσ  entonces [kN]. 236máx =P  

27. En una columna biempotrada de acero y de sección circular, [m], 5,4=l  [GPa], 200=E  

[MPa] 340=Yσ  y [kN]. 80=P  Calcule el Rmín. 

28. En una columna biarticulada de aluminio 2014-T6 y de sección rectangular, [m], 80,0=l  bh 2=  y 

[kN]; 53=P  entonces [m]. 10720,2 2−×=b  

29. En una columna biarticulada de aluminio 2014-T6 y de sección circular hueca, [m], 406,0=l  tRe 5=  

y [kN]; 3,22=P  entonces ( ) [m]. 0123,0mín =eR  

30. En una columna biempotrada de aluminio 2014-T6 y de sección cuadrada hueca, [m], 60,3=l  

[m] 200,0=ea  y [m]; 174,0=ia  entonces [MN]. 89,1=WP  

31. Una columna biarticulada de aluminio 6061-T6 y de sección circular tiene [m] 3=l  y [m]. 05,0=R  

Falla entonces si se la somete a [kN]. 100=P  

32. En el caso previo, [m]. 2,3=l  Calcule PW. 

33. En una columna biarticulada de aluminio 6061-T6 y de sección circular, [m] 015,0=R  y [kN]; 60=P  

entonces [m]. 469,0máx =l  

34. En el caso previo, [m]. 60,0=l  Calcule Rmín. 

35. Una columna de aluminio 6061-T6 y de sección circular hueca, empotrada en un extremo y libre en 

el otro, tiene [m], 60,0=l  [m] 041,0=eR  y [m]; 038,0=iR  entonces [kN]. 80=WP  

36. En una columna biarticulada de madera y de sección cuadrada, [m], 140,0=a  [GPa] 10=E , 

[MPa] 12=′σ  en dirección del grano, y [kN]; 178=P  entonces [m]. 51,2máx =l  

37. En el caso previo, [m]; 91,1=l  entonces [m]. 129,0mín =a  
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38. En una columna biarticulada de madera y de sección rectangular, [m], 50,5=l  [m], 125,0=b  

[m], 150,0=h  [GPa] 12=E  y [MPa], 8=′σ  en dirección del grano. Halle PW. 

39. En una columna biarticulada de madera y de sección circular, [m], 3=l  [GPa], 1,9=E  [MPa] 25,7=′σ  

en dirección del grano, y [kN]; 356=P  entonces [m]. 127,0mín =R  

40. La viga columna en voladizo AB, de sección cuadrada y de acero, tiene [m], 2,1=l  [GPa] 200=E  

y [MPa], 250=Yσ  y soporta en B a [kN] 25xB iP


−=  con .2aey =  Por el método de las tensiones admisi-

bles resulta que [m]. 0509,0mín =a  

41. La viga columna en voladizo AB, de sección rectangular y de aluminio 2014-T6, tiene [m], 1,02 == bh  

[m], 2=l  y en B obra, PiP x


−=B  con [m]. 025,0=ye  Por el método de las tensiones admisi-

bles, [kN]. 11máx =P  

42. La viga columna de madera simplemente apoyada AB, de sección rectangular, [m], 0,402 == bh  

[GPa] 12=E  y [MPa] 10=′σ  en dirección del grano, soporta en B a [kN] 60B xiP


−=  con [m]. 03,0=ye  Al usar 

el método de las tensiones admisibles, resulta [m]. 10máx =l  

43. La viga columna simplemente apoyada AB, de sección circular y de aluminio 6061-T6, 

tiene [m],026,0=R  y soporta en B a [kN] 45B xiP


−=  con [m]. 02,0=ye  Si la tensión admisible a la flexión 

es [MPa], 150=WFσ  al usar el método interactivo resulta que [m]. 26,1máx =l  

44. La viga columna en voladizo AB, de sección circular y de madera, tiene [m], 5,4=l  [m], 125,0=R  

[GPa], 12=E  [MPa] 10=′=σσWF  en dirección del grano y soporta en B a PiP x


−=  con [m]. 30,0=ye  Al 

usar el método interactivo resulta que [kN]. 5,32máx =P  

15.11.2 Soluciones 

1. Falso. Estas columnas fallan por pandeo de acuerdo con la fórmula de Euler, aplicable hasta el límite 

proporcional del material, el cual es inferior a la resistencia última del mismo. 

2. Cierto. Es cierto en este caso ya que la relación entre la fuerza y la tensión máximas es lineal; no 

ocurre lo mismo en vigas columnas en las que se debe definir en relación con la fuerza. 
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3. Falso. Estrictamente no, ya que fue deducida para vigas columna. Sin embargo, sí puede tomarse en 

cuenta en el diseño de las columnas reales en vista de las eventuales imperfecciones geométricas o del 

material o por la excentricidad de la carga, como se informó en el apartado 15.1-19. 

4. Cierto. Ya que al sobrepasarse el límite de proporcionalidad del material, la pendiente de la curva σ-ε 

del mismo que corresponde al módulo de Young tangente disminuye. Cuando la tensión crítica está por 

debajo del límite proporcional, el módulo tangente es igual al módulo de Young 

5. Cierto. De (15.24): 

( )2
2

ze

T
Ycr rl

Eπσσ ==
 ∴ [GPa] 10160106,27

2

26

≈
××

=
πTE  

6. Falso. En este caso, [GPa] 250=E  y [MPa] 200=Pσ  en ,001,00 ≤≤ ε  [GPa] 150=TE  en 007,0001,0 ≤≤ ε  

y |.75=ze rl  De (15.24) en las zonas elástica y plástica del material resulta: 

( )
[MPa] 200[MPa] 439

75
10250

2

92

2

2

>≈
××

==
ππσ

ze
cr rl

E

 ∴ [MN] 32,1
5,14

04,010150
2

493

2

2

≈
×

×××
==
ππ

l
IEP T

cr  

7. Se usa la proposición previa pero en este caso por estar biempotrada la columna, :2lle =  

( )
[MPa] 200[MPa] 1755

75
102504

2

92

2

2

>≈
××

==
ππσ

ze
cr rl

E

 ∴ [MN] 29,5
5,14

04,0101504
2

493

2

2

≈
×

×××
==
ππ

l
IEP T

cr  

8. Falso. Es adimensional y la esbeltez que para la AISC separa las columnas largas de las medias y 

cortas. 

9. Falso. Solo depende del material, según (15.29). 

10. Cierto. Ocurre de acuerdo con (15.30) cuando la esbeltez de la columna es nula. 

11. Falso. Si ,Cze Crl =  se sigue de (15.30) que :1223=n  

23
6

2
1

23
12

2
11

2
YY

C

eY
W C

rl
n

σσσσ =





=




















−=  



 
Álvaro Gaviria Ortiz 

1379 

 

12. Cierto. Son largas las columnas de acero con esbelteces mayores que la constante de columna dada 

en (15.29): 

100115
10300

102002
6

92

>≈
×

××
=

π
CC  

13. Falso. Se usan la proposición previa y (15.30) con :100=ze rl  

91,1
115
100

8
1

115
100

8
3

3
5 3

=





−






+=n  

14. Falso. Para las columnas de aluminio de esbeltez media se usa una relación de primer grado entre 

la tensión admisible y la esbeltez como se observa en (15.33) y (15.36). 

15. Cierto. Según (15.36) esa columna es de esbeltez media y con base en (15.36): 

( ) [MPa] 1331050585,1212 6 ≈××−=Wσ  

16. Falso. Se observa en (15.40) que esa relación es no lineal y de cuarto grado. 

17. Cierto. De la tabla 4.1 del apartado 7.1-23 se concluye que entre los módulos de Young del acero y 

la madera se cumple ;15maac >EE  se usa (15.31) con 92,1≈n  y (15.41): 

( )
( ) 21

92,1
74,2

ma

ac >=
ma

ac

W

W

E
E

σ
σ  

18. Falso. El factor de seguridad según (15.41) es 2,74. 

19. Falso. Por ser biarticulada la columna, lle =  y .8,93≈ze rl  Se usan (15.29) y (15.30): 

8,93126
10249

102002
6

92

>≈
×

××
=

π
CC  y 89,1

126
8,93

8
1

126
8,93

8
3

3
5 3

≈





−






+=n  

M2,95
126

8,93
2
11

89,1
10249 26

≈

















−

×
=Wσ  ∴ [MN] 08,1102,951013,1 62 ≈×××≈×= −

WW AP σ  

20. De la proposición previa, ,126≈CC  y para este caso, [MPa]. 85,78== APWWσ  Al disminuir la fuerza 

admisible aumenta la esbeltez y esta se deduce de (15.30) que lleva a una ecuación cúbica que se resuelve 

por tanteo: 
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( ) 6
232

10
1262

11249
1268

1
1268

3
3
585,78

2
110 ×






























−−


















−






+=




















−−== zzz

C

z
YWz

rlrlrl
C

rlnrlf σσ  

Si 110=zrl  ⇒ ( ) [MPa] 44,310
126
110

2
11249

126
110

8
1

126
110

8
3

3
585,78 6

23

−≈×





























−−


















−






+=zrlf  

Si 115=rl  ⇒ ( ) [MPa] 32,510
126
115

2
11249

126
115

8
1

126
115

8
3

3
585,78 6

23

≈×





























−−


















−






+=rlf  

Si 112=zrl  ⇒ ( ) [MPa] 15,010
126
112

2
11249

126
112

8
1

126
112

8
3

3
585,78 6

23

≈×





























−−


















−






+=zrlf  

Si 8,111=zrl  ⇒ ( ) [MPa] 22,010
126

8,111
2
11249

126
8,111

8
1

126
8,111

8
3

3
585,78 6

23

−≈×





























−−


















−






+=zrlf  

∴ 112≈zrl  y [m] 28,7065,0112 ≈×≈l  

21. Falso. Se sigue de (15.30) que el factor de seguridad y la tensión admisible disminuyen al aumentar 

la esbeltez de la columna, y esta es máxima con lle =  por ser biarticulada la columna y ry que es el menor 

radio de giro de la sección; así, ( ) ,5,72máx =rle  y se usan (15.29) y (15.30): 

5,72126
10249

102002
6

92

>≈
×

××
=

π
CC  y 86,1

126
5,72

8
1

126
5,72

8
3

3
5

3

≈





−






+=n  

[MPa] 112
126

5,72
2
1

1
86,1

10249
26

≈

















−

×
=Wσ  ∴ [MN] 128,210112109,1 62 ≈×××≈×= −

WW AP σ  

22. Falso. En este caso, ,][m 1044,1 24−×=A  [m] 1046,312 3−×≈= arz  y ,6,60=ze rl  con ,699,0 lle =  

por el tipo de apoyos; se usan (15.29) y (15.30): 

6,603,99
10414

102072
6

92

>≈
×

××
=

π
CC  y 87,1

3,99
6,60

8
1

3,99
6,60

8
3

3
5 3

≈







−








+=n  

M180
3,99
6,60

2
11

87,1
10414 26

≈



















−

×
=Wσ  ∴ [kN] 9,25101801044,1 64 ≈×××≈×= −

WW AP σ  
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23. Cierto. El radio de giro y la esbeltez de la columna, con lle =  por ser biarticulada, 

son [m] 05,02 == Rrz  y ;100=ze rl  se usan (15.29) y (15.30): 

100140
10200

102002
6

92

>≈
×

××
=

π
CC  y 89,1

140
100

8
1

140
100

8
3

3
5 3

≈





−






+=n  

24. Cierto. En la columna, ,][m 10035,2 23−×≈A  ,][m 10977,2 46−×≈zI  [m] 1082,3 2−×≈zr  y ,141≈ze rl  

con lle =  por ser biarticulada; de (15.29) se deduce que 141126 <≈CC  y se usa (15.31): 

92,1
12
23

≈=n  y [MPa] 4,51
14193,1

10200
2

92

≈
×

××
=
πσW  ∴ [kN] 105104,5110035,2 63 ≈×××≈×= −

WW AP σ  

25. De la proposición previa, 126≈CC  y ;92,1≈n  en este caso, ,][m 10781,1 23−×≈A  ],[m 10471,1 46−×≈I  

[m], 1087,2 2−×≈zr  [MPa] 8,52≈σ  y ,84,34 lrl ze ≈  con ,lle =  por ser biarticulada la columna. Para ele-

gir entre (15.30) y (15.31) se tantea y por ello se supone ,zeC rlC <  se usa (15.31) y se verifica la supo-

sición; en caso de no cumplirla se usa (15.30): 

22

92
6

84,3492,1
10200108,52

l×
××

≤×
π  ⇒ [m] 01,4

84,3492,1108,52
10200

21

26

92

máx ≈








×××
××

≈
πl  y C

e C
r
l

>≈×≈ 13999,384,34  

26. Cierto. En esta columna, ,][m 10925,2 23−×≈A  ,][m 10485,6 46−×≈zI  [m] 1071,4 2−×≈zr  y ,110≈ze rl  

donde ,2lle =  debido al tipo de extremos; con (15.29) se deduce que ,110126 >≈CC  y por ello se 

usa (15.30): 

91,1
126
110

8
1

126
110

8
3

3
5 3

≈





−






+=n  y 7,80

126
110

2
11

91,1
10249 26

≈

















−

×
=Wσ  

∴ [kN] 236107,8010925,2 63 ≈×××≈×= −
WW AP σ  

27. En la columna, ,2RA π=  ,44RI π=  ,2Rrz =  ( )2RP πσ =  y ,Rlrl ze =  con ,2lle =  por estar biem-

potrada. Para escoger entre (15.30) y (15.31) se tantea y para ello se admite ,zeC rlC <  se usa (15.31) y 

se verifica la suposición; de (15.29) y (15.31), 107≈CC  y :92,1≈n  

( )2
2

2 Rln
E

R
P π
π

≤  ⇒ [m] 1066,2
10200

5,492,11080 2
41

93

23

mín
−×≈









××
×××

≈
π

R  y C
z

e C
r
l

>≈
×

≈ − 169
1066,2
5,4

2  
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28. Cierto. En la columna, ,2 2bA =  ,64
mín bI =  ,12mín br =  ( )22bP=σ  y ,771,2mín brle =  con ,lle =  por 

estar biarticulada. Como se ignora el valor de la esbeltez para escoger entre (15.35), (15.36) o (15.37) se 

hace una conjetura y luego se verifica; sea entonces ,55771,2 >b  y se usa (15.37): 

2

293

2 771,2
1010372

2
b

b
P ××

≤  ∴ [m] 10720,2
103722
771,21053 2

41

9

23

mín
−×≈









××
××

≈b  y 55102
10720,2

771,2
2

mín
>≈

×
≈ −r

le  

29. Cierto. En este caso, ,4tRi =  ,227,28 tA ≈  ,481,289 tzI ≈  ,20,3 tr ≈  [Pa] 82,788 2t≈σ  y 

,[m/m] 127,0 trl ze =  con ,lle =  por ser biarticulada la columna; se supone aplicable (15.36), se factoriza 

la desigualdad de segundo grado que resulta, se escoge el tmín y luego se verifica: 

6
2 10127,0585,121282,788

×





 ×

−≤
tt

 ⇒ ( )( )00246,000151,02121082,788201,02120 62 −+≈×−−≤ − tttt  

∴ ,[m] 00246,0mín ≈t  ( ) ]m[ 0123,0mín ≈eR  y 556,5112 <≈<
z

e

r
l

 

30. Falso. En la columna, ],[m 10724,9 23−×=A  ,][m 10695,5 45−×≈zI  [m] 1065,7 2−×≈zr  y ,5,23≈ze rl  

con ,2lle =  por estar biempotrada; se usa (15.36) ya que la columna es de esbeltez media: 

( ) [MPa] 175105,23585,1212 6 ≈××−=Wσ  ∴ [MN] 70,11017510724,9 63 ≈×××≈×= −
WW AP σ  

31. Falso. En este caso, ],[m 10854,7 23−×=A [m], 025,02 == Rrz  [MPa] 7,12≈σ  y ,120=ze rl  con ,lle =  

por estar la columna biarticulada; como |,66>ze rl  se usa (15.34): 

[MPa] 12,7[MPa] 4,24
120

1010351
2

63

>≈
××

=Wσ  

32. Se usa (15.34) y la proposición previa pero ahora, :128=ze rl  

[MPa] 4,21
128

1010351
2

63

≈
××

=Wσ  ∴ [kN] 168104,2110854,7 63 ≈×××≈×= −
WW AP σ  

33. Cierto. Para el caso, ],[m 10069,7 24−×≈A  [m], 0075,02 == Rrz  [MPa] 9,84≈σ  y ,133lrl ze ≈  

con ,lle =  por ser biarticulada la columna; se supone, ,66>ze rl  para usar (15.34) y al verificar se cam-

bia a (15.33): 
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22

63
6

133
1010351109,84

l
××

≤×  ∴ [m] 483,0
133109,84

10351
21

26

9

máx ≈








××
×

≈l  y 662,64 <≈
z

e

r
l

 

( ) 66 10133868,0139109,84 ××−≤× l  ∴ [m] 469,0
133868,0

9,84139
máx ≈

×
−

≈l  y 664,645,9 <≈<
z

e

r
l

 

34. En este caso, ,2RA π=  [MPa], 0191,0 2R≈σ  2Rrz =  y ,2,1 Rrl ze =  con ,lle =  por ser biarticulada 

la columna; se conjetura la aplicabilidad de (15.34) y luego se verifica: 

2

263

2

6

2,1
1010351100191,0 R

R
×××

≤
×

 ∴ [m] 0167,0
10351

2,10191,0
41

3

2

mín ≈








×
×

≈R  y 6672 >≈
z

e

r
l

 

35. Falso. Para el caso, ],[m 10446,7 24−×≈A  ],[m 10817,5 47−×≈zI  [m] 1080,2 2−×≈zr  y ,9,42≈ze rl  

con ,2lle =  por el tipo de extremos; se usa (15.33): 

( ) [MPa] 102109,42868,0139 6 ≈××−≈Wσ  ∴ [kN] 9,751010210446,7 64 ≈×××≈×= −
WW AP σ  

36. Cierto. En la columna, ],[m 1096,1 22−×=A  [m], 1004,4 2−×≈zr  [MPa] 08,9≈σ  y ,[m/m] 75,24 lrl ze ≈  

con ,lle =  por estar biarticulada. De (15.38) sale ,1,67≈′K  se supone aplicable (15.40) y después se 

verifica: 




















−×≤×

4
66

1,67
75,24

3
1110121008,9 l  ∴ [m] 51,2

12
08,913

7,24
1,67

41

máx ≈













 −≈l  y 1,671,6238 <≈<

z

e

r
l

 

37. Cierto. Se usan resultados de la proposición previa, pero ahora A = a2, rz = 0,2887a, 

[Pa] 10178 23 a×=σ  y [m/m]. 616,6 arl ze ≈  Se supone aplicable (15.40), se factoriza la desigualdad de 

cuarto grado que resulta, en la que primero se hallan las raíces de a2, se escoge el amín y luego se verifica: 




















−×≤

×
4

6
2

3

1,67
616,6

3
11101210178

aa
 ⇒ 

5224 10150,310483,10 −− ×−×−≤ aa  

∴ ( )( )( )( )129,0129,00434,00434,00 −+−+≤ aajaja  ⇒ ]m[ 129,0mín ≈a  y 1,673,5138 <≈<
z

e

r
l

 

38. En la columna, ],[m 10875,1 22−×≈A  ],[m 10441,2 45−×≈yI  [m], 1061,3 2−×≈yr  ,90≈′K  se-

gún (15.38), y ,152mín ≈rle  con ,lle =  por estar biarticulada; se usa (15.41): 
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[MPa] 1,87
15274,2

1012
2

92

≈
×
××

=
πσW  ∴ [kN] 1,351087,110875,1 62 ≈×××≈×= −

WW AP σ  

39. Cierto. En este caso, ,2RA π=  [MPa], 1133,0 2R≈σ  ,2Rrz =  ,3,82≈′K  según (15.38) y ,6 Rrl ze =  

con ,lle =  por ser biarticulada la columna; se supone aplicable (15.40), se factoriza la desigualdad de 

cuarto grado que resulta, para lo cual se encuentran primero las raíces de R2, se elige el Rmín y luego se 

verifica: 




















−×≤

×
4

6
2

6

3,82
6

3
111025,7101133,0

RR
 ⇒ 6224 10416,910563,10 −− ×−×−≤ RR  

∴ ( )( )( )( )127,0127,0241,0241,00 −+−+≤ RRjRjR  ⇒ ]m[ 127,0mín ≈R  y 3,822,4738 <≈<
z

e

r
l

 

40. Cierto. En este caso, ,2aA =  ,124aI =  ,12arz =  ,2máx ay =  ,126≈CC  según 15.29, y 

,314,8 arl ze ≈  con ,2lle =  por el tipo de extremos del elemento. Se supone aplicable (15.31) para 

hallar σW con ,92,1≈n  y luego se verifica; se usa (15.43): 

2

292

2

5

2

3

2

3

314,892,1
1020010310251025

×
××

≤=
××

+
× a

aaa
π

 ∴ [m] 0509,0
10200
314,892,110

41

92

25

mín ≈








××
××

≈
π

a  y 126163 >≈
r
le  

41. Falso. En el elemento, ,][m 105 23−×=A  ,][m 10041,1 46−×≈yI  ,][m 10166,4 46−×≈zI  ,[m] 1044,1 2−×≈yr  

[m], 05,0ymáx =  [Pa] 200PAP =  y ,278≈ye rl  con ,2lle =  por el tipo de extremos; se usan (15.37) con ry 

que es el menor radio de giro de la sección y (15.43) donde el momento de inercia es el Iz: 

2

63

6 278
1010372500

10166,4
05,0025,0200 ××

≤≈
×
×

+ − PPP  ∴ [kN] 62,9
278500
10372

2

9

máx ≈
×
×

≈P  

42. Cierto. En la viga columna, ,][m 108 22−×=A  ,][m 10667,2 44−×≈yI  ,][m 10067,1 43−×≈zI  

,[m] 1077,5 2−×≈yr  [m], 20,0máx =y  [MPa] 75,0=AP  y ,32,17 lrl ye ≈  con ,lle =  por ser biarticulada. Se 

supone aplicable (15.41) con ry que es el menor radio de giro de la sección y se usa (15.43), donde el 

momento de inercia es el Iz, y al terminar el cálculo se verifica la hipótesis; como la esbeltez hallada 

supera el máximo del intervalo admisible, se calcula la longitud con este: 

22

92
6

3

3
6

32,1774,2
101210087,1

10067,1
2,003,010601075,0

l×
××

≤×≈
×

×××
+× −

π
 ⇒ [m] 5,11

32,1774,2087,1
1012

21

2

32

máx ≈








××
××

≈
πl  
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∴ 173199 >≈
y

e

r
l

 ⇒ [m] 101077,5173 2
máx ≈××≈ −l  

43. Cierto. En esta viga columna, ,][m 10124,2 23−×≈A  ,][m 10589,3 47−×≈zI  ,[m] 013,0≈zr  

[m], 026,0máx =y  [MPa] 19,21≈AP  y ,92,76 lrl ze ≈  con ,lle =  por ser biarticulada. Se considera apli-

cable (15.34), se usa (15.44) y al terminar el cálculo se verifica la hipótesis: 

14347,03572,0
10150026,0
403,01045

10351
92,761019,21 2

63

3

9

226

≤+≈
×××
×××

+
×
×× ll

π
 

∴ [m] 26,1
3572,0
5653,0 21

máx ≈







≈l  y 669,96 >≈

r
le  

44. Falso. En este caso, ,][m 10909,4 22−×≈A  ,][m 10917,1 44−×≈zI  ,[m] 1025,6 2−×≈zr  [m] 125,0máx =y  

y ,144≈rle  con ,2lle =  por el tipo de extremos y se usan (15.41) y (15.44): 

110333,29
101010917,1

125,030,0
101210909,4

14474,2 6
64922

2

≤×≈
×××

×
+

××××
× −

−− PPP
π

 ∴ [kN] 1,34máx ≈P  
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De la 
Mecánica 

En todo punto de un 
objeto en equilibrio: 
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Newton: 
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2) dtvmdF )(
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=  y amF


=  cuando m es constante 
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Dos fuerzas que obran sobre una estructura son colineales Tres fuerzas que obran sobre una estructura son paralelas o concurrentes 
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De la 
tensión 
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Ι, ΙΙ y ΙΙΙ, invariantes de la 
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Ι, ΙΙ y ΙΙΙ, invariantes de 
la ecuación de autova-
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Leyes ge-
nerales 

de 
Hooke, 

módulos 
elásticos 
y rosetas 
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En las direcciones coplanares 0°, θ1 y θ2: 
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Energía 

 
( )yzyzxzxzxyxyzzyyxxdV
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2
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yzxzxyzyzxyxzyx GEEdV
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Teorías de 
 Resistencia.  

Se supone que:

TWCW σσ =  

Máxima σ 
(Lamé-Rankine) 

WW σσσ ≤≤− 1  

WW σσσ ≤≤− 2  

WW σσσ ≤≤− 3  

Máxima ε 
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	Figura 14.11 Viga en voladizo 3. La viga de a) soporta la fuerza F0 en B; b) muestra la elástica de la viga y tangentes a la misma trazadas por A y B; c) ilustra, sombreado, el diagrama de Mz/EIz.
	Figura 14.12 Viga en voladizo 4. La viga de a) soporta una fuerza repartida que crece linealmente entre A y B; b) muestra la elástica de la viga y tangentes a la misma en A y B; c) ilustra, sombreado, el diagrama de Mz/EIz, que corresponde a la ecuaci...
	Figura 14.12 Viga en voladizo 4. La viga de a) soporta una fuerza repartida que crece linealmente entre A y B; b) muestra la elástica de la viga y tangentes a la misma en A y B; c) ilustra, sombreado, el diagrama de Mz/EIz, que corresponde a la ecuaci...
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	Figura 14.13 Viga en voladizo 5. La viga de a) soporta un momento en B; b) ilustra la elástica de la viga y tangentes a la misma trazadas por A y C; c) muestra, sombreado, el diagrama de Mz/EIz, entre A y B.
	Figura 14.13 Viga en voladizo 5. La viga de a) soporta un momento en B; b) ilustra la elástica de la viga y tangentes a la misma trazadas por A y C; c) muestra, sombreado, el diagrama de Mz/EIz, entre A y B.
	Figura 14.14 Viga en voladizo 6. La viga de a) soporta un momento en B y una fuerza en C; b) ilustra la elástica de la viga y tangentes a la misma trazadas por A, B y C; c) muestra, sombreado, el diagrama de Mz/EIz, entre A y B.
	Figura 14.14 Viga en voladizo 6. La viga de a) soporta un momento en B y una fuerza en C; b) ilustra la elástica de la viga y tangentes a la misma trazadas por A, B y C; c) muestra, sombreado, el diagrama de Mz/EIz, entre A y B.
	Figura 14.15 Viga simplemente apoyada 2. La viga de a) soporta en B un momento flector; b) muestra la elástica de la viga, tangentes a la misma trazadas por A, B, C y S, y los puntos B1 y B2 que están en la vertical de B; c) ilustra el diagrama de Mz/...
	Figura 14.15 Viga simplemente apoyada 2. La viga de a) soporta en B un momento flector; b) muestra la elástica de la viga, tangentes a la misma trazadas por A, B, C y S, y los puntos B1 y B2 que están en la vertical de B; c) ilustra el diagrama de Mz/...
	Figura 14.16 Viga con voladizo 1. La viga de a) soporta en C una fuerza y X es un punto de ella con tangente horizontal en el tramo AB; b) muestra la elástica de la viga y tangentes trazadas por A, B y X, y los puntos X1 y X2 que están en la vertical ...
	Figura 14.16 Viga con voladizo 1. La viga de a) soporta en C una fuerza y X es un punto de ella con tangente horizontal en el tramo AB; b) muestra la elástica de la viga y tangentes trazadas por A, B y X, y los puntos X1 y X2 que están en la vertical ...
	Figura 14.17 Viga con voladizo 2. La viga en a) soporta en C un par y este punto baja vC; b) muestra la ordenada vC1 de C si el tramo BC está empotrado en A; c) ilustra cuando el par se traslada a B la ordenada vC2 de C debido a que el segmento de rec...
	Figura 14.17 Viga con voladizo 2. La viga en a) soporta en C un par y este punto baja vC; b) muestra la ordenada vC1 de C si el tramo BC está empotrado en A; c) ilustra cuando el par se traslada a B la ordenada vC2 de C debido a que el segmento de rec...
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	Figura 14.18 Viga con articulación interior 1. La viga de la figura tiene una articulación interna en B y soporta una fuerza concentrada en C.
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	Figura 14.19 Viga con articulación interior 2. La viga de la figura a) tiene una articulación interna en C, soporta una fuerza concentrada allí y una carga repartida en CD; la b) ilustra la elástica de la viga y en C se separan virtualmente los tramos...
	Figura 14.19 Viga con articulación interior 2. La viga de la figura a) tiene una articulación interna en C, soporta una fuerza concentrada allí y una carga repartida en CD; la b) ilustra la elástica de la viga y en C se separan virtualmente los tramos...
	Figura 14.20 Viga simétrica con dos voladizos. La viga ABCDE de a) soporta en A y E fuerzas iguales a F0 y C es el centro; b) muestra la elástica de la viga y tangentes a la misma trazadas por A y C y en esta última la tangente es horizontal; c) ilust...
	Figura 14.20 Viga simétrica con dos voladizos. La viga ABCDE de a) soporta en A y E fuerzas iguales a F0 y C es el centro; b) muestra la elástica de la viga y tangentes a la misma trazadas por A y C y en esta última la tangente es horizontal; c) ilust...
	Figura 14.21 Viga con dos voladizos. La viga en a) soporta una carga uniformemente repartida y tiene dos voladizos iguales; en la b) se ve la elástica de la viga con tangentes horizontales en A, C y E; la c) ilustra el segmento ABC de la viga como si ...
	Figura 14.21 Viga con dos voladizos. La viga en a) soporta una carga uniformemente repartida y tiene dos voladizos iguales; en la b) se ve la elástica de la viga con tangentes horizontales en A, C y E; la c) ilustra el segmento ABC de la viga como si ...
	Figura 14.22 Viga simétrica con voladizos. La viga ABCDE de a) soporta en AB y DE fuerzas repartidas iguales y C es el centro de ella; en b) se ve la elástica de la viga y tangentes a la misma trazadas por B y C, en esta última la tangente es horizont...
	Figura 14.22 Viga simétrica con voladizos. La viga ABCDE de a) soporta en AB y DE fuerzas repartidas iguales y C es el centro de ella; en b) se ve la elástica de la viga y tangentes a la misma trazadas por B y C, en esta última la tangente es horizont...
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	Figura 14.24 Viga simplemente apoyada no uniforme. La viga de a) soporta en B una fuerza y su sección no es uniforme; b) muestra la elástica de la viga y tangentes trazadas por A, B y C; c) ilustra el diagrama de Mz; en d) se ve el diagrama de Mz/EIz,...
	Figura 14.24 Viga simplemente apoyada no uniforme. La viga de a) soporta en B una fuerza y su sección no es uniforme; b) muestra la elástica de la viga y tangentes trazadas por A, B y C; c) ilustra el diagrama de Mz; en d) se ve el diagrama de Mz/EIz,...
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	Figura 14.23 Viga empotrada no uniforme. La viga de a) soporta en C una fuerza, su inercia no es uniforme y la tangente a la elástica en A es horizontal; b) muestra la elástica de la viga y tangentes trazadas por A y C; c) ilustra el diagrama de Mz; e...
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	Figura 14.25 Viga empotrada y apoyada en patín 1. La viga de a) soporta en B una fuerza y la tangente a la elástica en C es horizontal debido al empotramiento; b) muestra la elástica de la viga y tangentes a la misma trazadas por A y C; c) ilustra el ...
	Figura 14.25 Viga empotrada y apoyada en patín 1. La viga de a) soporta en B una fuerza y la tangente a la elástica en C es horizontal debido al empotramiento; b) muestra la elástica de la viga y tangentes a la misma trazadas por A y C; c) ilustra el ...
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	Figura 14.26 Viga empotrada y apoyada en patín 2. La viga de a) soporta en B y C sendos pares y la tangente a la elástica en D es horizontal por el empotramiento; b) muestra la elástica de la viga y tangentes a la misma trazadas por A y D; c) ilustra ...
	Figura 14.26 Viga empotrada y apoyada en patín 2. La viga de a) soporta en B y C sendos pares y la tangente a la elástica en D es horizontal por el empotramiento; b) muestra la elástica de la viga y tangentes a la misma trazadas por A y D; c) ilustra ...
	Figura 14.27 Viga doblemente empotrada y con articulación interior. La viga de la figura tiene una articulación interna en B y soporta una fuerza concentrada en C.
	Figura 14.27 Viga doblemente empotrada y con articulación interior. La viga de la figura tiene una articulación interna en B y soporta una fuerza concentrada en C.
	Figura 14.28 Vigas cruzadas. En la figura a) la viga superior ABC está empotrada en A, apoyada en B en la viga DBE que se apoya simplemente y soporta en C una fuerza; la b) muestra la viga ABC y la reacción que se produce en el contacto con la DBE; la...
	Figura 14.28 Vigas cruzadas. En la figura a) la viga superior ABC está empotrada en A, apoyada en B en la viga DBE que se apoya simplemente y soporta en C una fuerza; la b) muestra la viga ABC y la reacción que se produce en el contacto con la DBE; la...
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	Figura 14.29 Viga doblemente empotrada 1. La viga de a) soporta en B un par y las tangentes a la elástica en A y C son, por los empotramientos, horizontales; b) muestra la elástica de la viga; c) ilustra el diagrama por partes de Mz/EIz.
	Figura 14.29 Viga doblemente empotrada 1. La viga de a) soporta en B un par y las tangentes a la elástica en A y C son, por los empotramientos, horizontales; b) muestra la elástica de la viga; c) ilustra el diagrama por partes de Mz/EIz.
	Figura 14.30 Viga doblemente empotrada 2. La viga de a) soporta una carga uniformemente repartida y son horizontales las tangentes a la elástica en A y B, por los empotramientos, y en C, por la simetría; b) muestra la elástica de la viga; c) ilustra e...
	Figura 14.30 Viga doblemente empotrada 2. La viga de a) soporta una carga uniformemente repartida y son horizontales las tangentes a la elástica en A y B, por los empotramientos, y en C, por la simetría; b) muestra la elástica de la viga; c) ilustra e...
	Figura 14.31 Viga doblemente empotrada con extremo movido. La viga de a) está doblemente empotrada; la b) muestra la elástica de la viga y la deflexión (B del extremo B, en ella se trazan tangentes por A y B las cuales son horizontales debido a los em...
	Figura 14.31 Viga doblemente empotrada con extremo movido. La viga de a) está doblemente empotrada; la b) muestra la elástica de la viga y la deflexión (B del extremo B, en ella se trazan tangentes por A y B las cuales son horizontales debido a los em...
	Figura 14.32 Viga doblemente empotrada y de ancho variable. La viga biempotrada de la figura tiene altura uniforme y el ancho varía linealmente desde los apoyos hasta el centro donde soporta una fuerza.
	Figura 14.32 Viga doblemente empotrada y de ancho variable. La viga biempotrada de la figura tiene altura uniforme y el ancho varía linealmente desde los apoyos hasta el centro donde soporta una fuerza.
	Figura 14.33 Viga continua con cuatro apoyos. En B y C de la viga de a) actúan pares; la b) muestra la elástica de la viga, a la cual se le trazan tangentes por A, B y C y se observa que por la simetría la tangente en C es horizontal; c) ilustra el di...
	Figura 14.33 Viga continua con cuatro apoyos. En B y C de la viga de a) actúan pares; la b) muestra la elástica de la viga, a la cual se le trazan tangentes por A, B y C y se observa que por la simetría la tangente en C es horizontal; c) ilustra el di...


	14.13 Análisis al límite de vigas
	14.13.1 Proposiciones y ejercicios
	14.13.2 Soluciones

	14.14 Referencias

	15 Estabilidad.pdf
	15 Teoría elemental de la estabilidad
	15.1 Definiciones, consideraciones generales y fórmulas
	Figura 15.1 Viga columna 1. La figura a) muestra una viga columna simplemente apoyada que soporta una carga distribuida, de intensidad  y una fuerza axial de compresión P, en la cual la línea punteada es de la elástica v(x). A la distancia x de A se s...
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	Figura 15.2 Viga columna 2. La figura a) muestra una viga columna biarticulada que soporta fuerzas horizontales de compresión con excentricidades iguales a e; en la b) las fuerzas se sustituyen en cada extremo por sistemas fuerza par equivalentes y la...
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	Figura 15.4 Tipos de equilibrio. En la posición inicial de la bola en las tres figuras ella está en equilibrio. En la a) si la bola pierde la posición en la cima ya no retorna a ésta y el equilibrio es inestable; en la b) sí retorna a la sima cuando t...
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	Figura 15.5 Columnas ideales con diferentes tipos de apoyos. La figura a) corresponde a una columna libre en un extremo y empotrada en el otro; la b) a una biarticulada y que se conoce como caso fundamental de Euler; la c) a una articulada en un extre...
	Figura 15.5 Columnas ideales con diferentes tipos de apoyos. La figura a) corresponde a una columna libre en un extremo y empotrada en el otro; la b) a una biarticulada y que se conoce como caso fundamental de Euler; la c) a una articulada en un extre...
	Figura 15.6 Columna cargada excéntricamente. La figura a) muestra un elemento esqueletal simétrico con respecto al eje Y y que soporta una fuerza de compresión excéntrica y en la b) el sistema fuerza par equivalente en el centroide de la sección recta...
	Figura 15.6 Columna cargada excéntricamente. La figura a) muestra un elemento esqueletal simétrico con respecto al eje Y y que soporta una fuerza de compresión excéntrica y en la b) el sistema fuerza par equivalente en el centroide de la sección recta...
	15.2 Ideas básicas
	15.2.1 Proposiciones
	15.2.2 Soluciones

	15.3 Relaciones puntuales en una viga columna
	15.3.1 Proposiciones
	15.3.2 Soluciones

	15.4 Elástica de vigas columna que soportan fuerzas de compresión
	15.4.1 Proposiciones y ejercicios
	15.4.2 Soluciones

	Figura 15.7 Viga columna en voladizo 1. La figura a) muestra una viga columna que soporta una fuerza de compresión y un par en B; en la b) se observa el diagrama de cuerpo libre de longitud x.
	Figura 15.7 Viga columna en voladizo 1. La figura a) muestra una viga columna que soporta una fuerza de compresión y un par en B; en la b) se observa el diagrama de cuerpo libre de longitud x.
	Figura 15.8 Viga columna en voladizo 2. La figura a) muestra una viga columna que soporta en B una fuerza bidimensional; en la b) se observa el diagrama de cuerpo libre de longitud x.
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	Figura 15.9 Viga columna simplemente apoyada 1. La figura a) muestra una viga columna que soporta en B una fuerza de compresión y un par; en la b) se observa el diagrama de cuerpo libre de longitud x.
	Figura 15.10 Viga columna simplemente apoyada 2. La figura a) muestra una viga columna que soporta en B una fuerza de compresión y en el centro de la luz una fuerza vertical; en la b) se observa el diagrama de cuerpo libre de longitud x.
	Figura 15.10 Viga columna simplemente apoyada 2. La figura a) muestra una viga columna que soporta en B una fuerza de compresión y en el centro de la luz una fuerza vertical; en la b) se observa el diagrama de cuerpo libre de longitud x.
	Figura 15.11 Viga columna simplemente apoyada 3. La figura a) muestra una viga columna que soporta en B una fuerza de compresión y en toda la longitud una distribución senoidal de carga; en la b) se observa el diagrama de cuerpo libre de longitud x y ...
	Figura 15.11 Viga columna simplemente apoyada 3. La figura a) muestra una viga columna que soporta en B una fuerza de compresión y en toda la longitud una distribución senoidal de carga; en la b) se observa el diagrama de cuerpo libre de longitud x y ...
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	Figura 15.12 Barra rígida articulada. La figura a) muestra una barra rígida que soporta en A una fuerza de compresión y allí se apoya en la pared mediante un resorte horizontal; en la b) se observa el diagrama de cuerpo libre de la barra en la posició...
	Figura 15.12 Barra rígida articulada. La figura a) muestra una barra rígida que soporta en A una fuerza de compresión y allí se apoya en la pared mediante un resorte horizontal; en la b) se observa el diagrama de cuerpo libre de la barra en la posició...
	Figura 15.13 Dos barras rígidas articuladas entre sí. La figura a) muestra dos barras rígidas articuladas entre sí en B, donde un resorte se conecta al techo, en A hay una articulación, en C un patín y allí obra una fuerza de compresión; en la b) se o...
	Figura 15.13 Dos barras rígidas articuladas entre sí. La figura a) muestra dos barras rígidas articuladas entre sí en B, donde un resorte se conecta al techo, en A hay una articulación, en C un patín y allí obra una fuerza de compresión; en la b) se o...
	Figura 15.14 Barra rígida horizontal. La figura a) muestra una barra rígida y horizontal sostenida por dos resortes de diferentes rigideces y en A y B obran fuerzas de compresión iguales; en la b) se observa el diagrama de cuerpo libre de la barra en ...
	Figura 15.14 Barra rígida horizontal. La figura a) muestra una barra rígida y horizontal sostenida por dos resortes de diferentes rigideces y en A y B obran fuerzas de compresión iguales; en la b) se observa el diagrama de cuerpo libre de la barra en ...
	Figura 15.15 Barra rígida y horizontal. En la figura a) se muestra una barra rígida vertical apoyada en una articulación en C y sostenida de la pared por dos resortes iguales y en A obra una fuerza de compresión; en la b) se observa el diagrama de cue...
	Figura 15.15 Barra rígida y horizontal. En la figura a) se muestra una barra rígida vertical apoyada en una articulación en C y sostenida de la pared por dos resortes iguales y en A obra una fuerza de compresión; en la b) se observa el diagrama de cue...
	Figura 15.16 Dos barras rígidas horizontales con resortes. La figura a) muestra dos barras rígidas articuladas entre sí en B, en A hay una articulación y en C un patín, donde obra una fuerza de compresión, y en A, B y C hay sendos resortes que se opon...
	Figura 15.16 Dos barras rígidas horizontales con resortes. La figura a) muestra dos barras rígidas articuladas entre sí en B, en A hay una articulación y en C un patín, donde obra una fuerza de compresión, y en A, B y C hay sendos resortes que se opon...
	Figura 15.17 Marco rígido. La figura a) muestra un marco rígido articulado en B, donde un resorte se opone a la rotación, apoyado en C en un resorte que se opone al movimiento y en A obra una fuerza de compresión; en la b) se ilustra el diagrama de cu...
	Figura 15.17 Marco rígido. La figura a) muestra un marco rígido articulado en B, donde un resorte se opone a la rotación, apoyado en C en un resorte que se opone al movimiento y en A obra una fuerza de compresión; en la b) se ilustra el diagrama de cu...
	Figura 15.18 Dos barras rígidas con resortes. La figura a) muestra dos barras rígidas, verticales, articuladas entre sí en B y articulada al suelo la BC en C, y en la que en B y C hay resortes que se oponen a la rotación; además en A obra una fuerza d...
	Figura 15.18 Dos barras rígidas con resortes. La figura a) muestra dos barras rígidas, verticales, articuladas entre sí en B y articulada al suelo la BC en C, y en la que en B y C hay resortes que se oponen a la rotación; además en A obra una fuerza d...
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	Figura 15.19 Columna biarticulada. En la figura a) se ve una columna biarticulada sometida a una fuerza de compresión; en la b) se observa el diagrama de cuerpo libre de la columna en la posición de equilibrio indiferente; en la c) se ilustra el diagr...
	Figura 15.19 Columna biarticulada. En la figura a) se ve una columna biarticulada sometida a una fuerza de compresión; en la b) se observa el diagrama de cuerpo libre de la columna en la posición de equilibrio indiferente; en la c) se ilustra el diagr...
	Figura 15.20 Columna empotrada y articulada. En la figura a) se ve una columna empotrada y articulada, apoyo que admite una leve movilidad vertical, y sometida a una fuerza de compresión; en la b) se muestra el diagrama de cuerpo libre de la columna e...
	Figura 15.20 Columna empotrada y articulada. En la figura a) se ve una columna empotrada y articulada, apoyo que admite una leve movilidad vertical, y sometida a una fuerza de compresión; en la b) se muestra el diagrama de cuerpo libre de la columna e...
	Figura 15.21 Columna empotrada y articulada con movimiento horizontal. En la figura a) se ve una columna empotrada en B y articulada en A, apoyo que tiene movilidad horizontal, y sometida a una fuerza de compresión; en la b) se muestra el diagrama de ...
	Figura 15.21 Columna empotrada y articulada con movimiento horizontal. En la figura a) se ve una columna empotrada en B y articulada en A, apoyo que tiene movilidad horizontal, y sometida a una fuerza de compresión; en la b) se muestra el diagrama de ...
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