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10 Momento torsor

En este capitulo, a menos que en algun apartado, pregunta, proposicion o ejercicio se diga lo contrario,

se supone que:

a) Las barras y ejes carecen de peso, son rectos y con secciones uniformes, de materiales homogéneos,
isotropicos, lineales y elésticos y tienen médulos E, 1, Gy a, con &y, &'y 7L como tensiones cortantes

admisible, de fluencia y ultima.

b) Las barras y ejes estdn bajo la accién Unica de momentos torsores uniformes los cuales se aplican

lentamente hasta alcanzar su valor final.

c) Las barras y ejes experimentan deformaciones pequeias y las condiciones a las que se ven sometidos
son tales que sus giros, bajo la accion de los momentos torsores externos, no afectan la accion de estos
mismos, se desprecian al calcular las tensiones y, por ello, los efectos del pandeo local, que puede ocurrir

cuando el espesor de las barras o los ejes es muy pequefio, no se toman en cuenta.
d) El lector crea mentalmente, de ser necesario, una figura o gréfica que ayuda a desarrollar la solucién.

e) Las unidades y dimensiones de las cantidades se expresan en el Sl; por ello, las longitudes se miden
en [m], las areas en [m?], las tensiones se miden en [MPa], etc., y las unidades solo se anotan en los

resultados finales y no en los pasos intermedios.

f) Las deformaciones se miden en millonésimas o, lo que es igual, en micrdmetros por metro las lineales
y en microrradianes las angulares lo cual se simboliza al agregar la letra griega | al nimero que las

representa.
g) Los cuerpos informados como rigidos, asi como techos, pisos y paredes se consideran indeformables.

f) Las tensiones y las deformaciones que son de pequefios segmentos de recta aparecen en planos que

pasan, de unas y otros, por un mismo punto de una barra.

g) En un punto las deformaciones medias se suponen iguales, por pequefias, a las deformaciones res-

pectivas.
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h) Cuando ello sea aplicable y para no repetir la informacién en cada proposicion o ejercicio las seccio-
nes que se mencionen son rectas, los radios de barras o ejes circulares, las &reas, los momentos polares
de inercia, longitudes y espesores de las secciones rectas y el momento torsor interno respectivamente

sONR, A o, Ity T.

10.1 Definiciones, consideraciones generales y formulas

1. EI momento torsor. Ocurre especialmente en ejes o arholes de maquinas disefiados para transmitir
potencia; su efecto es desarrollar tensiones cortantes en la seccion recta de la barra o eje, deformaciones
angularesy el giro entre dos de ellas. Segun la convencion de signos adoptada en el capitulo 5 el momento
torsor positivo produce el giro del elemento, para quien lo mira de frente, en el sentido contrario al
movimiento de las agujas del reloj y uno negativo en el mismo sentido del movimiento de estas. En el
diagrama de cuerpo libre de una barra o eje cualquiera se considera que los momentos torsores reactivos
son convencionalmente positivos y, al realizar los célculos, el signo encontrado confirma o refuta el

supuesto.® ©-©). (19

2. Dificultades para el desarrollo de la teoria. La solucidn del problema de una barra circular sometida
a torsién la encontré Coulomb, en 1784, al suponer que las secciones rectas se mantenian planas y la
aplicé a una balanza de torsién para verificar el exponente de la ley que permite calcular la fuerza entre
cargas eléctricas puntuales. Sin embargo, esa hipdtesis es falsa para barras no circulares y hubo que
esperar el desarrollo de la Teoria de la Elasticidad, especialmente al aporte de Saint-Venant, para que
se obtuviese la solucion general. Aungue el nivel de este libro no puede ocuparse de esta, si se presentan
expresiones para barras macizas de algunas secciones rectas no circulares y para elementos delgados

abiertos o cerrados.

Las barras o ejes circulares son los que mejor soportan el momento torsor. En proposicionesy ejercicios
posteriores se compararan secciones transversales circulares, elipticas y cuadradas, de iguales areas, y se
concluird que la mas resistente y la mas rigida es la circular, la cual ademas es facil de fabricar; también
se comprueba que el tubo circular es preferible al macizo pues a iguales rigideces y resistencias tiene
menor area, lo que trae economia en el material. Sin embargo, conviene advertir que cuando la pared
del tubo es muy delgada, el momento torsor puede producir alli pandeos locales e inestabilidades que

lleven a su colapso; es lo que ocurre, por ejemplo, en una lata de gaseosa torsionada.®: © . (1).(25)
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3. Teoria ideal del momento torsor. La teoria con la cual se deducen las ecuaciones relevantes para

barras o ejes es ideal y se basa en un modelo fundado en las siguientes suposiciones.

a) La barra o el eje son cuerpos esqueletales y sus geometrias las de cilindros circulares; ello implica ser

infinitos, rectos y de secciones rectas uniformes.
b) En cada seccion recta la Unica solicitacién es el momento torsor y éste es uniforme.

¢) Los momentos torsores externos, la robustez y los materiales de los elementos son tales que los giros
gue éstos experimentan bajo la accion de aquéllos no afectan la accién de esos momentos y se desprecian
al calcular las tensiones; por ello no se toman en cuenta efectos de segundo orden, como los que ocurren en

el pandeo local o los ocasionados, debido al giro, por el cambio en la distancia entre dos secciones rectas.
d) El material es lineal, homogéneo, isotrdpico, elastico y satisface la ley de Hooke
e) El elemento esta libre de tensiones residuales que proviniesen de su fabricacion.®: ©- (1. 16).a8)

4. Relaciones ideales. Al soportar la barra o el eje un momento torsor interno y uniforme T y debido a
la simetria rotacional, consecuencia de las hipGtesis previas, las secciones rectas giran alrededor de su
centro, todo segmento de recta radial se mantiene recto, el angulo entre dos radios no cambia y la seccién

recta rota como un solido alrededor del centro (figura 10.1).

7 N\ / N/ N\
/ Y f /
f 0 ) 0 | o]
1 . \ - ) 1 '
\ A A N N SN N/
N B _\,‘;/\./ N />< h B i/
A VAT X
(a) (b) (c) ()
o 1V RN T N
/- \\ i \ "{ / \

(e) () (2)

Figura 10.1 Giro de una seccion recta. En a) se ve un segmento cilindrico de longitud | sometido a un momento torsor
interno uniforme; en b) y c) la forma curva que podria adoptar un radio de la seccion debido al giro, vista desde la parte
derecha o la izquierda del segmento de eje y d) la forma recta del radio que es la Gnica compatible con esas dos imagenes;
e) y f) muestran el &ngulo entre dos radios antes del giro y en el que convertirse después del mismo, y g) la Unica posibilidad
para ese angulo compatible con la simetria rotacional. De todo ello se sigue que las secciones rotan como un sélido con
respecto al centro.
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Ademads, por la simetria especular y la continuidad de la barra o el eje, las secciones planas se mantienen
planas y paralelas entre si (figura 10.2) y todas las fibras longitudinales giran de igual manera para con-

vertirse en hélices circulares de pasos uniformes (figura 10.3).

Seccién . P e
ta Simetria especular Continuidad
recta

¢ \

— - - -

(13) (IC)

Conclusion
0

s |

Figura 10.2 Secciones planas se mantienen. En a) se ve un segmento del cilindro que soporta un momento torsor interno
uniforme y se sefiala, punteada, una seccion recta en la que hay simetria especular; b) y c) respectivamente ilustran las
eventuales superficies de revolucion que adoptaria una seccién recta después de girar para satisfacer la simetria especular y
la continuidad; en d) se muestra que la Gnica forma de cumplir las dos condiciones previas es que la seccion siga plana.

(a) (b)

Figura 10.3 Giro de un segmento infinitesimal de cilindro. En a) se muestra el segmento de cilindro de longitud dx y radio R
sometido al momento torsor y se sefiala un nucleo de radio r; b) ilustra el giro dg de la seccién 2 con respecto a la 1, en el
nucleo definido, por lo cual el segmento de recta AB se convierte en el de hélice AB’ y su direccion forma con la del AB el
angulo y.

En cada seccion recta la deformacién angular yy la tension cortante 7son directamente proporcionales

a la distancia al centro de la seccion (figura 10.4) y la direccién de la tension es perpendicular al radio:

BB’ dé
=r— (10.1
AB dx ( )

y:
do

=Gy =Gr— (10.2

r=Gy rdx( )

Si el momento polar de la seccién recta con respecto al centro es lo y la longitud de un segmento de la

barra o eje sometido al momento torsor T es |, la tensidn cortante desarrollada en cualquier punto de la
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seccion (figura 10.4) y el angulo, que giran entre si, las secciones rectas de los extremos del segmento

son:
T= ? (10.3)
Tl
f=— 104
I (10.4)

y se llama rigidez torsional a Glo. NOtese que la tension cortante maxima ocurre en el borde del cilindro:

7. :TI_R (10.5)

max
0

y que las que acttan en el plano de la seccion van acompafiadas, debido a la reciprocidad, por tensiones

cortantes longitudinales como ilustra la figura 10.4b, lo que origina un estado de cizalladura pura.

Figura 10.4 Distribucion de la tensién cortante. EIl momento torsor interno T que soporta la seccion origina tensiones
cortantes en esta, que crecen linealmente con la distancia al centro y son perpendiculares a las lineas radiales como se ve
en a); por la reciprocidad de las tensiones cortantes se desarrollan tensiones longitudinales como ilustra b); c) muestra la
fuerza cortante infinitesimal que se desarrolla en un dAy cuyo momento con respecto al centro sumado con el que las demas
producen es igual a T; en d) se observa el estado de cizalladura pura que produce el momento torsor en la superficie de un
nucleo, de radio r, del cilindro original.

Cuando la tensidn cortante maxima alcanza la admisible en el material, se denomina médulo elastico de
la seccion en torsion Zt a la razén T/zw; razén que solo depende de la geometria de la seccion recta y
permite concluir, que entre varias disponibles de un mismo material, la mas resistente a la torsion es la

que tenga un mayor valor de esa razon. En los ejes circulares, sélidos o huecos, es:® © ©)- (1. (6. (19)
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Z, =—=2= 10.6
R (106)

z =t b TR “R) 07
== (10.7)

5. Relaciones aproximadas en barras y ejes reales. Las ecuaciones previas son exactas si se cumplen
todas las hipotesis expuestas; en caso contrario se usan, con limitaciones, como aproximaciones razonables.
En los extremos de elementos finitos o en puntos intermedios, por ejemplo, pueden estar aplicados los
momentos torsores externos y ya no es cierto que con respecto a cualquier seccion recta el elemento
tenga simetria especular; por ello, esas secciones ya no son planas en toda la longitud del mismo. Sin
embargo, al apelar al principio de Saint-Venant presentado en el apartado 5.1-4, ellas siguen planas
lejos de los extremos del eje o de los puntos donde obran los momentos y aplicables, entonces, las ecua-
ciones. Cerca de esos puntos expresiones mas correctas pueden obtenerse por medio de la Teoria de la
Elasticidad, con métodos numéricos o0 mediciones experimentales; sin embargo, para el andlisis y el
disefio de barras o ejes sometidos a torsion las formulas ideales se usan a todo lo largo de ellos, como
aproximaciones y a sabiendas de que se comete un error e incrementando, entonces, el factor de segu-

ridad.

Un razonamiento similar es valido para un tubo circular en tanto su pared no sea tan delgada que
aparezca un fendmeno nuevo, el pandeo local, que produzca su inestabilidad y colapso, por el cual las

ecuaciones pierden validez.

Cuando el momento torsor T varia a lo largo del elemento las ecuaciones previas pueden aplicarse,
como aproximacion razonable, a un segmento infinitesimal del mismo de longitud dx y luego, para hallar

el giro total, se suma sobre la longitud de interés. Asi, (10.4) se convierte en:

6= JfT‘g (10.8)

Si la seccidn recta varia monétonamente y de manera suavemente ahusada, el momento de inercia varia
con x (figura 10.5a) y (10.3) y (10.8) pueden seguirse usando como aproximaciones razonables y a con-
ciencia del nuevo error que se comete, el cual se toma en cuenta en el factor de seguridad. Este error es
despreciable en tanto el angulo del ahusamiento sea menor de 10°. Cuando la seccion del elemento
varia bruscamente (figura 10.5b) las ecuaciones son aplicables, segun el principio de Saint-Venant, lejos

del punto del cambio pero no en su entorno; alli hay concentracion de tensiones, que se calculan por
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métodos que superan las posibilidades de este libro para explicarlas, aunque algunos resultados se mues-
tran més adelante, y el &ngulo entrante debe suavizarse por medio de un filete. Si (10.3) se usa en la
cercania de los cambios bruscos de seccion se comete un error importante y por ello hay que tomarlo
muy en cuenta e incrementar el factor de seguridad; sin embargo, esos cambios afectan poco el angulo

girado y (10.4) sigue siendo razonablemente valida.

Si el material no satisface la ley de Hooke o se tensiona mas alla del limite proporcional, las ecua-
ciones anteriores no pueden usarse, aunque sea cierto que las secciones planas siguen siendo planas

lejos de los sitios de perturbacion. Mas adelante se tratara el caso de los materiales elastoplasticos
ideales.®: ©). (9. (1), (16), (18)

(a) (b)

Figura 10.5 Elementos de secciones variables. La figura a) muestra un elemento cuya seccion recta varia suave y monétona-
mente con la longitud. En b) se observan dos segmentos coaxiales y de secciones rectas uniformes y distintas que se unen
entre si, lo que da lugar a un cambio brusco de seccién y a que se desarrollen en la unién tensiones significativamente
mayores que las informadas por (10.3;) en este caso los &ngulos entrantes deben suavizarse con filetes.
6. Ejes circulares rotantes. El eje de una méaquina suele ser circular, sélido o hueco; cuando rota con
velocidad angular y frecuencia constantes w y f, para transmitir la potencia £queda sometido a un mo-

mento torsor T y se cumplen:®: ©-©)-@©)
9=Tw (10.9)
w = 2t (10.10)

7. Tensiones debidas al momento torsor. En la superficie lateral de un nucleo de radio r de una barra
o eje circular de radio R y sometido a momento torsor, este produce un estado de tensiones de cizalladura
pura (figura 10.4d), cuya inica componente es 7y al girar un angulo & (figura 10.6 y nétese la orientacion

de los ejes) aparecen tensiones normales y cortantes que se deducen de (10.3), (5.19) y (5.21):®: ©-@9)

g, =¥sen2€ yr, =¥c0526’ (10.11)

0 0
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T

—

(a) (b)

Figura 10.6 Tensiones en una barra o eje torsionado. En el cilindro sometido a momento torsor se producen tensiones
normales y cortantes, como se observa en b), en secciones oblicuas cuya normal forma un angulo &con el gje X, el cual es el
eje del cilindro; obsérvese que el eje Y se orient6 en el sentido de 7.

8. Trabajo y energia de deformacion. Segun se establecié en el apartado 7.1-5, en una barra o eje de
longitud | sometido a un momento torsor T’ que aumenta lentamente desde O hasta T y produce entre
las secciones extremas de aquél el giro 8, el momento efectta sobre el elemento el trabajo Wr, el cual se
convierte en virtud del principio de conservacion de la energia en energia potencial de la torsién U+, que se
acumula en el elemento y se recupera al cesar la carga si para los valores que toma T’ el material del eje
se mantiene elastico; se calculan, cuando el material es lineal, con:

_T6_ T _1,G#

8
W, =U, =(Tdf'=—=—+-=-—2>"—(10.12
h=Ur = T )
Cuando varian en el elemento de manera suave el momento torsor interno y la seccion recta, la ecuacion

previa se aplica como aproximacion razonable a un segmento infinitesimal del mismo de longitud dx y

luego se suma sobre toda la longitud:

(10.13)

Las aplicaciones del concepto de energia potencial se informaron en el apartado 9.1-10. Recuérdese
que si en un eje obran varios momentos torsores externos no puede calcularse la energia potencial al-
macenada por el mismo al sumar las energias que cada momento produce por separado, ya que la

relacion entre la energia y el momento torsor es de segundo grado.®: ©: ©: (1. (6)

9. Elementos hiperestaticos. Son aquellos en los que los momentos torsores reactivos o los internos no
pueden hallarse solo con las ecuaciones de la Estatica, como ocurre cuando el elemento torsionado se

empotra a paredes rigidas, por lo que es necesario complementar esas ecuaciones con las que aporta la
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Mecénica de Materiales. Pueden estudiarse, por ejemplo, por medio de los giros producidos y la compa-

tibilidad de los mismos o apelar al teorema de Castigliano.

Para usar el teorema de Castigliano, en este caso, se retira virtualmente uno de los empotramientos y
se pone a obrar el momento torsor reactivo Tral que da lugar, considerado como incAgnita, se calcula
la energia potencial de la barra o eje debida a todos los momentos torsores activos, incluidos entre
ellos el redundante y se deriva con respecto a éste. El resultado de la derivacion es igual al giro del
extremo del elemento que el empotramiento impide el cual, por ser rigido, es O; resulta asi una ecua-

cion adicional:®: ©- 1. (). 2

‘;% -0 (10.14)
10. Concentracion de tensiones. Conviene repasar la informacion consignada en el apartado 9.1-19 ya
que la mayor parte de las ideas alli presentadas son aplicables a los ejes circulares sometidos a momento
torsor, cuando en estos hay un cambio brusco de la seccion recta. Por ejemplo, si el eje pasa de un
didmetro mayor D a uno menor dy el escalon se suaviza por medio de un filete de radio r (figura 10.7),
la tension real méaxima alli se consigue al multiplicar la tension nominal méaxima, calculada en la seccion
menor con (10.5), por el factor de concentracién de tensiones Kr:

. =K.7. =K 16T

max T " nom T 3
md

(10.15)

El factor Kt se calcula por medio del nomograma de la figura 10.7 —el cual, es necesario informarlo, es
un esquema adaptado y tomado de las referencias, no pretende ser exacto y se usa mas adelante para
resolver algunas proposiciones y ejercicios—, en tanto la tensibn maxima que se presente no exceda el
limite proporcional del material, ya que los valores de la gréafica se obtienen con el supuesto de que el

material es lineal.

La concentracidon de tensiones tiene una consecuencia muy importante cuando los materiales son fragi-
les 0 hay cargas repetidas que producen fatiga. Se disminuye el efecto de los cambios subitos en la seccion
recta de la barra o eje torsionado al disefar para esos lugares el filete de mayor radio que sea posible;
en efecto, obsérvese en la grafica que Kt disminuye al aumentar el radio del filete y también cuando

decrece la razon entre los diametros de los elementos que se unen.®: ©: ©)- (2. @4). @1
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r=radio del filete
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Figura 10.7 Concentracién de tensiones. La figura a) muestra la union de dos cilindros coaxiales sometidos a torsién, de
didmetros diferentes y donde el escalon se suaviza con un filete de radio r; b) presenta la grafica que permite hallar en la
unién de los cilindros el factor de concentracién de tensiones Kr.

11. Uniones. Para unir barras o ejes torsionados entre si 0 estos a sus sistemas de soporte suelen usarse
rebordes o discos, que hacen parte de un extremo del elemento que se une y se denominan bridas; para
transmitir el momento torsor T ellas se aseguran con pasadores que desarrollan tensiones cortantes en
su seccion recta y de contacto con las bridas en los agujeros. Si hay N; pasadores de radio r, cuyos centros
se ubican con respecto al de la brida a la distancia Ry, en cada uno se desarrolla una fuerza cortante Vi,
y una tension cortante que se supone uniformemente repartida 7, (figuras 10.8ay 10.8b):
T T
y T,

v » " NR
”rp 1" "1b

=— 10.16
" TNR (10.16)

Si al conjunto de N; pasadores cuyo centro esta a la distancia Ry, del centro de la brida se agrega otro
de N2y Ry (figura 10.8c), de iguales radio y material, las fuerzas y las tensiones cortantes que se desa-
rrollan en cada uno son:®: ©- (6.9

R, T R,T

S T, = 10 10.17
' NlRlbz + NZRZb2 d ’ ”rpz (Nlsz + Nsznz) ( )
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(a) (b) (©)

Figura 10.8 Bridas. Dos elementos torsionados se unen entre si por medio de bridas aseguradas con pasadores como se ve
en a); los pasadores pueden distribuirse uniformemente en una o dos series como ilustran b) y c). Obsérvese que por el
momento torsor cada pasador desarrolla una tension y una fuerza cortantes.

12. Barras macizas no circulares. Los argumentos de simetria rotacional invocados para concluir que
las secciones rectas de barras torsionadas siguen siendo planas son incorrectos en barras no circulares.
Esas secciones sometidas al momento torsor alabean su superficie y giran con respecto a su centro de
torsion, el cual coincide con el centroide cuando la seccidn recta tiene dos ejes de simetria. Las lineas
radiales que pasan por este centro no permanecen rectas; la distribucion de tensiones no es necesaria-
mente lineal, su maximo se encuentra en el punto del borde de la seccibn mas cercano al centro de
torsion y la direccidn de la tension cortante tampoco es obligatoriamente perpendicular a las lineas que
pasan por ese centro. Entre dos secciones rectas de la barra separadas la distancia |, el angulo girado y

la energia acumulada, cuando no se restringe el alabeo, son:

g=1. (10.19)
KG
u =1L -K6% 100
2KG 2l

Donde K es una constante que depende de la forma y dimensiones de la seccidn recta; en la circular es
el momento polar de inercia, pero en otras K es menor que ese momento y puede llegar a ser una
pequenia fraccion del mismo. La tensidén cortante maxima también depende del momento torsor y de la
formay dimensiones de la seccidn recta. Si varian a lo largo de la barra y de manera suave el momento

torsor interno y la seccion recta, las ecuaciones respectivas aproximadamente son:
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|
6= j Td (1021
oKG

U. = ['Tzdx

e (10.22)

Téngase presente que las expresiones previas no son exactas, pues provienen de aproximaciones razo-

nables y ello debe tomarse en cuenta en el factor de seguridad.®: ® 1. 16). @7

13. Barras rectangulares. En barras rectangulares torsionadas cuyo lado largo es a y el corto b (fi-
gura 10.9a), la tensién cortante es 0 en las esquinas, maxima en el centro de cada borde y entre éstas la
mayor se encuentra en el lado mas largo; esta tensién y el &ngulo girado en un segmento de barra de
longitud I se calculan, en tanto la tension maxima producida no supere el limite proporcional del material,

por medio de las formulas aproximadas:®”

2 3 4
=T 1406005 2 +088e5 2 18023 2 400100 2 (10.23)
a a a a
3 5
o= conk=2016_3360 L0080 (10.24)
KG 16 3 a a

Tomadas de (27) Young & Budynas, Roark’s Formulas for Stress and Strain.

Si aumenta la razon a/b y la seccién rectangular se hace més delgada, las expresiones previas

tienden a(l)r (5), (11), (16), (27)

3T . a
T, =—,si —2>10 10.25
max abz b ( )

3Tl i 2210 (1026)

ab’G’
14. Otros ejes macizos. La teoria de la elasticidad permite deducir el valor de la tension cortante maxima
y el &ngulo girado en un segmento de barra de longitud I, en secciones macizas diversas sometidas a
momento torsor. En la elipse de semiejes a, el mayor, y b, la tension cortante maxima ocurre en los
extremos del eje menor (figura 10.9b):

méx

AN (a2 +b?)TI

- (10.27)
mtab %G
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en el triangulo equilatero de lado b la tension cortante maxima se encuentra en los puntos medios de

los lados (figura 10.9c):

_ 20T y o= 80TI
max b3 bAG'\/g

(10.28)

en el hexagono regular de lado b la tension cortante maxima se ubica en los puntos medios de los lados

(figura 10.9b):

= 29T 5 _0978TL (10 29)
b b°G

En la figura 10.9 se resalta con un punto negro para los casos previos el lugar de la seccion donde la

tensién cortante es maxima.©: 9. 2. 3. @7

i ” rln.i.:\
—_ e
L 2t
: Q :
v —» .
< a g - 2a > }‘_ ¢ _—{ = b >
(a) (b) (©) (d)

Figura 10.9 Secciones no circulares. En la figura se observan secciones rectas de barras sometidas a torsién en las cuales la
tensién cortante maxima desarrollada aparece en los puntos resaltados en negro; a) muestra un rectangulo, b) una elipse,
c) un triangulo equilatero y d) un hexagono regular.

15. Flujo de cizalladura en secciones tubulares delgadas. En estructuras 0 maquinas de armazon li-
viana como perfiles de vigas metélicas, aviones 0 naves espaciales, se usan tubos de pared delgada y de
seccion recta no necesariamente circular para soportar la torsion; en este caso se define que la pared de
una seccion recta es delgada cuando la mayor de las dimensiones transversales es por lo menos 20 veces
el espesor t de la pared. En ese espesor (figura 10.10) el momento torsor desarrolla tensiones que varian
en el mismo y dan lugar a una fuerza cortante por unidad de longitud de pared llamada flujo de cizalla-

duraq:

dav !
=—=(rdt=tr,__ =tr 10.30
1= 5 J; . ( )

prom

donde t, es la tensidn cortante en la linea media del espesor y es aproximadamente igual, debido a lo

delgado de la pared, al valor promedio de esa tension en el espesor.®: ©- ©)- @, (14,16
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Linea Linea
media ( media
T
T e
q=It,

(b)

Figura 10.10 Flujo de cizalladura. En la pared de una seccién tubular delgada el momento torsor da lugar a una tensién
cortante que varia en ese espesor y a un flujo de cizalladura q como se observa en a); b) muestra que ese flujo es aproxima-
damente igual a t7,, donde 7, es la tension en la linea media del espesor.

16. Tension, giro y energia en secciones tubulares delgadas. Aunque en las barras macizas no circula-
res obtener la tensidbn maxima y el giro producido por el momento torsor requieren usar la Teoria de
la Elasticidad, en los tubos de pared delgada la deduccidén que desarrollo el ingeniero aleman Rudolph
Bredt es simple y el resultado da una razonable aproximacion. Para el efecto se considera un tubo de
pared delgada (figura 10.11a) pero no tanto como para dar lugar al pandeo local, espesor variable, sin
angulos entrantes ni cambios bruscos en el espesor que originen tensiones concentradas, de material
lineal, homogéneo, isotropico y elastico y sometido a un momento torsor. También se supone que el
tubo esté sujeto de modo que no se impida el alabeo para evitar que surjan tensiones normales a la
seccion, aunque estas perturbaciones desaparecen lejos de esas sujeciones segun el principio de Saint-
Venant; por ello, la aproximacién de pared delgada es inexacta en ejes cortos, no circulares y con res-
tricciones en los extremos, aunque el efecto es menor a medida que la seccion recta se asemeja a una

circular de espesor uniforme.

En la seccion recta de un segmento del tubo de longitud | el flujo de cizalladura es uniforme (fi-
gura 10.11b); ese flujo, la tensién cortante a lo largo de la linea media, el &ngulo girado entre los extre-

mos del tubo y la energia potencial acumulada en el mismo son:

.
=tr. =1 (1031
q=tr, 2<A>( )
T
r=—'_ (1032
o (03
e:IT—' (10.33)
U, = (10.34)
21G

750



Alvaro Gaviria Ortiz

donde (A) es el area encerrada por la linea media del espesor de la seccion e I. el momento polar de

inercia equivalente de la misma:® ©: ©). (1. (16)
_AA)
T
o t

| (10.35)

Linea

L. i ; ' /'ml'di;l

(d)
Figura 10.11 Tubos delgados. En a) se representa un segmento de tubo de pared delgada y grueso variable sometido a
momento torsor y, por medio de una linea de puntos, se resalta la linea media del espesor; b) presenta un diagrama de
cuerpo libre de una porcién del segmento que se obtuvo mediante sendos cortes longitudinales a la altura de los puntos
arbitrarios 1y 2 de la seccién; en los cortes, debido a la reciprocidad de las tensionen cortantes, aparecen flujos de cizalla-
dura longitudinales g; y ¢, que son iguales entre si para mantener el equilibrio en esa direccion. En c) se muestra la seccion
recta del tubo y se destaca un elemento de la pared en el que se desarrolla la fuerza cortante dV que con respecto al centro
de torsion de la seccion produce un momento torsor diferencial y en d) se destaca con el sombreado el &rea <A> encerrada

por la linea media del espesor.

17. Secciones multicelulares de pared delgada. Las expresiones previas pueden adaptarse para su uso
en tubos cuyas secciones rectas tienen varias celdas de pared delgada (figura 10.12) como las que forman

el ala de un avién. Supdngase que la seccidn recta estd formada por N celdas y soporta un momento
torsor T; en tal caso, la celda i con i=1, 2,... N, y cuya linea media encierra el &rea (ﬁ\) soporta el

momento T;:

T, =2q(A)  (10.36)

este momento produce a lo largo del perimetro ¢ de esa celda el flujo de cizalladura uniforme g y la

hace rotar, si esa celda estuviese aislada, el angulo 6;:

6= .G 4(A)G (JS t 2(A)G (F t

Como la celda esta unida con timpanos a las celdas vecinas (figura 10.12b), el &ngulo se halla con:
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g
t

10.37
v (10.37)

Donde al desarrollar la integral se toma en cuenta que t y q pueden variar a lo largo de la curva; por
ello, en los timpanos que unen la celda i a las vecinas (figura 10.12b) se resta al flujo de cizalladura
propio g; el que corresponde a la celda contigua. Para deducir los N flujos individuales de cizalladura g;

se recuerda que el tubo soporta el momento torsor T y que todas las celdas rotan igual angulo:
T=3T=250A Y 6=6,= =6, (1039

Hallado el flujo de cizalladura en cada celda la tension cortante promedio en cada uno de sus tramos se
obtiene con 1, = q/t, donde g en los tramos independientes es el propio de la celda y a éste se le resta,
en los timpanos, el de la contigua. Conviene subrayar que en las consideraciones previas no se tomé en

cuenta la concentracion de tensiones en los angulos entrantes del conjunto de celdas.®: @ ©. (1. @6). 1)

Figura 10.12 Tubo multicelular. La figura a) muestra una seccién tubular formada por N celdas que soportan, en conjunto,
un momento torsor T y en la que cada una desarrolla un flujo de cizalladura uniforme q; y absorbe parte de ese momento
con Ti; en b) se observa la celda i y sus contiguas, de las que se separa por medio de timpanos, en donde los flujos de
cizalladura respectivos apuntan en direcciones opuestas.
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18. Secciones delgadas y abiertas. Al suponer que el alabeo de la barra no se restringe y que no se
toman en cuenta los efectos secundarios en tensiones cortantes y normales adicionales que este alabeo
produce, en una barra de seccidn rectangular y lados a y t (figura 10.13a), con a/t > 10, sobre la que obra
el momento torsor T, la tension maxima que ocurre en el centro del lado largo y el angulo girado se

calculan con (10.23) y (10.24) y pueden aproximarse a:

3T 6= 3Tl

7=
at’ y at’G

(10.39)

Estas ecuaciones pueden usarse como aproximaciones razonables para otras secciones delgadas, pero
no rectangulares, que se obtienen al curvar un rectdngulo; es el caso de los perfiles en forma de ceja, C

y O, de la figuras 10.13b, c y d, en los cuales a es la longitud de la linea media.

Wtk

g

|1

/! T

il Ju—
1 = N
ft & 9
,

I

o . T

(a) (b) (©) (d)

Figura 10.13 Perfiles delgados formados con un rectangulo. La figura a) muestra una seccién rectangular delgada de lados
ay t sometida a un momento torsor. Los perfiles que se observan en las figuras b), c) y d) se obtienen al doblar el rectangulo
y en ellas la longitud de la linea media es a.

En otras barras de perfil delgado y abierto, de longitud I, sometidas al momento torsor T y formados
por N rectangulos, con i=12, N, como los que tienen formade L, V, U, Z, T, I, H, +, etc., y se
muestran en la figura 10.14, se puede suponer aproximadamente que cada rectangulo resiste la torsion
independientemente y que el comportamiento del i en tanto sea delgado obedece a las formulas previas,
por lo cual la tension cortante maxima que se desarrolla en el mismo, ubicada en el centro del lado

largo, y el angulo que gira son:

3T.
T =—% 10.40
Imax kaltlz ( )
3TI
= ' 10.41
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Donde a; y t son la longitud de la linea media y el espesor del rectdngulo i y T; es la parte del momento
torsor aplicado a la seccién que toma este rectangulo; partes que se calculan al tomar en cuenta que el

conjunto de rectdngulos soporta el momento torsor T y que todos ellos rotan igual &ngulo:
i=N
T= ZTi yeg=6,= =6, (10.42)
1=

Después de hallar el T, la tensién cortante maxima en el centro del lado largo de cada rectangulo se

obtiene con (10.40) y se deduce que la maxima de todas ocurre en el rectdngulo de mayor espesor.

En los angulos salientes de los perfiles la tension cortante es 0 pero en los entrantes hay concentracion
de tensiones; en estos la tension cortante tenderia a infinito seguin la teoria, aunque en realidad se iguala
al limite de fluencia del material, y por ello se suavizan con filetes apropiados de cuyo radio depende la
tension. Esos filetes al aumentar el &rea de la seccion incrementan la rigidez de la misma; por este motivo
seincluye en (10.40) y (10.41) la constante k la cual, segun los trabajos realizados por el ingeniero aleméan
August Foppl, es igual aproximadamente a 1 en perfiles que presenten un angulo entrante como mé-
ximo (figuras 10.13, 10.14a y b), 1,1 en los que tengan dos angulos entrantes (figuras 10.14c, d y €)

y 1,25 para los que incluyan cuatro angulos entrantes (figuras 10.14f, g, h, i).
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Figura 10.14 Perfiles delgados formados con rectangulos. Las figuras muestran perfiles formados por rectdngulos, cuyas
longitudes y espesores pueden ser diferentes, que individualmente toman una parte del momento torsor aplicado. En el
centro del lado largo de cada uno la tensién cortante es la maxima del elemento.

Las ideas bésicas de la teoria aqui presentada fueron elaboradas por S. P. Timoshenko y el desarrollo
general de la misma, que incluye el calculo de las tensiones normales y cortantes secundarias inducidas
por el alabeo de la seccidn, lo realizé V. S. VIasov. Conviene subrayar que en los perfiles delgados y

abiertos la falla por pandeo orienta el disefio, que la torsidn en ellos es, a menudo, un efecto secundario
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de fuerzas que producen flexion y tensiones normales y que, como lo explica V. I. Feodosiev, el principio

de Saint-Venant puede ser inaplicable.®: ™ (1. @2).@7)

19. Materiales elastoplasticos ideales. Aproximadamente lo son algunos materiales ductiles, como el
acero, con los que se elaboran barras y ejes para soportar y transmitir momentos torsores. En elementos
de seccidn circular fabricados con esos materiales y sometidos al momento torsor interno T, se supone
el cumplimiento de la ley de Hooke (figura 10.15a) hasta que en el borde exterior de la seccion se
alcanza la tension de fluencia r (figura 10.15b); el momento que la produce es el momento torsor de la
fluencia Ty:

Rt

T, =50 (1043)

Y 2

Sin embargo la barra o el eje no fallan aun, el material se deforma plasticamente y la deformacién
angular y el momento torsor interno pueden seguir aumentando, aunque la tension cortante de fluen-
cia v no cambiay se extiende desde el borde hacia el centro, como se observa en la figura 10.15c, donde
todavia un nucleo de radio ry y en el que la tension cortante es directamente proporcional a la distancia
al centro permanece elastico; la tension cortante en la seccion y el momento torsor interno respectivo

son:

T, r
* para0<r<r,
T= 1, (10.44)

T,,parar, <r<R

T:—”R(STY 4—2— paraT, <T<T, (10.45)

Cuando toda la seccion esté en fluencia (figura 10.15d), el momento es el momento torsor plastico Te:

T :@ (10.46)

Si se supone una distribucidn lineal ficticia de tensiones en la seccion recta hasta que se alcanza el mo-
mento torsor interno plastico, la tension cortante maxima respectiva se denomina moédulo de ruptura en

torsion R+

R, =2l - 4; (10.47)
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modulo que da idea de la resistencia tltima del material sometido a torsion. Si el momento torsor in-
terno esta en el intervalo T, <T <T,, parte del material de la seccion recta se ha deformado mas alla del
limite de fluencia y al retirar ese momento quedan deformaciones remanentes y tensiones residuales
que se equilibran internamente, como ilustra la figura 10.15f, ya que el momento torsor interno se re-
dujo a 0. Durante todo el proceso las secciones rectas siguen siendo planas, giran como cuerpo rigido
sin alabearse y la deformacidén angular es directamente proporcional a la distancia al centro de la sec-
cion. La distribucion y magnitud de las tensiones residuales 7., se muestra en la figura 10.15f y se halla
al superponer, en cada punto de la seccion, la distribucion inicial de la figura 10.15c¢ con la % de la

descarga que se supone lineal, de sentido contrario y provocada por un momento torsor interno -T,

como ilustra la figura 10.15e:; @ © ©). (16).(19)

r,=-2I" (1048
R
Te—— T—— T
1? T
T<T, T=T, T,<T<T, T=T,
(a) (b) © o)

Figura 10.15 Materiales elastoplasticos ideales. En la seccién recta de una barra de ese material el momento torsor interno
aumenta paulatinamente y produce la distribucion de tensiones de a) en tanto sea menor al de fluencia; en b) se llegé al de
fluencia; en c) éste se super6 sin llegar al plastico ya que un nucleo de radio ry todavia es elastico y en d) se alcanz6 el
pléstico, toda la seccion esta en fluencia y falla. Retirar el momento de c) equivale a aplicar uno contrario, de descarga, que

produce la distribucion lineal de tensiones de €) y las tensiones residuales de f) cuando se superponen a las de c).

10.2 ldeas basicas

10.2.1 Proposiciones y ejercicios

1. El efecto de un momento torsor al actuar sobre barras o ejes es el de doblarlos.
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2. La seccion circular gira con respecto a su centro.

3. Las lineas radiales de una seccion circular permanecen rectas.

4. El angulo entre dos lineas radiales de una seccion circular no cambia.

5. Demuestre que las secciones rectas de una barra o eje circular se mantienen planas.

6. Las rectas longitudinales de barras o ejes circulares se convierten en hélices circulares.
7. En barras o ejes circulares no se desarrollan tensiones normales.

8. La tension cortante es tangente al perimetro de una seccion recta arbitraria

9. En las esquinas de una seccidn recta poligonal la tensién cortante es nula.

10. En el punto medio de cada lado de una seccion rectangular la tension cortante es la mayor de las

tensiones cortantes que obran en ese lado.
11. Un eje de madera falla a lo largo de lineas aproximadamente longitudinales

12. Calcule los momentos reactivos de una barra de longitud I, empotrada en ambos extremos y cuyo

momento torsor interno es T(x) = T,(3x? = 2Ix+I2)/I?, donde x se mide desde un extremo.

10.2.2 Soluciones
1. Falso. Es el de retorcerlos o hacerlos girar.

2. Cierto. Si la seccion gira alrededor de un punto diferente del centro O, del A por ejemplo, el radio

OA queda con una situacién privilegiada lo que viola la simetria rotacional de aquella.

3. Cierto. Si se supone que hay sendos observadores a uno y otro extremo del segmento de cilindro
sometido a un momento torsor interno uniforme que se muestra en la figura 10.1a, ellos ven el mismo
segmento y el mismo momento por lo cual ambos deben percibir iguales cambios. Si uno nota que por
efecto de la torsion el radio OA de la seccion punteada de la figura 10.1a adopta la curva OA’ que
muestra la figura 10.1b, el otro ve la curva OA’ que ilustra la figura 10.1c; pero para mantener igual la

observacion debe verlo segun la curva OA” gue se presenta en esta misma figura. Ya que esas visiones
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son equivalentes la Gnica posibilidad compatible con ambas es que el radio OA siga siendo recto como

muestra la figura 10.1d.

4. Cierto. Si el &ngulo entre las dos lineas radiales de la figura 10.1e se convirtiese en el de la figura
10.1f se estaria violando la simetria rotacional; por ello, debe conservarse. En consecuencia, todos los

radios de la seccién giran el mismo angulo.

5. Por ser el eje o barra de la figura 10.2 un cilindro en el cual el momento torsor interno es uniforme,
toda seccion recta del mismo, como la que se puntea en la figura, es un plano de simetria especular y
los efectos producidos deben conservar esa simetria. Asi, las secciones rectas deben adoptar con respecto
a su posicion original la forma de una superficie de revolucién como ilustra la figura 10.2b; pero al
mismo tiempo, debido a la continuidad, deben ensamblar la una con la otra segun se ve en la fi-
gura 10.2c. La unica posibilidad compatible con ambas condiciones es que las secciones planas sigan

siendo planas.

6. Cierto. Como el momento torsor interno es uniforme, las secciones extremas de segmentos iguales
del eje o barra giran entre si angulos iguales; por ello, ya que los ejes o barras son cilindros circulares

las rectas longitudinales se convierten en hélices circulares de paso uniforme (figura 10.3b).

7. Falso. El momento torsor da lugar a tensiones cortantes en el plano de la seccion recta y a tensiones
cortantes longitudinales debido a la reciprocidad de estas, como ilustra la figura 10.4d; en consecuencia,
aunque el estado de tensiones es de cizalladura pura, en otras direcciones aparecen tensiones hormales

y cortantes (figura 10.6b).

8. Cierto. Si la tensidn cortante tuviese una componente perpendicular al borde (figura 10.16), exigiria
la presencia de tensiones cortantes en la superficie exterior de la barra o eje, ya que las tensiones cor-
tantes aparecen siempre en parejas que actdan en planos mutuamente perpendiculares, lo que es im-
posible puesto que esas superficies estan libres de tensiones. En consecuencia, al no haber tensiones

cortantes normales al borde de la seccion, las tensiones cortantes alli son tangenciales a dicho borde.
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Figura 10.16 Tension cortante en el borde. La tensién cortante no tiene componente normal al borde de la seccién recta
ya que no hay tensiones cortantes longitudinales en la superficie exterior de la barra.

9. Cierto. Una tension cortante que existiese en una esquina se podria separar en las direcciones de los
bordes que a ella convergen y cada una exigiria la presencia de tensiones en la superficie exterior de la
barra o eje, por la reciprocidad de las tensiones cortantes, lo cual no puede ser segun la proposicion

previa.

10. Cierto. Ya que en las esquinas de un lado es 0, segun la proposicion previa, y por la simetria el

méaximo debe de ocurrir en el punto medio del lado.

11. Cierto. EI momento torsor origina en el plano de la seccion recta del eje la distribucidén de tensiones
dada por (10.3) pero, debido a la reciprocidad de las tensiones cortantes, al mismo tiempo produce una
tension cortante en los planos meridionales (figura 10.4b) y es en esa direccion, paralela a la fibra, en la

que la madera es mas débil al corte.
12. Si los extremos son 1y 2 entonces:

T,=T0O)=T,y T,=T()=2T,

1

10.3 Tensiones en barras o ejes circulares macizos sometidos a un momento torsor in-

terno uniforme

10.3.1 Proposiciones y ejercicios
1. La tensidn cortante en un punto de la seccion recta es perpendicular a una linea radial.
2. Deduzca la distribucion de tensiones cortantes en una seccion recta.

3. La tension normal maxima en valor absoluto ocurre en el centro de la seccidn recta.
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4. Las barras 1y 2 tienen iguales zy y sus radios cumplen 2R; = R,. Es més resistente la 1.

5. Al duplicar el radio de una barra de #, su resistencia se multiplica por 4.

6. La barra de la figura 10.17a se corta mediante un plano meridional y la distribucién de tensiones

cortantes en este, segun (10.3) y la reciprocidad de las mismas, tiene el aspecto de la figura (10.17b).

(a) (b)

Figura 10.17 Tensiones cortantes. EI momento torsor interno T en el segmento de cilindro de la figura 10.17a produce
tensiones cortantes longitudinales debido a la reciprocidad de las tensiones cortantes que crecen linealmente con la distancia
al centro como se ve en b), figura que resulta al cortar el segmento mediante un plano meridional.

7. Se somete a torsion una tiza de tablero hasta fallarla. Las lineas de fractura forman un éangulo apro-

ximado de 45° con el eje de la misma.

8. Calcule el radio del nacleo que soporta la enésima parte del momento torsor en una barra.

9. El momento torsor que soporta unabarraen laregiéon R/2 <r < R de su seccion rectaes T’ =15T/16.
10. El radio R; del nucleo del eje que soporta la mitad del momento torsor aplicado es R; = 0,841R.

11. Sienunabarra R=50[mm] Yy r,, =55[MPa], entonces T =13,5[kNm].
12. Sienunabarra G =78[GPa], r,, =98[MPa] y & =90°, entonces I/R =1053.

13.Enunejede r, =70[MPa] Yy T =1[kN m], el radio minimo es de 21 [mm].
14. Una barrade R=01[m] y o,, =100[MPa] falla si se somete a T =100[kNm].

15. Si un eje de o, = 44,1[MPa] hace girar una rueda de R, =0,6[m], e€n cuyo borde obra la fuerza

tangencial F =18,2[kN], el radio minimo del eje es de 45 [mm].
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16. Una barra de R =25[mm] y 7, =49[MPa] se empotra a la pared y en el extremo libre obra T = aF,

con a=0,8[m], entonces F_ =15[kN].
17. Enuna barra, G =80[GPa], r, = 40[MPa], &, =220u Y T =360[N m]; entonces R_, =38 [mml].

18. En una barra de R =25[mm] y G =80[GPa], un extensémetro cuya direccion forma con el eje de

ésta el angulo 8 = 60° mide &> = 717, entonces T =3,25[kNm].

19. Una barra se forma con los segmentos coaxiales 1y 2, de r,, = 48[MPa] Y r,, = 83[MPa], esta em-

potrada a la pared y en el extremo libre de 2 actda T, = 7,35[kN m]; entonces R, =36[mm].

1min

10.3.2 Soluciones

1. Cierto. Al tomar como cuerpo libre un nadcleo circular de radio r, de un segmento del cuerpo y de
longitud dx, se observa que esta sometido en sus extremos a una parte del momento torsor T’y que en
su superficie exterior no existen fuerzas cortantes longitudinales (figura 10.3b); por ello, la tension cor-
tante en el borde de la seccion recta no tiene una componente perpendicular a este, es tangente al

mismo y en consecuencia perpendicular a la linea radial.

2. Como las secciones planas se mantienen planas y paralelas entre si y el material satisface la ley de
Hooke, (10.2) informa que la tensién cortante es directamente proporcional a la distancia al centro de
la seccion y, segun la proposicién previa, perpendicular a la linea radial. En la seccion recta se define
un elemento de area dA cuya distancia al centro es r (figura 10.4c) en el que se desarrolla la fuerza
cortante dv =mA, cuyo momento con respecto al centro es dT= rdV; éste sumado con el de los demas

elementos es igual a T, ya que los sistemas son mecanicamente equivalentes, y se usan (10.2) y (2.6):

T:IrdV:J'rrdA: | Grzﬁ dA:G%IerA:GIOﬁ T=E
s s Js dx dx Js dx I,

3. Falso. De (10.3) y (10.11) se deduce que es O en el centro.

4. Falso. Es mas resistente la que soporta mayor momento torsor; se usa (10.5):

3

Al

R .1
R, 8

5. Falso. De (10.5) se deduce que el momento torsor soportado por la barra se multiplica por 8.
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6. Falso. Segun (10.3) y la reciprocidad que cumplen las tensiones cortantes, el sentido de las que apa-

recen en la parte inferior de la figura es al contrario.

7. Cierto. El material de la tiza es fragil, falla por traccion y la tensién de tracciébn es maxima se-
gun (10.11) si 8= 45°, por eso las lineas de falla presentan esa inclinacién aproximada con respecto al

eje de la tiza.

8. Se toman en cuenta la figura 10.4c y resultados de la proposicion 10.2.1-2 y (10.3):

T , [". 2Tr vy T R
—=(r'rdA="!r 2m'dr') = r=
o TR R @mdr)= o (n)”
9. Cierto. Se trabaja como en la proposicion previa:
T'=[r'rdA= [ ZTE (2mrdr) = 15T

R/2

10. Cierto. Se usa el resultado de la proposicion 10.2.1-8 con n = 2:

R
R, = =0,841R
ok
11. Falso. De (10.5):
T - R'T,, _ 7%0,05°x55x10° ~10,8[kNM]
2 2
12. Falso. De (10.4) y (10.5) con I, = 7R*/2:
ro= G%'w (10.49)
L:G_H:—78><10 X =1250
R 1, 2x98x10°
13. Cierto. De (10.5):
ys 3 ¥3
Tméx = 2T3 < z-W I:amin = 2T = ZX1O 6 = 0’021[m]
R T, mx70%x10

w
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14. Falso. Se usa (10.11), donde r = Ry 8= 45°:

15. Falso. Se usa (10.11),conr =Ry §=45°y T = FRk:

Y3 Y3
2FR s
= nR3R <o, R, = 2FR,  _ 2x182x10 x60,6 ~ 54[mm]
na,, mx441x10
16. Cierto. Se usa (10.5):
3 3 6
. = 2alz <z, F = mR°T, _ mx0,025" x49x10 ~15[KkN]
R 2a 2x0,8

17. Falso. La deformacion lineal méxima se halla con (6.24), donde §=45°y & =g =0, ya que el

estado de tensiones es de cizalladura pura; se usan (10.2) y (10.5):

Y3 3
£ = yméx = Tméx = T <é& R 2 T = 3960 s = 18,7 [mm]
™2 26 aRGT " mGe, mx80x10° x220x10
V3 y3
2T 2T 2x360
T, = <rT R — = ——— — =179[mm R =187
R nT, 7% 40x10° (mm " mm]

18. Cierto. La deformacion lineal se calcula con (6.24), donde 8= 60°y & = & = 0, ya que el estado de

tensiones es de cizalladura pura, y se usan (10.2) y (10.5):

_ ¥,.5en120° 7 .sen120° _ T+3 _2nR°Ge,, _ 2mx0,025°x80x10° x717x10™°

E. =
* 2 2G 271R°G NE) NE)

~3,25[kNm]

19. Falso. En ambos segmentos, T, =T, =T,; se usa (10.5):

3 13
T = 2T0 <I‘ R = 0 = M 20’046[m]

1maéx nR13 e\ 1min 7T T X 48 xlos
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10.4 Tensiones en tubos circulares sometidos a un momento torsor interno uniforme

10.4.1 Proposiciones y ejercicios

1. Calcule en un tubo de R;, R;, I, ©w y peso especifico w la razon entre el momento torsor permisible y

el peso propio.

2. Una barra de Ry un tubo de Rj y R, tienen iguales Ay T. Sit = R. - R;, la razén entre las tensiones
maximas es 7, /T, = (t/R)[1+ (t/R)z]/EH (t/R)“].

3. Si una barra de R y un tubo de R, = nR,, tienen iguales Ay &, la razon entre los momentos torsores

permisibles es T, /T, = (L-n?f* /L+n?).

4. Una barra de Ry un tubo de Riy R. = R tienen iguales |, 7w y w. Si en cada uno se calcula la razon A

entre el momento torsor permisible y el peso propio, entonces A, /A, =1+ (Ri/R)Z.

bar

5. En un tubo, R. = 2R, entonces T,,, = 4T/{I5mR ).

6. Al abrir en una barra de R, = 50 [mm] un agujero coaxial de R, = 25 [mm], la resistencia a la torsién

se reduce al 75%.

7. En un tubo de R. = 2R; se supone que la tension cortante se distribuye uniformemente en la seccion

rectay vale . Entre la tension cortante maxima verdaderay ésta se cumple r, /7, =1,32.

8. Un tubo delgado de R, =38[mm], t=3[mm] y T =68[Nm] se corta con un plano transversal cuya

normal forma con el eje de aquel el &ngulo & = 45°. En el borde exterior de esa seccion, o .. = 8,9 [MPal.
9. En el mismo borde de la seccion del caso previo, T,.. =2,3[MPa].

10. Si /s =640 enun tubo de R, =75[mm], R, =60[mm] Yy G =80[GPa], entonces T =20[kNm].

11. En el caso previo, ¢, =320pu.

12.Sienuntubode R, =25[mm], R, =19[mm] Y G =79[GPa], un extensometro ubicado en la superficie

y que forma con el eje de aquél el angulo a = 45°, registra ¢,.. =170y, entonces T =525[Nm)].

13. En un tubo, R, =80[mm], r, =180[MPa] ¥ T =12[kNm]. Si el factor de seguridad es n =5, enton-

Cces t.., =2[mm].
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14.Untubode R, =01[m] Y R; =0,09[mm] se suelda a lo largo de una hélice cuya direccion forma con

el eje de aquél el &ngulo a = -45°. Si en la soldadura o, = 85[MPa], calcule el Tmgx.

15. Si una barra de Ry un tubo de R, =2R,, tienen iguales Ay 7w, la razon entre los momentos torsores

permisibles es T, /T,., =0,693.

'tub

16. Si una barrade Ry un tubo de R = R = 2R; tienen iguales zw, la razén entre los momentos torsores

'tub

permisibles es T, /T,., =16/15.

17. Una barra de R =38[mm] y un tubo de R, = 44[mm] tienen iguales fa y T; asi, R, = 32[mm].

18. Una barrade R =01[m] y un tubo de Re/Ri =2 tienen iguales ma y T, entonces R, = 0,112 [m].
19. Sien el caso previo barray tubo tienen iguales longitudes, en éste el ahorro del material es del 21,7%.

10.4.2 Soluciones

1. Se halla el momento permisible con (10.5) y el peso del tubo:

4 _ 4
T, = Ic;éw = ”(Re ZR?i )TW y W=wV = ]T(Rez - Ri2)|W
T, . R*-R), _(R*+R?)z,
w 2R (R’-RZJw 2RIw

2. Cierto. Se toman en cuenta la definicion de t, la igualdad de las areas y (10.5):

RZ _tZ RZ + t2
=R -R Y A=mR?*=m|R*-R”? R = R =
t=R -R Y R*-R7) R=T—yR=T2
2T _ 2TR r.  RR RR, R(R® +t°)/(2t)

I, = = Y Tw = ;(m 7. R'-R = RZ+R? = (R2 + tz)z/(Zt)z + (R2 - t2)2/(2 )i

T _ RUR*+¢) _ (yR)p+ (yRY]
r,, R+t 1+(YR)

bar
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3. Cierto. Se usan la igualdad de las &reas y (10.5):

A=mR’=n(R?-R?) R’=R?-R?=({1-n’)R’

e I

T = _ﬂRBTW y T - ”(R84 - R|4)Tw TWbar - ReR3 — RER = (1_ nZ)J/Z
Whar 2 Wtub 2R T R 4 _ R-4 Re2 + Riz 1+ nz

e Wtub e i

4. Cierto. Se halla esa razon para la barray se usa el resultado del ejercicio 10.4.1-1:

3
T
TWbar = ﬂR TW y Wbar = WV = ”RZIW Abar = Whar — RTW
2 Wbar 2|W
A = TWtUb = (R2 * Riz)TW /\tub - R* + Riz =1+ & ’
W 2RIw AR -

tub

5. Cierto. Se halla el momento polar de inercia del tubo, y se usa (10.3) con r =R, :
TR 2TR, _ AT
R -R‘) 157R’

e 1

6. Falso. Se calculan los momentos admisibles respectivos con (10.5):

3 4 4
- R
Toar = aner Y Tows = ”(Rl ZRRZ )TW IW‘“b =1- ?2 =1- % =93,8%

1 Whar

7. Falso. Se halla el valor de 1 que se supone actta en cada dA de la seccion recta y se usa (10.3):

T :J;rordA:J':]f”rorzdedr = 2/rr0(R§ _ Ria) = 14ﬂ|3?i3T0 I, = 14?;;;3
. - 2TR_ 4T T =56 _ 14
™R -R*) 157R? r, 45

8. Falso. Se halla un 1, aproximado del tubo por ser delgado y se usa (10.11)con #=45°y R =R +t/2:

- nR'-R') _ xR +R’)R +R)R.-R) _ 2R, J2R,)t) g, (10.50)
2 2 2
O = Msenze = 6(0,038 + 0,0015) sen90° = 2,6 [MPa]

2 x0,038° x 0,003

0
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9. Falso. Se deduce de (10.11) que r,. = 0.
10. Cierto. Se usan (10.2) y (10.3) con r =R, :

T - TR, = _Glyy,, _80x10°x7(0,075' - 0,060°)x 640x10°
G Gl R 2x0,075

e

=~ 20 [kNm]

11. Cierto. Se usa (6.27) con &, =&, =0:

T,
Eme = —2 =320
max 2 H

12. Falso. Se usan (10.2) y (10.3)conr =R,y (6.24),enlaque s=§=0 y #f=a

y - z-méx - TRe £ — yméx
méx G GIO y 45° 2

sen2d = TR, sen2d
2Gl,

2 26lE, _79x10°x 7{0,025* - 0,019*)x170x10°®

= =435[Nm]
R,sen26 0,025x sen90°
13. Falso. De (10.3):
y4 1/4
2TR s
o= L ST—Y R < Re4 B 2nTR, - 008" - 2x5x12x10 x60,08 ~ 0,0792 [mm]
mTR"™-R n JIT, mx180x%10

tom = Ro = Rinae =80~79,2 = 0,8[mm]

14. El angulo que la normal a la soldadura forma con el eje del tubo es § = 45° vy se usa (10.11):

o= Renopco, T - mo, (R -R) _ mx85x10°x (01 - 0,09°)

. o = 45,9[kNm]
I, 2R sen2d 2x0,1x1

15. Cierto. Se usa el resultado de la proposicién 10.4.1-3, con n = 0,5:

waar = (1_ nz)l/z = (1_ 0'52)1/2 = 0,693
TWtub 1 + nz 1 * 0,52

16. Cierto. Se hallan los momentos admisibles respectivos con (10.5):

T - ﬂRSTW yT - IT(Re4 - RiA)Tw - ”R3(1_1/24)Tw - 157R° T TWbar _16
Whar 2 Wtub 2R 2 32 w T

e Wtub
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17. Falso. De (10.3):

r =2l o : R =(R'-R°R. )" =(0,044* 0,038 x0,044)" =0,034[mm]

3

2T 2TR
T . = = € ) R = R = 01 = 0,102 [m]

TR R R

19. Cierto. Se usa el resultado de la proposicidn previa al calcular los volimenes respectivos:

2 _p2
=Ry V,, = 7(R: - Rl Yw R RR RO

R? 01022 ° 1
e Vv R? R R’ 01

-— =78,3%
4

\Y

bar
bar

%ahorro = (100 - 78,3)% = 21,7%

10.5 Giros en barras y ejes circulares sometidos a un momento torsor interno uniforme

10.5.1 Proposiciones y ejercicios
1. Dos barras tienen iguales I, Ry T, gira menos la de mayor G.
2. Al duplicar el area de la seccion recta de una barra el angulo que esta gira se reduce a la octava parte.
3. Lasbarras 1y 2tienen I =21,, A =4A,, 2G, =G, eigual T; giramaslal.
4. En una barra ow, entonces 4, = lg, /(RG).
5. Una barra de Ry un tubo de R. =2R; tienen iguales I, Ay T, entonces gira menos el tubo.

6. Una barra de R y un tubo de R. = nR; tienen iguales |, A, Gy T, entonces 6, /6,, = (n2 —1)/(n2 +1).

7. Si en el caso previo los angulos girados son iguales, entonces T, /T, = (n2 —1)/(1+ nz).

8. Entre los extremos de una barra el angulo girado es 8. La deformacién angular en un punto ubicado

a R/2 del centro en la seccion recta de la mitad de la barra es y = Rg/(4l).
9. Enunabarra, 1=1[m], R=5[mm], G=60[GPa] y T =10[Nm], entonces 8 =16,7°.

10. Una barra tiene G =83[GPa], r,, =88[MPa] Y 8 = /T/2, entonces I/R =1482.
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11. Enuna barra, 1 =183[km], R=01[m], G=76[GPa] y 6 = 720°, entonces r,, =52,2[MPal].
12. En una barra, R =50[mm], G =78[GPa], r,, =98[MPa] y & =6°. Calcule I.

13. Enunabarra, 1=0,46[m], =3y y _ =e00p. Calcule R.

max

14. En una barra, 1 = 40R, G =83[GPa)], r, =50[MPa], 6, =1° Y T =4[kNm]. Halle Rmin.

15. Con la broca de un taladrode I =12[m], G =76[GPa] y &, = 0,5°se abre un agujero de R, =0,2[m],

al vencer una resistencia de F =10[kN]. El radio minimo del taladro es R, = 0,078 [m].

16. Una barra se forma con los segmentos coaxiales 1y 2, de 1, =0,6[m], R, =015[m], |, =2,4[m]

Yy R, =01[m]. Sitodas tienen iguales G, otra barra de igual rigidezy R = 0,12[m] debe tener | =3[m].

17. Una barra se forma con los segmentos coaxiales1y 2,de I, =1, =0,9[m], R, =25[mm], R, =13[mm]

y G =83[GPa], y soporta T =136 [Nm]. Halle el giro entre los extremos de la barra.
18. Enigual caso, r, =50[MPa] Y 6, =3°, entonces T, =202[Nm].

19. En un tubo de R: = 1,5R; la deformacion angular maxima es y,_, = 4oou; entonces la deformacion

angular en la superficie interior es y, = 267p.

20.Untubode R, =R Y R; = R/2 gira 1,067 veces lo que gira una barra de iguales |, G, Ty R.
21. Un tubo tiene I =1,5[m], R, =16[mm], G =75[GPa] y 6 = 4,58°, entonces r,, = 76,4 [MPal.
22. Un tubo tiene 1 =0,3[m], 8=0125° Y Vs = 4004, entonces R, = 55[mm].

23. Un tubo tiene 1 =0,6[m], R, =22[mm], R, =16[mm], T =700[Nm]y & =4°. Calcule G.

24. Un tubo de 1=1[m], R, =13[mm] Yy T =400[N m], puede fabricarse con los materiales 1 o 2, de

G, =36[GPa], G, =28[GPa], 8,, =6,, =215°, 0, = 4,4[Mgm] y 2, =2,8[Mgm°]; es mas liviano el 1.

25. Una barra se forma con los segmentos coaxiales 1y 2, de I, =1,2[m], R, =40[mm], I, =0,9[m]
Y R, =30[mm], mientras que en un tubo, 1, =21[m] Y t=0,2R,. Si barray tubo tienen iguales G, Ty 6,

entonces R, = 37 [mml.
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26. La barra AB, de 1, =0,25[m] Y R, =13[mm], se empotra en A a la pared y en B se une por medio de
una placa rigida al tubo BC, de I, =01[m], R, =25[mm] Y R, =22[mm], el cual es coaxial y esta alrede-

dor de la primera. Si G =75[GPa] y en C obra T, = 23[Nm], entonces 6., =0,213°.
10.5.2 Soluciones

1. Cierto. Ya que segun (10.4) el giro es inversamente proporcional a G.

2. Falso. Al duplicar el area de la seccion el radio se multiplica por V2 y el momento polar de inercia

por 4; en consecuencia, segun (10.4), el angulo girado se reduce a la cuarta parte.

3. Falso. Se relacionan las areas y se usa 10.4:

R = 4/mR)} R

1 2

1

4. Cierto. De (10.11) se sigue que en §=45°, o . =1, ; se usan (10.4)y (10.5):

max

| o T':nR3JWy0: 2Tl ol _lg,
max max ﬂR3 max 2 GHRA méx GﬂR4 RG

6. Falso. De la igualdad de las areas y (10.4):
R =n[R?-R?) R*=R2-R?=(n*-1R’

271 271 0,

6, = 6, = :
w =R Y Cw 7R -R)G 6, R’ R? n?-1

7. Cierto. Se usan resultados de la proposicion previa:

2T 1 2T, T

bar tub bar —

m'G 7R*-R')G T




8. Falso. Se usa (10.1):

_R,40_0 _ d6 _RO
r=—y—_—= =r—=—
2 X dx 2l
9. Falso. De (10.4):
0 = 2'I;I _ 2x1(2x1><180g ~973°
MmR*G  mx0,005* x60x10° x 71
10. Cierto. De (10.49):
9
:_Tméxl L:G_H:—S?,Xlo x”:1482
RG R 71, 88x10°x2
11. Cierto. De (10.49):
9
mex = RGE . Ddx70x10 . AT 522 [MPa]
| 183x10
12. De (10.49):
9 o
| = RG#A _ 0,05x78x10° x6°x 71 ~ 417[m]
T, 98x10° x180°
13. Se usan (10.2) y (10.49):
_ T _ RO _ Vuul _ 600x107° x 0,46 x180°
yméx - - R - -
G | 2] 3°x7
14. De (10.4) y (10.5):
s 3 o ¥
Q:BO'ERSQW R> 80T _ 80x4x10°x180
mR'G nGé, Tx83%10° x1°x 77
¥ 3 W3
T = 2T3 <7, R > 2_T = 2)(4_)(106 =371[mm]
R T, mx50%10

771

Alvaro Gaviria Ortiz

=527 [mm]

=413[mm]

R, =413[mm]



Mecénica de Materiales / 10 Momento torsor
15. Falso. EI momento torsor que obra sobre el taladro es T = FRy, y se usa (10.4):

ya 4 o V4
P R, = 2FRI  _ 2x10 ><O,29><1,2><180 ~ 39[mm]
G nGée, Tx76%10°x0,5°% 11

W

_2FR|
R

%

1

16. Falso. Tienen iguales rigideces las barras si sometidas a igual momento torsor giran igual; se

usa (10.4):

2TI 2TI 2TI, _RYl, R, 012°x06  012°x24
— 14 + . = =+ == + =5,22[m]
G/MR* GmR' GIR, R' R, 015* 01
17. Se usa (10.4):
4 o 4
=646, = 21, ,,R* __ 2x136x09x180 L 250 _ 2 02°

7GR = R,* ~ mx83x10° x0,025° x7 ~ 13*

18. Falso. El segmento 2 se tensiona mas al tener menor radio; se usa (10.5) y el resultado del ejercicio

previo:
4 4 9 4 o
_ 2TI14 1+R_14 <0, < ,’TGR149W 4\:77x83x10 % 0,025 >z3 t”=202[Nm]
7GR, R, 2L,L+R /R,*)  2x0,9x180°(1+25°/13")
mR,’t, _ mx0,013°x50x10°
Ty =aaysr, Ts—2t= =173[Nm] 1, =173[Nm]
R, 2 2

19. Cierto. De (10.1) se deduce:

L - yméx yi = yméxRi - 400“ ~ 267“
R, R R, 15
20. Cierto. Se usa (10.4):
2Tl
e =7 Y B = 2;” = 2X16T4| 9‘““ = E =1,067
G/R Gr(R*-R') 157GR 6, 15
21. Falso. De (10.49) con R=R,:
9 o
_ GR,8 _ 75x10° x 0,016 x 4,58° x 71 ~ 63,9 [MPa]

T
i I 15x180°
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22. Cierto. Se usan (10.2) y la proposicién previa:

T . R&

— Tméx — e V 4 I 400 x 10_6 X 0,3 x180°
x = R, == =55[mm
Vimo G | ¢ g 0125°x 11 [ ]
23. De (10.4):
G = 2TI _ 2x700x0,6x180°

7R -R' - 70022" 0016 Jxavxn 22! LGPl

24. Falso. Se usa (10.4) y se supone que ambos materiales se trabajan hasta el &ngulo admisible:

ya o  ua
= Ry= RO- 2T o gorg - 2XA00DABY g g5y
7GR -R.") 7G.6,, Tx36x10° x 21.5°% 77
2T .o " 2x400x1x180° Y
v = 7 7 R,= R, - = 0,013 - - — =811[mm]
7G,(R°-R, 7G,0,, Tx28x10° x 215°x 17

Q _pdA _p(R7-R/’) _ 44x (0013 -0,00993")

Q. " pdlA  pR7-R/) 28x (0013 ~0o0eir)

25. Cierto. Se usa (10.4)yyaque R, = R, +t = R, +0,2R,, entonces R, =0,8R, :

an, |, oml, _ 2T, 2Tl R R , "
7GR’ 7GR, nG[R‘-R*) 7GR‘(L-R*/R}) O LA-RYR+LRY/(LR]
14
R, = 0,04 21

121-08 fis00xar fizxa] o M

26. Falso. En ambos elementos el momento torsor interno es To y se usa (10.4) para hallar el giro en
cada uno, que luego se suman para calcular el giro total:

I I
8(:/A - 2T 2 1

”G R4_R-4+

2x23x180° 01 0,25
s+ Og/a =

4 = 9 4 4 + 4 20’1050
R mx75x10°x7 0,025°-0,022* 0,013
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10.6 Tensiones y giros en barras y ejes circulares cuando la seccion o el momento torsor

interno varian

10.6.1 Proposiciones y ejercicios

1. En una barra cuya seccidn varia suavemente a lo largo de la longitud (figura 10.53a) la tension cortante

en algun punto de una seccion puede hallarse con 7 = Tr/1,.
2. En el caso previo, el giro entre secciones separadas | es g = TI/Gl, .

3. En una barra sometida a un momento torsor interno no uniforme, la tensién cortante en un punto

de una seccion puede calcularse con 7 = Tr/1,.
4. En el caso previo el giro entre secciones separadas | es ¢ = TI/Gl, .

5. Si una barra empotrada a la pared soporta un momento torsor externo repartido uniformemente a

lo largo de la longitud y de intensidad t, (figura 10.18a), entonces 6 = tolz/(nR“G).

Figura 10.18 Momento torsor externo distribuido uniformemente. La barra empotrada a la pared soporta un momento
torsor distribuido por unidad de longitud y de intensidad uniforme, como se ve en a), y el origen O se ubica en el extremo
libre; b) ilustra el cuerpo libre de la barra cortado a la distancia x del origen.

6. En el caso previo, 7,,, = 2t,1/(7R°).
7. En el mismo caso, R =25[mm], 7, =140[MPa] Y t, = 2[N]. Halle Inax.

8. Si una barra empotrada a la pared soporta un momento torsor externo repartido a lo largo de la

longitud y de intensidad t = t,x/I, donde x se mide desde el extremo libre, entonces & = tolz/(2ﬂR“G).
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9. Si en el caso previo x se mide desde la pared, el &ngulo que el extremo libre gira es el mismo.

10. Un tubo empotrado a la pared soporta en el extremo libre el momento torsor externo Ty, y otro

repartido a lo largo de la longitud y de intensidad ¢ = t,x/I, con x medida desde la pared (figura 10.19a).

Entonces 7., = (2T, + )R, /[7(R* -R*)| .
11. En una barra el momento torsor interno es T = Tysen(77x/1), entonces 6 = 2T, 1/(7GR*).
12. En el caso previo, 7., = 2T, /(7R*).

13. En una barra empotrada a la pared obra un momento torsor externo repartido a lo largo de la
longitud y de intensidad t = t,x*/I*, con x medida desde el extremo libre. Si la tensién cortante maxima
a lo largo de la barra es igual a 7w, la variacion del radio de la seccién recta es R =Cx, donde C es una

constante.

Opsr —» —» —» —» —» > T, 19R PR X

Figura 10.19 Momento distribuido linealmente. La barra empotrada a la pared soporta en el extremo libre un momento
externo T, y otro distribuido por unidad de longitud y de intensidad variada como se ve en a), y el origen O esta en la
pared; b) ilustra el cuerpo libre de la barra cortado a la distancia x de la pared.

14. Una barra empotrada a la pared, de | =50[mm], R=4[mm] y G =75[GPa], soporta un momento
torsor externo repartido a lo largo de la longitud y de intensidad t = to(x/l)z/s, con x medido desde la

pared. Si el momento reactivo en ésta es T, = 50[Nm], entonces & = 2,97°.

775



Mecanica de Materiales / 10 Momento torsor

15. R1 ¥y Rz son los radios en las bases de la barra troncénica de la figura 10.20. Halle el &ngulo girado.

Figura 10.20 Barra troncénica. De radios R; y R, en las bases y sometida al momento torsor T; el origen se ubica en la base
1.

16. Si en el caso previo, R, = 1,45R;, el angulo girado es la mitad del de una barra cilindrica de R, y de

iguales|, Gy T.

17. Si en el mismo caso, R, =1,2R,, Y se usa el radio medio para calcular el angulo girado como si la

barra fuese cilindrica, el error que se comete es del 3,25%.
18. La tensién cortante maxima a la distancia x de la base 1 en igual caso es 7, = (TI*/7)[R,(1 - x) + R,x]".

19. En idéntico caso, | =12[m], R, =15R,, G=27[GPa], 1, =104[MPa], 6, =3° Y T =41[kNm], en-

tonces R, = 25[mm].

20. En un tubo tronconico delgado, 6 = TI(R1 + Rz)/(zertRij), cuando en las bases los radios medios

son R; y R..

21. Si R=R,e", donde x se mide desde el extremo libre, es la variacion del radio de una barra empo-

trada a la pared, entonces 8 = TI{L-¢*)/(47R,*G).

22. La barra ABC se forma con los segmentos coaxiales ABde I yR,yBCdelLbyR,. Sien A, ByC
respectivamente actian (figura 10.21) los momentos torsores externos =5To, 2Ty y 3To, las tensiones

cortantes méximas en los segmentos son iguales cuando R, /R, = (5/3)".
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T C = x —
[ Y‘]
o ——

(a) (b)

b —
©

Figura 10.21 Barra circular escalonada de dos segmentos con radios y longitudes distintos. Soporta momentos externos en
A, By C como muestra a); en b) y c) se ilustran los diagramas de cuerpo libre en los que se calculan los momentos torsores
internos de cada segmento.

23. En el caso previo ambos segmentos tienen iguales tensiones cortantes maximas y G. Se retuercen

entonces iguales angulos, cuando 1,/1, = (5/3)*.

24. Labarra ABC de R, G =83[GPa], r,, =60[MPa] Y 6, = 4°, se empotra a la pared en Ay se forma con
los segmentos coaxiales AB, de I, =2[m], y BC, de 1, =3[m]. Si en B y C obran los momentos exter-

nos T, = -0,5[kNm] y T, =1[kNm], calcule Ruin.

25. El eje AB de R, =38[mm]esta apoyado en rodamientos sin friccion, soporta en A el momento ex-
terno T: y lo transmite en B con una rueda dentada de R, =100[mm], a otra similar de R, =300[mm],

la cual lo recibe en el eje CD que estd empotrado a la pared en D (figura 10.22). Si en ambos

ejes r,, = 62[MPa], entonces R, = 54,8 [mm].

s Al
N7 7 ! 0
T, } Ay |
ZEEZ
.t] . }‘\ //

ro

-

B

ro
=

- M
N (N
N

(a) (b)

Figura 10.22 Ejes engranados. El eje AB transmite mediante ruedas dentadas el momento torsor T, al eje CD que se empotra
a la pared como muestra a); b) ilustra las ruedas dentadas B y C que se engranan entre si y desarrollan en el punto de
contacto la fuerza tangencial mutua Fgc.
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26. En el caso previo, |, =2[m], 1, =13[m], 7,, =50[MPa] y G =83[GPa], entonces 4,, =2,34°.

A/D

10.6.2 Soluciones

1. Cierto. La expresion es exacta en barras cilindricas, pero puede usarse como aproximacion razonable

en tanto la variacion de la seccidon sea suave.

2. Falso. La expresion si puede aplicarse a un elemento del eje de longitud dx, como aproximacion

razonable, y después se integra a lo largo de la longitud.

3. Cierto. La férmula es exacta si ese momento es uniforme, pero puede usarse con buena aproximacion
en tanto la variacion del momento sea suave; en tal caso se usa el momento torsor interno en la respectiva
seccion. Si el cambio del momento es brusco también puede usarse lejos de la secciébn donde tal cambio

ocurre.

4. Falso. La expresion si se puede aplicarse a un elemento del eje de longitud dx, como aproximacion

razonable, y después se integra a lo largo de la longitud.

5. Cierto. Se ubica en el extremo libre el origen O, se halla el momento torsor interno (figura 10.18b) y
se usa (10.8):

7. Se usa el resultado de la proposicion previa:

3 6
T = ,27;"1 STy e = ”XO’OOZE’ x><2140><10 ~1,72[m]
8. Falso. Se calcula el momento torsor interno y se usa (10.8):
7o [ X o= [txdx _ tl?
Jo 1 2l |,2IGl, 3mR‘G
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9. Falso. Se halla el momento torsor interno, se usa (10.8) y se mira el resultado de la proposicion previa:

To ('txax’ _ (7 -x) o ['6l7-x)ax 2l 41

| 2l ], 2Gl,  3mR‘G’ 3R‘G

10. Cierto. Se halla el momento torsor interno (figura 10.19b), luego el maximo de este y se usa (10.5):

't x"dx’ t (1 - x? ,
T:TO+[ 0 :TO+ O( ) T :T +£ enx:o I_méX:TmaxR:(ZTo:-tol)RAe
Jo 1 2l mx — 0T , 7R-R’)
11. Falso. De (10.8):
o= ['Tosen(ﬂx/l)dx 2Tl 4T
Jo Gl, 7Gl, m*GR*

12. Cierto. Se halla el maximo del momento torsor interno y se usa (10.5):

| T,R 2T,

Tmz’\x = TO en X=—= Tméx =% = 3

2 I, /R

13. Cierto. Se calcula el momento torsor interno y se usa (10.5):
oWt TR 2 o2 wx-Cx
Jo 1 31° Yo, 3R 3nl’r,
14. Cierto. Se determina el momento torsor interno y se usa (10.8):
't X Pdx’ _ 3t (17 - x” 3t,| 5T T
T= Jf SEa °(5,2/3 by, =70)- o Loty T ()
o= ['To(1° -x")dx _ 5T,] _  5x50x0,05x180°  _ 5 g7°
lo I7GI, A7TR‘G  4x7rx0,004* x75%x10° x7r
15. Falso. Se halla el radio de la seccion a la distancia x de la base 1y se usa (10.8):
R RO-X+RX 0 | ['Tdx _ [’ 2T1“dx 2Tl 1 1

_f tron JoGlo - JoﬂG[Rl(I - X)+ RZX]A = 37TG(R2 - R1) R13 Rzz
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16. Cierto. De (10.4) y el resultado de la proposicion previa:

2Tl 2Tl 1 _0498x2Tl _4,,

= — 1 —
" GrR‘ y “" " 37G(,45R -R) R’ 145°R’ 7GR 2

17. Falso. El radio medio es R, =11R,, y se usan (10.4) y el resultado de la proposicién 10.6.1-15:

g - 2Tl _0683x2Tl _ 271 1 1 _0702x2Tl
" Gmx11'R*  GrR/ " 37G(2R, -R,) R’ 12°R/} GrR}
soerror = Jun = On _ 0702-0683 _, )0
0,702

tron

18. Falso. Se calcula el radio de la seccién a la distancia x de la base 1y se usa (10.5):

_R,(I-x)+R,x _TR_ 271
B [ ", AR (-x)+Rx]?

R

19. Falso. Se usa (10.5), al observar que la maxima tension cortante en la barra ocurre en el borde de la

seccidn de la base 1 por ser la de menor radio, y el resultado de la proposicién 10.6.1-15:

13

2T 3
- 2T _ 2x41x10 ~ 20,3 [mm]

" R? 'Y omr,  mx104x10°

2T 1 1 _2x41x10°x12x(1-15°) _544x10°

<6,

2] =
" " 37G6(R,-R) R’ R  3rx27x10°x(15-1)R’ R/ v

-8 o Y4
R > 5,44><100 x180 ~319[mm] y R
3°xr

=31,9[mm]

1min

20. Falso. Se halla el radio medio de la seccién a la distancia x de la base 1y se usan (10.50) y (10.8):

R (1-x)+R,x y I = 2[R (1 - x) + R,x[ oo ['Tox _ i TI%dx _TIR, +R,)

R =

| ’ I° 1oGl,  Jo27GtR(1- %)+ Rxf  47GIR’R

21. Falso. De (10.8):

Tdx _ [ 2Tdx  _TIfL-e*)
.Gl, |, G/R, e~ 27RG
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22. Cierto. Se hallan los momentos internos en cada segmento (figuras 10.21b y c) y se usa (10.5):

10T, 6T, 2
T, = 5To yT, = 3To Timex = 2 = Tomax = 03 & = E
R, R, R, 3
23. Falso. Se usan resultados de la proposicion previay (10.4):
4
g = 10T°|1 =4 = 6T°|2 |_1 = E & = E ”
B/A R 4 c/B R 4 I 5 3

2 2

nN

24. Los momentos internos en ABy BC son T, = 0,5[kNm] y T, =1[kNm], y se usan (10.4) y (10.5):

2(05x2+1x3)x10° x180° **

2T . 2T,
= + <
g Tx83x10° x4°% 1

S22 o R >
GrR* GnR* ™"

= 25,7[mm]

2T, 2x500 *
r . = —1 <T [ ———— =
e = s W R=> TX60x10° 17,4[mm]
2T, 2x10° "
T,  =—2<T. > - =22 =
mn = 03 W X 60X 10° ,0[mm] R, =257[mm]

25. Cierto. Sean Fgc la fuerza tangencial mutua que se desarrolla en el punto de contacto entre las ruedas

dentadas y T, el momento torsor que recibe el eje CD; se usa (10.5):

" 300 *

=R R 20038 30 " <s548[mm]
R, 100

26. Falso. Los ejes rotan en sentidos opuestos debido a las ruedas dentadas que los unen; se usan el

resultado de la proposicion previa y (10.49):

6 o
_ 9 — _ max - I_Z = 50 xlo X180 2 1,3 = 0,998o

6. =0 L _
*®~"G R R 83x10°x7 0,038 00548

A/D A/B

2

10.7 Ejes macizos no circulares

10.7.1 Proposiciones y ejercicios

En las proposiciones y ejercicios de esta seccion no se toman en cuenta las tensiones concentradas y se

supone que las barras se sostienen sin que se les restrinja el alabeo.

1. Las secciones rectas de una barra de seccion cuadrada dejan de ser planas.
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2. La razon entre las areas de una barra circular y una cuadrada de iguales Zmax y T €S A, /A, =0,895.

3. Dos barras tienen iguales Ay T pero una es circular y cuadrada la otra. La primera es mas resistente.
4. Calcule la razon entre las areas de una barra circular y una cuadrada de iguales |, G, Ty Gnax.

5. La razon entre los &ngulos maximos que giran una barra circular y una cuadrada de iguales |, A, G

Y Tmax €5 1,41.

6. Una barra de seccion cuadrada tiene a=20[mm] y rz,, = 50[MPa], entonces T,,, =68[Nm].

7. En una barra cuadrada, 1 =0,75[m], a=25[mm], G=28[GPa] y T = 68[Nm], entonces 8= 1,9°.

8. Si en el mismo caso 8= 3°, calcule la tension cortante maxima.

9. En una barra cuadrada de a, | =4[m], G=80[GPa], T =80[Nm], r, =50[MPa] y 6, =360°, halle a.

10. Si en una barra circular la tensién cortante méxima se presenta en los puntos de la seccidbn mas

alejados del centro, en una rectangular pasa lo mismo.

11. Si en una barra rectangular a/b =2, donde a es el lado largo de la seccion, entonces 7, =2,04T/b*.
12. Si en una barra rectangular a/b =5, con a el lado largo de la seccion, entonces 6 = 0,686T1/(Gb*).

13. La razon entre las tensiones maximas de una barra circular y una rectangular de a/b =3, con a el

lado largo de la seccion, y que tienen iguales |, Ay T, es r

cir

/T... =0,833.

14. En el caso previo la razén entre los angulos girados es .. /6, =1812.

ir

15. Dos barras tienen iguales |, G, & y T, una es cuadrada y de lado a y la otra es rectangular y de

lados 2a y a. Es més resistente la primera.

16. En el caso previo es mas rigida la segunda.

17.Si 7, = 35[MPa] en una barra rectangular de lados a =255b = 75[mm], entonces T =1,23[kNm].
18. En el caso previo, 1 =1,2[m] y G = 28[GPa], entonces & = 3,82°.

19. Enigual caso, T =565[Nm], calcule b.
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20. Una barra rectangular de lados a = 2b = 0,08[m] tiene G =83[GPa], g, =3° y T =1,6[kNm], enton-

ces | =318[m].

21. La barra ABC formada con los segmentos coaxiales y rectangulares AB, de |, =3[m] Yy la-
dos a =15b =60[mm], ¥ BC, de 1, =1,5[m] Y lados a, =1,33b, = 40[mm], esta empotrada a la pared
enA, y en By C obran los momentos externos T, =750[Nm] y T.=400[Nm] (figura 10.23), enton-

ces r,,, = 63,4 [MPal.

Figura 10.23 Barra rectangular escalonada. De dos segmentos y con lados de la seccién y longitudes distintos se empotra a
la pared en Ay soporta momentos externos en B y C como muestra a); en b) y c) se ilustran los diagramas de cuerpo libre
en los que se calculan los momentos torsores internos de cada segmento.

22.Enunabarrade 1 =0,75[m] y G =28[GPa], la seccion es un triangulo equilatero de lado b = 25[mm].

Si T =6,78[Nm], entonces 8 =8,2°.

23. Enunabarrade 1=26[m] y G =28[GPa] la seccion es un triangulo equilatero de lado b =30 [mm].

Si =08°, entonces 7, =2,54[MPal].

24. Si en una barra de 1=12[m], G=28[GPa], 7, =55[MPa] Yy &, =115° la seccion es un triangulo

equilatero de lado b =38[mm], entonces T_, =211[Nm].
25. En una barra eliptica la tensidén cortante maxima aparece en el centro de la seccion.

26. La razon entre las &reas de una barra circular y una eliptica de semiejes a = 2b, cuando tienen igua-

les Ty Tax, €S A, /A, = 0,794,
27. Si las barras del caso previo tienen iguales |, G y éns, entonces A /A, = 0,737.

28. Si una barra circular de radio R y una eliptica de semiejes a= R y b =kR con k < 1 estdn sometidas

. - 2
al mismo momento torsor, entonces Ty / Terimax = 2K -
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29. Una barra eliptica tiene semiejes a =2b =50[mm], y en ella r,, =39[MPa], calcule Tmax.

30. La barra eliptica ABC de semiejes a=2,5b=50[mm], formada por los segmentos coaxiales AB,

de I, =2[m], y BC, de I, =1,5[m], esta empotrada a la pared en Ay sometida en B y C a los momentos

torsores T, =40[Nm] y T, =50[Nm]. Calcule 7.

31. Si en el caso previo, G =15[GPa], entonces 4., =0,899°.

C/A
10.7.2 Soluciones

1. Cierto. La tension cortante es tangente a cada borde de la seccidn recta y varia desde 0 en las esquinas
hasta un méaximo en el centro del mismo, seguin se explico en las proposiciones 10.2.1-8 y 10.2.1-9, y de
igual manera cambian la deformacién angular alli y los &ngulos originalmente rectos de elementos infi-

nitesimales como los que ilustra la figura 10.24b; en consecuencia, lo que era un borde recto se convierte

en curvo.

{

(b) (©)

Figura 10.24 Secciones cuadradas se alabean. Debido a la variacion de la tension cortante y de la deformacion angular en
los bordes de la seccién recta los elementos infinitesimales de un borde como ilustra b) cambian sus angulos de manera
diferente y el borde recto se curva como se ve en c).

2. Falso. De (10.5) y (10.23) con a=bh, resultan:

_2T 48T R_ 2 ® A, R 2 *

z-méx 3 3 2 :0,816
R a a 48.r A, a 481r

3. Cierto. Es mas resistente la que desarrolle menor 7max, se usan (10.5) y (10.23):

12 3 12
e N XEY
T 1, 48UR° 481

R
a

2

TR* = a
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4. Se usan (10.4) y (10.24) con a=b:

2TI 71Tl
™ aR'G a'G

2 Y4 AC R?
747 A, @& 71

o |1

5. Falso. Se usan resultados de las proposiciones 10.7.1-2, 10.7.1-3y 10.7.1-4:

g _ 481"
R T 2a° 21" 6, TLR'T, 74

cua cua

481T . T, _48UR° _ 481 6, _ 2a'T,

=1,20

o |0

l“ 2T
Pl R

6. Falso. De (10.23) con a=b:

3 3 6
mex = 481 r, T, =oln- 0,02° x50x10
a 481 281

~83,2[Nm]

7. Cierto. De (10.24) con a=b:

_7ATI _ 71x68x0,75x180° _ 1g°
a‘'G 0,025 x28x10°x7

8. De (10.23) y (10.24):

_4,81aG6 _ 4,81x0,025x28x10° x3°x 11

z—méx = 33,1 [MPa]
711 71x0,75%x180°
9. Cierto. De (10.23) y (10.24) con a=b:
y3
T = 4’831T <T, az M =19,7[mm]
a 50x10
8_7,1T|<9 a> Mw‘“’SZ[mm] a —197[mm]
a'c ~ " ~ 80x10° x 27 ’ min T

10. Falso. En la rectangular se presenta en los puntos del borde maés cercanos al centro de la seccion; es

decir, en el centro de los lados largos.
11. Cierto. De (10.23):

_ 3T 0,6095 A 0,8865 18023 A 09100 _ 2,04T
T =—1+ + - + =
e2h° 2 2? 2° 2 b?
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12. Cierto. De (10.24):

4
K = 5b* 16 336, 02 ~1457b° @<= Tl _0686TI

16 3 5 5 " 1457Gb*  Gb*

13. Falso. De la igualdad entre las areas, R/b = (3//7)”2; se usan (10.5) y (10.23):

2T _ 3T 0,6095  0,8865 18023 09100 _ 1246T
Z-cir - 3 y Z-rec T An3 1+ + 2 - 3 + 4 - 3
R 3b 3 3 3 3 b
3 12
T, 2b _2n ~ 0548

T 12467R° 1246 x 3%

rec

14. Cierto. Por la igualdad de las areas, R/b = (3/7)*; se usan (10.4) y (10.24):

g, = 2T =3 16336 028 o0, o . T
R'G 16 3 3 3 0,790Gb
4 2
b o MR- 3 g3

6. 2x0790b* 2x0,7907

15. Falso. Es mas resistente la que tenga menor znax; se usan resultados de las proposiciones 10.6.1-2 y

10.6.1-11:

481T 2,037T
= <T

3 rec 3 cua

a

cua
a

16. Cierto. Es més rigida la que gira menos y se usa (10.24):

4
K, =2 16 336,008 ~01408a° 6, ~—
16 3 0,1408Ga
L2 10 3,0 ousreat G, <<,
6 3 2 2 0,4578Ga
17. Falso. De (10.23) con a=2,5h:
6
;= 3T ;,06095 08865 18023, 08100 _oppq qqer . 35X10° o0 o
2,5x0,03 25 25 25 25 5,749 10"
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18. Falso. Se usan el resultado de la proposicion previay (10.24) con a=25b:

_25x0,03" 16 336 + 0,28 609x1,2x180°

K =0,5072x10° 6= - =2,95°
16 3 25 25° 0,5072x107° x28x10° x 17
19. De (10.23) con a=25bh:
_3x565 0,6095 0,8865 18023  0,9100 _ 877 g77 ”
T = — 1+ + — - —+ — =— b= ——— =293[mm]
2,5b 25 25 25 25 b 35x10
20. Cierto. De (10.24) con a=2h:
4 3
K =2x004" 16 _336 0'258 =11719x10° 4= 16 xflo ! ~1,645x1021 <4,
16 3 2 2 11719x107° x83x10°
3 xm ~318[m]

| =
™ 1,645x1072 x180°

21. Falso. Se calculan el momento reactivo y los internos en cada segmento (figuras 10.23b y ¢) y se

usa (10.23) con a, =15b, y a, =1,33b, :
Ty =Tg +Tc =115[kNm], T, =T, =115[kNm] y T, = T, - T = 400 [Nm]

S 3x115%10° 14 06095 , 08865 18023 , 0,9100
mx 15x%0,04° 15 15° 15° 15

=~ 52,0[MPa]

3x400 0,6095  0,8865 1,8023 A 0,9100
1+ + - +

Domax = = 49,6 [MPa  =520[MP
amax 1,33 X 01033 1,33 1,332 1’333 1,334 [ ] z-ma>< [ a]

22. Falso. De (10.28):

_ 80Tl _80x6,78x0,75%180° _

= = =1.23°
b‘Gy3  0,025° x 28x10°74/3
23. Falso. Se combinan las relaciones (10.28):
9 o
_ bGv36 _ 0,03x28x10°Y3x08°x 7 - 195[MPa]

T,.
i 41 4x2,6x180°
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24. Cierto. De (10.28):

4 9 o
g 80Tl _ o T< 0,038* x 28x10°4/3x115°x 77 < 211 [N]
b*G+/3 80x1,2x180°
20T 0,038°% x55x10°
T, = e <7, T< 20 =151[Nm] T.. =21L1[Nm]

25. Falso. Aparece en el borde exterior de la seccion en los puntos extremos del eje menor.

26. Cierto. De (10.5) y (10.27):

_ 2Tl _ 5Tl R 2 A MR _2_
gméx_ 4an 4 I __2—T~0,894
/R'G 8m'G b 54 A, 2m° 5
28. Falso. De (10.5) y (10.27):
2T 2T T
r. =—-r r. . =— cirmax_ — |2
cirmax ﬂRz y elimax T[k2 R3 Te_”méx
29. De (10.27):
T , .
T = b’ ST, T, = 7%0,025° x39%x10" =1,91[KNm]

30. Se hallan el momento reactivo y los internos en cada segmento. En el AB la tension cortante es

maxima por tener el mayor momento torsor interno y se usa (10.27) para calcularla:
Ty =Tg +To =90[Nm], T, =T, =90[Nm] ¥y T, =T, =T, =50[Nm]

T, = 2T, = 2x90 _ = 2,86 [MPa]
2,5mh> 257 x0,02
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31. Cierto. Se usan resultados del ejercicio previo y (10.27):

_(@+p?)(TL +T,1,) _ (1+25°)(90x2+50x1,5)x180° X
HC/A - 313 - 3 7 5 = 0,899
m’h’G 2,5° x 1x0,02* x15x10° x 71

10.8 Ejes que rotan

10.8.1 Proposiciones y ejercicios

En las proposiciones de esta seccidbn no se toman en cuenta tensiones concentradas en los ejes ni, por
considerarlos sin peso, variaciones del momento torsor interno debido a fuerzas inerciales; ademas se
supone, a menos que expresamente se informe lo contrario, que los ejes, macizos o huecos, son circula-

res, estdn soportados en apoyos sin friccion y rotan con velocidad angular constante.

1. Al duplicar la velocidad angular con la que gira un eje manteniendo la misma potencia, se duplica el

momento torsor que obra en él.
2. En el caso previo se duplica la tensién cortante maxima que el eje desarrolla.

3. Al multiplicar por 8 la velocidad angular con la que se disefia un eje macizo, manteniendo la misma

potencia, se debe reducir a la mitad el radio del mismo para acomodarse a la nueva situacion.

4. Al duplicar la potencia que transmite un eje manteniendo la misma velocidad angular, se duplica el

angulo que giran entre si los extremos del mismo.

5. En el mismo caso se duplica en el eje la tension normal méxima en valor absoluto.

6. En un eje macizo se conocen &, fy &, entonces R, =0,328[2/fr, .

7. En un eje macizo, T = 34,5 [MPa], f =33,3[Hz] y 2 =746 [kw]. Calcule Rmin.

8. Si en el caso previo, | =1[m] y G = 28[GPa]; entonces 6 =1°.

9. En un eje macizo, 1 =0,5[m], R=0,03[m], G=78[GPa], f =13[Hz] Yy 8 =0,5° entonces & =141[kW].

10. En un eje macizo, 1 =125[m], R=19[mm], G =80[GPa], 7, =595[MPa], 6, =2° y 2 = 45[kW]; en-

tonces f,,, =15[Hz].
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11. Un eje macizo de r,= 12 [MPa] y ¢ =30[kw], formado con los segmentos coaxiales 1 y 2
f =12[Hz).

de R; = 30 [mm] y R, = 38 [mm], no puede girar con

12. En un eje tubular,Re=80[mm], Ri= 60[mm], rW=60[MPa] y f=2[Hz]; enton-

ces 7

max

= 850 [kW].

13. Si en el caso previo g, = 100 [MPa], de acuerdo con la teoria de la maxima energia de distorsion

por unidad de volumen, 2, =399 [kW].

14. En un eje tubular, R, =12R,, 7,, =60[MPa], f =15[Hz] Y 2, =224[kW]; entonces R, = 78,7 [mm].

it max

15. En un eje tubular, R, =32[mm], 7, =49[MPa], f=25[Hz] Yy <

max

=112[kW]; entonces

R, =26,5[mm].

16. En un eje tubular, 1=1[m], R, =5R;/4=25[mm], G=80[GPa], r, =100[MPa], 6, =3° Yy

f = 210[Hz]; entonces &

max

= 95,3 [kW].

17. De un tronco de madera de R=015[m] y 7, = 9[MPa] se corta un liston inscrito en aquel y de

seccién cuadrada. La potencia maxima que puede transmitir ese liston cuando gira con f= 1/6 [Hz],

es 2 =22,5[kW].
10.8.2 Soluciones

1. Falso. Se reduce a la mitad ya que segun (10.9):

SERS

2. Falso. Se reduce a la mitad, ya que de (10.5) y (10.9):
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4. Cierto. Ya que de (10.4) y (10.9):

g T _ 291
~(Gl) (GwmR*)

5. Cierto. Puesto que para 8 =45° y r=R, de (10.11) y (10.9) resulta:

Alvaro Gaviria Ortiz

TR 29
g, =—=
" (@R
6. Falso. De (10.5), (10.9) y (10.10):
T = B = ﬂs = % < T, (1051)
I, wiR’ 1°fR
Y3 Y3
R, = —0— =066 (10.52)
m*fr, W
7. De (10.52):
p 746x10°
R, =0,466 — =0466 ———————  =40[mm]
fr,, 33,3x34,5x10
8. Falso. Se usan (10.49) y el resultado del ejercicio previo:
_ Tl _ 345X10°x1x180° _, o,
GR 28x10°x 0,04 x 71
9. Cierto. De (10.4), (10.9) y (10.10):
21
E 10.53
T’R*fG ( )
9= m°x0,03" x13x78%x10° x0,5°% 71 ~141[KW]
0,5x180°
10. Cierto. De (10.53) y (10.51):
74 3 o
_ ZJJ <q, . 45x10°x12x180 ~15[HZ]
T’R*fG 7°%0,019* x80x10° x2°x 7
ro=— cr, a0 gyt 1, =15[HZ
T fR m°%x0,019° x59x10
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11. Falso. Se aplica (10.51) al segmento 1 que es el critico por tener el menor radio:

N AP 30x10°
o ERT T ™ m*x0,08° x12x10°

=9,4[Hz] <12[Hz]
12. Falso. De (10.5), (10.9) y (10.10):

7R

= e < 10.54
T inax m Ty ( )

_ m*x2x60x10°(0,08* - 0,06")
e 0,08

= 414 kW]

13. Cierto. Se usan (10.11) y (10.54) para hallar las tensiones principales en un punto del borde exterior

del tubo y luego se llevan a (7.51):

< 20,

2 e < 2w
g W y/TZfRA_RiA \/§

- — _ 2
L\ =0, =T Y 0,=0 67

max

_ m*x2x100x10°(0,08* - 0,06*)
méx 0,08\/§

~ 399 [KW]

14. Cierto. De (10.54):

2R 2 224 x10° v
T. = £ = R = =78,7[mm
™t (RY-RY) mf(1-127)R? * m*x15x60x10°(1-1,2") mm]

e

15. Falso. De (10.54):

ya 3 14
ro= TR Rl gl TR g L2XOX002 T
b/ f‘Re -R, i mfr, 2577* x 49x10°

16. Falso. De (10.4), (10.9), (10.10) y (10.54):

PR + 2R

21 m° x10% 3°x 7x80x10° (0,025 - 0,02*

f=— <6, o< ( )=95,3[kvv]
7°Gf (R -R*) 1x180°

r o= IR, fp<”2"10"100"106(0'0254_0’024)=910[kw] 2., =910 [KW]

™rf(R-RY)T Y T T 0,025 ’ ma '

e i
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17. Falso. El lado de la seccion del liston es a = R4/2, y se usan (10.23) con a=h, (10.9)y (10.10):

_481IT _ 4819

<7 P 2% rx1x015° x9x10°
max a®  2mfx2¥R° e

" ™ 6x4,.81

~18,7 [KW]

10.9 Tubos delgados

10.9.1 Proposiciones y ejercicios

En las proposiciones y ejercicios de esta seccidn no se toman en cuenta tensiones concentradas en esqui-
nas; ademas se supone, a menos que expresamente se diga lo contrario, que los perimetros, lados y
radios informados son en la linea media, que los tubos torsionados son delgados y que se les soporta sin

restringir el alabeo.
1. En un tubo la seccion recta permanece plana.

2. En la seccién recta de un tubo la tension cortante promedio es aproximadamente igual a la que

corresponde a la linea media del espesor.

3. Demuestre que el flujo de cizalladura g es uniforme a lo largo del perimetro de la linea media de la

pared de la seccién recta de un tubo.

4. Demuestre que la tension cortante promedio en un tubo es 7, =T/(2t(A)), donde (A) es el area ence-

rrada por la linea media del espesor de la seccién.
5. En un tubo la tension cortante promedio es uniforme en la seccion.

6. En la seccidn recta de un tubo la tension cortante promedio méxima ocurre en el punto de la seccién

donde el espesor es maximo.
7. Al dividir por 2 el espesor de un tubo la tension cortante se cuadruplica.

8. En un tubo circular de peso especifico w la razén entre el momento torsor méximo soportable y el

peso es T /Q = 2R, /(Iw).

9. En un tubo circular de radios Ri y R. la razén entre las tensiones cortantes calculadas en la linea media

de la seccion con (10.5) y (10.32) es 7,,/T,, = (R +R )2/[2(Re2 + Riz)] .
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. 2 2 2 - - .
10. En el caso previo, 8, /0y, = 2(Re +R; )/(Re + Ri) es la razon entre los angulos girados calculados
segun (10.4) y (10.33).

11. En el mismo caso, R;/R, =0,9, entonces 4, /6,, =0,975.

del

12. La tensién cortante maxima calculada con (10.5) en un tubo de radio R en la linea media y espesor t

se convierte en (10.32) cuando t/R <<<1.

13. Con la misma aproximacion del caso previo (10.4) y (10.33) predicen igual &ngulo de giro.

14. Al duplicar el radio de la linea media de la seccion recta de un tubo circular se cuadruplica su resis-

tencia.

15. Aiguales T y 7Tms la razon entre las areas de una barra circular de radio R; y un tubo circular de

radio en la linea media, R, =20t, es A_ /A, =251.

16. En un tubo circular, R=50[mm], t=3[mm] y T =1,7[kNm], entonces r, = 28[MPa].

17. En el caso previo, | =1[m] y G = 26 [GPa], entonces ¢ =159".
18. En un tubo cuadrado, de lado a, el momento polar de inercia equivalente I. es a’t.

19. Si se duplica el lado de un tubo cuadrado, de lado a y espesor t, se reduce a la mitad la tension

cortante.
20. En el caso previo el &ngulo que giran entre si los extremos del tubo se reduce a la cuarta parte.

21. Con una lamina rectangular de longitud I, ancho s y espesor t, puede formarse un tubo cuadrado o

uno circular. Es mas resistente el cuadrado.
22. En el caso previo es més rigido el circular.
23. En las esquinas de un tubo cuadrado la deformacion angular es cero.

24. En un tubo cuadrado de lado 20t, 7, = T/(go0t*).

25. Un tubo cuadrado de lado a =0,05[m], t =1[mm], T, =150[MPa] y T =1[kNm], falla.
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26. Un tubo cuadrado tiene an, t =3[mm], T, =60[MPa] y T =900[Nm], entonces a,, =289 [m].

27. En un tubo cuadrado de 1 =1[m], a=011[m] y t=0,005[m] actGa T =hF, con h=0,2[m], enton-
ces §=150x10°F/G.

28. En un tubo cuadrado, | = 2,4[m], a =0,1[m], t=5[mm], G =80[GPa] y & = 3°; asi, T =8,73[kNm].
29. En el caso previo, T, =30[MPa] y &, =35° y ambos limites se alcanzan simultaneamente;

asi, 1 =8,14[m].

30. Una barra cuadrada de lado a y un tubo cuadrado de lado ay espesor t = a/20, desarrollan igual Zmax.

Halle la razon entre los momentos torsores soportados.

31. Halle el momento polar de inercia equivalente de un tubo rectangular de lados a 'y b.

32. En un tubo rectangular de perimetro s la tensién cortante es minima si la seccién es cuadrada.

33. Unabarracircular de radio R y un tubo rectangular de lados 4R y 2R tienen iguales fsx y T. Calcule t

34. La barra y el tubo del caso previo tienen iguales I, G y T. Entonces giran igual angulo
cuando t = 37R/128.

35. En un tubo rectangular, a = 60[mm], b=30[mm], 7, =60[MPa] y T =600[Nm]; asi, t_ =1,98[mm].

36. Un tubo rectangular tiene lados 2ay a. Si t = a/32, halle el angulo que gira.

37. En un tubo rectangular, | =2,4[m], a=120[mm], b =80[mm], t=6[mm], G =80[GPa] y & = 3°, en-

tonces T = 9,65[kNm].

38. Halle el momento polar de inercia equivalente de un tubo cuya seccion es un triangulo equilatero

de lado b.

39. Con una ldmina rectangular de longitud I, ancho sy espesor t, puede formarse un tubo circular o

uno cuya seccion es un triangulo equilatero. Es mas resistente el triangular.
40. En el caso previo es mas rigido el triangular.

41. Si en el mismo caso el tubo circular se cambia por uno cuadrado, este es mas resistente que el trian-

gular.
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42. La seccién recta de tubo es un triangulo equilatero de lado b=50[mm] y t=25[mm]. Si

T =20[Nm], entonces 7, = 8,97 [MPa].

43. En el caso previo, | =3[m] y G = 28[GPa], entonces 8= 4°.

44. En igual caso, 7,, =90[MPa] y 4,, =115°, entonces T, =14,6[Nm].

45. Halle el momento polar de inercia equivalente del tubo cuya seccion recta es un hexagono regular
de lado b.

46. Con una lamina rectangular de longitud I, ancho sy espesor t, puede formarse un tubo circular o

uno cuya seccion es un hexagono regular. Es mas resistente el hexagonal.
47. Si en el caso previo el tubo circular se cambia por uno cuadrado, este es mas rigido que el hexagonal.

48. La seccion recta de un tubo es un hexagono regular de lado b=0,1[m] y t=4[mm].

Si T = 2,25 [kNm], entonces 7, =178 [MPa].
49. Si en igual caso, 7, = 60[MPa], entonces b, =50 [mm].

50. Un tubo circular de radio 2a y otro eliptico de semiejes a y 4a tienen iguales t y material. Es mas

resistente el primero.
51. Un tubo eliptico de semiejes a = 2b = 75[mm] tiene t = 3[mm] y 7,, = 60[MPa]; asi, T, = 318[kNm].
52. En el caso previo, T = 5,4[kNm], entonces a,, = 97,7[mm].

53. La seccion de un tubo de 7, =80[MPa] se forma con dos rectangulos concéntricos, uno de
a, =018[m] y b =014[m], y otro exterior de a, =0,20[m] Y b, =015[m] (figura 10.25a); enton-

ces T, =315[kNm].

54. La seccion de un tubo se forma con un semicirculo de radio R = 0,125[m] y su respectivo didmetro;
los espesores de los costados semicircular y diametral son t, =3[mm] y t, = 5[mm] (figura 10.25b).

Si T =14,3[KNm], entonces 7,, =118[MPa].
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Figura 10.25 Espesor no uniforme de pared. En a) se muestra una seccién tubular formada con dos rectdngulos coaxiales,
uno interior y exterior el otro, en la cual los gruesos de los costados t; y t, son diferentes entre si; la b) muestra un caso
similar para una seccion tubular semicircular de espesores t; y tg.

55. En el caso previo, 1 =2,2[m] y G = 78[GPa], entonces 6,, =173°.

56. La seccién recta de un tubo de t = 6[mm] se forma con dos semicircunferencias de R = 50 [mm], uni-

das por segmentos rectos de longitud ¢ = 2R (figura 10.26). Si T = 11,3 [KNm], entonces 7, = 52,7 [MPa].

Figura 10.26 Seccion compuesta. La figura ilustra la seccién recta de un tubo sometido a torsion de espesor uniforme que
se forma con dos semicircunferencias y dos segmentos rectos.

57. En el caso previo, r,, = 70[MPa], entonces ¢, = 46[mm].
58. Calcule el &ngulo girado en un tubo tronconico de radios R; y Rz en las bases 1y 2.

59. Un tubo de ! =5Iml, t=2[mm] y G =26[GPa] {jene forma de tronco de piramide rectangular de

ladosen labase 1, a, =4b =12[m], y en la base 2, a, = 4b, =0,4[m]. Si € =1°, entonces T =5,69[kNm].

60. La seccion recta del tubo de la figura 10.27a se compone de dos celdas cuadradas en las

que a=0,25[m] y t =12[mm]. Si 7,, =35[MPa], entonces T, = 613[kKNm].
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Figura 10.27 Secciones bicelulares. Las figuras a) y b) muestran las secciones rectas de dos tubos sometidos a torsién que
estan formadas por dos celdas de espesores no uniformes. Las celdas en a) son cuadradas y en b) una es cuadrada y la otra
un semicirculo; se numeran con 1 las celdas de la izquierda y con 2 las de la derecha.

61. Si en el caso previo se aplica el torque maximoy | =1[m], G =83[GPa], entonces §=0,0887°.

62. La tension cortante en el timpano del mismo caso es, cuando se aplica el torque maximo,

de 6,72 [MPa].

63. La seccién recta del tubo de la figura 10.27b se forma con una celda cuadrada de lado 2~ 60 [mm],

y otra semicircular de radio R = a/2. Si t=15[mm] y r,, = 40[MPa], entonces T, ., =139 [kNm].

64. Si en el caso previo se aplica el torque maximoy | =1 [m], G = 26 [GPa], entonces § = 2,11°.
10.9.2 Soluciones

1. Cierto y falso. De acuerdo con la explicacion. Aunque se trate de tubos, es cierto para los circulares,

segun el ejercicio 10.2.1-5, y falso para los demas (obsérvese, por ejemplo, la proposicion 10.7.1-1).

2. Cierto. Es cierto que T, =T, cuando se trata de un tubo delgado; es decir, aquel en el que la

promedio
mayor de las dimensiones transversales de la seccion recta es por lo menos 20 veces el espesor de la
pared, como se explico en el apartado 10.1-15 y se sigue de (10.30) (figura 10.10); nétese que la direc-
cion de la tension cortante es tangente a los bordes interior y exterior de la seccion recta y, por ser
delgada, esas direcciones son sensiblemente paralelas en los puntos intermedios. Conviene mencionar

sin embargo que la proposicion es falsa cuando el tubo no es delgado.

3. Se toma como cuerpo libre la porcién del segmento del tubo que ilustra la figura 10.11b, en que se

representan las tensiones cortantes en las porciones de seccion recta de los extremos y las longitudinales,
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segun la reciprocidad de ellas, que origina el momento torsor y se toma el equilibrio de fuerzas hori-

zontales:
2m -2

Z F.=0=-r,tdx+7,tdx 7 t=r,t =r1,t=q=uniforme

4. En el elemento de pared de la seccidn recta del tubo que ilustra la figura 10.11c se desarrolla la fuerza

cortante dV =qds = r_tds, y su momento con respecto al punto O es dT =, trds, donde r es la distancia

desde O hasta la linea de accion de la fuerza dV; luego se suman esos momentos y se observa que la

integral grds es el doble del area <A> encerrada por la linea media del espesor de la seccion:

= = = - T
T =¢7 trds = fgrds = qfrds = 7, t(A) 7, = oy

5. Cierto o falso. De acuerdo con la explicacion. Es cierto, segun (10.32), cuando el espesor sea uniforme

y falso en caso contrario.
6. Falso. Es méxima, segun (10.32), donde el espesor de la seccion sea minimo.

7. Falso. De acuerdo con (10.32) se duplica.

8. Falso. El volumen del tubo es V = 27Rtl, y se usa (10.32) con <A> =mR*:

T, =T, = T"‘*"Xz T . =2mR%7, ¥y Q =Vw = 27Rtlw Toer - Ry
27R*t Q Iw

9. Cierto. Se usan (10.5) y (10.32) con (A)=7/R?, t=R -R, y R=(R, +R,)/2:

. _T(R+R)_ T(R+R) _ T N 2T

“T 7o, ARTR)TARTRIR -R) Y T 2Rt iR ARFR -R)
Tcir: (Re+Ri)2
r, 2\R’+R’

10. Falso. Se usan resultados de la proposicion previa, (10.4), (10.33) y (10.35):

_ A arrt _n(R +R)(R,-R) T 4TI
Ie - - - edel -~ 3
ds 2R 4 .G (R +RJ(R -R)
4 t
—_ 2TI gcir — (Re + Ri )2

8. = =
" ﬂG R€4 - Ri4 Hdel 2(Re2 + Rizj
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11. Falso. Del resultado de la proposicion previa:

6, _ (1+09)
. = ~ 0,997
6, 20+09)

12. Cierto. Debido a la delgadez, R, =R+t/2=R y R, =R-t/2=R, y se usan (10.50) y (10.5):

TR, _ TR T T
Tméx = = = =
I, 2mR°t 27Rt  2(At

13. Cierto. Se emplean resultados de las proposiciones 10.9.1-10 y previa:

9' (Re + Ri)2

CIr

6

del

_ (R+R)
2R*+R?) 2R +R?)

14. Cierto. Ya que, seguin (10.32), se reduce a la cuarta parte la tension cortante que desarrolla.

15. Falso. De (10.5) y (10.32) con (A)= 7R, :

_o.2r T w1 R _1P A, _m_ 17
"™CRE 2mRt R, , 5 A, 2Rt
16. Falso. De (10.32) con (A) = R*:
ro= 1o L0 a6 mpal
27R*t 277 %0,05° x0,003
17. Cierto. De (10.33) y (10.50):
3 o
Tl 1,7x10° x1x180 ~150°

T 1,6 27x0,05°x0,003x26x10° x 7

18. Cierto. De (10.35) con (A)=2a’ y s=4a:

19. Falso. En este caso, <A> =a’, y se deduce de (10.32) que la tension cortante se reduce a la cuarta

parte.
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20. Falso. De (10.55) y (10.33) se sigue que ese angulo se reduce a la octava parte.

21. Falso. Es maés resistente seguin (10.32) el que tenga mayor (A> Sea R el radio de uno y a el lado del

otro:

A
s=2rR=4a R_2 N = 2T 5
a m

22. Cierto. Es més rigido segun (10.33) el que tenga mayor I; se usan (10.49), (10.55) y resultados de la

proposicion previa:

23. Cierto. Se sigue de (10.2) ya que en esas esquinas la tension cortante es 0 como se demostrd en la

proposicion 10.2.1-9.

24. Cierto. De (10.32) con (A)=a’:

_ T T _ T

T, = =
2a’t 2x400t* 800t®

25. Cierto. De (10.32), donde (A)=a’:

L= T _ 10°
" 23’ 2x0,05°x0,001

=200[MPa] > 1,

26. Falso. De (10.32) con (A)=a":

12
T <7, Q. = 900 =50[mm]
2x0,003x60x10°

27. Falso. De (10.33) y (10.55):

6—1- hFl _  02x1xF _301x10°F
I.G atG 011°x0,005xG G
28. Cierto. De (10.33) y (10.55):
3 9 o
_ T '3I'I T= 0,1°x0,005%x80x%10° x3 x”=8,73[kNm]
.G a’tG 2,4x180°
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29. Cierto. De (10.32) con (A)=a’, (10.33) y (10.55):

T Tl aGa

1=

T a%tG 2T,

w

_01x 80x10° x35°%x 77

=8,14[m]
2x30x10° x180°

2

30. De (10.23) con a = by (10.32), donde (A)=a":

T . = 4’81Tbar = Ttub T(ub
"o a 22°t T,

bar

_2x481t _ 2x481

=0,481
a 20

31. De (10.35) con (A)=ab y s=2(a+h):

32. Cierto. Si ay b son los lados de la seccion, entonces b=s/2-ay <A> = ab. Se sigue de (10.32) que
es minima cuando sea maxima (A>; para averiguar el valor de a, que determina ese méximo, se iguala

a 0 la primera derivada de (A> y luego se confirma al observar que la segunda derivada es negativa:

d(A) 5 d*(A)
= -—a —- N = = =_=p =-2
(Ay=ab=a --a i 2a=0 a 20V 4
33. De (10.5) y (10.32) con (A) =8R*:
L 2T T _mR
" AR 2x8R% T 32

34. Cierto. De (10.4), (10.33) y (10.56), donde 1, = 64R3t/3, yaque a=2Ry bh=4R:

_ 2T _ 3Tl _37R
R'G 64RG ' 128

35. Falso. De (10.32) con (A) = ab:

T 600

tml'n = 6 = 2,78 [mm]
"™ 2apt =~ " 2x0,06x0,03x60x10
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36. De (10.33) y (10.56), donde 1, = a*/12:

37. Cierto. De (10.56) y (10.33):

_1.Go _ 2a’h*tGH _ 2x0,12% x0,08* x 0,006 x80x10° x 3°x 11

T Ifa+b) 2,4(0,12+0,08)x180°

~9,65[kNm]

38. De (10.35) con (A) = b*y/3/4 y 5=3b:

(10.57)

39. Falso. Es mas resistente segun (10.32) el que tenga mayor <A> Sea R el radio de uno y b el lado del
otro:

i <A>cir = 4”R2 — 9
2” <A>tri bzﬁ ”Jg

=165

s=27R=3p R._
b
40. Falso. Es mas rigido segun (10.33) el que tenga mayor I.; se usan (10.50), (10.57) y la proposicion

previa:

41. Cierto. Es mas resistente segin (10.32) el que tenga mayor (A). Sea a el lado del cuadrado y b el del

otro:

S:4a:3b E:g <A>cua - 4a'2 - 9 :._1'30
b4 (A bE B
42. Falso. De (10.32) con (A)=b*+/3/4:

2T 2%20
b’t4/3  0,05° x0,0025x% +/3

= 3,70 [MPa]

m
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43. Falso. De (10.33) y (10.57):

T AT 4x20x3x180° .
= = = =157
I.G b*G 0,05°x0,0025%28x10° x 1
44. Cierto. Se usan expresiones de las dos proposiciones previas:
2T : ‘
- cr.  7<005 x0,0025xy3x90x10° _ [N
b*t/3 2
4TI 0,05° x 0,0025x 28 x10° x 1,15° x 77
6= <4 T<2 ’ i =14.6[N T, =146[Nm
G ~ " = 4x3x180° 6IN m] (Nm]

(10.58)

<A>cir = 2”R2 = 6

s=2mR =6bh =
(A),, 303 73

=110

47. Falso. Es mas rigido segun (10.33) el que tenga mayor Il.. Sea a el lado del cuadrado, b el del otro y
se usan (10.55) y (10.58):

3
s=4a=6b %:g ﬁ:£:§:0,75

48. Falso. De (10.32) con (A)=3b*y3/2:

T 2,25x10°

T, = = =108 [MPa
" 3b*y3 3x01°x0,004%+/3 [MPal

49. Falso. Se usa el resultado de la proposicion previa:

12

T 3
= 2,25x10 ~ 42,5[mm]

T = <T b =
v ™M 3x0,004 x+/3 x60x10°

" 3pty3
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50. Falso. Resisten igual segin (10.32) ya que tienen igual (A); en efecto:
<A>cir = 4”az y <A>eli = 4ﬂa2

51. Cierto. De (10.32) con (A)=m’/2:

<7, T, =mx0075 x0,003x60x10° =318[kNm]

T o
<7, a, = 54x10° L 977[mm]
77%0,003%60x10

53. Falso. Los espesores de los costados son t, =0,005[m] y t, =0,01[m], y por ello (A) = 0,19x 0,145 [m’];

de (10.32) se sigue que la tensidén cortante mayor aparece en el costado més delgado:

T.. =2%x019x0,145%0,005x80x10° = 22,0[kN m]

54. Falso. Se sigue de (10.32) con (A) = ﬂR2/2 que la tension cortante mayor ocurre en el costado semi-

circular:

3
ra= = 143X10 g7 1MPpal
2(A)t,  7x0125° x0,003

55. Cierto. De (10.35) y (10.33) con (A) = iR*/2:

2

4N mRY 77° x0125¢
e (F ds 7R/t +2R/t, 7x0125/0,003+2x0,125/0,005
Tt

=1,332x107° [m*]

14,3x10° x2,2x180°

= =1,73°
1,332x107° x78x10° x 77

56. Cierto. De (10.32) con (A) = 71R* +2Rc:

3
r= 1 - 113x10° ~52.7 [MPa]
2(A)t  2x (7 +4)x0,05° x0,006
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57. Falso. De (10.32), donde (A) = 7iR* + 2Rc:

T

r = <T
" o(mR? +2Re)t "

3
Cmin = i T _nRZ = L 11,3>(10 6 _ﬂXO,OSZ = 56 [mm]
2R 2tr, 2x0,05 2x0,006x70x10

58. Se halla el radio de la seccién a la distancia x de la base 1 (figura 10.20 interpretada para el presente
caso), se usa (10.33) como aproximacion razonable para calcular en un segmento infinitesimal del tubo
de longitud dx el angulo que este gira, luego se suma sobre toda la longitud de aquél y en cada seccion

recta se encuentra, con (10.49), que l. = 27R%:

RO-X+Rx [T _ [’ Tldx _TIR +R,)

R = = = =
| " oGl 027Gt R (I-X)+ Rx[  47GtR’R;’

59. Falso. Se calculan los lados a y b de una seccion del tubo que esté a la distancia x de la base 1y en

cada una se halla el I. respectivo el cual segin (10.56) es 1, = a3t/6; luego se procede como en el ejer-

cicio previo:

a(l-x)+ax g o [Tdx_ [ 6TI%dx _3TI(a, +a,)
a:3b:— tron - s~ 252
| JOGIE .IDGt[al(I_X)+a2X] Gtal a,

~26x10°x0,002x1,2* x0,4%> x1°x 11

-
3x5x (1,2 +0,4)x180°

~871[kN m]

60. Cierto. Sean 0. y gz los flujos de cizalladura en las celdas de la figura 10.27a en las que <A1> = <A2> = a’

y se usan las relaciones (10.36), (10.37) y (10.38) del apartado 10.1-17 para calcularlos. De los resultados

se observa que la tensibn méxima ocurre en el segmento de espesor t/2:

I i+i+_q1_q2+i =0 = I _qz_ql+q_2+2&+q_2 E

= = - - =5q. -
' 2aG 2t t t t ? 2aG t t ot ot 2 &%
2T 3T
T:T1+T2 :2q1<A1>+2q2<A2>:2a2(q1+q2) qlzﬁ y G, :W
2 6
r _20, _ 6T2 <r, T, _14x0,25"x0,012x35x10 ~ 61.3[kNm]
t  1l4a‘t 6
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61. Cierto. Se usan resultados de la proposicion previa:

3 o
g = | ﬂ_qz _ 11Tn;axl _ 11x631,3><10 ><1><1809 ~ 0,0887°
2atG 2 28a’tG  28x0,25°x0,012x83x10° x 71

62. Falso. Se usan resultados de la proposicion 10.8.1-60:

. _gq-q, T _ 61,3%x10°

12 - 2y 2 =584 [M Pa]
t l4a°t 14x0,25°x0,012

63. Cierto. Se sigue el mismo procedimiento de la proposicién 10.8.1-60 con (Al) =a’y <A2> =na’[8,y

en los resultados se observa que la tension méaxima ocurre en el segmento de espesor 2t de la fi-

gura 10.27b:

2q1_q2:q2 2+§ _8q1
m /4

I 3q1+q1_q2 0 41 qz_q1+&

*T2aG 3t t 2" 1aG  t at

mq, _0378T _0310T

T=T,+T,=2¢,(A)+20,(A)=2a 6+ ==Y &=

g, _0155T _0,06%x0,0015x40x10°
T, =—2=2 <r T. =

=% _ < " ~1,39 [kNm]
m 2t a’t W 0,155

64. Cierto. Con resultados de la proposicion previa:

| 0,446x139x10° x1x180°

méx -~ 21110

Pl =
2a%tG 2%0,06°x0,0015% 26x10° x 17

_ _ ). 0.446T,
- 2atG ( 1 2)

10.10 Secciones delgadas y abiertas

10.10.1 Proposiciones y ejercicios

En las proposiciones y ejercicios de esta seccidn no se toman en cuenta tensiones concentradas en esqui-
nas ni el pandeo y se supone, a menos que se diga lo contrario, que las longitudes de los lados se refieren
a la linea media, que los perfiles son abiertos, delgados y estan formados por rectdngulos, que se les
soporta sin restringir el alabeo y que no se toman en cuenta los efectos secundarios que produce en

tensiones normales y cortantes.
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1. Halle la razén entre los angulos que giran un tubo y un perfil, ambos circulares y delgados, que tienen

iguales|, R, Ri, Gy T.

2. Si en el mismo caso Ry es el radio de la linea media y t el espesor, 6,,/6,, = 2t2/(3Rm2).

er

3. En el caso previo la razbn entre las tensiones cortantes maximas s
2 2

Tmtub/Tmper = 2Re(Re - Ri )/[B(Re + Ri )]

4. El producto t es uniforme en la seccion recta de un perfil.

5. Dos perfiles tienen iguales longitudes, espesores, perimetros de las secciones rectas y materiales, pero

uno es circular y eliptico el otro. Sometidos a iguales momentos torsores es més rigido el circular.
6. En un perfil formado por N rectdngulos calcule el momento que toma el igsimo.

7. La tension cortante mayor ocurre, en el caso previo, en el centro del lado largo del rectdngulo de

menor espesor.

8. Sienun perfil en | las aletas y el alma son rectangulos iguales, con a = 10t, la tension cortante maxima

de la seccion se presenta en el alma.

9. Con una lamina rectangular de longitud | y ancho a = 80t pueden formarse un tubo o un perfil cir-

culares, como en la figura 10.13d. El primero es 25 veces mas resistente que el segundo.
10. Sometidos a iguales momentos torsores, en el caso previo, el tubo es 486 veces mas rigido.

11. Con una lamina rectangular de longitud | y ancho a = 80t puede formarse un perfil circular o uno

cuadrado (figuras 10.13d y 10.14i). Sometidos a igual momento torsor es mas rigido el cuadrado.

12. En el caso previo el perfil circular se cambia por uno cuya seccién es un tridngulo. Es mas rigido el

cuadrado.

13. En el mismo caso se forman secciones cuadradas, pero una cerraday abierta la otra. La cerrada es 24

veces mas resistente que la abierta.

14. Sometidos a iguales momentos torsores, en el caso previo, el cerrado es 300 veces mas rigido.
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15. Un perfil en T y uno en Z (figuras 10.14d y e) tienen iguales longitudes, materiales y espesores. Si
los momentos torsores a que estdn sometidos y las sumas de las longitudes de los lados largos de los
rectangulos que los forman son también iguales, el que tiene forma de T es mas flexible.
16. Es mas resistente, en el caso previo, el perfil en forma de Z.
17. Un perfil en L (figura 10.14a) se forma con dos rectangulos iguales de &= 01[M] y t=12[mm].

Si T = 710[Nm], entonces 7,, = 74[MPa].
18. En el caso previo, | =1[m] y G = 80[GPa], entonces & = 4,41°.

19. Si en un perfil en T la aleta y el alma son rectangulos iguales, también son iguales las tensiones

cortantes maximas en ellas.

20. Un perfil en U (figura 10.14c) tiene aletas de & =01[m] y t;, =10[mm] y alma de a, =0,19[m]

y t, =5[mm]. Si T =600[Nm], entonces T, = 78[MPa].

21. En el caso previo, | =1[m] y G = 78[GPa], entonces 8 = 5,37°.

22. Un perfil en 1 (figura 10.14f) tiene aletas de a =016[m] y t, =15[mm] y alma de a, =0,13[m]

y t, =12[mm]. Si 7, = 78[MPa], entonces T =346 [kNm].
10.10.2 Soluciones

1. Se usan (10.33), donde segin (10.50) I, =27R°t, y (10.39) en la que a=27R.; de ellas,

e

Rm:(Re+Ri)/2yt:Re_Ri:

L 4TI g oS 3Tl b _ 4R, -R)
2R 6 7R, +R ) (R, -R )G Y Pper 2R 1’6 (R, +R)R.-R)G G 3(R

etub =

2. Falso. De los resultados del ejercicio previo:

gtub — t

g, 3R

per
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3. Cierto. De (10.5), (10.38) y la proposicion previa:

2TR, 3T 3T .. - 2R(R -R)

Tthb ) m} y Tmper B 2/7Rmtz B ﬂ(Re + Ri )(Re - Ri )2 rmper B 3(R92 + Riz)

4. Falso. La tension cortante es maxima en el centro de los lados largos del perfil y O en las esquinas.
5. Falso. Son igual de rigidos, segun (10.39), por tener iguales |, a, t y G y carecer de dngulos entrantes.

6. De (10.42) y (10.41):

Ti
am 3, 3T L T, Ty _ Z
ka,t’G  ka,t,’G ka,t,’G  at’ a,t,’

3

at’T :
T, =———,parai=1,2, N (10.59)

l i=N

Zaiti3

7. Falso. Es mayor en el de mayor grueso; se deduce de (10.40) y el resultado de la proposicion previa:

3T, 3T

(10.60)

TiméX = i=
k ) _2 i=N 3
at g Z at
1=
8. Falso. Se sigue de la proposicidn previa que las tensiones maximas en los tres rectdngulos son iguales.

9. Falso. De (10.38) y (10.32) con (A) = iR* y R=a/2m = 40/

Ttub - 3Tper Ttub — 677R2 - 120

= —=—F = 38,2
2Rt at T at i

W

10. Cierto. De (10.39), (10.33), donde segln (10.50) I, = 27R%, y resultados de la proposicién previa:

TI _ 31 G _67R° _ 4800

w=5os Y O =
wooRiG T ™ at®cG 6, at? 7P

~ 486

11. Cierto. Aunque tienen iguales I, a y t y segun (10.39) serian igual de rigidos, debe observarse la

concentracion de tensiones en los cuatro angulos entrantes del cuadrado; ello exige que se suavicen con

810



Alvaro Gaviria Ortiz

filetes apropiados, que aumentan el area de la seccion y su rigidez, motivo por el cual se incluyé la

constante k en (10.41).

12. Cierto. Tienen iguales |, a y t pero el triangular tiene menos angulos entrantes que el cuadrado y

por ello su constante k en la expresién (10.41) es menor.

13. Cierto. Si b es el lado del cuadrado, b = a/4. Se usa (10.40) por la simetria con k = 1,25 y (10.32),
donde (A)=b*:

— Ttub — 3Tper Ttub — 6b2 _ 480
2b’t kat? T kat 20

per

=24

w

14. Falso. Se usan resultados de la proposicion previa, (10.41) debido a la simetria y (10.33) donde,
seglin (10.55), I, =b’t:
Tl 3Tl B  3b° 19200

6., = _ya = =30 . = 240
@b T kat’G 6, kat® 80

15. Falso. Se deduce de las explicaciones dadas en el apartado 10.1-18, de la informacién, de (10.59)
y (10.41), donde k para ambos perfiles es igual al tener el mismo nimero de angulos entrantes, que el
angulo girado por los rectdngulos que forman los perfiles aproximadamente es igual para todos:

nl 3TI 3Tl

i=N

Tkat'G kGZat th?’Z

16. Falso. La tension cortante maxima, que se desarrolla en cada uno de los rectangulos que forman los
perfiles, aproximadamente es la misma; ello se deduce de (10.40) y (10.59), donde k para ambos perfiles

es la misma:

3T, T 3T

kayt,’ _kZat ZIZNai

17. Cierto. Se usa (10.40) con k =1, ya que el perfil tiene un solo angulo entrante y por la sime-
tria, Ti = T/2:

max

- 3x710
™ 2x1x0,1x0,0122

=~ 74 [MPa]
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18. Cierto. Se usa (10.41) con k=1 y T, =T/2:

6= 3x710%x1x180°
2x1x01%x0,012° x80x10° x 1

= 4,41°

19. Cierto. Se sigue directamente de (10.40) ya que, por la igualdad de los rectangulos, T, =T, =T/2.

20. Falso. Se usa k =1,1, ya que el perfil tiene dos &ngulos entrantes. Segun (10.60) la maxima tension

cortante ocurre en las aletas por tener el mayor grueso:

Lo 3T 3x0,01x600
max i=3 - 3 3 3
kZ at’ 11x(0,1x0,01° +0,19%0,005° + 01x0,0°)

= 731[MPa]

21. Cierto. De (10.59) y (10.41):

3TI 3Tl 3x600x1x180°

= 3~ i=N - 9 3 3 3 =537°
ka,t’G Y as’ 11x78x10° x (01x0,01° +0,19x 0,005 +01x0,01° )x 77

22. Cierto. En este caso, K = 1,25, puesto que el perfil tiene cuatro angulos entrantes, la méaxima tension

cortante se presenta en las aletas por tener el mayor grueso y se trabaja como en la proposicion 10.9.1-20:

3T
= —i :
KY at,

10.11 Barras circulares heterogéneas

_1,25%(016x0,015° +0,3%0,012° + 016x 0,015° ) x 78 x10°
3x0,015

T T = 3,46 [kNm]

max

10.11.1 Proposiciones y ejercicios

1. Una barra se forma con un nacleo de R, y G: y un tubo de G, y radio exterior R, coaxiales, firmemente

adheridos entre si por la superficie de contacto y de longitudes iguales (figura 10.28). La tensién cortante

méxima en el niicleo es 7,,,, = GTR,/(G,1,+G,1,).
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Figura 10.28 Barra compuesta. La barra de la figura a) soporta el momento torsor T. Se forma con el nacleo 1 de la figura
c), el cual toma el momento torsor T;, y el tubo 2 ilustrado en la b), que desarrolla el momento torsor T,, coaxiales, de
longitudes iguales y firmemente unidos entre si por lo cual giran igual angulo.

2. En el caso previo la tension cortante maxima en el tubo es 7, = GZT(R2 - Rl)/(Glll + GZIZ).

3. En el mismo caso, el angulo que la barra gira es ¢ = TI/(Gll1 +G, IZ).

4. La distribucion de las tensiones cortantes en la seccion recta de una barra formada con varios mate-

riales depende de estos.

5. En una barra compuesta por varios materiales coaxiales la deformacion angular maxima ocurre en el

borde exterior.

6. En el caso previo la tension cortante maxima se presenta en el borde exterior de la barra.
7. Se informa que G = GO(1+3r/R), con r medido desde el eje de la barra. Calcule Tms.
8. En el caso previo el angulo que la barra rota es 6 =10TI/17/R G, .

9. Una barra compuesta se forma con un nucleo de R; y G; y un tubo de G, y radio exterior R, coaxiales,
firmemente adheridos entre si en la superficie de contacto y de longitudes iguales. Si R, =2R, y G, =2G,,

la tension cortante maxima aparece en el tubo.

10. En el caso previo el angulo girado es 6 = 2T1/(97R ‘G, ).
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11. Una barra compuesta se forma con un nucleo de R, =25[mm] y G, =83[GPa], y un tubo de radio
exterior R, =37[mm] y G, =35[GPa], coaxiales, firmemente unidos entre si en su superficie de contacto

y de longitudes iguales. Si T = 3[kNm], entonces 7, = 47[MPa].

12. En el caso previo, 1, =120[MPa] y r,,, = 70[MPa], entonces T, = 7,16 [KNm].

13. Una barra compuesta se forma con un nucleo de R, =30[mm] y G, =80[GPa], y un tubo de radio
exterior R, =40[mm] y G, =27[GPa], coaxiales, firmemente unidos entre si en la superficie de contacto

y de longitudes iguales. Si 7, = 60[MPa], entonces 7, =32[MPa].

max

14. Si una barra de radio R se forma con un nucleo y dos tubos firmemente unidos entre si en las super-
ficies de contacto, coaxiales, de iguales material, longitud y rigidez, entonces el radio del nucleo

es 0,645R.

15. La barra compuesta ABC esta empotrada a la pared en A y se forma con el cilindro AC,
de R, =40[mm] y G, =80[GPa], y el tubo AB, de radio exterior R, =60[mm] y G, = 40[GPa], coaxiales,
de longitudes diferentes, firmemente unidos entre si en A'y en la superficie de contacto (figura 10.29). Si

en By C obran los momentos torsores externos T, =100 [kNm] y T, = 25[kNm], entonces 7,,, = 249[MPa].

T
i‘_:-:
%

Figura 10.29 Barra circular escalonada. De dos segmentos, con radios, longitudes y materiales distintos, se empotra a la
pared en Ay soporta momentos externos en By C como ilustra a); en b) y ¢) se muestran los diagramas de cuerpo libre en
los que se calculan los momentos torsores internos de cada segmento.

16. Si en el caso previo, |, =3[m] y I, =2[m], entonces Oc/n = 4.36°.

17. Si en el mismo caso, I, =1, =2[m], T, =0y r,, =157,, =120[GPa], entonces Tgs = 37.8 [kNm].
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18. En un macizo rigido hay un agujero circular de radio R, en su interior una barra rigida, coaxial, de
longitud | y radio Ry, y en el espacio entre ambos un buje de médulo G perfectamente adherido a la
barray al agujero. Si a la barra se aplica el momento torsor Ty halle la tensidn cortante que se desarrolla

en el buje.

10.11.1 Soluciones

1. Cierto. Sean T,y T las porciones del momento torsor total T que actian en cada elemento los cuales

giran igual angulo. Del equilibrio de la barra compuesta, (10.4) y (10.5):

Tl Tl G, T
T=T1+T2y€1: 1 :62: 2 T1: G1I1T -I—Z: 2°2
G, 1, G,l, G,l, +G,l, G,l, +G,l,
ro=LR o GTR (10.61)
Il Glll + G2|2
2. Falso. De (10.61) y (10.5):
TZméx = T2 R2 = GZTRZ (1062)
I2 Glll + GZIZ
3. Falso. De los resultados de la proposicién 10.11.1-1:
L T 063

"G, G, +G,l,

4. Cierto. Se confirma con los resultados de las dos proposiciones previas, las cuales se refieren a una
barra compuesta por dos materiales. Conviene mencionar que si la barra es homogénea esa dependen-

cia desaparece.

5. Cierto. La deformacion angular varia directamente con la distancia al centro y es independiente del

tipo de material, segun (10.1); ello se deduce del hecho de que las secciones planas contintan planas.

6. Falso. De las proposiciones 10.11.1-1 y 10.11.1-2 se deduce que cuando G,R, > G,R,, la tension cor-

tante maxima del nucleo supera la del tubo.

7. En la seccion recta se define un elemento de area dA cuya distancia al centro es r (figura 10.4c) en el

que se desarrolla la fuerza cortante dV = rdA, cuya direccion segun el ejercicio 10.3.1-1 es perpendicular
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a la linea radial y su momento con respecto al centro es dT =rdV, g| cual sumado con el de los deméas

elementos es igual a T ya que los sistemas son mecanicamente equivalentes; se usan (10.1) y (10.2)

R 3 4
T:J'rdV :J’rrdA: [ Grzﬁ dA:GO%[ r2+3r (Zﬂrdr):w% ﬁ:lo—-[
s : |s dx dx |, R 10 dx dx  177R°G,
2
T:Grd—gz 10T4 r+3L yr. = 40T
dx 177R R ™ 1TAR?
8. Cierto. Del ejercicio previo:
dg _ 10T _ 10Tl
dx 177R*G, 1771R*G,
9. Falso. Son iguales; de (10.61) y (10.62):
__GTR __GTR, _ GTR _
z-lmfix T A7 L~ TZméx - - - Tlméx
Gl +G,l, Gl +G,l, Gl +G,l,

10. Falso. Los momentos de inerciason 1, = 7R */2 e I, = 7(R,' -R,*)/2=152R,* /2, y se usa (10.63)

po_ T _ 4TI 4TI
Gl ,+G,I, 2GR*+156/R* 17GR’

11. Cierto. De (10.61):

i GTR _ 2x83x3x10°x0,025
™G, +G,1, 83x7x0,025' +35x 7x(0,037* - 0,025

=47 [MPa]

12. Cierto. Es T, =716 [KN m]; de (10.61) y (10.62):

T [B3x7x0,025 +35x 7% (0,037* - 0,025")[x120x10° _ 766[kN ]

- 31|”1
—— < T
2x83x0,025

1max = fw
Gl +G,l,

_ [83x7%0,025" + 35 7% (0,037 - 0,025' )] x 70x10° _ 726N ]
2x35%0,037

G, TR
2méx =——*—x Do T
G1I1 +Gzlz

13. Falso. De (10.61) y (10.62):

_ GZRZT:lméx =

6
27x40x60x10" _ 27[MPa]

TZméx Gl Rl

80x30
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14. Falso. Sea R; el radio del nucleo; de la informacion y (10.4) se sigue que la seccion recta de la barra

es homogénea y que los momentos polares de inercia de los tres elementos son iguales:

R, =—==0,760R

15. Cierto. Se hallan los momentos internos en los segmentos AB y BC y el reactivo en A (figuras 10.29b

y ¢); luego se usan (10.61) y (10.62) en AB, que es una barra compuesta de dos materiales, y (10.5) en BC:

T, =T,-T.=75[kN m], T, =T, =75[kKN m] y T, =T, -T, = -25[N m]

(t). = GT.R _ 2x80x75x10° x0,04 - 246 [MPa]
weimi TG, +G,1, 80x7x0,04*+40x (0,06 -0,04)
3
(to). = GTeR, _ 2><440x75x10 xo,O? — =185[MPa]
G, +G,l, 80x7x0,04"+40x7x(0,06"-0,04)
T.R _ 2x25x10°
(Tc ), = o= T 240IMPa] 7, = 249[MPd]

1

16. Cierto. Se usan (10.63) en AB y (10.4) en BC (figura 10.29):

— TABIZ + TBC(Il B Iz) _ 2x75x10° x2 _ 2x25%x10° x1
TG +Gl, Gl 80x10°x7x004° +40x10° x 7x(0,06° ~0,04") 80x10° x 7x0,04°

171

6., = 436°
17. Falso. Es Ty, =24,4[kNm]; de (10.61) y (10.62):
6 4 4 _ 4
;= OTR _ =  80x10 x[g0x 70,04 + 40x 7% (0,06 ~004')] _ 4A[N]
G,l, +G,l, 2x80x0,04
__ G, TBS120><106><[80sz><0,044+4O></T><(O,06“—O,O4“)]: 488[kN]
G,I, +G,l, 2x40%0,06

18. Searcon R, < r <R, €l radio de una superficie cilindrica cualquiera en el buje de area A=2rrl, en

la que el momento torsor aplicado a la barra desarrolla la tension cortante 7, la cual debido a la simetria

es uniforme en esa superficie; del equilibrio torsional:

T, =tAr=2m?lt 7=
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10.12 Barras empotradas a paredes paralelas
10.12.1 Proposiciones y ejercicios

En las proposiciones de la presente seccion no se toman en cuenta tensiones concentradas en uniones y se

supone, a menos que expresamente en alguna se informe lo contrario, que las secciones rectas son circulares.

1. Si la barra ABC se empotra a paredes paralelas y en el punto B, a la distancia a de una de ellas, se

aplica un momento torsor externo Tg (figura 10.30), la reaccién en esa pared es T, =T,b/I.

"‘_”_’L—b—"% ey -l —x —
1 A T ] °CI. T S T, e B
B sl
(a) (b) (©)

Figura 10.30 Barra circular empotrada a paredes 1. Se empotra a la pared en Ay C y soporta un momento externo en B
como ilustra a); en b) y c) se muestran los diagramas de cuerpo libre con los cuales se calculan los momentos torsores
internos de cada tramo.

2. La reaccidén en A no cambia, en el caso previo, si se trata de un tubo.

3. En el mismo caso, la tensién admisible es # y a > b, entonces R = [ZTBb/(iﬂTW )]”"'
4. En igual caso, la tension admisible es 7, entonces 8., = ar,, /(GRmm).

5. Si enidéntico caso, | =3[m], R=25[mm], a=1[m], G =77[GPa] Y Tz =15[kNm], un extensome-
tro ubicado en el segmento AB, y cuya direccion forma con el eje de la barra el angulo 8 = 30°, regis-

tra g5, = 2291

6. La barra ABCD de longitud | se empotra a paredes paralelas y se forma con los segmentos coaxiales
iguales AB, BC y CD. Si en B y C respectivamente actdan los momentos torsores externos To y 2T,

(figura 10.31) halle la reaccién en D.
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4«— 3—la— /3 —sle— /35—
T, * B C___ D
s _:_»Iu"'_:_”?)‘o """ o
!‘ -
(a)
=l e —l L .l
T, —>— T, T, | A T T — : 1
“—a ' T e oo, - - -— 2T
3 313~
(b) (© (d)

Figura 10.31 Barra circular empotrada a paredes 2. Se empotra a la pared en Ay D y soporta momentos externosen By C
como ilustra a); en b), c) y d) se muestran los diagramas de cuerpo libre con los cuales se calculan los momentos torsores
internos de cada tramo.

7. En el caso previo, r,,, =5T,/(3mR°).

8. Si en el mismo caso, AB = CD =¥,y en B y C respectivamente obran los momentos externos To

y —To, el &ngulo girado por el segmento AB es maximo cuando x = /4.

9. En un tubo empotrado a paredes paralelas obra un momento torsor externo, repartido a lo largo de

su longitud y de intensidad t = t, X/I , donde x se mide desde una pared (figura 10.32). Halle la reaccion

en esa pared.

= e
r, j Beccoececoereseoeae e ey T T, .
o e e e e e %&" e —  — —e  —]
............................ B
I % :
(a) (b)

Figura 10.32 Tubo circular empotrado a paredes. Se empotra a la pared en Ay B y soporta un momento distribuido externo
de intensidad uniformemente variada, como ilustra a); en b) se muestra el diagrama de cuerpo libre con el cual se calcula
el momento torsor interno del tubo.

10. La barra ABC estd empotrada a paredes paralelas y se forma con los segmentos coaxiales AB y BC,
del mismo material y cuyos radios y longitudes respectivas son R;, Rz, a y b. Si en B actia el momento
torsor externo Tg, las tensiones cortantes maximas en ambos segmentos son iguales en valor absoluto

si bR, = aR,.

4

11. Los momentos torsores internos son iguales en valor absoluto en el caso previo si aR,* = bR,*.
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12. La barra ABC esta empotrada a paredes paralelas y se forma con los segmentos coaxiales AB 'y BC
respectivamente, de I, =3[m], I, =15[m], R, =375[mm], R, =25[mm], G, =28[GPa] y G, = 83[GPa]. Si
en B actla el momento torsor externo T, =1[kNm], entonces 7, , =557 [MPa].

méx

13. En el caso previo, 7, =60[MPa] y r,,, =80[MPa], entonces T, =7,28[kNm].

Bméx
14. El elemento ABC est4 empotrado a paredes paralelas y se forma con dos segmentos coaxiales de
iguales material y longitud; el AB es macizo, de R, =10[mm], y el BC un tubo de R, =10[mm]
y R, =8[mm]. Si en B actia el momento torsor externo T =120[Nm], el momento reactivo en A
es T, = 755[Nm].

15. La barra ABC de G = 83 [GPa] esta empotrada a paredes paralelas y se forma con los segmentos

coaxiales AB y BC del mismo material y respectivamente de . =2[m], |, =1[m], Ry =30 [mm]

y R, =20 [mm] R, =30[mm]. Si en B cada segmento se empotra a una platina rigida y estas se unen

entre si por medio de pernos rigidos cuyos agujeros estaban inicialmente desalineados en a = 5°, el

ajuste hace que 7., =10[MPa] en el segmento AB.

16. La barra troncénica ABC de radios R y 2R respectivamente en las bases A y C esta empotrada a
paredes paralelas y en el punto medio B obra el momento torsor externo Ts. Halle el momento reactivo

en A.

17. La barra cuadrada ABC, de lado a, se empotra a paredes paralelas sin impedir el alabeoyen B, a I/3
de la pared en A, se aplica el momento torsor externo Tg. En esta pared el momento torsor reactivo

es Tg/3.
18. En el caso previo, el &ngulo que gira la seccion de la barra en B es HB/A = 1,85TB|/(G614).
19. En igual caso, T, =980[Nm], se aplica en el punto medio, | =3[m] y 7, =12[MPa]. Halle amin.

10.12.2 Soluciones

1. Cierto. Sean Ty Tc los momentos reactivos en las paredes. Se calculan los momentos internos en los

tramos AB y BC (figuras 10.30a, b y c); luego se usan el equilibrio de la barra, la compatibilidad y (10.4):

Ta (T,-T,)b
Tl =TA’ Tz =TA _TB’ TA_TC =TB y O:HC/A :eB/A +HC/B = Gl +%

0

T.=T, = Tab T, =T, =-1e8 (10.64)
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2. Cierto. El resultado de la proposicion previa es independiente del momento de inercia de la seccion.

3. Falso. De la proposicién 10.12.1-1y (10.5):

Y3
TPt r=dter w2
TR nlz,
4. Falso. De (10.64):
Ta _ 2T,ab _ by,

G('O)min B ﬂle’nAGI B Gle’n

5. Cierto. De (6.24), (10.2), (10.5) y (10.64):

e = T,.Sen20 _T,Rsen2f _Tybsen2d _ 15x10°x2xsen60° 22914
o 2G 2Gl, MR’Gl 7x0,025°x77%10° x 3

6. Sean Ta y Tp los momentos reactivos en las paredes. Se hallan los momentos internos en los tres

tramos (figuras 10.31a, b, c y d) y luego se usan el equilibrio de la barra, la compatibilidad y (10.4):

=T, L,=T,-T, T,=T,-3T, T,-T,=3T,y0=6,, =6, + 0, +6

c/B D/C

OZTA+(TA_TO)+(TA_3T0) TA:4:-3I—O yTD:_5-3rD

7. Falso. Del ejercicio previo, T, =4T,/3, T,=T,/3 y T, =-5T,/3, y se usa (10.5):

_ 2T _ 10T,
"™ R 3nR°

8. Cierto. Se trabaja como en el ejercicio 10.12.1-6 y se averiguan Ty G; luego este altimo se diferencia

y se iguala a 0 para hallar el valor de x, el cual corresponde a un méaximo ya que el signo de la segunda
derivada es negativo:

= = = - T.x (T, -T,)I-2x)  T,x
T=T, T,=T,-T,, T,=T,, TA-TD—Oyo:gD/A=GIO+( GI)( ha
T =Tl=2) _ T, (1-2x)x L

B/A
I v YA T

IGI dx

0

:0:T0(|—2X—2X) (=l
IGI, 4
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9. Sea Ta el momento reactivo en A. Se calcula el momento interno en el tubo (figuras 10.32ay b) y
luego se usa la compatibilidad y (10.4):
XA’ _ t,x°

—_0 - —_
T ST Yo=6,=

! 2 2

tl
[ LSS S S | T, =2
JGl, Gl |, 21 Gl, 6 6

T:n—J

10. Falso. Se trabaja como en la proposicion 10.12.1-1 para hallar los momentos torsores internos de
cada tramo, se toma en cuenta que los radios son distintos y se usa (10.5):

2r,a , 2T, -T,)b
GmR' G,

1

=T, T,=T,-T,, TA_TC =T,y 0:0C/A =98/A+06/B =

T.aR,’ _ 2T.,bR,

T,=T.=——"—-*— = =\r, .
y b, c bRLA + aR24 T ix Wj |szax

11. Cierto. De la proposicién previa:

_ 2T,aR,

-—(—) aR, =bR
n,leA_I_aRZA 2 1

T,bR*
Tl:TA: ABRl 4
bR +aR,

:LR14:|T|:TBa—R24 R*=pR*
"TBRY+aR; Y bBRf+ar; e T
2 2

2 1

12. Cierto. Se opera como en la proposicion 10.12.1-1 para calcular los momentos torsores internos de

cada tramo, se observa que los radios y los materiales son diferentes y se usa (10.5):

21,1, 2T, -T,)
T =T, T,=T,-T, T,-T.=T,y0=0,, =06, +6., =21+ Aol
1 A 2 A B A C B C/A B/A C/B GlﬂR14 GzﬂR24

LGR'T, _  15x28x375'x10° _ 2x461

L= ; ;= - _=461[Nm] 7, =————— =557[MPa]
IG,R +L.GR® 3x83x25'+15x28x37,5 7%0,0375

13. Falso. Es T, =3,64[kNm]; se usan (10.5) y resultados de la proposicion anterior:

4 4 6
.- 2I2C31R1TB <r T n(3x83x0,025" +1,5x 28x0,0375°)x 60x10° _ 10,79 (kNIT]
7(lG,R," +,GR") 2x1,5% 28x0,0375
4 4 6
e 2|1642R2TB er Ts 7(3x83x0,025° +15x 28x0,0375')x80x10° _ 364 [N
7(lG,R," +1,GR") 2x3x83x0,025

14. Cierto. Se usan resultados de la proposicién 10.12.1-12:

_ 1T, 0,01'x120
*71,+1, 0,01 +(0,01¢ -0,008°)

= 75,5[Nm]
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15. Falso. Sea Ta el momento reactivo en la pared A. Se calculan los momentos torsores internos en
cada tramo y se toma en cuenta que radios y longitudes son diferentes, que la suma de los valores abso-
lutos de los giros de los extremos B de cada segmento, con respecto a los respectivos empotramientos,

es igual a ay que no obra un momento torsor externo sobre el conjunto; se usa (10.5):

2T,I, . 2T, maGR,* /(21,)
T=T,, T,=T = = + =S A1 4 T A2 T = 2 2
=T T =Ty 0= 6o, = 6o+ O GmR' GmR "1+ LR /(LR

- mx5°% Tx83x10° x 0,02 /(180° x 2 x1)
' 1+2x20*/(1x30")

3
~130[kN m]y 7, :—2; igooxg(l)o

~30,7[MPa]

16. El radio de la seccion a la distancia x de la base Aes r = R(I + X)/I , Y Tala reaccion en A. Se hallan

los momentos torsores internos y con (10.8) los giros en los tramos AB y BC de la barra; se usa la com-

patibilidad:

T=T ye, = ["Tax _[" 2Tldx _ 38T,
], Gl, |, TGR*(I+x)* 8L7GR*

I I 4 _
T=T,-T,y 6., = [" Tdx _ ['2(T, - T tdx _ 37(T, - T,)!

., Gl 7GR*(1+x)* ~ 3247GR*
Ji2Gly o

T .3,

0=6,,=6,,+86 :
189

c/A B/A c/B

17. Falso. Sea T el momento reactivo en la pared A. Se determinan los momentos torsores internaos en

cada tramo y sus giros con (10.24), donde, al hacer a = b, resulta 6= 7,1TI/(a“G), y se usa la compatibi-

lidad:

vg =TI, 2x7A(T, - T,)l 2T,

=T, ,=T,-Ty OZHC/A =6, ® ~ 334G 3a°G A 3

B/A

18. Falso. De la proposicion previa:

_7AT,l _ 71x2T,l _158T.I
¥¢  3a'G 3x3a'G Ga*

19. Por la simetria, T, = |TB|/2 = 490[Nm], y se usa (10.23) con a=bh:

13
:@<T a = M =58 [mm]

T =g ST T T Tox10°

823



Mecanica de Materiales / 10 Momento torsor

10.13 Tensiones combinadas en barras circulares

10.13.1 Proposiciones y ejercicios

En las proposiciones de esta seccién no se toma en cuenta el eventual pandeo local debido a tensiones

de compresion en tubos delgados.

1. Si R=37[mm], P=312[kN] y T=29[kNm] en la barra de la figura 10.33, enton-

Ces O, = 87,6[MPa].

2. En la barra de la figura 10.33, R =25[mm], P =223[kN] y T =3,4[kNm]. En la superficie de esta,

en una direccion que forma con el eje de la barra, eje X, el angulo a=-60°, la tensidbn normal alli es

de 209 [MPa].

(@) / (b) ©

Figura 10.33 Barra circular. Estad sometida a una fuerza axial P y a un momento torsor T como se ve en a); b) muestra el
estado plano de tensiones en un elemento de la superficie de la barra debido a ambas solicitaciones y nétense los sentidos
de 7y de los ejes XY; c) ilustra la pareja de tensiones que corresponde a una direccion cuya normal forma un angulo 6con
el eje de la barra.

3. Si en la superficie de una columna corta de R = 38[mm], E =250[GPa]y G =96[GPa], que esta
sometida a P y T =10[kNm], un extensdometro cuya direccion forma con el eje de aquélla, eje X, el

angulo 6 = -20°, registra £_,,. = —450, entonces P = -60,8 [KN].
4. Si en el caso previo, £_,, = —500U y P =-60[kN], entonces T =10[kNm].
5. Enunabarrade R =6,8[mm] y o, =340[MPa], obran P =26,7[kN] y T. De acuerdo con la teoria

de la maxima tension cortante calcule Ty.

6. En el caso previo haga el céalculo por la teoria de la méxima energia de distorsion por unidad de

volumen.

7. Una columna corta de R = 40 [mm] soporta —-P = 196 [KN] y T = 7,85 [KNm]. En un punto interno

distante del eje de aquélla, r = 20 [mm], la tensiobn normal maximaes o, = 321[MPa].
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8. En un tubo de R, =50[mm] y R, =25[mm], obran P =200[kN] Yy T =3[kNm]; asi,
T, =168[MPa].

9. En un tubo corto de R =50[mm], R =25[mm], |oi,|=200[MPa] y 1, =115[MPa],

obran P = -800[kN] y T, entonces T, =171[kNm].

10. En un tubo de R, =25[mm], R =21[mm], E =200[GPa] Yy G =77[GPa], actdan P =5[kN]

y T =700[Nm]; entonces en su superficie, £, = 500
11. En el mismo punto del caso previo, y, ., = 650H.

12. Enun tubo corto de R, =50[mm], R, =25[mm], E =200[GPa] y G =80[GPa], obran -Py T. Si
en la superficie del tubo se ponen los extensémetros 1 y 2 cuyas lecturas y angulos que forman con el

eje del mismo son & = 400y, &, = —-5004, 4, =30° y &, =150°, entonces T =15,31[kNm].

13. Si en una membrana cilindrica de R, =75[mm] y t =5[mm)], obran T, =45[kNm], aplicado en la

direccion de su eje, y p, = 6 [MPa], entonces o, =186 [MPa].
14. En el caso previo, 7, = 34[MPal].

15. En una membrana cilindricade R, =0,2[m] y t =6 [mm], obran —-T, aplicado en la direccion de su
eje y po. Si 7,.. =10[MPa], en un punto de la membrana ubicado en un plano cuya normal forma con

el eje de ésta el angulo a = 45°, entonces p, =18 [MPa].

16. En el caso previo, o4s. = 0. Calcule To.

17. En el mismo caso, p, =12[MPa], P =80[kN] Y T, =151[kNm], entonces o, =44,2[MPa].
10.13.2 Soluciones

1. Cierto. En un elemento de la superficie de la barra, como el de la figura 10.33b, de (9.2), (10.5)

y (5.22):

_ 312x10° 2x2,9%x10°

=27 =725[MPa]y 7= = 36,4 [MPa
7 %0,037% [ 1Y 7x0,037° [ ]
725 725 ° "
g, = T + T +(36,4) =87,6[MPa]
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2. Cierto. De (9.2), (10.5), (5.19) y al tomar en cuenta que la normal a la direccion citada costura forma

con el eje de la barra el angulo 8 = 30°, figura 10.33c, resulta:

2x35x10°
——————=143[MPa] o, = %(1 +00560°) +143x sen60° = 209 [MPa]

3
-wzlm[MPa]yr: :
m%0,025

"~ 7x0,025°

3. Falso. De (9.2), (9.1), (10.5), (10.2) y (6.24):

4
£= P _~8817x10™P y y=— 2*10 ~1209%10°
7%x0,038° x250x10 7%x0,038° x96x10°
~10 -3
e, =-450x10° = SBLX0TP (1 4 1 oca0°) —%semm ~7,786x10°P -389x10°¢ P =-783[kN]
4. Falso. Con el procedimiento de la proposicién previa:
3
=- 00x10 ~-52,905x10° y y = 2T _=1,209x107T
7T%x0,038° x250x%10° 7x0,038°x96x10
T =116 [kN]

-7
) - MSEH4O° =-47x107° -389x10™°T

-6
——52’902X10 (1+ cos40°

£, =-500x10"° =

5. De (9.2), (10.5), (5.22), (7.49) y al tomar en cuenta que el Ty produce la r:

3 2T

= 267107 _oa7x100y T=— ' __=243x10'T,
77%0,0064° 7x0,0064

2 1/2 2 1/2
ag ag 2 _ _ _ g 2
0'112:51 E +7 , 0'3—0yUY—(01—02)—2 E +T

207x10° ° "
0, =340x10° =2 = +(243x10°T, f T, =55,5[Nm]

6. Del ejercicio previo y (7.51):
20\(2 - (01 - 02)2 + (02 - 03)2 + (03 - 01)2 =20" +61°

(340x10°) = (207x10° +3(243x10°T, f T, =641 [Nm]
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7. Falso. De (9.2), (10.3) y (5.22):

a:_196x102 ~-39[MPa] y 7= 2x7,85%x10 i<0,02 ~ 39 [MPa]
x0,04 %x0,04
39 39° o
Oy =——+ — + (39)2 =24 1[MPa]
2 2
8. Falso. De (9.2), (10.5) y (5.24):
200x10 =34[MPa] y 7= 2x3x10°x0,05 =16,3[MPa]

= 7x(0,05° - 0,0257) 7x(0,05' -0,025")

2 1/2

r,=~ — +(163F =236[MPa]

9. Cierto. De (9.2), (10.5), (5.22), (5.24) y al tomar en cuenta que la tension normal maxima en valor

absoluto es de compresion:

800x10° 2x0,05T

- _ ~_ 6 =
~ 7x(0,05* -0,025%) 136107y T 7%(0,05" -0,025*)

=543x10°T

1/2

6 6 2
_136x10° =~ 136x10 +(5’43x1031—)2 <200x10° T <20,8[kNm]

2 2

| max

1/2

6 2
T, = % +(5,432x10°Tf  <115x10° T <17A[kNm] T, =17.1[kNm]

10. Falso. De (9.2), (9.1), (10.5), (10.2) y (6.27):

5x10°
i i =432y - 2>:700x0,4025 9
7% (0,025 - 0,021 )x 200 x 10 7x(0,025* -0,021* )x 7710

E =

=738u

) oy 2 , 112
:43, p+ 43,21 N 738u

2 2 2

= 391u

max
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11. Falso. De la proposicion previay (6.29):

12
Voo = [(43,2;1)2 + 738p2]1 =739y
12. Cierto. De (9.2), (9.1), (10.5), (10.2), (6.24) y resolver para T las dos ecuaciones simultaneas:

P 2T x0,05

£=- ~-848,8x10"P y y =
mx(0,05° -0,025?)x 200x10° YV x(0,05" -0,025')x80x10°

=67,91x10°T

-12
_8488x10P

400x107° =

- ) ]
+c0s60°) + wsenﬁoo -636,6x10°P +29,41x10°T = 400

_8488x10P

o (1+c0s300°) + 079110 T ongope  ~636,6x107P-29,41x10°T = -500

-500%10°° =
T =153[KNm]

13. Falso. De (8.9), (10.32) con (A) = 7R?, y (5.22):

3
0,=20, - 8X007 _ g4 1mpay y 7= 45*10
0,005 271%0,075° x0,005

= 255[MPa]

1/2

2
:(45+9o)+ 45-90 +255  =102[MPa]

méx 2

14. Cierto. De la proposicion previay (5.24):

1/2

2
45-90 55 =34 [MPa]

maéx

15. Falso. De (8.9), (10.32) con (A)=7R’, y (5.21):

T
o :20m:%=33,33p0y T= 2
’ 0,006 2mx0,2° x0,006

= 663T,

(16,67 - 33,33)p,

10x10° = - sen90° + 663T, x cos90° = 8,33 p, p, =120 [MPa]
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16. De la proposicion previay (5.19):

16,67 +3333)p, (16,67 - 3333
! LI > P cos00° + 663.1T, x 5en90° = 25p, + 6631T, T, =—-452[kNm]

2

17. Cierto. De (8.9), (9.2), (10.32) con (A) = 7R’ y (5.22):

02x12 : :
0, =20, = = 40[MPa], o =202 _oe37MPa) y 1= 210 <10 [miPa
0,006 7x02 277%0,2° x0,006
(2 7+40) . 2 7-40° v
mex = 0+O’623 +49), 0+0’623 “40 L = 44,2[MPa]

10.14 Uniones
10.14.1 Proposiciones y ejercicios

En las proposiciones de esta seccion no se toman en cuenta las tensiones concentradas y se supone que

los pasadores trabajan en cortante.

1. Si las bridas con las que se unen entre si dos ejes torsionados se aseguran con N; pasadores iguales de
radio r, y cuyos centros distan Ry, del de la brida (figura 10.8b), en cada uno la fuerza cortante es

V., =T/NR,.

2. en el caso previo, se agrega otro conjunto de N, pasadores iguales a los primeros y cuyos centros

distan Rz del de la brida (figura 10.8c), la fuerza cortante en cada uno de estos

es Vy, = Ry, T/ (N;RZ + N,R,, ).

3. Si, en el mismo caso, los pasadores son del mismo material pero sus radios en los conjuntos son ry,

y ryp, entonces la fuerza cortante en cada uno de los pasadores del conjuntol

2 2 2 2 2
es Vy, = Ryh, T/(NlRlb by + NyRy, h, )

4. Dos bridas se unen como ilustra la figura 10.8b, donde N, =8, r, =10[m], r, =40[MPa]

y R, =0415[m], entonces T, =19,3[kNm].

829



Mecanica de Materiales / 10 Momento torsor

5. Dos bridas se unen como muestra la figura 10.8b, donde N, =6, r, =13[mm] y R, =87[mm]. Si los

ejes rotantes que se unen son igualesy en ellos & = 60[kw] y f =3,33[Hz], entonces 7,, =152[MPa].

6. Si, en el caso previo, # =120[kw], Y en los pasadores T,y = 20[MPa], halle el nimero minimo de

ellos.

7. En el mismo caso son iguales la tension cortante promedio en los pasadores y la maxima en los ejes;

entonces en los ejes, R =56 [mm].

8. De materiales iguales el eje macizo 1, de R, =40[mm], y el tubo 2, de R, =45[mm] y R, =40[mm], se
unen con bridas, como se ve en la figura 10.8, en las cuales r, =5[mm] y R, =01[m]. El nimero

minimo de pasadores para que el acople no resista mas que el eje méas débil es N =7.

1min

9. Dos tubos delgados, en los que R, =25[mm], t = 3[mm]y 7, =138[MPa], se unen con bridas como
ilustra la figura 10.8; si en éstas, r, =16[mm], R, =41[mm] y 7, =250[MPa], halle el nUmero minimo

de pasadores.
10. Si dos bridas, como ilustra la figura 10.8c, se unen con dos grupos de pasadores, donde r, = 5[mm],

r,, =60[MPa], N, =6, N,=4, R, =015[m] y R,; =0,10[m], entonces T, =55[kNm].

11. En el caso previo, T,,, =8[kNm], entonces N =12.

1min
12. En el mismo caso, 1, =5[mm] y r,, =10[mm], entonces T, =7,37[kNm].
10.14.2 Soluciones

1. Cierto. Los pasadores toman, debido a la simetria, fuerzas cortantes Vi, y porciones del momento

torsor transmitido Ty,iguales entre si y (figura 10.8b); del equilibrio de la brida:

T

2. Cierto. Los pasadores de cada grupo adquieren, por la simetria, fuerzas cortantes Vi, y V2, y porciones
del momento torsor transmitido Ty, ¥ T, iguales a los demas de su grupo (figura 10.8c). Se toma el

equilibrio de la brida y se supone, como aproximaciones razonables, que en la seccion recta de cada
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n cortante son uniformes y que aquélla es proporcional a la

distancia al centro de la brida; ademas, en cada pasador se usa y, = 7,/G =V, /(AG) coni=1y2:

Vie _ Vap Vi, _ Ve R,T
T=NV_,R, +NV,R, Y = = vV, =—2*
e e Rlb sz Rlb RZb * NJ.RJ.I)2 + l\IZRZb2
3. Cierto. De la proposicién previa:
L, _ Ty Vi, Vap Ry, T
T=NV,_R, + NV, R = = Vv, = :
r e y Rlb RZb Iql.brzlp2 RZerp2 b N1R1b2r1p2 + l\IZRZbZer2

4. Falso. De (10.16):

mr NR,,

5. Falso. De (10.9), (10.10) y (10.16):

g

T = 7%0,01° x8x0,15x 40x10° =151[kNm]

3
60x10 ~103[MPa]

Tlp = 2 2 = 2 2
2m* friNR, 2x7°x333x0,013° x6x0,087

6. De la proposicion previa:

g

120x10°

I, =——<T
T2 frANR, T ™

7. Cierto. De (10.16) y (10.5):

T, = T =T
1ip ﬂ,rpz NlRlb max

N, >
T 2x 12 x3,33%0,013% x 0,087 x 20 x10°

2T
ﬂR3

i 1min

R = (2x0,013° x 6 x 0,087)"° = 56 [mm]

8. Cierto. El eje més débil es el que desarrolla mayor 7ms y se determina con (10.5); luego se usa (10.16):

=T S9e5x10°T y 1, =2 200 ig59x10°T
7% 0,04 {0,045* -0,04*)
T 2TR, (0,045* -0,04)

T, :WS Tomax :_(W)
]Trp 1" b m e i

1= 2x0,045%0,005% x01

imin
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9. De (10.32), con (A)=7R,’, y (10.16):

2t7R *1 2
T=2tRjT, y I, =—nln <7 N, > 2><0,00:23x0,025 x138 ~19.7 N, . =20
mriNR, 0,00167 x 0,041x 250
10. Cierto. Como, R, >R,,, de (10.17) y (10.18) se sigue que 7,, > 7,, :
R T 2 6 2 2
Tlp - 2 1; 2 s pr Tméx = ”x0,00S x60x10 X(GXOJ-S +4XO’1 ):5,5 [kNm]
mr(NR, +N,R,’) 015
11. Falso. Es N, =10; en efecto, de la proposicion previa:
R,T ? ? ’
2 12 2 S I-PW N1 2 ZT - NZRZZb = 28X10 6 - 4xo’3‘ = 9’5
mr?(N,R,> + N,R,’) mriR,T,,  R,>  7x0005 x015x60%x10° 015

12. Falso. De la proposicién 10.14.1-3 en la cual se observa que 7;, > T,,, ya que Ry > Ra:

le - Rle <T
mr, (NGRS R+ NR, ) T

1p 1" b "1p 2°%2b "2p

L, =

T L TX60x10° x(6x015° x0,005 +4x01° x0,01')

méx = 9,27 [kN m]
015

10.15 Concentracion de tensiones en barras o ejes circulares

10.15.1 Proposiciones y ejercicios

1. Si en una barra escalonada que soporta T =30[Nm] el didametro cambia de d=40[mm] a

D =100 [mm] por medio de filetes de r = 6 [mm], entonces 7,, =313[MPa].

2. En una barra escalonada el didametro cambia de d =15[mm] a D =37,5[mm] por medio de filetes

de r =2,25[mm]; si 7, =8[MPa], calcule el Trsx.

3. En una barra escalonada el diametro cambia de d =20[mm] a D =50[mm)]; si T =80[Nm], el

radio del filete de menor radio que puede usarse es r_, =11[mm].
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4. Si en un eje rotante escalonado de f =15[Hz] y # = 60[kw], por medio de filetes de r = 4 [mm], el

diametro cambia de d =80 [mm] a D =200 [mm], entonces T,.,, = 7,3[MPa].

max
5. Si en el caso previo, 7, =55[MPa], halle la potencia maxima que puede transmitirse.

6. Si en el mismo caso, 7,, =55[MPa] y el radio del filete es r =10 [mm], la potencia maxima aumenta

en 36%.

7. En un eje rotante escalonado de f =12[Hz] y 2 = 40[kw] el didmetro cambia de d = 45[mm]

a D=75[mm],si 7, =50[MPa], el radio minimo del filete es r

min

=4 [mm].
10.15.2 Soluciones

1. Cierto. Con D/d=25 y r/d=015, en la figura 10.7b aproximadamente se lee K, =131 y se
usa (10.15):

_131x16x30

T . — =3,13[MPa]
x0,04

2.Con D/d=25y r/d =015, en lafigura 10.7b aproximadamente se lee K; =131, y se usa (10.15):

_ ., 16T _ x0,015° x8x10°
max KT 3 s TW Tméx -
d 1,31x16

= 4,05[Nm]

3. Cierto. Se calcula el intervalo posible para Kr con (10.15); con este y D/d =25, se deduce de la fi-

gura 10.7b el intervalo aceptable para r/d:

Ly =Ko <7, K, < 7X002X8310° 65 T, 0056 y 1, =0,056x0,02=11[mm]
md 16x80 d

4. Falso. Con D/d=25 y r/d=0,05 en la figura 10.7b aproximadamente se lee K; =168, y se
usan (10.15), (10.9) y (10.10):

3
=000 _eriNmy 7, = 108X16X637
27 %15 7%0,08

=10,6 [MPa]
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5. De la proposicion previa, K =1,68, y se usan (10.15), (10.9) y (10.10):

16T _ 7%0,08° x55x10°
1,68 %16

=329[kNm] 2, =2mx15x3,29x10° = 310[kW]

6. Falso. En este caso, r/d = 0,125, y en la figura 10.7b aproximadamente se lee K, =1,35:

3 6
7 =008 XSSXI0_gNm]) 2, =27x15x410x10° =386[kW] A7 - 386-310 ., o
135%16 7 310

7. Falso. Se usan (10.9) y (10.10) y luego se calcula el intervalo posible para Ky con (10.15); con este

y D/d =167, se deduce de la figura 10.7b el intervalo aceptable para r/d:

40x10° 16T 77%x0.045° x50 x10°
= =531[Nm] y 7., =K <7 ' ~
27 %12 INM] Y 7, = Ky ad® " Ke = 16x531 168
% >0,045 y I =0,045%0,045 = 2[mm]

10.16 Barras de materiales elastoplasticos ideales

10.16.1 Proposiciones y ejercicios

En las proposiciones de la presente seccidon no se toman en cuenta tensiones concentradas y las barras

son circulares a menos que expresamente se informe lo contrario.
1. Una barra falla cuando la tension cortante en el borde de alguna seccion recta alcanza .

2. Una barra empotrada a la pared y sometida a un momento torsor en el extremo libre falla cuando

este es igual al Tp.

3. Una barra empotrada en sus extremos a sendas paredes y sometida en un punto intermedio a un

momento torsor externo falla cuando la reaccién en una de las paredes es igual al Te.

4. En la seccidn recta de una barra ry es el radio del ndcleo de la seccion que permanece elastico todavia,

cuando T, T <T,. En tal caso el momento torsor interno es T = 7R°r, (4 - rY3/R3)/6.

5. Calcule el momento torsor de fluencia de una barra.
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6. Calcule el momento torsor plastico de una barra.

7. En el extremo libre de una barra empotrada a la pared obra el momento torsor externo Ty

con T, <T,<T,. Si & es el &ngulo girado por ese extremo cuando el material empieza a fluir, enton-

ces T, = R°r, (4 - 6,°/6°)3.

8. Si o es el limite de fluencia del material de la barra, de la teoria de la maxima energia de distorsion

por unidad de volumen se deduce que T, = ﬂR3(TV/(3\/§).
9.Sienunabarra, R=5[mm]y T, =40[Nm], entonces 7, =195[MPa].
10. El momento plastico de una barra de R = 2[mm] y 7, =80[MPa], es igual a 1,34 [Nm].

11. Si el momento torsor que obra en el extremo libre de una barra empotrada a la pared es 1,42Ty, el

angulo que este gira es 1,768y; donde & es el &ngulo que rota ese extremo cuando alli se aplica Ty.

12. Si el momento aplicado es 1,25Ty, en el caso previo, el angulo que el extremo libre gira es 1,587 84,.

13. En una barra de R =25[mm] y 7, =110[MPa] se desarrolla en la seccion recta un nucleo elastico

de r, =12,5[mm]. Calcule el T aplicado.

14. Si en una barra de R =38[mm], G =83[GPa] y 1, =125[MPa] la deformacion angular en cual-

quier punto de la seccién recta es y =Cr, con C =0,079[m™], entonces T =12,3 [kNm].

15. Si en el extremo libre de una barrade R = 40 [mm] y 7, =140[MPa], obra T =16 [kNm], el radio

del nucleo elastico en una seccion recta de aquélla es r, = 30,6 [mm].
16. En el caso previo, | = 0,75[m] y G = 83[GPa], entonces § =17,2°.

17. En el extremo libre de una barra empotrada a la pared, de | =1,5[m], R =10[mm], G =80[GPa]

y 7, =150[MPa], obra el momento torsor To. Si ese extremo gira 8 = 25°, entonces T, = 293[Nm].
18. En un tubo, R, =30[mm], R, =50[mm] y 7, =30[MPa], entonces T, =513[kNm].

19. Si en el caso previo, 1 =0,9[m] y G =80[GPa], y sobre el tubo obra Ty, el angulo que giran entre

si los extremos del mismo es 8, =1,27°.
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20. En el tubo del mismo caso calcule Te.

21. En un tubo, R,/R; =2, entonces T, /T, =124.

22. En la seccion recta de un tubo, T, <T <T,, y rv es el radio exterior de la corona de la seccién que

permanece elastica. Entonces T = 77, (4R °r, -3R* - 1,*)/(6r, ).

23.Enuntubo de R, =12,5[mm], R, =50[mm], G = 41,5[GPa] y T, =166[MPa], la deformacién angu-

lar en cualquier punto de la seccién rectaes y = Cr, con C=0118[m™]. Entonces T = 41,9 [kNm].

24.Enun tubo, R, =30[mm], R, =35[mm], G =70[GPa] y Ty = 210[MPa]. Sien el borde exterior del

tubo, y, = 0,006, calcule T.

25. En un tubo de R;=30[mm], R, =50[mm] y 7, =30[MPa], el grueso de la corona eléstica es

t =10[mm], entonces T =7,28[KNm].

26. Si en el mismo caso, 1 =1[m] y G =80[GPa], el angulo que giran entre si las secciones de los extre-

mos del tubo al alcanzar justamente el Tr es 6, = 0,716°.

27. La barra ABC, de 7, =84[MPa], se empotra a la pared en A, soporta en C el momento T¢ y esta

formada por los segmentos coaxiales AB y BC respectivamente de R, =10[mm] y R, =13[mm]. Halle el

valor ultimo del momento en C.

28. La barra ABC, de R =50[mm] y 7, =160[MPa], se empotra a la pared en Ay soportaen By C los
momentos torsores externos T = 65[kKNm] y T. =30[kNm] (figura 10.34). Entonces el radio del nucleo

elastico en el segmento AB es I, =435[mm].

T, L | T, X
=t L mo

f——AB——
©

Figura 10.34 Barra circular elastopléstica. Soporta momentos externos en B y C como ilustra a); en b) y ¢) se muestran los
diagramas de cuerpo libre en los que se calculan los momentos torsores internos de cada tramo.
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29. Una barra compuesta se forma con el nicleo 1, de R, =30[mm], G, =45[GPa] y r,, =80[MPa], y el

tubo 2, de R, =50[mm], G, =35[GPa] y 7,, =60[MPa], de longitudes iguales y firmemente unidos entre

si por su superficie de contacto. Calcule el momento que inicia la fluencia.

30. El momento que plastifica la barra en el caso previo es T, =16,8[KNm].

31. La barra ABC, de AB=1,5[m], BC=3[m], R=50[mm], G =80[GPa] y T, =200[MPa], se
empotra a paredes en sus extremos Ay C, y en B soporta el momento torsor externo Tg. Si el radio del

nucleo elastico en el segmento AB es I, =25[mm], entonces T, =80[kNm].

32. La barra compuesta ABC se forma con los segmentos coaxiales AB, de |, =15[m], R, =35[mm],
G, =28[GPa] y 1, =160[MPa], y BC, de |, =2[m], R=25[mm], G,=80[GPa] y r,, =140[MPa] (fi-
gura 10.35). Si se empotra a paredes en Ay Cy soporta en B el momento externo Tg el valor ultimo de
este es T, =22,5[kNm].

(a) (b) (©)

Figura 10.35 Barra circular elastoplastica y compuesta empotrada a paredes. Se empotra a la pared en Ay C y soporta un
momento externo en B como ilustra a); en b) y c) se muestran los diagramas de cuerpo libre con los cuales se calculan los
momentos torsores internos de cada segmento.

33. En una barra de seccién cuadrada de a=25[mm] y 7, =55[MPa], calcule el Ty.

34. Al aplicar un momento torsor T a una barra se produce la fluencia en una corona de la misma, de

espesor R/4. Al retirar el momento la tension residual maxima en valor absoluto es ‘Tl’es‘méx =0,194r,.

35. En la seccidn recta de una barra el momento aplicado casi alcanza el valor Tr y luego se retira. En el

borde de la seccion la tension cortante residual en valor absoluto es /2.

36. En el centro de la seccidn, del caso previo, la tension cortante residual es O.

37. La tension cortante residual es cero en el mismo caso en r = 3R/4.
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38. En un tubo de | =1[m], R, =30[mm], R, =50[mm], G =80[GPa] y T, =140[MPa], el momento

torsor aplicado crece hasta casi alcanzar el Tp. Halle el angulo residual al retirarlo.
10.16.2 Soluciones

1. Cierto y falso. De acuerdo con la explicacion. Es cierto cuando se adopta como criterio de falla laxa
el que se alcance esa tension en el borde de la barra para que asi se mantenga en el dominio eléstico. Es
falso segun un criterio de falla estricta; la barra no colapsa ya que el material se deforma plasticamente y
la deformacién angular y el momento torsor aplicado pueden seguir creciendo aunque la tensidn cor-
tante de fluencia & no aumenta y se va extendiendo paulatinamente desde el borde hacia el centro,

como se observa en la figura 10.15c.

2. Cierto. Ese es el momento torsor que en todos los puntos de la seccidn recta produce tensiones cor-
tantes iguales a la de fluencia  sin que en ella quede porcidn elastica alguna; por ello, el extremo libre

de la barra gira sin limite con respecto a la pared hasta producirse el colapso.

3. Falso. En este caso la barra es hiperestatica y aunque esta en fluencia el segmento de la misma, con-
tiguo a la pared mencionada, su giro con respecto a esta pared queda limitado por el otro segmento. La

falla de la barra ocurre cuando en ambos segmentos el momento torsor interno es igual al T».

4. Cierto. Yaque T, <T <T,, hay un nicleo de la seccién dado por 0<r <r,, que sigue siendo elastico
y en el cual la tension cortante es T = 7,1/, , y una corona definida segiin 1, <1 < R, que se volvio pléastica

yenlaque 7=T1, (figura 10.15c); como esta distribucion de tensiones se debe al momento T y al tomar

en cuenta el ejercicio 10.3.1-2 (figura 10.4), resulta:

r,r

3 3 _ .3 3 3
T=(rrdA=27" r 2 (rdr)+27( rz, (rdr SULEAT +2”TY(R v ):HRTY L
S J[ I, Y
, ]

3 6 R®

r

5. Al hacer I, =R en el resultado de la proposicién previa, resulta:

6. Se puede obtener al hacer r, =0, en el resultado de la proposicién 10.16.1-4:

_2mR%r,

Tp 3
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7. Falso. Las secciones planas siguen siendo planas, aunque T, <T,, por lo que se puede usar (10.1)
para relacionar el radio del nucleo eléstico de la seccion con la deformacion angular y el &ngulo de giro
desarrollados en dos situaciones: cuando se alcanza la fluencia en el borde exterior de la seccion y

cuando solo parte de la misma continta elastica; luego se sustituye en (10.45):

:E :R_HYy :r‘(_e r_V:i
4 I Yy I Yy I R @
R°T, 6,°
T= t 4-—1 (10.65
6 93 ( )

8. Falso. Se usan (7.51) al hacer ow = ov y tomar en cuenta que el estado de tensiones en un punto del
borde de la barra es de cizalladura pura, por lo cual, oi=-: = Tmax Y 0: =0, y (10.5) en la

que Tmax = 2T/ IR?:

2 3
(2Tmax )2 + (Tméx )2 + (Tméx )2 = 6 2TY = 20—Y2 TY = ’TR JY

R® 2.3
9. Falso. De (10.46):
T, = 3T, = 3x40 =153[MPa]
2mR*  2mx0,005°
10. Cierto. De (10.46):
T =2/7><O,002 x80x10 ~134[Nm]

f 3

11. Falso. EI momento torsor maximo que soporta la barra es T y este, segin (10.43) y (10.46),
es T, =4T,/3; por ello, el momento informado hace que el extremo libre de la barra gire sin limite hasta

el colapso de esta.

12. Cierto. Se usan (10.43) y (10.65):

2 6 6° 6’

3 3 3 3
T= 1.257R L = R L 4 Hy 9\( =0,25 1) :17587€Y

13. De (10.45):

_ mx0,025° x110x10° 4- 12,5°

T
6 25°

~3,49[kNm]
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14. Falso. Se deduce, de la informacion y (10.2), el radio del nacleo eléstico de la barra y luego se

usa (10.45):

T. 125x10° x0,038° x125x10° 19,1°
=Cr, =~ rh=———=191[mm T= 4- =13,9[kNm
EEVEE Y T 0,079x83%10° mm] 6 38° LNm]
15. Falso. Se verifica con (10.43) y (10.46)si T, <T <T,, y luego se usa (10.45):
3 6
T, = 4T, _ 27mx0,04" x140x10 ~1sgpnm T, <T<T,
3 3
3 6 3 3
16x10° = 72004 x140x10° , T, " _~05805 I, =335[mm]
6 0,04° 0,04°

16. Falso. Se calcula con (10.3) y (10.4) el angulo & girado por el extremo libre de la barra cuando el
material empieza a fluir y se usan resultados de las proposiciones previay 10.16.1-7:
R6, _ Ir, _0,75x140x10° x180°

yg=—~-=—-= 5 =216°
83x10° x0,0335x 71

17. Cierto. Se usan resultados de la proposicion previa para verificar si §>86,, y (10.65):

Iz, _15x150x10° x180°

_ mx0,01°x150%10° 4- 16,1°
GR  0,01x80x10°x7w

8 =
! 6 25°

= 293[Nm]

=161°<25° T,

18. Cierto. Como Ty es el momento que produce  en el borde exterior del tubo, de (10.3):

T _ L, _30x10°x7x(0,05° -0,03')

R 2%0,05

e

~513[kNm]

19. Falso. De (10.3) y (10.4):

6 o
= Iz, :O,9x30><10 ><918O ~0,387°
GR,  0,05x80x10°x 77

20. Todos los puntos de la seccion recta del tubo estan en fluencia debido al Te y, en cada uno, 7= 7.

En un elemento de area dA cuya distancia al centro es r (figura 10.4c) se desarrolla la fuerza cor-
tante dV =7, dA, cuyo momento con respecto al centro es dT = rdV; este sumado con el de los demas

elementos es igual a Te:
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3 _p3
T, :J'SrdV =J'SrTYdA= TYI:Er(Zmdr) _ 27 (Ré R, ) (10.66)
6 3 3
I 2 27x30x10 >; (005° -00%) ¢, N
21. Cierto. De (10.3) y (10.66):
T, = T, (RE4 - RiA) YT = ZITTY(RE3 - Ris) T_p: 4RE(R53 - Ria) — 4x2x(8—1) =124
2R, P 3 T, 3(R‘-R‘) 3x@6-1)

22. Cierto. Hay una corona interior en la seccién, dada por R, <r<r,, que sigue elasticay en la cual la

tension cortante es T =T7,r/r,, y una corona exterior definida por I, <r<R,, que es plasticay en la

que 7= r,, esa distribucion de tensiones se debe al momento torsor interno T :

v 4 _p4 3 _ .3
T :J’SrrdA:27T[ r % (rOlr)+277J’rRe rr, (rdr) =277, ™ RO,R K
Y Y

R;

T,
=— (4Re3rv _3Ri4 - rY4) (10.67)
or,

23. Falso. Con la informacion y (10.2) se calcula el radio del nucleo elastico del tubo y luego se
usa (10.67):

6
Y, =Cr, = L r, = 166x10 - = 33,9[mm]
G 0118x 415x10
6
T = X060 () 6 059 x 0,0330 - 3% 0,0125° - 0,0339*) = 39,9 [kNm]
6x0,0339

24. Se sigue el procedimiento de la proposicion previa al hacer C =y, /R, , se deduce que toda la seccion

recta del tubo esta en fluencia y por ello el momento aplicado es el Ts, que se calcula con (10.66):

Vor, _ T, .= 210x10° x0,035

R -G " 000ex70x1or LreImml<30[mm]

_ 2% 210x10° % (0,035° - 0,03°)

8 . = 6,98 [KNm]
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25. Falso. De la informacion se sigue que r, = 40[mm], y se usa (10.67):

6
T = X300 (4 6,059 x 0,04 - 3% 0,03° - 0,04°) = 5,89 [kNm]
6x0,04

26. Cierto. Ya que las secciones planas se mantienen asi, el &ngulo & girado se deduce de (10.3) y (10.4),

para cuando en el borde interior del tubo se alcanza la tension de fluencia:

_lr, _ 1x30x10°x180°

g =
GR, 80x10°x0,03x7

=0,716°
27. Cierto. En ambos segmentos el momento torsor interno es igual a Tc, y su valor altimo es el que

produce el momento de fluencia en el segmento 1, ya que tiene el menor radio; se calcula con (10.46):

_ 2x7x0,01°x84x10°
[ 3

=176 [Nm]

28. Cierto. Se halla el momento reactivo en Ay el interno en el tramo AB (figura 10.34b) y se usa (10.45):

B B L _ mx0,05°x160x10° r,° r?
Ty =Tg-To =35[KNm] y T, =T, = 35x10° = 5 4 - 0’853 06_53 = 0,658
r, =435[mm]

29. Con (10.61) y (10.62) se deduce el Ty que inicia la fluencia en alguno de los elementos de la barra:

4 4 _ 4 6
&R o7 Ts [45 7003 +35xmx(0.05° ~003)x80x10° _, o
G,1, +G,l, 2x45x0,03
4 4 _ 4 6
GTR. . 1< |45 7x0,03* + 35 77 (0,05 - 0,03* )| 60x 10 ~122[kNm] T, =12,2[kNm]
G,I, +G,l, 2x35%0,05

30. Cierto. Es la suma de los momentos que plastifican ndcleo y tubo, y se calculan con (10.46) y (10.66):

277%0,03> x80x10° 277 x60x10° x (0,05° - 0,03%)
Tp = - ' - ~16,8 [kNm]

31. Falso. En el segmento AB se calculan con (10.45) el momento interno T,, apelando a un resultado

de la proposicion 10.16.1-7, el giro total & que produce T4, y con (10.3) y (10.4) el angulo que B gira
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con respecto a A al iniciarse la fluenciaé,, = ABT, /(GR); luego se usan (10.4) y algunos resultados de la

proposicion 10.11.1-1 (figura 10.30) para hallar el momento interno en el segmento BC, T, y Ts:

7 % 0,05° x 200 x 10° 253
T, = 4-=— :50,7[kNm]y91=R_9w=ﬂ
6 50 r Gr

Y Y

_ 6Gl,  ABr,l,  15x200x10°x7x0,05"
BC BCr, 2x3x0,025

, ~-393[kNm] T, =T,-T,=90[kNm]

32. Falso. Con Ta y Tc, cOmo momentos reactivos en las paredes, se hallan los momentos internos en
los segmentos AB y BC (figuras 10.35a, b y c). Luego se usan el equilibrio de la barra y (10.46) para

calcular el valor ultimo de Tg; este es el que produce el momento de fluencia en ambos segmentos:

3 2 3
T1=TA, TZ:TA_TBI TA_TC:TB! Tlp :277R31) [ yTZP - _ IZR; sz

_ 271{0,035° x160 + 0,025° x140)x 10°

TUB =T1P _sz - 3 =189 [kNm]
33. Cierto. Se deduce de (10.23) al hacer a=by 7, =T,
L = 4,81T, T _ 0,025"x55x10 ~179 [Nm]

Y a’ ! 481

34. Cierto. De (10.48) con r, =3R/4, resulta T = 0,5977R*r; luego, con (10.48) se deduce la tension

residual en los bordes exterior e interior de la corona citada que son los criticos (figuras 10.15c, e y f):

2T 3T -
(Te). o = 7y -5 = 01947, y (Te)r=3ria = 7y - s =01057, Treq], ., = 01947,

35. Falso. De (10.46) y (10.48) con T =T, =271R°r, /3 (figuras 10.15c, e y f):

~ 4t,
3

Iy

3

Y

36. Cierto y falso. De acuerdo con la explicacidn. Es falso ya que con el procedimiento de la proposicién

previa se deduce que en r =0, es 7y; a este resultado se llega por la hipdtesis que permite superponer,
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en cada punto de la seccion, la distribucion uniforme de tensiones de la figura 10.15d con la de la
descarga de la figura 10.15e, que se supuso lineal, de sentido opuesto y provocada por un momento
torsor interno -Te. Es cierto, estrictamente, ya que la deformacién angular en el centro de la seccion es
0. A esta situacion paradojica se llega por suponer que todo el material de la seccién se deforma mas
alld del limite proporcional para poder calcular el Tp, lo cual implica un giro angular infinito se-

gun (10.65).
37. Cierto. Se usan (10.46) y (10.48) con T =T, = 27R%z, /3:

2T.r 4T, r
P _T _ Y r=3R

mR* Y 3R 4

Z-res =0=TY -

38. El Tr se sigue de (10.66), y de (10.3) y (10.4) el &ngulo girado &, cuando se llega a este pues las
secciones planas se mantienen y en el borde interior del tubo se alcanza justamente la tension de fluen-
cia; ademas, durante la descarga se supone lineal la conducta del material y el &ngulo G.: de retroceso

se halla con (10.4):

_ 2x7rx140x10° x(0,05° - 0,03°)

T, 3 =28,7[KNm] y
6 o
g, = 7, _ 1x140>;10 x180° _ 334°
GR, 80x10°x0,03x7
2x28,7x10° x1x180°
|9ret| = =241° 6,=6,-16,/=334°-241°=093°

80x10° x 7% (0,05" -0,03* )x 7

10.17 Barras circulares de materiales no lineales

10.17.1 Proposiciones y ejercicios

1. En la seccidn recta de una barra de material no lineal el momento torsor interno puede calcularse a

partir de la tension cortante desarrollada con T = [, r7 dA.

2. Si en el material de la barra AB la relacion -y es 7= Cy", entonces 7, = (n+3)T/(27R?).

3. En el caso previo, Gy, = [(n + 2)T/(277CR“+3 )]]/n .
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2/5

4. Si en el material de la barra AB la relacion ry es 7= Cy®°, entonces 7,.,, =0,563T/R®.

5. En el caso previo, G, = O,2154[T/(CR3'4)]2’5I.

2/5

6. En el material de una barra de R =38 [mm)], larelacion =yes 7 =Cy“>, con C =1,68 [GPa]. Si la

deformacion angular en cualquier punto de la seccion rectaes y = C;r, con C, = 0,079 [m™], calcule T.

7. Una barra compuesta se forma con un nucleo de R; y un tubo de radio exterior 2R;, coaxiales, de

iguales longitudes y perfectamente unidos en la superficie de contacto. Si en los materiales de los ele-
i —cy Y2 - 2 _ T2 2m 7

mentos las relaciones =y son 7, =Cy,"" y T, =2C),"", entonces & = T°I/{L507C°R," /.

8. La barra ABC se empotra a paredes por sus extremos Ay C y en su punto medio B obra el momento

3/5

torsor externo To. Si en el material de la barra la relacion ryes 7 = Cy°, entonces r,,,, = 0,324T,/R®.

9. En el caso previo calcule &g, -

10.17.2 Soluciones

1. Cierto. Esa expresion no depende del material ya que es la equivalencia estatica entre el momento

torsor interno de la seccidn y la distribucion de tensiones que este produce en ella.

2. Cierto. Se usa (10.1) ya que no hay dependencia del material y la equivalencia estatica entre el mo-

mento torsor interno de la seccion y la distribucion de tensiones que este produce en ella:

R n n+3 n dg " +3)T
T :J'erA: [ Cr r% (2/rrdr):2”CR dg - :u
) J

. dx n+3  dx dx  27CR™®
dg " _ (n+3)Tr"
T:Crn Y :% TmélxzM
dx 2R " 21R°®
3. Falso. De la proposicion previa:
dg_ (n+3T " _ (n+3)T "
dx  27CR"? oA 2mCR"™?

845



Mecanica de Materiales / 10 Momento torsor

4. Falso. En el resultado de la proposicion 10.17.1-2 se hace n=2/5:

- (2/5+3)T _0541T
" 2R® R®

5. Cierto. En el resultado de la proposicién 10.17.1-3 se hace n=2/5:

Yn 2,5
2/5+3 '
BA = —( / n?: 1=0,2154 T34 |
27TCR CR*>

6. De la proposicion 10.17.1-4:

_ 1,68x10° x (0,079 x0,038)"° x 0,038°

0,5411T
SOSIT gy B cleR T e

max 3 ma
R

=~ 16,7 [KNm]

7. Cierto. Se usa (10.1) ya que no hay dependencia del material y la equivalencia estatica entre el mo-
mento torsor interno de la seccion y la distribucion de tensiones que este produce en ella:
R, 12 2R 12 12
T = [rrdA=27C [ 799 " egraal 199 g 2opc 99 TR 2, A0 )
s J d ] dx 7 7

0 X R,

dg T T2

=Y Q=——
dx 38,83CR,"”? 1507C*R,’

8. Falso. Los momentos reactivos en las paredes y los internos en cada tramo son iguales en valor abso-
luto por la simetria a To/2, y luego se hace n = 3/5 en el resultado de la proposicion 10.17.1-2:

_(3/5+3)1, 0,287T,

r .. =
m 2% 27R3 R?3

9.Se hacen=3/5, AB=1/2y T =T,/2, en el resultado de la proposicién 10.17.1-3:

5/3 5/3
3/5+3 I T,
gB/A = M E =0,0622 R%ﬁ

|
2x2;7CR%%*3
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10.18 Trabajo y energia del momento torsor
10.18.1 Proposiciones y ejercicios

En las proposiciones de la presente seccién no se toman en cuenta tensiones concentradas y las barras

son cilindricas circulares a menos que, expresamente, se informe lo contrario.

1. Deduzca la expresion para calcular la energia potencial de una barra sometida al momento torsor

interno T.

2. En el caso previo, es cierto que U, =7, >Al/(2G).
3. En el mismo caso, U; = (1+ z)T21/(1,E).

4. Al duplicar el radio de una barra, sin cambiar T, se reduce a la cuarta parte la energia potencial de la

torsién que acumula.

5. Se tienen dos barras de iguales |, Gy T, pero una es de radio R, y la otra de radio R.. La razén entre

las energias potenciales que acumulan es U, /U, = (Rz/Rl)“.

6. Si l. es el momento polar equivalente de la seccion recta, la energia acumulada en un tubo delgado

de seccién arbitraria es U, = T?l/(21,G).

7. El angulo que giran entre si los extremos del tubo es, en el caso previo, 0 = TI/(IEG).

i=N
8. La expresion € = [TI/(8<A>2)]ZL dsi/(Giti) es valida en tubos delgados de seccion arbitraria, cuando
= i

esta se forma con N tramos de espesores t; y materiales con G; distintos y cuyo segmento de linea media

€s GCi.

9. Si en unabarra el momento torsor interno es T(x) = —TO(I - x)/l , donde x se mide desde un extremo,

calcule la energia potencial.

10. Si en una barra el momento torsor interno es T(x) = —Tosen(ﬂx/l), donde x se mide desde un

extremo, la energia potencial es U; = 7T,’1/(2Gl,).
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11. Si una barra empotrada a la pared soporta un momento torsor externo uniformemente repartido

en la longitud y de intensidad t, la energia almacenada es U, = t02I3/(6I0G).

12. Si la barra del caso previo soporta en el extremo libre, ademas, un momento torsor To

con t, =T, /(51), la energia almacenada es U; = 91t,%1° /(121,G).

13. La barra ABC esta empotrada a la pared en Ay se forma con dos segmentos coaxiales de iguales

materiales y longitudes 1/2; el BC de radio R; y el AB de radio R, =nR,. Si en C actda el momento

externo Ty la energia potencial almacenada es U, = TOZI(1+ n“)/(Zn4 IlG).

14. En el caso previo, n = 2, entonces U, /U, =1/32.

15. El angulo que gira el extremo C calculado por medio de la energia, en igual caso,

es 6=T,lfL+n*)/(2n*1,G).

16. La barra ABC esta empotrada a la pared en A, se forma con dos segmentos coaxiales de iguales

materiales y radios, en los que AB=1 y BC=1,, y soporta en B y C los momentos torsores exter-

nos T, =2T, y T. =T,. Ambos segmentos acumulan igual energia potencial, si |, = 6l,.

17. Se tienen la barra 1 de radio R; y el tubo delgado 2 de radio medio Ry y espesor t pero con iguales |,

A, Gy Tnax; la razén entre las energias potenciales que acumulan es U17/Uzr = Y.

18. Una barra tiene 1=0,75[m], R=20[mm] y G=45[GPa]. Si T, =32[MPa], enton-
ces U; =536 [J].

19. Labarra ABC, de G =83[GPa], esta empotrada a la pared en Ay se forma con los segmentos coaxiales
AB,de |, =0,9[m] y R, =50[mm], y BC, de I, =0,5[m] y R, =38[mm]. Sien By C actGan los momentos

torsores externos T, = -9,05[kNm] y T. = 5,65[KNm], la energia potencial almacenada es U; =35,7[J].

20. La barra ABC, de G = 42[GPa], esta empotrada a la pared en A, se forma con los segmentos coaxia-
les AB, de |, =0,3[m] y R, =15[mm], y el tubo BC, de I, =0,4[m], R,e =15[mm] y R,, =10[mm]. Si en
C acttia el momento torsor externo To, y en el conjunto 7, = 60[MPa], la energia potencial almacenada

es U, =9,35[J].
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21. La seccidn recta de un tubo circular compuesto y delgado de I'=2,5[m] y R, =0,75[m], se forma con
el tramo 1 de t =1[mm] y G, =27[GPa], y que cubre un arco de 300° y el 2 de t, =2[mm]

y G, =79[GPa], y que subtiende un arco de 60°. Si T =17[kNm], entonces 7, = 4,42[MPa].

22. En el caso previo, 8 =0,029°.

23. Una barra compuesta se forma con el nacleo 1 de R; y G1 y el tubo 2 de radio exterior R; y Gz, de
longitudes iguales y perfectamente unidos entre si por la superficie de contacto. Si R, =1,5R; y
G:1 = 2G;, al aplicar a la barra el momento torsor T la razén entre las energias acumuladas por los ele-

mentos es U;; /U, =0,492.

24. Un nucleo de R; =3[mm] se inserta justamente dentro de un tubo de radio exterior R, = 5[mm],
de modo que en un extremo se unen firmemente entre si y no lo estdn en la superficie lateral. Si
I=25[m] y G, =79[GPa], y en ambos elementos y en el extremo libre estos se rotan en sentidos
opuestos hasta que el giro relativo es de a = 77/2, entonces la energia potencial acumulada en el conjunto

es de 5,23 [J].

25. La barra ABC esta empotrada a paredes paralelas y se forma con dos segmentos coaxiales de iguales
materiales; el AB de longitud ay Ry, y el BC de longitud by R,. Si en B actta el momento torsor ex-

terno Ty calcule el momento torsor reactivo en A por medio del teorema de Castigliano.

26. La barra ABCD de longitud | esta empotrada a paredes paralelas y se forma con los segmentos
coaxiales iguales AB, BC y CD. Si en B y C, respectivamente, obran los momentos torsores externos To

y 2T,, al aplicar el teorema de Castigliano se encuentra que el momento torsor reactivo en A

es T, =5T,/3.

27. Una barra empotrada a paredes paralelas soporta un momento torsor externo repartido a lo largo

de su longitud, de intensidad t = t, (X/I), donde x se mide desde una pared. El momento torsor reactivo

en esa pared calculado por medio del teorema de Castigliano es t,l/3.

28. Un eje circular de | =1,8[m], R=38[mm] y G = 79[GPa], rotacon f =3,33[Hz], y arrastraensu
rotacién una masa puntual de m =91[kg], que gira describiendo una circunferencia de R, =0,3[m],
concéntrica con el eje. Si éste se detiene subitamente, en un extremo, 7., = 263[MPa].

max
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10.18.2 Soluciones

1. Se adapta al momento torsor lo establecido en el apartado 7.1-5 para la carga axial; por ello se puede
decir que cuando el momento aumenta lentamente los extremos de la barra giran entre si gradualmente
y aquel efectla sobre la barra el trabajo W+, que es igual area bajo la curva T-8@ (figura 10.36), y se
convierte totalmente en virtud del principio de conservacion de la energia en energia potencial de la torsion

Ur. El &rea mencionada es la de un triangulo rectdngulo de base @y altura T; se usa (10.4):

Figura 10.36 Relacion entre el momento torsor y el giro en una barra cilindrica circular. El segmento de recta que se
muestra es la gréafica de la ecuacién (10.4); el area bajo la misma es igual al trabajo necesario para hacer rotar dun extremo
de la barra de longitud | con respecto al otro.

2. Falso. Se toma en cuentaque A = 7R* e I, = nR4/2 = AR2/2, y se usan (10.12) y (10.5):

2 2
U. = Tl — Z-mé\x IOI — TméX
T

21,6 2GR? 4G

ZAl

3. Cierto. De (10.12) y (7.18):

_ T _ @+ pT
21,6 I,E

0

4. Falso. De (10.12) puesto que 1, = 7R*/2, se sigue que se reduce a la dieciseisava parte.

5. Cierto. De (10.12):
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6. Cierto. En un elemento infinitesimal del tubo de volumen dV = tdxds (figura 10.11e) la energia por
unidad de volumen se deduce de (7.37); luego se usan (10.2), (10.32) y (10.35) sin olvidar que el material

se supone lineal, homogéneo, isotrépico y elastico:

2
dUr _ Tl _ T [ 72V _ 1 ['[T2dxds T2 1 CFds T

U. = = - =
dv. 2 26 7T 26 2G|, [.4A)t 26 4A)]Jct 26l

7. Cierto. Se igualan, en virtud del principio de conservacion de la energia, el trabajo que hace el mo-
mento torsor al hacer girar el tubo a la energia que en este se acumula:
TO T2 Tl
= —

U; = =
2 2Gl, Glg

=
Il
|
Il

8. Falso. Se sigue el procedimiento de la proposicién 10.18.1-6, pero se toma en cuenta que el médulo

G varia y por ello no se puede extraer de la integral que se efectia sobre la linea media del tubo:

| ) ) ) i=N i=N
WT:T_HZUT:E[ TdXdZS: TI2$E:—T IZ [ﬁ @= TI2 [ﬁ
2 2,].46(A)t  8(A) J.Gt 8(A) .G, 4(A) |Gt

9. De (10.13):

['T2x _ [ 120 -x)fdx _ T,
[021G |, 2I°1,G 6Gl,

10. Falso. De (10.13):

[ T2dx _ [ T%sen?(m/1)dx _ T,
0216 |, 216G 4G,

T

11. Cierto. Al ubicar el origen en el extremo libre, el momento torsor interno se calcula con el equilibrio
del diagrama de cuerpo libre de la figura 10.18b; resulta ser T =t;X, y luego se usa (10.13):
[ITzdx [I t,xC%dx _ t,°1°

UT: = =
0216 |, 21,6 61,G

12. Falso. Se usa el procedimiento de la proposicién previa pero para este caso, T = t;x+ T, = t, (x + 5I) :

['T2x _ [ t,°(x+5fdx _ 91t F
102G |, 214G 61,G
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13. Falso. Se toma en cuenta que en toda labarra, T =T, se usa (10.12) y se suman las energias parciales:

u.=u,_+U =-|-02|+-|-02|=T02| 1+|_2 :M
=Y tYr 4G 41L,G 41G I, 4n4llG

14. Cierto. De la proposicion previa:

15. Cierto. La energia potencial acumulada, dada en la proposicion 10.18.1-13, se iguala al trabajo que
hace el momento torsor aplicado en C:

T+n!) T8, Toll+n?)

4n*1,G 2 2n*1,G

16. Falso. Los momentos internos en los segmentos son T, =3T, y T, =T, y se usa (10.12):

oT’l, T,
2IG  2IG

1, =9l

17. Cierto. Se igualan las areas y, con (10.5) y (10.32), las tensiones cortantes maximas; luego se usan

(10.12), (10.34) y (10.49):

2T T T RS2
MRP =2MRty —5 = ——— ’ =Rty =1
mReE 2mR T, 4R_‘t
2 6 3 2
Ur _ T, le _ R 4Rt R® _1
Uy T, | 16Ry't" R ARpmt 2

18. Cierto. De (10.5) y (10.12):

2

T= IOTmélx U — IOlrmélx - ﬂRzITméxz _ ”X01022 XO,75X322 X1012
= - max T= = =

R 2GR? 4G 4x 45x10°

=~ 5,36 [J]

19. Cierto. Los momentos internos en los segmentos son T, = -3,40[kNm] y T, = 5,65[kNm], y se usa

(10.12) para calcular las energias parciales que luego se suman:
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100 3,4°x0,9 N 5,65° x 0,5
7x83x10°  0,05* 0,038*

U, =~ 357[J]

20. Falso. La tension cortante méxima se presenta en BC, segun (10.5), ya que tiene el menor momento

polar de inercia, y en toda la barra, T =T;; luego se usa (10.12) y se suman las energias parciales:

L+ mx[0015" -001°)x60x10°
° 2x0,015

~ 255 [Nm]

. 255° 03 255°
Tx42x10° 0,015* 0,015* -0,01*

=7,77[J]

T

21. Falso. Se usa (10.32) yaque para el efecto revisese el ejercicio 10.9.1-4  esta ecuacién no cambia

por la variacion del espesor o del material a lo largo de la linea media del tubo:

N 17x10°
M7 2(A), 2% 7x0,757 x0,001

= 4,81[MPa]

22. Cierto. En este caso si influye el material y por ello se usa la proposicién 10.18.1-8; en esta se

hace s, =10/Ry, /6 y s, = 27Ry /6

9_17x103><2,5 10x7x075 2xmx075  180°

- 2 4 9 5 = 0,029°
4xm1°x0,75" 6x27x10°x0,001 6x79x10°x0,002 7
23. Cierto. Se usan la proposicion 10.11.1-1y (10.12):
4 2
Lz Gl zi=0,492 y I 4R1 = 1 U _ T12G2I2 _ G, 1, ~ 0492
T, G,l, 4063 L, (R-R') 4063 U, T, Gl G,l,

24. Falso. Los elementos quedan sometidos por el equilibrio del conjunto a momentos torsores de igua-

les magnitudes y sentidos opuestos, T, = =T, =T; se usan (10.4) y (10.12) para sumar las energias par-

ciales:
Gl,a 79x10° x 1x 0,003 x 77
a=6?1—02=T—| 1+ 7= = 7 =550 [Nm]
G, I, L+ 1,/1,)  2x2x25xfi+3%/(5* -3*)]
_55°x25x2 1 1

~ 8,64 [J]

T

+
7x79%x10° 0,003* 0,005* -0,003*
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25. Se retira virtualmente el empotramiento en A y se pone a obrar alli el momento reactivo Ta (fi-

gura 10.30) al tomar en cuenta que los radios son diferentes, por lo cual los momentos internos en los

segmentosson T, =T, y T, =T, - T,; luego se usan (10.12) y (10.14):

U _ 0 Tj'a (T,-Tfb _Ta (T.-Tyb

0= =
aT, T, 2Gl,  2Gl, Gl, Gl

Tob/l, _ TebR/
a/l, +b/l, bR +aR,*

A

26. Falso. Se aplica el procedimiento del ejercicio previo al suponer que 1, 2 y 3 son, respectivamente,

los segmentos citados. Asi, T, =T,, T,=T,-T, y T,=T, -3T;:

U, o T (T, -T, 01 (T,-3T,0°1 _ |
= =—[r, +(1,-T,)+ (T, -3T,
aT, 0T, 6GlI "Teel | 6ol 3Gl [T+ (T =To) + (T -3To )]

27. Falso. EI momento torsor interno en funcion de xes T =T, —toxz/(ZI), y se usa el procedimiento del

ejercicio y la proposicion previos; en este caso la energia almacenada se calcula con (10.13):

oU; 0 [ [ra-to@/@)Fdx [T -t /(21)]ix
aT, oT, | 21,6 - 1,G

0 0

L[ XX _ tl
], 2 6

28. Cierto. Al adaptar las hipotesis presentadas en el apartado 9.1-22 al caso presente se supone que la
energia cinética de la masa, cuya velocidad es v = 2R, se transfiere integramente el eje como energia

potencial de deformacion. Ademas, se desprecia la energia que el eje almacena mientras rota, debida a

la distorsion que le produce la masa y se usan (10.12) y (10.5):

m@7R. )’ _ Tl T o g2 /MG V2 yr = 2T AR me v
2 GR* ¢ 21 ™RGSR 2
9 Y2
méx:4><3,33><0,3 Tx91x79x%x10 ~ 263 [MPa]

0,038 2x18
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11 Ecuaciones y diagramas de fuerza cortante
y momento flector en vigas

En este capitulo, a menos que en algun apartado, pregunta, proposicién o ejercicio se informe lo con-

trario, se supone que:

a) Las vigas carecen de peso, tienen seccion recta uniforme, son horizontales e isostaticas y pueden estar
sometidas solo a la accion de fuerzas paralelas al eje Y y de pares cuyo momento tiene la direccion del

eje Z, concentrados o distribuidos

b) El origen de coordenadas se ubica en el extremo izquierdo de la viga, el eje X se orienta hacia la

erecha, el Y hacia arriba y el Z sale del plano del escrito.

¢) Cuando sea aplicable y para no repetir la informacién en la proposicién o ejercicio respectivo, la
longitud de las vigas es |, las secciones que se mencionen son rectas y la fuerza cortante y el momento

flector son internos.

d) Las fuerzas y pares externos tienen el mismo sentido de los ejes de coordenadas si aparecen con signo

positivo y opuesto si el signo es negativo.

e) El lector, en varias proposiciones o ejercicios, crea mentalmente una figura o gréfica para idear la

solucioén.

d) Los cuerpos informados como rigidos, asi como techos, pisos y paredes son indeformables.

11.1 Definiciones, consideraciones generales y formulas

1. Viga. Es un elemento esqueletal de maquinas o estructuras, usualmente horizontal, prismatico o cilin-
drico, cuya seccion recta es pequefia comparada con la longitud, que soporta fuerzas y pares flectores, con-
centrados o distribuidos, con direcciones perpendiculares al eje de aquél y el cual se definié previamente
como eje X (figura 11.1); por ello, desarrolla momentos flectores y fuerzas cortantes internos en sus secciones
rectas. El disefio de una viga consiste en elegir los materiales y las dimensiones de la seccidén recta que
soportan méas econdmicamente esos pares y fuerzas internas; en consecuencia, lo primero es calcularlos

y a ese tema se dedica el presente capitulo.® @0
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Figura 11.1 Vigas. La figura ilustra tres vigas cargadas con fuerzas repartidas o concentradas o pares concentrados y en
todas ellas se muestran las reacciones que originan sus apoyos; la a) es una viga en voladizo o cantiliver, la b) una viga
simplemente apoyada y la ¢) una viga con salientes o voladizos.

2. Fuerzas distribuidas. Son fuerzas repartidas por unidad de longitud que obran sobre toda la viga o parte

de ella, y que se determinan por su intensidad p = dF/dx, la cual se considera positiva si su sentido coin-

cide con el del eje Y y negativa al contrario (figura 11.2). Ya que son paralelas entre si, las fuerzas infi-
nitesimales dF = pdx al tomar el equilibrio de toda la viga o de una parte de ella la distribucion corres-
pondiente se puede sustituir por su resultante; en el ejercicio 3.13.1-10 se demostrd que esa resultante es
igual al &rea limitada por la curva que define la distribucidn, el eje Xy los segmentos de rectas verticales
entre ambos, y que su recta de accion pasa por el centroide de tal area. Conviene subrayar que el hecho de
sustituir una fuerza distribuida por su resultante tiene validez solo para el cuerpo libre que se examine

en un momento dado.® @ 10.6)

Z B p+Ap
M i M',_-I- AM_ M, M
( i X (lp CLT)U
. M, 5 P A oy l -
R 'R, ' ' hoo
[ )
d () (b) ()

Figura 11.2 Cargas externas sobre una viga. La viga simplemente apoyada de la figura a) soporta una fuerza repartida de
intensidad p = df/dx, la fuerza y el momento concentrados F; y My, todos ellos considerados convencionalmente positivos
segun la orientacién que la figura muestra; la figura b) ilustra el cuerpo libre que resulta al separar un pequefio elemento
de la viga de longitud 4x, asi como la fuerza distribuida externa y las fuerzas cortantes y los momentos flectores internos
gue obran sobre el mismo; la figura c) expone el cuerpo libre de un punto que es extremo de tramo y sobre el cual pueden
obrar una fuerza y un par externos concentrados Fo y Mg, asi como la fuerza cortante y el momento flector internos a la

- - +
izquierda Vy y M, yaladerecha vy vy MZ+ del punto.

3. Luz y tramo en una viga. Luz, también llamada claro o vano, es la distancia entre apoyos o entre uno
de estos y un extremo libre; por ejemplo, las vigas de las figuras 11.1a, 11.b y 11.2 tienen una sola luz y
tres la de la figura 11.1c. Tramo es el segmento de la viga en el cual la carga externa que obra sobre ella,
activa o reactiva, no presenta cambios bruscos; asi, la viga de la figura 11.2 es de tres tramos, la de la

figura 11.1a de dos, la de la figura 11.1b de cuatro y seis tiene la de la figura 11.1¢.@ @ ©»©). (0
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4. Viga en voladizo. De una sola luz tiene un extremo libre y en el otro se la soporta mediante un
empotramiento o apoyo de tercera clase; este, en consecuencia, da lugar en el plano a un méximo de tres

reacciones (figura 11.1a), que son una fuerza con dos componentes y un par. @ ©- @0

5. Viga simplemente apoyada. Esta soportada en sus extremos mediante una bolita o patin y una articu-
lacion; es decir, un apoyo de primera y otro de segunda clase. Apoyos que por tanto dan lugar en el
plano a un méximo de tres reacciones (figuras 11.1b y 11.2), las cuales son una fuerza con una compo-

nente perpendicular al eje X en la bolita o patin y otra con dos componentes en la articulacion.®: @ 9

6. Viga isostatica. En la cual las reacciones de los apoyos se pueden calcular solo con las ecuaciones de
la estética. Sirven como ejemplo las vigas en voladizo, las simplemente apoyadas y también la que ilustra
lafigura 11.3 en la que se observa una articulacion interior que permite una ecuacion mas; alli el momento
flector interno es 0 pues la articulacion facilita que un segmento de la viga rote libremente con respecto

al otro.® @9

S~ b) F

T 11 [N |

( () J

7 O O -
L, | R[ hI .‘

Figura 11.3 Viga isostatica. Aunque la viga de la figura tiene tres apoyos, la articulacion interior aporta otra ecuacién ya que
alli el momento flector interno es 0.

7. Viga hiperestatica. Soportada en apoyos que introducen mas reacciones de las que pueden hallarse
con las ecuaciones de la estatica, por lo que para calcularlas deben adicionarse otras basadas en la
deformacion de la viga. Por ejemplo, la vigas de las figuras 11.4a y 11.4b y la continua de la fi-

gura 114c(2)' 4, (5), (10), (13)

8. Redundancia. Es una reaccion innecesaria para mantener la viga en equilibrio. La diferencia entre
el nimero de reacciones y el de ecuaciones que aporta la estatica da el nUmero de redundancias. Las
reacciones de la viga en direccion del eje X, introducidas por articulaciones o empotramientos, se deben
a la deformacién vertical de aquella y pueden despreciarse en comparacion con las demaés; en tal caso el

namero de las reacciones disminuye y el de las ecuaciones no triviales de la estatica se reduce en 1.2 .00
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9. Viga continua. Tiene mas de dos apoyos y es, salvo casos especiales, hiperestatica (figura 11.4c).@ @ @0
p.
M "o /ﬂ/l/l/l/l
f R, C TR‘»RS R]_bD o T ? (1? (:)
R, W%W ' ] r, R R, R, R,
(a) ) (b) (©)

Figura 11.4 Vigas hiperestaticas. Las vigas representadas en las figuras a), b) y c) son hiperestaticas por incluir apoyos
redundantes; la de c) se llama viga continua.

10. Fuerza cortante V, y momento flector M, internos. Originados por las fuerzas externas que obran
sobre la viga se revelan cuando esta se corta, virtualmente, mediante un plano que la divide en dos por-
ciones y son los que en la seccion del corte una de esas porciones ejerce sobre la otra (figura 11.5b).
Averiguarlos en cualquier punto de la viga y graficarlos es, estrictamente, un tema de la Estatica més
que de la Mecéanica de Materiales ya que ellos no dependen de que la viga sea rigida o deformable,
elastica o pléastica. Sus definiciones y las convenciones respectivas de signo fueron establecidas en los
partados 5.1-7 y 5.1-8 que se recomienda repasar. Segin esa convencion, en un segmento infinitesimal
de viga el momento flector positivo provoca una curvatura positiva del eje centroidal del mismo y uno
negativo la contraria; la fuerza cortante positiva da lugar a un par de momento positivo en el segmento
y una negativa a un par de momento negativo (figuras 5.4c y 5.4e). Al representar las fuerzas y los
momentos reactivos en el diagrama de cuerpo libre de una viga cualquiera se les considera positivos, con-

vencionalmente, y al realizar los célculos el signo encontrado confirma o refuta el supuesto.®: @ ©. (0. (13)

oo
—_—

(a) (b)

Figura 11.5 Convenciones de signo. Al efectuar un corte virtual en una viga como la de la figura a), en un punto cualquiera
de la misma definido por la coordenada x, aparecen en esa seccion la fuerza cortante y el momento flector internos V, y M;
los signos que se definen como positivos para ambos tanto en la seccién positiva como en la negativa del corte son lo que se
representan en la figura b).

11. Ecuaciones de V, y M,. Se supone que el origen de coordenadas del sistema descrito en el apar-
tado 5.1-6 estd en un extremo de la viga, usualmente el izquierdo, y en una seccidn de esta definida por

la coordenada x a ese extremo se hallan las ecuaciones de la V, y el M, respectivos, en funcion de x, por
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medio de los métodos de las secciones y paso a paso, el de la doble integracién en cada tramo en el que
pueden usarse o0 no las funciones de singularidad y discontinuidad que une los dos métodos previos; hay
otros procedimientos que no se presentan, ya que para comprender el tema los mencionados son sufi-

cientes.® @ ©.00)

12. Diagramas de V, y M,. Las graficas en un plano cartesiano de las ecuaciones de V, y M, representan
las variaciones de estas a lo largo de la viga, tramo por tramo; en ellas, la abscisa sefiala la posicion de
una seccion recta de la misma y la ordenada aporta el valor alli de la V, o del M, respectivos. Estos
diagramas suelen presentarse ubicados debajo del que representa la viga; en ellos se sefialan los ceros y
los mé&ximos en valor absoluto de V, y M,, esenciales para el analisis y el disefio de la misma, se muestran
las pendientes y curvaturas, se facilita el calculo del desplazamiento vertical de su eje debido a las cargas
externas y basta con que en ellos se ubiquen las informaciones mencionadas, por lo cual no tienen que
ser muy precisos. Antes de hacer las gréficas conviene preparar una tabla en la que se consignen los
valores de la fuerza cortante y del momento flector calculados en los extremos de cada tramo de la viga;
en las graficas estos valores se ubican primero y luego se conectan con los arcos de las curvas que corres-

pondan al tramo.?> @»®(10.G9)

13. Relaciones puntuales entre p, V, y M,. Si en un tramo de viga como el de la figura 11.2 obra una
fuerza distribuida externa cuya intensidad p varia monotonamente con x y se supone positiva cuando su

sentido coincide con el del eje Y, en cada punto del tramo se cumplen:

dv
L=-p (11.1)

dx

dM
—Lr ==V 11.2
dx ! ( )

Mo L3
dx

Las relaciones (11.1) y (11.2) se deducen al aplicar las ecuaciones de equilibrio a un elemento infinitesi-
mal de viga como el de la figura 11.2b. En los puntos extremos de un tramo, en donde pueden obrar
fuerzas o pares externos concentrados Fo y Mo (figura 11.2c y obsérvense los sentidos que se definen

como positivos para estos), se satisfacen las condiciones de borde:

(11.4)

(11.5)
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Los superindices (=) y (+) se refieren a valores de la fuerza cortante y del momento flector en el
extremo de tramo en cuestion pero, respectivamente, inmediatamente antes o después del mismo.
Al considerar extensiones imaginarias mas alla de los extremos izquierdo y derecho de una viga,

Vy y MZ son nulos(l)r (2), (4), (5), (10), (13)

14. Funciones de discontinuidad y de singularidad. Al deducir las ecuaciones para V, y M, en vigas
que tienen multiples tramos se pueden ahorrar tiempo y esfuerzo al usar las funciones de discontinuidad
y de singularidad, las cuales permiten expresar esas solicitaciones mediante una sola ecuacién para toda

la viga.

Para asignar a fuerzas externas repartidas cuya intensidad p varia polinbmicamente con X, se inician
en x = a Yy se extienden hasta el extremo derecho de la viga, se utilizan las funciones de discontinuidad,

que para n=0 son:

— n H
(x—a)n: (x-a) ’Slxza;paranzo (11.6)

0 ,Six<a

en ellas, el paréntesis ahorquillado se convierte en uno ordinario solo si el argumento es positivo y es 0
cuando es negativo. Estas funciones se conocen también como funciones de Macaulay ya que el mate-
matico inglés W. H. Macaulay las us6 en 1919 en una publicacién en la que sugiri6 diferenciarlas al usar
otro tipo de paréntesis, aunque fueron presentadas desde 1862 por A. Clebsch y luego por A. Foppl y

emplean propiedades de la funcion escalon que introdujo O. Heaviside.

Para asignar a fuerzas o pares flectores externos concentrados y unitarios una intensidad p se emplean,

respectivamente, con n =-1 y n=-2 las funciones de singularidad:

< >n 0,six#a <0 117
X-a) = . ;paran .

0,51 X =a P (1.7)
en las que se supone que la fuerza cortante y el par flector son positivos cuando, respectivamente, tienen
el sentido del eje Y y el opuesto al del eje Z; estas funciones se conocen como de Dirac, laden=—1,y
doblete lade n = —2. En los diagramas de la fuerza cortante y el momento flector internos no se inclu-

yen los saltos infinitos producidos por la fuerza o el par concentrado en su punto de aplicacion ya que

se trata de una representacion idealizada.
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Las funciones de discontinuidad y singularidad se integran segun:

) <X— >n+1
[{e-ayor= "pyp PNz O (118

(x-a)"™ ,paran<0

y en el resto de este capitulo y los siguientes del libro se seguiran llamando, sea n positiva, 0 0 negativa,
funciones de discontinuidad. En la figura 11.6 se ilustran las funciones de discontinuidad para las intensi-

dades de cinco tipos de carga distribuida; en proposiciones posteriores se incluyen otras funciones.

Figura Carga externa P Ecuacién
}7
:.U' .
a) . I N X p=-M,<x-a>" (11.9)
() L - —
—
}’ 11“"' =1
b) I T v p=F,<x-a> (11.10)
O b e e e —

o

Y Do

o) T ¥ p=po<x-a>" (11.11)

O peee —5

Y /(ﬂ/[ f
Po _ pe<x—a >!
d) T X p= 2 (11.12)

O - —

l:—a4>‘

| l g
Y, b p= Dpe=x=a>"" 5o
€) I l_ . (i-a)’ (11.13)
Ol | ¢
l -‘
|-= .f >

Figura 11.6 Intensidades de la fuerza para cargas externas. En las figuras a), b), ¢), d) y e) se muestran las intensidades de
carga p que respectivamente corresponden a un par flector concentrado, a una fuerza concentrada y a tres fuerzas
distribuidas que se extienden hasta el extremo de la viga y que varian con la posicién de acuerdo con los exponentes 0, 1
y n = 2. En todos los casos el origen se ubica en el extremo de la izquierda de la viga.
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Como se observa estas funciones difieren de las comunes en cuanto a continuidad, diferenciabilidad e in-
tegrabilidad, aunque permiten escribir en una sola ecuacion la fuerza cortante o el momento flector de
toda la viga, sin importar cuantos tramos tenga la misma. Por ejemplo, en la viga simplemente apoyada

y que tiene cuatro tramos de la figura 11.1b la expresion para la intensidad de la carga externa es:
P=R(X)7 - p(X)’ + p(x-a)" - My(x-a,)" + F{x-a)" +R,(x-1)"
donde R; es la fuerza reactiva vertical en la articulacion y R; en el patin; ndtese que Rz = 0. @@ ®®).0).(0.(3

15. Método de las secciones, paso a paso. Se hallan las reacciones de la viga al usar las ecuaciones de
la estatica aplicadas al diagrama de cuerpo libre de la misma y en el que aparecen todas las fuerzas
externas, activas y reactivas; luego se efectlian cortes virtuales en cada tramo de la viga, perpendiculares a su
eje, en puntos arbitrarios definidos por su coordenada x, y en uno de los diagramas de cuerpo libre se
hallan, por medio de la estética, la fuerza cortante y el momento flector internos, que se orientan segun la
convencion para el signo positivo; luego se elabora una tabla con los valores de V, y M, en los extremos
de cada tramo, con cuya ayuda se grafican las ecuaciones y se hacen todas las verificaciones para evitar
errores. Este es un método que solo usa la fisica, ya que si la viga tiene N tramos se hacen N cortes, en
cada uno se encuentran sin mayor tramite y con las relaciones de la estatica, las ecuaciones de V, y M..
Por ejemplo, las ecuaciones de la fuerza cortante y el momento flector en la viga de cuatro tramos de la

figura 11.1b son (figuras 11.7a, b, ¢ y d):@- @ ©). (10 (13).(5)

- R, + p,X, 0<x<ag RX = p,x*/2, 0<x<a
y o “RtRa,  a<x<a o Rx-palx-a/2) a <x<a,
' =R +pa, a<x<a o  Rx-palx-a/2)-M, a, <x<a,
-R +pa -F, & <x<I RX- pa(x-2,/2)- M, +F(x-a), a <x<a,
P M o M,
v, ) v ')
0 e) |
e x —* I o a, —* J
R, R, . |
(a) (b)
p" \I J”)“ I A’U

l M, V ) M, ? % ‘>
TN !

0 . 'I o) 2 — 'I
M a, —™ [ a, ™

1‘2|‘7 ({_i I{Mi H\_,

X a,

(c) (d)

Figura 11.7 Cuerpos libres por tramos. En cada uno de los tramos de la viga de la figura 11.1b se hace un corte a la distancia
x del origen y se dibuja el cuerpo libre que resulta a la izquierda del mismo, ello da lugar a las figuras a), b), c) y d).
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16. Método de la doble integracion. Con base en las funciones de discontinuidad se establece para toda la
viga la funcion de la intensidad de la fuerza, p, como la suma de las que corresponden a cada una de las
fuerzas externas, activas o reactivas, que obren sobre la misma; luego se integran (11.1) y (11.2) para
deducir las ecuaciones respectivas de Vy y M, en toda la viga, las cuales se escriben con el uso de los
corchetes ahorquillados y pueden leerse mas facilmente al reescribirlas en la forma normal para cada tramo;
las reacciones en los apoyos de la viga se pueden calcular por medio de las condiciones de borde (11.4)
y (11.5) o directamente, con las ecuaciones de equilibrio. Después se elabora la tabla en la que se anotan
los valores de V, y M, en los extremos de cada tramo y finalmente, con la ayuda de esta, se grafican las
ecuaciones y se hacen todas las verificaciones para evitar errores. Este es un método que solo usa la
matematica pues resuelve por integracién directa dos ecuaciones diferenciales ordinarias. Por ejemplo,
en o< x<1 las ecuaciones de la intensidad de la carga externa y de la fuerza cortante y el momento

flector en la viga de cuatro tramos de la figura 11.1b son:
p= R1<X>_l - po<x>0 + po<X_ a1>0 - M0<X_ a'z>72 + F0<X_ a“3>_1

V, = =[P = =R, ()" + p, ()" = po(x-a) + M(x-a,)" - F(x-a,)’

M, = —Lx\/dx' =R,(x)' -

donde las integrales se realizaron de acuerdo con (11.8). Para cada tramo de la viga, interpretando los parén-

tesis angulares seguin (11.6) y (11.7), resultan las mismas ecuaciones del apartado previo.?: @ ©@0. 3.7

17. Método mixto. Primero se hallan las reacciones en los apoyos de la viga; luego se hace un corte
virtual en el Gltimo tramo de la misma en una seccion recta definida por su coordenada x y se estudia el
cuerpo libre de longitud x que resulta. En esa seccidn se averigua el momento flector interno por medio
de la estatica, que se obtiene con la suma de los aportes individuales de cada tipo de fuerza o par flector
externos que obran sobre el cuerpo libre; en la igualdad resultante se tiene cuidado de no agrupar
términos semejantes ni destruir los paréntesis normales que aparezcan. Luego se asocia a cada monomio
el paréntesis ahorquillado que le corresponda y resulta la ecuacion del momento flector de toda la viga.
La fuerza cortante se encuentra por derivacion al aplicar (11.2) a la ecuacién del momento. Con el pro-
cedimiento descrito, las ecuaciones del momento flector y de la fuerza cortante de toda la viga se en-

cuentran mediante un solo corte y el uso de las funciones de discontinuidad necesarias. Por ejemplo, en
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la viga de cuatro tramos de la figura 11.1b se hace un corte en el tltimo tramo (figura 11.7d), se calcula

el momento flector en la seccidn del corte y luego la fuerza cortante con (11.2):

w =Ry - PO BTy R a

v, = ddﬂx =R+ [0 - mfx-a) Je M (x-a) - R’

La pareja de términos que en las ecuaciones previas aparece dentro de los corchetes es la funcion de dis-
continuidad que corresponde a la fuerza uniformemente repartida en el tramo de viga de longitud a;

estas ecuaciones coinciden con las obtenidas en los dos apartados anteriores. @ @ ©. (0. (13)

18. Descomposicién de los diagramas de V, y M,. Los diagramas de la fuerza cortante y el momento
flector de la viga de la figura 11.1b se consiguen al graficar las ecuaciones obtenidas por cualquiera de
los tres métodos mencionados antes; un esquema del diagrama del momento, ya que no se informan los
valores numéricos de las diferentes cargas, es el que muestra la figura 11.8a en la que se supuso negativa
la reaccidn en la articulacion. Este diagrama es igual a la superposicion de los que corresponden a cada
uno de los monomios de la ecuacion del momento expresados con los paréntesis ahorquillados en el
apartado previo, como ilustra la figura 11.8b, y algo semejante se puede hacer para la fuerza cortante.
Esta superposicion se puede efectuar ya que la fuerza cortante y el momento flector son directamente
proporcionales a las cargas aplicadas; su importancia reside en que de cada una de las figuras individuales
es facil conocer el area y la posicion del centroide y ello encuentra aplicacion en un capitulo posterior que

se refiere a la elastica de una viga.@ @ ®:©). (10

P F v
M, f M, 0
I [l A &
JEO R @] P
M S M oo
® N ! ox L@ Rl
of . ‘ ’ O X g :
: \(y N\_[}II”
| ! ‘ 2
(a) . P Pali-a))
—a,—n \ S) 2
" g | _: & F(l-a,)
e a S O -M

(b)

Figura 11.8 Diagrama del momento flector por superposicion. La figura a) muestra un esquema del diagrama del momento
flector de la viga de la figura 11.1b en tanto que en la figura b) se ilustra la descomposicion de este diagrama con base en
los monomios que corresponden a la ecuacion del momento flector para toda la viga descrita mediante funciones de
discontinuidad en el apartado 11.1-17.
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19. Verificaciones. Para no incurrir en errores al hacer los calculos, conviene mantener rutinas que los
eviten o detecten. Por ello se recomienda trabajar con simbolos, analiticamente, lo cual facilita hacer
simplificaciones algebraicas y verificar dimensiones; se debe comprobar la consistencia de la respuesta en
signo y magnitud y revisar que las ecuaciones obtenidas para V, y M, satisfagan (11.1) y (11.2) y las
condiciones de borde (11.4) y (11.5). Por ejemplo, en el extremo libre de un voladizo cuando no hay
cargas externas aplicadas alli los diagramas de fuerza cortante y momento flector deben mostrar un
valor 0y si un extremo de viga es una articulacion, el momento flector debe ser 0 y la fuerza cortante
igual en valor absoluto a la reaccion en la misma. Conviene examinar en los diagramas, ademas, la
coherencia de pendientes y curvaturas y confirmar las reacciones obtenidas al tomar equilibrio de mo-

mentos en algin punto conveniente,®: -0

11.2 Vigas, apoyos y convenciones de signo para Vy y Mz

11.2.1 Proposiciones
1. Una articulacion origina dos reacciones.
2. Una viga puede transmitir fuerzas longitudinales.
3. Tramo en una viga es la distancia entre apoyos consecutivos.
4. Tramo y luz en una viga son lo mismo.
5. Una viga puede tener mas luces que tramos.
6. Si una viga tiene una articulacién interior en esta la fuerza cortante es O.
7. Una viga en voladizo y de una sola luz es isostatica.

8. Una viga de una sola luz empotrada en un extremo, apoyada en el otro en un patin y que tiene una

articulacion interior es isostatica.
9. Una viga apoyada en tres articulaciones y que tiene una articulacidn interior es isostatica.
10. Una viga de una sola luz empotrada en un extremo y con el otro apoyado en un patin es isostatica.

11. Una viga de una sola luz y empotrada en ambos extremos tiene tres redundancias.
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12. Una viga continua, empotrada en un extremo y apoyada en cuatro articulaciones, tiene cuatro re-

dundancias.

13. En la figura 11.9a la fuerza cortante en la seccion definida por la coordenada x es positiva segun la

convencion de signos establecida.
14. En la seccion del caso previo el momento flector es negativo.

15. En la figura 11.9b la fuerza cortante en la seccion definida por la coordenada x es negativa segun la

convencion de signos establecida.
16. En la seccion del caso previo el momento flector es positivo.

17. En un tramo de viga el momento flector positivo produce traccion en las fibras superiores de la

misma.

18. En unaviga de hormigén reforzado, apoyada simplemente y sometida solo a su propio peso, el acero

de refuerzo se debe poner por la parte inferior de la misma.

pix) -
LM M. P
()m P X
v
X —™
Y (a)

Figura 11.9 Convencion de signos. Las figuras a) y b) muestran secciones de una viga definidas por la coordenada x en las
que aparecen fuerzas cortantes y momentos flectores; obsérvense en ellas las orientaciones de los ejes Xy Y.

19. En una viga en voladizo de hormigon reforzado el acero de refuerzo se pone por la parte inferior.
11.2.2 Soluciones

1. Cierto. En el plano, espacio en el que fundamentalmente se trabaja en el resto del libro, el apoyo da
lugar a una fuerza reactiva que tiene dos componentes; sin embargo, conviene recordar que cuando el
apoyo de una viga es una articulacion se considera despreciable la componente de la fuerza reactiva en

la direccion del eje de esta.

2. Falso. La definicién de viga que se presento6 en el apartado 11.1-1 las excluye. Cuando se incluyen se

estd hablando de un elemento esqueletal llamado viga columna.
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3. Falso. Es el segmento de viga en el que no hay cambios bruscos en la carga externa aplicada sobre el

mismo; no debe confundirse con luz.

4. Falso. Luz en una viga es la distancia entre apoyos o entre un apoyo y un extremo libre; luz es dife-

rente de tramo, como se recordo en la proposicidon previa.

5. Falso. De acuerdo con las definiciones presentadas en el apartado 11.1-3 esos numeros pueden ser

iguales a lo sumo como ocurre en la viga de la figura 11.4b

6. Falso. Esa unién permite que un segmento de la viga pueda girar con respecto al otro; alli, por tanto,

el momento flector es el nulo y no la fuerza cortante.

7. Cierto. Ya que el empotramiento origina tres reacciones y el equilibrio de la viga aporta tres ecua-

ciones.

8. Cierto. El empotramiento da lugar a tres reacciones y el patin a una, mientras que el equilibrio de la

viga aporta tres ecuaciones y la articulacion interior otra ya que en ella el momento flector es nulo.

9. Cierto y falso. De acuerdo con la explicacion. Es falso, estrictamente, al observar que las tres articu-
laciones originan un total de seis reacciones mientras que el equilibrio de la viga y la articulacién interior
aportan cuatro ecuaciones. Es cierto cuando se desprecian las reacciones horizontales en las articulacio-
nes, lo que deja tres reacciones desconocidas; en este caso el equilibrio total aporta dos ecuaciones y la

articulacion la tercera.

10. Falso. Es hiperestatica; el empotramiento origina tres reacciones y el patin una, mientras que el

equilibrio aporta tres ecuaciones.

11. Cierto y falso. De acuerdo con la explicacién. Es cierto, estrictamente, pues cada empotramiento da
lugar a tres reacciones y el equilibrio a tres ecuaciones. Es falso al despreciar las reacciones horizontales
en los empotramientos; en tal caso restan cuatro reacciones, el equilibrio aporta dos ecuaciones y resul-

tan dos redundancias.

12. Cierto y falso. De acuerdo con la explicacion. Es falso, estrictamente hay ocho, ya que el empotra-
miento y las articulaciones dan lugar a once reacciones y el equilibrio aporta tres ecuaciones. Es cierto
al despreciar las reacciones horizontales en los cinco apoyos; en tal caso restan seis reacciones y el equi-

librio total aporta dos ecuaciones y resultan cuatro redundancias.
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13. Falso. Es negativa ya que la seccion ilustrada es positiva y la fuerza cortante tiene el sentido opuesto

aleje .

14. Cierto. Ya que la seccion mostrada es positiva y el momento flector tiene el sentido opuesto al eje Z.
15. Cierto. Puesto que la seccidn ilustrada es negativa y la fuerza cortante tiene el sentido opuesto al eje Y.
16. Cierto. Dado que la seccion ilustrada es negativa y el momento flector tiene el sentido opuesto al eje Y.

17. Falso. De acuerdo con el sistema de ejes coordenados y la convencidn de signos ya establecidos, ese

momento produce traccion en las fibras inferiores de la viga.

18. Cierto. El peso propio produce en la viga un momento flector positivo que origina traccién en las

fibras inferiores de la viga y alli, para soportarla, se pone el refuerzo.

19. Falso. El peso propio origina en la viga un momento flector negativo que produce traccion en las

fibras superiores de la viga y alli se pone el refuerzo para absorberla.

11.3 Relaciones entre p, V, y M,
11.3.1 Proposiciones y ejercicios

1. Demuestre que en un tramo de viga, dV, /dx = -p.

2. La expresion previa es valida en todo punto de una viga.
3. Demuestre que en un tramo de viga, dM,/ dx =-V,.

4. Sobre un tramo de viga obra una fuerza distribuida cuya intensidad p pasa por 0 en un punto del

mismo. En ese punto el momento flector es maximo o minimo.
5. El diagrama del momento flector presenta en el punto de la proposicién previa un cambio de curvatura.

6. En el punto de una viga donde la fuerza cortante en valor absoluto es maxima, el momento flector

no puede ser maximo en valor absoluto.

7. Si en un punto de un tramo de viga el momento flector tiene un maximo absoluto, en ese mismo

punto la fuerza cortante es O.
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8. En un punto de un tramo de viga donde la fuerza cortante tiene un méaximo absoluto, el diagrama

del momento flector presenta un punto de inflexion.
9. En el punto de una viga donde la fuerza cortante es 0 el momento flector no puede ser 0.

10. Si una viga simplemente apoyada soporta una fuerza concentrada en su punto medio, el diagrama

del momento flector es una parabola.

11. Si una viga soporta una fuerza repartida de intensidad p, el diagrama del momento flector es una

linea recta.

12. Si en un tramo de viga la fuerza cortante es uniforme, en ese mismo tramo el diagrama del momento

flector es un segmento de linea recta.

13. Si en un tramo de viga la intensidad de la fuerza externa distribuida es uniforme, p = —po, en ese

tramo la curvatura del diagrama de la fuerza cortante es O.

14. Si en un tramo de una viga la intensidad de la fuerza externa distribuida varia linealmente con x, en

ese tramo el momento flector varia con x*.
15. Si en unaviga, M, = p,(4x*/1 +8x2 +2I?), entonces p = 8p, (3x/1 +1).
16. En el caso previo el momento flector mayor de la viga aparece en x =1/2.

17. En el mismo caso, v, (1/2) = -11p,|.
18. Si en unaviga, V, = p,(x?/1 +3x-3I) y M,(0) =0, entonces M,(I)=7p,I*/6.
19. En unaviga, p=-p,(4x1+5), V,()=0y M,(0)=0. Halle M,.

20. Si solo obran fuerzas concentradas en una viga, el momento flector maximo ocurre en un extremo

de tramo.

21. En una viga simplemente apoyada, de hormigon reforzado y sobre la que no obran pares concen-
trados, el diagrama de la fuerza cortante es un segmento de linea recta que se extiende

desde V,(0) = —p,l hasta V(I) = p,l. El refuerzo de acero se debe poner por la parte superior de la viga.
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22. La diferencia entre las fuerzas cortantes en dos secciones arbitrarias de un tramo de viga es igual a

menos el area bajo el diagrama de la intensidad p(x) entre ese par de secciones.

23. La diferencia entre los momentos flectores en dos secciones arbitrarias de un tramo de viga es igual

a menos el area bajo el diagrama de la fuerza cortante entre esas mismas secciones.
11.3.2 Soluciones

1. En un tramo de viga (figura 11.2a) se separa como cuerpo libre un segmento de longitud 4x (figura
11.2b), sobre el que obran la fuerza distribuida externa, aproximada a una variacion lineal ante lo pe-
quefo del segmento y, por ambos extremos, V,y M;; todos considerados convencionalmente positivos y
que se incrementan en el extremo derecho en 4p, 4V, 0 AM,, debido al aumento Ax. Se toma equilibrio
de fuerzas, se divide la ecuacion resultante por Ax y se pasa al limite, el cual existe de acuerdo con la

definicion dada para tramo:

yi\Y) A
YF=0=-V,+V v+ P (p+ dp)ix = p-2L
y y y y 2 AX 2
W oaim A
dx A - 0 &

2. Falso. Es cierta solo en los tramos de una viga y no es correcta en agquellos extremos de estos en los

que se aplican fuerzas concentradas.

3. En el cuerpo libre definido en la proposicion 11.3.1-1 (figura 11.2b) se toma equilibrio de momentos,
se divide por 4Ax la ecuacion resultante y se pasa al limite; este existe segun la definicién de tramo que

se dio:

AX? + Ap)Ax? AX  ApAX
S M, =0=-M,+M,+aM, +V,a- P o+ ) M, -y PEX, DK
3 6 AX / 2 6

dM, _ iim AM. _
dx X - 0 Ax /

4. Falso. Se sigue de (11.3) que en ese punto el diagrama del momento flector tiene un punto de

inflexion.
5. Cierto. Ya que ese, segun (11.3), es un punto de inflexion del diagrama.
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6. Falso. Obsérvese, como contraejemplo, la viga en voladizo de la figura 11.10 en cuyo empotramiento

son méximos en valor absoluto la fuerza cortante y el momento flector.

NANNNNNNNE

Figura 11.10 Viga en voladizo. Soporta una fuerza uniformemente distribuida de intensidad po.

7. Cierto. El diagrama del momento flector presenta un maximo absoluto cuando su derivada en ese

punto es 0y ello, segun (11.2), implica que la cizalladura es 0 alli.

8. Cierto. El diagrama de la fuerza cortante tiene un maximo absoluto en un punto cuando su derivada
en ese punto es 0y ello implica, segun (11.1), que p es O alliy que segun (11.3) el diagrama del momento

flector presente un punto de inflexién.

9. Falso. Como contraejemplo se presenta la viga en voladizo de la figura 11.10, en cuyo extremo libre

la fuerza cortante y el momento flector son 0.

10. Falso. Esa viga tiene dos tramos y en ambos, p =0, por ello segun (11.3) el diagrama del momento

flector en cada tramo es un segmento de recta.

11. Falso. De acuerdo con (11.3) es una parabola.

12. Cierto. Ya que al integrar (11.2) resulta para el momento flector una ecuacién de primer grado en

X cuya gréfica es un segmento de linea recta.

13. Cierto. Ya que, de (11.1):

14. Falso. Se deduce de (11.3) al integrar dos veces que el momento flector varia con x°.
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15. Falso. De (11.3):

d’Mm 24x 3x
=—r=p 0416 =8p, 2Z+2
p dX2 pD I pO I

16. Falso. Se observa en la ecuacion del momento que este en el intervalo 0 < x < | crece mondtonamente

con x; en consecuencia el maximo ocurre en x = .
17. Cierto. De (11.2):

dM, 12x°

V,=-—t=-p, +16x  V(/2)=-11p)

! dx

18. Cierto. Se usa (11.2) y se calcula la constante de integracion con el dato aportado:

3 2 2
M, = ~[V,dx+C = -p, %+3;‘ ~3x +C M,(0)=0=C MZ(I):%

19. Seusan (11.1) y (11.2) y se calculan las constantes de integracion con los datos dados:

2x?
|

Vy:—J'pdx+C1:p0 +5x +C,  V,()=0=7pl+C, C =-7pl

2x®  5x?
+

MZ:—IVydx+C2 =-p, al 5 -7Ix +C, M,(0)=0=C,

20. Cierto. Si el momento flector pasa por un méaximo, la pendiente de su diagrama cambia de positivo
a negativo y la fuerza cortante, segun (11.2), pasa de negativa a positiva; al estar la viga cargada con
fuerzas concentradas el cambio de signo ocurre en un extremo de tramo, pues en cada uno de estos la

fuerza corten ante es uniforme.

21. Falso. De la informacion y (11.2) salen las ecuaciones de V, y M, y se observa que éste es positivo, 1o

cual produce traccion en las fibras inferiores de la viga donde debe ponerse el refuerzo:
V,=p,(2x-1) M, =px(1-x)>0,para0<x<|

z

22. Cierto. Sean Ay B las dos secciones definidas por sus distancias x» y Xs al origen, con x, > X,, y se

usa (11.1):

\
deVy =" pdx Vg =V, = —(érea bajo el diagramade pentre Ay B)

VA XA
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donde el area de la que se habla es la limitada por el diagrama de p(x), el eje X y las ordenadas que
corresponden a xa ¥ Xs. El resultado previo se puede extender a dos secciones arbitrarias de la viga, si se

incluyen en p las intensidades respectivas de las fuerzas o los pares concentrados que existan entre Ay B.

23. Cierto. Sean Ay B las dos secciones definidas por sus distancias xa y xg al origen, con x, > x,, y se

usa (11.2):

M, X , . .
IM BdMZ == BVydx Mg -My, = —(area bajo el diagrama de la fuerza cortante entre A 'y B)
ZA

XA

y el &rea de la que se habla es la limitada por el diagrama de la fuerza cortante, el eje X y las ordenadas
gue corresponden a xa y xe. El resultado previo puede extenderse a dos secciones arbitrarias de la viga si

se incluyen en V, los aportes respectivos de las fuerzas o los pares concentrados que existan entre Ay B.

11.4 Condiciones de borde

11.4.1 Proposiciones y ejercicios
1. En el punto de una viga donde solo obra una fuerza concentrada el momento flector es discontinuo.
2. En el punto de una viga donde solo obra un par flector concentrado la fuerza cortante es discontinua.

3. Enunaviga, M; = 3polx(x/l —1). Halle 1a reaccion en el apoyo x = I.
4. Sienunaviga, Mz = p, (x3/l -3x° + 5Ix), ambos extremos de la misma estan empotrados.

5. En una viga simplemente apoyada y de longitud 3I, M; = pox(9l - xz/l). Calcule las reacciones.

11.4.2 Soluciones
1. Falso. Se sigue de (11.5) que el momento es continuo alli.
2. Falso. Se concluye de (11.4) que la fuerza cortante es continua en ese punto.
3.De (11.2) y (11.4) donde, V,(I")=0y F, =R, :
__aMm, _ 2x

-3pl -1 R, =V,(")=-3p|

! dx
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4. Falso. No estd empotrado el extremo x = 0, ya que el momento flector externo alli es segun la ecua-

cién dada, (11.5)y MZ(O_) =0, igual a O:

5. Cierto. Sean R; y R; las reacciones. De (11.2) y (11.4) donde, V,(0) =0 siFo =Ry, y Vy3I") =0
Si Fo = Ry:

2

Vy = de =~Po gl_T Ry =_Vy(0+)=9p0| Yy Ry =Vy(3|_):18p0|

11.5 Funciones de discontinuidad

11.5.1 Proposiciones y ejercicios
1.Si p=6p,(x/I-6)°, entonces p(5l) = 6p,.
2.Si p=p,(3-x/1)°, entonces p(l) = 4p,.
3.Si M, = p(x)" /8- p,(x-1/2)° /2, entonces hay una fuerza concentrada en 1/3 < x <|.

4. Si M, = 4p,I(x) /3-3p,I(x - 1) + p,I(x-3I/2)" = p,(x~1)’ /(61), en una viga simplemente apoyada y de

longitud 2, entonces M, (31/2) = 23p,I? /48.
5. En el caso previo, Vy(4l/3) =31p,l/18.
6. El mismo caso, las reacciones en los apoyos de lavigason R, =4p|l/3 y R, =5p,l/6.

7. Halle la funcién de discontinuidad para p en la figura 11.11a.

Do P . b e
QO |————-A = ————-X + ————»\
Fﬂ, - - a,
g, —— Ay ——>
(a) (b) ()

Figura 11.11 Fuerza distribuida uniformemente en un tramo de viga. La figura a) muestra una fuerza uniformemente
repartida de intensidad po en el tramo de viga que se extiende desde x = a; hasta x = ay; esa distribucidn es la superposicion
de las que se observan en las figuras b) y c).
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8. Halle la funcion de discontinuidad para la fuerza repartida de la figura 11.12a.

Y 1
P i .
QO } - - —-A = + — g [ - - —-IX
~—a, a, ->|
— 5 a, ™
(a) (b) (c)

Figura 11.12 Fuerza distribuida linealmente en un tramo de viga 1. La figura a) muestra una fuerza linealmente distribuida,
cuya intensidad crece desde O hasta po en el tramo de viga que va de a x = a; hasta x = a,; esa distribucion es la superposicién
de las que se observan en las figuras b) y c).

9. Halle la funcién de discontinuidad para la fuerza distribuida de la figura 11.13a.

Y Y
A -&
f, ’, B pog £
o I\[\T\\ X _ X, X
— a, > ke a, a, |
—a, y, —
(a) (b) (©)

Figura 11.13 Fuerza distribuida linealmente en un tramo de viga 2. En la figura a) se ve una fuerza linealmente distribuida
cuya intensidad disminuye desde p, hasta 0 en el tramo de viga que va de x = a; hasta x = a,; esa distribucién es la
superposicién de las que se ven en las figuras b) y c).

10. Calcule la funcién de discontinuidad para la fuerza repartida de la figura 11.14a.

¥ ¥ "
X _ X
F-- —>» ) ] -=-=- —>»
-, Ll
=] . - = =

(a) (b)

Figura 11.14 Fuerza distribuida linealmente en viga. En la figura a) se ve una fuerza linealmente distribuida cuya intensidad
aumenta desde p; hasta p, en el tramo de viga que va de a x = a; hasta x = a; la figura b) muestra una fuerza repartida que
varia linealmente desde O en el extremo de una viga de longitud | hasta —p, en su centro y que luego disminuye hasta 0 en
el otro extremo

11. Halle la funcion de discontinuidad para la fuerza distribuida de la figura 11.14b.

12. Calcule la funcion de discontinuidad para las fuerzas distribuidas que obran sobre la viga de la fi-

gura 11.15a.
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[ f'

P b F, b F,

Y y r X r v k. ‘\r

O — O —

—q —— [-20 ——>— q —> —q ——— [ 20 —r— q —*

(a) (b)

Figura 11.15 Intensidad de fuerza distribuida en viga. En la figura a) se ve una fuerza uniformemente repartida de
intensidad —po, que obra sobre tramos iguales ubicados en los extremos de la viga; la b) muestra fuerzas concentradas iguales
en los extremos de la viga y una uniformemente repartida en un tramo central.

13. Halle la funcion de discontinuidad para las fuerzas que obran sobre la viga de la figura 11.15b.

14. En la viga ABCDE, que est4 apoyada simplemente en Ay E,yenlaque AB=a, AC=a,, AD=a,
y AE =1, obran en C la fuerza —F, y una repartida que varia linealmente desde B, donde su intensidad

es 0, hasta D, donde la intensidad es —po. Calcule la funcion de discontinuidad respectiva.
11.5.2 Soluciones

1. Falso. De acuerdo con (11.6) ya que en x = 5l el argumento de p es negativo, p(5l) = 0.

2. Cierto. Segun (11.6) ya que en x = | el argumento de p es positivo, p(l) = 4p,.

3. Falso. Ya que esa fuerza daria lugar a un paréntesis angular de la forma (x - a)l.

4. Cierto. De (11.6) con x =3l/2:

3 2
Al 3 g 37'—| vo-P 3 _2nl

3 2 6l 2 48

M, (31/2) =

5. Cierto. De (11.2) y (11.6) con x = 4l/3:

v =M,

— 4po| 0 0 0 p0<x—l>2
y W—_T<X> +3p0|<X—|> —p0|<X—3|/2> +T

P, 4l °_3ipl
I 3 18

4pl
V (41/3)=—-—>+3p |+0
y( /) 3 + pO + + 2
6. Falso. De la proposicion previay (11.4) con V (07)=0si F, =R, y V(2I")=0si R, =F;:

4p,!

R, =-V,(0") =
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7. La fuerza distribuida de la figura 11.11a se separa en las que muestran las figuras 11.11byc, y se

usa (11.11):

p=p,(x-a) - p(x-a)  (11.14)

8. La distribucidn lineal de la figura 11.12a cuya pendiente es po/(a2 - al), se descompone en las que

ilustran las figuras 11.12by c, y se usan (11.11) y (11.12):

p(x-a)  p(x

_ Po(x- 3,
3-8 3,

a

D - ) _ p,(x-a,) (11.15)
9. Seusan (11.11) y (11.12) al tomar en cuenta que la distribucion lineal decreciente de la figura 11.13a
es la combinacion de las que se ven en las figuras 11.13b y ¢, y que esta ultima se obtiene como la

diferencia de dos distribuciones lineales desplazadas:

a,
&

a) , Po{x
3 a,

LI

) (11.16)
3,

p=p(x-a

10. La funcion resulta de (11.14) y (11.15):

P= p1<x— a1>0 - p1<X— a2>° + (p2 _ai)l)—<);1_ a1>1 _ (pz ‘{S)_();l— a2>1 _(
D +w‘ p(x-a,)’ —w

P=pXx-
(-a) a, -4 a, -4

11. La funcidn sale de combinar (11.15) y (11.16):

p=- 2p°l<x>l - 2p°<xl_ 2y po(x=1/2)° = py{x=1/2)" - 2po<xl— V2, 2Po<>|<' Iy

p= =20 by ~2{x-y2) + (x- 1]
12. La funcidn se deduce de (11.14) y (11.11):
p=-py(X) + py(x-2a)° = py{x-(1-a))

13. La funcién se deduce de (11.10) y (11.14):
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14. Sean R; y R; las respectivas reacciones en Ay B, que pueden calcularse con el uso de las ecuaciones

de la estética, y se usan (11.10) y (11.15):

: 4 s p(x-a) | p(x-a) 0
p:Rlx +R2X_I _Fox_az - + T PAX— &
00+ Rxe ) - Riema) - RECAL IR )
11.6 Método de las secciones
11.6.1 Proposiciones y ejercicios
1. En la viga de la figura 11.16a calcule V.
2. En el caso previo, M; = - p,(1-x)/2.
3. En el mismo caso, |M,| . = p,l°/2.
4. En laviga de la figura 11.16¢, V, = pyx*/(21).
5. En el caso previo, M, = - px%/(31).
6. En el mismo caso, |M,| = p,I°/6.
l}’
po
I{I 1'1’1| X ] g.” X
()‘F k. Y " Y " Y Y A\ A4 y “_ o
) L ¢ [ x —
(a) (b)
Y o plx)
[m B N
el 04 sl 4
: ! > o x
(©) (d)

Figura 11.16 Vigas en voladizo con cargas repartidas. Las figuras a) y ¢) muestran vigas en voladizo sometidas a fuerzas
repartidas respectivamente de intensidad uniforme o linealmente variada; la b) y d) ilustran cuerpos libres de aquellas, en
los cuales la coordenada x define la seccion recta del corte en la que aparecen la fuerza cortante y el momento flector
internos.
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7.Eneltramo I/2 < x <1 de laviga en voladizo de la figura 11.17a, V, = p,1/2.

}7

O

l
(©)

R, M

1 ; 1 X

.
54_‘

(b)

'Pl:
[

y
-

=

pd plx)

WL By

— % —
(@

]" 11’1 . R
X

Figura 11.17 Vigas en voladizo con cargas variadas. La figura a) muestra una viga en voladizo sometida a una fuerza
repartida de intensidad uniforme en la mitad de la longitud y la c) una viga sobre la que obran una fuerza concentrada en
el extremo libre y otra que varia trapezoidalmente; la b) y d) ilustran cuerpos libres de aquellas, en los cuales la coordenada
x ubica la seccion recta del corte en la que aparecen la fuerza cortante y el momento flector internos.

8. En el mismo segmento del caso previo, M; = - pylx/2.

9. En laviga de la figura 11.17c, calcule M,.

10. En la viga de la figura 11.18a la fuerza cortante es uniforme.

Y ) Y
M, T I 1'”__ -
(@) 1 —F}‘ | E— H—~
R, a | l-a R, R,
(a) (b)
Y
T Po Po
VM, ;
O v X Y ] } X
{ R
R, R,
() (d)

Figura 11.18 Vigas simplemente apoyadas 1. Las figuras a) y ¢) muestran vigas simplemente apoyadas sobre las que
respectivamente actian un par flector concentrado y una fuerza repartida de intensidad uniforme; b) y d) ilustran cuerpos
libres de aquellas, en los cuales la coordenada x ubica la seccién recta del corte en la que aparecen la fuerza cortante y el

momento flector internos.

11. En el centro de la viga del caso previo, V, = M,/I.
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12. En el mismo caso, M; = Myx/l en 0<x<a

13. En la viga de la figura 11.18c la fuerza cortante es maxima en el centro.
14. En el caso previo el momento flector maximo es pol*/8.

15. Una viga en voladizo y otra simplemente apoyada tienen longitudes iguales y estan cargadas con
fuerzas distribuidas de intensidades uniformes e iguales. EI momento flector en valor absoluto maximo

es mayor en la viga simplemente apoyada.

16. Las vigas 1 y 2 estdn simplemente apoyadas, soportan cargas uniformemente repartidas y en

ellas, 21, =1, y p, =2p,; entonces M, ., =2M

zImax 727max *

17. La reaccion en x = 0 de la viga de la figura 11.19a es pol/3.
18. En el caso previo, v, =-p |i/6 - x?/(21) ]
19. En el mismo caso, la fuerza cortante es maximaen x = 0.

20. Enigual caso, M, = p,lx/6 - p,x*/(31).

R ! I,

(a) (b)

i b x
f ;jl'i —

Figura 11.19 Viga simplemente apoyada 1. En la figura a) se ve una viga simplemente apoyada sometida a una fuerza
repartida de intensidad linealmente variada; la b) ilustra el cuerpo libre de aquella, en el cual la coordenada x sefiala la
seccion recta del corte en la que aparecen la fuerza cortante y el momento flector internos.

21. En idéntico caso, calcule Mmax.

22.Si p= —posen(ﬂx/l) es la intensidad de la fuerza distribuida que obra sobre una viga simplemente

apoyada, entonces V, = - p cos(m/1).

23. En una viga simplemente apoyada actia una fuerza repartida en 0 < x <1/2, de intensidad p = -p,;

entonces en ese tramo, M; =3p;lx/8 - p, (x - I/2)2/2.
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24. En una viga simplemente apoyada obra una fuerza distribuida cuya intensidad varia linealmente

desde p(0) =0 hasta p(l/2)=-p,; entonces M = p,lx/6 - pyl(x~1/3)/4 en 1/2< x<1.
25. En la viga de la figura 11.20a, V, = - p,l/4 + pox(1-x/1)/2 en 0<x<Ip2.

26. En la viga de la figura 11.20c, calcule M;ms en 0 < x < 21/3.

"

| o
P P ! . plx)
_ v M
O /Wg;”;_,x e . %_'A
7 7 %7 X 4’1
12 1 12 R
R, R, !
() (b)
P
px)

%
| | 11 v
0 ) —X — I )
- 2/3 I3 B R

(© ' (d)

Figura 11.20 Vigas simplemente apoyadas 2. En las figuras a) y c) se observan vigas simplemente apoyadas sobre las que
acttian fuerzas repartidas de intensidad linealmente variada; la b) y d) ilustran cuerpos libres de aquellas, en los cuales la
coordenada x situa la seccion recta del corte en la que aparecen la fuerza cortante y el momento flector internos.

27. Si una viga simplemente apoyada soporta una fuerza repartida en su longitud de intensidad —po y

en el centro la fuerza pol, entonces |Mg,,.| = pI*/4.

28. En laviga de la figura 11.21a, F, = 5p,l, entonces My .. =529 p0I2/128.

1Y

}JIJ !’” Jb"’

LM
()1 L L L L ¥ L , X y v Yy v } ; y,
X.—*

12 ol 12 R|

R, R,
(a) (b)

Figura 11.21 Viga simplemente apoyada 2. La figura a) muestra una viga simplemente apoyada sobre la que obran una
fuerza repartida en la mitad de su longitud y de intensidad —po y en el centro la fuerza concentrada Fo; b) ilustra el cuerpo
libre de aquella en primer tramo, en el que la coordenada x sitla la seccion recta del corte en la que aparecen la fuerza
cortante y el momento flector internos.

29. En el caso previo,v,(1/2) = 0, entonces F, = p,|/4.
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30. Laviga de la figura 11.15a esta apoyada simplemente, y en ella a = I/4, entonces m,,, = p,1?/32.

31. Si la figura 11.22 es el diagrama de fuerza cortante de una viga, entonces esta soporta una fuerza

uniformemente repartida en 0 < x <1/2, cuya intensidad es p =-2p,.

J Pl

L

O

—pd

A

B /2 lf4—— /14—

Figura 11.22 Diagrama de fuerza cortante. La figura muestra el diagrama de fuerza cortante de una viga de longitud I.
32. En el caso previo la viga tiene obligatoriamente apoyosen x=0y x=1.

33. En la viga de la figura 11.23, M, = polx(1/4 - x/21+ x2/4I2).

34. En el mismo caso, My, = p,l*/54.

b

1{ %o ], M : ‘{

0O y ¥ v 4 : ' X 2 ] L :: ; y,
f h(x
=SS ssuulj 4,

R, —p, I
(a) (b)

Figura 11.23 Viga articulada en un extremo. La viga de la figura a), articulada en un extremo y con el otro libre, esta en
equilibrio bajo la accién de dos fuerzas repartidas: una de intensidad uniforme y la otra linealmente variada; en b) se muestra
el cuerpo libre de aquella, en el cual la coordenada x sitUa la seccién recta del corte en la que aparecen la fuerza cortante y
el momento flector internos.

35. Una viga se apoya en una articulacion en x = 1/4, en un patin en x = I, y soporta en I/4 <x<I| una

fuerza repartida de intensidad —po y en x = 0 la fuerza Fo. Si Mz(5|/8) = p0|2/24, entonces F, = -7p,l/48.

36. Una viga se apoya en una articulacion en x =1/6 y en un empotramiento en x = |, y soporta una

fuerza repartida en su longitud de intensidad p=-p,. Si la viga tiene una articulacion interior

en x =2I/3, la reaccion en la articulacionen x =1/6 es R, = 4p,1/9.
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37. Una viga se apoya en una articulacion en x = a, en un patin en x = | — a, y soporta en esos apoyos
pares flectores iguales a -Foa, y enx =0 yx =1 fuerzas iguales a —-F,. Si la distancia entre apoyos

es | —2aen el centro de laviga, V, = 0.
38. En el centro de la viga del caso previo, M, = 0.

39. Unaviga se apoya en una articulacion en x = a, en un patin en x = |-a, soporta una fuerza repartida

en su longitud de intensidad —po y la distancia entre apoyos es I-2a. Si MZ(I/2)=0, entonces | = 4a.

40. Una viga se apoya en una articulacion en x = 0 en un patin en x = 3l/4, y soporta una fuerza repar-
tida en su longitud de intensidad —po, la fuerza -2pol en x = I/4 y la fuerza -4 pol en x = I; entonces la

fuerza cortante es 0 en x = 1/2.

41. Una viga se apoya en una articulacion en x =1/4, en un patinen x = 3I/4 y soportaen 0< x < 3I/4
una fuerza repartida de intensidad —po y la fuerza —pol en x = 1. El momento flector méximo en valor

absoluto en el tramo 1/4 < x < 31/4 es |Mza| = pol? /4.

42. Unaviga de longitud + se apoya en una articulacién en x=a, en un patinen x = a+1 Yy soporta

en el tramo 0 < x < a una fuerza repartida de intensidad —po y la fuerza -pol en x=a+ I/2. Los mo-

mentos flectoresen X =a y x=a+ I/2 son iguales en valor absoluto cuando | = ay2.

11.6.2 Soluciones
1. Del equilibrio de fuerzas verticales en el diagrama de cuerpo libre de la figura 11.16b:
ZFY:O:Vy—pOX V, = ppX
2. Falso. Se toma el equilibrio de momentos en el cuerpo libre de la figura 11.16b:

2 2

P X
2 i 2

M, =0=-M,-
3. Cierto. Se confirma en la proposicion previa al hacer x = 1.

4. Cierto. La intensidad de la fuerza distribuida de la figura es p= p,x/l, y se toma el equilibrio de

fuerzas verticales en el diagrama de cuerpo libre de la figura 11.16d:
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5. Falso. De la proposicién previa y el equilibrio de momentos del cuerpo libre de la figura 11.16d:

px’

ZMZ:O:—MI— 5 __pO_XS

: 6l

6. Cierto. Se deduce del resultado de la proposicion previa al hacer x = 1.

7. Cierto. Del equilibrio de fuerzas verticales en el diagrama de cuerpo libre de la figura 11.17b:

_ P!
Vv, =5 en l2<x<I

8. Falso. Se toma el equilibrio de momentos en el cuerpo libre de la figura 11.17b:

I I
M, =- o =y en l/2<x<1

2

9. La intensidad de la fuerza repartida de la figura es p = p,(x+1)/I; se toma el equilibrio de momentos

del diagrama de cuerpo libre de la figura 11.17d y para ello se divide en dos tridangulos el trapecio de

carga:

2 2 2 3
_ pOX pX _ pOX pOX

M, = —p,Ix—-—=>——-"—=—-p.Ix- -2
Z Po 3 6 Po 5 6l

10. Cierto. La viga tiene dos tramos en los que no obran fuerzas activas y por tanto en ellos, p = 0. Se
deduce de (11.1) que en cada tramo la fuerza cortante es uniforme, y de (11.4) que es igual en ambos,

puesto que el par concentrado no introduce discontinuidad en ella.

11. Falso. Del equilibrio de momentos en x = 0 resulta (figura 11.18a) R, = M,/I, y de (11.4) se deduce
que V,(0)=-R =-M,/I, y este es el valor de la fuerza cortante en toda la viga segin la proposicion

previa.

12. Cierto. De la proposicion previay el equilibrio de momentos en el cuerpo libre de la figura 11.18b:

M, x
MZ:Rlx=—°en O<x<a
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13. Falso. De la simetria surge que R, = R, = p,1/2, y del equilibrio de fuerzas verticales en el diagrama

de cuerpo libre de la figura 11.18d:

I
Vv, = pOX—R1=pOX—p— Vy(I/Z)ZOY‘Vy

) _ Pl
2

=—— enx=0,l
2

max

14. Cierto. Ese maximo ocurre en el centro de la viga, segun la proposicion previay (11.2); del equilibrio

de momentos en el cuerpo libre de la figura 11.18d con x = 1/2:

M, = M(/2) = 2 - P = 5

15. Falso. De la proposicion previay la 11.6.1-3:

2 2
I I

‘ - pO > ‘M - pO
Z| 5 2 Z|5me 8
16. Falso. De la proposicién 11.6.1-14:
2 2 2
_pl _ Pl _pyl
Ilelmélx - 181 y MZZméX - 282 - 41 > MZlmax
17. Falso. Del equilibrio de momentos en el apoyo, x = I:
2 I
ZM:O:—R1|+pOI Rl:p_0
6 6

18. Cierto. La intensidad de la fuerza repartida de la figura es p = p,x/l. De la proposicion previa y el

equilibrio de fuerzas verticales en el diagrama de cuerpo libre de la figura 11.19b:

2
V :—Rl+ﬂ:—p_°|+_pox
! 2 6 21

19. Falso. De la proposicion previa se deduce que la fuerza cortante tiene un minimo en ese punto, ya

que alli su primera derivada es 0 y la segunda positiva:

2
% = PoX =0 d Vy| - P
dx x=0 ~ | x=0 y

dx? 7y e >0

x=0 — | |x=0
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20. Falso. De la proposicion 11.6.1-17, la 11.6.1-18 y el equilibrio de momentos del cuerpo libre de la
figura 11.19b:

PX° _ Polx P’
6 6 6l

MZ =RXx-

21. Con el resultado de la proposicion previa se averigua donde la derivada de M, es 0y luego se verifica

con el signo de la segunda derivada si alli hay un maximo:

2 2
dM, _ - Rl _ pox X:I\/§ dl\ilzz_ZpOx<0
dx 6 2l 3 dx I

M, e = MZ(|\/§/3): p°:|:8\/§ _ polz\/g - p0|2\/§

54 27

22. Falso. La reaccion en x = 0 calculada estaticamente es R, = p,l/7, y luego se toma el equilibrio de

fuerzas verticales del cuerpo libre que sale al cortar virtualmente la viga segun la coordenada x:
V, =R + [ psen(m/)x = -2 cos(m)
, =R J;posen x'[1)dx" = 7cosnx/

23. Falso. La reaccionenx =0 es R, =3p,1/8; se toma el equilibrio de momentos en el cuerpo libre que

resulta al cortar virtualmente la viga segun la coordenada x en el tramo 0 < x<1/2:

2 2
M, = Rx~— PoXT _ 3PolX _ PoX en 0<x<l/2
2 8 2

24. Cierto. Lareaccionen x = 0es R, = p,1/6; se toma el equilibrio de momentos en el cuerpo libre que

sale al cortar virtualmente la viga seguin la coordenada x en el tramo 1/2 < x<1:

M. = Ry~ PI=13) _ pilx _ pillx-1/3)

en l/2<x<I
pot 4 6 /

25. Falso. La reaccion en x = O calculada estaticamente es R, = p,l/4, y la intensidad de la fuerza repar-
tidaes p = p,(I-2x)/I en 0<x<1/2; luego se toma el equilibrio de fuerzas verticales en el diagrama de

cuerpo libre de la figura 11.20b:

_ PoX . PX _ p0| X
V =-R+—+—=- +px1-= enO0<x<l/2
! ! 2 2 4 Po | /
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26. La intensidad de la fuerza repartida es p=3p,x/(2) en 0<x<2l/3, la reaccion en x=0

es R, =2p,l/9, y luego se toma el equilibrio de momentos en el cuerpo libre de la figura 11.20d y se

halla el Mymax:
px* 2l x dM 21 3x? d?M
M =Rx- = X ——— — 2z =0= - - 2 <
pot 6 Pe 9 4l dx Po 9 4l y dx?
x=0544l y M_, = p,|*x0,544 %— 0’5:4 = 0,0806p,

27. Falso. La reaccion en x = 0 calculada estaticamente es R, =0, y de la simetria se concluye que el
mayor momento flector en valor absoluto ocurre en el centro de la viga, y se halla con el equilibrio de

momentos del cuerpo libre que sale al cortar virtualmente la vigaen x = (I/Z)’ ;

M12)= =B () = B

28. Falso. La reaccion en x = 0 calculada estaticamente es R, = 23p,1/8. Con el equilibrio de momentos
del cuerpo libre de la figura 11.21b se halla el momento flector en el tramo 0< x<1/2, y se observa al

sacar la derivada que crece con x y que su valor mayor ocurre en x = 1/2; luego, en el segundo tramo,

decae linealmente hasta 0 en x = I, pues en ese tramo p = 0:

_poX° _23pglx _ ppx®  dMz _ 23py
2 8 2 dx

M, = R)x - Ppx>0, en0<x<1/2

23p,1?  pl?  21p,l?
Ilemé1x = MZ(I/Z): 160 - 08 = 160

29. Cierto. En este caso y, calculada estaticamente, R, = F,/2+3p,1/8; se toma el equilibrio de fuerzas

verticales en el cuerpo libre que sale al cortar virtualmente la viga de la figura 11.21ben x = (I/2)' ;

0 - - —_—

2 2 8 2 ° 4

|
Pl __F 3Rl Pl Rl

30. Cierto. La reaccién en x = 0 calculada estaticamente es R, = p,l/4. Por la simetria se deduce que el

méaximo del momento flector ocurre en el centro de la viga, y se halla con el equilibrio de momentos

del cuerpo libre que sale al cortar virtualmente la viga en x = 1/2:
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12 12
Mzméx = MZ(I/Z): Rll - 3p0 = po
2 32 32

31. Cierto. Del diagrama se deduce la ecuacion de la fuerza cortante en 0 < x<1/2, y se usa (11.1):

V,=px-1)  p=-—r=-2p,

32. Falso. No necesariamente. En efecto, del diagrama y (11.4) se sigue que hay fuerzas concentradas
en x=0, x=3l/4 yx=1, cuyos valores respectivos son F =p]l, F,=-pl y F =p,l por tanto,

en x = 3l/4 puede haber un apoyo.

33. Cierto. Del equilibrio de la viga salen p, =3p,/2 y R, = p,I/4, por lo cual la intensidad de la fuerza
linealmente variada es p =3p,x/(2l); luego se toma el equilibrio de momentos del cuerpo libre de la

figura 11.23b:

2

pX>  px° _ Rolx _ po X N x>

6 4 2 4]

+

MZ = Rlx_

34. Falso. Se ubica el maximo con la primeray la segunda derivadas del resultado previo:

dm, 3p, » 4lx 1> 3p, | d*M, 3p, 2l
=0= Xe-—+— =250y (x-1 Tz =2k 2| <0
dx 4l 3 3 4l 3( ) dx 1R 2l 3 =13
I 12 12 12 12
Xméx = — y MZmax — pO _ p0 + pO - po
3 12 18 104 27

35. Falso. La reaccion en x = I/4 calculada estaticamente es R, = -4F /3 +3pl/8; con el equilibrio de
momentos del cuerpo libre que sale al cortar virtualmente la viga en x = 51/8 se halla el momento flector

alli:

)-BI_SRI 3 3Bl 4R, 9ar i

24 8 8 8 3 128 ’ 48

M, (51/8

36. Cierto. Se toma equilibrio de momentos en el cuerpo libre de longitud 21/3 que resulta al cortar

virtualmente la viga por esa articulacion interior en la que el momento flector interno es 0:
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2 4,
MZ:O:R_]-I__ZpOI RJ.: Po

37. Falso. La reaccion en la articulacion calculada estaticamente es R, = F, (1 - 4a)/(1 - 2a), y del equilibrio

de fuerzas verticales en el cuerpo libre que resulta al cortar virtualmente la vigaen x=1/2:

2F,a
| -2a

Vy(l/Z): R, +F =

38. Falso. De la proposicion previa y el equilibrio de momentos en el cuerpo libre alli definido:

M, (1/2) = —%0'+ F0a+—R1(I2_2a) =-F,a

39. Cierto. La reaccion en la articulacion calculada estaticamente es R, = pOI/Z, y se toma el equilibrio

de momentos del cuerpo libre que resulta al cortar virtualmente la viga en x = 1/2:

2 _ 2 —
M (1/2)= 0 = - pol” | R(1-2a) _ _pyl N pl(1 - 2a) = 4
8 2 8 4

40. Falso. La reaccion en la articulacion calculada estaticamente es R, = p,1/3; luego se toma el equili-

brio de fuerzas verticales en el cuerpo libre que sale al cortar virtualmente la viga segun la coorde-
nada x = 1/2:
Pl _ 13p,l

Vy(|/2)=—R1+2pOI+7°=T

41. Cierto. La reaccion en la articulacion calculada estaticamente es R, = p,1/16. Luego se obtiene con

el equilibrio de momentos en el cuerpo libre que resulta de cortar virtualmente la viga segun la coorde-
nada x en el tramo mencionado la ecuacién del momento flector alli; como la derivada de esta es nega-

tiva en ese tramo, se deduce que el mayor valor del momento se ubica en uno de los extremos del mismo:

2 - 2 aM I
M, = Rl(x_|/4)_ p02X - pOI();_G |/4)_ pozx d_XZ:]F?_OG— p0,x<0 en |/4< X<3|/4

2Ly )= -2

32

:% en I/4<x<3l/4

| Zméx

M, (1/4) =
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42. Falso. La reaccion en la articulacion calculada estaticamente es R, = p,1/2 + p,a(l + a/2)/|; la ecuacion
del momento flector en el tramo a<x<a+ I/2 sale del equilibrio de momentos en el cuerpo libre re-

sultante de cortar virtualmente la viga segun la coordenada x en ese tramo:

M, = R (x - a) - p,a(x - a/2) = %I+M (x-a)- p,a(x - a/2)
M, (a) = p"2a2 = M,(a+1/2)= p0(|24— ®) a3

11.7 Método de integracion

11.7.1 Proposiciones y ejercicios

1. Unaviga en voladizo esta empotrada en x = I, sometida en x = I/3 al momento -Fol yen x = 2l/3 a la

fuerza —Fo. Calcule M, en 0 < x<I.

2. Una viga en voladizo estd empotrada en x = | y sometida a una fuerza repartida en la longitud de

intensidad p = —posen(nx/l), entonces M, = p, Izsen(ﬂx/l)/ﬂ2 - plx/men 0<x<I
3. En el caso previo, V, = - p0|COS(IZX/|)//T en 0<x<l.

Zmax = 2p0|2/”

4. En el mismo caso, |M

5. Una viga en voladizo esta empotrada en x = | y sometida a una fuerza distribuida cuya intensidad

varfa linealmente desde p(0) =0 hasta p(l) = -p,, entonces V, = p,x*/(2l) en 0 < x <.

6. Una viga en voladizo estd empotrada en x = 0 y sometida a una fuerza repartida en la longitud cuya

intensidad es p = - p,x° /17, entonces V, = p,(I° - x*)/(31°) en 0 < x<1.
7. En el caso previo, M, = - p,x* /121?)+ p,xI/3 - p,I*/4.
8. En el mismo caso halle el momento reactivo en el empotramiento.

9. En una viga simplemente apoyada obra la fuerza -Fo, en x = a. Halle Vyen 0<x <.

10. En el caso previo, M, = Fa(x)'/I - F,(x-a) en 0 < x <.
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11. En una viga simplemente apoyada obran una fuerza distribuida en la longitud de intensidad —po y

la fuerza —Fo en x = I/3, entonces M, =5p,I(x)" /6 - p,(x)" /2~ F,(x-1/3) en 0 < x<I.

12. En una viga simplemente apoyada actla una fuerza distribuida en la longitud de intensidad

p=-p,x/l. Calcule M;en 0 <x<I.
13. En el caso previo halle la reaccion en x = 0.

14. En una viga simplemente apoyada obra una fuerza distribuida en la longitud de intensidad

p=-p,(2x-1)/1; entonces V, = p,(x* - 1x-12/6)/l en 0 < x <1,
15. En el caso previo, M, = - p,(x*/3 - Ix?/2+ 1?x/6)/l en 0 < x <.

16. En una viga simplemente apoyada actGa una fuerza repartida de intensidad —po en 1/2 < x<1; en-

tonces M, = p,I(x)" /4 - p,(x-1/2)" 2 en 0 < x <.

17. Una viga simplemente apoyada soporta una fuerza repartida de intensidad -poen 0 < x<1/2, y -2po

en 1/2<x<I. Calcule M, en 0<x<l.

18. Una viga soporta una fuerza distribuida cuya intensidad varia linealmente de p(0)=-2p, a
p()=-p,- Si la viga estd simplemente apoyada, entonces V,=-5p(x)’/6+ p,(x)" - p,(x)"/2l

en 0<x<l.

19. En el caso previo, M,(I/2)=3p,I*/16.

20. En una viga simplemente apoyada, V, = - p,I(x)° /4 + 2p0[<x>2/2 - (x~- I/2>2] /I en 0<x<I, cuando se

la carga como muestra la figura 11.14b.

21. En el caso previo, M, = P,I?/24.

méx

22. En una viga simplemente apoyada actia una fuerza repartida en la longitud de intensi-

dad p = -p,sen(m/1). Calcule M, en 0< x<|I.

23. En el caso previo, M, =2p,|*/7*.
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24. Una viga se apoya en una articulacion en x =0 y en un patin en x = 5I/7, soporta el par 4Fl/7
enx=2l7 y la fuerza-Fo enx=1. Entonces M, =2F(x)'/5-4F,I(x-21/7)" [7+3F,(x-51/7)" /5

en 0<x<l.

zmaéx

25. En el caso previo, |M

= 8F,1/35.

26. En una viga simplemente apoyada acttan la fuerza —pol en x = 1/2, y una fuerza repartida que varia

linealmente desde p(l/4)=0 a p(3l/4) = -p,. Halle V,en 0<x<1,
27. En el caso previo, M(l/2)=19p,1%/192.

28. Lafigura 11.24 es el diagrama de la V, de una viga sobre la que no obran pares concentrados. Calcule

la intensidad p de la carga aplicadaen 0 < x < .

Tpod
v
@
Pl
0 &
© ©
-3 =3pl
* b U3 U3 —— /61~ [/6~

Figura 11.24 Diagrama de fuerza cortante. La figura a) muestra el diagrama de fuerza cortante de una viga simplemente
apoyada sobre la cual no obran pares concentrados.

29. En el caso previo, M, =3p,I{(x)" - 4p,I(x-1/3)' —=6p,I(x - 2I/3) +10p,I(x-5/6) en 0 < x <.
11.7.2 Soluciones

1. Con (11.9) y (11.10) se calcula p(x) en 0<x <1, el cual se integra segun (11.1), (11.2) y (11.8). Las

constantes de integracion salen de (11.4) y (11.5):

p=Fl(x-1/3)" - F{x-21/3)"
V, = [ pix+C, = ~Fl(x=1/3)" + F,(x-2I/3)’ +C, y V,(0)=0 C, =0

M, = =[V,dx+C, = Fyl(x~ 1/3)° = F,(x=21/3) +C, y M,(0)=0 C,=0
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2. Cierto. Se usan (11.1), (11.2), (11.4) y (11.5):

_ p,lcos(m/1)
T

V, = -[pix+C, = #CyV,(0)=0=V,0) C=->

Mz = —J’Vde+C2 = pol sel’l(ﬂx/l) _ pj;X + C2 y MZ(Oi) = 0 = MZ(O+) C2 - 0

T
3. Falso. El resultado correcto se observa en la proposicion previa.

4. Falso. En valor absoluto el maximo del momento flector interno ocurre en el empotramiento,

donde x =1, y segun la proposicién 11.7.1-2 es:

pol”

M
T

zméx| -

5. Cierto. Se deduce que p = -p,x/l, y se opera como en la proposicion 11.7.1-2:

X2 - +
V, = [ pdx+C, = p§| +C yV,(0)=0=V/(07) C =0

6. Falso. Se usan (11.1) y (11.4):

x? . -
V, = ~[pox+C, =k C, y V(1) =0=V,(0) €=

2

7. Cierto. De la proposicion previa, (11.21) y (11.5).

p,l*
4

P Xt p,Ix . B}
M, =-fVdx+C,=-2—+2-+C M (I")=0=MjI C,=-
z I y X 2 12'2 3 2 y z( ) z( ) 2
8. Obsérvese en el resultado obtenido a partir de la proposicién previay (11.5) que el momento reactivo

resulta positivo y precisamente tiene el sentido del eje Z:

M0)=0=M©)+M M, =P

9. La reaccion en x =0 esR, = F(l —a)/l. La p(x) en 0<x<| se deduce de (11.10) y se integra se-

gun (11.1) y (11.8); la constante de integracion sale con (11.4):

-1

p=R(x)" -F(x-a)"
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Vv, = —J’pdx +C, = _Rl-akd” —Ia)(x) +F(x-a)’+C,yV,(0)=0 C, =0
10. Falso. Del ejercicio previo, (11.2) y (11.5):

M, = -[V,dx+C, :M—Fo(x—a)1+g y M,(0)=0 C,=0

11. Cierto. Lareaccionen x = 0 esR, =5p,1/6. Lap(x) en 0 < x < | sale de (11.10) y (11.11) y se integra
segun (11.1), (11.2) y (11.8); las constantes de integracién se calculan con (11.4) y (11.5):

p=R(X)" = p(x)° - F,(x~ I/3>’1

1

V, = ~[pdx+C, = —5p°:5<x> +p(X)" +F(x=1/3)° +C, y V,(0)=0 C,=0

M, = ~[V,dx+C, = 5p°<|5<x> } p°<2X> -F(x-1/3)' +C,y M,(0)=0 C,=0

12. Se parte de (11.1), (11.2) y (11.5):

P

x* X’
v, :_Ipdx+(:1:|o;_l+cl y M, :—J’Vydx+C2 :—#—Clxﬂl2

I
M(0)=0=M(0) C=0yM1)=0=M() =~
Conviene resaltar las diferencias entre los procedimientos usados ahora y en la proposicion previa. En
la anterior, la intensidad de la fuerza distribuida us6 paréntesis angulares para incluir a todas las fuerzas

externas que obran sobre la viga en 0 < x < |, activas y reactivas, y las constantes de integracion se calcu-

laron al observar que en x=0 no hay viga. Ahora, la intensidad de la fuerza distribuida solo abarcé las
fuerzas externas activas que obran sobre la viga en 0 < x <1, y las constantes de integracion se hallaron
al observar que en los apoyos de la viga no hay pares flectores externos. Sin embargo, cualquier proce-

dimiento pudo usarse en ambas proposiciones y el autor eligié entre ellos para ilustrar las variaciones.

13. Del ejercicio previo y (11.4):

1

V(0)=0=R +V,(0) R = %'
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14. Falso. La reaccion en x = 0 calculada estaticamente es R, = - pl/6, y se usan (11.1) y (11.4):

V, = [ pdx+C, =%(x2 SIX)+C, y V,(0)=0=R +V,(0)) C =%°'

1

15. Cierto. De la proposicion previa, (11.2) y (11.5):

p, x* IxX* [I’x B .
M =-(Vdx+C, =--* —-"+__ +C M(@0)=0=M(0 C,=0
z J‘yx 2 I 3 2 6 2y z( ) z( )

16. Falso. La reaccionenx =0es R, = pI/8. Lap(x) en 0<x<| sale de (11.10) y (11.11) y se integra
segun (11.1), (11.2) y (11.8); las constantes de integracién se calculan con (11.4) y (11.5):

p= RO - pu(x-1/2)°

0
v, =-fpocrc, == 2 p g e yv0)=0 ¢ =0

' - 1/2)°
MZ:_IVde+C2: poléx> _ p0<X2 /> +C,y M 0)=0 C,=0

17. Cierto. La reaccion en x = O calculada por la estatica es R, =5p,1/8. De (11.10), (11.11) y (11.14)
sale p(x) en 0<x<|, y se integra segun (11.1), (11.2) y (11.8); las constantes de integracion se hallan

con (11.4) y (11.5):

p=R{x)" = p(X) + pu(x-1/2)" - 2p,(x - 1/2)

V, = -[pdx+C, =‘5p°:3<x> +Py(x) = po(x = 1/2) +2p,(x=1/2) +C Yy V,(0)=0 C, =0

M, = ~[V,dx+C, = 5p°:3<x> - p°<2"> " p°<X;'/2> - p(x=1/2) +C, y M,(0)=0 C,=0

18. Falso. La reaccionenx =0 es R, =5p,1/6. De (11.10) y (11.17) resulta p(x) en 0<x<1, y se integra

segun (11.1) y (11.8); la constante de integracion sale con (11.4):
p=R(X)" =2p,(x)" + p,(x)'/I

5p,I(x)° L p(x)’ _
Vy:‘J'pdx+C1=——p°6<X> +2p,(x) -—p§:(> +C, yV,(0)=0 C =0
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19. Cierto. De la proposicion previa, (11.2) y (11.5):

Mz:_J—Vde+C2:w_p(]()()z*-poé—:o-kczy MZ(O_):O C2:0

1.1 _3plk

5
— 2 _ =
M.(/2)= p.l 12 2 a8 16

20. Cierto. La reaccion en x = 0 es R, = p /4. Para establecer la p(x) en 0< x <1, se adapta el resultado

del gjercicio 11.5.1-11 y se integra segun (11.1) y (11.8); la constante de integracion se deduce de (11.4):
p=R ()™ -2p, [ -2(x- 12} )

p0|<X>O 2p, <X>2 —<X— |/2>2 +C, Y Vy(O‘) =0 C, =0

+

Vy:—J'pdx+C1:— 4 I

21. Falso. De la proposicion previa, (11.2) y (11.5) sale la ecuacion del momento flector; este es maximo

en el centro por la simetria y, al verificar, se comprueba que alli la fuerza cortante es O:

: o (x=12Y
M, =-[V,ox+C, = p0|§x> ‘2:00 <X_e>'<x—3/> +C,y M,(0)=0 C,=0

, 1 1 Nk
Mzméx = MZ(I/Z): pol g_z = 2-2
22. Se usan (11.1), (11.2) y (11.5):
I I 2
BT COSVPY) COS(HX/ )+ CywMm,= —J’Vydx+ C, = bol'senil) S;r:(ﬂx/l) -Cx+C,

Vy=—Ipdx+Cl=— p

M.(0)=0=M(0) C,=0y M(1)=0=M(") C, =0

23. Falso. De la simetria y el ejercicio previo se sigue que el maximo del momento flector ocurre en el
centro de la viga y alli, al comprobar, se verifica que la fuerza cortante es O:

M,.. = w,(y2)= RXeenlm2) o
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24. Cierto Por medio de la estatica se averigua que R; = 2Fo/5 y R, = 3Fo/5 son las respectivas reacciones

enx=0yx=5l/7. Lap(x) en 0<x<1 se deduce de (11.9) y (11.10) y se integra segun (11.1), (11.2)
y (11.8); las constantes de integracion salen de (11.4) y (11.5):

p=R,(X)" - 4F,{x-21/7)" /7+ R,(x-51/7)"

- __2FR(x)" AFKx-21/7)" 3F,(x-5I/7) o B
V, =-[pdx+C, = =+ - - +C,yV,(0)=0 C =0
M, = ~[V,dx+C, = 2F05(x> ~ 4F0I<x;2l/7> .\ 3F,(x - 5l/7)

+C,y M,0)=0 C,=0

25. Falso. De la proposicion previa se deduce que en los tres tramos la ecuacién del momento flector es

la de una recta; por ello, el momento mayor ocurre en los extremos de tramo:

Zmax

M, (21°/7)= 4F,1/35, M,(2I°/7)=-16F,1/35 y M,(5"/7)= M,(5I"/7)=-2F,I/7  |m

=16F,1/35

26. Lareaccionenx = 0es R, =29p,1/48. Luego se calcula con (11.9) y (11.15) la intensidad de la fuerza

en 0<x<I; esta se integra segun (11.1) y (11.8) y la constante de integracion sale de (11.4), al hacer
V(0)=0 C =0:

p= 2000”206 V) 2RO Ly aia) - p(x-12)”

V, = ~[pdx+C, = —29'[2|8<X>0 + p°<x_| V4 _ pub _|3I/4> — py(x=31/4) + pI(x-12)" +C,

2

27. Falso. Del ejercicio previo, (11.2), (11.8) y (11.5) al hacer M,(07)=0 C, =0:

M, = —J’Vydx+C2 _ 29p,1(x)" Py (x = 1/4) . P, (x = 31/4) N p,(x - 31/4) ) pol<x—l/2)1 ‘c
48 3l 3l 2

M(12)= it 22— L <1900
z 0

96 192 64

28. La viga tiene 4 tramos en los que no hay carga externay en los extremos de estos actlan, respecti-
vamente y calculadas con (11.4), Ry, F1, F2, Fsy R2; luego se usa (11.10):

R =3pl, F =-4pl, F,=-6pl, F,=10ply R, =-3p,]l

p=3p,(x)" = 4p,I{x-1/3)" - 6p,I(x-21/3)" +10p,I(x - 5I/6) "
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29. Cierto. Del ejercicio previo, (11.1), (11.2), (11.8), (11.4), al hacer V(0')=0 C, =0, y(11.5),

donde M (07)=0 C,=0:
V, ==[pdx+C, = -3p,I(x)° + 4p,I(x = 1/3)" + 6p,l(x - 21/3)" - 10p,I{x - 51/6)’
M, = -[V,dx+C, =3p,l(x)' = 4p,I(x - 1/3)" - 6p,l(x~21/3)" +10p,I(x - 5I/6)

11.8 Método mixto

11.8.1 Proposiciones y ejercicios

1. En la viga de la figura 11.25a calcule el M;max.
2. En el caso previo, V, = -p,(x)' -2p,(x - 1/4)" +2p,(x-3/4) en 0< x <.

3. Calcule M, en la viga de la figura 11.25cen 0 < x <.

%’ 2p,
] 2hy k14 2
Vo
O X H_“\
Lttty LLTTTTTTTTIT,
14 12 1/4—~ :
(a) (b)
Y Y
M, M, T A A ¢ M .
o ' X ; | |%_’J\
P s ‘ s ‘ s % | X |
R, ’ ‘ = T 7 In. R,

(© ' (d)

Figura 11.25 Vigas cargadas. La figuras a) y ¢) muestran vigas sometidas a cargas externas: en la primera distribuidas y
pares en la segunda; b) y d) ilustran los cuerpos libres de aquellas, en los cuales la coordenada x ubica la seccién recta del
corte en el ultimo tramo en la que aparecen la fuerza cortante y el momento flector internos; nétese que en b) se extiende

la distribucion de intensidad -2p, y se le resta lo adicionado.

4. Una viga simplemente apoyada soporta una fuerza repartida de intensidad —poen 2I/5< x < 3l/5. El

momento maximo en aquéllaes M, =9p,I*/200.

5. Una viga simplemente apoyada soporta una fuerza repartida de intensidad —poen 0 < x < 3I/4 y la

fuerza —4pol/3 en x = 1/2. Halle M, en 0 < x < |,
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Alvaro Gaviria Ortiz

7. Una viga se apoya en una articulacion en x = 0 y en un patin en x = 21/3, y soporta una fuerza repar-

tida en su longitud de intensidad —po y la fuerza -2pol en x = 1/3. Halle M;en 0 <x <.

8. En el caso previo, Vy(l/2) =5p,l/4.

1'\.
<

O

>
;

_2p
5

Figura 11.26 Diagrama de momento. La figura representa la descomposicién segun diferentes cargas del presunto

diagrama del momento flector de la viga de la proposicion 11.8.1-7.

9. En el mismo caso el diagrama del momento flector obtenido por superposicion es el de la fi-

gura 11.26.

10. Una viga se apoya en un empotramiento en x = 0 y en un patin en x = |, y soporta una fuerza re-

partida de intensidad —po en I/2 <x<I y la fuerza —pol/6 en x =I/4. Si hay una articulacion interior

en x = 1/2, entonces M, = - p,1*(x)’ /6 +5p,I(x)" /6 - p,l{(x = /4) /6 - p,(x-1/2)° 2 en 0 < x <.

11. En el caso previo, V,(I/2) = - p,I? /4.
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11.8.2 Soluciones

1. Se extiende la distribucion de intensidad —2po, se le resta lo adicionado y luego se efectdia un corte en
el ultimo tramo de la viga donde, por medio del equilibrio de momentos del cuerpo libre de longitud x
(figura 11.25b), se halla el momento flector; a los términos resultantes en la expresion para éste se les
asocian los paréntesis angulares respectivos, con lo que se consigue la ecuacion del momento de toda la
viga cuyo maximo ocurre por la simetria en x = 1/2:

1 _pl’
16 16

X x)’ 2 2 _ a2 1
M, = P <2> - p0<X—|/4> + DO<X—3|/4> M, = Pol g_

2. Falso. Del ejercicio previo y (11.2):

Y o dm

y dzz = =p, (%) +2p,(x~ I/4>1 —2p0(x—3l/4>1

3. La reaccion en la articulacion calculada por medio de la estatica es R, =2M,/I, y luego se aplica el

procedimiento de la proposicién 11.8.1-1 al cuerpo libre de la figura 11.25d:

M, = M— M, (x = 1/3)° = M,(x - 21/3)’

4. Cierto. La reaccion en x = 0 calculada estaticamente es R, = p,1/10, y se aplica el procedimiento de
la proposicion 11.8.1-1 al cuerpo libre que resulta al cortar virtualmente la viga en 31/5< x < |; se infiere
de la simetria que el momento flector maximo ocurre en el centro de la viga:

_ Xt p{x-21/5) N p,(x = 31/5)°
© 10 2 2

1 1 _9pl
M. =MIUI/2)=pI? ————_ =210
Zmax Z(/ ) pO 20 200 200

M

5. La reaccion en x =0 es R, =109p,1/96, y se aplica el procedimiento de la proposicion 11.8.1-1 al

cuerpo libre que resulta al cortar virtualmente la viga en 3l/4 < x<|:

v 2209 i(x)  p(x) p(x-31/4)" 4pl(x-1/2)
: 96 2 2 3

6. Falso. Del ejercicio previo y (11.2):

_dM, _ 109p,I{x)’ .
Vv, =- il 96<> +p,(x)" = p,(x = 31/4)

- 4p,l(x-1/2)
3

109 1 _ 61p,l?
V(I/2)=pl -2 42 =_27F
(2)=pt ==+ 2 o
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7. Las reacciones se hallan estaticamente enx =0 y x = 2I/3, respectivamente son R, =5p/4 y
R, =7p,l/4, y se aplica el procedimiento de la proposiciéon 11.8.1-1 al cuerpo libre que resulta al cortar

virtualmente lavigaen 21/3 <x < :

M, = 5p011(x) B p0<2X> o (x-13) ¢ 7pol(x;2I/3>

8. Cierto. Del ejercicio previo y (11.2):

o 7pl{x-21/3)°
4

V =- dMZ = _5p0|<X>D
4

5,1 5p,l
V. (1/2)=pl -2+=+2 =2t
y dZ y(/) pO 4 2

+Po(X) +2p,(x - 1/3) 4

9. Falso. El tercer monomio del resultado obtenido en la proposicion 11.18.1-7 requiere que la altura

del tridngulo inferior del diagrama sea —4po1/3.

10. Falso. De los equilibrios de momentos en el cuerpo libre de longitud 1/2 que sale al cortar virtual-

mente la viga por la articulacion interior en la cual el momento flector interno es 0O y en el cuerpo libre
de toda la viga, se deduce que el momento y la fuerza reactivas en el empotramiento son M, = -p,1*/6
y R, =5p,1/12, y en el patin es R, = p,1/4; luego se aplica el procedimiento de la proposicion 11.8.1-1

al cuerpo libre que resulta al cortar virtualmente la vigaen 1/2<x<1:

M =- p0|2<X>O + 5p0|<X>1 _ po|<x_ I/4>1 _ pO<X— |/2>2
' 6 12 6 2

11. Cierto. De la proposicion previay (11.2):

_ay .5 .1 __»pl
v, (1/2) = p,| oty 4

11.9 Geometrias o distribuciones de cargas en las que es minimo o0 maximo M,

11.9.1 Proposiciones

1. Una viga simplemente apoyada soporta la fuerza -F, en x = a. EI maximo del momento flector

en X = a se obtiene cuando a = 1/2.
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2. Una viga simplemente apoyada soporta la fuerza -F, enx =ay la-F, en x = a + b. El maximo de

momento flector en x = a ocurre cuando a=1/2 - sz/(zF1 +2F,).

3. Una viga simplemente apoyada soporta la fuerza -F, en x = a 'y la -2F, en x = a + I/5. EIl momento

flector en la viga es maximo cuando a = /4.

4. En el caso previo, My, .. = 0,653F,l.

5. El momento flector maximo de la viga es minimo en el mismo caso, cuando a = 2I/5.

6. Una viga se apoya en una articulacion en x = 0, en un patin en x = 1/2, se extiende mediante un
voladizo hasta x = | y soporta la fuerza -F, en x = 1/12 y la —F; en x = |. EI méaximo del momento flector

en valor absoluto de la viga es minimo cuando F, = 6F,.

7. Una viga simplemente apoyada soporta la fuerza —pol en x = a, y fuerzas repartidas en los tra-
mMos 0 < x<a Yy a<x<I, cuyas respectivas intensidades son —po y —2po. El valor maximo del momento

flector en x = a ocurre cuando a = 0,465l.

8. Una viga se apoya en una articulacion en x = 0, en un patin en x = |, se extiende mediante un vola-
dizo hasta x = | + ay soporta la fuerza -6F, en x = 1/2 y la -4F, en x = | + a. El maximo del momento

flector en valor absoluto de la viga es minimo si a=1/4.

9. Para alzar la viga horizontal de la figura 11.27a, que soporta una fuerza repartida de intensidad —po,
se usan dos cables. EI maximo del momento flector en valor absoluto de la viga es minimo
cuando a =0,293l.

| M,,.. |
y
n F F
e Vi 4 [ o "|
!‘)I\
( k. k. k. 4 4 v v y X
F\ B C ’r)
[ : >
I/4 /2
(a) (b)

Figura 11.27 Viga levantada. La viga de la figura a) estd cargada uniformemente y se levanta mediante dos cables
simétricamente dispuestos. La b) muestra la variacion con a de los momentos maximos en valor absoluto negativo y positivo
que ocurren en la viga y en aquélla se destaca para cada a, al engrosar la linea, el mayor de estos; su minimo se presenta
donde las curvas concurren.

908



Alvaro Gaviria Ortiz

10. Una viga se apoya en una articulaciéon en x = 0, en un patin en x = |, se extiende mediante un vola-
dizo hastax = | + a, y soporta en su longitud una fuerza repartida de intensidad —po. EI méximo del

momento flector en valor absoluto es minimo para a < | cuando a = 0,414l.

11. Una viga se apoya en una articulaciéon en x = 0, en un patin en x = a, se extiende mediante un

voladizo hasta x = |, y soporta una fuerza repartida en la longitud de intensidad —po. EI maximo del

momento flector en valor absoluto es minimo para 1/2 < a, cuando a = I/3/3.

11.9.2 Soluciones

1. Cierto. La reaccion en x =0 es R, = (- a)F,/I. EIl momento flector en x = a se calcula mediante el

equilibrio de momentos del cuerpo libre de longitud a; a este se le saca la primera derivada para obtener

el valor de a que da lugar al maximo y se confirma con el signo de la segunda derivada:

- a)F, dewzozo—zaa)/yMAa:_za .

Mz(a’) = a(l 2 - l
| da | da I 2

2. Cierto. La reaccién en x = 0 segun laestéaticaes R, = [(F, + F,)(1 - a) - F,b]/1, y se sigue el procedimiento

de la proposicion previa:

M, (@) = AF* Fz)(ll_ a) - F.b] d'\i'j;(a) o [RrRN I—2a) -Fpb
_1__Rb d'M.@ _ 2F+F)
a=_- -
2 2(R+F) da’ |

3. Falso. La reaccién en x =0 es R, = F,(L3/5-3a/l). Por ser concentradas las fuerzas externas, los ma-

yores momentos en la viga ocurren donde estas se aplican:

2 2
M (a) = F, 13838 M@ oo 13 62 I'M(@) __6F,
I da 5 | da’ I
13] 169F |
a=—y M, (a)= .
2 2
M,(a+1/5)= F, 8l ,,,_ 32" dMJa+V5):0:F02_§3 y M@ __6F,
25 da I da’ I
I 49F |
a=—y M__la+l1/5)= ©>M _(a
3 y zmax( / ) 75 zmax( )
4. Cierto. De la proposicion anterior:
M, (a+1/5)= 4320' ~ 0,653F,|
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5. Falso. Para cada a el momento flector es mayor en x =a 0 en x = a + I/5; estos momentos fueron

calculados en la proposicién 11.9.1-3 y se igualan entre si para deducir el minimo del méximo:

2 2
1% 3 _ o8, s 8
5 | 25 | 15

6. Cierto. La reaccion en x = 0, determinada estaticamente, es R, = F,/2 - F,. El momento negativo ma-
yor en valor absoluto es M,(1/2) = -F,l/2, y el positivo mayor es M,(l/4) = (F,/2-F,)l/4, y aumenta con
Fi. Uno u otro para cada F1 es el mayor y el minimo de este se halla al igualar entre si los valores

absolutos de aquéllos:

7. Cierto. La reaccion en x = 0 calculada estaticamente es R, = p,(2l -a)/(21), y se sigue el procedi-

miento de la proposicion 11.9.1-1:

M (@ = 2@ -8 pa’ _ paldl -Slava’)  aw(@ __ p(41" -100a+3a)
a= @ = 0,465 y % = -3,61
a

8. Cierto. La reaccion en x = 0 calculada estaticamente es R, = F,(3I - 4a)/l. El momento negativo mayor
en valor absoluto es M,(l)=-4Fa, Yy aumenta su magnitud con a; el positivo mayor
es MZ(I/Z) = F,(3l - 4a)/2, y disminuye con a. Uno u otro para cada a es el mayor y el minimo de éste se

encuentra al igualar entre si los valores absolutos de aquéllos:

4Fazw a=1/4

0

9. Falso. La fuerza que toma cada cable es F, = p,I/2. Los momentos negativos son mayores en valor

absoluto en los puntos donde se atan los cables M;(a) = - p0a2/2, y aumentan su magnitud con a; por
la simetria el positivo mayor ocurre en el centro de la viga, MZ(I/Z) = pOI(I - 4a)/8, y disminuye con a

(figura 11.27b). Uno u otro para cada a es el mayor y el minimo de este sale cuando se igualan entre si

los valores absolutos de aquéllos:

(vz -2)r

2 —
P _ pol(l 4a) a=T=O,207|

2 8
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10. Cierto. La reaccibn enx =0, calculada al suponera<I|, por medio de la estética,

es R =p, (I2 - az)/(ZI). El momento negativo mayor en valor absoluto es M,(l) = - p0a2/2, y aumenta su
magnitud con a; el positivo mayor se presenta en el tramo 0<x<1, en X, = (I2 - az)/(ZI), donde la

fuerza cortante es 0y es igual a M,(x.,,) = p, (1> - a*)' /(81?), y se observa que este disminuye con a. Uno u
otro para cada a es el mayor y el minimo de este resulta cuando se igualan entre si los valores absolutos
de aquéllos; ello da lugar a una ecuacion de cuarto grado en a que se resuelve para la raiz que cumple

con O0<ax<l|:

P’ _ (=) (5 oq)i=
2 - Bl a= (V2 -1)i= 04141

11. Falso. Con otro enunciado es igual a la proposicién previa y por ello basta hacer en la solucion alli

obtenida las siguientes sustituciones, a Il-ay |l a:

I—a:(\/i—l)a a:@
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15 Teoria elemental de la estabilidad

En este capitulo, a menos que en algun apartado, pregunta, proposicion o ejercicio se diga lo contrario,

se supone que:

a) Las vigas columnay las columnas carecen de peso y son rectas, horizontales las primeras y verticales
las segundas, con secciones uniformes y simétricas con respecto al eje Y, de materiales homogéneos,
isotropicos, lineales, elasticos, que cumplen la ley de Hooke y tienen médulos E, i, Gy @, con ok, Gw, Ok,

ovy oy como tensiones normal, admisible, proporcional, de fluencia y Gltima.

b) Las vigas columna y las columnas estdn sometidas a la accion de fuerzas axiales y fuerzas y pares
flectores transversales que se aplican lentamente hasta alcanzar su valor final y dan lugar sélo a P, M,

y Vy, cuya recta de accion pasa por el centro de cizalladura de la seccidén

c) Las elésticas de las vigas columna y de las columnas desarrollan pendientes pequefias con respecto a
la unidad y las condiciones a las que se ven sometidas son tales que sus desplazamientos bajo la accion
de las cargas externas si afectan la accion de estas mismas cargas y no se desprecian al calcular las ten-
siones; por ello, los efectos debidos a la interaccidén entre la fuerza axial y el momento flector si se toma-
rdn en cuenta pero no los del pandeo local, que puede ocurrir cuando el espesor de las vigas o vigas

columnas es muy pequefio.

d) El lector, en varias proposiciones o ejercicios, crea mentalmente la figura o grafica para buscar la

solucioén.

e) Las unidades y dimensiones de las cantidades se expresan en el Sl; por ello, las longitudes se miden
en [m], las areas en [m?], las tensiones se miden en [MPal, etc., y las unidades solo se anotan en los

resultados finales y no en los pasos intermedios.
f) Los cuerpos informados como rigidos y también techos, pisos y paredes son indeformables.
g) Las tensiones aparecen en planos que pasan por un mismo punto de la viga.

h) El origen de coordenadas se ubica en el centroide de la seccion del extremo izquierdo de la viga

columna o en la parte superior de la columna, el cual se nomina como punto A, el eje X se orienta hacia
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la derecha, el Y hacia arriba y el Z sale del plano del escrito en las vigas columna y en las columnas el

eje X se orienta hacia abajo, el Y hacia la derecha y el Z sale del plano del escrito.

i) El apoyo o extremo de la columna en el que obre la fuerza axial externa tiene la posibilidad de moverse

ligeramente en direccién longitudinal.

j) Las secciones de las que se hable son las secciones rectas y que las fuerzas y pares externos tienen el
mismo sentido de los ejes de coordenadas cuando aparecen con signo positivo y opuesto si el signo es

negativo.

k) Cuando sea aplicable, para no repetir la informacion en la proposicion o ejercicio respectivo, que la
longitud de los elementos es |, en las secciones circulares el radio es R, en las cuadradas el lado es a, en
las rectangulares la base es by la altura h y que estas Ultimas respectivamente se orientan en la direcciones
de los eje Zy Y; que el area, el momento de inercia en el eje Z, el radio de giro, la excentricidad de una
fuerza con respecto al centroide de la seccidn, los espesores 0 gruesos en las secciones de los elementos,

las fuerzas axial y cortante y el momento flector internos son, respectivamente, A, I, r, e, t, P, Vy y M..

I) Las graficas que ilustran la curva elastica de alguna viga columna o columna se dibujan con desplaza-

mientos exagerados para observar mejor los detalles.

m) En las proposiciones o ejercicios los subindices que se asignan a fuerzas y pares y a ordenadas o

pendientes de la elastica se refieren a los respectivos puntos de la viga columna o columna.

Conviene advertir que las ecuaciones que se desarrollan en este capitulo, fundamentadas en modelos
ideales o en relaciones empiricas derivadas de numerosos experimentos e incluidas en los manuales de
disefio de estructuras de acero, aluminio y madera, de diferentes asociaciones, estan orientadas a con-
testar las proposiciones y ejercicios que aparecen en el mismo y no pretenden dar las pautas precisas
para el disefio real de columnas y vigas columnas, las cuales deben consultarse en esos manuales ya que

hay que tomar en cuenta muchos otros factores.

15.1 Definiciones, consideraciones generales y formulas

1. Estabilidad. En el apartado 3.1-6 del capitulo 3 se explico que el estudio del comportamiento de los
cuerpos incluye tomar en cuenta la resistencia, la rigidez y la estabilidad de los mismos; las primeras dos
caracteristicas se han considerado en los capitulos previos y en éste se aborda la estabilidad. Esta es la

propiedad que tiene un sistema de mantener su estado bajo la accion de cargas externas; si el sistema
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no tiene tal propiedad, el sistema y el estado son inestables. En la vida real hay causas que pueden per-
turbar el estado original de un sistema y dar la posibilidad de que este pase a un estado inestable, y

entonces se dice que perdio la estabilidad, o puede pasar a un estado neutro y mantenerlo o regresar al
original.® ©(12.@3.@7.@0)

2. Falla por inestabilidad. La inestabilidad es facil de verificar. Como ejemplo, basta comprimir suave-
mente por los extremos una regla delgada de pléastico y observar que ella pierde subitamente la forma
recta inicial y que se curva lateralmente cuando se llega a una cierta fuerza, que se denomina critica; esa
deflexidn lateral es el pandeo. Estas fallas son sorpresivas, espectaculares, catastroéficas y “arteras”, en el sentido
de gue no dan sintomas hasta que ocurren de manera demoledora. En general, la inestabilidad esta aso-

ciada con la existencia de tensiones de compresion que se presentan en elementos delgados.*» ©- @ (2). 23). @7

3. Ocurrencia de la inestabilidad. Se presenta en columnas sometidas a compresion, como en el ejem-
plo previo, cuando ellas son largas y delgadas, esheltas, y fallan con cargas que pueden ser hasta del orden
del 1% de las que soportan cuando son bloquecitos; también, en una superficie cerrada con vacio en el
interior o sometida a la presion exterior del agua, como un submarino; o en vigas no soportadas late-
ralmente cuya seccion recta es un perfil delgado en forma de | y donde la aleta sometida a compresion
puede colapsar lateralmente; o en tubos delgados sometidos a torsion en los que la tensién de compre-
sion ocurre a 45° del eje del mismo; o en la delgada pared de un cohete usado para poner un satélite en

Orbita espacial y sometido a la compresion que produce la aceleracion durante el despegue.

Cuando en el apartado 12.1-21 se examinaron vigas columna sometidas a flexion y a fuerza axial de
compresion, al calcular las tensiones normales se acudié a sumar algebraicamente las tensiones debidas
a una y otra causa cuando obraban por separado; ese tipo de superposicién se basé en suponer muy
pequenias las deformaciones generadas y que la pieza deformada casi que coincidia con la no deformada.
Pero ello no es posible cuando las deformaciones no son tan pequefas, pues se establece una interaccion
entre las cargas transversales y la axial, que se toma en cuenta al escribir las ecuaciones de equilibrio. En
efecto, las cargas transversales al obrar sobre la viga columna provocan una eléstica y la presencia de la
fuerza axial da lugar, con base en esa deformacion transversal, a un momento flector extra que la au-
menta, ello incrementa nuevamente el momento y este la deflexion y asi sucesivamente. Y si la serie que
se forma no converge, la pieza colapsa; al considerar que la deflexién de la elastica se hace infinita el
dicho es hipotético, pues las ecuaciones con las que se deduce suponen pequefias pendientes y de validez

en el dominio elastico y puede ocurrir que el limite proporcional del material de la viga columna se
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exceda antes de que la deflexion sea muy grande. Si en las vigas columna las fuerzas axiales son de

traccion en vez de compresion, las deflexiones y los momentos se reducen ante fuerzas axiales crecientes.

Aunque se requieren teorias mas exactas para deducir grandes deflexiones, las cuales estan por fuera de
las posibilidades del libro, en este capitulo se introducen simplificaciones para obtener resultados précti-
cos, al tomar en cuenta algunos efectos secundarios que el cambio de geometria produce y se observara
gue no todas las deformaciones son directamente proporcionales a las fuerzas exteriores que las producen

y que, incluso, pueden llegar a ser muy grandes ante pequefios incrementos de éstas.®: © (1. (12).23).@7)

4. Breve historia. Los primeros experimentos para estudiar la estabilidad de columnas cargadas axial-
mente los hizo P. Van Musschenbroek en 1729; concluyé, como resultado de los mismos, que la carga que
provocaba la inestabilidad era inversamente proporcional al cuadrado de la longitud de la columna. A esta
conclusion también llegé Euler, 30 afios mas tarde, basado en un analisis matematico; resultados que dis-
cutié Coulomb al observar que esa teoria no se acomodaba a las fallas observadas en columnas de madera.
Fue E. Lamarle quien explicé satisfactoriamente la discrepancia entre los resultados tedricos y los experi-
mentales, al encontrar que la teoria de Euler funcionaba si se suponian perfectamente elasticos los mate-
riales y condiciones ideales de los apoyos y observé gque en el caso de la madera las columnas examinadas

eran relativamente cortas y la falla correspondia a tensiones que superaban el limite proporcional.® 2

5. Viga columna. Elemento esqueletal de maquinas o estructuras, a menudo prismético o cilindrico,
soporta fuerzas y pares flectores, concentrados o distribuidos, con direcciones perpendiculares a su eje,
ya definido como eje X, y fuerzas de traccion o compresion cuya recta de accion coincide con este (fi-
gura 15.1a en la que la fuerza axial mostrada es de compresion y cuyo efecto es de mayor interés que el
de traccion). Es corta si la razon entre la longitud de la viga y la dimension lateral menor de la misma es
inferior o igual a 10 y larga en caso contrario. En las cortas, las deformaciones de la flexion son muy
pequenas y pueden despreciarse sus efectos sobre la accion de la fuerza axial; si son largas, el tema se

examina en el presente capitulo.®: ©)- @1 (12).@3)

6. Relaciones puntuales en las vigas columna. Para desplegarlas se toma como ejemplo la viga columna
simplemente apoyada de la figura 15.1a, en la que obran una fuerza distribuida externa cuya intensi-
dad p varia monétonamente con x y una fuerza de compresion P. EI momento que P produce en cual-
quier seccion, depende del desplazamiento de la elastica en esa seccion; por ello, se usa la geometria ya

deformada de la viga columna al expresar en un tramo las ecuaciones de equilibrio en un elemento
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infinitesimal de ella, como se observa en la figura 15.1b, en la que el dv es el cambio en la ordenada de

la elastica en la longitud dx del elemento. En cada punto de un tramo de la viga columna se cumplen:

av

y

dx

=-p (15.1)

M, - v -p® (152
dx ! dx

expresiones que resultan de aplicar las ecuaciones de equilibrio al elemento infinitesimal de la fi-

gura 15.1b. Si se supone que la viga columna es larga, el efecto de la fuerza cortante en la elastica se

puede despreciar y usar:

M, _1_ d?/dx (15.3)

EL o L (avox)]

para calcular la curvatura en cualquier punto de la elastica de la misma. Esta es una ecuacion diferencial

no lineal de segundo orden y segundo grado, que al suponer pequefio con respecto a la unidad el cua-

drado de la pendiente de la elastica, (dv/dx)2 <<<1, se reduce a:

M, d?

El, dx? (154)

Si se sustituye (15.4) en (15.1) y (15.2) y se define X = P/El,, resultan:® ©(2.3.0

2
AM.  ¥M,=p  (155)
dx
4 2
\' Vv
AV, 282 P (156
dx dx El,
d’v dv
V =-El —-P— 15.7
y z dX3 dV ( )
Y : V+dV,
u(x) ‘/r[)(.\) y p(x) 1 M +dM
SRS s Rl i I B s et S 137]_,4.1\, ‘ﬁ( dx—> "'+’["" X

A —
P
X 4" dx [+
(a) (b)
Figura 15.1 Viga columna 1. La figura a) muestra una viga columna simplemente apoyada que soporta una carga distribuida,

de intensidad p = dF/dx , y unafuerza axial de compresion P, en la cual la linea punteada es de la eléstica v(x). A la distancia x

de A se separa como cuerpo libre el segmento de la viga ya deformada de longitud dx que se observa en la figura b), en el que
se muestran las cargas que actGan sobre el mismo y todas ellas, salvo P, consideradas convencionalmente positivas.
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7. Carga critica en vigas columna. La fuerza de compresién que en alguno de los puntos de la eléstica
de las vigas columna origina, idealmente, una deflexion y un momento flector infinitos se llama carga
critica:
mEl
= : (15.8)

cr Iz

esa carga surge al estudiar la elastica de las vigas columna y es la fuerza de compresion para la cual
aparecen muy grandes deformaciones cuando hay pequefias imperfecciones en la viga, curvatura inicial
por ejemplo, o en la carga, por una excentricidad practicamente inevitable; este tipo de inestabilidad
se debe distinguir del pandeo propiamente dicho y debe subrayarse que la carga critica es una carga
hipotética, ya que la viga columna colapsa mucho antes de que aquella se alcance, debido a que la
tensién originada por el momento flector creciente supera la resistencia Gltima del material. En las
vigas columna no existe, estrictamente, una carga de pandeo ya que al aplicar la carga transversal
en la direccién de un eje principal de la seccion la viga se flexionara inmediatamente con respecto

al otro eje principal. »® @D (2. @9.¢7

8. Viga columna biarticulada y cargada excéntricamente. Las columnas reales pocas veces son perfec-
tamente rectas, ni la recta de accion de la carga de compresion coincide exactamente con el eje centroidal
de las mismas, por ello en la practica se suele suponer que la carga que soportan tiene una pequefia
excentricidad. Para tomar en cuenta esta posibilidad se examina la viga columna biarticulada de la fi-
gura 15.2a, la cual soporta en los extremos sendas fuerzas horizontales de compresion con excentrici-
dades iguales a e, pequefias y medidas desde el eje centroidal del elemento; las fuerzas se sustituyen por
sistemas fuerza par en cada extremo como ilustra la figura 15.2b. El momento flector en un punto cual-
quiera de la elastica de la viga columnaes M, = P(e - v) (figura 15.2c), donde se tomo en cuenta que v es
negativa segun la convencion de signos. Cuando se lleva ese momento a (15.4) y se resuelve la ecuacion

diferencial al usar (15.8) y que v(0) = v(I) = 0, resultan:
Al
v=-etan o sen(Ax) + cos(Ax) -1 (15.9)

M, = Pe tan % sen(Ax) + cos(Ax) (15.10)

De (15.9) y 15.10) salen:
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M, =(/2)=e sec %' -1 =e sec% Pi -1 (15.11)

cr

Al P I P
M, =M,(1/2)= Pesec =~ = Pesec T2 = Pesec — |— (15.12)
2 2\P, 2r, VEA

En las que se definié A = P/EIl,. En la expresion final de (15.11) se us6 | = Arzz, donde r; es el radio

de giro con respecto al eje centroidal perpendicular al plano de la flexion de la viga columna; esto

implica que no tiene que ser el radio de giro minimo de la seccion.®: ©- . (12).(3). @7, (32)

9. Ecuacion de la secante. En la viga columna biarticulada y cargada excéntricamente de la figura 15.2
la mayor tensién normal ocurre en la seccidon de la mitad de la luz, por el lado céncavo, donde se com-
binan los efectos de la fuerza normal y el momento flector al suponer que no se supera el limite propor-
cional del material. El valor deducido de (12.44), a la que se lleva (15.11) y se llama yma a la distancia

desde el eje centroidal a ese borde, es:

o . P 1+eyL;‘Xsec |k P 1+eyL2éxsec Ly (15.13)
m AT 2\p, A 2r, VEA

expresion conocida como formula de la secante y que relaciona la tensién promedio P/A con la geometria,
el material de la columnay la excentricidad de la fuerza de compresion. De (15.11) y (15.12) se concluye

gue el momento méaximo y la elastica tienden a infinito cuando P - P_, situacion a la que no se llega

cr?
pues antes de ello la tensién de compresion méaxima dada en (15.13) supera la resistencia del material;

noétese, ademas, que las ecuaciones diferenciales usadas y las soluciones encontradas antes son validas
cuando las deflexiones de la elastica son pequefias. En (15.13) a la fraccion eymax/r2 se la llama relacion
de excentricidad y su valor, aunque depende de la excentricidad de la carga, cominmente se ubica en el
intervalo de 0 a 3 y en muchos casos es inferior a 1.

Y

ry)

&
T

(a)

Figura 15.2 Viga columna 2. La figura a) muestra una viga columna biarticulada que soporta fuerzas horizontales de compre-
sion con excentricidades iguales a e; en la b) las fuerzas se sustituyen en cada extremo por sistemas fuerza par equivalentes y la
linea punteada corresponde a la eléstica, v(x). A la distancia x de A se separa como cuerpo libre el segmento de la viga ya
deformada que se observa en la figura c), en la que se muestran las cargas que act(ian sobre el mismo.
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En las expresiones previas se nota que la elastica, el momento flector y la tension de compresion méxi-
mos aumentan con P, pero las relaciones no son lineales; por ese motivo el principio de superposicion
no se puede usar para calcular los efectos provocados por varias fuerzas de compresion que actian sobre
la viga columna, como la suma de los que ellas producen por separado y, entonces, debe hallarse pri-
mero la resultante de esas fuerzas. Ademas, el factor de seguridad debe aplicarse a la carga de compre-
sion resultante y no a la tensién:

R, = (15.14)

Si se supone que la tensién de compresién admisible méxima es la de fluencia del material y que la

produce la carga ultima Py, (15.13) se convierte en:

Y:nPW 1+ eymzéxsec I [nR,
A r 2,r, \ EA

z

(15.15)

Cuando se conocen la geometria, el material de la viga columna y la excentricidad de la fuerza, para
deducir el valor de la fraccion Pw/A se debe apelar, ya que (15.15) es una ecuacion trascendente, a pro-
cedimientos graficos o0 numéricos de tanteo y error. Asi, para usar la ecuacion de la secante es conve-
niente contar con curvas de diferentes materiales estructurales, con las que pueden encontrarse solucio-
nes por medio de métodos iterativos, como las que aparecen en la figura 15.3  que no pretenden ser
exactas y se adaptaron y tomaron de las referencias ; en esta gréfica las curvas relacionan la esbeltez I/r,
que mas adelante se define, con la tensién P/A que se desarrolla en la viga columna y se dibujan para

valores de la relacion de excentricidad y un acero de o, =280[MPa] y E =210[GPa]. La envolvente

exterior de las curvas estd compuesta por la recta horizontal que corresponde a una excentricidad nula
y el resto es la curva de Euler, a menudo llamada por su forma hipérbola de Euler aunque no corresponde
a la ecuacién de tal curva, que se trunca en 280 [MPa] por ser esta la tension hasta la cual se cumple la
ley de Hooke y la esbeltez respectiva es igual a 86. Al examinar la figura se nota que cuando aumenta la
excentricidad se reduce significativamente la carga admisible en las columnas de esbelteces bajas, mien-
tras que en las de esbelteces mayores las diferentes curvas para distintas relaciones de excentricidad

tienden a unirse con la curva de Euler.®:© (- 02) @329, @1. D
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Figura 15.3 Férmula de la secante. Las gréficas corresponden a la formula de la secante, ecuacion (15.13), para diferentes
valores de la relacion de excentricidad y un acero de o, = 280[MPa] y E = 210[GPal.

10. Tipos de equilibrio. En capitulos previos al examinar estructuras se supuso que ellas estan en equi-
librio. Ahora conviene distinguir el equilibrio segun sea estable, inestable o indiferente. La idea se puede
ilustrar por medio de las figuras 15.4a, b y ¢ en las que se muestra el equilibrio de una bola apoyada en
tres superficies lisas, en cada una de las cuales la suma de los momentos y de las fuerzas es nula. En la
a) el equilibrio de la bola ubicada en la cima de la superficie es inestable ya que si se pierde, debido a
alguna causa externa como una vibracién o una rafaga de viento, la bola no retorna a la posicion origi-
nal; en la sima de la superficie de la b), en cambio, la bola regresa a la posicion de equilibrio inicial si
ella se perdiese y por ello al equilibrio alli se le llama estable; en la c), al encontrarse la bola sobre la
superficie plana y retirarla de la posicién de equilibrio, se queda donde la ubiquen y no retorna ni se
aleja de la nueva posiciéon, también de equilibrio, por lo que se le llama indiferente o neutro. De manera
general se puede afirmar que si las fuerzas recuperadoras que obran sobre una estructura superan las

que tienden a perturbarla, el equilibrio es estable e inestable cuando son menores.®: © (2. @3).@7)
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Figura 15.4 Tipos de equilibrio. En la posicion inicial de la bola en las tres figuras ella esta en equilibrio. En la a) si la bola

pierde la posicién en la cimaya no retorna a ésta y el equilibrio es inestable; en la b) si retorna a la sima cuando transitoriamente

se la retira de alli y el equilibrio es estable; en la c) la bola permanece en la nueva posicion y el equilibrio es indiferente.
11. Columna. La ideal es un elemento esqueletal de una maquina o de una estructura, a menudo pris-
maética o cilindrica, que sometida a una fuerza externa de compresion, cuya recta de accion coincide
exactamente con el eje centroidal, permanece en el dominio elastico, es perfectamente recta y sobre ella
no actian momentos o fuerzas transversales, se supone sin peso y esta libre de tensiones residuales;
pueden ser largas, cortas 0 medias. Largas cuando se puede presentar el pandeo, nombre dado en este
caso a la inestabilidad eléstica, que ocurre cuando estan sometidas a una cierta carga llamada critica; cortas
cuando pueden fallar por aplastamiento al superarse la resistencia definida como limite en el material,
gue puede ser la tension de fluencia o la ultima; medias cuando la eventual fractura se debe a una com-
binacion de pandeo y aplastamiento y ocurre después de superarse el limite proporcional del material. A
menudo se puede retirar la carga critica en las columnas largas sin que haya ocurrido un dafio perma-
nente y la columna recupera la posicién inicial de equilibrio pues el pandeo puede ocurrir a tensiones

menores que las del limite proporcional.®: ©- . (12 23). 7). (2)

12. Carga critica en columnas. Fuerza de compresidn que en las columnas ideales produce el equilibrio
indiferente. En este hay equilibrio pero el eje centroidal de la columna puede flexionarse ligeramente,
adoptar una geometria distinta a la de un segmento de recta y el andlisis no es como lo expuesto en los
capitulos previos, que era valido para movimientos pequefios. Con fuerzas de compresién inferiores a
la critica el equilibrio de la columna es estable, ya que ella restaura la posicion de equilibrio original si,
por alguna causa externa, momentaneamente la pierde. Para fuerzas de compresién mayores a la critica
el equilibrio de la columna es inestable, ya que la misma se aleja cada vez mas de la posicion de equilibrio

original si por alguna causa externa la pierde, la deformacion aumenta considerablemente y puede
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colapsar repentinamente. Ademas, cuando la columna esta sometida a la carga critica, alguna otra carga
externa transversal, aunque sea pequefia, ya sea una fuerza o un momento flector, lo que la convierte
en viga columna, puede producir una deflexion idealmente infinita y por ello se considera, por seguri-
dad, que el pandeo ocurre inmediatamente se alcance la carga critica y que esta es la maxima que la
columna soporta. En consecuencia, pese a que el desarrollo exacto del tema es complejo, conocer la
carga critica en columnas es muy importante en el disefio de las mismas, aungue se base en una teoria
aproximada, ya que se supone pequefio con respecto a la unidad el cuadrado de la pendiente de la

elastica, y para ese disefio se procura, con los factores de seguridad, estar lejos de la carga critica.® ©

(11), (12), (23), (27), (32)

13. Cargas criticas en columnas de acuerdo con el tipo de apoyos. Las cuatro columnas de la fi-
gura 15.5 son ideales y sus extremos estan libres, articulados mediante pasadores sin friccibn o empo-
trados y estan sometidas a una fuerza axial de compresion P. La columna biarticulada de la figura 15.4b
se conoce como el caso fundamental de Euler y las cargas criticas de todas ellas, deducidas al resolver las
ecuaciones diferenciales respectivas para la posicion del equilibrio indiferente, estdn anotadas en la tabla
que se agrega en la parte inferior de la figura. N6tese de las ecuaciones 15.16 para las figuras 15.5cy d
que al restringir mas los extremos de las columnas las cargas criticas respectivas son mayores que la del

caso fundamental.

En (15.16), (15.17) y (15.18) no se tomo en cuenta la influencia de la fuerza cortante, la cual en vigas
columna o en columnas de secciones macizas es despreciable, ella puede ser importante en secciones
huecas o en las formadas por armaduras; este tema, asi como el pandeo originado por la torsion en ejes
delgados o en las aletas de vigas por la flexion, es relevante, pero su estudio supera las posibilidades del

presente libro.®: ©). 10). (12), (23), (27). (32)

14. Longitud efectiva l.. Es la porcién de la longitud de una columna que corresponde a la semionda
senoidal existente entre dos puntos de inflexion de la eléstica de la misma, cuando se encuentra en el
equilibrio indiferente y depende del tipo de apoyos; en la tabla incluida en la parte inferior de la fi-
gura 15.5 se consignan los valores respectivos. En esos puntos de inflexion el momento flector interno
de la columna es nulo, segun (15.4), y se pueden ubicar al resolver (15.4) o en los casos de las figu-
ras 15.5a y d al apelar a la simetria. Con base en esa definicion la carga critica de las cuatro columnas

ilustradas en la figura 15.5 se escribe:

2 (15.19)

1309



Mecéanica de Materiales / 15 Estabilidad

expresién conocida como formula de Euler, y la tensién critica:

Pcr
g =

_ T°E
cr A ile/rZ iz

(15.20)

en (15.20) a la fraccion Id/r; se la llama esbeltez de la columna. Las relaciones previas son aplicables en

tanto la tension producida en el pandeo no exceda el limite proporcional del material, ya que se dedu-

cen bajo el supuesto de que la columna se mantiene dentro del dominio elastico.

P
P P
| Al
114
1=l 1 =0,699/ 1=1/2
\\\ \ {‘;4
vt By W/‘%W 5
"
X X X
N libre articulada articulada empotrada
Tipo .
(‘IJI[)()U'H(I.EI articulada empot rada empotrada
P, T E1JAL ~EIP 92,0467 2 ETJ ir*EI/I* (15.16)
e 21 ! 0, 6991 0,51 (15.17)
L, 2,11 1 0, 8001 0, 651 (15.18)

Figura 15.5 Columnas ideales con diferentes tipos de apoyos. La figura a) corresponde a una columna libre en un extremo y
empotrada en el otro; la b) a una biarticulada y que se conoce como caso fundamental de Euler; la ) a una articulada en un
extremo y empotrada en el otro; la d) a una biempotrada. En todas ellas se supone que en el extremo superior, donde se ubica
el origen de coordenadas, se permite un pequefio movimiento longitudinal y la tabla que se observa en la parte inferior de la
figura informa las cargas criticas P, identificadas como ecuaciones (15.16), las longitudes efectivas |, de cada una nominadas
como ecuaciones (15.17) y las longitudes efectivas | recomendadas por la AISC registradas como ecuaciones (15.18).
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En la realidad un empotramiento perfecto es casi imposible de lograr, en relacién con los casos ideales
que se observan en las figuras 15.5c y d, y debido a esa incertidumbre en las columnas con empotra-
mientos, salvo el caso de la figura 15.5a, tales apoyos suelen suponerse articulaciones por lo cual esa

aproximacion va por el lado de la seguridad. A menudo la longitud efectiva se escribe:
I, =KI (15.21)

y K es el factor de longitud efectiva. Se sigue de (15.19) que esa carga critica no depende en una columna
de la resistencia del material, sino del médulo de Young y de la geometria; asi, dos columnas de idéntica
geometria pero con aceros de diferentes resistencias se pandearan bajo la misma carga critica, aunque
sus resistencias sean muy diferentes, ya que tienen practicamente el mismo moédulo de Young. Y se sigue

de (15.20) que a medida que la columna es mas larga, la capacidad de soporte decae rapidamente con
la esbeltez.®: © 10). (12, 23). (27). (32

15. Disefio 6ptimo de columnas. Al disefiar una columna se debe garantizar seguridad y buscar econo-
mia. Bajo el supuesto de que la columna tiene seccidon uniforme, la seccibn mas eficiente es la que sin
detrimento de la seguridad usa la menor cantidad de material posible para soportar las cargas aplicadas
y, por ello, la idea es incrementar al maximo el radio de giro de la seccion para reducir la razén de
esbeltez, lo cual se puede lograr al maximizar el momento de inercia para un area dada. Como la menor
carga critica de una columna ocurre con respecto al eje que tiene el menor momento de inercia, para
disenarlas eficientemente se debe procurar que la seccidn recta tenga inercias iguales en los ejes princi-
pales; en tal caso el centroide de la seccidén se convierte en un punto principal y todas las direcciones
son principales. Las secciones de las columnas de acero tienen forma de tubos circulares, de H o de caja
y en las de hormigon reforzado las barras de refuerzo se ubican alrededor de la periferia en forma
simétrica. De todas las geometrias posibles, la tubular circular es la mas eficiente y de cerca la sigue la
tubular cuadrada; sin embargo, estos perfiles no pueden ser tan delgados ya que pueden ocurrir pan-
deos locales que originen cambios significativos en la seccion recta. ElI pandeo local debe considerarse
por separado y asi el disefio final de la columna se basara en su habilidad para soportar el pandeo local

y el total bajo la accion de las cargas aplicadas.® @ ©) 10 12).23). 27

16. Columnas imperfectas. La teoria de columnas se basa en que son rectas, que la fuerza de compresion
se aplica perfectamente alineada con el eje centroidal y que los extremos estan libres, articulados o
empotrados, por lo que de alli se deducen las respectivas longitudes efectivas. Las columnas que no se
ajustan a las condiciones ideales se llaman imperfectas y, en realidad, las columnas presentan desviacio-

nes de las condiciones ideales que influyen en el pandeo. Desviaciones comunes son apoyos no ideales,

1311



Mecéanica de Materiales / 15 Estabilidad

la excentricidad de la carga de compresion causada por errores en la alineacién de la misma, la existen-
cia de alguna curvatura inicial de la columnay si a ello se une el hecho de que la carga sea ligeramente
excéntrica, convierte el elemento en viga columna, entonces ésta provoca al aplicarse y de inmediato
una desviacion lateral que crece al aumentar la carga y la falla ocurre con una carga menor a la que se
calcula sin esos defectos, ya que hay tensiones sumadas debidas a la carga de compresiéon y al momento

gue esta produce por la deflexion.

Como en la préactica no hay columnas ideales, se subraya la razén por la que el conocimiento de la carga
de pandeo es tan importante en el disefio estructural y un disefiador debe hacer una estimacién razo-
nable de la curvatura inicial de la columna y de la longitud efectiva real; por ejemplo, para columnas

con extremos empotrados no se recomienda usar |, =0,51, sino un valor mayor, I, =0,65l, ya que es

virtualmente imposible alcanzar un empotramiento exacto y algo de tendencia a girar se presenta en
es0s extremos. En la tabla incluida en la parte inferior de la figura 15.5 se consignan los valores reco-
mendados, conservadoramente, para la longitud efectiva, I, por la American Institute of Steel Cons-
truction (AISC). Incluso, por precaucion, hasta se puede suponer biarticulada la columna doblemente

empotrada.

Las imperfecciones mencionadas producen flexion de la columna ademés de la compresion; por ello
puede suponerse razonablemente que una columna real que soporta una fuerza de compresion, cuya
recta de accion coincide presuntamente con el eje centroidal de la misma, es semejante a una viga co-

lumna cargada excéntricamente y, para tales casos, se puede usar la formula de la secante dandole a la

relacion de excentricidad ey, /r’ un valor recomendado por la experiencia; asi, en el disefio de colum-

nas biarticuladas de acero estructural es usual suponer que eyméx/rz2 =0,25. Esta es una manera mas ra-

cional de tomar en cuenta las imperfecciones de la columna real en lugar de aumentar el factor de

segu ridad.®: ©). (0). (31), (31)

17. Pandeo en columnas més alla del limite de proporcionalidad. La teoria de Euler se basa en la
ecuacion de la elastica y, por tanto, la teoria tiene validez en tanto el pandeo ocurra mientras el material
de la columna obedece a la ley de Hooke y la tension de compresion sea menor que el limite proporcio-

nal del mismo; es decir, en tanto la esbeltez cumpla, segun (15.20):
I {
> £ (15.22)
r, Op
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y en el limite de (15.22) la esbeltez se llama critica. En un acero, por ejemplo, la esbeltez critica es 86,0

cuando E =210[GPa] Y o, =280[MPa]. Las columnas que pueden fallar segun la formula de Euler son

largas, por definicion, en ellas la esbeltez satisface (15.22) y por encima de esta esbeltez critica la columna
se pandea elasticamente; por debajo de ese valor las columnas son cortas o medias, la tension desarrollada
excede el limite proporcional del material y ellas se pueden pandear inelasticamente. En una columna
corta la esbeltez es pequefia y entre las columnas largas y las cortas hay un intervalo de columnas que se

llaman medias.® © & 9. @7

18. Formula de Euler con el modulo tangente. Para las columnas cortas y medias no es facil establecer
una teoria completamente racional del pandeo, pues la falla ocurre en el dominio plastico; por ello se
han ideado algunas teorias que usan la férmula de Euler, pero en ésta se reemplaza el modulo de Young
del material por otro médulo también relacionado con el diagrama o-£del mismo. Es el caso del médulo

tangente propuesto por Engesser en 1889 y definido en (7.5), E; =do/de, el cual es la pendiente de
la curva o-€ para compresion en cualquier punto de la misma; asi, la fuerza y la tension critica serian:

P

cr

2
T°E; |
:+ (15.23)

e

_ TE

W

expresiones conocidas como formulas de Engesser Euler. Si en vez del médulo tangente se usa el reducido,

(15.24)

que tiene un valor intermedio entre el médulo de Young y el tangente, propuesto por Engesser y Kar-
man, y que se basa en suponer un modulo equivalente a que el material tiene dos médulos de elasticidad
diferentes; uno en traccion Err y el otro en compresion Ecom. Este mddulo reducido también depende
de la forma de la seccidon y ya se usO en la proposicién 12.7.1-11, donde se supuso que la seccion se

comportaba como si estuviese formada por dos materiales; uno a traccion y el otro a compresion.

Shanley demostr6 en 1947 que ninguna de esas teorias era correcta, puesto que llevaban a contradiccio-
nes insalvables y numerosos experimentos de pandeo posteriores concluyeron que, aunque (15.23) no
es exacta, es razonable usarla para las columnas en la zona de tensiones inelésticas, ya que predice valo-

res ligeramente errados por defecto y, en consecuencia, por el lado de la seguridad.® © @3 @9). 7. (2)

19. Disefio de columnas. Para disefiar las columnas largas se toma en cuenta la tension critica que resulta

de la formula de Euler dividida por un factor de seguridad y es comun reemplazar la longitud efectiva
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tedrica por una corregida que tome en cuenta los defectos en los apoyos; esa tension critica depende del
moddulo de Young del material y no del limite proporcional. El disefio, basado en (15.23) para columnas
que fallan con tensiones en la region ineléstica, tiene el inconveniente de que se requiere conocer detalla-
damente el diagrama o-£ del material para obtener el modulo tangente. Por ello, se han ideado expresio-
nes segun el material, que se basan en los resultados de numerosos experimentos realizados durante méas
de cien afos, en la seleccion de un factor de seguridad apropiado para desarrollar criterios de disefio

trabajables y en las recomendaciones consignadas en diferentes codigos de construccion.

Una de ellas, de especial interés, es la formula de la secante ya que permite tomar en cuenta la excen-
tricidad, las curvaturas iniciales en la columna o las imperfecciones del material; imperfecciones que
llevan a la columna a comportarse como viga columnay, por ello, el comportamiento de estas columnas
suele modelarse con la ecuacion de la secante y se elige un cierto valor de la razén de excentricidad. En
los aceros estructurales, por recomendacion de la American Society of Civil Engineers, se usa comdn-

mente ey, /r* =025, la cual se baso en los resultados de gran nimero de pruebas en columnas. La

max

ecuacion (15.15) se convierte entonces en:

nPk, nPk,
o, =—% 1+0,25sec 1Ry (15.25)
A 2r, \E; A

en la cual, en lugar del médulo de Young se incluye el médulo tangente Er para tomar en cuenta los

dominios elastico e inelastico. Otros procedimientos de disefio se basan en férmulas empiricas como las

que a continuacion se mencionan.®: ©: (1. @3). 1

20. Formulas empiricas para el disefio de columnas. Supera los alcances de este libro explicar detalla-
damente el uso de las diferentes formulas que aparecen para el disefio de columnas y si se desea pro-
fundizar en ellas se deben consultar los manuales que asociaciones del acero, del aluminio, de la madera
y del hormigon han elaborado. Sin embargo, conviene mencionar que los disefios logrados por las di-
ferentes formulas son comparables dentro de las restricciones que limitan su aplicabilidad. Entre las
féormulas empiricas que se han ideado para el disefio de las columnas sometidas a tensiones en la regiéon

inelastica se mencionan las siguientes.

La de la linea recta, propuesta por W. H. Burr en 1882:

=0y -C, = (15.26)
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La parabdlica, ideada por J. B Johnson en 1893:

2

. (15.27)

:g’Y —C2 £
r,

>| o

y se subraya que las lineas recta y parabdlica, correspondientes a las expresiones previas, son tangentes

ala curva de Euler.
La formula de los ingenieros ingleses Rankine-Gordon, expuesta a mediados del siglo XIX:

(2

P
= . 15.28
A 1+C,(/r ( )

Las tensiones halladas con esas formulas deben dividirse por un factor de seguridad para establecer la
tension admisible y en todas ellas o es el limite de fluencia del material, las C; son constantes empiricas
que dependen de los materiales empleados y del tipo de apoyos de la columna y aquéllas no pueden
aplicarse para todo el intervalo de valores posibles de la esbeltez. Por ello el disefio de una columna
requiere a menudo de un procedimiento numérico de tanteo, ya que al ignorarse la esbeltez inicialmente

no se sabe cudl de las formulas aplicar.”: ©- @0 @37

21. Disefio de columnas de acero. En el disefio de columnas de acero la American Institute of Steel
Construction (AISC) hace recomendaciones y presenta formulas apropiadas, las cuales cambian con el
tiempo en la medida en que la experimentacion y la experiencia lo permiten. En lo que sigue se usaran
dos de esas formulas, que el autor no considerd pertinente actualizar pues la intencidén de los ejemplos que
se manejan mas adelante es mostrar el procedimiento con el cual se llega a un disefio. Para las columnas
largas es la curva de Euler y en las columnas cortas y medias es una curva parabdlica cuyo vértice, en la
esbeltez nula, tiene el valor de la tension de fluenciay se interseca tangencialmente con la curva de Euler
en una esbeltez que se llama la constante de columna Cc, que corresponde a una tension critica igual a la
mitad de la tension de fluencia; esta constante es la esbeltez de transicion que separa las columnas largas
de las medias. En ambas curvas la tensién admisible resulta de dividir por el factor de seguridad los
valores de las curvas citadas y se recomienda, adicionalmente, no usar columnas cuyas esbelteces su-
peren 200. El factor de seguridad en las columnas cortas y medias de acero es funcion de la razén entre
la esbeltez y la constante de columna, para incluir el efecto de curvaturas accidentales, pequefias excen-
tricidades en la ubicacién de la carga, tensiones residuales y cualquier incertidumbre en el calculo de la

longitud efectiva debido a extremos no ideales.
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Las expresiones son:

2
c.= |?"E (1529
Oy
2 3
I I, /r I./r I
Ty 9y 4 1 e/T: , :_+§ /"y 1 e /" ; para, 0s—=<C_ <200 (15.30)
n 2 C. 3 8 C. 8 C¢ r,
2
I
Ty :”—Ez, n:§; para, C, < <200 (15.31)
n(le/rz) 12 ;

Para deducir una propiedad geométrica de la columna, a partir de las relaciones previas, se puede usar
un método de tanteo y error, de aproximaciones sucesivas, ya que resultan ecuaciones algebraicas de
grado superior; como se ignora la esbeltez de la columna se hace una conjetura y con (15.29) se concluye
si se usa (15.30) o (15.31), se hacen los calculos necesarios para deducir la propiedad y luego se verifica
si si se cumple (15.29). En caso de no hacerlo, se hace una nueva conjetura y se repite el proceso hasta

satisfacer las ecuaciones.®: ©- 1. 23).(26)

22. Disefio de columnas de aluminio. En el disefio de columnas de aluminio la Aluminum Asocia-
tion (AA) recomienda usar para cada tipo de aleacion, y a continuacion se incluyen dos, tres formulas
con las que se calculan las tensiones admisibles de acuerdo con el intervalo de esbelteces y que, enton-
ces, ya incluyen el respectivo factor de seguridad; para las largas, este es de 1,95 y para las cortas y
medias es de 1,65. En las columnas largas se usa la curva de Euler, lineas rectas para las columnas
medias y cortas y se advierte la necesidad de revisar el pandeo local en las columnas, para lo cual la AA

también aporta formulas.® ©- 1. @3).6)

En la aleacion 6061-T6 son:

|
o, =131[MPa]; para Osr—eSQ,S (15.32)

z

|
o, =139-0,868 I—e [MPa]; para 9,5<-=<66 (15.33)
rZ rZ
3
|
gy =210 g para 66 (15.34)
(I./r,) r,
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En la aleacion 2014-T6 son:

|
e <12 (15.35)

oy =193[MPa]; para 0 < T
z

I
oy =212-1585 r—e [MPa]; para 12 < Ir—e <55 (15.36)
4 z
3
|
gy =240 Py para 5552 (15.37)
(Ie/rz) rZ

23. Diseio de columnas de madera. A diferencia de las columnas de acero y de aluminio, que son
productos industriales y cuyas propiedades pueden deducirse y luego controlarse adecuadamente du-
rante la construccion; las caracteristicas de las de madera son mas inciertas por tratarse de un producto
vegetal sensible a cambios de la especie, de la humedad, de la edad y de la duracion de la carga, al
ataque de hongos y de insectos, a la presencia de nudos y de la orientacién de las fibras, etc. Por ello,
las férmulas para calcular las tensiones admisibles en el disefio de las columnas de madera incluyen
factores de seguridad mas elevados y varian las recomendaciones, de acuerdo con las diferentes asocia-
ciones de productores o de constructores y de cddigos gubernamentales. Varias de ellas recomiendan
usar tres férmulas para calcular las tensiones admisibles segun el intervalo de esbelteces: en las largas la
formula de Euler, en las cortas una tension maxima que se condiciona a la resistencia a la compresion
paralela a la fibra y para las medias, ecuaciones polindmicas con exponentes como dos o cuatro. Mas
modernamente se recomienda una sola formula para todo el intervalo de esbelteces en la que se incluyen
diferentes coeficientes que toman en cuenta la resistencia de la madera, la esbeltez de la columna, las
condiciones de servicio, la duracion de la carga, la humedad, las altas temperaturas, la estabilidad del
elemento, etc. Para los fines del presente libro se usan formulas que fueron recomendadas en su mo-

mento por la National Forest Products Association (NFPA) y el American Institute of Timber Construc-

tion (AITC):
, /E
K'=2324,|— (15.38)
o

|
© <38  (15.39)

oy, =0'; para 0<—
rZ

I

oy =0 1-

4
|

eér . para 38<--<K'  (15.40)
r

W~

z
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2 |
. 1
~, para K'<

= - £ <173 15.41
274(. 1) (o4

Oy =
I’-Z
En estas ecuaciones, aplicables a secciones circulares y rectangulares, el radio de giro es el minimo de la
seccion, K’ es la constante de columna y se define como la esbeltez que separa las columnas medias de
las largas, lo cual da lugar a una tension admisible calculada con (15.40) que es igual a las dos terceras
partes de o’; esta Ultima es la tensién admisible para la compresion en un bloque corto de madera en

la direccion del grano.®: ©- @1 3. (26)

24. Disefio de columnas cargadas excéntricamente. Un elemento estructural simétrico con respecto al
eje Y, como se observa en la figura 15.6a, esta sometido a una fuerza de compresidén excéntrica y, en tal
caso, puede fallar como viga columna en el plano XY o como columna en el plano XZ; en esos casos, €l
disefio debe prevenir ambas fallas y para el efecto se han desarrollado métodos que toman en cuenta las
férmulas empiricas presentadas en los apartados previos para columnas cargadas centralmente. En la fi-
gura 15.6b la fuerza excéntrica se sustituy6 por el sistema fuerza par aplicado en el centroide de la seccién
recta, alejada de sus bordes, y las figuras 15.5¢ y d muestran las distribuciones que, por separado y supo-

niendo que no se supera el limite proporcional del material, cada causa produce. Asi, segun (12.44):

=D PY g =P PO g5 49)
AL, AL,
X
I
P i P O P(’y_\‘
‘ => :
_f\f\—/_“——/ _f‘-f‘\—/_“——/
(a) (b) (c) (d)

Figura 15.6 Columna cargada excéntricamente. La figura a) muestra un elemento esqueletal simétrico con respecto al eje Y y
gue soporta una fuerza de compresion excéntricay en la b) el sistema fuerza par equivalente en el centroide de la seccién recta
del elemento; en c) y b) se ilustran las distribuciones de tensiones que, por separado y bajo el supuesto de que no se supera el
limite proporcional del material, originan la fuerzay el par en la seccion.
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Esa tension méxima no puede superar la que se haya establecido como admisible y, para satisfacer la
exigencia, se han ideado dos procedimientos conocidos como método de las tensiones admisibles y método in-
teractivo; el disefio de una columna cargada excéntricamente por estos métodos puede requerir el uso de

procedimientos de aproximaciones sucesivas cuando resultan ecuaciones de grado superior.®: 2 @3.@7

25. Método de las tensiones admisibles. Consiste en suponer que la tension admisible en la viga co-
lumna es la misma que se establecié por medio de las expresiones dadas en los apartados previos para
columnas segun el material y la esbeltez; por ello:
P Pey.,
o] =+ i < g (15.43)

max A IZ

Para calcular la tension admisible gw los codigos de disefio exigen que se use el menor radio de giro
de la seccion el cual no siempre es el que se refiere al eje Z; por ello, el disefio puede resultar conser-

vador.®: 12.(23).@7)

26. Método interactivo. La tension admisible en flexion toma como referente el limite proporcional del
material y suele ser mayor que la considerada admisible bajo compresidn, pues en esta Ultima se tiene
gue tomar en cuenta la posibilidad del pandeo. Por ello, un método menos conservador con el que se

busca alcanzar un equilibrio entre las dos tensiones consiste en reescribir (15.43) asi:

—Z/ A PO/l £q (15 40)

WC WF

en la que duc es la tension admisible a compresion en el elemento tomado como columnay gwr la tension
admisible a la compresion ocasionada por la flexion en el elemento mirado como viga. En (15.44) se
toman en cuenta las capacidades del elemento para soportar simultaneamente la compresion y la flexion
y en ella se debe elegir, al calcular gwc y acatando la exigencia de los cédigos de disefio, el menor radio
de giro de la seccién sin importar el eje con respecto al cual ocurra la flexion. Los codigos imponen
otras limitaciones que se refieren a los valores de (P/A)/o,,., para los cuales debe usarse una expresion
modificada de (15.44), que deben tomarse en cuenta al disefiar columnas reales pero cuyo analisis de-

tallado supera los propositos de este libro.®: (2 3.7
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15.2 Ideas basicas

15.2.1 Proposiciones

1. Ante una perturbacion sorpresiva y transitoria, una estructura que soporta cargas externas adopta

una nueva configuracion de equilibrio; en tal caso, el equilibrio de la estructura era inestable.

2. Una viga columna puede ser un elemento estructural erguido verticalmente.

3. El equilibrio de una viga columna se mantiene hasta que la fuerza de compresion toma el valor critico.
4. Una viga columna puede fallar aunque la fuerza de compresion sea menor que la critica.

5. La deflexién maxima de la elastica es mayor en una viga columna que en una columna de iguales

material, inercia y longitud, cuando ambas estan sometidas a la carga critica.

6. Se puede predecir o anticipar por las grietas formadas en el tiempo, ante eventuales perturbaciones
laterales y transitorias, una futura falla por pandeo en una columna que soporta, sin que se sepa, la carga

critica.

7. El pandeo puede ocurrir en una viga biempotrada a paredes rigidas al aumentar la temperatura.
8. El pandeo es un fendmeno de inestabilidad que solo ocurre en columnas largas.

9. El pandeo puede darse en una membrana de revolucion.

10. El pandeo puede ocurrir en un tubo delgado, circular y recto sometido solo a una fuerza axial de

traccion.

11. El pandeo puede presentarse en un tubo delgado, circular y recto sometido solo a torsion.
12. El pandeo puede aparecer en un tubo delgado, circular y recto sometido solo a flexion pura.
13. Al aplicar la carga critica a una columna, esta pierde el equilibrio.

14. La carga critica en una columna le produce una elastica infinita.

15. Cuando el pandeo ocurre en columnas largas y de esbelteces grandes la tensién de compresion
critica es baja, comparada con el limite proporcional del material. Tal situacion se puede reversar al
usar un material que tenga mayor resistencia.

16. Una columna a la que se le aplica una fuerza de compresion ligeramente mayor que la critica colapsa.
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17. Una columna corta falla por pandeo.

18. Para todos los valores de la esbeltez una columna se comporta elasticamente.

15.2.2 Soluciones

1. Falso. Como la anterior y la nueva son configuraciones de equilibrio, la estructura estaba y sigue en

equilibrio indiferente.
2. Cierto. Ya que para ser viga columna basta que el elemento esté sometido a cargas axial y transversal.

3. Falso. Colapsa antes de que la fuerza de compresion alcance el valor critico ya que la tension méaxima

producida supera la resistencia del material.
4. Cierto. Las razones se expusieron en la proposicion previa.
5. Cierto. En la viga columna la carga critica da lugar, idealmente, a una deflexion méxima infinita.

6. Falso. En no dar sintomas evidentes reside la peligrosidad de la falla por pandeo. La columna esta
en equilibrio indiferente pero ante la perturbacion lateral se convierte en viga columna y se flexiona,

idealmente, hasta el colapso.

7. Cierto. Al aumentar la temperatura la columna se dilata pero las paredes lo impiden, por lo tanto se
desarrolla en ellas una fuerza de compresion que, al incrementar con la temperatura, puede alcanzar el

valor critico que da lugar al pandeo.

8. Falso. Ocurre cuando concurren tensiones de compresion y delgadez en un elemento; por ejemplo,

puede darse en un tubo delgado sometido a torsion.

9. Cierto. Podria ocurrir al hacerse el vacio dentro de una lata de gaseosa, ya que concurren en la pared
de la misma la delgadez y tensiones meridional y paralela de compresion debidas a la presion atmosfé-

rica externa.

10. Falso. En la pared no concurren compresiones y delgadez ya que se deduce de la circunferencia de

Mohr que, en todas las direcciones, en cualquier punto del tubo, las tensiones son de traccion.

11. Cierto. De la circunferencia de Mohr se sigue que en las direcciones que forman un angulo de 45°

con respecto al eje del tubo hay tensiones de compresion y ellas concurren con la delgadez de la pared.
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12. Cierto. La mayor tension de compresion ocurre de acuerdo con la teoria de la flexion en uno de los

bordes més alejados del eje neutro y, por ello, concurre alli esta tension con la delgadez del tubo.

13. Falso. La columna se mantiene en equilibrio, pero este es indiferente y perturbaciones laterales al

convertirla en viga columna podrian originar el colapso.

14. Falso. Ante la carga critica el equilibrio de la columna es indiferente y su eje centroidal adopta una
posicién de equilibrio, ligeramente diferente a la recta; segun la teoria de Euler, esta es una funcion

seno de amplitud indeterminada pero pequefa.

15. Falso. Ya que la columna se pandea como resultado de una inestabilidad global y no por la debilidad
del material respectivo; la tension critica solo puede aumentarse al reducir la esbeltez de la columna o

al usar un material més rigido por tener un mayor modulo de Young.

16. Falso. En tal caso hay equilibrio, pero es inestable y si sobre la columna actla una fuerza lateral

transitoria se produce el colapso.

17. Falso. Falla por aplastamiento cuando la tension producida por la fuerza de compresion supera la

tension ultima del material.

18. Falso. Se comporta elasticamente hasta una esbeltez minima, la critica dada en (15.22), que es la que

origina una tension de compresion en la columna igual al limite proporcional del material.
15.3 Relaciones puntuales en una viga columna
15.3.1 Proposiciones

Todas las proposiciones de esta unidad se refieren a vigas columna que soportan cargas axial y trans-

versal.

1. EI momento flector es méximo o minimo en la seccion donde la fuerza cortante es cero.

2. La tercera derivada de la elastica en una seccion es directamente proporcional a la fuerza cortante.
3. En una articulacion interna la elastica presenta un punto de inflexion.

4. En el punto de la elastica donde la primera y la tercera derivada son nulas también es cero la fuerza

cortante en la seccidn respectiva.

5. En la seccion donde la fuerza cortante es nula también es nula la tercera derivada de la elastica.
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6. Donde la elastica tiene un punto de inflexion el momento flector interno es nulo en la seccién res-

pectiva.

7. El angulo entre las tangentes trazadas a la eléstica en dos puntos arbitrarios de la misma puede cal-

cularse con el primer teorema del &rea de momentos respectiva.

15.3.2 Soluciones

1. Falso. Es maximo o minimo el momento donde su primera derivada sea nula y ello ocurre, se-
gun (15.2), en el punto del elemento en el que simultineamente la cizalladura y la pendiente de la

elastica son nulas.

2. Falso. La ecuacion que resulta al derivar (15.4) y tomar en cuenta (15.2) contradice lo afirmado:

d3v 1 dv
e L
X

3. Cierto. En un punto de inflexién la curvatura es nula, y ello se cumple segun (15.4) ya que en la

articulacion el momento flector es nulo.
4. Cierto. Se comprueba al examinar la ecuacién escrita en la proposicién 15.3.1-2

5. Falso. Para serlo tendria que anularse también en ese punto, segun la proposicién 15.3.1-2, la primera

derivada de la eléstica.
6. Cierto. Se deduce de (15.4), ya que en un punto de inflexion la curvatura de la elastica es nula.

7. Cierto. Al examinar la informacion dada en el apartado 14.1-8, la figura 14.3a, (14.14) y las hipétesis
en que se basan (14.14) y (15.4), se concluye que ese teorema es también aplicable a una viga columna.
La principal diferencia para su uso es que en el diagrama de momentos respectivo se incluirian funcio-

nes trascendentes.

15.4 Eléstica de vigas columna que soportan fuerzas de compresion

15.4.1 Proposiciones y ejercicios

Todas las proposiciones y ejercicios de esta unidad se refieren a vigas columna y cuando en alguna se

dice que la AB esta simplemente apoyada se entiende que en A hay una articulacion y en B el apoyo es
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de patin; y si se informa que la AB esté en voladizo se interpreta que en A hay un empotramiento y B es

el extremo libre.

1. La carga criticaes p, = 72E1/12.

2. Cuando ocurre la falla, necesariamente se produce con respecto al eje de la seccidén que tiene el menor

radio de giro.
3. Al duplicar la fuerza de compresion excéntrica se duplica la deflexion méxima de la eléstica.
4. La tension méxima es directamente proporcional a la fuerza de compresion aplicada.

5. Si el elemento esta biarticulado y sometido en sus extremos a fuerzas de compresion igualesa Py a

pares flectores iguales a M, diga, y explique donde ocurre la tensidbn normal maxima.

6. EI momento flector en el centro de la luz se haria hipotéticamente infinito en el mismo caso,

si P =m°El/I.
7. El principio de superposicion no es aplicable para calcular la curva elastica.

8. La elastica debida a la fuerza de compresion y a una fuerza transversal uniformemente repartida se

puede hallar al sumar las elasticas que esas fuerzas producen por separado.

9. El elemento en voladizo AB soportaenBa P, =-iP y M, =i M,. Halle v(x).

10. El movimiento vertical de B es, en el caso previo, d, = M, [sec(Al)-1]/P,.

11. En el mismo caso, M, = M sec(Al)cos(Ax).

12. El elemento en voladizo AB soportaen B a F, = -i,P -iF,. Halle v(x).

13. En el caso previo, M, = Fysen[A(x~1)]/[Acos(Al)].

14. En el mismo caso, P = 7°El, /{161?); entonces el movimiento vertical de B es g, =16(4 - 7)F,1° /(7°EI, ).
15. En el elemento simplemente apoyado AB obranen B M, =i M, y P, = -i P. Halle v(x).

16. En el elemento simplemente apoyado AB obranen B M, =iiM, y P, =-iP, yen A, M, =-iiM

0"

Halle v(x).
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17. En el caso previo, v, = M,[cos(A1/2)-1]/P.
18. En el mismo caso, MZ(I/Z) =M, sec(AI/Z).

19. El elemento simplemente apoyado AB soportaenBa P, = -i,P yenelcentrodelaluzCa F, = -iF

0"

Halle v(x).
20. En el caso previo, M_, = F, [sec(Al/2)- A1/2]/(2P).
21. En el mismo caso, (M,),, = F,[tan(A1/2)]/(22).

22. El elemento simplemente apoyado AB soporta una fuerza repartida de intensidad p,, = -i p,, yen B
a P, =-i P. Halle v(x).
23. En el caso previo, |v| . = p,[sec(A/2)-1- #17/8]/(¥P).

24. En el mismo caso, (M), = p[sec(A1/2)]/(#).

25. El elemento simplemente apoyado AB soporta en B a P; = —i P, y sobre él pueden ademas obrar
en el centro de laluz C, F. =-i,F,, ouna fuerza repartida de intensidad p,g = =i, p,. En el primer caso

la P, es mayor.

26. El elemento simplemente apoyado AB soporta una fuerza repartida de intensidad p,z = —iy posen(ﬂx/l), y

enBa Py =-i,P. Halle v(x).

27. El elemento simplemente apoyado AB soporta en B a P, = -i P, y tiene inicialmente una deflexion

pequefia, v, = —d,sen(mx/1). La deflexion total de la eléstica es v, = - d,sen(m/1)/(L- P/P, ).

28. El elemento biempotrado AB soporta una fuerza repartida de intensidad p,, =-i, p,, y en los em-

potramientos fuerzas de compresion iguales a P. El momento reactivo en Aes M, = p {a/[2tan(A1/2)]-1}/ 2.
15.4.2 Soluciones

1. Cierto y falso. De acuerdo con la explicacion. La carga critica es la que en una viga columna da lugar
a una deflexion infinita y ello ocurre, como en el caso particular que da lugar a (15.11) y en otros simi-

lares, cuando el angulo de la funcion trascendente, sea secante o tangente, toma el valor de 772, lo que
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corresponde a Al =7 y P, =7°El/I?; es falso en el caso de que la viga columna esté sometida a una

fuerza excéntrica de traccion.

2. Falso. La falla ocurre con respecto al eje en el que la situacion sea mas critica; por ejemplo, si XY es
el plano de la flexion de la viga columna ese eje seria el Z cuando, segun (15.13), la tensiébn normal
alcanzase la admisible del material y seria el Y si en el plano XZ se llegase, de acuerdo con (15.20), a la

tension critica de pandeo.

3. Falso. Se refuta al observar (15.11), donde P aparece en el coeficiente del corchete y dentro del radical

incluido como parte del &ngulo de la secante.

4. Falso. Se refuta al observar (15.13), donde P aparece en el coeficiente del corchete y dentro del radical

incluido como parte del angulo de la secante.

5. Ocurre en el centro de la luz ya que alli es mayor el brazo de la fuerza excéntrica (15.12), y por el lado
concavo donde se suman las tensiones de compresion debidas a la fuerza axial y al momento; por el

lado convexo la tension debida al momento es de traccion.

6. Cierto. Ya que seguin (15.12) si P = P, entonces SEC(}T/Z) = oo; ello ocurre porque el brazo de la fuerza

cr?

excéntrica se hace hipotéticamente infinito.

7. Cierto y falso. De acuerdo con la explicacion. No es aplicable cuando se suman las ordenadas de las
curvas de las elasticas provocadas por separado por la fuerza axial y las cargas transversales. Pero si lo
es cuando se suman las curvas elasticas ocasionadas por separado por las cargas transversales que obran

sobre la viga columna sometida a una misma fuerza axial.

8. Falso. La explicacién se dio en la proposicion previa. Notese que por efecto de la fuerza axial el
elemento sigue recto y que la elastica de la carga repartida es un polinomio, de acuerdo con la fi-

gura 14.4j, y la suma no se concilia con la ecuacion de la elastica informada en (15.9).

9. El anélisis toma en cuenta la figura 15.7 en la que Ma es el momento reactivo en A; de la figura 15.7b

sale M, =-Pv+M, en 0<x<I, y luego con X =P/(El,) se integra dos veces (15.4). De (14.13) en A,
6,=0 y v,=0, y de (15.4) en B, d?%,/dx’=M,/El,, se deducen c,=0, C,=-Mysec(Ml)/P Y

MA:Mosec(/\I):
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gx\: + Py = II\EAA v = Csen(Ax)+ C, cos(Ax) + '\g’* = NI(JLC(/“)[l‘ cos(Ax)]
Y . Y
.- - T 1’”
1; T M, M, /'f% >
- v , ‘ — |
P == y I) —.—‘X 1) {‘ ::—__:::::_:Fd:___ H e —DX
\ ZA N B \ F X "
[
(a) (b)

Figura 15.7 Viga columna en voladizo 1. La figura a) muestra una viga columna que soporta una fuerza de compresiéon y un
par en B; en la b) se observa el diagrama de cuerpo libre de longitud x.

10. Cierto. Del ejercicio previo, al hacer x=1:
Og = v(I) = MO%C(/“) [1— cos(/\l)] = % [sec()ll)—l]

11. Cierto. Del ejercicio 15.4.1-9:
M,=-Pv+M, =M, sec(}ll)— M, sec()ll)[l— cos(}lx)] =M, sec(/\l)cos(/\x)

12. La solucion se apoya en la figura 15.8 en la que May Ra son reacciones en Ay R, = F; de la figura
15.8b se deduce M, =-Pv+ M, +F,x en 0<x<1, donde v es negativa y luego, con X = P/(El,), se inte-
gra dos veces (15.4). De (14.13)en A, 8, =0y v, =0, yde (15.4) en B, d’v,/dx’ =0, salen C, = - F, /(AP),
C, = F, tan(Al)/(AP) y M, = -F, tan(Al)/A:

MA+F0X

2
u+A2 = L
El,

dx? El

z

v =C,sen(Ax) + C, cos(Ax) + % + % = —%{sec(/\l){sen[/\(x —1)]+ sen(At )} - Ax)

Y
F
j”\ 2 f -
p [ p X P N
A s s ‘?J B == U M
- X - N Ba— P
| e X - > g
R, L v
(a) s (b) '

Figura 15.8 Viga columna en voladizo 2. La figura a) muestra una viga columna que soporta en B una fuerza bidimensional,
en la b) se observa el diagrama de cuerpo libre de longitud x.
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13. Cierto. Del ejercicio previo:

i - Fsen[A(x -1
M, = —Pv+M, +Fyx = —7°tan(/\l)+ F0x+7°<sec(/ll){sen[/\(x—I)]+sen(/\|) _AX>:%((/\XI))]

14. Cierto. De la informacion, A =./P/(El,) = 7/(41), y del ejercicio 15.4.1-12 al hacer x = I:

64F,I°
7°El

[tan(7z/4) - (n/4)] = %

4 z

Sy =-v(l)= %[tan(/\l)—/\l] =

15. La solucion usa la figura 15.9, en la que R, = M,/I; de la figura 15.9b sale M, =-Pv+ Mox/l
en 0<x<I, con v negativa, y luego, si X = P/(E|z) se integra dos veces, (15.4). De (14.12) en Ay B,

V, =Vg =0, resultan C, =-M,/[Psen(A1)] y c, =0:

dv M X M X
——+Xv=—2 v=Csen(ax)+C, cos(Ax)+
dx® IEI ' ’
Y
. X -
P A - ,lé—]) _ X
. _ \!fq.'____ - s e
" ! ’l
R, R,

(a) (b)

Figura 15.9 Viga columna simplemente apoyada 1. La figura a) muestra una viga columna que soporta en B una fuerza de
compresién y un par; en la b) se observa el diagrama de cuerpo libre de longitud x.

16. La ecuacion de la elastica resulta de sumar las que generan por separado cada uno de los pares
cuando actdan con la misma fuerza de compresion P. En uno de ellos se usa el ejercicio previo y para el

otro se cambia x - (I - x); luego se apela a identidades trigonométricas de angulo medio y de suma de

Senos:

y=-Mo sen(Ax) _x Mg sen(Al-ax) _1-x __ M,
p

sen(Al) 1 P sen(Al) I Psen(A)

[sen(Ax) + sen(Al = Ax) - sen(Al)]

M, Al
=- -2 —cos(Al/2
Peos(Al2) > T2 cos{Al/2)
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17. Falso. Por la simetria el maximo ocurre en el centro de la luz y se usa el ejercicio previo:

— M 0
~ Pcos(A1/2)

v, . =-v(/2) [1-cos(1/2)]= %[sec(/\l/z)—l]

18. Cierto. Las reacciones verticales en Ay B son nulas por la simetria y se usa la proposicion previa:
M, (1/2)= M, + P . =Mgsec(Al/2)

19. De la figura 15.10 sale que R, = F,/2, ydela15.10bque M, =-Pv+F;x/2 en 0<x<1/2, donde v
es negativa y luego, con A = P/(EIZ), se integra dos veces (15.4). De (14.12) en A, v, =0, y por la sime-

triaen C, 6. =0, resultan C, = - F, /[2APcos(Al/2)] y C, =0:

d2v | , _ Fyx Fox __ Fy sen(ax) , Fox

—— + Nv= v =C,sen(Ax)+C, cos(Ax)+ = = en 0<x<l1/2
dx? 2El, ssen(x)+ C; cos{ ) 2P 2P cos(Al/2) 2P /
Y Y
2 — 2
B 44 ' : (“[ %\4—]’ 4’\
R, Rl

(a) (b)

Figura 15.10 Viga columna simplemente apoyada 2. La figura a) muestra una viga columna que soporta en B una fuerza de
compresion y en el centro de la luz una fuerza vertical; en la b) se observa el diagrama de cuerpo libre de longitud x.

20. Falso. Segun la simetria el méximo ocurre en el centro de la luz y se usa el ejercicio previo:

— _u(1/9)= Rl _F _A
Mu = (/2)= 2APcos(Al/2) 4P 24P tan(A1/2) 2

21. Cierto. Por la simetria el maximo ocurre en el centro de la luz y se usa el ejercicio 15.4.1-19:

(M, ) =M. (1/2)= —F’v(l/2)+FTO|

Al Fyl _ Fytan(A1/2)
4

Fo A R
> tan(1/2) S o

22. En A la reaccion vertical es R, = p,l/2, y al tomar en cuenta la flexion de la viga columna se de-
duce M, =-Pv - p,x?/2+ p,lx/2, donde v es negativa, y luego con X =P/(El,) se integra dos ve-

ces (15.4). De (14.12) en Ay B, v, =Vg =0, resultan C, = - pytan(Al/2)/(P) y C, = - p, /(1?P):
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2 2 2
AV | oy = - PXTy Pol v=C,sen(Ax)+C, cos(x) - X« Polx 20
dx? 2El, 2El, 2P 2P 2%P

Ax? HIx
2

1

v= —AFZ)—‘:D tan(Al/2)sen(Ax) + cos(Ax) +

23. Cierto. Por la simetria el maximo esta en el centro de la luz y se usa el ejercicio previo:

2212

212 212
)+/]I ATy o B sec(Al/2)-1-

M 4 2P

=v(1/2) = /\2—; tan(A1/2)sen(Al/2) + cos( /2

max

24. Falso. Debido a la simetria el maximo ocurre en el centro de la luz y se usa el ejercicio 15.4.1-22:

(M) =M. (1/2) = -PV(1/2)-

2 212 2 2
PoX™ | PolX _ Po Al Pol Pol” _ Po
=— seclAl/2)-1- - + = —|sec({Al/2)-1
2L PP gegfif2)-1- A - Py o= Poecly2)-1]
25. Falso. Son iguales a P, = 7°El Z/I2 ; para esta fuerza de compresién se concluye de las proposicio-

nes 15.4.1-20y 15.4.1-23 que las elasticas respectivas tienden a infinito, idealmente, ya que con ese valor

los angulos de la tangente en la primera y de la secante en la segunda son iguales a 772.

26. La solucion se apoya en la figura 15.11. Primero se calculan Ra, y se usa la simetria y el momento
flector M,(x) (figura 15.11b) sin olvidar que v es negativa y luego, con A2 =P/(El,) y P, = 7%El, /1%, se

integra dos veces (15.4). De (14.12) en Ay B, v, =vg =0, resultan C, =0y C, =0:

2

| X
R =1J'posen(nx/l)dx:p—OI y M, =—Pv+pLIX—J’(x-x’)posen(ﬂx’/l)dx'z _py+ Pl sen(mx/1)
2 ) m n 0

”2
2 2 4 4
9V, py= Lsen(/zx/l) v = C,sen(Ax)+ C, cos(Ax) - pol*sen(m1) _ __pol*sen(mi1)
dx? ﬂ'zElz ”4E|z(1_P/Pcr) ”4E|z(1_P/Pcr)
): x L p=p.sen(mx/ly Y

T, g

P : . 4
i [T s /@ L‘i\\f\‘:{lu:_L L ﬁ?p M.
B '\_.H‘:-f:_:%])
I R, dx' %
R, R, S

k X
(a) (b)

Figura 15.11 Viga columna simplemente apoyada 3. La figura a) muestra una viga columna que soporta en B una fuerza de
compresion y en toda la longitud una distribucion senoidal de carga; en la b) se observa el diagrama de cuerpo libre de longi-
tud x y en este se sombrea un elemento infinitesimal de la carga repartida ubicado por su distancia x’ al origen en A.
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27. Cierto. Por la deflexién del elemento la fuerza de compresion tiene brazo inicial y ello da lugar a un

momento flector que la aumenta en la cantidad v; asi, M, =-P(v+v,), Y se recuerda que ambas deflexio-
nes son negativas. Luego, con A =P/(El,) y P, = 7%El,/I?, se integra dos veces (15.4). De (14.12) en A

yB, v, =vg =0, resultan C, =0y C, =0:

2
% + v = =22y, = Pg,sen(mx/l) v =C,sen(Ax)+C, cos(Ax)- Pd‘ienéﬂx/ ). PJ‘I’:enF()”X/ )
X ~ Fer ~ Fer

v, =vy, =g sen(ml)+ Paysen(mx/1) _ _ Jysen(m/1)
P - PCr 1_ P/Pcr

28. Cierto. En A la reaccion vertical es R, = pyl/2, y Mael momento reactivo; al tomar en cuenta la
elastica del elemento, se deduce M, = -Pv— p,x?/2+ p,lx/2+M,, con v negativa. Luego se integra dos
veces (15.4) con X =p/(El,). De (14.13) en A, v, =0 y 6, =0, y resultan C,=-p,l/(2/P) y

C, =-M,/P - p,/(#P):

2 2 2
9V, py=- P, Polx M, v = C,sen(Ax)+C, cos(Ax) - P+ Polx , M | Po
dx? 2El, 2El, El, 2P 2P P XP

6 = AC,cos(Ax) - AC,sen(Ax) - % + Z_‘I;I

De (14.13) en B, v, =0, se deduce:

__ Pl - Ma B Ma , P P A
0 2/]Psen(/ll) P cos(Al)+ s Ma=32 T (2) 1

15.5 La elastica en vigas columna que soportan fuerzas de traccion

15.5.1 Proposiciones y ejercicios

Todas las proposiciones y ejercicios de esta unidad se refieren a vigas columna y cuando en alguna se
dice que la AB est4 simplemente apoyada se entiende que en A hay una articulacion y en B el apoyo es
de patin; y si se informa que la AB esta en voladizo se interpreta que en A hay un empotramiento y B es

el extremo libre.

1. El elemento en voladizo AB soportaen B a M, =i,M,. Calcule v(x).
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2. En el caso previo, M, = M, sech(Al)cosh(Ax).
3. El elemento en voladizo AB soportaen B a F =i P -i F,. Calcule v(x).

4. En el caso previo, M, = Fsenh[/\(x - I)]/[Acosh(/\l)].

5. El elemento simplemente apoyado AB soporta una fuerza repartida de intensidad p,; = -i, p,, yen B

a p, =i,P. Calcule v(x).
6. En el caso previo, (M,), ,, = p,[L-tanh(Al/2)]/ 2.

7. El elemento biempotrado AB soporta una fuerza repartida de intensidad p,g = -i, p,, y en los empo-

tramientos fuerzas de traccion iguales a P; entonces M, = p,{L- Al/[2sech(A1/2)]}/ 2.

15.5.2 Soluciones

1. Para el calculo mirese la figura 15.7, sin olvidar que ahora la fuerza axial es de traccion, en la que Ma
es el momento reactivo en A; asi, M, =Pv+M, en 0<x <1, y después con = P/(EIZ) se integra dos
veces (15.4). De (14.13)en A, 8, =0y v, =0, y de (15.4) en B, d?v, /dx* = M, /El,, se deducen C, =0,
C, =M,sech(Al)/P y M, = M,sech(Al):

2
d ;/ “pv=Ma s C,senh(Ax) + C, cosh(Ax) - Ma - M, sech{Al) [cosh(Ax) - 1]
dx El, P P

2. Cierto. Del ejercicio previo:
M, =Pv+M, = M,sech(Al)+ M, sech(Al)[cosh(Ax)-1] = M, sech(Al )cosh(Ax)

3. Para la solucion obsérvese la figura 15.8, pero tdmese en cuenta que ahora la fuerza axial es de trac-
cion, en la que May Rason reaccionesen Ay R, =F,; entonces M, =Pv+M, + F;x en 0< x <1, donde v
es negativay luego, con x =p/(El,), se integra dos veces (15.4). De (14.13)en A, g, =0Y v, =0, y de (15.4)
en B, d2v,/dx? =0, salen C, =F,/(AP), C, =-F,tanh(Al)/(AP) y M, = —F, tanh(AI)/A.

dv. , M

-Nv=—A+

dx? El

Fox

El,

z

v=Cgsenh(Ax)+C, cosh()lx)—% —% = —2 (sech(A {fsenh[A(x —1)]+ senh (A1 J}- Ax)

Fo
PA
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4. Cierto. Del ejercicio previo:

_ R B R _ Fosenh[A(x - 1)]
M, =Pv+M, +Fx = y {sech(A fsenh[A(x - 1)] + senh (A1 )}~ Ax) y tanh(Al)+ F,x “Acosh(l)

5. En A la reaccion vertical es R, = p,1/2, y al tomar en cuenta la deflexion de la viga columna se deduce
M, =Pv- p0x2/2+ polx/2, donde v negativa y luego, con A= P/(EIZ), se integra dos veces (15.4).
De (14.12) en Ay B, v, =V =0, resultan C, = p,tanh(M/2)/(¥P) y C, = - p,/(12P):

d?v PoX® . Polx

2
. - + v =Cgsenh(x)+ C, cosh(Ax) - + 2% — Polx Po
dx 2EI,  2EI, 2P 2P ¥P

2x? PIx
—_ +1
2

= /\Fz)_?:, tanh(Al/2)senh(Ax) - cosh(Ax) +

6. Falso. Debido a la simetria el méximo ocurre en el centro de la luz y se usa el ejercicio previo:

2 212 2
I I
(M, ), =M, (1/2) = Py(l/2)- P24 P - Po_qoonarya)+1- A1 4 Pl 2 Po s qoen(aiy2)]
2 2 2 8 8 A
7. Falso. En A la reaccion vertical es R, = p,l/2, Y Mael momento reactivo; al considerar la elastica del
elemento se deduce que M, = Pv-p,x?/2+ pylx/2+M,, con v negativa y luego, con A* = P/(El, ), se in-

tegra dos veces (15.4). De (14.13) en A, v, =0 y 6, =0, y resultan C, = p,l/(24P) y C, =M, /P - p,/(#*P):

2 2 2
9V _py= - PXC, Polx My = Cysenh(Ax) + C, cosh(x) + 2oX - PolX My | Po
dx? 2El, 2El, EI 2P 2P P %P

z

I
6 = AC,cosh(Ax)+ AC,senh(Ax) + % - ‘2)_;;

De (14.13) en B, v, =0, se deduce:

_ Pl Ma _ Po Ma . Po _ Po Al
0= senh(Al)+ —A -0 cosh(M)-—2+- M, =10 1-— 2
2AP ) P AP ) P AP AT T 2tanh(N1/2)
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15.6 Calculos numéricos en vigas columna en las que actian fuerzas de compresion

15.6.1 Proposiciones y ejercicios

Todas las proposiciones y ejercicios de esta unidad se refieren a vigas columna y cuando en alguna se
dice que la AB est4 simplemente apoyada se entiende que en A hay una articulacion y en B el apoyo es
de patin; y si se informa que la AB esta en voladizo se interpreta que en A hay un empotramiento y B es
el extremo libre. Se informa ademas que ¢, indica la excentricidad de una fuerza que obra sobre el eje Y
de la seccion recta y se recuerda, para evitar equivocaciones, que los angulos se calculan naturalmente

en radianes.

1. Al definir la tension admisible se debe dividir la tensién Gltima en el material por el factor de seguridad.

2. En el elemento en voladizo AB, de 1=25[m], A=25x10°[m?], r, =0,04[m], vy, =0,050[m]

y E =200[GPa], obra en B la fuerza excéntrica p, = -i,150[kN] con e, =0,015[m]; asi,

a,| . =120[MPa].
3. El movimiento vertical de B es, en el caso previo, J, = 0,0239 [m].

4. El elemento en voladizo AB tiene seccion cuadrada, | =0,80[m], a=0,04[m] y E =70[GPa], soporta

en B la fuerza excéntrica P, =-i P con e, =0,005[m], y el movimiento vertical de B es Jz =0,01[m].

Calcule P.

5. En el caso previo, |o| . =835[MPa].

6. El elemento en voladizo AB tiene seccion cuadrada hueca, a, =0,1[m], t=0,008[m] y E =73[GPa],

soporta en B la fuerza excéntrica P, =-i,50[kN] con e, =0,05[m], y el movimiento vertical de B

es dg =0,03[m]. Calcule I.

7. El elemento en voladizo AB tiene seccion cuadrada, |=2[m], a=010[m], E=12[GPa] Yy

oy =55 [MPa], y soporta en B la fuerza exceéntrica P, = -i,P con e, =012[m]. Calcule P.

8. El elemento en voladizo AB tiene seccion circular, | =1,2[m], E =200[GPa] y o, =120[MPa], yen B

soporta la fuerza excéntrica p, = -i,50[kN] de e, =0,01[m]. Calcule Rmin.
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9. El elemento simplemente apoyado AB soporta en B una fuerza excéntrica y tiene eyyméx/rz2 =0,65,

|/r =120, E =200[GPa] y o, =180[MPa]; entonces (P/A), =20 [MN].

10. El elemento simplemente apoyado AB tiene seccion cuadrada, I, =34,2x107° [mm*] y E = 200[GPal,

y soportaen Ba P, =i, 25[kN], y en el centro de la luz C a F = -i,500[N]; entonces (M, ), =381[Nm].

11. El elemento simplemente apoyado AB tiene seccién cuadrada, a=0,05[m], |=0,90[m]
y E=200[GPa], y soporta en B la fuerza excéntrica P, =-i,89[kN] con e, =0,019[m]; enton-

Ces || . =124[MPa].
12. En el caso previo, og,, =150[MPa]; entonces |, =118[m].

13. El elemento simplemente apoyado AB tiene seccidén cuadrada, 1 =0,6[m], a=0,03[m], E =100[GPa]

y 0, =150[MPa], y soporta en B la fuerza excéntrica P, = -i,P de e, =0,01[m]. Calcule Pw.
14. En el caso previo, e, =0,05[m], 1=14[m], E=73[GPa], g, =41[MPa] y P =110[kN]. Halle an.

15. En el elemento simplemente apoyado AB, de seccion rectangular, b=2h=0,05[m], |=0,75[m]

y E =70[GPa], obraen B la fuerza excéntrica P, = -i,12,5[kN] con e, =0,0125[m]; asi, (M,),,, =175[Nm].

16. El elemento simplemente apoyado AB tiene seccion circular, 1=06[m], R=0,016[m] Yy
E =200[GPa], y soporta en B la fuerza excéntrica P, = -i,60[kN] con excentricidad e,. Si en el punto

medio de la luz, v(l/2) =5x10 [m], entonces e, =150x107 [m].

17. El elemento simplemente apoyado AB, de seccion circular hueca, I=21[m], R, =0,034[m],
R, =0,030[m] y E =210[GPa], soporta en B la fuerza excéntrica P, =-i, 10[kN] con e, =0,03[m]. Ha-

18. En el caso previo, g,, =50[MPa]; entonces I _,, =5,02[m].

19. En el elemento simplemente apoyado AB, de seccién circular hueca, 1=35[m], R;/R,=0,9,
E =73[GPa] Y |o,| , =20[MPa], obraen B la fuerza excéntrica P, = -i,18[kN] con e, =0,05[m]; enton-

ces R, =0,0623[m].
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15.6.2 Soluciones

1. Falso. Obsérvese que en (15.13) la fuerza de compresion aparece en el coeficiente del corchete y
dentro del radical en el angulo de la secante y asi dnsx NO es directamente proporcional a Pms; por esto
al usar un factor de seguridad, debe aplicarse a la fuerza de compresion y no al valor del Grsx.

2. Cierto. De la proposicion 15.4.1-11, donde para el (M;)msx, x=0y A=,/P/El,, y (12.44)con M =0,

M, =Pe, ¥ I, = Ar?, resulta:

P (M)peYmse P, &Ymax . | [P
(M,).., =Pe,sec(Al) y |o,| =+ —zmaxImb o T g4 VIMXgee |
z /max y | X|max A ArZZ A I,2 r, EA

z

3 3
EAE 150><10_3 1+ 0,015><£),05 sec 2,5 15§)><10 . =120[MP4]
m¥2,5x10 0,04 0,04 | 200x10° x2,5%10
3. Falso. Se usa la proposicion 15.4.1-10 con M, =Pe,, A=P/El, y I, = Ar,%:
3
Js =e,[sec(Al)-1]=e, sec L‘/i -1 =0,015 sec 2,5 15g><10 - =0,0320[m]
r, VEA 0,04 | 200x10° x2,5%10

4. Se hallan, A=16x10"°[m?], 1, =213x107 [m*] y r, =115x107°[m], y se usa la proposicion previa:

J, = e, sec l‘li -1 l‘/i =sec™ 0,01 +1 =1231
r,VEA rvVEA 0,005
2 9 -3 2 -4
P=1’231 x70x10° x1,6x10° x115° x10 ~ 351 [kN]

0,82

5. Falso. Se usan el ejercicio previo con y,. =0,02[m] y el procedimiento de la proposicion 15.6.1-2:

lo

X|méx

3 ° 3
_351x10 1+ 0,005><0,025 c 0,8x180 \/7 351x10 ~718[MPa]

g X e
|X|max 16x107° 0,0115° 0,0115x 77\ 70x10° x1,6x10°3
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6. De los datos, A=2,94x10"%[m?], I,=418x10"°[m*] y r,=377x107?[m]; se usa la proposi-

cion 15.4.1-10:

| [P
O, =e, sec —,— -1
By rEA

0,896x3,77x1072 x4/73x10° x 2,94x10°3

/P =sec™t %ﬂ =0,896
r, VEA 0,05

=2,21[m]

v50x10°

7. De los datos, A=1x1072[m?], I, =8,33x107°[m*], r, =2,885x1072[M], Yma = 0,05[m] y eyyméx/rz2 =72,

y se usa la proposicion 15.6.1-2 con o . =0y, para hallar mediante tanteos que P, =313[kN]:

Si P=30%x10°[N]

Si P=32x10°[N]

Si P =313x10°[N]

8. En este caso, A=7R?,

cién 15.6.1-2, donde |o, |

8 3
30)1%?2 b Tisec 28285\/12 f§9X110 07 - o0sIMPal<SSiMPal
X ' X X1X
8 3
:;2;392 1+7,2sec 2:85\/12 1302;110 — =57,4[MPa] > 55[MPa]
% : x10° x1x

31,3%x10°
12x10° x1x107?

3
313x10 2 \/ ~ 54,8 [MPa] = 55[MPa]

—— 1+7,2sec
1x10 2,885

I, = ﬂR4/4, r,=R/2, Y. =R Y eyyméx/rz2 =0,04/R, y se usa la proposi-

. = Oy, para deducir mediante tanteos que R, =0,02475[m]:

3 3
siR=0025[m] 2107 4, 004 (0 OA0°XE <112 4[MPa] <120 [MPe]
m%0,025 0,025 200x10° x 7% 0,025
3 3
SiR=0,024[m] 0, 008 0 qp | SOAOXA 47 5 (MPa] > 120 [MPa]
7x0,0242 ~ 0,024 200%10° x 77% 0,024
3 3
Si R =0,02475[m] 010" 004 c1, 0d0°X4 <119 5[MPa] =120[MPa]
7x0,024752 ~ 0,02475 200x10° X 77% 0,02475
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9. Falso. Se sustituye el valor afirmado en (15.13) para verificar:

_ 5 20x10°
=20x10° 1+0,65sec 120,|————  =559[MPa] #180[MPa]
. 200%10

10. Falso. Se usa la proposicion 15.4.1-21 con A =,[P/EI, = 25x10°/(200x10° x34,2x107° | =1,912[m™]:

P ey yméx |
X 1+ 2 sec r_
' z z

m|~
>

(M), - Fotan(A1/2) _ 500 oy 1912%1.25
24 2x1,912 2

=~ 331[Nm]

11. Cierto. De (15.13) con A=2,5x10"°[m?], |, =52x107"[m*], r, =1,442x1072[m], VY, =0,025[m]

Y €y Yma /1, =2,284:

P € yméx |
ol . . =—1+2 — =
| X|max A rZZ 2rV EA
3 3
o], =20 14008450 —— 00 89107 <124[Mmpa]
max- 25x%x10 2x1,442x10 200x10° x2,5x10
12. Falso. De (15.13) y la proposicion previa:
e, Yma 6 -3
oy, >P 1+L;’axsec L‘/i L,/i <sect L 190x10 x2,§x10 -1 =0,780
A r 2r VEA 2r VEA 2,284 89x10

_0,780% 2x1,442x107 x4/200x10° x2,5x10°

e J89x10°

~1,69[m]
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13. Se hallan A=9x107[m], 1,=6,75x10"°[m"], r, =8,66x107°[m], Y, =0,015[m] ¥ €,y /> =2,y

se usa (15.13) con |ax|max = g,, para deducir mediante tanteos que R, =37,2[KN]:

3 3
3010 4 4 2sec 06 \/ 30x10 ~116 [MPa] < 150 [MPa]

Si P=30x10°[N] —~ se = 5 =
9x10 2x8,66x10 100x10° x9x10

Si P=37x10%[N]

3 3
30”4 2sec 06 _3\/ SPA0 <149 [MPa] <150 [MPe]
9x10 2x8,66x10 | 100x10° x9x10

3 3
Si P=37,2x10°[N] % 1+ 2sec 0.6 _3\/ 37,§><10 —  =150[MPa]
9x10 2x8,66x107° V100x10" x9x10

14. Ahora, A=a?, 1, =a%/12, r,=a/V12, Y., =a/2 Y e,y /r,” =03/a, yseusa(15.13)con |o,| . =0y,

para hallar con tanteos que a,;, =0,104[m]:

3 3
siazoaqm) 0107 1, 08y 24 JHOXI0TXIZ 0o vpay> 41[MPa]
01 01~ 2 \73x10°x 01

3 3
11010 0.3 1’4\/ 110107 x12 =41,8[MPa] > 41[MPq]

Si a=0103[m] — 1+ sec — 5 2
0,103 0,103 2 \|73x10° x0,103

Si a=0104[m] 1+ sec — ~3%10° x0.104°
X x0,

3 3
L0107y, 03 g0 14 | 10X10°X12 4 2 [Mpa] = 41[MPa]
0,104 0,104 2

15. Falso. De (15.12) con A=125x10"%[m?] e 1, =6,51x107 [m*]:

3
(M, ) = Pey sEC L IP <125x10%x0,012550¢c 272 12510 — =192[Nm]
2\ El, 2 | 70x10° x6,51x107®

16. Cierto. De (15.11) con 1, =515x107° [m*] y A =,/60x10%/(200x10° x515x107® | = 2,41[m™]:

5x107*

e, = =1,50%107 [m
' sec(2,41x0,6/2)-1 [ml

v(i/2)=e, sec % -1
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17. De (15.13) con A=8,04x107[m?], 1,=413x107"[m*], r,=2,27x107[m], y,. =0034[m] Y

€ Vs /1, <1979

3
21 \/ 10x10 - 357 [MPa]

e,V 3
_P 1+ yy?ax sec 1P . 10x10 — 1+1,979sec —- - —
A r, 2\ El, 8,04x10 2 \210x10”" x4,13x10

lo

X|méx

18. Cierto. De (15.13) y el ejercicio previo:

P eV I[P | [P L. 1 50x10°x8,04x10™
>— 1+ sec — |— — |[— <sec -1 =0,8531
= 2\ e, 2\E1, 1,986 10x10°

2
rz

0,8531x2x+/210%10° x4,13x1077
Imex = I - ~5,02[m]
J10x10

19. Falso. Para el caso, A=0597R,%, 1, =0.270R,*, I, =0673R, Y =R./2, €Y /T,> =552%107/R,,

y se usa (15.13), con |o,| = 20[MPa], para deducir mediante tanteos que R, = 0,0567 [m]:

3 -2 3
Si R, =0,05[m] 18x10 : , 5:52x10 35 918X10 ~ =29,0[MPa] > 20[MPa]
0,597 x0,05 0,05 2 | 73x10° x0,270% 0,05
3 -2 3
Si R, =0,06[m] 18x10° 4 20207 o 30 1810 ~ =17,0[MPa] < 20[MPa]
0,597 % 0,06 0,06 2 | 73x10° x0,270% 0,06
3 -2 3
Si R, =0,058[m] 18x10° ), 552x107 . 35 _18x10 — =18,7[MPa] < 20[MPa]
0,507 % 0,058 0,058 2 | 73x10° x 0,270 0,058

Finalmente y con R, =0,0567 [m]:

18x10°

0,597 x0,05672 0,0567 2 \73x10° x0,270%0,0567*

2

- 3
552x10 35 \/ 18x10 ~19,9[MPa] = 20[MPa]
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15.7 Inestabilidad en barras rigidas

15.7.1 Proposiciones y ejercicios

Todas las proposiciones y ejercicios de esta unidad se refieren a barras rigidas y la carga critica es la que
da lugar a una posicion de equilibrio indiferente en ellas, lo que ocurre ante una leve perturbacion;
cuando sea necesario se ubica el origen de coordenadas en el punto A, el eje X se orienta desde A a lo

largo de la barra y los resortes de los que se hable se suponen lineales e inicialmente relajados.

1. La barra rigida y vertical AB soportaen A a P, =-i P, se apoya en el suelo en B mediante una articu-

laciony en A se une a la pared con el resorte horizontal AC de constante de rigidez ka; entonces P, =k,|.
2. Enel caso previo en A actlia la fuerza F, = -i,P +i,F,, que empuja el resorte hacia C; asi, P, = kKol - F.

3. En el mismo caso el movimiento lateral de A es d, = Fyl/(k,l - P).

4. En igual caso el resorte horizontal se une a la barra AB en el punto D que dista d del piso;

asi, P, =kud?/l.

5. Se retira el resorte AC en idéntico caso y en B se pone un resorte que se opone a la rotacion y de

constante de rigidez rotacional Kg; entonces P, = K;/I.

6. En igual caso el resorte horizontal se une a la barra AB en el punto D que dista d del piso y en B se

pone un resorte que se opone a la rotacion y de constante de rigidez rotacional Kg; enton-

ces P, = (knd 2+ Ky /1.

7. El resorte horizontal se une a la barra AB en el punto D que dista d del piso, en el mismo caso, y en D

y B se agregan resortes que se oponen a la rotacidbn y de constantes de rigidez iguales a K;

asi, P, = (kad? + 2K /1.

8. Las barras rigidas, iguales, horizontales y colineales AB y BC, de AB=BC =1, se articulan entre si

en B, donde las soporta un resorte unido al techo, vertical y de constante de rigidez kg; ademas, en A

hay una articulacion, en C un patiny en C obra P, =-i,P. Calcule Py

9. Si se retira el resorte unido a B en el caso previo y en C se pone un resorte que se opone a la rotacién

y de constante de rigidez Kc, entonces P, = K./I.
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10. En los extremos de la barra rigida y horizontal AB, unida en A y B al suelo con sendos resortes
verticales de constantes de rigidez ka y ks, obran fuerzas de compresion iguales a P; enton-

ces P, =k kg /(k +kg).
11. En el caso previo los puntos A y B distan ¢ de los extremos respectivos. Calcule P.

12. La barra rigida y vertical ABC, de AB=BC=1/2, en C se apoya en el suelo con una articulacién, se
sostiene de una pared vertical, desde A y B, por medio de sendos resortes horizontales y de constantes

de rigidez iguales ak y en A actda P, =-i,P; entonces P, =5kl/2.
13. En el caso previo la rigidez del resorte unido a B es 2k; entonces P, =3kl/2.

14. La barra rigida y vertical ABC, de AC=1 y BC=d y en C se apoya en el suelo mediante una
articulacion, en B se sostiene de paredes verticales opuestas por medio de dos resortes horizontales de

constantes de rigidez iguales a ks y en A obra P, =-i,P. La barra se mantiene en posicion vertical

cuando d > (PI/kg 2.

15. Labarrarigiday vertical ABCD, con DB = b, DC =c¢ y DA =1, yen D se apoya en el suelo mediante

una articulacion, se sostiene de paredes verticales opuestas desde B y C por medio de sendos resortes

horizontales y de constantes de rigidez iguales aky en A obra P, = —i,P; entonces P, =k(p? +c?)/(21).

16. La barra rigida y vertical ABC, de AB = BC =1/2, en C se apoya en el suelo mediante una articula-

cion, se sostiene de paredes verticales opuestas desde B por medio de resortes horizontales y de cons-

tantes de rigidez iguales a ks y en A actia P, = -i,P; entonces P, =kgl/4.

17. Las barras rigidas, iguales, horizontales y colineales AB y BC, de AB = BC = se articulan entre si

en B, en A el apoyo es una articulacion y en C un patin; ademas, en A, B y C hay resortes que se oponen

a la rotacion y de constantes de rigidez iguales a K, y en C obra P, =-i,P; P, =3K/I.

18. En el marco rigido ABC la barra AB es vertical, de AB = |, y se articula al piso en B donde hay un
resorte que se opone a la rotacién y de constante de rigidez Kg, la barra AC es horizontal, de AC =1/2,
y se sostiene en C con un resorte unido al piso y de constante de rigidez kc y en A obra la fuerza de

compresion P. Halle P
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19. Las barras AB y BC, rigidas, verticales, colineales y de longitudes iguales a | estan articuladas entre

si en B, en C la BC se articula al suelo, en A actia P, =-i,P, y en B y C hay sendos resortes que se

oponen a la rotacién y de constantes de rigidez iguales a K; entonces P, =0,382K/I.

20. La barra rigida y vertical AB de longitud I, esta empotrada en B al eje horizontal y elastico BC de
longitud I, médulo de cizalladura G y seccion circular de radio R; la barra BC est4d empotrada en C,

articulada en By en A obra una fuerza de compresion P. Entonces P, = 7GR*/(2l,l,).
15.7.2 Soluciones

1. Cierto. Cuando la carga es critica la barra ante una ligera perturbacién gira un pequefio angulo &,
para adoptar otra posicion de equilibrio como ilustra la figura 15.12b, indiferente entonces, el resorte

se contrae J, = 16 y desarrolla la fuerza kada:

Y Mg =0=ka0,1 - PJ, =0, (kal-P) P, =kjl

|

(a) (b)

Figura 15.12 Barra rigida articulada. La figura a) muestra una barra rigida que soporta en A una fuerza de compresion y alli
se apoya en la pared mediante un resorte horizontal; en la b) se observa el diagrama de cuerpo libre de la barra en la posicion
de equilibrio indiferente.

2. Falso. Se usa la proposicion anterior, se toma en cuenta el efecto de Fo y se observa que J, - o, si

hipotéticamente P - k.1, lo que corresponde a la idea de carga critica:

Fol

= =kl
kAl_P cr A

Y Mg =0=ksd,1 ~PJ, ~Fl =0, (kal -P)-Fyl O,

3. Cierto. Lo confirma la proposicién previa.
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4. Cierto. Se usa la proposicion 15.7.1-1 pero en este caso el resorte se contrae ¢, = dg,, y desarrolla la

fuerza kado; ademas, J, = dJ, /I :

2
kAld PR

S Mg =0=kadpd =PI, = 3

5. Cierto. De la proposicion 15.7.1-1, 6, = J, /1, y ante el giro de la barra el resorte en B rota & y desa-
rrolla el momento de oposicion Kgék:

P P, =

K
M, =0=K,6,-PJ, =4, Ko —B
B BYB A A I cr I
6. Cierto. De la proposicion 15.7.1-1, 8, = 4, /1. Por el giro de la barra el resorte en B rota &y desarrolla
el momento de oposicion Ks& y el resorte en D se contrae J, = dg,, y desarrolla la fuerza kadp; ade-

mas, J, =dd, /I:

kAdZ_P _ Kg +kad?
| o |

S Mg =0=Kgb, +kadpd - P, =0, %+

7. Cierto. Se usa la proposicion previa y se toma en cuenta que el resorte adicional en D al rotar &

desarrolla alli el momento de oposicion Kék:

2 2
2K, kad? o 2Kk

S Mg =0=2Kf; +kudpd ~PJ, =3, = | i |

8. Ante la carga critica una ligera perturbacion hace girar las barras en cada apoyo un pequefio &ngulo &,
compatible con las condiciones de borde, para adoptar otra posicion de equilibrio como muestra la

figura 15.13b; asi el resorte se contrae J, = 16, desarrolla la fuerza ksds y aparecen en Ay C las reacciones
verticales R, = R, = k,d,/2. La reaccion vertical y la fuerza de compresion en cada apoyo dan lugar a

resultantes colineales con las barras respectivas, ya que estas estan sometidas solo a dos fuerzas, por lo

que R, =Ptanéd = P@:

1344



Alvaro Gaviria Ortiz

Figura 15.13 Dos barras rigidas articuladas entre si. La figura a) muestra dos barras rigidas articuladas entre si en B, donde un
resorte se conecta al techo, en A hay una articulacién, en C un patin y alli obra una fuerza de compresion; en la b) se observa el
diagrama de cuerpo libre del conjunto en la posicién de equilibrio indiferente.

9. Falso. En la posicion de equilibrio indiferente se supone que las barras giran en cada apoyo un pequefio

angulo ; por ello, el resorte en C desarrolla un momento de oposicion, M. = K_6, y aparecenen Ay C
las reacciones verticales R, = -R, = M_/(21) = K.8/(2l). La fuerza de compresién en Cy Rc da lugar a una

resultante colineal con la barra BC, ya que esta sometida solo a dos fuerzas; asi, R. = Ptand = P4

-pg p, =Kc
2l 2l

10. Cierto. Se admite que la barra gira en la posicion de equilibrio indiferente un pequefio angulo &
como ilustra la figura 15.14b; por ello el resorte en A se estira da, el B se contrae ds y se desarrollan las
fuerzas kada y ksds. Del equilibrio del cuerpo libre de la figura 15.14b salen dos ecuaciones cuya solucion

no trivial con la que se deduce la carga critica resulta de igualar a cero el determinante del sistema:
> Fy=0=-Kada +ksds ¥ Y Mg =0=Kk,ld, - P(d, +J5) = (kal - P)J, - PJ,

_kA kB
(kol-P) -P

_ _Kaksl
Ky +Kg

= (kA + kB)P —kakgl Per
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k, (a)

I

k ué-n

Figura 15.14 Barra rigida horizontal. La figura a) muestra una barra rigida y horizontal sostenida por dos resortes de diferentes
rigideces y en A y B obran fuerzas de compresion iguales; en la b) se observa el diagrama de cuerpo libre de la barra en la
posicién de equilibrio indiferente.

2 k xl

% k B

(a)
Figura 15.15 Barra rigida y horizontal. En la figura a) se muestra una barra rigida vertical apoyada en una articulacién en C y

sostenida de la pared por dos resortes iguales y en A obra una fuerza de compresion; en la b) se observa el diagrama de cuerpo
libre de la barra en la posicion de equilibrio indiferente.

11. Se trabaja como en la proposicion previa pero ahora la distancia vertical entre las dos fuerzas de

compresion es d =1(, +d,)/(1 - 2¢):

F, =0=-kaJs +KkgJs v (1o _PI(G, +dg) _ .\ Pl _PId,
> y Y Mg=0 ky(l-2¢)d, e ky(l-2c) s OA T
_kA kB _ 2
0= k (|-20)— PI - Pl ‘z(kA+kB)IP_kAkBI(I_2C) Pcr = kA:((B(l kzcl)
A | -2c I—2c| I-2c (A+ B)
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12. Falso. Se admite que la barra gira en la posicién de equilibrio indiferente un pequefio angulo &

como ilustra la figura 15.15b; asi los resortes se estiran, d, =29, = 16,, y desarrollan las fuerzas koa y kde:

Zl\/|C=0:|<o’A|+k53'—Po'Azo’A kI+%—P Pcrz‘F’Tk'
13. Cierto. Se trabaja como en la proposicion previa:
chzozdedeBl—PJA:JA kI+%—P Pcrz%kl

14. Falso. Se supone que la barra gira en la posicion de equilibrio indiferente y hacia la derecha un
pequefio angulo &c; por ello A se desplaza Jy B se desplaza ds con d; =dd, /I, y los resortes desarro-
llan fuerzas iguales a ksds que tienen el mismo sentido. La barra se mantiene en posicion vertical
si P<P,:

2Kpd? v

P Pzﬂyd> Pl

ZMC:O:deBd_PdAsz or A I
B

15. Falso. Se acepta que la barra gira en la posicion de equilibrio indiferente y hacia la derecha un

pequefio angulo &p; en consecuencia A, By C se desplazan da, dsy dccon d, =19, /b =15, /c, y los resortes

desarrollan fuerzas respectivamente iguales a kds y kdc que tienen iguales sentidos:

kgb? kBI02 b - kB(b2I+c2)

S Mo =0=Kedgh +kgdec - PJ, = 3

16. Falso. Se refuta al hacer b =c = 1/2 en la proposicién previa.

17. Cierto. En presencia de la carga critica una ligera perturbacion hace girar las barras en cada apoyo
un pequefio angulo 8, compatible con las condiciones de borde, para adoptar otra posicion de equilibrio,
como muestra la figura 15.16b que se refiere al diagrama de cuerpo libre del conjunto; asi B se des-
plaza J; =16, y se desarrollan en los resortes A, B y C momentos de oposicion al giro respectivamente
iguales a K&, 2K@y K&. De ese diagrama de cuerpo libre, en donde el momento de oposicion que se

produce en el resorte en B es interno, y del de la figura 15.16c¢:
ZMA =0=-K@+K8+2IR, ZFy =0=R, +R. Y ZFY =0=-Rg+R. R, =Rz =R.=0

S Mg =0=IR; +KO+2KO-PJ, =3KO-PI§ P, ==

cr

1347



Mecéanica de Materiales / 15 Estabilidad

(b)

(©

Figura 15.16 Dos barras rigidas horizontales con resortes. La figura a) muestra dos barras rigidas articuladas entre si en B, en A
hay una articulacion y en C un patin, donde obra una fuerza de compresion, y en A, B y C hay sendos resortes que se oponen
a la rotacion; en la b) se observa el diagrama de cuerpo libre del conjunto en la posicion de equilibrio indiferente; en la c) se
ilustra el diagrama de cuerpo libre de la barra BC.

18. Ante la carga critica, una leve perturbacién hace girar el marco un pequefio &ngulo 6, compatible
con los apoyos, para adoptar otra posicion de equilibrio como ilustra la figura 15.17b que se refiere al

diagrama de cuerpo libre del mismo; asi C se desplaza, J, = 16/2, y se desarrolla en su resorte la fuerza

kcdc y AB gira 8y en el resorte de B surge el momento Kg6. Del diagrama de cuerpo libre:

Kodl kcl%6

2
$ Mg =0= K+ ~PIO=Ky0+ _ 4K +kcl”
2

4]

-PI6 P,

IJ

e 7
(;lﬁiA

’:?C J%

Figura 15.17 Marco rigido. La figura a) muestra un marco rigido articulado en B, donde un resorte se opone a la rotacion,
apoyado en C en un resorte que se opone al movimiento y en A obra una fuerza de compresion; en la b) se ilustra el diagrama
de cuerpo libre del marco en la posicién de equilibrio indiferente.
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(©)
!
) K(6,-0)
1 @ B
!
K(0:-0,)
A
(d)

(a) (b)

Figura 15.18 Dos barras rigidas con resortes. La figura a) muestra dos barras rigidas, verticales, articuladas entre si en B y
articulada al suelo la BC en C, y en la que en B y C hay resortes que se oponen a la rotacién; ademas en A obra una fuerza de
compresion. En la b) se ilustra el diagrama de cuerpo libre del conjunto en la posicién de equilibrio indiferente en la que se
supone que las barras AB y BC giran en relacion con la vertical, respectivamente, pequefios &ngulos &y &. En las c) y d) se ven
los diagramas de cuerpo libre respectivos de las barras AB y BC en las que el angulo que la primera rota con respecto a la
segunda es (& - &.).
19. Cierto. En la posicion de equilibrio indiferente se supone que las barras AB y BC giran en relacion
con la vertical angulos & Yy &, respectivamente, por lo cual la primera gira con respecto a la segunda el
angulo (& —&) como muestra la figura 15.18b; por ello los resortes en B y C desarrollan los momentos
K(& -&) y K&, respectivamente. Del equilibrio de los cuerpos libres de las figuras 15.18c y d salen dos
ecuaciones cuya solucién no trivial con la que se encuentra la carga critica resulta de igualar a cero el

determinante del sistema y elegir la menor de las soluciones resultantes:
> Mg =0=-Plg; + K(fs -6.)=(K-Pl)g, - Kb, vy

> Mc =0=-Plf +KE - K(0s —6.)=-K6, + (2K - P1)6,

cr
I

0_(K—Pl) -K
_‘—K (2k -PI

)‘: P?12-3PI+K?2=(PI-0,382)(PI-2,618) P - 0382

20. Cierto. Se considera que la barra AB gira en la posicion de equilibrio indiferente un pequefio an-
gulo &; por ello el extremo B de la barra BC rota ese mismo angulo y se desarrolla en ésta, segun (10.4)
el momento torsor T =Gl 6;/1, :

T _Gl, _nGR*
L6 LI, 2,

S Mg =Pl -T P, =

1349



Mecéanica de Materiales / 15 Estabilidad

15.8 Columnas

15.8.1 Proposiciones y ejercicios

Las proposiciones y ejercicios de esta seccion se refieren, a menos que se informe o sobreentienda lo
contrario, a columnas largas sometidas en los extremos a fuerzas de compresion axiales e igualesa P y

en algunas de aquellas se admite un ligero movimiento de apoyos.
1. La curva adoptada por el eje centroidal de una columna durante el pandeo coincide con su eléstica.

2. En la columna biarticulada AB la articulacién en A admite un ligero movimiento vertical. Si esta

sometida a la carga critica demuestre que la elastica es v = Clsen(ﬂx/l), donde C; es una constante.

3. Al ocurrir el pandeo la elastica de una columna biarticulada es una parébola.

4. Se duplica la fuerza de compresion en la columna del ejercicio 15.8.1-2 cuando en esta ocurre el

equilibrio indiferente. Se duplica entonces la elastica méxima.
5. En la columna descrita en el ejercicio 15.8.1-2 la carga critica es P, = 7%El, /I?.
6. La carga critica de Euler, P, = 72El,/I?, es aplicable a columnas largas no elasticas.

7. El pandeo de una columna biarticulada de seccion rectangulary h = 2b, ocurre con respecto al eje de

la seccion que es paralelo al lado b.
8. En los extremos de una columna biarticulada la curvatura de la eléastica es nula.
9. Al duplicar la longitud de una columna biarticulada se reduce a la mitad la carga critica de Euler.

10. Se tienen dos columnas biarticuladas y en una la carga critica es P,,. Si en la otra todas las dimen-

ler:

siones geometricas son 20% mayores que las de la primera, su carga critica es P,,, =1,0404P,,.

11. Dos columnas biarticuladas tienen iguales materiales, longitudes y areas de la seccidn recta; una es

circular y la otra tubular, de radios R, = 2R;. La carga critica de Euler es mayor en la hueca.

12. Dos columnas biarticuladas tienen iguales materiales, longitudes y areas de la seccion recta; una es

circular y la otra cuadrada. La carga critica de Euler es mayor en la circular.
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13. Al duplicar el radio de una columna biarticulada, de seccién circular, la carga critica de Euler se

multiplica por ocho.

14. Para formar una columna biarticulada se tienen cuatro platinas iguales de longitudes | y secciones
rectangulares con b = 4h, que se unen entre si para formar secciones cuadradas en las formas 1y 2; en la

1 la seccion es maciza y cuadrada, de a; = b = 4h, y en la 2 es hueca, de a,, =5a, /3=5h, (,), /(P), =2125.

15. Dos columnas biarticuladas tienen iguales materiales, longitudes y areas de la seccidn recta; una es

circular y la otra un triangulo equilatero. Entonces (P, )Cr/(P )., =1145.

circ

16. Una columna biarticulada se forma al unir solidariamente tres barras circulares e iguales, de modo
gue en la seccion recta los ejes respectivos formen un tridngulo equilatero y trabajen como una unidad.

Halle P,.

17. Tres columnas biarticuladas tienen iguales materiales, longitudes y areas pero las secciones rectas

son un circulo, un cuadrado y un triangulo equilatero. Entonces (P )., /1= (Puad ) /1047 = (Pyia ), /1,209,

18. Halle la carga critica de una columna biarticulada y de seccion eliptica de eje mayor ay menor b.

19. En una columna en voladizo la carga critica es P, = 7%El Z/(4| 2).

20. En una columna biempotrada la carga critica es P,, = 47°El Z/I 2

21. La columna AB estd empotrada en B, articulada en Ay este apoyo admite un ligero movimiento

vertical. Halle Pq;.

22. La columna AB estd empotrada en B, articulada en A y este apoyo puede moverse levemente en

direccion horizontal; entonces P, = 72El, /I?,

23. La columna AB estd empotrada en B y en Ay este apoyo puede moverse ligeramente en direccion

horizontal. Halle P.

24. Dos columnas tienen iguales materiales y longitudes, pero una esta biempotrada y su momento de
inercia es igual a la mitad del de la otra, que esta biarticulada. La carga critica es menor en la biempo-

trada.
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25. Una columna esta biarticulada a paredes rigidas. Si a es el coeficiente de dilatacion térmica y la

temperatura aumenta en 4T, entonces <T,, = ﬂzlz/(aAIZ).

26. Si todas las dimensiones geométricas de la seccion recta de una columna se duplican, la esbeltez se

reduce a la mitad.

27. En una columna de seccion cuadrada la esbeltez se reduce a la mitad al cuadruplicar el area de la

seccion.

28. Dos columnas tienen iguales apoyos, longitudes y areas de la seccion recta; una es circular y cuadrada

la otra. Es mayor la esbeltez de la cuadrada.
29. La longitud efectiva de una columna empotrada en un extremo y con el otro libre es 2I.
30. La longitud efectiva de una columna biempotrada es I/2.

31. Dos columnas, una biempotrada y la otra en voladizo, tienen iguales materiales y geometrias. La

carga critica de la primera es ocho veces la de la segunda.

32. En una columna hiperestatica no ocurre el pandeo.
33. La hipérbola de Euler, o grafica de o = lTZE/(|e/I'Z ), es valida para todos los valores de I/r,.

34. Las columnas cortas fallan por pandeo.

35. Si la tensidén normal en una columna supera el limite proporcional del material, aquella puede fallar

por pandeo.

36. Dos columnas biarticuladas tienen iguales geometrias y modulos de Young; pero, a compresion, el
limite proporcional de la primera es el doble del de la segunda. Entonces la segunda es menos resistente

al pandeo.

37. En una columna biarticulada la tension de pandeo deducida de la formula de Euler tiende a infinito

cuando la esbeltez tiende a cero.

38. La tension admisible en una columna centralmente cargada y de esbeltez media varia parabdlica-

mente con la esbeltez.
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39. La columna AB se empotra en el suelo en B y se sostiene en A desde una pared vertical por medio

de un resorte horizontal lineal, inicialmente relajado y de constante de rigidez ka; la carga critica resulta

para la A que sea la menor raiz de tan Al = /\I[l—/\ZEI Z/(kAI)].

40. En el caso previo, k, =9EI,/1%; entonces P, =9,281El,/I?.

41. Si en la columna biarticulada AB el apoyo A admite un leve movimiento vertical y en ambos apoyos
hay resortes lineales que se oponen a la rotacion, inicialmente relajados y de rigideces iguales a K, la

carga critica resulta para la A que sea la menor raiz de [L- cos(Al)]+ ElAsen(Al)/K = 0.

42. La columna de seccion rectangular ABC, donde AB = BC = 1/2 y b es paralelo al eje Z, se apoya en
una articulacion en A, apoyo que admite un ligero movimiento vertical, y en una articulacion en C; en B
se impide el movimiento en el eje Y pero se permite en el eje Z. La carga critica es igual segun los ejes

YyZ,si h=2h.
15.8.2 Soluciones

1. Cierto. La columna es un caso particular de viga columna y, bajo el supuesto de que el cuadrado de
la pendiente de la elastica es pequefio comparado con la unidad, se le aplican las relaciones (15.1), (15.2)
y (15.4) en las que se tiene en cuenta que p = 0. Al suponer que en la columna obra la carga critica, ella
adopta en el equilibrio indiferente una posicion de equilibrio distinta a la de mantenerse recta; esa carga
critica es la que permite una solucién de la ecuacién diferencial (15.4), distinta de la trivial y que cumple
las condiciones de borde. Esa solucion encuentra la forma de la eléstica, segun la simplificacion mencio-
nada atras, pero la amplitud de la misma queda indeterminada. Notese que en las proposiciones de la

seccion previa el pequefio &ngulo ddebido a la leve perturbacion quedaba sin determinacion.

2. En presencia de la carga critica una leve perturbacion hace que la columna pierda la posicion vertical
de equilibrio estable para adoptar otra como muestra la figura 15.19b, compatible con las condiciones
de borde, la cual representa el diagrama de cuerpo libre y la curva elastica de la misma; del diagrama
de cuerpo libre de la figura 15.19c se deduce M, =-Pv en 0<x<|, y luego con X = P/(EIZ) se inte-
gra (15.4). De (14.12) en Ay B, v, =vg =0, salen dos ecuaciones cuya solucion no trivial, con la que se

deduce la carga critica, resulta de igualar a cero el determinante del sistema y escoger la menor de las

soluciones halladas:
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2
d—\zl +Av=0 v= Clsen(/\x)+ C, cos(/\x) v(O) =0=C,y v(I) =0= Clsen(/ll)+ C, cos(/\l)

dx
0 L =-sen(Al)  Al=I izn/T,conn=1,2,...
sen(Al) cos(Al El,

2
V4 m°El
T P, = iz £y v=Cgsen % , para n=1

0=

A. =

min

(a) (b) ©

Figura 15.19 Columna biarticulada. En la figura a) se ve una columna biarticulada sometida a una fuerza de compresion; en la
b) se observa el diagrama de cuerpo libre de la columna en la posicién de equilibrio indiferente; en la c) se ilustra el diagrama
de cuerpo libre de un segmento de columna de longitud x.

3. Falso. Se sigue del ejercicio previo que es una funciéon senoidal.

4. Falso. Para cargas superiores a la critica el equilibrio de la columna es inestable y ante cualquier

perturbacion ocurre el colapso.
5. Cierto. Se dedujo al demostrar el ejercicio 15.8.1-2

6. Falso. Ya que el andlisis con el cual se dedujo ese valor, como se observa en el ejercicio 15.8.1-2, se

fundamento en que en la columna se cumplia la ley de Hooke.

7. Falso. Ya que al observar en (15.16) la expresion para la carga critica se deduce que el pandeo ocurre

con respecto al eje para el cual el momento de inercia es menor y, en este caso, es paralelo al lado h.

8. Cierto. Ya que alli, segun (15.4), el momento flector es nulo.

9. Falso. Se reduce a la cuarta parte ya que P, = 72El,/I?.
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10. Cierto. Se calculan el momento de inercia y la longitud de la segunda con respecto a los de la pri-

mera:

2 2 2
I, =1,024|1 y I, =1,02l, P = m°El, _r x1,02°El,

S 1.021,2

=1,0404P,

cr

11. Cierto. Se hallan los momentos de inercia para concluir, segun (15.16), cual tiene la mayor P

(Phuec)cr — Ihuec — Re4 - Ri4 — 15Ri4 — 15 ~
= = = == =167
(P ) Imaci R4 R4 9

maci /cr

12. Falso. Se repite el procedimiento de la proposicidén previa:

(Pcirc)cr - Icirc :377R4

A=/mR?=a’ a=4nR
(Pcuad )cr Icuad 8.4

=3 0,955
m

13. Falso. Se multiplica por 16, segun (15.16), ya que el momento de inercia de la seccion |, = nR4/4 se

multiplica por 16.

14. Cierto. Se calculan y comparan los momentos de inercia respectivos para usar (15.16):

_a' _64n* 8y =y _136h*  (R), _ 1, 136 _

. = = =
Y123 ? 12 3 (R), I

15. Falso. Se hallan y comparan los momentos de inercia respectivos para usar (15.16):

_b*y3 b2:4nR2y| R _b*3

A:ﬂR2 4 \/5 circ_Ty Itria_ 96

(Ptria)cr - Itria — b4\/§ 4 _ 4]]',\/5

(P l,. 9 7R* 18

circ Jer

=1,209

16. El lado y la altura de ese triangulo equilatero son 1=2R y h = R+/3, y como debido a la simetria su
centroide es un punto principal, basta con hallar el momento de inercia de los tres circulos con respecto
a un eje centroidal paralelo a la base del triangulo para usar (15.16):

4 2 4 2 4 2 3-p4
R, o RV3 L R, o 2RV3 © _1UR o - 7°El, _1U7°ER

|. =2 — =
: 4 3 4 3 4 “ |2 412
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17. Cierto. Se usan las proposiciones 15.8.1-12 y 15.8.1-15:

( ) ) ~ (Pcuad )cr ( ) ) - (Ptria )cr (Pcirc)cr - (Pcuad )cr _ (Ptria )cr

0,955 "~ 1,209 1 0955 1,209

18. El momento de inercia minimo de la elipse es, con respecto al eje mayor, | = nab3/64, y se usa (15.16):

b - m*El _ m*Eab®
S b 6417

19. Cierto. En los extremos de la columna biarticulada no hay momentos flectores y por ello, segun (15.4),
son puntos de inflexion de la eléstica; al observar la columna en voladizo de la figura 15.5a se concluye,

por la simetria, que a igual situacion se llegaria si esta columna tuviese el doble de longitud. Es decir, su

carga critica es igual a la de una columna biarticulada pero cuya longitud es 2I, P, = 7°El Z/(4I 2).

20. Cierto. En la columna de la figura 15.5d se concluye, de la simetria, que en la mitad de la luz la
tangente a la el&stica es vertical, como si alli hubiese un empotramiento, y que en los puntos medios de las
mitades superior e inferior de la columna se presentan los cambios de curvatura o puntos de inflexion y
por tanto, segun (15.4), alli los momentos flectores son nulos y la distancia entre ellos es /2. Asi, la carga

critica de esta columna es la misma que la de una columna biarticulada pero cuya longitud

esl2, P, =4m?El, /1%,

21. Ante la carga critica, una ligera perturbacion hace que la columna pierda la posicion vertical de
equilibrio estable para adoptar otra, como ilustra la figura 15.20b, compatible con las condiciones de
borde, la cual corresponde al diagrama de cuerpo libre y de la curva elastica de la misma; de la fi-
gura 15.20csale M, =-Pv+R,x en 0< x<1, y luego con A= P/(EIZ) se integra (15.4). De (14.12)en A
y (14.13) en B resultan v, =vg =0 y 8; =0, y salen tres ecuaciones cuya solucion no trivial con la que

se deduce la carga critica surge de igualar a cero el determinante del sistema y encontrar, por tanteo o
con una calculadora apropiada, la menor de las soluciones:
d?v RaX

—+ Nv=—AC

RaX
™ o vt C,sen(Ax)+C, cos(Ax)+ %

v(0)=0=C,, v(I)=0=Csen(A1)+C, cos()u)+RTAI y 6(1)=0=Ac, cos(/\l)—/\Czsen()ll)+R—PA
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0 1

0=|sen(Al) cos(A) _ 2019El,

:%[sen(/\l)—Al cos(Al)] tan(A)=Al  AI=44934y P, ¥

U|lro|l—o

Acos(Al)  Asen(Al)

(a) (b) (©)
Figura 15.20 Columna empotrada y articulada. En la figura a) se ve una columna empotrada y articulada, apoyo que admite
una leve movilidad vertical, y sometida a una fuerza de compresion; en la b) se muestra el diagrama de cuerpo libre de la

columna en la posicién de equilibrio indiferente; la c) ilustra el diagrama de cuerpo libre de un segmento de columna de
longitud x.

22. Falso. En el extremo A de la columna no hay momento flector y, segun (15.4), es un punto de
inflexion de su el&stica; en B la tangente a la el&stica es vertical, debido al empotramiento, y al observar
la posicion de equilibrio indiferente en la figura 15.21b de la simetria se concluye que se llega a la misma
situacion de la columna biarticulada del doble de longitud. Es decir, la carga critica de la columna pro-

puesta es la misma que la de una columna biarticulada pero cuya longitud es 2I, P, = 7°El Z/(4I2).

~

X
(a) (b)

Figura 15.21 Columna empotrada y articulada con movimiento horizontal. En la figura a) se ve una columna empotrada en B
y articulada en A, apoyo que tiene movilidad horizontal, y sometida a una fuerza de compresion; en la b) se muestra el diagrama
de cuerpo libre de la columna en la posicién de equilibrio indiferente y su imagen especular con respecto al suelo.
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23. En Ay B las tangentes a la eléstica debidas a los empotramientos son verticales y, al observar la
posicion de equilibrio indiferente en la figura 15.22b, se concluye de la simetria que en el centro de la
luz hay un punto de inflexién y que se llega a la misma situacion de la columna biarticulada de igual

longitud. Es decir, la carga critica de la columna propuesta es la misma que la de una columna biarticu-

lada de longitud I, P, = 7%El,/I?.

B

\
)

(a) (b

Figura 15.22 Columna biempotrada cuyo apoyo A permite movimiento horizontal. En la figura a) se ve una columna biempo-
trada en Ay B, pero A permite movimiento horizontal, y sometida a una fuerza de compresion; en la b) se muestra el diagrama
de cuerpo libre de la columna en la posicion de equilibrio indiferente, se sefiala en el centro de la luz un punto de inflexién y
la imagen especular con respecto al suelo.

24. Falso. Se usa (15.16) al tomar en cuenta que | e, = Iy /2:

(Pbiemp )cr - 4772 El biemp I 2 =2

2 2
(Pbiaerr )cr I T El biaerr

25. Cierto. Al ser rigidas las paredes la suma de las deformaciones térmica, &, =adT, y elés-
tica, £, = P/(AE), esigual a 0y en la columna se desarrolla la fuerza de compresion, P = a4TAE; luego
se usa (15.16):

T2El m?1

=aAT AE AT, =7 2
¢ T aAl?

26. Cierto. La esbeltez Ie/rZ es inversamente proporcional al radio de giro de la seccion y

este, r, =/I,/A, se duplica segun la informacion.
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27. Cierto. Al cuadruplicar el area se duplica el lado del cuadrado y segun la proposicién previa se

reduce a la mitad la esbeltez.

28. Falso. La esbeltez 1, /r, es mayor en la que tenga menor radio de giro de la seccion, r, = /I, /A, y

este es menor en la circular ya que segun la proposicion 15.8.1-12 es la que tiene menor momento de

inercia.

29. Cierto. Se demostré en la proposicién 15.8.1-19.

30. Cierto. Se demostro en la proposicién 15.8.1-20.

31. Falso. De (15.16) se deduce que es 16 veces.

32. Falso. Sirve como contraejemplo la columna biempotrada que es hiperestatica.

33. Falso. Es valida para los valores de la esbeltez que no dan lugar, segun la ecuacién, a una tensién

superior al limite proporcional del material

34. Falso. Fallan basicamente por aplastamiento cuando la tensidn ocasionada por la fuerza de compre-

sion alcanza la de ruptura del material

35. Cierto. La fuerza critica no puede deducirse en tal caso por medio de la férmula de Euler, que
supone elastico el material, pero en las columnas de esbeltez media puede darse una posicion de equi-
librio indiferente, aunque para la deduccion de la fuerza critica en ellas no es fécil establecer una teoria
completamente racional del pandeo ya que la falla ocurre en el dominio pléstico, por ello se han pro-

puesto diferentes teorias como las de Engesser Euler o formulas empiricas.

36. Falso. De (15.19) se sigue que la carga critica de pandeo en una columna no depende de la resisten-
cia del material sino de su geometria y del médulo de Young del material; asi, como las columnas tienen
idéntica geometria e igual médulo de Young, se pandearan bajo igual carga critica aunque sus resisten-

cias sean muy diferentes.

37. Falso. Al disminuir la esbeltez la tension critica deducida de la formula de Euler aumenta, pero esa
formula solo es aplicable en el dominio eléastico; de alli en adelante el material ingresa al dominio plas-

tico y no puede usarse la formula para inferir un valor infinito de la tension.
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38. Cierto y falso. De acuerdo con la explicacion. Es falso en general ya que no existe una teoria exacta
y valida aplicable a todos los materiales y todos los tipos de falla. Es relativamente cierto en algunos
casos particulares, como en el acero, a los que se puede aplicar la féormula parabdlica ideada por

J. B. Johnson en 1893.

~

(a) (b) (©
Figura 15.23 Columna en voladizo con resorte. La figura a) muestra una columna empotrada en B, sostenida en A con un

resorte y en este extremo acta una fuerza de compresion; la b) muestra el diagrama de cuerpo libre de la columna en la
posicién de equilibrio indiferente y la c) ilustra el diagrama de cuerpo libre de un segmento de columna de longitud x.

39. Cierto. En presencia de la carga critica un leve cambio hace que la columna pierda la posicidon
vertical de equilibrio estable para adoptar otra, como ilustra la figura 15.23b, compatible con las condi-
ciones de borde, la cual representa el diagrama de cuerpo libre y la curva eléstica de la misma; por ello,
el punto A se desplaza Ja y el resorte desarrolla la fuerza kada. De la figura 15.23c se de-
duce M, = P(JA —v)—kAJAx en 0<x<I, y luego con X =P/(El,) se integra (15.4). De (14.12) en A
y (14.13) en B resultan v, =d,, Vg =0y 85 =0, y salen tres ecuaciones cuya solucion no trivial con la

que se calcula la carga critica surge de igualar a cero el determinante del sistema:

2

d—;/ s v=P0% _KadnX 2 ¢ en(ix)+ C, cos(Ax) + 5, - KadaX
dx El, El

v(0)=0, =C, +4d,, v(1)=0=C,sen(Al)+C, cos(Al)+J, 1—% y

_q- N
6(1)= 0= AC, cos(Al) - AC,sen(Al) -
0 1 0
0=|sen(Al)  cos(Al) 1—% = —k“se—n(m)—/\cos(/\l) 1—% tan(Al) = Al 1- AEl,
Acos(Al) - Asen(Al) _kFA
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40. Cierto. De la proposicion previa, tan(Ml)= AlfL- #12/9) y 0= f (A1) = tan(Ml)- Al + #13/9, se resuelve
por tanteo para la primera raiz de Al. Se inicia con Al =3, por la cercania con 7, y se recuerda

que X =P/(El,):
SiA=3  f(M)=-01425si A=31  f(M)=01685; si A=305  f(Al)=0,0107
Si =304  f(M)=-0,0203; si AI=3047  (A)=0,0013; si AI=30464  f(Al)=-0,0005

_9,281EI,

AN=30464y P, E

41. Cierto. Ante la carga critica una leve perturbacién impulsa la columna a perder la posicién vertical
de equilibrio estable para adoptar otra, como muestra la figura 15.24b, compatible con las condiciones
de borde, la cual representa el diagrama de cuerpo libre y la curva eléstica de la misma; por ello, la

elastica en Ay B forma angulos que por la simetria cumplen 6, = -6,, y los resortes respectivos desarro-
llan momentos de oposicion, K&, = Ké,. De la figura 15.24c se desprende M, =-Pv+ K@, en 0<x<|,
y después con X = P/(EIZ) se integra (15.4). De (14.12) en Ay By (14.3) en A resultan v, =vg =0

y dv(O)/dx =4,, ysalen tres ecuaciones cuya solucion no trivial con la que se halla la carga critica resulta

de igualar a cero el determinante del sistema:

372\2/ + v = KE_?j v = C,sen(Ax)+ C, cos(Ax) + KgA
v(o)=0=cC, + Kby v(1)=0=Cgsen(Al)+C, cos(Al)+ KgA y
d"—(to) =6, = AC,
0 1

Elsen(Al)
b=

= —%+sen(/\l) [L- cos(Al =0
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K

(@) (b) (©
Figura 15.24 Columna biarticulada con resortes. La figura a) muestra una columna biarticulada, en ambos apoyos hay resortes
gue se oponen a la rotacién, el apoyo A permite movimiento vertical y alli actia una fuerza de compresion; la b) muestra el
diagrama de cuerpo libre de la columna en la posicién de equilibrio indiferente y la c) ilustra el diagrama de cuerpo libre de
un segmento de columna de longitud x.

42. Falso. En el plano XY la columna se comporta como biarticulada en Ay B, pero de longitud I/2, por

lo que la carga critica es P, = 472El,/I?; en el plano XZ se comporta como biarticulada en Ay C, pero
de longitud I, por lo cual la carga critica es P, = 7°El, /I°:
_47%El, m’El, b*h _ 4bh®

1cr_|—2_P20r 12 Iy:4|z E“ 12

|
N
=

15.9 Célculos numéricos en columnas relacionados con la carga y la tension criticas

de Euler

15.9.1 Proposiciones y ejercicios

Las proposiciones y ejercicios de esta seccion se refieren, a menos que se informe o sobreentienda lo
contrario, a columnas largas sometidas en los extremos a fuerzas de compresion axiales e igualesa P y
en algunas de ellas se admiten ligeros movimientos en los apoyos, como se describieron en la seccion

previa.

1. En una columna biarticulada, de E =200[GPa] ¥ o, = 248[MPa], la esbeltez minima para que falle por

pandeo es de 89,2.999
2. Si la columna esta biempotrada, en el caso previo, entonces 1/r, =161.

3. Las columnas biarticuladas 1 y 2 de longitudes iguales y secciones rectas cuadradas tie-

nen a, =0,0125[m], E, =200[GPa] y E, =70[GPa]. La carga critica en ambas es igual, si a, =0,0182[m].
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4. Si los pesos especificos de los materiales son, en el caso previo, w, = 7,7[kNm~] y w, = 2,7[kNm~],

la razon entre los pesos de las columnas es W, /W, = 0,596.

5. Una columna biarticulada tiene seccidn rectangular y h =3b. Halle la ¢.

6. En una columna biarticulada y de seccién rectangular, 1=33[m], b=0,05[m], h=010[m] y

E =6,9[GPa]; entonces P, =615[kN].

7. En una columna biarticulada y de seccion rectangular, b=0,035[m], h=0,050[m], E =200[GPa] Y

o, =230[MPa. La ecuacion de Euler es aplicable si 1 =0,85[m].

8. En una columna biempotrada y de seccion rectangular hueca, | =5[m], b, =010[m], b, =0,08[m],

h, =0,05[m], h; =0,03[m] y E =200[GPa]; entonces P, =272[kN].

9. En una columna biempotrada y de seccion circular, R =0,0125[m], E =200[GPa] y o, = 200[MPa];

entonces |, =1,24[m].

10. En una columna biarticulada y de seccion circular hueca, 1=183[m], R, =0,025[m] y E = 72[GPa].

Si P =17,8[kN] y se usa un factor de seguridad, n = 2, entonces t,;, =0,0032[m].

min

11. En la columna biempotrada AB y de seccion circular hueca, | =4,6[m], R, =0,038[m], t=0,0064[m]

y E =210[GPa]; entonces P, =335[kN].

12. En el caso previo los extremos Ay B de la columna pueden moverse ligeramente; el A verticalmente

y el B horizontalmente. Eentonces P, =93,7 [kN].

13. Una columna biarticulada tiene, 1=4,6[m], y su seccion recta es la de la figura 12.29a en la

que b, =0,20[m], b, =h, =0,0125[m], h, =0,15[m] y E =200[GPa]; entonces P, =1,68[MN].

14. Una columna de 1 =12[m] y E =200[GPa], empotrada en un extremo y articulada en el otro, tiene

la seccion recta en forma de | y en ella los momentos centroidales principales de inercia

son 1, =9,0738x10° [m*] y 1, =3,8960x107° [m*]; entonces P, =109[kN].

15. La columna AB, de seccién rectangular, | =1[m] y E =200[GPa], tiene b paralelo al eje Z, estd em-

potrada en B y el extremo A es libre de moverse en direccién paralela a h pero no lo puede hacer en
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direccion paralela ab. Si P =50[kN], y el factor de seguridad es n = 2, el disefio es 6ptimo ante el pan-

deo si h=0,0514[m].

16. En los extremos de la columna AB, de seccidn rectangular b =0,02[m] paralelo al eje Z, h=0,05[m]
paraleloalejeY 1 =2[m] y E =70[GPa], hay sendos pernos que los atraviesan de manera que la columna
actlia como biarticulada con respecto al plano XY y como biempotrada con respecto al plano XZ;

asi, P, =321[kN].

17. Una columna biarticulada y de seccion circular se forma con un tubo de R, =0,038[m],
R; =0,032[m] y E, =210[GPa], y un nicleo de R, =0,032[m] y E, =139[GPa]. Si o, =138[MPa], en-

tonces |, =3,04[m].

max
15.9.2 Soluciones

1. Cierto. De (15.20) con I, =1, por estar biarticulada la columna:

2 2 g V2
S E2 <o, 1 -7 x200xio ~89.2
(i/r,) r 248x10

2. Falso. Al estar biempotrada, I, =1/2, y se usa (15.20):

2E | 72 x200x10° 7
o, = <o, = LXAXD Lq7g
(I/Zrz) F min 248x10

3. Falso. En las secciones |, = al4/12 yl,= a24/12, yse usa P, =772EI/Ie2 conl, =1:

ya ) Ve
_ 200x00128° T _ o e
E, 70

4
_ E@&
,= L1

m°E,a,* m°E,a,"
(Pl)cr = 12|121 = (PZ)cr :#

4. Cierto. El peso de cada columna es W = wa?l, y se usa la proposicién previa:

2 2
W, _wia," 2700163 ;oo
W,  wa“ 7,7x0,0125
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5. Con el menor momento de inercia de la seccion, |, = b4/4, el radio de giro minimoes r,;, = b/\/12 ,

y se usa (15.20), donde |, =1:

o m?E _ m’Eb®
¢ (I/rmin )2 12|2

6. Cierto. Con el menor momento de inercia de la seccion, |, = hb3/12, y se usa (15.19), donde |, =1:

b = m°El,,,, _ m*Ehb® _ 7% x6,9%10° x0,1x0,05°
“ 1.2 121° 12x3,3°

e

~ 6,51[kN]

7. Falso. Con el menor momento de inercia de la seccion, |, = hb3/12, el radio de giro minimo

m

€S Iy = b/\/ﬁ, y se usa (15.20), donde |, =1:

2 2 2 2 6 2
7°E  _ m*Eb® _ r*x200x10° x0,035
O, = > = = 5 =279 [MPa] >0y
(/r.. )7 12l 12x0,85

8. Cierto. Se halla el menor momento de inerciay se usa P, = anImm/Ie2 con l, =1/2:

. b.h,’ ~bih® _ 0,1x0,05° -0,08x0,03°

=~8,617x107" [m*]

mhe 12 12
2 2 9 =7
p = 4 Elmm _ar ><200><1052><8,617><10 ~ 272[kN]

9. Cierto. Se usa (15.20), donde | = 7R*/4, r=R/2 y I, =1/2:

712 x 200x10° x 0,01252 2
Imin = - =1,24[m]
200x10

_4m°E _ m?ER?

S T R

10. Falso. En la columna, 1, = IT(Re4 - Ri4)/4, yseusa P, =7%El, /1> con I, =1 y R =R, —t:

3 4 4 2 ya 3 2 ya
pfa MER "R} g o ge 8P g gpse  8X14BXIOTXIBI ) 05 1m]
2 8l m°E m°x72x10

tmin = Re — R, =0,0250 - 0,0205 = 0,0045 [m]
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11. Cierto. Se usa P, = 72El,/I.> con I, =1/2, | ZIT(Re4 - Ri4)/4 y R =R, -t:

z

o _ ATEl _ 7°x210x10° x(0,038° - 0,0316*)

= 335[kN
Y 162 [kN]

12. Falso. Se usa la proposicion previa pero ahora segun el ejercicio 15.8.1-23, |, =1:

o _7°El, _ m'x210x10°x(0,038° -0,0316)

= =83,7[kN
= TS [kN]

13. Falso. Sean Y y Z ejes centroidales y respectivamente paralelos al alma y a las aletas; en esos ejes se

determina el menor momento de inerciay se usa P, = /TZEImm/Ie2 conl, =1I:

- by (h, +2h,)* - (b, =b, )n,* _ 0,2x0175° -0,1875% 0,15

2 =3,659x107° [m“]
12 12

_2hb®-hb,®  2x0,0125%0,2% +0,15%0,0125°

I
y 12 12

~1,669x107 [m*]

b = T°El,, _ m*x200x10° x1,669x107°

cr |2 4,62 =1,56 [MN]

14. Cierto. Se usa P, = ﬂzEImm/Ie2 con el menor momento de inercia, y I, =0,699I:

m’El, _ m*x200%x10° x3,8960%10°°

= = ~109[KN
10,6992 x12 0,6992 x122 [kN]

15. Cierto. En el plano XZ la columna actda como articulada en A y empotrada en B por lo que

l, =0,6991 y P, =’El y/(0,6992I2); en el plano XY se comporta como libre en A y empotrada en B,

por lo cual I,, =21 y P, = 7*El Z/(4I2). El disefio ante el pandeo es 6ptimo cuando las fuerzas criticas

son iguales:
2
T°El T2El bh® 81866hb*
p =~ v -p =2=lz | -g1866l =2 h=2,8612b
0,6092x12 2T 412 g Y12 12
2 2 4 3 2 ya
Py T EZIZ __ m’Eh . 50x10 2><96><2,86912><1 = 0,0514[m]
n 8l 96x 2,8612l - %x200x%10

1366



Alvaro Gaviria Ortiz

16. Falso. Enel plano XY, |, =1 y P, = 7°El, /1%, yenelplano XZ, l,, =1/2 y Py, = 47°El, /I?, yse

escoge la menor carga critica, que resulta ser P, =23,0[kN]:

_mPEl, _ m?x70%10° x0,02%0,05°

Per = = =36,0[kN
lcr |2 22X12 ’ [ ]y
4%El 2 9 3
= : y _Axm ><7O><120 x0,02 XO’05=23,0[kN]
I 2°x12

17. Cierto. Las areas de las secciones son A =1,319x107°[m?] y A, =3,217x107*[m?], y por tanto el

material 1 que tiene la menor area alcanza primero la carga critica; se usa P, = 72El Z/Ie2 conl, =1:

2 3 9 4_ 4\ V2
nIElel | m°x210x10° x(0,038" -0,032') 3040

P =0 < 4
1cr crAl méx 4x138x10° X1,319X10_3

15.10 Columnas que forman parte de sistemas estructurales

15.10.1 Proposiciones y ejercicios

1. La barra rigida y horizontal ABC, de AC = 3AB = 3a se une mediante articulaciones en A a la pared

y en B a la columna vertical y larga BD, de longitud | e El. Si en C obra la fuerza F dirigida hacia abajo,

entonces el valor de esta que provoca la falla del sistema es F,, = ZTZEl/(3| 2 )

2. Las barras iguales y largas AB y BC se articulan entre si en B, se empotran en el suelo en Ay C, forman
alli angulos de 45° con la horizontal, en B obra la fuerza F dirigida hacia abajo y se admite que el pandeo

ocurre en el plano de la estructura. Halle el valor méximo de F.

3. Las barras largas AB y BC tienen iguales El, estan articuladas al suelo en Ay Cy entre si en B donde

forman respectivamente con la vertical &ngulos, a=30° y B =45°. Si B dista h del suelo, en B obra la

fuerza F dirigida hacia abajo y el pandeo solo puede ocurrir en el plano de las barras, halle el valor

maximo de F.

4. Se tienen los puntos A(0, 1), B (— I\/§/3,0), C(0, 0) y D(IJ§/3,0) y las barras largas AB, AC y AD de
iguales El; en Ay C hay articulaciones, en By D empotramientos, en A obra F, = -i F, y se supone que

el pandeo solo puede darse en el plano XY. Calcule el valor méaximo de F.
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5. El poste vertical, largo y de seccion circular hueca AB, de | =2[m], R, =0,02[m], R; =0,0015[m]
y E =200[GPa], esta empotrado al suelo en B y sostenido desde una argolla en A por dos cables atiran-

tados de igual manera, unidos al suelo en argollas, simétricos con respecto al poste y que forman con

este angulos iguales a a = 45°. Si el factor de seguridad contra el pandeo en el plano de la estructura

es n = 2, la maxima fuerza de traccion admisible en los cables es T, = 25,26 [KN].

6. Se tienen los puntos A(0, 0), B(3, 4)c y C(3, 28/3)c y las barras largas y circulares AB y BC,
de E=200[GPa] y R=0,015[m]; en A, By C hay articulaciones, en B obra F; = -i,F, se supone que el
pandeo solo puede darse en el plano XY, ¢ =0,3 [m] y el factor de seguridad esn = 2,5. Enton-

ces F.s =837[KN].

7. Se tienen los puntos A(0, 12)c, B(0O, 0) y C(5, O). El poste largo AB, de seccidon circular
hueca, R, = c/12, espesor ty modulo E, se articula al suelo en B, soportaen Aa F, = —i'XF, se mantiene
en equilibrio por medio del cable AC unido con argollas al poste en Ay al suelo en C, ¢=0,30[m]
y E=200[GPa]. Si F =17,8[kN], y se considera que el pandeo solo ocurre en el plano XY, enton-

ces t... =0,0115[m].

min

8. Se tienen los puntos A(O, 0), B(10, O)c y C la barra BC y la barra larga y de seccién cuadrada AB de
modulo E y a = c/8, articuladas ambas barras en sus extremos. En B obran Fz =-i F, ¢=0,30[m],
E =200[GPa], se usa un factor de seguridad contra el pandeo, n = 2, y se admite que el pandeo solo

puede darse en el plano XY. Entonces F , =9,78[kN].

9. Se tienen los puntos A(0, 0), B(1, tandl y C(0, tand)l, la barra BC y la barra larga AB, articuladas en

los extremos, de iguales secciones circularesy E. Si en B obra F = —i F, y se supone que el pandeo solo

puede ocurrir en el plano XY, calcule el valor del angulo & para el cual el volumen de la barra AB es

minimo.

10. Se tienen los puntos A(0, 0), B(6, -2,5)c, C(6, 2,5)cy D(12, 0)c, la barra larga CB, de seccidén cuadrada,
moddulo E, a = ¢/8, y los cables ABD y ACD que pasan por argollas en A, B, Cy D y se atirantan desde A
y D por medio de sendas fuerzas horizontales iguales en magnitud a F y de sentidos opuestos.
Sic=0,30 [m], E =70 [GPa], y el factor de seguridad es n = 2, entonces F_,, =60,7[KkN].

max
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11. Se tienen los puntos A(0, 0), B(0, b), C(2c, b) y D(c, b—h), las barras largas AB y CB, articuladas en A, B
y Cy de iguales El, y el cable BDC que pasa por argollas en B, Cy D y se jala desde D por medio de la

fuerza, F, =i F. Calcule el valor de h para el cual es maximo el factor de seguridad contra el pandeo.

12. Sien el caso previo, F =400[kN] y b =c=4[m], y las barras son de seccion circular, de R =0,05[m]

y E =200[GPa], entonces el factor de seguridad méximo contra el pandeo es n,, = 4,25.

13. La barra rigida y horizontal ABCD, de AD = 4AB = 4BC = 4a se empotra a la pared en A, un apoyo

guiado que puede moverse verticalmente, y en articulaciones en B y C a las columnas verticales y lar-

gasBD y CF, de iguales | e EI. Si en D y F hay articulaciones y en C obra F. =-iF, enton-

ces F,,, =57°El/(a12)

14. En A del caso previo hay una articulacion y en C actia, M. =-i,M, en lugar de la fuerza. Calcule

el Mméx.

15. La barra rigida y horizontal ABCD, de AB=0,60[m], AC=x y AD=15[m], se articula en B a la
columna vertical, de seccion cuadraday larga BH, que estd empotrada en el suelo en H y tiene, 1 =1,50[m],
a=0,025[m] y E =210[GPa]; en A la barra horizontal se articula a la varilla vertical AE que en E se une al

suelo en una articulacion. Si en C acta, F. = —i,F =-i,4,45[kN], entonces X =1,011[m].

max
15.10.2 Soluciones

1. Cierto. Sea P la fuerza de compresion que la barra ABC ejerce sobre la columna BD; del equilibrio

de momentos en A de las fuerzas que obran en la barra ABC resulta F = P/3. La carga critica en la

columna BD por estar biarticulada es P, = ﬂ2E|/|ez, con |, =1I:

P 7°El
F. ==
fall 3 3|2

2. Sea P la fuerza desarrollada en cada barra, las cuales por simetria son iguales; del equilibrio de fuerzas

verticales en B sale F = 2P cos45°. La estructura colapsa cuando ambas barras alcanzan sus cargas criticas;
por estar articuladas en un extremo y empotradas en el otro, éstas son iguales a P, =/72EI/I62,

con |, =0,699:
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27m*El cos45° _ 28,57El
0,699%1 |2

Fa = 2P, c0s45° =

3. Sean P, la fuerza de compresion en la barra AB de longitud 1,5 = h/cosa, y P la de la barra BC de
longitud lgc =h/cosB; del equilibrio de fuerzas en B resultan F =Psen(a+ B)/senf

y F= sten(a+ ﬁ)/sena. El sistema falla cuando una de las barras alcanza su carga critica, que por estar

biarticulada es P, = frzEl/Ie2 , Y la longitud efectiva es la verdadera:

< (P), sen(a+ B) _ m’Elsen75°x cos’ 30° 1025 T2El
senf h?sen45° h?
P, ). senla + 2 ° 2 45° 2 2
e (P)ysenla+ ) _n Elsen5*xc0s* 45" _ o o6 MEL g M°El
sena h“sen30° h h

4. Sean P, las fuerzas en las barras AB y AD que por la simetria son iguales y P, la de la barra AC; del
equilibrio de fuerzas verticales que obran en A resulta F =P, + 2P, cosd. El sistema colapsa cuando las
tres barras alcanzan sus cargas criticas respectivas, P, = 7°El / Ie2 ; para las barras AB y AD que tienen

un extremo articulado y el otro empotrado, |, =0,6991/cos30°, y para la biarticulada, AC, I, =1:

m°El , 27°Elcos®30° _ 36,L1El

F =
|2 0,699212 |2

=P, +2P,coséd =

max

5. Falso. Sean P la fuerza desarrollada en el poste y T las que atirantan cada cable, las cuales por la

simetria son iguales. Del equilibrio de fuerzas verticales en A sale T = P/(2cosa). La fuerza méaxima de
traccion en los cables es la que origina en el poste la carga critica, que es igual por estar articulado el

poste en un extremo y empotrada en el otro a P, = /TZEI/Ie2 con I, =0,6991:

P, _ 7l _ 7% x200x10° x (0,02* - 0,015*)
" 4x4x0,699° x 2% x c0s45°

T< Tméx =

2 4cosa 4l 7cosa

= 30,67 [kN]
6. Cierto. Sean P; la fuerza de compresién en la barra AB de longitud 5¢ y que forma con la horizontal

el &ngulo 0=tan'1(4/3)=53,13°, y P> la fuerza de compresion en la barra BC de longitud 16¢/3. Del

equilibrio de fuerzas en B se deducen F =P, cosd y F =P,cotané. El sistema falla cuando una de las
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barras alcanza la carga critica P, = ﬂZEI/Iez, donde la longitud efectiva es la verdadera, pues ambas

estan biarticuladas:

_ (P) cotand _ 7% x200x10° x 7% 0,015* x cotan5313°
~ 25 2,5%x4x533%x0,3°

~9,21[kN]

_ (R), cos _ 7% x200x10° x 7x0,015* x c0s5313°
T 25 25%4x25x0,3%

~837[kN]  F,, =837[kN]

7. Cierto. Sean P la fuerza de compresion en el poste AB de longitud 12cy T la de traccion en el cable AC

que forma con la vertical el angulo @ = tan™(5/12) = 22,62°. Del equilibrio de fuerzasen Asale P = F/tand.

2
e !

F n3E(R4—R.4} 03 % 4x178x10%x122x0,3? v
<P, = e i R,-t=R < —= - : ’ =0,01352[m]

and " 4f12c) i 'T 12 7%x200x10° xtan 22,62°

El sistema falla si el poste biarticulado alcanza la carga critica P, = 7*El / I.“, enlaque I, =12c:

t . =0,0115[m]

8. Falso. Sean P la fuerza de compresion en la barra AB de longitud 10cy T la de traccion en la BC que

forma con la horizontal el angulo 8 = tan™ (\/5/3)= 30°. Del equilibrio de fuerzas en B resulta F = P tan 8.

2
e 1

El sistema falla si la barra biarticulada AB alcanza la carga critica P, = ﬂ2E|/| enlaque |, =10c:

Potand _m’Ea’tand . _ m® x200x10° x 0,0375" x tan 30°
2 24(10c)? e 24x10%x0,3

=10,43[KN]

9. Sean P la fuerza de compresién en la barra AB de longitud |, =1/cosd, |=nR*/4, y volu-

men V,g = nRZI/cosH, y T la de traccién en la BC que forma con la horizontal el &ngulo &; del balance
de fuerzas en B sale F = Psend. El sistema falla cuando la barra biarticulada AB alcanza la carga cri-

. 2 -z - .
tica P, = ﬂ2E|/|e , donde |, = 1,5; en tal caso se expresa Vag en funcion de Ry 8 y se averigua el mi-

nimo por derivacion:

2 3Ep4 2 2 4 4 V2
m°El _ m°ER"senfcos” § _ mEVg"sendcos” & Vg = 4°F sen-Y20cos2

F=P,send =
¢ g 412 41 nE
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4 V2 20 _ ~ne?
0= dVee 1 4I°F 4sen39 C(;s2 0 tang=L @=2657°
g 2 & cos® fsen¥?9 2

10. Cierto. Sean P la fuerza de compresion en la barra BC de longitud Iz, =5c y | = a4/12, y T lade

traccion en los cables, igual en ambos por la simetria (figura 15.25) y que forman con la vertical angulos

igualesa ¢ =tan™ (6/2,5) =67,38°. De los equilibrios de fuerzasen Cy A (figuras 15.25b y c) sale F = P tané.

La falla ocurre cuando la barra biarticulada BC alcanza la carga critica P, = 7°El / 1,> con I, =g :

£ Putand _7°Ea’tang _ 7I° x70x10° x0,0375° x tan67,38° _ . - [KN]
I 24(5¢ )’ " 24 x5 x 0,32 ’
P L T
el e N R
(a) (b) ()

Figura 15.25 Columna comprimida por cables. a) muestra la columna BC comprimida por medio de los cables tensados ABD
y ACD y en todos los puntos hay argollas; en b) se ilustra el diagrama de cuerpo libre del punto C; en c) se ve el diagrama de
cuerpo libre del punto A.

11. La reaccidn en A, por estar sometida la barra AB solo a dos fuerzas, no tiene componente horizontal
y se nomina R: y en C las reacciones son R, y R (figura 15.26a); del equilibrio de la estructura repre-

sentada en la figura 15.26a se deducen R, =R, =F/2 y R, =0. Sean P, la fuerza de compresion en la
barra AB de longitud b, factor de seguridad n1y P, = R, = F/2, P2 la fuerza de compresion en la barra BC
de longitud 2c y factor de seguridad n,, y T la traccion en el cable que forma con la vertical &ngulos
igualesa 6 =tan™ (c/h). De los equilibrios de fuerzas en D y C (figuras 15.26¢y d) resultan T = F/(2cos )

y P,=Ftang/2. La estructura falla cuando una de las barras biarticuladas AB o BC alcanza la carga

critica, P, = /TZEI/Ie2 , en donde la longitud efectiva es la verdadera, y el factor de seguridad se maxi-

miza cuando ambos factores son iguales:

P _27*El __ _ P, _ m’El _m?hEl _4c?

t(R), Fb? > (R), 2Fc’tang 2Fc? b2
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Y R,
BL € —+— ¢ — o R Bi ,
N : A I, : > R
o | i
N T 0
D
7 __
Al X AT
PN N
TR,
(a) (b) (c) (d)

Figura 15.26 Estructura de barras y cables. En la figura a) las barras AB y BC estan articuladas entre si y en los apoyos, y
comprimidas por efecto de la traccién que en el cable BDC genera la fuerza F; en las b), c) y d) se muestran los diagramas de
cuerpo libre de la barra AB y de los puntos D y C.

12. Falso. Del ejercicio previo:

_2m%El _ 2m*x200x10° x 0,05

n_. =n = 3,03
Y Fp? 4% 4x10° x 42

max

13. Falso. Sean Pg y Pc las fuerzas de compresion que la barra ABC respectivamente ejerce en las co-

lumnas BD y CF; del equilibrio de fuerzas verticales que obran en la barra ABCD resulta P, +P. = F, ya
que en el apoyo A no se desarrolla una fuerza vertical. El sistema colapsa cuando las columnas BD y CF

alcanzan sus cargas criticas; estas son iguales por estar biarticuladas a P, = 772E|/Ie2 ,conl,=1I:

271°El
I:falll = (PB)cr +(PC)cr = ]TIZ

14. Se usa la proposicidn previa, pero en este caso del equilibrio de momentos en A de las cargas que

obran en la barra ABCD resulta P, +2P. = M/d. El sistema colapsa cuando las columnas BD y CF alcan-

zan sus cargas criticas; estas son iguales por estar biarticuladas las columnas a P, = frzEI/Ie2 ,conl, =1I:

3m°dEl
M méx — d[(F)B )cr + 2(pC )cr = ”|—2

15. Cierto. Sea P la fuerza de compresién que la barra ABCD ejerce sobre la columna BH; al tomar

momentos en A de las fuerzas que obran sobre la barra ABCD resulta P = Fx/AB. La carga critica en la

columna BH debido al tipo de apoyos es P, = IT2E|/|62 con |1 =a*/12 y I, =21, como se establecid en la

proposicion 15.8.1-22:

_ Fx _7’El _ m?x210%10° x0,025* x 0,6
T AD 2 Xmax = 2 3
AB~ 4l 4x12%1,5% x 4,45%10

=1,011[m]
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15.11 Calculos numeéricos en elementos sometidos a compresion y relacionados con la
esbeltez, el tipo de material y las recomendaciones de las asociaciones respectivas

15.11.1 Proposiciones y ejercicios

Las proposiciones y ejercicios de esta seccion se refieren, a menos que se informe o sobreentienda lo
contrario, a columnas sometidas en los extremos a fuerzas de compresion axiales e iguales a P; los que
mencionan columnas de acero se contestan con base en las recomendaciones y expresiones desarrolladas
por la American Institute of Steel Construction (AISC), anotadas en el apartado 15.1-21; las de aluminio
con las de la Aluminum Asociation (AA), incluidas en el apartado 15.1-22; las de madera con las de la
National Forest Products Association (NFPA) y el American Institute of Timber Construction (AITC),

presentadas en el apartado 15.1-23.
1. En una columna larga la falla puede ocurrir por aplastamiento.

2. Para el disefio de columnas largas da lo mismo definir el factor de seguridad en relacion con la fuerza

méaxima que con la tensién maxima.
3. La ecuacidn de la secante es aplicable a columnas largas.

4. La fuerza critica predicha por la férmula de Engesser Euler para el pandeo inelastico es menor que

la que resulta de la férmula de Euler.

5. Si una columna de longitud media y de |,/r, =60 se pandea cuando o, =276[MPa], entonces el

modulo tangente del material respectivo es E; =101[GPa].

6. Una columna biarticulada, de seccién circulary de R =0,04[m] y | =1,5[m], se fabrica con un material
bilineal en el que la relacion o& es o©=250x10°¢[MPa] para 0<e<0001 Y

0 =100x10° (1 +15x 1035)[M Pa] para 0,001< ¢ <0,007; entonces P, =113[MN].
7. En el caso previo la columna estd biempotrada. Calcule la pe.
8. En el Sl la constante de columna C; para columnas de acero se mide en metros.

9. La constante de columna C; para columnas de acero se reduce a la mitad al duplicar el area de la

seccion recta de la columna.

10. En una columna de acero el factor de seguridad minimo es 5/3.
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11. La tension admisible en una columna de acero cuya esbeltez es la constante de columna es igual a la

tercera parte de la tension de fluencia del material.

12. Siesigual a 100 la esbeltez de una columna de acero de E =200[GPa] y g, = 300[MPa], esa columna

no es larga.
13. En el caso previo el factor de seguridad es igual a 1,72.

14. La tensién admisible en una columna de aluminio de longitud media depende del cuadrado de su

esbeltez.
15. En una columna de aluminio 2014-T6, |, /r =50; entonces g,, =133[MPa].

16. En las columnas de madera de esbeltez media la relacion entre la tension admisible y la esbeltez es

lineal.

17. La tension admisible ante el pandeo es mayor en una columna de acero que en otra de madera

cuando ambas son largas, biarticuladas y de idénticas geometrias.
18. En las columnas largas de madera se recomienda usar un factor de seguridad igual a 4.

19. En una columna biarticulada de acero, 1 =610[m], A=113x107[m?], r, =0,065[m], E =200[GPa] y

o, =249M; entonces P, =125[MN].
20. En el caso previo, P, =891[kN]. Calcule Imax.

21. En una columna biarticulada de acero, 1=4,86[m], A=190x10"[m’], r,=0,067[m], r, =0117[m],

E =200[GPa] Y 0, = 249[MPa]; entonces P, =1936 [MN].

22. Una columna de acero y de seccidon cuadrada, empotrada en un extremo y articulada en el otro,

tiene 1=03[m], a=0,012[m], o, = 414[MPa] y E = 207[GPa]; entonces P, = 321[kN].

23. El factor de seguridad de una columna biempotrada de acero, de seccidén circular, |=5[m],

R=01[m], E=200[GPa] y o, =200[MPa], esigual a 1,89.

24. En una columna biarticulada de acero y de secciéon circular hueca, |=54[m], R, =0,057[m],

R, =0,051[m], E=200[GPa] y o, = 249[MPa]; entonces P, =105[kN].
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25. En una columna biarticulada de acero y de seccion circular hueca, R, =0,044[m], R, =0,037[m],

E =200[GPa], o, =249[MPa] y P =94 [kN]. Calcule ln.

26. Una columna de acero y de seccion circular hueca, empotrada en un extremo y libre en el otro tiene

I=26[m], R, =0,070[m], R, =0,063[m], E =200[GPa] y g, =249[MPa]; entonces P, =236[kN].

27. En una columna biempotrada de acero y de seccién circular, |=45[m], E=200[GPa],

o, =340[MPa] y P =80[kN]. Calcule el Rmin.

28. En una columna biarticulada de aluminio 2014-T6 y de seccién rectangular, 1 =0,80[m], h=2b y

P =53[kN]; entonces b =2,720x1072 [m].

29. En una columna biarticulada de aluminio 2014-T6 y de seccion circular hueca, | = 0,406 [m], R, =5t

y P =223[kN]; entonces (Re) =0,0123[m].

min

30. En una columna biempotrada de aluminio 2014-T6 y de seccion cuadrada hueca, |=23,60[m],

a, =0,200[m] y a, =0,174[m]; entonces R, =1,89[MN].

31. Una columna biarticulada de aluminio 6061-T6 y de seccidn circular tiene 1=3[m] y R=0,05[m].

Falla entonces si se la somete a P =100 [kN].
32. En el caso previo, | =3,2[m]. Calcule Py,.

33. En una columna biarticulada de aluminio 6061-T6 y de seccion circular, R =0,015[m] y P =60 [kN];

entonces |, =0,469[m].

34. En el caso previo, | =0,60[m]. Calcule Rmin.

35. Una columna de aluminio 6061-T6 y de seccion circular hueca, empotrada en un extremo y libre en

el otro, tiene 1 =0,60[m], R, =0,041[m] y R; =0,038[m]; entonces R, =80[kN].

36. En una columna biarticulada de madera y de seccion cuadrada, a=0140[m], E =10[GPa],

o' =12[MPa] en direccion del grano, y P =178[kN]; entonces I_, =251[m].

37. En el caso previo, | =191[m]; entonces a_, =0,129[m].

1376



Alvaro Gaviria Ortiz

38. En una columna biarticulada de madera y de seccion rectangular, 1=550[m], b=0125[m],

h=0150[m], E =12[GPa] y ¢’ =8[MPa], en direccidon del grano. Halle Py.

39. En una columna biarticulada de maderay de seccion circular, | =3[m], E =9,1[GPa], o' =7,25[MPa]

en direccion del grano, y P =356 [kN]; entonces R, =0,127[m].

40. La viga columna en voladizo AB, de seccién cuadrada y de acero, tiene 1=12[m], E =200[GPa]

y o, =250[MPaq], y soporta en B a P, = -i,25[kN] con e, = a/2. Por el método de las tensiones admisi-

bles resulta que a,;, =0,0509[m].

41. Laviga columnaen voladizo AB, de seccion rectangular y de aluminio 2014-T6, tiene h =2b=01[m],

I=2[m], y en B obra, P,=-i,P con e =0,025[m]. Por el método de las tensiones admisi-

bles, P, =11[kN].

42. La viga columna de madera simplemente apoyada AB, de seccion rectangular, h=2b=0,40[m],
E =12[GPa] y ¢’ =10[MPa] en direccion del grano, soportaen Ba P, = -i, 60[kN] con e, =0,03[m]. Al usar

el método de las tensiones admisibles, resulta 1, =10[m].

43. La viga columna simplemente apoyada AB, de seccion circular y de aluminio 6061-T6,

tiene R =0,026[m], y soportaen B a P, = -i,45[kN] con e, =0,02[m]. Si la tensién admisible a la flexion

es g, =150[MPa], al usar el método interactivo resulta que 1., =1,26[m].

méx

44. La viga columna en voladizo AB, de seccion circular y de madera, tiene 1=4,5[m], R=0125[m],
E =12[GPa], 0y =0 =10[MPa] en direccion del grano y soportaen Ba P = -i,P con e, =0,30[m]. Al

usar el método interactivo resulta que P, =32,5[kN].

15.11.2 Soluciones

1. Falso. Estas columnas fallan por pandeo de acuerdo con la formula de Euler, aplicable hasta el limite

proporcional del material, el cual es inferior a la resistencia Gltima del mismo.

2. Cierto. Es cierto en este caso ya que la relacion entre la fuerza y la tension maximas es lineal; no

ocurre lo mismo en vigas columnas en las que se debe definir en relacion con la fuerza.
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3. Falso. Estrictamente no, ya que fue deducida para vigas columna. Sin embargo, si puede tomarse en
cuenta en el disefio de las columnas reales en vista de las eventuales imperfecciones geométricas o del

material o por la excentricidad de la carga, como se informé en el apartado 15.1-19.

4. Cierto. Ya que al sobrepasarse el limite de proporcionalidad del material, la pendiente de la curva o-¢
del mismo que corresponde al médulo de Young tangente disminuye. Cuando la tension critica esta por

debajo del limite proporcional, el médulo tangente es igual al médulo de Young

5. Cierto. De (15.24):

6 2
(/nf g -27.6x10°x60

ﬂ2

~101[GPa]

6. Falso. En este caso, E = 250[GPa] y o, =200[MPa] en 0< £<0,001, E, =150[GPa] en 0,001< £ < 0,007

y I,/r, =75.| De (15.24) en las zonas elastica y plastica del material resulta:

m*E _ m?x250x10°

Oy = = 439[MPa] > 200 [MPa
(1, r, ) 752 [MPa] [MPa] _ m°E; |l _ m*x150x10° x0,04*
e/lz Py =—5—= 5 =1,32[MN]
| 4x1,5
7. Se usa la proposicion previa pero en este caso por estar biempotrada la columna, 1, = 1/2:
2 2 9
g, = TE_ AT X200 1766 1Mpa] > 200 [MPa] , , .
(1./r,) 75 _4m Bl _ m°x150x10° x 0,04 ~5,20[MN]

“ |2 4x]152

8. Falso. Es adimensional y la esbeltez que para la AISC separa las columnas largas de las medias y

cortas.
9. Falso. Solo depende del material, segun (15.29).
10. Cierto. Ocurre de acuerdo con (15.30) cuando la esbeltez de la columna es nula.

11. Falso. Si I, /r, =C, se sigue de (15.30) que n=23/12:

_&1_l l./r ? _120, 1 _ 60y

n 2 C¢ 23 2 23

Oy
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12. Cierto. Son largas las columnas de acero con esbelteces mayores que la constante de columna dada

en (15.29):
2 9
Ce = /w ~115>100
300x10

13. Falso. Se usan la proposicion previa y (15.30) con |,/r, =100:

n=—+— — -=- — =191
14. Falso. Para las columnas de aluminio de esbeltez media se usa una relacidon de primer grado entre
la tension admisible y la esbeltez como se observa en (15.33) y (15.36).
15. Cierto. Segun (15.36) esa columna es de esbeltez media y con base en (15.36):
g, =(212-1585x50)x10° =133[MPa]
16. Falso. Se observa en (15.40) que esa relacion es no lineal y de cuarto grado.

17. Cierto. De la tabla 4.1 del apartado 7.1-23 se concluye que entre los médulos de Young del acero y

la madera se cumple E, /E,, >15; se usa (15.31) con n=192 y (15.41):

(UW )ac — 2’74Eac

(JW )ma ) 1’92Ema g 21

18. Falso. El factor de seguridad segun (15.41) es 2,74.

19. Falso. Por ser biarticulada la columna, I, =1 y I, /r, =938. Se usan (15.29) y (15.30):

2 9 3
C. = 27 x200x10° _ 15 - 655y h=5,3938 19387 o
249x10 3 8 126 8 126

_249x10° | 1 938 °
1,89 2 126

w =952M R, = Axg, =113x1072x952x10° =1,08[MN]

20. De la proposicion previa, C, =126, y para este caso, g, = P, /A =7885[MPa]. Al disminuir la fuerza
admisible aumenta la esbeltez y esta se deduce de (15.30) que lleva a una ecuacion cubica que se resuelve

por tanteo:
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2 s ,
0=f(l/r,)=na,, -0, LU 7885 2+ 3 Vo 1 Un " g 1 VE

x10°
2 C. 3 8 126 8 126 2 126

3 2
Silfr,=110  f(r,)= 7885 2+> 20 11100 5490 1 10108 <—3.44[MPa]
38126 8 2 126
3 2
Silfr=115  f(jr)= 7885 2+> 115 L1115 50, 1115108 <532[MPq]
378 126 8 126 2 126

3 2
Silfr,=112  f(/r,)= 7885 2+5 12 L 120 59 1 112 008 = 015[MPa]
378126 8 126 2 126

3 2
Silfr,=1118  f(/r,)= 7885 2+> 1118 1 18 59, 1 HI8 105~ -0,22[MPa]
38 126 8 126 2 126

|/r, =112 y 1 =112 0,065 = 7,28[m]

21. Falso. Se sigue de (15.30) que el factor de seguridad y la tension admisible disminuyen al aumentar

la esbeltez de la columna, y esta es maximacon I, =1 por ser biarticulada la columnay r, que es el menor

radio de giro de la seccion; asi, (Ie/r)mélx =725, y se usan (15.29) y (15.30):

2 9 3
C. = [2n ><200x610 1265725y n=04+3 725 (17257 o
249x10 3 8 126 8 126
6 2
g, =289X107 ) 1 725 _115[MPa] B, = Ax o, =19x107 x112x10° = 2128 [MN]
1,86 2 126

22. Falso. En este caso, A=144x10"[m?], r, =a/+12=346x10°[m] y I,/r, =60,6, con I, =0,699I,
por el tipo de apoyos; se usan (15.29) y (15.30):

2 9 3
s x207x61o 29035606y =243 806 16067 o
414x10 3 8993 8 993
6 2
g, = 4107, 1006 _eom R, = Axay, =144x107 x180x10° = 25,9 [kN]
187 2 993
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23. Cierto. El radio de giro y la esbeltez de la columna, con I,=1 por ser biarticulada,

son r, =R/2=0,05[m] y I, /r, =100; se usan (15.29) y (15.30):

[0,2 9 8
Cc = w2140>100yn:§+§@ —1@ =1,89
200x10 3 8 140 8 140

24. Cierto. En la columna, A=2,035x107°[m?], |, =2,977x10"°[m*], r, =382x107*[m] y I, /r, =141,

con |, =1 por ser biarticulada; de (15.29) se deduce que C. =126 <141 y se usa (15.31):

23 _ m?*x200x10°

n="-=192vy g, = =51,4[MPa P, = Axg, =2,035x107°x514x10° =105[kN
12 Y W =T 9gx1412 (MPa] R W [N

25. De la proposicion previa, C, =126 y n=192; en este caso, A=1,781x10"°[m?], | =1,471x107° [m*],
r,=287x1072[m], o=528[MPa] y l,/r, =34,84l, con |, =1, por ser biarticulada la columna. Para ele-
gir entre (15.30) y (15.31) se tantea y por ello se supone C. <1,/r,, se usa (15.31) y se verifica la supo-

sicion; en caso de no cumplirla se usa (15.30):

2 9 2 9 y2
52gx106 < 1 X200x10° 7" x200x10 z4,01[m]yITe:34,84><3,99=139>CC

T 1,92x34,84%|? T 52,.8x10° x1,92x 34,842

26. Cierto. En esta columna, A=2925x107°[m?], 1, =6,485x107°[m*], r, =4,71x107*[m] y I,/r, =110,
donde |, = 2I, debido al tipo de extremos; con (15.29) se deduce que C. =126 >110, y por ello se

usa (15.30):

5 3110 1 110 ° _249x10° | 1 110
n=_+2 " === =z19lyg, =—
3 8126 8 126 191 2 126

Ry = Axg,, =2,925x107°x80,7x10° = 236 [KN]

27.Enlacolumna, A=7R?, 1=/R*/4, r, =R/2, o=P/(®R?)y I,/r,=1/R, con I, =1/2, por estar biem-
potrada. Para escoger entre (15.30) y (15.31) se tantea y para ello se admite C_ <1,/r,, se usa (15.31) y

se verifica la suposicion; de (15.29) y (15.31), C. =107 y n=192:

3 2 Y4
< _ 80x10°x1,92x4,5 ~266x107 [m yl—: 45

P
— in =~ ————=169>C
wR?  n(l/R)? e m° x 200x10° r. 266x1072 c
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28. Cierto. En lacolumna, A=2b2, 1., =b*6, 1., =b/12, o=P/(2b?) y I, /r.;, =2,771/b, con I, =1, por
estar biarticulada. Como se ignora el valor de la esbeltez para escoger entre (15.35), (15.36) 0 (15.37) se

hace una conjetura y luego se verifica; sea entonces 2,771/b > 55, y se usa (15.37):

P _ 372x10°x10°b?  53x10°x2,7712 *
2b% " 2,771° e 2x372x10°

l, 277

=2,720%107% [m =
(mly e 2,720x1072

=102 > 55

29. Cierto. En este caso, R, =4t, A=2827t°, 1,=28981t", r=320t, o=~78882/t’[Pa] y

l,/r, =0,127/t[m/m], con I, =1, por ser biarticulada la columna; se supone aplicable (15.36), se factoriza

la desigualdad de segundo grado que resulta, se escoge el tmin ¥ luego se verifica:

788,82
{2

1,585%0,127

< 212- x10®  0<212t* -0,201t - 788,82x10° = 212(t + 0,00151)(t - 0,00246)

t . =0,00246[m], (R,) . =0,0123[m]y 12< L 516<55
I

z

min

30. Falso. En la columna, A=9,724x107°[m?], 1, =5,695x107°[m*], r, =7,65x107*[m] y I./r, =235,

con |, =1/2, por estar biempotrada; se usa (15.36) ya que la columna es de esbeltez media:
o, =(212-1,585%x235)x10° =175[MPa] R, = Axg,, =9,724x107%x175x10° =1,70[MN]

31. Falso. Eneste caso, A=7,854x10"°[m?], r, = R/2=0,025[m], 0 =12,7[MPa] y I,/r, =120, con I, =1,

por estar la columna biarticulada; como |, /r, >66,| se usa (15.34):

_351x10° x10°

o = 24,4[MPa] >12,7[MPa
w 1207 [MPa] [MPa]

32. Se usa (15.34) y la proposicion previa pero ahora, I, /r, =128:

_ 351x10°% x10°

o7 =21,4[MPa] R, = Axg,, =7,854x107°x21,4x10° =168 [KN]

Oy

33. Cierto. Para el caso, A=7,069x107*[m?®], r, =R/2=0,0075[m], o=849[MPa] y I, /r, =133,
con |, =1, por ser biarticulada la columna; se supone, 1, /r, > 66, para usar (15.34) y al verificar se cam-

bia a (15.33):
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12
351x10° x10° 351x10° I
849x10%<="2"— =~ | = =0,483[m] y & =64,2<66
133%1° ™ 84,9%x10° x133° (mly r,

_139-849

84,9x10° < (139 - 0,868 x1331)x10° | =0,469[m] y 9,5< 'r— ~ 64,4 <66

z

™ 0,868x133
34. En este caso, A=7R?, 0 =0,0191/R?[MPa], r, =R/2 y I,/r, =1,2/R, con I, =1, por ser biarticulada

la columna; se conjetura la aplicabilidad de (15.34) y luego se verifica:

0,0191x10° _ 351x10° x10° x R? _ o0101x12% !
RE - 1,22 mn T 351x10°

|
=0,0167[m] y = =72>66
351x10° mly r,

. Falso. Para el caso, A=7,446x m*“], =5,817x m-], r, =2,80x m] y r. =429,
35. Falso. P | A=7446x10" [m?], 1,=5817x10""[m*], r,=2,80x107*[m] y I,/r, =429

con |, = 2I, por el tipo de extremos; se usa (15.33):
g, ~(139-0,868%42,9)x10° =102[MPa] R, = Axg,, =7,446x10™* x102x10° = 75,9 [kN]

36. Cierto. En lacolumna, A=196x10"[m?], r, =4,04x107[m], o =9,08[MPa] y I, /r, = 24,75 [m/m],
con I, =1, por estar biarticulada. De (15.38) sale K'=67,1, se supone aplicable (15.40) y despues se

verifica:

4 1/4
JLaan | =571 5, 908 =2,51[m]y38<|r—e=62,1<67,1

9,08x10° <12x10° 1 i
3 671 24,7 12

z
37. Cierto. Se usan resultados de la proposicion previa, pero ahora A=a?% r,=0,2887a,
o} =178><103/a2 [Pa] y I,/r, =6,616/a[m/m]. Se supone aplicable (15.40), se factoriza la desigualdad de

cuarto grado que resulta, en la que primero se hallan las raices de a2, se escoge el amn Y luego se verifica:

4
178x10° _ 1, 4106 1 1 6616 0O<a®-1483x107a” -3150x10™
a’ 3 671la

0<(a+ j0,0434)(a- j0,0434)(a+0129)a-0129) a

min

~0,129[m] y 38< le ~513<671
r

z

38. En la columna, A=1875x107[m?], 1,6=2441x10°[m*], r, =361x107[m], K'=90, se-

gun (15.38),y I, /r_. =152, con I, =1, por estar biarticulada; se usa (15.41):

min
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_ m?x12x10°

= =1,87[MPa P, = Axg, =1875x1072x187x10°% =351[kN
W Tax152 [MPa] W W [KN]

39. Cierto. En este caso, A=/R?, o=01133/R?[MPa], r, = R/2, K’'=823, segin (15.38)y l./r, =6/R,
con I, =1, por ser biarticulada la columna; se supone aplicable (15.40), se factoriza la desigualdad de
cuarto grado que resulta, para lo cual se encuentran primero las raices de R? se elige el Rmin y luego se

verifica:

4
<7,25x10° 1—1 6 0<R*-1563x10"2R2-9,416x10°

0,1133x10°
2 3 82,3R

0<(R+j0,241)(R- j0,241)(R+0,127)(R-0127) R, =0127[m] y 38< Iri ~47,2<823

z

40. Cierto. En este caso, A=a’, 1=a*/12, r, =a/\/ﬁ, Ymax = 8/2, C. =126, segin 15.29, y
l./r, =8314/a, con I, =2l, por el tipo de extremos del elemento. Se supone aplicable (15.31) para

hallar gw con n=192, y luego se verifica; se usa (15.43):

25x10° | 25x10°x3 _10° _7°x200x10°a® _ 10°x192x8314’ v
a’ a’ a® = 192x83147 ™ r?x200%10°

~0,0509[m] Y ‘¢ ~163>126
r

41. Falso. En el elemento, A=5x107[m?], 1,=1041x10"[m*], |, =4166x107°[m*], r, =1,44x107* [m],
Ymsx = 0,05[m], P/A=200P[Pa] Y Ie/ry =278, con |, =2l, por el tipo de extremos; se usan (15.37) con r,

que es el menor radio de giro de la seccion y (15.43) donde el momento de inercia es el 1,:

3 6 9
+ 0,025x0,05P ~500P < 372x10° %10 P~ 372x10

200P = <2 T T o
4166x107° 2782 M 500x 2782

~9,62[kN]

42. Cierto. En la viga columna, A=8x107?[m?], 1,6=2667x107[m*], I, =1067x10"°[m*],

r, =577 x1072 [m], ¥, =0,20[m], P/A=0,75[MPa] y Ie/ry =17,32l, con I, =1, por ser biarticulada. Se

supone aplicable (15.41) con r, que es el menor radio de giro de la seccion y se usa (15.43), donde el
momento de inercia es el I, y al terminar el célculo se verifica la hipétesis; como la esbeltez hallada

supera el maximo del intervalo admisible, se calcula la longitud con este:

12

3 2 9 2 3
60x10 XO’OSXO’2:1,087><106s T°%x12%x10 _ e x12%10 ~115[m]

0,75x10° + — o ooz I = 2
1,067 x10 2,74x17,32% 1,087%2,74x17,32
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Le 1995173 |, =173%5,77x107% =10[m]
r
y
43. Cierto. En esta viga columna, A=2124x107°[m?], 1,=3589x10""[m*], r, =0,013[m],
Ymsx = 0,026[m], P/A=2119[MPa] y I, /r, =76,92l, con |, =1, por ser biarticulada. Se considera apli-

cable (15.34), se usa (15.44) y al terminar el calculo se verifica la hipotesis:

2119x10° x 76,9221 N 45x10°%x0,03x 4

9 3 ~=0,35721> +0,4347<1
351x10 77x0,026° x150x10

| . 05653 V2
" 0,3572

=126[m] y '?E: 96,9 > 66

44, Falso. En este caso, A=4,909x1072[m?], I, =1917x10"*[m"], r, =6,25x107%[m], y,, =0,125[m]

y I, /r =144, con |, = 2I, por el tipo de extremos y se usan (15.41) y (15.44):

2,74x1442P ,_ 030x0125P
4,909%x1072 x 72 x12x10° 1,917x107* x10x10°

~29333x10°P<1 P, =341[kN]
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Férmulas para el curso de Mecanica de Materiales

Profesor Alvaro Gaviria Ortiz

De la En todo punto de un
Mecénica objeto en equilibrio:

Leyes de
Newton:

1) Sin fuerza, el estado de movimiento se mantiene

2) F =d(mv)/dt y F=ma cuando m es constante

3) La fuerza de accion es igual a la fuerza de reaccién

Reducciéon de un sistema de N fuerzas y K
pares a una fuerzay un par en el punto O:

i=N i=K i=N
F°=ZF‘ y MO=ZM‘+Z&XF‘

Mayor reduccién en un
punto C del eje central:

M, =0,si F,*M, =0
F.xM.=0,si F,«M, #0

Dos fuerzas que obran sobre una estructura son colineales |

Tres fuerzas que obran sobre una estructura son paralelas o concurrentes

De los vec-
tores

., i3 _ i=3 12 — s —
Si A=(a,a,a) y B=(b,b,b) son vectoresen un espacio R®  AB= Z i,(b,-a), |AB| = Z(b —a)f yie= AB/‘AB‘

AeB= |A||B|cos€ =ah +a,b, +ah,

AxB =i,

AlBfsene = i,(ab, ~a.0,)+ i, (b, ~ab,)+ii(ab, - ab)

AeB=BeAy AxB=-BxA

A+[B+C)=AeB+A-C y Ax[B+C)= AxB+ AxC

A-(Bxc)z B-(Cx A):C-(Ax B)z

o] la-cl-cla-o)

Superficie A:Ldedy Q, :LJ'Xydxdy, Q, :M’xxdxdy I, =LJ’Xy2dxdy, I =J’yJ’Xdexdy, I, =J’yJ’Xr2dxdy: L+, 1, =J’y_|’xxydxdy
XC:QY/A’ yc =QX/A rxz = Ix/A' ry2:|y/A Ix=|xcen+Ay IY:chen+AXcz xy: IXYEEH+AXCyC IOZIOcen+Arl;z
L+l - L+, 01 | 2
1, = + c0s26 - |_sen28 = - c0s26 + |_sen26 1. = sen26 + 1 cos26 tan26, . =-
* 2 2 . ! 2 2 g ” " L=
2 1/2 ,
| = L+, Lol o Y T " -1, Lo t o = LA Momentos centrales de inercia
max - Xy W = X =_x
o2 2 b TE Tt en20E Lol =11 =17 | =bh°A2 y 1, =7R*/4
De la En un dF LI +to, 0,-0 g, -0
tension puntode t=g+r= A | ij=123ei%] o, L X > L c0s26 + 1, sen26 oy = — 5 ~sen26 + 1, c0s26
un cuerpo: AT
21— 1/2 2 1/2
og,+0, 0,-0 s g, +o g, -0 og,-0
o, = 5 Lo 5 ' c0s20 -7, sen26 | tan26,,, = p _yo_ Lt 5 : Ty =% > R
M y min
g T, T, g 0 0 [ g -ig?+llo-1=0 o o o O Ty Lo
-~ _ g — . . — X X Xy —_
og=1, 0, T, 0,= 0 0, O ||nyul,invariantesdela |= o to +0o, 1= . . r , m=yr, o, 1,
T, 1, O, 0 0 o, | ecuacionde autovalores: ! - o T, T, O,
Dela a4 £ =¢, £4E, £ - : _
deformacion | 1 VT2 77 ij=112 3(Jai¢ j & = ~-0s26 + —-sen26 Ve = (6. ¢ Jsen20+ y, cos26
2 2 1/2
£ +e, £ -¢ Vs E t+eE £ -€ _ 2
g, =L cosZ&—hsenze tan26,,, = —= L+ : Y ymax = J—f[(fx ‘Ey)z + nyz]l
2 2 2 L~ &, 2 min
g Do Ve , /A
202 -l +1le-11=0 £ . = . 2
Fo Yy . Ve B & 0 O I, I1'y I, invariantes de l=g 4646, || = y . 2 |, 1 = 1a
2 7 2 [& =0 & 0 | aecuacion de autova- Vay Vo Yx 2
Yu Voo, 0 0 g lores: — - — c
2 2 2 2 2 :
Leyes ge- 1 T, E _ E En las direcciones coplanares 0°, 8, y é&:
ne;ales & :E[Ux - o, + 0] Vo =75 @+p) — 30-2u) £ =€
e
1 T g,+0, +0 £ +e, £, -¢€ .
Hooke, £ = E[Uy -plo, +o, )] Ve = é B” , O, = 3y £, = o+ ~c0s26, + sz sen2d,
mddulos
elasticos Y ( + )] T HE te, 6 T€E Ve
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