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RESUMEN

En este trabajo final se presenta de una manera general la teoria de los cuerpos numé-
ricos, en donde se muestran propiedades del anillo de enteros algebraicos y del grupo de
clases de ideales. También se realiza un estudio detallado sobre la ramificacién de un ideal
primo en una extension, luego, se introduce el simbolo de Artin, este es una generalizacién
del simbolo de Legendre. A partir de algunas propiedades del simbolo de Artin se presenta
una primera prueba de la ley de reciprocidad cuadratica.

Ademas, se define el homomorfismo de Artin y se enuncia el teorema de Artin para el
cuerpo de clases de Hilbert. Por tltimo, se estudia brevemente el grupo de clases de ideales
generalizado y se enuncia el teorema de Artin, a partir de este se presenta otra prueba de la
ley de reciprocidad cuadratica.

Palabras clave: Cuerpo numérico, ideal fraccionario, teorema de Kummer-Dedekind,
simbolo de Artin, homomorfismo de Artin, ley de reciprocidad cuadrética, divisor primo,
grupo de clases de ideales generalizado, teorema de Artin, simbolo de Legendre, ley de reci-
procidad débil.
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ABSTRACT

This thesis a general review of the theory of number fields is given. We study some pro-
perties of the ring of integers of a number field and also of the ideal class group. We also
carried out a detailed study of the ramification of prime ideals in field extensions. Then we
define Artin’s symbol (which is a generalization of Legendre’s symbol) and use some of its
properties to give a first proof of the quadratic reciprocity law.

In addition we study the Artin homomorphism and state Artin’s theorem for the Hilbert
class field. Finally, we focus on the generalized ideal class group and state Artin’s theorem
in this context. This allow us to present another proof of the quadratic reciprocity law.

Key words: Number field, fractional ideal, Kummer-Dedekind’s theorem, Artin’s sym-

bol, Artin’s map, quadratic reciprocity law, prime divisor, generalized ideal class group, Ar-
tin’s theorem, Legendre’s symbol, weak reciprocity law.
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INTRODUCCION

La teoria algebraica de nliimeros es una rama de la teoria de ntimeros en la que se ge-

neraliza la nocién de ndmero entero, introduciendo asi los cuerpos numéricos y los enteros
algebraicos, y cuyo objetivo es estudiar las propiedades de estos conceptos, en particular la
factorizacién en primos. Esta teoria surge de manera rigurosa en 1801 cuando Carl F. Gauss
publica "Disquisitiones arithmeticae", en donde Gauss compila gran cantidad de resultados de
teoria de nameros que ya se habian obtenido previamente, aunque en la mayor parte de este
libro se introducen conceptos nuevos que se deben a Gauss. En este libro, Gauss introduce
el concepto de congruencia, y con ayuda de este enuncia el famoso Teorema Aureo o Ley de
Reciprocidad Cuadrdtica como se conoce en la actualidad, ademas realiza la primera prueba.
La ley de reciprocidad cuadratica era muy importante para Gauss, quien lo sigui6é exploran-
do profundamente mediante diferentes técnicas y logro realizar seis pruebas mas. Esto llevé
a que los matemdticos de la época también se interesaran en este teorema encontrando mu-
chas pruebas diferentes, tanto asi que, Lemmermeyer en [16] cita al menos 196 pruebas. Un
objetivo importante para los matematicos de la época era generalizar la ley de reciprocidad
cuadratica, y fue Gauss quien enuncié por primera vez la ley de reciprocidad bicuadratica,
aunque Eisenstein fue el primero en demostrar la ley de reciprocidad ctbica y bicuadratica,
despusés, otros nombres como Kummer, Hilbert, Hasse y Takagi enunciaron sus propias le-
yes de reciprocidad.
El problema de generalizar las leyes de reciprocidad adquiri6é una gran importancia en mate-
maticas, de este modo, Hilbert dio lugar en la lista de sus 23 problemas al noveno problema,
que pide encontrar la ley de reciprocidad mads general en un cuerpo numérico arbitrario, es
decir, enunciar un teorema de reciprocidad que generalice todos los anteriores y realizar su
prueba.

Por otro lado, uno de los objetivos de la teoria analitica de ntimeros es el estudio sobre
la distribucién de los ntimeros primos y la funcién zeta de Riemann, de manera mas general
estudia las L-funciones de Dirichlet. La teoria algebraica y analitica de niimeros se relacio-
nan de una manera muy estrecha cuando Dedekind generaliza la funcién zeta de Riemann a
un cuerpo numérico, obteniendo informacién sobre la distribucién de los ideales primos del
anillo de enteros. Luego, Hecke generaliza las L-funciones de Dirichlet a los cuerpos numé-
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ricos, estas son denominadas como las L-funciones de Hecke.

A finales del siglo XIX y principios del siglo XX se crea la teoria del cuerpo de clases, que
trata de describir todas las extensiones abelianas de un cuerpo fijo K en términos de la es-
tructura interna de K.

En 1923 Artin publica el articulo Uber eine neue Art von L-Reihen donde intentaba generalizar
los resultados de Hecke y Weber que se tienen para todas las extensiones abelianas, Ar-
tin buscaba generalizar estos resultados para extensiones no abelianas, para eso defini6é un
nuevo tipo de L-funcién llamadas L-funciones de Artin. Ademds, enuncié un teorema muy
importante sobre las L-funciones, este teorema es llamado el teorema de Artin. La interpre-
tacion algebraica del teorema de Artin es conocida como la ley de reciprocidad de Artin, esta
es la ley de reciprocidad maés general en cualquier cuerpo, aunque cabe notar que Artin no
tenia como objetivo encontrar la ley de reciprocidad mads general pues su objetivo era mucho

mas analitico.

Este trabajo tiene por objetivo desarrollar las herramientas necesarias para comprender
y enunciar la ley de reciprocidad de Artin, y obtener la ley de reciprocidad cuadratica como

una consecuencia.

Ademds, se asume bastante familiaridad con los temas estdndar de un curso de élgebra
abstracta, puesto que en la totalidad del trabajo se usan estas herramientas algebraicas. Aun-
que en este documento no se prueban resultados nuevos, una caracteristica importante de
este es que en su gran mayoria las proposiciones y teoremas se prueban con detalle, haciendo
posible una mejor lectura de cada tépico.

El contenido de este documento estd dividido en tres capitulos, y las referencias princi-
pales son [7] y [17].
En el capitulo 1 se estudian las propiedades basicas de los cuerpos numéricos y de los enteros
algebraicos, se introducen algunos conceptos basicos como la norma, la traza y el discrimi-
nante, estos se usan posteriormente. Los resultados mas importantes de este capitulo y de
los mas usados en todo el documento son la finitud del cuerpo cociente del anillo de enteros
algebraicos y un ideal propio no nulo, y el teorema fundamental de la aritmética en ideales,
también se estudian brevemente los cuerpos finitos y el automorfismo de Frobenius. El ca-
pitulo finaliza con el concepto de ideal fraccionario, el teorema fundamental de la aritmética
en ideales fraccionarios y el grupo de clases de ideales.

El capitulo 2 es fundamental en este documento, este se basa en el estudio de la ramifica-
ciéon de ideales primos en extensiones de cuerpos numéricos, también, se realiza un estudio
cuidadoso de los cuerpos cuadraticos y ciclotémicos, donde se presentan gran parte de sus
propiedades bésicas. Se estudia la ramificacion de ideales primos en extensiones de Galois
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y se prueba el Teorema de Kummer-Dedekind, este exhibe la factorizacién de un ideal pri-
mo que no ramifica en una extensién de Galois. Ademas, se introduce el simbolo de Artin y
sus propiedades, y se presenta una prueba poco usual de la ley de reciprocidad cuadratica.
El capitulo finaliza con el homomorfismo de Artin y el teorema de Artin para el cuerpo de
clases de Hilbert, y por tltimo, se clasifican las extensiones abelianas y no ramificadas de un
cuerpo numérico en términos de los subgrupos del grupo de clases de ideales.

El capitulo 3 es el mas importante del documento, en este se presentan los divisores pri-
mos de un cuerpo como la clase de equivalencia de un valor absoluto no trivial, y un divisor
primo se dice arquimediano o no arquimediano si lo son todos los valores absolutos que lo
componen, ademas, los divisores primos no arquimedianos corresponden a los ideales pri-
mos del anillo de enteros mientras que los divisores primos arquimedianos corresponden a
los homomorfismos del cuerpo en C que fijan a Q, con ayuda de este concepto se define un
modulo en un cuerpo como un producto formal de todos los divisores primos con ciertas
condiciones, asi, se introduce el grupo de clases de ideales generalizado. Se enuncia el teo-
rema de Artin , se define el simbolo de Legendre para la n—ésima potencia y se muestra la
ley de reciprocidad débil, usando esto se demuestra la ley de reciprocidad cuadratica como
consecuencia de la ley de reciprocidad de Artin.
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CAPITULO 1

PRELIMINARES

Este primer capitulo estudia algunas nociones béasicas de los cuerpos numéricos, como lo
son la norma, la traza y el discriminante. Se destaca el estudio de algunas propiedades del
anillo de enteros, una de las mas importantes es la factorizacion tinica de todo ideal no nulo
en producto de ideales primos. Los cuerpos finitos ocupan un lugar importante en este capi-
tulo por su importancia en los capitulos posteriores. Y para finalizar este capitulo se estudian
las propiedades bésicas de los ideales fraccionarios de un cuerpo numérico

En este capitulo una parte de las afirmaciones se presentan sin demostracién, ya que estas
afirmaciones son ampliamente conocidas en la literatura.

1.1. CUERPOS NUMERICOS

El estudio de la aritmética de los cuerpos numéricos es un tépico central de la teorfa
algebraica de ntimeros.

Definicién 1.1.1. Un cuerpo numérico K se define como un subcuerpo de C tal que su grado
como extension sobre Q denotado por [K : Q] es finito.

Dado K un cuerpo numérico se define Ox como el conjunto de enteros algebraicos de K, es
decir &« € Ok sia € Ky es raiz de algtin polinomio ménico con coeficientes enteros.

En este caso, en [17] se prueba que el conjunto Ok de enteros algebraicos de K resulta un
subanillo de C, tal anillo tiene por cuerpo de fracciones a K.

Dado K un cuerpo numérico tal que n = [K : Q], entonces existen 07, . . ., 0;, homomorfis-
mos de K en C que fijan a Q, con ayuda de estos homomorfismos se pueden caracterizar las
extensiones normales.

Lema 1.1.1. Sean K, L cuerpos numéricos tales que L es una extension finita de K.



1. Si o es un homomorfismo de K en C que fija a Q, entonces o se extiende a exactamente [L : K]
homomorfismos de L en C que fijan a Q.

2. Existen exactamente [L : K| homomotfismos de L en C que fijan a K.

3. Seaw € L. Si B € C es una raiz del polinomio minimo de «, entonces existe un homomorfismo
de L en C que fija a K y envia o en p.

Demostracion. 1. Por induccién sobre n = [L : K]:

n =1: Setiene que L = Ky no hay nada que probar.

n > 2: Supoéngase que la afirmacién es verdadera para cualesquiera par de cuerpos
numéricos K, L tales que L es una extension finita de Ky [L : K] < n.

Sea 0 : K—C un homomorfismo de K en C que fija a Q, entonces
o: K—K

es un isomorfismo de cuerpos, donde K’ := ¢(K).
De este modo, se induce el siguiente isomorfismo de anillos

o’ : K[x]—K'[x]

inducido por .

Por hipétesis K C L, luego existe « € L — K, y puesto que L es una extension
algebraica de K, existe f(x) € K[x] el polinomio minimo de «.

De este modo, el polinomio g(x) := ¢/(f(x)) € K'[x] es irreducible y

8r(g(x)) = gr(f(x)).

Sea m := gr(g(x)) = gr(f(x)) = [K(a) : K] > 2, entonces g(x) tiene m raices
distintas en C. Sean B4, . .., By las raices de g(x), luego, para cadai € {1,...,m}
existe un isomorfismo de anillos

91' : K(OC)—)K’(lBi)
Oi(a) =Bi y Oil,=0

que extiende a . Asi, al considerar 6; : K(«) —C, se tiene que 6; es un homomor-
fismo de K(a) en C que fija a Q y extiende a o. Note que 6; estd determinado por
sus valores en Ky en «.

Esto implica que se tienen m = [K(«) : K] homomorfismos de K(«) en C que fijan
a Q y extienden a 0.



De otro lado, K C K(a) C Ly [K(«) : K] > 2, entonces
=[L:K]=[L:K(«a)][K(a): K] >[L:K(a)]2>[L:K(a)],

la hipétesis de induccién implica que cada uno de los m homomorfismos de K(«)
en C que fijan a Q se extiende a [L : K(«)] homomorfismos de L en C que fijan a
Q. Por lo tanto, el homomorfismo ¢ se extiende a m[L : K(«)] = [L : K| homomor-
fismos de L en C que fijan a Q.

Noétese que cada homomorfismo que extienda a ¢ debe ser uno de los anteriores: En
efecto, sea T un homomorfismo de L en C que fijaa Q y que extiendea o, sean € L — K

el mismo de antes y
m—1 )
flx) =x"+ ) fix' € K[x]
i=0

su polinomio minimo, entonces

g(x) =o' (f(x)) =" +Z o(fi)x' € K'[x] C Cla],

luego

8(t(w)) = Z —T<0< + Zfz >— (f(a)),

por lo tanto, T(«) es una raiz de g(x), de modo que t(x) = B; paraalgun1 < i < m,
y asi T(a) = 6;(a) para algin 1 < i < m, de este modo la restriccién de T a K(«) es el
homomorfismo 6;.
Para los elementos de L — K(a) se aplica de manera recurrente el razonamiento ante-
rior. Esto muestra que 7 debe ser unos de los [L : K] homomorfismos construidos en la
prueba inductiva.

. Sea 1 : K—C el homomorfismo inclusién, este fija los elementos de K. Por el item
anterior, se sigue que ¢ se extiende a exactamente [L : K] homomorfismos de L en C que
fijan a Q, ya que al restringir estos homomorfismos a K son iguales al homomorfismo
1, se obtiene que cada uno de estos deja fijo el cuerpo K.

. Basta tomar el homomorfismo idéntico
ig : K—K,

este induce el isomorfismo
¢ : K(a)—K(B),



el cual satisface que ¢(«) = B y la restriccion de ¢ a K es ig. De otro lado, se tiene que
¢ : K(a)—C

es un homomorfismo de K(a) en C que fija a Q, por item 1 se obtiene que este ho-
momorfismo se extiende a un homomorfismo de L en C tal que fija a Ky envia a en

B.
O

El siguiente teorema relaciona la normalidad de una extensién algebraica con los homo-
morfismos que dejan fijo a Q.

Teorema 1.1.1. Sean K, L cuerpos numeéricos tales que L es una extension finita de K. Entonces las

siguientes condiciones son equivalentes:
1. L es una extension normal de K.
2. Todo homomorfismo de L en C que fija a K es un automorfismo de L.

3. El grupo Gal(L/K) tiene exactamente [L : K] elementos.

Demostracion. (1) = (2) : Sea ¢ : L—C un homomorfismo de L en C que fija a K,
entonces 0(K) = K C L.

Sea « € L — K, entonces K C K(a) C L. Por otro lado, sea f(x) € K[x] C CJ[x] el
= [K(&) : K] = gr(f(x))-

Sean w := &, a0y, . .., &, las n distintas raices de f(x), puesto que L es normal sobre K se

polinomio minimo de «, y 1 :

tiene que a1, ..., &, € L. Ya que () es una raiz de f(x), entonces o(a) = a; € L para
algin 1 < i < n. Esto implica que

o(L) C L.
De otro lado,
c:L—0o(L)
es un isomorfismo de anillos, y asi,
o(L)=1L,

esto implica que ¢ es un automorfismo de L.

(2) = (1) : Sea p(x) € K[x] un polinomio irreducible tal que existe p € L raiz de p(x),
y sea v € C otra raiz de p(x). El lema anterior implica que existe

¢: L—C



un homomorfismo de L en C que fijaa Ky ¢(B) = 1.
Por hipétesis, se tiene que ¢ es un automorfismo de L, de donde se obtiene que v € L,
y por lo tanto, p(x) tiene todas sus raices en L.

(1) = (3) : El teorema fundamental de la teoria de Galois implica que

Gal(L/K)| = [L: K].

(3) = (2) : Por hipotesis se tiene que
|Gal(L/K)| = [L : K].

Sea
C:= {0 : L—C : o es un homomorfismo que fija a K},

el lema anterior implica que
IC| =[L:K].

De otro lado, Gal(L/K) C C, ya que todo automorfismo de L es un homomorfismo de
L en C. De esto se concluye que C = Gal(L/K).
O

Corolario 1.1.1. Sean K, L cuerpos numéricos tales que L es una extension finita de K, y sean
a1,...,0, € L.

SiL=K(ay,...,an)yparacadal < i< n, L contiene todas las raices del polinomio minimo de «;.
Entonces L es una extension normal de K.

Demostracién. Ya que «; es algebraico sobre K para cada 1 < i < n, entonces
L=K(ay,...,ay) = K(ay) -+ (a,) = Klag] - -+ [a] = Klag . .., ],

y asi
L={f(ar,...,n) : f(x1,...,%0) € K[x1,...,%4]}.

Sea ¢ : L—C un homomorfismo de L en C que fija a K, entonces c(«;) € L para cada
1 <i < nyaqueo(a;) resulta ser una raiz del polinomio minimo de «;.

Sea f(a1,...,ay) € L, entonces o(f(ay,...,a,)) = f(o(a1),...,0(ay)) € L, y por lo tanto
o(L) C L.

Entonces (L) = L ya que ¢ : L—0(L) es un isomorfismo de anillos, asi ¢ es un automor-
fismo de L, por lo tanto, todo homomorfismo de L en C que fija K es un automorfismo de L,
esto implica que L es una extensién normal de K. O

Corolario 1.1.2. Sean K, L cuerpos numéricos tales que L es una extension finita de K. Entonces
existe M un cuerpo numeérico que es extension finita de L, y ademds, M es una extension normal de
K, y por lo tanto M es una extension normal de L.



Demostracion. Por el teorema del elemento primitivo, se tiene que L = K(«) paraalginwa € L.
Sean ay := a, a2, ..., a, las raices del polinomio minimo de « sobre K, definase

M :=K(ay,..., &),

asi, M es un cuerpo numérico que es extension finita de K, y por el corolario anterior se tiene
que M es una extensiéon normal de K.
De otro lado

M = K(le,. . .,Dén) = K(le)(zxz, e ,zxn) = L((Xz,. . .,an),

entonces M es una extension finita de L. El corolario anterior implica que M es una extensioén
normal de L. O

Por otro lado, con ayuda de estos homomorfismos se estudian algunas propiedades im-

portantes de los cuerpos numéricos.

Definicién 1.1.2. Sea K un cuerpo numérico tal que n = K :Q], y sean oy, . .., 0, los homo-
morfismos de K en C que fijan a Q.

1. Sea « € K, se define la norma de « en K relativa a Q como
Né((x) =0y (a) oy (a).
2. Sea a € K, se define la traza de « en K relativa a Q como
Tré(lx) =0 (a)+ -+ oy (a).
3. Sean a1, ...,x, € K, se define el discriminante de a1, ..., &, como
disc(ay, ..., 0y) 1= dfzt(A)2

donde A = [a;;] y a;; = 0i(aj) para1l < i,j < n.

En [17] se prueban las siguientes propiedades bésicas de la norma, la traza y el discrimi-
nante,
Né(zx), Tré(zx) €Q,

y si ademas a € Ok, entonces
N§(a), Tr§(a) € Z.

Ademas,

disc(ay, ..., 0y) € Q,

y si ademads a4, ..., a, € Ok, entonces

disc(aq,...,a,) € Z.



Por otro lado, sea K un cuerpo numérico donde [K : Q] = nyseaa € K, si f(x) es el
polinomio minimo de « sobre Q tal que g7(f(x)) = n, en [9] se prueban dos nuevas maneras

de calcular el discriminante:

1.
disc(1,a,...,a" 1) =T (o:(a) — (Tj(zx))z.

i>j

disc(1,a,...,«
i=1
donde B4, ..., Bx son las n raices de f(x),y o1, ...,0, son los homomorfismos de K en

C que fijana Q.

Proposicién 1.1.1. Sea K un cuerpo numérico tal que [K : Q] = n, y sea o« € Ok. Entonces « es
una unidad de Ok si y solo si Ng((x) = +£1.

Demostracién. Supéngase que a es una unidad de Ok, es decir que existe B € Ok tal que
«f = 1, entonces

Ng(@B) = N (@)NG(B) =1,
puesto que «, € Ok, la proposicién anterior implica que N§(a), N§(B) € Z, y por lo tanto
Né(zx) ==£1
Reciprocamente, supéngase que NS (0) = £1, y sean 07, . .., 0, los n homomorfismos de K
en C que fijan a Q, sin perdida de generalidad se puede suponer que o1 (k) = k para todo
k € K,y asi

Ng(zx) =oy(a)- - on(a)

—= a‘B

= =£1.
Donde B := oa(a) ---0,(a), ademads, o;(a) € Ok para todo 1 < i < n, esto implica que
B € Ok y por lo tanto « es una unidad de Ok. O

La siguiente proposicion es usada para mostrar cuando un entero algebraico es irreduci-
ble.

Proposicion 1.1.2. Sea K un cuerpo numérico, y sea & € Ok. Si N§(a) = +p donde p € Z es
primo, entonces « es irreducible.

Demostracion. Noétese que a # 0 pues cada homomorfismo de K en C es inyectivo, ademads «
no es una unidad de Ok.
Ahora, supéngase que & no es irreducible, es decir existen 8,y € Ok no unidades tal que

x = By. Entonces
NG (B)NG(7) = £p,



puesto que p es primo y N§(B), N§(7) € Z se obtiene que N§(B) = £1 0 N§(v) = +1. Esto
implica que B o 7 son unidades, ya que esto contradice la suposicién se concluye que a es
una unidad de Ok. O

Note que el concepto de norma de un elemento se puede extender a una extension finita
LdeK.

Definicién 1.1.3. Sean K C L cuerpos numéricos tales que [L : K] = m, y sean 0y, ..., 0y, los
homomorfismos de L en C que fijan a K.

1. Sean € L, se define la norma de « en L relativa a K como
Ni(#) := o1(a) - o (a).
2. Sea « € L, se define la traza de « en L relativa a K como
Trik(a) == oy (a) + - - - + o (a).
En [17] se presentan las siguientes propiedades bésicas de la norma y la traza relativas,
NE(«), Trk(a) € K,

y siademds a € Or, entonces
NE(a), Trk(a) € Ok. (E.1.1)

Por otro lado, dado K un cuerpo numérico, en [17] se prueba que Ok es un Z—mddulo
libre donde rank(Ok) = [K : Q]. Esta es una propiedad importante del anillo de enteros
algebraicos puesto que determina su estructura aditiva.

Definicién 1.1.4. Sea K un cuerpo numérico tal que n = [K : Q], una Z—base de O se llama
base entera de K.
Sea {11, ...,1x} una base entera de K, se define el discriminante de K como

disc(K) := disc(n1,...,1n).

Ejemplo 1.1.1. Sea K := Q(1/—5) un cuerpo numérico. Hallar la norma y la traza para cual-
quier « € K, el anillo Ok de enteros algebraicos de K, y el discriminante de K.

Primero, sean ¢y y 02 los homomorfismos de K en C que fijan a Q definidos como
o(a+bvV-5):=a+bvV-5y o(a+bv-5):=a—bV-5

para cada a + by/—5. Asi, para cada « = a + by/—5 € K se tiene que la norma y la traza de «
estdn dadas por

Ng(zx) =oy(a)or(a) = a®> +5b% y Tré(a) =0 () + o2 (a) = 2a.



Luego, notese que el polinomio minimo de y/—5 sobre Q es x> + 5, y por lo tanto el
conjunto {1,v/—5} es una Q — base de K.
Se afirma que Ox = Z + Z+/—5:
En efecto, sea h = a + b\/—5 € Z + Z+/—5, entonces h = a + b\/—5 es raiz del polinomio

p(x) = x* — 2ax +a*> +5b* € Z[x],

yasih € Ok.
Para la otra contenencia, sea h = a + b/—5 € Ox donde a,b € Q, puesto que

Tro(h) =2a € Z y N§(h) = a* + 5b* € Z,

entonces 2a = my a® + 5b*> = n donde n,m € Z.
Ya que b € Q, entonces b = L conr,s € Z,s # 0y mcd(r,s) = 1; luego

2072

_ 2
o = 4n — 4a°,
y asi 52|20, de modo ques =06 s = 1.
Luego, se puede escribir
a= m b= !
27773

donde t = 2r 6 t = r segtn el caso.

Puesto que a? + 5b> = n, entonces m?* + 5t> = 4n, es decir m*> + n?> = 0 (mod 4), pero esta
congruencia solo se tiene si m y t son pares, de aqui se obtiene que 4,b € Z y por lo tanto
h € Z + Z+/—5. Esto implica la igualdad deseada.

Ahora, nétese que {1, 2V —5} es una Z — base de Ok, luego, el discriminante de K esta

dado por
disc(K) = disc(1,v/—5) = det(A)?
donde
Aot VB
1 —v/-5
Por lo tanto disc(K) = —20. Esto concluye el ejemplo.

Ejemplo 1.1.2. El reciproco de la proposicién 1.1.2 no es cierto. Sea K = Q(v/—5), en el
ejemplo anterior se mostr6 que Ox = Z + Z+/—5.

Seaa = 1+ /=5 € Ok, entonces « es irreducible pero Ng(zx) = 6, que no es primo.

En efecto, supéngase que « no es irreducible, es decir, existen 8, vy € Ox no unidades tal que
« = By. Entonces



de aqui se desprenden dos casos: Si N§(B) =2y N§(7) =3,0 N§(B) =3y N§(v) = 2.
Si B =a+ by -5, entonces Ng( B) = a? + 5b%. En el primer caso se obtiene que

a* = 2 (mod5),

y en el segundo caso se obtiene que
a* = 3 (mod5).

Ya que los tinicos cuadrados (mod 5) son 0, 1,4, entonces los dos casos son falsos. Esto implica
que « es irreducible.

Lema 1.1.2. Sean K un cuerpo numeérico y a un ideal no nulo de Ok, entonces a contiene un entero
m no nulo.

Demostracién. Sea p € a C Ok nonulo, y sea
p(x) =bo+bix+ -+ +by1x" 1+ x" € Z[x]

un polinomio de grado minimo tal que p(B) = 0.
Entonces

B+ by 1p" 4+ b1+ by =0,

de donde
by = — (blﬁ +---+ bn_lﬁn_l + ﬁn> € a.

Definase m := by, asi m = by € Z N a 'y es no nulo. De lo contrario
B!+ by B1p =0,
y puesto que 8 es no nulo, se obtiene que
B 4 by P+ b+ by =0,
esto contradice la manera en que se eligi6 el polinomio p(x). O

El siguiente corolario permite definir la norma de un ideal del anillo de enteros algebrai-
Cos.

Corolario 1.1.3. Si K es un cuerpo numeérico y a es un ideal no nulo de Ok entonces el anillo cociente
Ok / a es finito.

Demostracién. Ya que a es un ideal no nulo de Ok, el lema anterior implica que existe m € Z

no nulo tal que m € a, considere la funcién
f:O0x/mOx — Ok/a
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definida como f (k) := k, asf f es sobreyectiva y por lo tanto |Ox/a| < |Ox/mOk].

Ya que Ok es un Z—modulo libre de rank(Ox) = n, se obtiene que Ox/mOk = (Z/mZ)"
como Z—mbdulos, asi, se concluye que Ok /a es finito.
O

Dado a un ideal no nulo de O, se define su norma como || a ||:= |Ok/al, la norma de

un ideal estd bien definida pues es finita.

Definicién 1.1.5. Sea R un dominio de integridad y K su cuerpo de fracciones, se dice que R
es un dominio de Dedekind si satisface las siguientes condiciones:

1. R es integralmente cerrado en K, es decir, si « € K es raiz de un polinomio ménico con

coeficientes en R, entonces & € R.

2. R es Noetheriano, es decir, para cualquier cadena de ideales a; C a; C --- de R existe
n > 1tal que a;, = a,4; paratodoi > 1.

3. Cada ideal primo no nulo de R es maximal.

Teorema 1.1.2. Sea K un cuerpo numeérico y Ok su anillo de enteros algebraicos, entonces Ok es un
dominio de Dedekind, es decir:

1. Ok es integralmente cerrado en K.
2. Ok es Noetheriano.
3. Cada ideal primo no nulo de Ok es maximal.
Demostracion. 1. Sea a € K una raiz del polinomio
p(x):=ag+ayx+ - +a,_1x" 1+ 2" € Oglx],

y definase W := Zlag, a1, ..., a,-1,a].
W resulta ser un Z—moédulo finitamente generado pues paratodo0 < i < n—1se
tiene que Z|[a;] es un Z—moddulo finitamente generado; ademéds aW C W,y asia € Ok.

2. Seaa; C ap C --- C Ok una cadena ascendente de ideales de O, entonces la cadena
de subgrupos 0 C ay/a; C --- C Ok/a se detiene ya que Ok /a; es finito, luego existe
n > 1 tal que a, = a,; paratodoi > 1.

3. Sea p unideal primo no nulo de Ok, entonces Ok /p es un dominio de integridad finito,
luego es un cuerpo y por lo tanto p es un ideal maximal de Ok.
O

A continuacién, se presenta un ejemplo de que no todos los anillos Ok son dominios de
factorizacién tinica, aunque si son dominios de Dedekind.

11



Ejemplo 1.1.3. En los dominios de Dedekind no se tiene en general unicidad en la factoriza-
cién de sus elementos.

Sea K = Q(\/TS), en el ejemplo 1.1.1 se mostré que Ox = Z + Z+/—5. Este anillo es un
dominio de Dedekind donde no se tiene factorizacién tinica de sus elementos, ya que

6=2-3=(14++v-5)-(1—-+-5)

son dos factorizaciones diferentes de 6 en elementos irreducibles.

1. 14 v/—5 es un elemento irreducible de Ok: Esto ya se prob6 en el ejemplo anterior.
2. 1 —+/—5 es un elemento irreducible de Ok: Anélogo al anterior.

3. 2 es un elemento irreducible de Ok: Supéngase que 2 no es irreducible, es decir, existen
a, B € Ok no unidades tal que 2 = a 3. Entonces

4 = N§(2) = N§(a)N5(B),

luego, Ng(zx) = 2.Sia = a+by/-5 € Ok, entonces a*> = 2(mod5), esto es una
contradiccion. Por lo tanto 2 es irreducible.

4. 3 es un elemento irreducible de Ok: Andlogo al anterior.

Por ultimo, note que Oy = {%1}. Esto implica que ni 2 ni 3 son asociados a 1 + v/—5ni a
1 —+/—5, y asi las dos factorizaciones son diferentes.

Definicién 1.1.6. Sea R un anillo, y sean a, b ideales de R, se dice que a divide a b si existe ¢
un ideal de R tal que b = ac, y se denota por a|b.

Dado D un dominio de Dedekind, y a, b dos ideales de D, en [17] se prueba que a|b siy
solosib C a.

Una propiedad importante de los dominios de Dedekind es que tienen unicidad en la
factorizacién en ideales primos de todo ideal no nulo.

Sea K un cuerpo numérico y a un ideal no nulo de Ok, en [17] se prueba que

a=p1opr

donde py, ..., p, son ideales primos de O, y ademas, que esta factorizacién es tinica salvo el
orden.

Luego agrupando y renombrando todos los ideales primos que son iguales, se obtiene
una escritura de la forma

__ e e
a_pl ...pss‘

Definicién 1.1.7. Sea K un cuerpo numérico y Ok su anillo de enteros algebraicos. Sea p un
ideal primo de Ok, al cuerpo finito Ok /p se le llama cuerpo residuo de p.

12



1.2. CUERPOS FINITOS

En esta seccién se introduce el concepto de un cuerpo finito, que se caracteriza por su
tamafio.

En [10] se demuestran algunas propiedades de los cuerpos finitos.
Dado F un cuerpo finito, entonces:

1. La caracteristica del cuerpo F es un primo p, es decir char(F) = p.

2. El subcuerpo primo P de F es isomorfo a Z/pZ. Donde el subcuerpo primo P se define

como la intersecciéon de todos los subcuerpos de F.
3. |F| = p*, donde k := [F : P).

4. Existe un cuerpo finito de tamafio p¥, y estd conformado por todas las raices del poli-
. k . s . .
nomio x”* — x sobre P. Este cuerpo es tinico salvo isomorfismo.

De aqui en adelante, cuando se consideren F, K cuerpos numéricos tal que F es una ex-
tension de Galois de K, se entiende que, F es una extension finita, normal y separable de K.

A continuacién, si se tiene una extension de cuerpos finitos que es de Galois, el grupo de
Galois resulta ser un grupo ciclico generado por el automorfismo de Frobenius.

Lema 1.2.1. Sean F un cuerpo finito y p € Z un primo tales que char(F) = p. Entonces

¥:F—F

x = y(x) = xP

es un automorfismo de F, que fijaa P.
Este automorfismo es llamado el automorfismo de Frobenius.

Demostracién. Sean x,y € F, entonces

r(x+y) = (x+y)”

Es decir y(x +y) = v(x) + v(y). Ademads
r(xy) = (xy)? = 2PyP = 7 (x)7(y)
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y asi y(xy) = y(x)y(y). Por ultimo (1) = 17 = 1, por lo tanto 7y es un homomorfismo de
anillos.

Ya que F es un cuerpo entonces y es inyectivo, ademads, por el teorema de la dimensioén se
tiene que -y es sobreyectivo.

Por ultimo, sea g € P, entonces y(q) = ¥(ql) = gy(1) = g, asi se concluye que y es un
automorfismo de F que fijaa P. O

Proposicién 1.2.1. Sean F un cuerpo finito y P su subcuerpo primo tales que |F| = p", donde p € Z
es primo y n = [F : P|. Entonces F es una extension de Galois de P, y Gal(F/P) es un grupo ciclico
generado por el automorfismo de Frobenius.

Demostracion. Por hip6tesis, F es un cuerpo finito con |F| = p" donde n = [F : P], entonces
F es una extension finita de P. También se tiene que F es el cuerpo de descomposicion del
polinomio x”" — x sobre P, esto implica que F es una extensién normal de P. Y por ultimo,
se tiene que P es un cuerpo perfecto por ser finito, entonces F es una extension separable de
P. Esto implica que F es una extension de Galois de P.

Por lo tanto |Gal(F/P)| = [F : P] = n, y ademads se tiene que 7y tiene orden n. En efecto,
supéngase que existe 1 <[ < n — 1 tal que 9/ = iF, entonces para todo a € F se tiene que

7 (a) = ir(a),

es decir, para todo a € F se tiene
!
af =a.

Esto implica que el polinomio x¥' — x tiene p" raices diferentes, de modo que se llega a una
contradiccion. Por lo tanto Gal(F/P) es un grupo ciclico generado por el automorfismo de
Frobenius 1. O

Proposicién 1.2.2. Sean F,K cuerpos finitos tales que F es una extension de K, entonces F es una
extension de Galois de K, y Gal(F /K) es un grupo ciclico.

Demostracion. Notese que [F : P] = [F : K|[K : P], pero [F : P] es finito, entonces [F : K] es fi-
nito. Ademds, como F es extension normal y separable de P, entonces F es extensiéon normal

y separable de K, esto implica que F es una extensioén de Galois de K.

Por otro lado, se tiene que Gal(F/K) es un subgrupo de Gal(F/P), de modo que Gal(F /K)
es un grupo ciclico, puesto que Gal(F/P) es ciclico generado por el automorfismo de Frobe-
nius y de la proposicion anterior.

Supoéngase que |F| = p"y |K| = p™,donde [F: P = n, [K: Pl =my p € Z es primo,

entonces m|n. Note que m es el menor entero positivo tal que v € Gal(F/K).
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En efecto, sea k € K, entonces k?" —k = 0, por lo tanto
YU(k) = K" =k,

y asi, v € Gal(F/K). Por un argumento similar al de la proposicién anterior se tiene que m
es el menor entero positivo con esta propiedad, esto implica que Gal(F/K) es ciclico genera-
do por 7. O

1.3. IDEALES FRACCIONARIOS

En esta seccion se introduce el concepto de ideal fraccionario en Ok que generaliza la
nocién de ideal. También, se muestra que la coleccién de ideales fraccionarios resulta un
grupo abeliano con el producto de ideales fraccionarios, esto permite definir el grupo de
clases de ideales.

Definicién 1.3.1. Sea K un cuerpo numérico y Ok su anillo de enteros algebraicos, un ideal
fraccionario de K es un conjunto no vacio de la forma xa donde x € K es nonulo y a es un
ideal no nulo de Ok.

Noétese que si @ = 1, entonces todo ideal no nulo de Ok es un ideal fraccionario de K.

Ya que K es el cuerpo de fracciones de Ok, se tiene la inyeccién canénica Ox — K. Asi se
puede considerar a K como un Ox—médulo.

Proposicién 1.3.1. Sea K un cuerpo numérico y Ok su anillo de enteros algebraicos, sea b C K un
Ok —mddulo. Entonces b es un ideal fraccionario de K si y solo si b es finitamente generado.

Demostracion. Supéngase que b es un ideal fraccionario de K, entonces
r
b=-a
s

donde r,s € Ok no nulos, y a es un ideal no nulo de Ok. Ya que Ok es noetheriano entonces

Ty Ty

S g >, es decir b es finitamente gene-

a = (uy,...,u,) y por lo tanto se tiene que b = (
rado.

Ahora, supéngase que b es un Og—modulo finitamente generado, entonces

" Ty
b=(—,...,— ),
51 Sn

donde ;4 € K para cada 1 <i < n. Entonces se tiene que

1

b=g<Sz---snr1,---,sl---sn71rn>,

donde s := sy - - - 55, y por lo tanto b es un ideal fraccionario de K. ]
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Se denota al conjunto de todos los ideales fraccionarios de K por I, ademds se extiende
el producto de ideales a ideales fraccionarios como sigue:

Sean b y b’ ideales fraccionarios de K, entonces b = aay b’ = a’a’ donde o, 2’ € Ky a,d’
son ideales de Ok, entonces

bb’ = (xa)(a'a’) = aa’ad’

Por lo tanto el producto de dos ideales fraccionarios de K es de nuevo un ideal fraccio-
nario de K, ademads, por la siguiente proposiciéon Ix resulta ser un grupo abeliano con este
producto donde el elemento neutro es Ok.

Proposicién 1.3.2. Sea K un cuerpo numérico y Ok su anillo de enteros algebraicos, si b es un ideal
fraccionario de K entonces b es invertible, es decir existe un ideal fraccionario de K denotado por b1
tal que bb~! = Ok.

Demostracion. Definase b~! como b™! := {a € K: ab C Ok}. O

Ejemplo 1.3.1. Sea K = Q(+/—5) un cuerpo numérico, anteriormente se vio que

Ok =2Z+7Zv-5.

Sea

1 _
po— LT V=5 Ok
3
un ideal fraccionario de K.

Para calcular el ideal fraccionario b~! = {a € K : ab C Ok} basta hallar el inverso de

1++v-5
3

en K.
Entonces

1+V=5) | 1-V-5
3 ) T2

Por lo tanto,
_1-+/-5

~1
b 2

Ok.
La siguiente definicion generaliza la divisibilidad entre ideales.

Definicién 1.3.2. Sea K un cuerpo numérico y Ok su anillo de enteros algebraicos, y sean a, b
ideales fraccionarios de K. Se dice que a divide a b si existe ¢ un ideal de Ok tal que b = ac,
y se denota por a|b.
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Ademas, nétese que la divisibilidad entre ideales fraccionarios es una relacién de orden.
La siguiente proposicion es una generalizacién a ideales fraccionarios de la factorizacion
tnica de un ideal no nulo en ideales primos.

Proposicién 1.3.3. Sea K un cuerpo numérico y Ok su anillo de enteros algebraicos, si b es un ideal
fraccionario de K, entonces b = [Ti_ p;" donde p; son ideales primos de Ox y m; € Z para cada
1 <i <. Ademds, la factorizacion es iinica salvo el orden.

Demostracién. Sea b un ideal fraccionario de K, entonces b = J%a dondee, f € Ok nonulos, y
a un ideal no nulo de Ok. Ya que ea = p;" - - - p;" y fOx = q;" - - - qz° de forma tinica donde
pi, q; son ideales primos de Ok paracadal <i <ty 1 < j < v,luego como (fOx)* = 10k,
entonces
b =Py p Ay
Renombrando cada ideal se obtiene la factorizacién deseada; y la unicidad de tal factori-
zacion se obtiene de la unicidad en la factorizacién de ea 'y fOk. O

Definicién 1.3.3. Sea K un cuerpo numérico y Ok su anillo de enteros algebraicos, un ideal
fraccionario b de K se dice principal si b como Ok — submodulo de K es generado por un solo
elemento, es decir b = aOk para algin a« € K — {0}.

Se denota al conjunto de todos los ideales fraccionarios principales de K por Pk, ademas
Px resulta ser un subgrupo de Ik.

El cociente Ix / Pk es llamado grupo de clases de ideales de Ok y se denota por C(Ok).
Ademés, en [17] se prueba que este grupo tiene la propiedad de ser finito.

El cardinal del grupo C(Ok) es llamado el nimero de clases del cuerpo K, de tal forma
que establece qué tan lejos estan los ideales de Ok de ser principales y asi, ser un dominio
de factorizacién tnica.

Proposicién 1.3.4. Sea K un cuerpo numérico y Ok su anillo de enteros algebraicos. El anillo Ok es
un DIP si y solo si C(Ok) es el grupo trivial.

Demostracién. Supéngase que Ok es un DIP, y sea b € Ik, entonces b = aa dondea € Ky
a es un ideal de Ok. Luego, a = eOk para algun e € Ok, esto implica que b = a’Ok donde
o' :=we € K, y por lo tanto b € Py, es decir que C(Ok) es trivial.

Reciprocamente, supéngase que C(Ok) es trivial y sea a un ideal no nulo de Ok, viendo este
ideal como un elemento de Ik se tiene que a = aOk para algin a € K, esto implica que
« € Ok y asi a es un ideal principal de Ok, es decir Ok es un DIP. O

Ejemplo 1.3.2. Sea K = Q(1/—5) un cuerpo numérico, en el ejemplo 1.1.3 se mostré que
Ok = Z + Z+/—5 no es un dominio de factorizaciéon tnica, en este ejemplo se muestra
explicitamente que no es un DIP.
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En efecto, sea a = 20k + (1 + /—5) Ok el ideal de Ok generado por2y 1+ /=5, enton-
ces a no es principal.
Supéngase que existe x € Ok tal que a = xOk. Puesto que 2,1+ /=5 € a entonces existen
ki,ko € Oxtalque2 = xk; y 1+ /=5 = xk», esto implica que

N§(2) = NS(x)N§ (k) y NS§(1+ v =5) = N§(x)N§ (k2).
Es decir,
NG(x)[4 y N§(x)[6,

por lo tanto N§(x) € {#1,+2}.
Six = a+ by/—5 € Ok, entonces Ng(x) = a® + 5b?, esto implica que x = +1, y asi

a=2Z-+2Zv-5.

Ahora, nétese que 1 ¢ a = 20x + (1 ++/—5)Ok. Yaquesil € a = 20k + (1 + v/—5)Ok
entonces

1=2(A1 + A2V =5) + (1 ++/=5)(6; + 6,1/ -5)

donde Aq, Ay, 01.0, € Z, entonces se obtiene el sistema de ecuaciones

2A1+601—-50, = 1
20 +61+6, = 0

que no tiene solucién en Z, por lo tanto 1 ¢ a. Esto es una contradiccién, asi se concluye que
ano es un ideal principal y el grupo C(Ok) es no trivial.
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CAPITULO 2

RAMIFICACION

En este capitulo se presentan dos tépicos importantes de la teoria algebraica de ntiimeros,
uno de estos topicos es la ramificacion de ideales, es decir, se estudia la factorizaciéon de un
ideal primo en una extension finita. Se realiza un estudio cuidadoso de cuerpos numéricos
particulares, aplicando alli la teoria que se va desarrollando. Un teorema importante de este
capitulo es el teorema de Kummer-Dedekind, tal teorema es bastante ttil para calcular la
factorizacion en ideales primos.

El otro t6épico central de este capitulo es el simbolo y el homomorfismo de Artin, usados para
enunciar el teorema de Artin para el cuerpo de clases de Hilbert.

2.1. DEFINICION Y PROPIEDADES

Sean K y L cuerpos numéricos tales que L es una extension finita de K, y sean Ox y O,
los anillos de enteros algebraicos de K y L respectivamente. Sea p un ideal primo de Ok,
entonces el ideal generado por p en Oy es

pOr ={pihi+-- -+ pululpi€p, i€ Or,1 <i<nn>1}.

Este ideal puede que ya no sea primo en O, la teoria de la ramificacién estudia la facto-
rizacién de pOy, en ideales primos de Or.

Proposicién 2.1.1. Sean Ky L cuerpos numéricos tales que L es una extension de K, y sean Ok y
Oy los anillos de enteros algebraicos de K y L respectivamente. Sean p un ideal primo de Ok y *B un
ideal primo de Oy, las siguientes condiciones son equivalentes:

1. BpOy.

2. pOr CP.

3. pCP

4. PN Ok =p.
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5. BPNK=rp.

Demostracion. (1) = (2) : Por definicion.

(2) = (3) : Se tiene ya que p C pOy.

(3) = (4) : Supodngase que p C B, entonces p = p N Ok C PN Ok es decir que p C PN Ok.
Note que B N Ok es un ideal de Ok, pero por ser p un ideal primo de Ok es maximal y por
lo tanto se tiene la igualdad.

(4) = (5) : Supdngase que PN Ok = p, ya que Ox = A NK donde A son los enteros
algebraicos de C, entonces se tiene la igualdad.

(5) = (1) : Supdngase que P N K = p, entonces p C Py por lo tanto pO;, C P, es decir que
PBlpOLr. O

Si se tiene alguna condicién de la proposicién anterior se dice que el ideal *B contiene p.
Ademas, de la proposicion anterior se tiene que los ideales primos de O que contienen al
ideal primo p de Ok son los tinicos que aparecen en la factorizaciéon de pOy.

Observacién 2.1.1. Sean K y L cuerpos numéricos tales que L es una extension finita de K,
y sean Ok y Oy los anillos de enteros algebraicos de K y L respectivamente. Sea p un ideal
primo de Ok, ya que pOr, es un ideal de O, entonces

— €1 e
pOL_ R rr

donde By, ..., B, son los tinicos ideales primos de O, que contienen a .

Definicién 2.1.1. Los enteros positivos e; se llaman indices de ramificacién de p en B; para
cadal <i <7,y sedenotan por ¢; := e [p-

Observacién 2.1.2. Sean Ky L cuerpos numéricos tales que L es una extension finita de K,
y sean Ok y O los anillos de enteros algebraicos de K y L respectivamente. Sea p un ideal
primo de Ok, entonces

pOr = ‘il R ir

donde Py, ..., B, son los ideales primos de O que contienen a p. Ya que Ok /p C OL/B;
paracadal < i <7,y como los cuerpos Ox/p, Or/%; son finitos entonces O /P; es una
extension finita de Ok /p, asi

[OL/Bi - Ox/p] == fi

Definicién 2.1.2. Los enteros positivos f; se llaman los grados inerciales de *B3; sobre p para
cadal <i <7,y sedenotan por f; := fy -

Notacién 1. Sea R un anillo y a un ideal de R, se denota la norma de un ideal como
lall:=|R/a.
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Dado K un cuerpo numérico tal que [K : Q] := n, en [17] y [1] se demuestran las siguien-
tes propiedades de la norma de ideales.

1. Sia, b son ideales de Ok entonces
[ ab f|=[[afllb].

2. Sea & € Ok no nulo, entonces
| 2Ok ||= ING(a)].

La siguiente proposicion relaciona los indices de ramificacion y los grados de inercia en
la factorizacion de un primo en Z.
Notese que (pZ)Ox = pOk, teniendo esto en cuenta se simplificard la notacion.

Proposicién 2.1.2. Sea K un cuerpo numérico tal que [K : Q] = m, y sea p € Z un primo tal que
su factorizacion en Ok estd dada por

PO = -,
donde By, ..., By son ideales primos de Ok. Si fi,. .., fg son los grados inerciales de *B; sobre p,

entonces
8

Z €Z'f1' = m.

i=1

Demostracion. Puesto que pOx = P - - - P, y para cada 1 < i < g se tiene
1B lI= 1Ok /1| = |2/ pz| O/ 322 = |7/ pz )i = pF,
entonces
I pOx I = 535 |
g .
=TI
i=1
g e;
— fi"
=11(r
(")
= pzlé):lf’.e"

y || POk [|= IN§(p)| = p™, asi se concluye que

g

Z eifi = m.

i=1
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Por otro lado, sean K y L cuerpos numéricos tales que L es una extension finita de K con
[L: K] :=mn, en[17] se prueba que si a es un ideal de Ok, entonces

I aOL [[=[[a "

Con ayuda de este hecho se puede probar el siguiente teorema, este es una generalizacién
de la proposiciéon 2.1.2.

Teorema 2.1.1. Sean Ky L cuerpos numéricos tales que L es una extension finita de Ky [L : K| := n.

Sea p un ideal primo de Ok y su factorizacién en O,
pOL = il R ir

donde P, . .., B, son los ideales primos de Oy, que contienen a p.
Si f1,..., fr son los grados inerciales de B3; sobre p entonces

r

Z el-fl- = n.

i=1

Demostracion. Puesto que pOy = P7' - - - P, entonces

| ;i [|= |OL/Bi| = |Ok/p| O/ FObl = p ||/,

luego
[ pOL || =] By -~ B7 |

r

=TI
i=1
r e;

=[T(Iell”
IT(Ie 1)

= p |55,

por otro lado se tiene que || pOy. ||=|| p ||, de esta manera se concluye que

r

E f,’z'fz' = n.

i=1
O

Proposicién 2.1.3. Sea K un cuerpo numérico y Ok su anillo de enteros algebraicos. Sea a un ideal
no nulo de Ok, si || a |= p donde p € Z es primo, entonces a es un ideal primo de Ok.

Demostracion. Supéngase que a no es ideal primo de Ok, entonces a = pi'---p; donde

p1,...,p, sonideales primos de O, entonces

p=lal=lpr-pr =Moo )

y por lo tanto p no es primo. [
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Proposicién 2.1.4. Sea K un cuerpo numérico y Ok su anillo de enteros algebraicos. Sea p un ideal
primo de Ok, entonces existe un inico p € Z primo tal que p|pOk.

Demostracién. Ya que p es un ideal primo de Ok entonces p N Z es un ideal primo de Z y por

lo tanto existe p € Z primo tal que p N Z = pZ, luego pZ C p, esto implica que p|pOk.

Supdngase que existe otro g € Z primo tal que p|qOk, asi gZ C p.
Ya que mcd(p,q) = 1 entonces 1 € p, esto es una contradiccion. O

Proposicién 2.1.5. Sea K un cuerpo numérico tal que [K : Q] := n y Ok su anillo de enteros
algebraicos. Sean p un ideal primo de Ox y p € Z el vinico primo tal que p|pOk, entonces || p ||= p°
paraalginl <e < n.

Demostracién. Como p|pOk entonces pOx = pq donde q es un ideal de Ok, luego

I POk 1=l pa =11 o Il a |l

pero || pOk =] (pZ)Ok |=| pZ ||"= |Z/pZ|" = p", luego, se concluye que || p ||= p*
paraalginl <e < n. O

Definicién 2.1.3. Sean K y L cuerpos numéricos tales que L es una extension finita de K, y
sean Ok y Op los anillos de enteros algebraicos de K y L respectivamente. Sea p un ideal
primo de Ok y su factorizaciéon en O

pOL = F B

donde By, ..., B, son los ideales primos de O} que contienen a p.

Se dice que p ramifica en L si existe 1 < i < r tal que ¢; > 1, en caso contrario, se dice que p
no ramifica en L.

Ademés, se dice que L es una extension no ramificada de K si todo ideal primo de Ok no

ramifica en L.

La siguiente proposicion establece el comportamiento de los indices de ramificacién y de
los grados inerciales cuando se tiene alguna extensién intermedia.

Proposicién 2.1.6. Sean L, Ky M cuerpos numeéricos tales que K C M C L. Sea p un ideal primo de
Ok, Q un ideal primo de Oy que contiene a p, y B un ideal primo de O, que contiene a Q. Entonces

eplp = epacap Y Sfpp = fpafap

Demostracién. Puesto que Og/p C Op/Q C O /B son extensiones finitas, entonces
[OL/B : Ox/p] = [OL/B: OMm/Q] [Om/2: Ox/p],

esto es, fypp, = fypafal-
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Por otro lado, ya que p C Q C ‘B, se tienen las siguientes factorizaciones

POM = Q‘f’D\pQ? .. 'Q?/
QO = PP -,
pOL = PEPR - - - R

Donde los B; y R; son ideales primos de O, que contienen a Q y p respectivamente, y los
1; son ideales primos de Oy que contienen a p.

Teniendo en cuenta que pOr = (pOn) Oy, se obtiene que
pOp = (Q%ApQ? . .Q;x> O
= (QOp) b ... (Q,0p)"

= m%\memp -

pero Q es el tinico ideal primo de Oy que estd contenido en ‘B, y asf, la factorizacién tinica
de pOy implica que ey, = eypneq),- O

Para terminar esta seccion, el siguiente lema relaciona las extensiones no ramificadas con
las extensiones intermedias.

Lema 2.1.1. Sean K, M, L cuerpos numeéricos tales que K C M C L, y sea p un ideal primo de Ok.

1. Elideal p no ramifica en L siy solo si p no ramifica en M y cada ideal primo de Oy que contiene
a p no ramifica en L.

2. L es una extensién no ramificada de K si y solo si L es una extension no ramificada de M y M
es una extension no ramificada de K.

Demostracion. 1. Supdngase que p no ramifica en L, es decir

pOL =P1-- Py

donde B; es un ideal primo de O y e lp = lparacadal <i<g.
Sea
POM — Qil . 'Q}ezh
donde 9; es un ideal primo de Oy y ¢ = eq,, para cada 1 < i < h. Puesto que
(pOm)Or = pOy, entonces

pOL = (Q00)1 - - - (Q,01)%;

" "

. . . e Cir. . .
ahora, si para cada 1 < i < h se tiene que Q;0; = RJ - - iRi:’ es la factorizacién en
1

ideales primos de Or, entonces
! I YA/

pOL _ %638/1,1 . melelrl . mehehrh
et

17’1 hrh

24



De modo que, por la unicidad de la factorizacion se obtiene que cada ;; es igual a By
parauntnicol < d < g, yasir; +--- +r, = g. Ademds se obtiene que e/ = 1 para
cadal<i<g,y eg; =1paracadal <i<h,1<j<r;. Estoimplica que p no ramifica
en My cada ideal primo £; no ramifica en L.

Reciprocamente, supéngase que p no ramifica en M y cada ideal primo de Oy que
contiene a p no ramifica en L, es decir

pOM = Q1+ Qy
donde ; es un ideal primode Op y e, = 1 paracadal <i <h,y
;0L =Ry - Ry,

donde ;; es un ideal primo de Opparacadal <i<hyl<j<r,.
Sea
pOL =+

donde P; es un ideal primo de O y ¢; = ey, paracadal <i < g.
Ya que (pOm)Or = pOy, entonces

pOL = (Q1---9,)0L
= (210L) - - (2,01)
= Ryp - Ry, - - Ry,

Luego, por la unicidad de la factorizacién se concluye que
Q0L = PBin - Pir,

donde ‘,Bi]- S {‘Bl,...,%g} paracadal <i <hy1 <j<r. Estoimplica que para cada
1 < i < g, el ideal 3; contiene a algtin ideal primo de Oy que contiene a p, es decir

aracadal <i < gexistel < j < htal quep C Q; C *B;, aplicando la proposiciéon
P 8 ] q j P prop
2.1.6 se obtiene que

Epilp = C3;19;69)lp
y por lo tanto
Epilp = 1

paracadal <i < g, es decir p no ramifica en L.
. Supdngase que L es una extension no ramificada de K, y sea p un ideal primo de Ok. La

Supéngase que L i6 ificadade K,y ideal primo de Ok. L
parte 1 implica que p no ramifica en M y por lo tanto M es una extensién no ramificada

de K. Por otro lado, sea Q un ideal primo de Oy, y definase p := Q N Ok un ideal
primo de Ok que esta contenido en £, por hipétesis el ideal p no ramifica en L y por

25



la parte 1 se obtiene que Q no ramifica en L, asi se concluye que L es una extensién no
ramificada de M.
Reciprocamente, supéngase que L es una extension no ramificada de M y M es una
extension no ramificada de K. Sea p un ideal primo de Ok y sea Q un ideal primo
de O que contiene a p, entonces p no ramifica en M y Q no ramifica en L, de modo
que por la parte 1 se concluye que p no ramifica en L, y asi se concluye que L es una
extension no ramificada de K.

O

2.2. CUERPOS CUADRATICOS

En esta seccion se estudiardn los cuerpos cuadréticos para observar la teoria anterior en

un caso particular.

Definicién 2.2.1. Sea K un cuerpo numérico, se dice que K es un cuerpo cuadrético si el
grado de K como extensién de Q es 2, es decir [K : Q] = 2.

Un cuerpo cuadrético K es de la forma K = Q(v/d), donde d es un entero libre de cua-

drados. Este es un hecho fundamental de los cuerpos cuadraticos probado en [11].

Sid > 0 se dice que K es un cuerpo cuadrético real, y si d < 0 se dice que K es un cuerpo
cuadrético imaginario.

Proposicién 2.2.1. Sea K un cuerpo cuadrtico, es decir K = Q(+/d) para algiin d € Z libre de
cuadrados, y sea x = a+bv/d € Q(Vd). Entonces N§(a) = a> — b?d y T§(«) = 2a, donde N§ ()
Y Té(zx) denotan la norma y la traza de « respectivamente.

Demostracién. Como [Q(V/d) : Q] = 2, existen 71 y 02 homomorfismos de Q(+/d) en C que
dejan fijo a Q.
Seaa = a + bVd € Q(V/d), entonces 01 («) = a +b\vVdy ou(a) = a — bV/d, y asi

N§(a) = o1(a)oz () = (a + bVd)(a —bVd) = a® — bd

T8 (2) = o1(2) + 02 (a) = (a +bVd) + (a — bVd) = 2a.
O]

Proposicién 2.2.2. Sea K un cuerpo cuadrdtico, es decir K = Q(\/d) para algiin d € Z libre de
cuadrados, y sean Ok su anillo de enteros algebraicos y & € Q(\/ﬁ) Probar que o € Ok si y solo si
Tg(zx),Ng(a) eZ.
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Demostracion. Supéngase que & € Ok, sea p(x) € Z[x] el polinomio moénico del cual « es
raiz.

Sigr(p(x)) =1, entonces a € Z, y por lo tanto Né((x), Té((x) eZ.

Sigr(p(x)) = 2, entonces oy (a) y 02(a) son raices de p(x), luego

p(x) = (x — 01(a)) (x — o)) = x* — T§(w)x + NG (a),

y por lo tanto N§(«), T§ (¢) € Z.
Reciprocamente, sea & = a + bv/d € Q(+/d) y supéngase que

Té(a) =2ae€Zy Ng(oc) =a*-1dcz,
entonces
a* — TS (a)a + N§(a) =0,
luego, « es raiz de p(x) = x* — T§(a)x 4+ N () € Z[x] y asia € Ok. O

La siguiente proposicién da una descripcion explicita del anillo de enteros algebraicos de
un cuerpo cuadratico.

Proposicién 2.2.3. Sea K un cuerpo cuadrdtico, es decir K = Q(\/d) para algiin d € Z libre de
cuadrados, y sea Ok su anillo de enteros algebraicos. Entonces Ox = Z + Z.6 donde

Vd si d=2,3(mod4)

5=
1+Vd
2

d=1(mod4)
Demostracion. Seaa = a + bvd € Ox cona,b € Q, luego
Té(a) =20e€Zy Ng(zx) =a®-1dcz,

entonces 4b%d € Z.

Sib= g conp,q € Z,q # 0y mecd(p,q) = 1, entonces ¢°|4d, luego, nétese que g no puede
tener factores primos impares, y por lo tanto ¢ = 2F donde k > 0. El hecho de que g°|4d
implica que k = 0 0 k = 1, pero en ambos casos se obtiene que b = 7 para alginr € Z, y por
lo tanto 2b € Z.

Sean m := 2a € Z, n := 2b € Z, por lo tanto m> — n*d = 0(mod4), y asi se tienen los

siguientes casos:

Sid = 2,3(mod4) entonces m? + 2n%> = 0(mod4) 6 m?> +n®> = 0(mod4), de esto se

deduce que m y n son pares. Asi se concluye quea,b € Z,y
Ok CZ+7ZVd.
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2 2

Sid = 1 (mod4) entonces m* — n* = (mod4), lo cual implica que 2|(m + n) o 2|(m — n), es

decir que m = n (mod2), asi m = n + 2r para algun r € Z. Entonces

(x:a—l—b\/a
m n
=5t 7V
m+n\/3
2

n—|—2r+n\/ﬁ
2

=r+mn <1—|—2\/H)

Y por lo tanto

Ok CZ+ Zl +2\/H.

Por otro lado si d = 2,3 (mod 4) entonces vd € Ok pues es raiz de p(x) = x> — d.
Y sid = 1 (mod4) entonces 172 € Z, asi % € Ok pues esraiz de p(x) = x> — x + 13%. De
esto se concluye la igualdad. O

Ahora se puede calcular el discriminante de un cuerpo cuadrético.

Proposicién 2.2.4. Sea K un cuerpo cuadrdtico, es decir K = Q(\/d) para algiin d € Z libre de

cuadrados, y sea O su anillo de enteros algebraicos. Entonces {1, Vid } es una Z—base de Ok si
d=2,3(mod4),y {1, %} es una Z—base de Ok sid =1 (mod4).
Ademds se tiene que
4 i d=2 d4
disc(K) = d Sl‘ /3 (mod4)
d si d=1(mod4)

donde disc(K) denota el discriminante de K.

Demostracién. La primera parte es consecuencia directa del hecho que {1, Vd } esuna Q—base
de K.
Ahora, sid = 2,3 (mod 4), entonces

disc(K) = disc (1, \/E)

dis
0'1(1) 0'1([
(1) oo(Vd)

2

2

U
~—

1 Vd
1 —Vd
— 4.
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Y, sid =1 (mod4), entonces

—_

disc(K) =

=

o

c
1) o (5%)
( +

1 1+
1

S

—_

_|_
(s
)
1)

dis
(%1
(%)

5

(

S
1

2

5

1

+ N
=

" ‘

=d.
O

Por ultimo, se estudiara la factorizacion de un primo p € Z en el anillo de enteros alge-
braicos de un cuerpo cuadratico K.

Sea p € Z un primo, entonces pOx = q‘il ---qy donde ¢, ..., q, son ideales primos de
Ok, y sean fi, ..., f; los grados inerciales de ¢y, . . ., ¢, sobre p.

Luego, la proposicién 2.1.2 implica que 2 = Y ;_; ¢, f;, y asi se tienen los siguientes 3 casos:
l.er=le=1f=1f=1yasipOx = qiqzdonde || g1 ||=|| 2 [|[=py a1 # q2.

2. e1=2,f1 =1yasi pOx = q3 donde || q; ||= p.

3. e1=1,f; =2yasi pOx = q; donde || q1 ||= p*.

En el caso (1) se dice que p se descompone en K, en el caso (2) se dice que p ramifica en
K, y en el caso (3) se dice que p es inerte en K.

Definicién 2.2.2. Sean a € Z y p primo tales que a # 0 (mod p), se define el simbolo de
Legendre cuadratico como

1 si x%=a(mod p)tiene solucién
—1 si x? = a(mod p) no tiene solucién

Sia = 0 (mod p), se define como (;) =

El siguiente teorema da condiciones para que se tenga cada uno de los tres casos anterio-
res.
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Teorema 2.2.1. Sea K un cuerpo cuadritico, es decir K = Q(~\/d) para algiin d € Z libre de cua-
drados, y sea Ok su anillo de enteros algebraicos. Sea p € Z un primo impatr.

1.
(i) = 1siysolosi pOx = qi1q2,
donde q1, qz son ideales primos de O diferentes y || q1 ||=|| 92 ||= p.
2.
d . . 2
v = 0siysolosi pOx = q-,
donde q es un ideal primo de Ox y || q ||= p.
3.

<z> = —1 Siysolo Si pOK =q,

donde q es un ideal primo de Ox y || q ||= p>*.

Demostracion. 1. Supéngase que (%) = 1, entonces existe a € Z tal que a> = d (mod p).

Notese que p 1 a.
Sean q; := pOx + (a + \/H)(’)K yq2 := pOx + (a — \/ZZ)OK ideales de Ok, tal que

a2 = [pOx + (a + V) O] [pOx + (a = Vi) O]
= p?Ox + p(a +Vd)Ox + p(a — Vd)Ox + (a> — d) Ok

= pOk [pOK +(a+ \/H)(’)K + (a— \/E)OK + <a2;d> OK]

Llamese i := pOk + (a + \/H)OK + (a— \/H)OK + (”zp_d) Ok el ideal de Ok.

Ya que p 1 a se tiene que mcd(p,2a) = 1, luego existen x,y € Z tal que 1 = xp + 2ay,
esto implica que 1 = px + (a +Vd)y + (a — Vd)y € i, es decir i = Ok. Se concluye que
POk = qi42.

Notese que q; # q2: Supdngase que q; = g, cOmo a + Vid € Qpya— Vid € g2 se tiene
que 2v/d € qa, ya que 2v/d € Ok entonces 4d € qp.

Debido a que p 1 d y p es impar se tiene que mcd(p,4d) = 1, por lo tanto 1 € qp, esto
implica que q; = q2 = Ok y asi pOx = Ok, pero esto es una contradicciéon ya que
También se tiene que q; # Ok y q2 # Ok: Supdéngase que q; = Ok, entonces pOx = ¢y,
esto implica que a — v/d € pOk lo cual es una contradiccion.

Lo anterior implica que || q1 ||= p =|| 92 ||, y por lo tanto q; y g2 son ideales primos de

Ok.
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2. Supéngase que <%> = 0, entonces p|d.

Sea q := pOxk + VdOx un ideal de O, tal que

q2 = [pOK + \/HOK} [pOK + \/gOK}
= p*Ox + pVdOx + dOx
d

Llamese i := pOx + VdOg + %(’)K el ideal de Ok.

Ya que mcd(p, %) = 1 se tiene que 1 € i, y por lo tanto i = Ok. Se concluye que
2 =p0O

q° = pUk-

Esto implica que || q ||= p, y asi q es un ideal primo de Ok.

3. Supoéngase que (%) = —1, por contradiccion supéngase que pOx = q1q2 6 pOx = g3

con ¢y, q2 ideales primos diferentes de Ok.

En ambos casos se tiene que || q1 ||= p =|| q2 ||, esto implica que [Ox/q; : Z/pZ] = 1
parai =1,2,yasi, Ox/q; = Z/pZ parai = 1,2 como cuerpos y como Z/ pZ—espacios
vectoriales.

Ya que el polinomio x2 — d tiene una raiz en Ok, entonces el polinomio x2 — d tiene una
raizen Og/q; parai =1,2.

Si el polinomio x? — d tiene raices en Z/pZ, existe a € Z tal que a> = d (mod p), esto
contradice la hipétesis, y por lo tanto Ok /q; 2 Z/pZ parai = 1,2.

Por lo tanto se concluye que pOk = q con q un ideal primo de Ok y || q ||= p>.

Las implicaciones reciprocas se tienen debido a la factorizacién tinica en ideales primos
en Ok.
O

Ejemplo 2.2.1. Sea K = Q(1/6), puesto que 6 = 2 (mod 4) se obtiene que Ox = Z + Z+/6.
Sea a := 20k + V60 un ideal de Ok, entonces 20 = a?:
En efecto,

(20k + V60x) (20k + V60k)
=40k + 2\@0[( + 60k
= 20k (20x + V60k + 30k),

a2

ademds 1 = 3 — 2 € 20k + v60x + 30k, entonces 20k + vV60k + 30k = Ok.
Esto implica que a? = 20k.
Por otro lado,

| a[?=] o [|=] 20k ||= IN§(2)| = 4,
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de modo que || a ||= 2, por lo tanto a = 20k + V60k es un ideal primo de Ok, y asi 2
ramifica en K.

Corolario 2.2.1. Sea K un cuerpo cuadritico, es decir K = Q(\/d) para algiin d € Z libre de
cuadrados, y sea p € Z un primo impar.
Entonces p ramifica en K si y solo si p|dk, donde dg := disc(K).

Demostracién. Supéngase que p ramifica en K, el teorema anterior implica que (%) =0y
d[(.

Reciprocamente, supongase que p|dy, si d = 1 (mod4) entonces dx = d, y asi (%) =0el

teorema anterior implica que p ramifica en K. Ahora si d = 2,3 (mod 4) entonces dx = 4d y

asi p|d. Por lo tanto p

asi (%) = 0, luego el teorema anterior implica que p ramifica en K. O

2.3. CUERPOS CICLOTOMICOS

Los cuerpos ciclotémicos son un tipo de cuerpo numérico que fueron estudiados por
Gauss, Eisenstein, Kummer y Dirichlet por su gran importancia en el desarrollo del dlgebra
abstracta y la teoria de nimeros, ya que poseen una estrecha relacién con el altimo teorema
de Fermat y con las leyes de reciprocidad.

Dado n > 1, al conjunto de elementos del cuerpo C que son raices del polinomio x" — 1
se les denomina raices n—ésimas de la unidad. El conjunto de todas estas raices forma un
subgrupo multiplicativo de C* := C — {0}, dicho subgrupo resulta ciclico de orden 1, y a
cualquier generador se le denomina raiz primitiva n—ésima de la unidad.

Las n diferentes raices n—ésimas de la unidad son 2™/ donde 0 < k < n — 1, ademas,
se tiene que una raiz de estas es primitiva si (k,n) = 1, o equivalentemente, si el orden de
esta es 1. De este modo se tiene que la cantidad de raices primitivas n—ésimas de la unidad
es ¢(n) donde ¢ es la funciéon de Euler.

Sea (;, := e2mi/n asi {n es unaraiz primitiva n—ésima de la unidad y el cuerpo K := Q({,)

es el cuerpo de descomposicién del polinomio x”* — 1.

Definicién 2.3.1. Sea n > 1, se dice que K es un cuerpo ciclotémico si se obtiene de adjuntar

una raiz primitiva n—ésima de la unidad a Q, es decir si K = Q({y).

Definicién 2.3.2. Sea n > 1, el n—ésimo polinomio ciclotémico se define como

Pu(x) = [T (x—23),

(an)=1

donde 1 < a < n. Las raices de ®,(x) son las raices primitivas n—ésimas de la unidad, asi
gr(®u(x)) = @(n).
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El objetivo de esta seccién es estudiar algunas propiedades de los cuerpos ciclotémicos y
calcular su anillo de enteros algebraicos.

Proposicién 2.3.1. Sean > 1, entonces

=1 =]]Palx).

dn

Demostracion. De la definicién del n—ésimo polinomio ciclotémico se tiene que

n—1 ) .
1= g) =T] T1 (x—&).
i=0 dln (in)=d

Luego, nétese que

[Te-g)= T (x=2,0) = Pusalx).

(im)=d (5)=1

De esto se concluye la proposicién. O

De la proposicién anterior se obtiene una manera recursiva de calcular los polinomios

ciclotémicos. "
x p—
b, (x) = —————.
(%) [Tajn Palx)
d<n

Corolario 2.3.1. Para cada n > 1, el n—ésimo polinomio ciclotémico @, (x) tiene coeficientes ente-
708S.

Demostracién. La prueba se realiza por induccién sobre 7.
Para n = 1 se tiene que ®1(x) = x — 1 € Z[x].
Sean > 2y supdngase que el resultado es valido para todo ntimero natural menor que 7, asi

p(x) == II—[%(X) € Zlx],
d|n
d<n

luego por el algoritmo de la divisién existen q(x),r(x) € Z[x] tal que
X =1 =q(x)p(x) +r(x),
donde r(x) =00 gr(r(x)) < gr(p(x)).
De modo que

Dy (x)p(x) = g(x)p(x) +1(x),

y asi, comparando los grados se concluye el resultado. O

Lema 2.3.1. Seann > 1y K := Q({,) un cuerpo ciclotémico. Sean p € Z un primo tal que p{ n, y
p un ideal primo de Ok que contiene a p. Entonces las clasesde 1, (y, . . ., Cﬁfl en Ok /p son distintas.
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Demostracion. Puesto que

se obtiene que

n—1 .
n= (1 - gil)l
i=1
n—1
n=[10-2¢)
i=1
en Ok /p. . ‘ ‘
Ya que 71 # 0, se concluye que {,, # 1paratodo1 < i < n—1,yasi(, # , para todo
0<ij<n—lyi#]. O

Con ayuda de la siguiente proposicién se obtiene el grado de un cuerpo ciclotémico como
extension de Q.

Proposicién 2.3.2. Sean n > 1y K := Q(,) un cuerpo ciclotémico. El n—ésimo polinomio ciclo-
tomico @, (x) es irreducible sobre Z, y por lo tanto lo es sobre Q.

Demostracion. Primero, note que ®1(x) = x — 1y ®(x) = x + 1 son irreducibles sobre Z.
Ahora, sean n > 3y f(x) el polinomio minimo de {, sobre Z, entonces f(x)|®,(x), luego,
existe g(x) € Z[x] tal que ®,(x) = f(x)g(x).
Se quiere probar que ®,(x) = f(x), para esto es suficiente probar que { es una raiz de f(x)
paratodo1l <a < ntal que (a,n) = 1.
Sea p € Z un primo tal que p { n, y sea p un ideal de Ok que contiene a p. Puesto que f(x)
es el polinomio minimo de {,,, existe h(x) € Z[x| tal que x" — 1 = f(x)h(x). Supoéngase que
f(Zh) # 0, esto implica que h(Z}) = 0, y asi

0="n(Z}) =h(,)
en O /b.
De esto se obtiene que /(Z,) = 0 en Ok/p, por el lema anterior se tiene que f({,) # 0, esto
contradice el hecho de que f(,) = 0. Asi, se concluye que f(Z}) = 0. O

Corolario 2.3.2. Sean n > 1y Q({,) un cuerpo ciclotémico, entonces [Q(y) : Q] = ¢(n).

Demostracién. Se sigue directamente de la proposicion anterior. ]

El corolario anterior implica que existen o1, .. -1 O(n) homormorfismos de K = Q({,)
en C que fijan a Q y estdn caracterizados por las raices de ®,(x), es decir, por las raices
primitivas n—ésimas de la unidad.

Por otro lado, puesto que K es el cuerpo de descomposicién del polinomio x" — 1 € Q[x],
entonces K resulta una extensiéon de Galois de Q. El siguiente teorema caracteriza al grupo
Gal(K/Q) para cadan > 2.
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Teorema 2.3.1. Seann > 2y K := Q({,). Si o € Gal(K/Q), entonces.
1. 0(Cn) = ¢% donde1 < a < n tal que (a,n) = 1.
2. El homomorfismo

Y :Gal(K/Q) — (Z/nZ)*

c—yY(o):=a

es un isomorfismo de grupos.

Demostracion. 1. Ya que {, es raiz de ®,(x) € Z|x], entonces ¢({,) también es raiz de
®,(x), porlo tanto 0(,) = (A dondel <a<ny(an)=1.

2. Claramente 1 es un homomorfismo de grupos.
P es inyectivo: Sea o € Gal(K/Q), entonces 0({,) = (% dondel <a <ny (a,n)=1.
Si o € Ker(), entonces (0) =a =1,y asi a = 1, esto implica que ¢ = ik.
1 es sobreyectivo: Puesto que

Gal(K/Q)| = ¢(n) = [(Z2/nZ)"],

se concluye que 1 es sobreyectivo.

Sea p € Z primo, entonces el p—ésimo polinomio ciclotémico es

xP—1 -1 -2

este es el polinomio minimo de {, sobre Q, y puesto que gr(®,(x)) = p — 1, se concluye que

Q(p):Q]=p—1y {1,@, f,,...,g,’;‘z} es una Q-base para K := Q({,).

Para calcular el anillo de enteros del cuerpo ciclotémico K := Q({,) se hace uso de la

traza y la norma.
Lema 2.3.2. Sean p € Z primoy K := Q() un cuerpo ciclotémico, entonces.
1 Tr§(1) = p — 1.
2. Tré(d,) =—lparacadal <j<p-1
3. Trg(1— d;) =pparacadal <j<p-—1.
4. NK(Zy—1) = (-1 1p,
5. Ng(l —Cp) =p.
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Demostracién. En este caso, los p — 1 homomorfismos de K en C que dejan fijo a Q estan
-2 -1
dados por oy (gp) = gprUZ(gp) = ;27r~~-r‘7p—2(gp) = éﬁ z‘Tpfl(gp) = 55 .

1.
Tro(1) = o1 (1) + -+ +0p1(1) = p— 1.

2. Puesto que (, es raiz de ®,(x), se tiene que 1+, + - - - + Cfg’_l =0, asi

T”g@p) =01(Gp) + - +0p1(Ep)
:€p+...+€§71
=1

Luego, nétese que la traza del conjugado de un elemento es igual a la traza del elemen-

to, entonces Tré(é{?) = Tré(ép) = —lparacadal <j<p-—1

3. Se obtiene de los dos numerales anteriores, ya que la traza es Q-lineal, asi

Tr§ (1) = Tr§ (1) = Tr&(2)) = (p— 1) — (—1) = p.

4. Ya que @, (x) = £, entonces

L G S L= T C S L RPN ) W
$(0) = @ (x4 1) = oy = —x”1+j;(].>x”1]+li

Y por el criterio de Eisenstein se obtiene que g(x) es el polinomio minimo de {, — 1
sobre Q, luego

NGy —1) = (=1)P'p.

5. Ya que
NG(=1) = (=1,

y la norma es multiplicativa, entonces se sigue del numeral anterior que

NG(1=8p) = NG((=1)(Zp = 1)) = Ng(-1)NG(Zp = 1) = (=D)P (=) Tp = p.

Lema 2.3.3. Sean p € Z primoy K = Q({,) un cuerpo ciclotémico, entonces.
1. (1—-Cp)OxNZesunidealde Zy (1—(p)Ox NZ = pZ.
2. Trg (a(1=p)) € pZ para todo a € Ok.
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Demostracién. 1. Puesto que (1 — {,)Ok es unideal de Ox y Z C Ok, entonces
(1 — CP)OK NZ

es un ideal de Z.
Ya que ;, € Ok, se sigue que 1 — C{a € Ok paracadal <j < p—1, entonces

pP—

p=N§(1-gp) = Hoyl—ép H(l—da) <1—§p>H(1—d)e(1—§p>0K,
=

es decir, p € (1 —{,)Ox NZ, por lo tanto pZ C (1 —,)Ox N Z.
Ya que pZ es un ideal maximal de Z, luego debe ser que

(1-0,)0xkNZ = pZ.
En efecto, supéngase que no, es decir que (1 — {,)Ox N Z = Z, entonces
1€ (1-3,)0xkNZ,
asi, existew € Ok talque 1 = (1 — Cp)zx, estoes, 1 —_ p esun invertible en Ok, luego
1=N§5(1-¢,)N5(a)
= pNg(@).
Asi p|1, esto es una contradiccion.

2. Sea w € Ok, se sigue que a(1 — ) € Ok, entonces Trg (a(1—p)) € Z. Por otro
lado, paracada1 <j < p —1, témese a; := 0j(a), asi «; € Ox paracadal <j<p—1
puesto que los conjugados de un entero algebraico tienen el mismo polinomio minimo,

por ende

— p 1

18 (1~ 5)) = X0y (al1 - ) = Lo (1-2)).

j=1

—.
| —_

, 1
Paracadal < j < p—1, larelacién 1 — @;, = (1-2¢p) Z d,, implica que para cada
1=0
1 <j < p—1setiene que
. j-1
a (1-2h) = (1=gp)a; Y 0h € (1-8,)0k,
1=0

asi Trg (a(1—p)) € (1—¢,)Ok, porlotanto Trg (a(1 = g,)) € (1-,)OxNZ = pZ.
]

Teorema 2.3.2. Sean p € Z un primo y K = Q({,) un cuerpo ciclotémico. Entonces Ox = Z[ )]
y {1, Tp - .,5572} es una Z—base de Ok.
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Demostracién. Sea a« € Ok, puesto que &« € Ky {1,@,, %,. . .,55_2} es una Q-base de K,

p—2 .
entonces existen ag, a1, ..., ap-2 € Q tales que & = Z a]»g]p, luego
=0
p=2 p—2 4 1
_ ] _ ] ]
a(1-8) = Y aigh(1-2) = Yo (5 -5"),
j=0 j=0

ya que la traza es Q-lineal, entonces

p—2 . .
T (a1~ 2,)) = T+ (z o (- afp“))

j=0
_ ij o1 (- )
i=
_ aoTrg(l —{p) + 29 (Tré (d,) - Trg (d,ﬂ))

= a0 T (1= 3p) + L. 4 ((~1) = (-1))

luego agp = Tr§ (a(1—¢p)) € pZ, de donde ag € Z.
De otro lado, g;l = gz‘l € Ok, entonces &' := (a — a0)§;1 € Ok, asi

p—2

i—1
o =) a4y

=1

aplicando el razonamiento anterior, resulta que a;p = Tr§ (¢'(1—¢,)) € pZ, de donde

me”Z.

Aplicando el razonamiento anterior de manera recurrente, se obtiene que 4; € Z para cada

0 <j < p—2, por lo tanto ag,ay,...,a,2 € Z, es decir Ox C Z[(,], esto implica que
-2

(’)K:Z[gp]y{l,ép, ;,...,g;j }esunaZ—basede Ok. O

El teorema anterior también se cumple en general, es decir, seann > 2y K := Q({,) un
cuerpo ciclotémico, entonces Ox = Z|[{,]. Una prueba de este hecho se puede consultar en
[21].

Por ultimo, en las siguientes proposiciones se estudia el discriminante de un cuerpo ci-
clotémico y su relacién con los ntimeros primos que ramifican en este cuerpo.
Proposicion 2.3.3. Sean p € Z un primo impar y K := Q({,) un cuerpo ciclotémico. Entonces

disc(K) = (—1)2)pr2.

38



. . . -2
Demostracién. Por el teorema anterior, se tiene que {1 CpreanC z } es una Z—base de Ok, y

como P, (x) = % ’11 es el polinomio minimo de {;, sobre Q, se puede usar una de las formulas

para el discriminante, y asi se obtiene que

p 1

disc(K) = disc(1,Cp, ..., 0h D TT @)

k=1

Pero

pxPt— (1 4+x+-- 4+ xP7 1)
x—1

@), (x) =

4

entonces, paracada 1 < k < p — 1 se tiene que

6T G-

@), (Cp) =

Por lo tanto

Proposicion 2.3.4. Sean p € Z un primoy K := Q({,) un cuerpo ciclotémico, entonces.
1. Paracadal < k < p — 1 se tiene que
k—1
I+0p+--+0
es invertible en Ok.
2. Existe u invertible en O tal que p = (1 — ,)P~!
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Demostracion. 1. Paracadal < k < p — 1 definase
k

ép -

Cp—1

luego, sea b € IN tal que kb = 1 (mod p), entonces (C’r‘,)b = (p, asi

Z_1_€p_1 . (C’;)b—
k-1 k-1

Luego, zx =1+ (p+ -+ g’;,—l es invertible en Ok.

Zp 1= =1+Cp+"‘+€1;71601<,

1
=1+g5+-+ (25" e Ok

2. Paracadal <k < p — 1 se tiene que g’; —1= (gp — 1)z; donde zj es invertible en Ok.

Asi,
p—1
p=N§1-0,) =10 -2) =1-2,)" "y,
k=1
donde
p—1
u:.= sz € Ok
k=1

es invertible en Ok.

La proposiciéon anterior implica que
pOx = [(1- ) Ox]' ™,

y puesto que

11 = 2Okl = INGA =) = s
entonces (1 — ,) Ok es un ideal primo de Ok.
Luego, si p es impar se tiene que p ramifica en K = Q({,).

2.4. RAMIFICACION EN EXTENSIONES DE GALOIS

Se dice que una extension es de Galois abeliana, si ademds de ser extension de Galois se
tiene que el grupo de Galois es un grupo abeliano.
Ahora, se estudiaran algunas propiedades de los ideales mediante automorfismos.

Proposicién 2.4.1. Sean K C L cuerpos numeéricos tales que L es una extension de Galois de K. Sea
o € Gal(L/K), entonces.

O'(OL) = OL.

2. Si es un ideal no nulo de Oy, entonces () es un ideal no nulo de Oy.
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3. Si U es un ideal fraccionario de L, entonces (L) es un ideal fraccionario de L.
4. SiP es un ideal primo de Oy, entonces o (*P) es un ideal primo de O

Demostracion. 1. Sea w € o(Op), entonces « = o (l) para algun I € Op. Debido a que
o € Gal(L/K) entonces « = o(I) € Oy, esto implica que c(Or) C Oy.
Por otro lado, sea B € ¢ 1(OL), entonces B = o~ !(j) para algtin j € O;. Ya que
o1 € Gal(L/K), entonces
p=0"1(j) € O,

y asi
U_l(OL) C 0.

Luego,
OL=0(c7(O1)) C o (O),

entonces Op C 0(Oy). Y asi, se obtiene la igualdad que se queria probar.

2. Se tiene que 0 () # @ ya que A # @, luego, por el item anterior se tiene que

O'(Q[) g OL.

Sean a, B € o(2), entonces « = o (a), f = o(b) para algunos a,b € 2, y asi
a+B=c(a)+o)=c(a+b) €c(A)

puesto que 2 es un ideal de O;.
Por otro lado, sea y € Or, luego, existe x € O tal que y = o(x), entonces

ay = o(a)o(x) = o(ax) € o(A)

ya que A es un ideal de O;.
Asi, se obtiene que (2() es un ideal de O;.

3. Ya que 2 es un ideal fraccionario de L, entonces 2 = a8, donde « € L no nulo y ‘B es
un ideal de O;. Entonces 0 () = o(a)o(B), yaque c(a) # 0y o(B) es unideal de O,
se concluye que o (2) es un ideal fraccionario de L.

4. Supodngase que () no es un ideal primo de Oy, de modo que

‘7(’43) =P P

donde r > 2y Py, ..., B, son ideales primos de O;. Aplicando o1 se obtiene que
R=c'(B1)--- (B
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Note que ¢! (%;) # O paratodo 1 < i < r, esto implica que *f no es un ideal primo
de O L-
O

Proposicion 2.4.2. Sean K C L cuerpos numéricos tales que L es una extension de Galois de K, sea
p un ideal primo de Ok y pOr = P - - -‘Bg,g donde ‘B, ..., P son ideales primos de Oy..

Sea o € Gal(L/K), entonces para cada 1 < i < g se tiene que o (33;) es un ideal primo de Op, que
contiene a p.

Demostracién. Ya que pOp = P -- -‘4323 donde By, . .., P, son ideales primos de O, enton-

ces aplicando ¢ se obtiene
pOL = o (P1)" - - o (Be),

y ademas (1), ...,0(Bg) son ideales primos de Oy .
De la igualdad anterior se obtiene que o (B;)|pO;. paracadal < i < g, de modo que o (%;)
contiene a p paracadal <i < g. O

Con ayuda de estos resultados se obtiene una proposicién que relaciona la ramificaciéon
de un primo en Z y el discriminante del cuerpo, y también un teorema que relaciona los
indices de ramificacién, los grados inerciales y el grado de la extensién cuando esta es de
Galois.

Proposicién 2.4.3. Sea p € Z un primo, y sea K un cuerpo numérico tal que [K : Q] = n. Si p
ramifica en K entonces p|disc(K).

Demostracion. Sea p un ideal primo de Ok que contiene a p tal que e := e,, > 1. Y sea
pOk = ppi -+ pg
la factorizacién de p en ideales primos de Ok. Definase q := p“ﬂail e pgg , de modo que
pOk = pa.

Notese que q es un ideal de Ok que tiene en su factorizacién a todos los ideales primos de
Ok que contienen a p. Ademas, se tiene que pOx C ¢, de lo contrario

pq=pOk =g,

esto implica que p = Ok, lo cual es falso.
Sea o € q — pOk, asi, « estd contenido en todos los ideales primos de O que contienen a
p, pero no estd contenido en pOk.

Seann := [K: Q] y {#1,...,4n} una Z—base de Ok, luego, existen m;, ..., m, € Z tales
que
&=+ Ml
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puesto que « no esta contenido en pOx entonces existe 1 < i < n tal que p 1 m;, sin perdida
de generalidad supéngase que p 1 m;.

Por otro lado, sean o7y, ..., 0, los homomorfismos de K en C que fijan a Q, usando las

propiedades del determinante y

mio1(m)  o1(p2) - 01(i) o1(m) o1(n2) -+ o1(m)
det moz(m)  o2(i2) -+ 02(7n) _ g det o2(m) o2(2) - 02(n)
miou (i) ou(2) -+ u(in) ou(m) ou(2) -+ on(iin)

se obtiene que

disc(a, 12, ..., 1n) = midisc(ny, ..., 1,) = m2 disc(K).
La idea es probar que p|disc(a, ay, ..., a,). Para esto, el corolario 1.1.2 implica que existe

L un cuerpo numérico que es una extension finita de K tal que L es una extensién normal de
Q, esto quiere decir que L es una extensioén de Galois de Q.

Ya que « esta contenido en todo ideal primo de Ok que contiene a p, entonces a estd con-
tenido en todo ideal primo de O;, que contiene a p. En efecto, sea ‘B un ideal primo de Or,
que contiene a p, y puesto que 8 N Ok es un ideal primo de Ok que contiene a p, se concluye
que & € P N O, es decir que a € P.

Ahora, sean ‘P un ideal primo de O que contienea py ¢ € Gal(L/Q), entonces ¢! ()
es un ideal primo de Oy tal que p = ¢~ 1(p) € ¢~ 1(B). Lo anterior implica que & € o~ 1(B),

yasio(a) € P.

Por ultimo, el lema 1.1.1 implica que para cada 1 < i < n, el homomorfismo o; se extiende
a [L : K] homomorfismos de L en C que fijan a Q, luego, el teorema 1.1.1 implica que los
homomorfismos de L en C que extienden a cada ¢; son automorfismos de L.
Sea y; € Gal(L/Q) una extension de ; a L para cada 1 < i < n, es decir que 7;|x = 0;. Por
lo tanto, se tiene que

oi(a) = 7i(a) € P
para cada 1 <i < n. La definicién del determinante implica que

disc(a, 12, ..., ) € PNZ = pZ.

De modo que
pldisc(a,n2, ..., Mn),

y como p t m?, se concluye que p|disc(K). O
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Ejemplo 2.4.1. Sean p € Z un primo impar y K := Q({,) un cuerpo ciclotémico. Entonces p
es el tinico primo que ramifica en K.

En efecto, la proposicion 2.3.4 implica que p ramifica en K. Ahora, si g € Z es otro primo que
ramifica en K, la proposicién anterior implica que g|disc(K) = (—1)(p5])p7"_2, por lo tanto
g = p,y asi, p es el tinico primo que ramifica en K.

Teorema 2.4.1. Sean K C L cuerpos numéricos tales que L es una extension de Galois de K, si p es
un ideal primo de Ok, entonces:

1. El grupo de Galois Gal(L/K) actiia transitivamente sobre los ideales primos de Oy, que contie-
nen a p. Esto es, si pOp, = P - - -‘Bz,g donde By, ... ,*Bg son ideales primos de Oy, entonces
para cada par B, Ps con 1 < r,s < g existe o € Gal(L/K) tal que o(B,) = Ps.

2. SipOp = il . -&Bzg donde By, ..., Bq son ideales primos de Oy, entonces los indices de
ramificacion son iguales es decir ey = ey = - -+ = ey := e, y los grados inerciales de *B; sobre p
son iguales es decir f1 = fo = -+ = fo := f.

Y por lo tanto [L : K| = efg.

Demostracion. 1. Ya que L es una extension de Galois de K se tiene que [L : K] :=n < oo,
y Gal(L/K) = {0q =i, 02, ...,04}, ademas se tiene que los n homomorfismos de L en
C que fijan a K son exactamente los elementos de Gal(L/K).
Sean ‘B;, Ps como en la hipétesis. Si v = s entonces se puede tomar ¢ = ir.
Supéngase que r # s; y sea & € B, y considere la norma de « en L relativa a K

Nk(a) = ﬁmw) - aljoa-@x).

Puesto que 0;(a) € O para cada 2 < i < n, entonces N («) € Ps.
Ya que « € Ps C O, la propiedad E.1.1 implica que NE(a) € Ok, de modo que

Ng(a) € BsN Ok = p C Py

Como P, es un ideal primo de Op, existe 1 <i < ntal que o;(a) € P, yseal <j<n
tal que 0; = o !, aplicando 0; se obtiene que a € 0;j(%f;).
Esto implica que

Ps © (%r)-

n
Ue
i=1
Entonces existe 1 < i < n tal que PBs C 0;(B;), y como P; es un ideal maximal de Oy
se tiene que 0; (P,) = Ps.
2. Supéngase que pO; = il . -‘,ng donde %y, ..., B, son ideales primos de O, dados
1<r,s < gexistec € Gal(L/K) tal que o (*,) = Bs, aplicando ¢ se obtiene

POL = o(Py) -+ - B - 0 (Pg)s
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de modo que por la unicidad de la factorizacién se concluye que e, = es para todo
1<rs<gesdecire:=e = =e,.
Ademas, se tiene el siguiente isomorfismo de Ok /p—mobdulos

¢:0L/B, — OL/Bs

¥ o ¢(F)=0(x)

Luego
|OL/PB:| = [OL/%Bs],
esto es
Ok /bl = |Ox/pl
y por lo tanto f, = fsparacadal <r,s < g, esdecir f := f; = --- = fq.

La igualdad [L : K| = efg se obtiene como resultado del teorema 2.1.1.
O

El teorema anterior modifica la definicidn sobre la ramificacion en el caso de las extensio-

nes de Galois.

Definicién 2.4.1. Sean K C L cuerpos numéricos tales que L es una extensién de Galois de
K, sea p un ideal primo de Og y pOp, = (B - -iBg)e donde By, ..., ‘Bg son ideales primos de
OL.

Se dice que p ramificaen L sie > 1, y que p no ramificaen Lsie = 1.

Se dice que p se descompone completamente en L sie = 1 = f, en este caso p no ramifica en
Ly[L:K]=g.

2.4.1. TEOREMA DE KUMMER-DEDEKIND

Dada L una extension primitiva de cuerpo numérico, su anillo de enteros algebraicos
Or en general no es la adjuncién del elemento primitivo al anillo de enteros algebraicos del
cuerpo base, aunque el indice resulta finito. El teorema de Kummer-Dedekind es un criterio
para la ramificacién de un ideal primo del cuerpo base.

Sean K y L cuerpos numéricos tales que L es una extension de Galois de Ky [L : K] = n,
el teorema del elemento primitivo implica que L = K(«) para algin « € O.
Notese que Of, es un grupo abeliano libre de rango mn donde m := [K : Q], ademds, Ox|«]
es un subgrupo aditivo de O; también de rango mn, y por lo tanto el indice [0 : Ok|a]] es
finito.

Teorema 2.4.2 (Kummer-Dedekind). Sean Ky L cuerpos numeéricos tales que L es una extension
de Galois de Ky [L : K| = n, donde L = K(«) para algiin « € O.
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Sea f(x) € K]x] el polinomio minimo de w, asi f(x) € Ok|x].

Sea p un ideal primo de Ok tal que el inico primo racional p € Z que existe contenido en p no divide
a [OL : OK[DCH

Si f(x) es separable médulo p, asi f(x) = fi(x) - - - fo(x) (mod p) donde f1(x),..., fe(x) € Ok|x]
son distintos, monicos e irreducibles modulo p. Entonces:

Para cada 1 <i < g se tiene que

Bi = pOr + fi(a)Or

es un ideal primo de O, y B; # Pj parai # j.
Ademds

pOL:;’Bl"'mg/

de donde p no ramifica en L.

Y por ultimo, gr(fi(x)) = f paracada 1 < i < g, donde f := fy,, es el grado inercial.

Demostracion. Noétese que el polinomio minimo de « sobre K satisface que f(x) € Ok[x]. En
efecto, sean aq := &, ay, ... w, las n raices de f(x), donde n = gr(f(x)).

Sea z(x) € Z[x] un polinomio ménico tal que z(a) = 0, asi f(x)|z(x), y por lo tanto las raices
ay,...,0, también son enteros algebraicos.

Ahora, escribiendo f(x) en su factorizacién se obtiene

fx) = (x —ar)(x —ag) -+ (x —an).

Y calculando los coeficientes de f(x) a partir de esta factorizacién se obtiene que cada coefi-
ciente es un polinomio simétrico elemental de n variables evaluadoen y, . . ., a;,, esto implica

que cada coeficiente de f(x) es un entero algebraico, luego f(x) € Oklx].

Primero se van a demostrar tres afirmaciones, y a partir de ellas se va a concluir el teore-
ma.

Afirmacion 1. Para cada 1 < i < g, se tiene que B; = Or, o que O /B; es un cuerpo de
tamano | Oy /p|8"fi¥),
En efecto, paracadal <i < g sea

¢i: Oxlx] — (Ox/p) [x]/(fi(x)) - B B
ko+kix+--+kx' — @ilko+kix+--+kx") i =ko+kix+ -+ kx4 (fi(x))

un homomorfismo de anillos. Ademads, para cada 1 < i < g se tiene que ¢; es sobreyectivo y
Ker(¢;) = pOx[x] + fi(x) Ok[x].
Por lo tanto se obtiene que paracadal <i < g,

Okl[x]/ (pOkl[x] + fi(x) Ok[x]) = (Ok/p) [x]/ (fi(x)).
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Por hipétesis, f;(x) es irreducible en (Ok/p)[x] para cada 1 < i < g, esto implica que
paracadal <i<g
(Ok/p) [x]/ (fi(x))
es un cuerpo, por lo tanto pOx[x] + fi(x)Ok[x] es un ideal maximal de Ok|x] para cada
1<i<g.

Por otro lado, sea

QD : OK [x] — OL
ko+kix+---+kex" — ¢lko+kix+---+kx")i=ko+ ko + -+ ko
un homomorfismo de anillos. Y paracadal <i < gsea
vi: O — OL/%;
I — (1) =1
un homomorfismo de anillos. Luego, para cada 1 < i < g¢ se tiene el homomorfismo de

anillos

v,-oqb:OK[x] — OL/%YSZ'
ko+kix+---+kx — viopko+kix+ - +kx")=ko+kia+--+ka

Ademas, se tiene que pOx|[x] + fi(x)Ok[x] C Ker(vjo ¢p) paracadal <i < g.
Ya que pOx[x] + fi(x)Ok|[x] es un ideal maximal de Ok[x] para cada 1 < i < g, entonces

Ker(vio¢) = pOxk|[x] + fi(x)Ok[x] o Ker(vjo¢p) = Ok|x].
Por otro lado, puesto que Ok[a] C Ok[a] + pOL, entonces
(OL/Ok[a])/ ((Ok[a] + pOL)/ Ok[a]) = O/ (Ok[a] + pOL),

y asi |OL/(Okla] + pOr)| divide a |Or./ Ok|a]|.
Analogamente, ya que pOr, C Ok[a] 4+ pOy, entonces

(OL/pOL)/ ((Okla] + pOL)/pOL) = O/ (Okla] + pOL),

y asi |OL/(Okla] + pOr)| divide a |Or/pOL|.
Ya que
0L/pOL] =| pOL ||= pI"9,

y por hipétesis p 1 |0/ Okla]|, entonces
|01/ (Okla] + pOL)| =1,
de donde O = Ok[a] + pOr. Yaque p € p C B, paracada 1 < i < g, entonces
Or = Okla] + pOr C Okla] +9B; C Oy,
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es decir que O = Okla] + PB; para cada 1 < i < g. De esto se concluye que para cada
1 <i < g el homomorfismo v; o ¢ es sobreyectivo.
Por lo tanto, se tiene que paracadal <i < g, O, =P; 0

OL/PBi = Ok[x]/ (pOkx] + fi(x) Ok[x]),
y en este segundo caso se tiene que O1 /%F; es un cuerpo de tamafio |Ox /p|8"i(*),
Afirmacion 2. Paratodo 1 <1i,j < g coni # j se tiene que *B; + F; = OL.
En efecto, puesto que Ok /p es un cuerpo, entonces (Ox/p)[x]| es un DIP.

Y yaque fi(x) € (Ok/p)[x] esirreducible paracadal < i < g, entonces mcd(fi(x), fi(x)) =1
con i # j. Luego, existen h(x),I(x) € (Ok/p)[x] tales que

1= fi(x)h(x) + fi(x) +1(x),
de modo que
fi(x)h(x) + fi(x)[(x) — 1 = w(x) para algtn w(x) € p[x],

y asi
fil)h(a) + fi(a)l(a) =1 = w(a) € pOL,

y por lo tanto se obtiene que
1= —w(a) + fi(a)h(a) + fi(a)l(a) € pOL+ fi(@)Or + fj(2)OL = B; +B;.
Esto implica que B; +*B; = O parai # .

Afirmacion 3. pOr [P - - - P
En efecto, ya que

fx) = fi(x) -+ fo(x) € plx],
entonces

fi(a) -+ fg(@) € pOL,

y asi, se obtiene que

oq

Pr--- Py = [ [(pOL + fi(@)O1)

i1
g
CpOL+] [ filw)OL
i=1
CpOr.

Por lo tanto, pOr [Py - - - Pe.
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El teorema se concluye de las afirmaciones 1,2 y 3. En efecto, reorganizando si es necesa-

rio, supéngase que P, ..., PBs # Ory Bsi1,..., Bg = Or.
La afirmacién 1 implica que By, ...,P; son los ideales primos de O que contienen a p, y
puesto que para cada 1 < i < s se tiene que

|OL/%Bi| = |(9K/p|gr(ﬂ(x)),

OL/%i] = Ok /p),
entonces g7 (fi(x)) = fi,|p paracada 1l <i <,y ya que la extensién es de Galois, entonces
fop == fpp =1

y asi

grifi(x)) = =gr(fs(x)) = f.

La afirmacién 2 implica que %; +; = Op paracadal < i,j < sconi # j, de modo que
B; # Pjparacadal <i,j <sconi #j.

Por ultimo, la afirmacién 3 se convierte en pOp [P - - -Ps, pero como p C Py,...,LPs, se
concluye que

pOL =P1---Ps.

El teorema 2.4.1 implica que n = [L : K] = fs, por otro lado, y puesto que n = gr(f(x))
entonces n = fg, de modo que s = g.

De esta manera se concluye que para cada 1 < i < g se tiene que
PBi:==pOr + fi(a)Or

es un ideal primo de O, y B; # P parai # j.

Ademas
pOL =P1---Pg,
de donde p no ramifica en L.
Y gr(fi(x)) = f paracadal <i < g, donde f := fy,, es el grado inercial. O

Ejemplo 2.4.2. Sean K := Q y L := Q({5), en la seccién 2.3 se probé que L es una extension
de Galois de K. También se prob6 que O; = Z|[(s], por lo tanto [O} : Z[{5]] = 1, de modo
que el teorema de Kummer-Dedekind se puede aplicar en cualquier ideal primo de Z.
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El polinomio f(x) = x* + x® + x> + x + 1 € Z|x] es el polinomio minimo de {s. Luego,
sea 2Z un ideal primo de Z, en este caso f(x) es irreducible (mod 2), y por lo tanto 2Z[{s] es
un ideal primo de Z[{5s].

Ahora, sea 11Z un ideal primo de Z, entonces
fx)=(x+2)(x+6)(x+7)(x+8) (mod11).
Por el teorema de Kummer-Dedekind se obtiene que

11Z[5] = F1PB2PB3Pas,

donde
P = 11Z[C5] + ({5 +2)Z[Cs],
Pa = NZ[5] + (85 + 6)Z[T5],
PBs = 11Z[l5] + ({5 + 7)Z|T5]
y

Py = 11Z[{5] + ({5 +8)Z[C5]-

Se prob6 que el ideal 11Z no ramifica en L, y se obtuvo su factorizacién de ideales primos
de Z [é 5] .

2.4.2. SIMBOLO DE ARTIN

Dados K C L cuerpos numéricos tales que L es una extension de Galois de K, y sean p un
ideal primo de Ok y P un ideal primo de Oy, tales que p C 3, se pueden asociar dos subgru-
pos de Gal(L/K) determinados por B, estos son, el grupo de descomposicion y el grupo de

inercia.

El grupo de descomposicion surge de manera natural de la accién de Gal(L/K) sobre los
ideales primos de O, que contienen a p.
Ademés, se tiene que el grupo de inercia es el nicleo de un homomorfismo sobreyectivo
entre el grupo de descomposicion y el grupo de Galois Gal(Opr/B/Ok/p). De aqui, se des-
prende que el cardinal del grupo de descomposicién es el producto del indice de ramificacién
y el grado inercial, para el grupo de inercia se tiene que su cardinal es el indice de ramifi-
cacion. Estos subgrupos son de gran ayuda para definir el simbolo y el homomorfismo de
Artin.

Definicién 2.4.2. Sean K C L cuerpos numéricos tales que L es una extensién de Galois de
K,y sean p un ideal primo de Ok y B un ideal primo de O, tales que p C L.
Se define

Dy := {0 € Gal(L/K) : 0(B) =B},
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y se denomina el grupo de descomposicién de ‘B.

En la notacién Dy no se incluye a p, ya que p es el tnico ideal primo de Ok que esta
contenido en ‘B.

Observacién 2.4.1. Sea ¢ € Dy, entonces () = B, esto significa que ¢ fija el ideal P pero
no implica que o(x) = x para todo x € P.

Proposicién 2.4.4. Sean K C L cuerpos numéricos tales que L es una extension de Galois de K, y
sean p un ideal primo de Ok y P un ideal primo de Oy tales que p C B, entonces Dy es un subgrupo
de Gal(L/K).

Demostracion. Note que Dy # @, pues iy, € Gal(L/K) y i (B) =B, asi i € Gal(L/K).
Ahora, sean 7,0, € Dy, entonces 01 () = Py 02(P) = P. De modo que

01002(R) = 01(2()) = 1 (F) =B,

y asi oy 00y € Dyp.
También se tiene que

oy (o1 (B)) = o7 (B),

esto implica que o7 ! (B) = B, es decir o ! € Dy
Luego, se concluye que Dy es un subgrupo de Gal(L/K). O

Ahora, con el objetivo de definir otro subgrupo importante del grupo de Galois se tiene
la siguiente proposicion.

Proposicién 2.4.5. Sean K C L cuerpos numéricos tales que L es una extension de Galois de K, sean
p un ideal primo de Ok y B un ideal primo de Oy tales que p C B. Si o € Dy, entonces se induce
un automorfismo 7 de Or, /B que deja fijo a Ok /p.

Demostraciéon. Definase

FZOL/‘B%OL/‘B

¥ o 7(%) == o(x)

Se debe probar que 7 es un homomorfismo de anillos biyectivo:
En efecto, primero note que ¢ estd bien definido, si ¥ = y en O /B, entonces x —y € P, y

asi o(x) — o(y) € o(P) =B, es decir que ¢(x) = o(y).
Ademas,
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para todo ¥,y € O /B. Esto indica que ¢ es un homomorfismo de anillos.

Ahora, supéngase que 7(¥) = 0, entonces ¢(x) = 0y asi o(x) € B, de modo que x € P ya
que 0 € Dg, luego ¥ = 0y por lo tanto 7 es inyectivo. Por otro lado sea j € Op /%, existe
x € Oy tal que y = o(x), esto implica que 7(¥) = o(x) = ¥, y por lo tanto & es sobreyectivo.
Por ultimo, & deja fijo a Ok /p:

Seak € Ox/p,y como o € Dy C Gal(L/K) se tiene que 7(k) = o (k) = k.

O
De la proposicién anterior, se tiene que
7 € Gal((OL/B)/(Ok/p)).
Asi, se puede definir el siguiente homomorfismo de grupos
: Dp — Gal((OL/B)/(Ox/
f: Dy ((OL/B)/(Ok/p)) (E2.1)

o f(o):=7

que satisface Ker(f) = Iy donde Iy := {¢ € Gal(L/K) : 0(x) = a (mod*B), paratodoa € O},
y por lo tanto Iy < Dyg.
El grupo Iy es llamado grupo de inercia de 3.

Proposicion 2.4.6. Sean L y K cuerpos numeéricos tales que L es una extension de Galois de K, sean
p un ideal primo de Ok y B, ..., By los ideales primos de Oy, que contienen a p. Si se define

X = {B1,.... By},
entonces el grupo Gal(L/K) actiia sobre X. Ademds, para cada 3 € X se tiene que
|Dep| = ef,

donde e = ep, y f = fy)p-

Demostracién. Definase
¢: Gal(L/K) x X — X
(0, %) = ¢((0,Bi)) := o(Bi).
Asi, ¢ es una accién de Gal(L/K) sobre X.
Por otro lado, sea 3 € X, el estabilizador de 3 en Gal(L/K) es
Dy = {0 € Gal(L/K) : o(%) = ¥},
y la orbita de 3 en Gal(L/K) es
{c(B) :0 € Gal(L/K)},
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puesto que Gal(L/K) acttia transitivamente sobre los elementos de X, dado *B; para algtn
1 <j< gexisteo € Gal(L/K) tal que 0 (*f) = B, y asi, la orbita de P en Gal(L/K) es X.

Sea P € X, el teorema de la orbita y el estabilizador implica que
g =|Gal(L/K) : Dg]|.

Ya que |Gal(L/K)| = [L : K] = efg, donde e = ey, es el indice de ramificacién y f = fy, es
el grado de inercia, se tiene que

|Gal(L/K)|

Gal(L/K) : Dyg| = ,
Gal (L/K) : Dyl = =

y de aqui se obtiene que
|Dep| = ef.

O]

Teorema 2.4.3. Sean K C L cuerpos numéricos tales que L es una extension de Galois de K, sean p
un ideal primo de Ok y B un ideal primo de O, tales que p C B. Y sea f el homomorfismo definido
en E.2.1, entonces:

1. El homomorfismo f es sobreyectivo. Por lo tanto

Dy /Iy = Gal((OL/B)/(Ok/p)).

2. |Ip| = Eplp Y |Dg| = e‘ﬁ\pf‘l?lp'

Demostracion. 1. Sea LP® el cuerpo fijo de Dy, es decir
LP* .= {a € L:o(a) =a, paratodoo € Dy},

y denétese M := LP%¥, de esta manera, K C M C L.

Sea Oy := M N Oy el anillo de enteros algebraicos de M, y definase Qp := PN Oum
un ideal primo de Oy.

Se afirma que ‘B es el tinico ideal primo de Or, que contiene a Q. En efecto, en primer
lugar, nétese que L es una extensioén de Galois de M con Gal(L/M) = Dy. Por otro la-
do, sea P’ un ideal primo de O, que contiene a Qy, ya que Gal(L/ M) actaa transitiva-
mente sobre los ideales primos de O}, que contienen a Qy, existe ¢ € Gal(L/M) = Dy
tal que o(3) = P/, de esto se concluye que P = P'.

De este modo, QO = P donde ¢ := eplan Y f' = fypjay- Se afirma quee = €'y
f=f'dondee:= ey, y f = fyp yademds, Ox/p = Op/Qum.
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En efecto, puesto que [L : M| = ¢'f' y [L : M] = |Gal(L/M)| = |Dg]|, se tiene que
ef = ¢ f. Por otro lado

[OL/B : Ox/p] = [O0/B: Om/Qm]|[Om/Qm : Ox/p),

y por lo tanto f > f'.

Por otro lado, se tiene que pOpr € Qpy, v asi, (pOp)Or € QpO1. Ya que

(pOm)Or =pOy,

entonces pO; C 513‘3/. Es decir, &Be, estd en la factorizaciéon de pOy, por lo tanto e > ¢’
Esto permite concluir que e = ¢’ y f = f’. Ademas, esto implica que

[Om/Qm : Ox/p] =1,

y asi, Ox/p = Op/Qum.

Por otro lado, puesto que O, /*B es una extensién de O /p, la proposicién 1.2.2 implica
que O /*B es una extensién de Galois de Ok /.

El teorema del elemento primitivo implica que existe x € O /P tal que
OL/PB = (Ok/p)(a).

Puesto que « € O es algebraico sobre M, existe /i(x) el polinomio minimo de « sobre
M, yseanay :=ua,...,«, € Llas rraices diferentes de h(x) donde r := gr(h(x)).

Sea w(x) € Z[x] un polinomio moénico tal que w(a) = 0, y asi h(x)|w(x), y por lo
tanto ay, ..., a, también son enteros algebraicos de L. Ahora, escribiendo h(x) en su

factorizacioén se obtiene
h(x) = (x—a1) - (x—ar) € OL[x].

Y calculando los coeficientes de 1i(x) a partir de esta factorizacién, se obtiene que cada
coeficiente es un polinomio simétrico elemental de r variables evaluado en ay, ..., a;.
Esto implica que cada coeficiente de h(x) es un entero algebraico de L, y puesto que
Oum = Op N M, se obtiene que h(x) € Op[x].

Si se reducen los coeficientes de /(x) médulo Qyy, se tiene que

h(x) S OM/QM[X],

es decir

h(x) € Ok/plx).
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Por otro lado, sea z(x) € Ok/p|x] el polinomio minimo de & sobre Ok /p, y puesto que
h(a) = 0, se tiene que h(x) = 0, esto implica que z(x)|h(x).

Por ultimo, sea ¢ € Gal(OL/PB/Ok/p), entonces ¢(a) también es raiz de z(x), y por lo
tanto de h(x).
Asf, existe 1 <i < rtal que

a = ¢(a).
Ya que & y «; tienen el mismo polinomio sobre M, existe ¢ € Gal(L/M) = Dy tal que
o(a) = a;, por lo tanto

o) = o(a) = a = ¢(a),

puesto que « es un elemento primitivo, se obtiene que o = ¢.

Esto implica que f(0) = ¢, donde o € Dyp. Esto es, f es sobreyectivo.

2. La proposicién anterior prob6 que
|Dg| = ef,

donde e :=eq, y f = fyp)p-
Por (1) se obtiene que

|Dy/ Ig| = |Gal(OL/B/ Ok /p)|,

entonces Dy
T = [OL/%B: Ok /),
| Bg|

de esto se concluye que |Ip| = e.

O]

Corolario 2.4.1. Sean K C L cuerpos numeéricos tales que L es una extension de Galois de K, sea p
un ideal primo de Ok.

Entonces p no ramifica en L si y solo si el grupo de inercia de cada ideal primo de Oy, que contiene a p
es trivial.

Ahora, se introduce una herramienta muy importante en el estudio de la ley de recipro-
cidad de Artin, llamado el simbolo de Artin.

Lema 2.4.1. Sean K C L cuerpos numeéricos tales que L es una extension de Galois de K, sea p un
ideal primo de Ok que no ramifica en L. Si Y es un ideal primo de O1, que contiene a p entonces existe
un tinico o € Gal(L/K) tal que

o(x) = xIPl (modR), paratodox € O
donde || p [|= [Ox/pl.
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Demostracién. Sea P un ideal primo de O; que contiene a p, ya que el ideal p no ramifica en
L se tiene que el grupo de inercia Iy de P es trivial, de modo que

Dy = Gal(OL/B/ Ok /p)

mediante el isomorfismo que asigna o — 7.

Ahora, ya que O, /B es una extension de Ok /p donde ambos son cuerpos finitos, entonces
la extension es de Galois y por lo tanto Gal (O /B/Ok/p) es un grupo ciclico generado por
una potencia del automorfismo de Frobenius, esta potencia es (O /p : Z/pZ], donde p € Z
es el inico primo que estad contenido en p, entonces

’)/:OL/;B—> OL/‘B
T (%) =%

y asi, si se denota por m := [Ok/p : Z/pZ)], se obtiene que
Y(E) = (7)™ =z,

donde || p [|= Ok /5l
Luego, existe un tinico ¢ € Dy tal que & = 7™, es decir, para todo x € O, se tiene que

esto implica que

y por lo tanto o(x) — xlI*ll € 93, asi, se concluye que
o(x) = xIPl (mod )

para todo x € Oy.

Falta ver que o es tnico en en Gal(L/K): Sea ¢ € Gal(L/K) tal que ¢(x) = xIPl (mod )
para todo x € Or.

Por otro lado, sea ¢(x) € ¢(3), entonces

¢(x) —xIPl = g, donde g € B,

por lo tanto ¢(x) = xl?Pl + 5 € 9; de modo que o (P) C P. Ya que $(P) es un ideal maximal
de O; por ser un ideal primo de Oy, se concluye que ¢(B) = B, y por lo tanto ¢ € Dy,
luego, por la unicidad de ¢ en Dy se concluye que o = ¢. O

El tnico elemento o € Gal(L/K) del lema anterior es llamado simbolo de Artin, y se

- (%)

denota por
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ya que depende del ideal primo 3.
Usando esta notacién se tiene que
(L;K) (x) = xIPI (modp), paratodo x € O
donde p = O N*P.

Algunas propiedades del simbolo de Artin son estudiadas en las siguientes proposicio-

nes.

Proposicién 2.4.7. Sean K C L cuerpos numéricos tales que L es una extension de Galois de K, sean
p un ideal primo de Ok que no ramifica en L y *B un ideal primo de O, que contiene a p.

1. Sip € Gal(L/K), entonces (lﬁ({g)) =1 (L/K> P!

2. El orden de (L/K> es el grado inercial f := f‘Blp'

3. Elideal p se descompone completamente en L si y solo si ( o ) iGal(L/K)-

Demostracién. 1. Ya que ¢ € Gal(L/K), entonces ~1(Or) =
Seax € Op,yasip~1(x) € Or. Entonces

(55 ) ) = 9 P (o),

(LK
B

es decir
) (@) — 9 () e P

Aplicando 1, se obtiene

¥ (”mK) p(x) — xlPl e y(p),

y por lo tanto
o (55) ) = 5 (o o),

Ry
L/K .. . .
Por otro lado | —— ) (x) = xlP| (mod ¢()), por la unicidad del simbolo de Artin se

P(P)
o) = ()

2. Por hipétesis, el ideal p no ramifica en L, esto implica que Dy = Gal(Or/B/ Ok /),

concluye que

ademads

|Gal(OL/B/ Ok /p)| = f
donde f = [OL/B/Ox/p].
Puesto que <L/q3K> es el generador del grupo ciclico Gal(OL/B/Ok/p), se tiene que

el orden de <Lq/3K) es f.
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3. Supoéngase que p se descompone completamente en L, entonces e = 1 = f, y asi
|D<;3’ = ef = 1,

L/K
esto implica que Dy = {iGal(L/K) }, y por lo tanto (;) = iGal(L/K)-
) . L/K , o e
Reciprocamente, supéngase que o = iga(L/K), PO hipétesis p no ramifica en L,

asie = 1.
L/K
Ya que el orden de </> = iga(r/k) €8 1, entonces f = 1, por lo tanto se concluye

B

que p se descompone completamente en L.
O

Proposicién 2.4.8. Sean K C L cuerpos numeéricos tales que L es una extension de Galois abeliana

de K, sean p un ideal primo de Ok que no ramifica en L y P un ideal primo de Oy, que contiene a p.

Entonces el simbolo de Artin (L/TK) solo depende de p.

En este caso el simbolo de Artin se denota por (L/TK) .

Demostracion. Sea P’ otro ideal primo de O}, que contiene a p, como Gal(L/K) actia transi-
tivamente existe i € Gal(L/K) tal que () = ', entonces

(4 -(45)
()
-(4)

donde la altima igualdad se tiene por ser Gal(L/K) un grupo abeliano. O

Ahora, para ilustrar un ejemplo acerca del simbolo de Artin, primero se va a calcular el
grupo de Galois de un polinomio.

Ejemplo 2.4.3. Sea p(x) = x> — 2 € Q|[x], si se definen

0:=+2 y &= _1—‘_2\/?3
entonces p(x) = (x —6) (x — 6a) (x — 6a?), luego, el cuerpo de descomposicién de p(x) es
Q(a,0). Ya que « es rafz del polinomio ciclotémico f3(x) = x>+ x+1 € Q]x], entonces
[Q(a) : Q] =2.
Puesto que el polinomio p(x) = x* —2 € Q[x] es irreducible y mcd(2,3) = 1, entonces se
tiene que p(x) = x* — 2 es irreducible sobre Q(a), pero 0 es una raizde p(x) = x> —2 € Q(«),
de modo que [Q(«,0) : Q(«)] = 3.
Si se denotan K = Q(y/—3) y L = K(+/2), entonces [L : K] = 3, debido a que L es una
extension de Galois de K se tiene que |Gal(L/K)| = 3,y por lo tanto Gal(L/K) = Z/3Z.
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Observacion 2.4.2. Notese que K = Q(v/—3) =Q (‘1%‘/?3» asi, para cada

ﬁ:a+b—1+2\/f3 0 (—1+2¢T3>

se tiene que

NG(B) = <a+b_1+2\m> <a+b_1_2\m> — 2> —ab+ b7

Ya que —3 = 1 (mod 4), se tiene que Ox = Z + Zw, donde w = _1%‘/?3

En [11] se prueba que, dado 7w un elemento primo en Ok tal que Né(rc) # 3,y dado
v € Ok tal que 7 1 7y, entonces existe un tnico entero m € {0,1,2} tal que

7(%(”)’1)/3 = " (mod 71).

Este hecho permite definir el simbolo de Legendre ctibico como sigue.
Sean 7t un elemento primo en Ok tal que Ng(n) # 3y v € Ok, el cardcter ctbico de
7 (mod 1r) esta dado por

1. (%), =0sin|y.

(N§(m)-1)/3 2

2.y = (%)3 (mod 1), donde (%)3 esiguala 1, w, w?.

En [11] se pueden consultar mas detalles acerca del simbolo de Legendre ctbico.
En el siguiente ejemplo, el simbolo de Artin generaliza el simbolo de Legendre ctibico.
Ejemplo 2.4.4. Sean K = Q(v/—3) y L = K(v/2), entonces Ox = Z + Zw, donde

w = I +2m.

Ademas, el anillo Ok es un DIP, luego un ideal primo de Ok es de la forma 7Ok, donde 7
es un elemento primo de Ok.

Ahora, si 7T { 6 se cumple que el polinomio x> — 2 es separable en Ok /7 Ok|x]. En efecto,
supdngase que x> — 2 no es separable en Ok / 71Ok, luego existe a una raiz de multiplicidad
mayor o igual que 2, y por lo tanto se tiene que « es raiz de la derivada 3x? en O/ 7Ok,
es decir 3a? € Ok, puesto que Ok es un ideal primo y 7 1 6 se tiene que a> € 1Ok, de
aqui se obtiene que & € tOk. Luego, a® € Ok, pero a® = 2 en O /7O, esto implica que
2 € mOk pero esta es una contradiccion. De modo que el ideal primo Ok no ramifica en L.

El ejemplo anterior implica que
Gal(L/K) =2 2Z/3Z,
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asi, el grupo Gal(L/K) es abeliano, por lo tanto el simbolo de Artin estd definido.
Basta evaluar este automorfismo en v/2, sea B un ideal primo de O} que contiene a Ok,

entonces
7'[01(
= V2 (mod B)
Luego, || tOk|| = ]Né(n) |, y por definicién del simbolo ctibico de Legendre se tiene que

IN§ ()11 2
2 = () (mod 77).
T/3

Ya que 7t € 1Ok C B, entonces

(45) 2= (2), o

7'(0[(

Por ultimo, note que (%) (\3/5) es igual a v/2 veces una raiz ctibica de la unidad. En
[11] se prueba que las raices ctbicas de la unidad son diferentes en Ok /7w Ok, esto implica
que también lo son en O} /B, esto es consecuencia de que las raices ctibicas de la unidad

estin en Ok y B N Ok = mOk. Asi, se concluye que

(re) 2= (2),

De este modo, se dice que el simbolo de Artin generaliza el simbolo de Legendre ctbico.

2.5. LEY DE RECIPROCIDAD CUADRATICA

La ley de reciprocidad cuadrética ha sido de gran importancia en las matemaéticas de los
altimos 300 afios, y en particular de la teoria de niameros. La ley de reciprocidad cuadrética
fue formulada por Leonhard Euler en el afio 1755, aunque la primera prueba fue dada por
Gauss en el afio 1796, quien realizé 7 pruebas mas de este teorema usando diferentes herra-
mientas de teoria de ntiimeros. Después Legendre es quien enuncia la ley de reciprocidad
cuadratica usando el simbolo de Legendre, y de esta manera es como se enuncia este teore-
ma en la actualidad.

Definicién 2.5.1. Seana € Zy p € Z un primo tales que p { a.
Si la congruencia x?> = a (mod p) tiene solucién, se dice que a es un residuo cuadrético mé-
dulo p. En caso contario se dice que a es un no residuo cuadratico médulo p.
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En [11] se prueban algunas propiedades bésicas del simbolo cuadrético de Legendre, es-
tas son.

Dados a,b € Z y p € Z un primo impar tales que a # 0(modp) y b # 0(mod p),
entonces.

1. Sia = b(mod p), entonces (:}) = <b>

p
2
2. (”) — 1.
p

(;) = a"7 (mod p).

(5)=G) ()

5. Hay tantos residuos cuadraticos como no residuos cuadraticos médulo p, es decir, exis-
p—1 p
2

. . —1 . .
residuos cuadréticos médulo p y —5 no residuos cuadréticos médulo p.

®

b

ten

o —1 -
Corolario 2.5.1. Sea p € Z un primo impar, entonces <p> = (—1)pT1.

Demostracion. De la propiedad anterior se tiene que

()

al ser p impar, entonces 1 # —1 (mod p), y asi se obtiene la igualdad. O

(—1)"% (mod p),

Sea A el anillo de enteros algebraicos de C, y sean w1, w»,y € A.
Se dice que wy = wy (mod ) siy solo si existe & € A tal que wy — wy = ya.
Con esta definicién se obtiene un analogo al automorfismo de Frobenius en C.

Lema 2.5.1. Sean wi,wy € Ay p € Z un primo, entonces
(w1 + w2)? = W + W (modp).

Demostracién. Es consecuencia del hecho que p|(}) paratodo1 <k < p—1. O

2.5.1. EL CARACTER CUADRATICO DE 2
El objetivo es describir (%) mediante las condiciones sobre p.

Teorema 2.5.1. Sea p € Z un primo impar, entonces
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Demostracién. Sea (g = es8 una raiz primitiva 8—ésima de la unidad, es decir

P—1=0=(g—1)(g+1).

Puesto que el orden de {g es 8, entonces {3 = —1, y asi {3 + g;z = 0. Luego ({5 + {5 ')* = 2.

Definase T := (g + (5 |, entonces

1 = (Tz)p% = 2’%1 = (}27) (mod p).

2
Entonces 17 = <> T (mod p), el lema anterior implica que

= (ls+s ) =0+ G5 (modp),
de modo que
gt = (2) ot
Por otro lado se tiene que

T si p==+1(mod8)

lh+0" =
—T si p=+3(mod8)

2
) . . . . —1
Ademas, se puede observar que de las condiciones sobre p se obtiene la paridad de £, es

decir
p>—1

8

=0(mod2) siysolosi p = =+1(mod8),

p>—1
8

=1 (mod2) siysolosi p = =43 (mod8).

Esto implica que
e’ =)

Reemplazando se obtiene

(1) e = (3) v (modp),
y asi
(—1)$2 = <;> 2 (modp),

y ya que (2,p) = 1, entones

Luego, se concluye que ( 7> = (—1)pr1,
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2.5.2. PRUEBA DE LA LEY DE RECIPROCIDAD CUADRATICA

Debido a la importancia de la ley de reciprocidad cuadrética, varios matematicos se han
dedicado a encontrar diferentes pruebas de este teorema. En [16], Lemmermeyer cita 196 de-

mostraciones diferentes de la ley de reciprocidad cuadrética.

En esta seccién se presenta una prueba de la ley de reciprocidad cuadratica, esta prueba
no es elemental, pero en ella se hace uso de una parte fundamental de la teorfa que se ha
desarrollado hasta el momento, por esta razén se presenta esta prueba. Esta prueba se basa

en las referencias [23] y [5].

Sean p € Z un primo impar y L := Q({;) un cuerpo ciclotémico.
Puesto que

Gal(L/Q) = (Z2/pZ)*,

se tiene que Gal(L/Q) es un grupo ciclico de orden p — 1. Ya que p — 1 = 2j para algun
j € Z™", existe un unico subgrupo H de Gal(L/Q) tal que |H| = j, y si Gal(L/Q) = (o),
entonces H = (0?), ademas

_[Ga(L/Q)] _p-1_,
H] [

Gal(L/Q) : H

es decir que existe un tnico subgrupo H de Gal(L/Q) de indice 2, dicho subgrupo H bajo el
isomorfismo anterior corresponde a los residuos cuadraticos médulo p.
Ahora, sea K el cuerpo fijo de H, es decir que Q C K C L, ademas
_ |Gal(L/Q)] _p—1 _p-—1

Q=) = w5 >

por lo tanto K es un cuerpo cuadrético.

Puesto que p es el tinico primo que ramificaen Ly
pOL=[1-Z,)0u,

donde (1 — {,)O¢ es un ideal primo de Oy, entonces p es el tinico primo que ramifica en K:
En efecto, supéngase que p no ramifica en K, asi, se tienen dos casos.

1. Si pOx = 219, donde 91, Q) son ideales primos diferentes de Ok, pero
D10 =P y Q0L =B

donde P := (1 —¢,)O;.
La proposicién 2.1.1 implica que ‘BN Ok = Q1 y P N Ok = Qy, por lo tanto Q1 = Qy.
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2. Si pOkx = Q donde 9 es un ideal primo de Ok, pero QO;, = P*, asi
pOr = (pOx)Or = QO = P°.
De esto se obtiene quee = p — 1, y puesto que [L : K| = ’%1 = j, entonces
j=ef=(p-Dfzp-1

Por lo tanto, ninguno de estos dos casos se pueden dar, es decir que p ramifica en K.
Ahora, supéngase que g € Z es otro primo que ramifica en K, entonces Ok = % donde
es un ideal primo de Ok. Y sea Q0| = %ﬁ’ e 9{5 la factorizacién de 9 en ideales primos de
O.. Entonces

qOL = (q0x)OL = (Q0)* = RY -+ RY,

y como 2¢’ > 2, entonces g ramifica en L, esto implica que p = .
Lo anterior implica que K = Q(,/p) sip = 1(mod4),y K = Q(/=p) si p = 3 (mod4):
En efecto, como p es el tnico primo que ramifica en K entonces p es el tinico primo que

divide a disc(K). De modo que disc(K) = =£p, pero esto solamente se tiene si K = Q(,/£p)
y £p = 1(mod4).

i) Supéngase que p = 1 (mod4) y K = Q(,/—p), entonces —p = 3 (mod 4), de lo que se
obtiene que disc(K) = —4p, pero esto es falso. Por lo tanto, si p = 1 (mod 4) se tiene

que K = Q(/p).

ii) Supéngase que p = 3 (mod4) y K = Q(,/p), entonces disc(K) = 4p, pero esto es falso.
Por lo tanto, si p = 3 (mod 4) se tiene que K = Q(\/—p).

Esto se puede escribir de manera compacta como K = Q(,/p*) donde p* = (—1)’%1 p.

Lema 2.5.2. Sean p,q € Z primos impares distintos y L := Q({,) un cuerpo ciclotémico. Sea
K := Q(\/p¥) donde p* = (—1)%1;}, el iinico cuerpo cuadritico contenido en L. Los siguientes
enunciados son equivalentes.

1. El primo q € Z se descompone en K.

2. (%) 1.
L/Q

3. El simbolo de Artin (q) € Gal(L/Q) fijaa K.

Demostracién. Por el teorema 2.2.1 se tiene que q se descompone en K si y solo si (Z) =1
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Sea P un ideal primo de O}, que contiene a g, entonces existe un tinico

<L/qQ> € Gal(L/Q)
tal que
<L/qQ> (a) = af (modPB) para todo a € Or.
Sea Q := P N Ok un ideal primo de Ok que contiene a g, y sea k € Ok, entonces
(*22) (b =1 (mod ),

de modo que

es decir
(LZIQ) (k) = k7 (mod Q) para todo k € Ok.

K
Por otro lado, se tiene que existe un tinico (2Q> € Gal(K/Q) tal que

(K12

p > (k) = k7 (mod Q) para todo k € Ok,

de modo que por la unicidad del simbolo de Artin se tiene que la restriccién de (L/qQ) a

Gal(K/Q) esigual a (K;Q>

Luego, por la proposicion 2.4.7 se tiene que

K
q se descompone en K < ([/1Q> = iGa(K/Q)

& (LiIQ) fijaa K.

Lema 2.5.3. Sean p,q € Z primos impares distintos y L := Q({p) un cuerpo ciclotémico. Y sea

O]

K := Q(\/p¥) donde p* = (—1) b p, el iinico cuerpo cuadrdtico contenido en L. Entonces el simbolo
de Artin (L/Q> fijaa K siy solo si <q> =1
q p
Demostracién. Recuérdese que
Gal(L/Q) = (Z/pZ)*,
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donde o € Gal(L/Q) se identifica cona € (Z/pZ)* que satistace o({p) = {}.

Sea P un ideal primo de O, que contiene a g, entonces existe un tinico (L/Q) € Gal(L/Q)
tal que
<L/qQ> (o) = a¥ (mod*P) paratodo a € Of.
Luego
L/Q
(q> (Cp) = Cp (mod ),

ademds, se tiene 7 € (Z/pZ)* se identifica con ¢ € Gal(L/Q) tal que ¢(,) = {}.
Puesto que {y, ..., 5 ~! son diferentes médulo B, entonces

<L/qQ> (Zp) =2,

q
Asi, si H = Gal(L/K) es el tnico subgrupo de Gal(L/Q) de indice 2, entonces

<L2Q> fijaa K< ¢ € Gal(L/K) = H

por lo tanto

& 7 es un residuo cuadratico (mod p)

-(3)»

Con ayuda de estos lemas se obtiene una prueba de la ley de reciprocidad cuadratica

O]

diferente a las clésicas.

Teorema 2.5.2 (Ley de Reciprocidad Cuadratica). Sean p y q primos impares diferentes. Entonces

HERE

Demostracién. Sean L := Q({,) un cuerpo ciclotémico y K := Q(,/p¥) el tinico cuerpo cua-
drético contenido en L donde p* = (—1)"z p.

Puesto que p # g, entonces q no ramifica en K, y asi 4 se descompone o es inerte en K,
luego, los lemas anteriores implican que

(5)1=()
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De aqui, se obtiene

Esto concluye la demostracién de la ley de reciprocidad cuadrética. O

2.6. EL CUERPO DE CLASES DE HILBERT Y EL HOMOMORFISMO
DE ARTIN

La teoria del cuerpo de clases es una parte fundamental de la teorfa algebraica de nime-
ros, que tiene por estudio la clasificacion de las extensiones abelianas de Galois de un cuerpo
numérico dado.

Histéricamente, en 1829 el matemadtico noruego Niels Henrik Abel realiza una primera cla-
sificacién de las extensiones abelianas del cuerpo Q(i). Luego, en el afio 1853, Kronecker
enuncia el teorema de Kronecker-Weber, dicho teorema establece que las extensiones finitas
y abelianas de Q son un subcuerpo de algin cuerpo ciclotémico, es decir, de algtn cuerpo
de la forma Q(¢) donde { es una raiz de la unidad.

Aparte de este teorema, y con ayuda de las ideas planteadas anteriormente por Abel, Kro-
necker halla la forma de las extensiones finitas abelianas para cualquier cuerpo cuadratico
imaginario. Después, en el afio 1896, David Hilbert realiza una prueba completa del teorema
de Kronecker-Weber, dando paso a su conjetura sobre la existencia y algunas propiedades
del llamado cuerpo de clases de Hilbert, la prueba de esta conjetura fue dada en 1907 por el
matemadtico aleman Philipp Furtwéang]ler.

Definicién 2.6.1. Considérese K C L una extensiéon de Galois abeliana y no ramificada, en-
tonces ya se prob6 que para cada p ideal primo de Ok esta definido el simbolo de Artin

(55

Este simbolo se puede extender de la siguiente manera, sea Ix el conjunto de todos los ideales
fraccionarios de K, ya que todo ideal fraccionario de K se puede factorizar de forma tinica

67



como producto de ideales primos de Ok, sea b € I, entonces

b=]]»

t
i=1
donde para cada 1l < i < t, se tiene que r; € Z y p; es un ideal primo de Ok, luego se define

(L/K> Ik = Gal (L/K)

(L/K> £ (L/K)”
b—(— ) =
b i=1 pi

llamado el Homomorfismo de Artin.

El siguiente lema muestra una propiedad importante del homomorfismo de Artin con las
extensiones intermedias.

Lema 2.6.1. Sean K C M C L cuerpos numéricos tales que L es una extension de Galois abeliana y
no ramificada de K. Y supéngase que M es una extension normal de K, entonces M es una extension
de Galois abeliana no ramificada de K.

Sean

<L/K> I — Gal(L/K),
<M/K> : Ix —> Gal(M/K)
los respectivos homomorfismos de Artin, y sea
r:Gal(L/K) — Gal(M/K)
el homomorfismo restriccion, definido para cada o € Gal(L/M) como r(c)(x) := o(x) para todo

x € M. Entonces
() <o (1)

Demostracion. Por la definicién del homomorfismo de Artin, basta probar la igualdad para
un ideal primo de Ok. Sean p un ideal primo de Ok y P un ideal primo de O; que contiene

a p, entonces existe un tinico <L/pK> € Gal(L/K) tal que

(IJ]/JK> (x) = xPI (mod )

para todo x € 0. En particular, para cada y € Oy se tiene que

(Lgf<> (y) =yl (mod g N On).
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Luego, sea Q := B N Oy un ideal primo de Oy que contiene a p, entonces

(M/K
p

para cada y € Op. Por dltimo, nétese que

()= ()

) )=y (mod )

para todoy € M.

Por la unicidad del simbolo de Artin se obtiene que
() =r= (%)
—— | =ro| —|.

Teorema 2.6.1 (El cuerpo de Clases de Hilbert). Dado K un cuerpo numérico, existe L una exten-

O

sion de Galois de K, tal que
1. L es un extension abeliana y no ramificada de K.
2. Cualquier otra extension abeliana y no ramificada de K estd contenida en L.

El cuerpo L es llamado el cuerpo de clases de Hilbert, esta es la extensién maximal de K
que es de Galois, abeliana y no ramificada.

El siguiente teorema es conocido como "La Ley de Reciprocidad de Artin para el cuerpo
de clases de Hilbert", que relaciona el grupo de clases de ideales C(Ok) con el cuerpo de
clases de Hilbert mediante el grupo de Galois.

Teorema 2.6.2. Sea K un cuerpo numérico y L el cuerpo de clases de Hilbert de K, entonces el
homomorfismo de Artin

(L/K> : Ix —> Gal(L/K)

definido como antes, es sobreyectivo, ademds, el kernel es exactamente el subgrupo Pk de ideales
fraccionarios principales de K.
Ast, se induce el isomorfismo
C(Ok) = Gal(L/K).

La aparicion del grupo de clases de ideales C(Ok) en relaciéon con L mediante el teorema
anterior explica de cierta manera por qué L es llamado el cuerpo de clases.

Este teorema fue probado inicialmente por Kronecker, aunque este no tenia idea de que
tal teorema era un caso particular del teorema que tiempo después enuncié Artin como la
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ley de reciprocidad de Artin.

Si se considera el cuerpo de clases de Hilbert de un cuerpo numérico K, el siguiente
corolario relaciona la ramificacién de un ideal primo de Ok con el grupo de clases de ideales.

Corolario 2.6.1. Sea L el cuerpo de clases de Hilbert de un cuerpo numérico K, y sea p un ideal primo
de Ok. Entonces p se descompone completamente en L si y solo si p es un ideal principal.

Demostracion. Por ser L el cuerpo de clases de Hilbert de K, el simbolo de Artin (L/TK) estd

bien definido.

Luego, por proposicién anterior se tiene p se descompone completamente en L si y solo si

L/K ,
P = 1Gal(L/K)"

La ley de reciprocidad de Artin para el cuerpo de clases de Hilbert induce el isomorfismo
C(Ok) = Gal(L/K),

donde este isomorfismo estd dado por

L/K L/K
(255 )eoma= (557).
para cada bPx € C(Ok).

Asi, L)/TK = iga(L/K) S1 Y solo si la clase lateral de p en C(Ok) es trivial, esto es equivalente
a que p es un ideal principal de Ok. O

Corolario 2.6.2. Sea K un cuerpo numeérico, existe una correspondencia uno a uno entre las exten-
siones abelianas no ramificadas M de K y los subgrupos H del grupo de clases de ideales C(Ok).

Por lo tanto, si la extensiéon K C M corresponde al subgrupo H C C(QOk), entonces el homomorfismo
de Artin induce un isomorfismo

C(Ox)/H = Gal(M/K).

Demostracién. Sea L el cuerpo de clases de Hilbert de K y sea M una extensién abeliana y no
ramificada de K, entonces K C M C L,y asi Gal(L/M) es un subgrupo de Gal(L/K). La ley
de reciprocidad de Artin para el cuerpo de clases de Hilbert induce el isomorfismo

C(Ok) = Gal(L/K)
que estd dado por (L/K> .
Sean

S := {M : M es una extension abeliana y no ramificada de K}
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T :={H : H es un subgrupo de C(Ok)} .

Definase

p:S—>T
M s (M) := H

donde H es el tnico subgrupo de C(Ok) tal que <L/K) (H) = Gal(L/M). La funcién ¢

estd bien definida por la unicidad del subgrupo H.
Por otro lado, dado H un subgrupo de C(Ok) se tiene que (L/K> (H) := J es un subgrupo

de Gal(L/K). Por teoria de Galois se tiene que el cuerpo fijo L/ de ] satisface K C L/ C L,
el lema 2.1.1 implica que L/ es una extensién no ramificada de K, y ademés es una extensién
abeliana de K pues Gal(L/L’) es un subgrupo de Gal(L/K), por lo tanto L/ € S. Definase

p:T =S
Hw ¢(H) =1L

donde H satisface <L/K> (H) :=7.

La funcién ¢ estd bien definida ya que el subgrupo | es tinico y la correspondencia del teo-
rema fundamental de Galois es uno a uno.
Ahora, sea H un subgrupo de C(Ok), entonces

(9o @)(H) = p(p(H)) = ¢(L)) = H,

donde la dltima igualdad se tiene ya que (L/K (H) :=].

Sea M una extension abeliana y no ramificada de K, entonces
(9o @) (M) = ¢(p(M)) =¢(H) =L = M,

donde estas igualdades se tienen debido a que <L/K> (H) = Gal(L/M) :=].

Lo anterior implica que la correspondencia entre S 'y 7 es uno a uno.
Para la dltima afirmacion, si la extension K C M estd en correspondencia con el subgrupo H
de C(Ok) entonces se satisface que

L/K
</> (H) = Gal(L/M).
Considérese el homomorfismo restriccién
r: Gal(L/K) — Gal(M/K)
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definido para cada o € Gal(L/K) como r(c)(m) = o(m) para todo m € M. Ademas se tiene
que Ker(r) = Gal(L/M).

Definase

Pp:=ro <L/K> : C(Ok) — Gal(M/K).

Asi definido, i es un homomorfismo de grupos tal que Ker(y) = H, puesto que

Ker(p) = (”_K>1<ker<r>> - (”,K)1<GaZ<L/M>> _H

Esto implica que

C(Ox)/H = Im(y).
Ya que

_1c(©og)]
()| = =

_ 1Gal(L/K)|

~ |Gal(L/M)]
[L:K]
[L: M]

= [M: K]

= |Gal(M/K)|.

Y asi Im(¢) = Gal(M/K), esto concluye que
C(Ok)/H = Gal(M/K).
O

El corolario anterior clasifica las extensiones abelianas y no ramificadas de un cuerpo nu-
mérico en términos de los subgrupos del grupo de clases de ideales, este hecho es importante

en la teorfa del cuerpo de clases.
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CAPITULO 3

TEORIA DEL CUERPO DE CLASES

En este capitulo se introduce el concepto de divisor primo finito e infinito, y con ello, se
define un médulo en un cuerpo numérico. Este concepto es fundamental para generalizar
el simbolo y el homomorfismo de Artin. El teorema mas importante de este capitulo es el
Teorema de Artin, de este se deduce la ley de reciprocidad cuadrética, ctbica, y de orden

superior.

3.1. UN PoCO DE HISTORIA

La geometria algebraica moderna nace con la aparicién de Riemann, quien tenia como
objetivo el estudio de las integrales abelianas que fueron introducidas por Abel en 1841. Rie-
mann aborda el problema de una manera diferente, su genialidad se basa en el concepto de
superficie de Riemann y en el estudio de las funciones algebraicas, gran parte de los resulta-
dos obtenidos por Riemann tienen un enfoque analitico y geométrico.

Después de la muerte de Riemann, en 1882 surge una escuela encargada de estudiar los
documentos de Riemann desde un enfoque algebraico, por un lado Kronecker y por otro
lado Dedekind y Weber. Dedekind y Weber tenian como objetivo obtener los resultados de
Riemann solamente mediante dlgebra, aunque varios matemaéticos de la época no entendian
muy bien ese enfoque ya que el dlgebra atn se estaba estudiando.

Puesto que la definicién de una superficie de Riemann tiene ideas topoldgicas y analiticas,
Dedekind y Weber querian dar una definicién netamente algebraica. De este modo, conside-
ran el cuerpo de funciones racionales de una variable sobre C y sus extensiones algebraicas
de grado finito, y definen ciertas funciones desde este cuerpo a los ntimeros enteros, estas
funciones poseen las propiedades que ahora caracterizan a una valuacion.

Una valuacién es una funcién v desde un cuerpo K al anillo de enteros tal que

v(xy) = v(x) +0(y) y v(x +y) > min{o(x),0(y)},
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para todo x,y € K. Asi, Dedekind y Weber definen una superficie de Riemann como el
conjunto de todas las valuaciones sobre el cuerpo de funciones racionales, y a partir de esa
definicién estudiaron sus propiedades.

La herramienta natural para continuar el estudio era la teoria de ideales, pero de este modo
no se tiene en cuenta el punto en el infinito, por lo tanto introducen el concepto de divisor.
Un divisor asigna a cada valuacién un ntimero entero que es cero excepto para un ntiimero fi-
nito de puntos, por ejemplo un divisor positivo simplemente es un conjunto finito de puntos
en la superficie de Riemann. Este concepto nuevo les permitié generalizar ciertos resultados
ya obtenidos por Riemann y Gustav Roch.

Por otro lado, Weber publica su libro sobre funciones elipticas y ntiimeros algebraicos
"Elliptische Funktionen und Algebraische Zahlen" en el afio 1891, donde introduce el termino
"Cuerpo de clases" que inicialmente era una extension particular de un cuerpo cuadratico
imaginario cuyo grupo de Galois es isomorfo al grupo de clases de ideales del cuerpo cua-
drético. Ya en el afio 1897, Weber extendio6 el concepto de grupo de clases de ideales mediante
el concepto de divisor para poder admitir ideales primos infinitos. Esto lleva al desarrollo de
la teoria del cuerpo de clases, donde las extensiones abelianas de un cuerpo numérico son

descritas en términos del grupo de clases de ideales generalizado.

3.2. DIVISORES PRIMOS

En esta seccion se introducen los divisores primos finitos e infinitos de un cuerpo numé-
rico. En algunas afirmaciones de esta seccién no se presentara la prueba ya que son bastante
conocidas en la literatura.

Definicién 3.2.1. Sea K un cuerpo, una funcién | - | : K — R se dice que es un valor absoluto
sobre K si satisface las siguientes propiedades:

1. |x| > O paratodo x € K,y |x| = 0siysolosix =0.
2. |xy| = |x||y| para todo x,y € K.
3. |x+y| < |x|+ |y| para todo x,y € K.
Un valor absoluto | - | se dice no arquimediano si satisface
|x +y| < méx{|x|,|y|}, paratodo x,y € K.
En caso contrario se dice que | - | es arquimediano.

Si | - | es un valor absoluto sobre un cuerpo K, entonces se induce una distancia o métrica
dada por
d(x,y) := |x —y|, paratodo x,y € K.
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Y con ello se induce una topologia sobre K, generada por B = {Bc(x) : x € K,e > 0},
donde la bola de radio € y centro en x estd definida por

Be(x):={y € K:d(x,y) <e}.
Dos valores absolutos sobre K se dicen equivalentes si inducen la misma topologia en K.

Ejemplo 3.2.1. Sea K un cuerpo, se define el valor absoluto trivial sobre K para todo x € K

como
1 si x#0

|x]o =
0 si x=0.

Sean K un cuerpoy |- |1, | - |2 dos valores absolutos no triviales sobre K. En [19] se prueba
que las siguientes afirmaciones son equivalentes.

1. |- |1y |- |2 son equivalentes.
2. |x|; < 1siysolosi|x|, < 1 paratodo x € K.
3. Existe a > 0 tal que |x|; = |x|5 para todo x € K.

El hecho anterior implica que la propiedad de ser equivalente define una relaciéon de

equivalencia en el conjunto de valores absolutos sobre K.
Definicién 3.2.2. Sea K un cuerpo, una valuacién sobre K es una funcién
v:K—= ZU {4}
tal que
1. v(x) = +oosiysolosix = 0.
2. v(xy) = v(x) +v(y) para todo x,y € K.
3. v(x+y) > min{v(x),v(y)} para todo x,y € K.

Proposicién 3.2.1. Sean K un cuerpo y v una valuacion sobre K, entonces se induce un valor absoluto
no arquimediano sobre K.

Demostracién. Para cada x € K, definase |x| := ¢?*) donde 0 < ¢ < 1 es fijo.

1. Si x = 0, entonces |x| = ¢*©) = ¢*® = 0.Si |x| = 0, entonces c°™®) = 0, puesto que
0 < ¢ < 1, entonces v(x) = oo, y por lo tanto x = 0.

|lxy| = ctly) — o(x)+oly) — Lolx) o) — x||y].
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3. Notese que la funcién f(t) = ¢! es decreciente ya que 0 < ¢ < 1. Supéngase que

min {o(x), o(y)} = o(x),

entonces
Ix+y| = Y < 0 < 00 4 W) = |x| + |yl

4. Supéngase que min {v(x),v(y)} = v(x), entonces v(x) < v(y), y asi
x| = c*®) > W) = |y,

de modo que méx {|x|, |y|} = |x|. Esto implica que

2yl = ) < @) =[x = max {|x], ly[} .
O
Ejemplo 3.2.2. Sea p € Z un primo, y sea x € Q, entonces
a
— '
x=p
donde a4,b € Z no nulos y no divisibles por p. Si v,(x) := r, entonces se induce un valor

absoluto no arquimediano sobre Q dado por
x|y == ¢, donde 0 < ¢ < 1 es fijo.

Observacién 3.2.1. Noétese que si se escoge otro e € (0,1), entonces e = ¢” para algtin a > 0.
Esto implica que |x| := c®®) y |x|" := ¢"(¥) son valores absolutos equivalentes.

Definicién 3.2.3. Un cuerpo métrico es un par (K, 7) donde K es un cuerpo y T es una topo-
logia inducida por un valor absoluto sobre K.

Un cuerpo métrico es discreto si todos sus valores absolutos estan inducidos por una

valuacién.

Definicién 3.2.4. Sea K un cuerpo, una clase de equivalencia de un valor absoluto no trivial
sobre K se llama un divisor primo de K.

Un divisor primo de K es arquimediano o no arquimediano si lo son todos los valores abso-
lutos que lo componen.

Un divisor primo de K es discreto si todos los valores absolutos que lo componen son indu-

cidos por una valuacién. Luego, todo divisor primo discreto es no arquimediano.

Por otro lado, sea K un cuerpo numérico y p un ideal primo de Ok, y sea x € K no nulo,
puesto que xOk es un ideal fraccionario de K entonces se escribe de forma tnica como

xOx = ppil -+ pg,
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donde py, ..., pg son ideales primos de Ok y e, ey,..., e, € Z.
Se define el valor p—ddico de x como v, (x) := e. La funcién v, es una valuacion sobre K, y
por lo tanto induce un valor absoluto no arquimediano sobre K.

Por ser p un ideal primo de Ok, entonces || p ||> 1, luego, tomese ¢ := ”%”, por lo tanto el
valor absoluto inducido estd dado por

] < 1 >vp(X)
xly = | —— )
’ |9

De esta manera, se tiene que el ideal primo p induce una valuacién sobre K, y asi, un
divisor primo no arquimediano de K. Por otro lado, se puede probar que todo divisor primo
no arquimediano de K proviene de un ideal primo de Ok.

Este tipo de divisores primos de K se llaman divisores primos finitos de K.

Notese que si p y q son ideales primos de Ok diferentes, entonces los divisores primos
inducidos por estos ideales son diferentes.

En efecto, sean | - |, | - |4 los valores absolutos inducidos por p y q respectivamente, y sean
X €p—qyy € q—p. Entonces p estd en la factorizacién de xOk pero q no lo estd, de modo
que vp(x) > 1y v4(x) = 0, andlogamente se tiene que v4(y) > 1y v,(y) = 0.Y por lo tanto

| | < 1 >Up(x) | | 1 vq(x)
Xlp =1 +— <1, pero |x|q = () =1.
AN P AN

De modo que | - |, y | - | no son equivalentes.

Observacion 3.2.2. Los valores absolutos usuales sobre R y sobre C son arquimedianos, esto
implica que estos valores absolutos no son inducidos por un ideal primo.

Sea K un cuerpo numérico y ¢ : K — C uno de los homomorfismos de K en C que fijan a
Q, entonces se induce un valor absoluto sobre K dado por

|x|c = |o(x)|, paratodo x € K,

donde el valor absoluto del lado derecho de la igualdad es el usual en C. Este valor absoluto

es arquimediano.

En [12] se prueba que para par de homomorfismos ¢,y : K — C de un cuerpo numérico
K en C que fijan a Q, se tiene que ¢ y <y inducen valores absolutos equivalentes sobre K si y
solosi 0 =y 00 =7, donde 7 es la composiciéon de 7y con la conjugaciéon compleja.

Ahora, sea K un cuerpo numérico tal que [K : Q] = n, luego existen n homomorfis-
mos de K en C que fijan a Q. Sean ¢y,...,05 : K — R los s homomorfismos reales, y sean
Ts4+1, 0541, - - -, Os4t,0s4t - K — C los 2t homomorfismos complejos. De modo que n = s + 2t.
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Toémese r := s + t, el teorema anterior implica que se inducen r valores absolutos arquime-
dianos no equivalentes dos a dos, y por lo tanto se inducen r divisores primos de K arquime-
dianos distintos. Este tipo de divisores primos de K se llaman divisores primos infinitos de K,
un divisor primo infinito de K se dice real o complejo si estd inducido por un homomorfismo
real o complejo.

Puesto que se afiadieron divisores primos infinitos al conjunto de ideales primos de un
cuerpo numérico K, se abusa de la notacién para un divisor primo de K ya sea finito o infi-
nito, un divisor primo de K se denota por p, y su valor absoluto inducido se denota por | - |;.
Ademas, a un divisor primo de K también se le llama solamente primo de K.

Ahora, sean K y L cuerpos numéricos tales que K C L, y sean p y P divisores primos de
Ky L respectivamente, donde ambos son finitos o0 ambos son infinitos. Se dice que P divide
apsi|- |y al ser restringido a K es equivalente a | - |, y se denota por 3|p. En otras palabras,
si son divisores primos finitos entonces ¢ N Ok = p, y si son infinitos entonces el homomor-
fismo ¢ : L — C que induce al divisor primo P es una extensiéon del homomorfismo que

induce al divisor primo p.

Por dltimo, en la siguiente definicién se estudia la ramificacion de los primos infinitos.

Definicién 3.2.5. Sean K C L cuerpos numéricos tales que L es una extensioén de Galois de
K. Sea p un primo infinito de K, y sea ¢ : K — C el homomorfismo asociado a p.

Se dice que el primo infinito p de K ramifica en L si 0(K) C Ry alguna extensiéony : L — C
de o satisface que y(L) Z R. Esto es, se dice que p ramifica en L si ¢ es un homomorfismo

real pero alguna extensiéon a L es un homomorfismo complejo.

Ejemplo 3.2.3. Sean K = Q y L = Q(+/2). Asi, L es una extensién de Galois abeliana de K
puesto que Gal(L/K) = {01,02}, donde

o(a+bvV2) =a+bV2y or(a+bvV2) =a—bV2,

para todoa,b € Q.
El tnico primo infinito real de K = Q es el inducido por el homomorfismo

c:Q—R
q— 0o(q) :=q.

Y por lo tanto, este primo infinito no ramifica en L pues sus dos extensiones a L son homo-

morfismos reales.

Ejemplo 3.2.4. Sean K = Q y L = Q(1/—2). Asi, L es una extension de Galois abeliana de K
puesto que Gal(L/K) = {01,02}, donde

o(a+bvV-2)=a+bvV-2yn(a+b/-2)=a—b/-2,
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para todoa,b € Q.
El tinico primo infinito real de K = Q es el inducido por el homomorfismo

c:Q—=>R
q+—0(q) :=q.

Y por lo tanto, este primo infinito ramifica en L pues sus dos extensiones a L son homomor-
fismos complejos.

3.3. GRUPO DE CLASES GENERALIZADO

El objetivo de esta seccién es generalizar la nocién de grupo de clases de ideales, para ello,
se introduce el concepto de médulo en un cuerpo, en donde se admiten los primos infinitos.

Definicién 3.3.1. Sea K un cuerpo numérico, se define un médulo m en K como un producto

m= Hpmp,
p

donde p recorre todos los primos de K, y a cada primo p de K se le asigna un niimero natural

formal

m, tal que:
1. my = 0 para todos los primos de K salvo para un nimero finito de primos de K.
2. my = 0 para todo primo infinito complejo de K.
3. m, <1 para todo primo infinito real de K.
Sean
m=[]p™ y n=T]p"
p p
dos médulos en K, se define el producto de m y n como

mn ;= Hp(m“)P,
P

donde para cada divisor primo p de K se tiene que:
1. (mn), := m, + n, para todo primo finito de K.
2. (mn), := max {my, n, } para todo primo infinito de K.

Noétese que este producto es asociativo y conmutativo, y ademads, tiene por elemento

1=]T»",
p

neutro al médulo
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donde 1, = 0 para todo primo p de K.

Por otro lado, si
m= Hpmp
p

es un moédulo en K, se destacan dos partes de m.
La parte finita de m se define como

mo = [ [p™,
P

donde el producto es sobre todos los primos p finitos de K, a la parte finita de m se le puede
considerar como un ideal de Ok.
La parte infinita de m se define como

Meo := Hpm",
p

donde el producto es sobre todos los primos p infinitos de K, y los exponentes m,, son iguales
aloO.
De este modo, se obtiene que m = myme..

Un divisor primo p de K se dice que divide al médulo m si m, > 1, y en este caso, se dice
que m es divisible por el primo p, y se denota por p|m. Ahora, si m y n son médulos en K, se
dice que m divide a n si m, < n, para todo primo p de K, esto se denota por m|n.

q p p P p p p

En el caso en que K es un cuerpo numérico totalmente imaginario, es decir que K no
puede inyectarse en R, entonces un médulo en K no tiene parte infinita pues no existen pri-
mos infinitos reales, y por lo tanto un médulo en K se puede considerar como un ideal de Ok.

Definicién 3.3.2. Sean K un cuerpo numérico y
m= Hpmp
b

un moédulo en K.

Se define Ix(m) como el subgrupo del grupo Ix de ideales fraccionarios de K generado por
los ideales primos de Ok asociados a los primos finitos que tienen exponente nulo en m, es
decir

Ix(m) := {b € Ix : vy(b) = 0 para todo p primo finito tal que m, > 1},

donde v, (-) es la valuacién correspondiente a p.
En el caso en que m = 1, se denota por Ix(1) = I.
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Notese que el grupo Ix(m) solo depende de la parte finita del médulo m.
Las siguientes definiciones extienden la nocién de congruencia médulo un ideal.

Definicién 3.3.3. Sea K un cuerpo numérico y p un divisor primo infinito real de K. Sea
0 : K — R el homomorfismo asociado a p. Si « € K — {0}, se define

a ="1(modp) siysolosi o (a) >0,
y en tal caso se dice que « y 1 son congruentes médulo p.
Ejemplo 3.3.1. Sean K = Q y p el divisor primo real de Q inducido por el homomorfismo
c:Q—>R
q—0o(q):=gq.
Sea « € Q — {0}, entonces
a="1(modp) < a =0 (a)>0.
Es decir, « y 1 son congruentes médulo p siy solo sia > 0.

Definicién 3.3.4. Sean K un cuerpo numérico y p un ideal primo de Ok asociado a un primo
finitop, ysean > 1.Sia € K— {0}, se define

a ="1(modp")

si'y solo si a es una unidad en la localizacién (Ok), y vy(0y), (& —1) > n, donde v,(0,), (*)
es la valuacion correspondiente al ideal p(Ok),. Esto es equivalente a es decir que « es una

unidad en la localizacion (Ok), y
a =1 (modp™(Ok)y),
donde esta tltima congruencia es la congruencia usual en ideales.
Definicién 3.3.5. Sean K un cuerpo numérico y
m = Hpm"
p

un médulo en K.
Sea « € K — {0}, se dice que
a =" 1 (modm)

si y solo si
a =1 (modp)

para cada p primo infinito real de K tal que m, =1,y
a =1 (modp™)

para cada p primo finito de K tal que m, > 1.
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El asterisco * indica que estas relaciones son compatibles con el producto de K — {0}.

Definicién 3.3.6. Sean K un cuerpo numérico y m = mpms un médulo en K.
Se definen los siguientes conjuntos.

Ky = {% ta,b € Ox — {0} y aOk, bOk son primos relativos a mo} .

Ky1:={a € Kyn:a="1(modm)}.

Noétese que K, también se puede escribir de la siguiente manera

a

K“‘::{b

Es facil ver dado K un cuerpo numérico y m = mpms un moédulo en K, entonces Ky, y

K1 son subgrupos multiplicativos de K — {0}.

Por otro lado, nétese que el grupo K, solo depende de los divisores primos finitos que
dividen al médulo m y no de los exponentes de cada divisor primo finito, mientras que el
grupo K, 1 depende de los divisores primos finitos e infinitos que dividen al médulo m y
también de los exponentes de los divisores primos finitos.

El grupo Ky, 1 se denomina el rayo (mod m).

Ahora, sea

L:K—{O}—)IK

a— 1(a) := aOk.

la inclusién natural de K — {0} en Ik, ya que ¢ es un homomorfismo de grupos multipli-
cativos entonces la imagen de K, 1 bajo este homomorfismo es un subgrupo de Ik, mas atn,
es un subgrupo de Ix(m). Dendtese por Pk 1(m) := 1(Kpy1).

Ejemplo 3.3.2. Sean K = Q y m = 5Z. Entonces

Kn = {% a=1,2,3,4(mod5)yb = 1,2,3,4(mod5)},

K1 = {% eKm:a—bEO(modS)}

Px1(m) = {%OK : % € K}

Definicién 3.3.7. Sean K un cuerpo numérico y m un médulo en K, el cociente
CK(m) = IK(m) /PK,l (m)
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es llamado el grupo de clases de rayos (mod m).

Sea H un subgrupo de Ix(m), se dice que H es un subgrupo de congruencia (mod m) si
Pgi(m) € H C Ik(m),

y el cociente
IK (m) /H

es llamado el grupo de clases de ideales generalizado (mod m).

En el caso en que m = 1, se denota por Px1(1) = Pk, de modo que Pk es un subgrupo
de congruencia (mod 1), y asi, el grupo de clases de ideales C(Ox) = Ix/Px es un grupo de
clases de ideales generalizado (mod 1), esto indica que el grupo de clases de ideales genera-
lizado en efecto si es una generalizacion del grupo de clases de ideales que se defini6 en el
capitulo 1.

En [13] se demuestra un hecho importante del grupo de clases de rayos. Este es, dado K
un cuerpo numérico y m un médulo en K, entonces el grupo de clases de rayos (mod m)

Ck(m) = Ix(m)/Pg1(m)
es un grupo finito.
El siguiente corolario indica que el grupo de clases de ideales generalizado también re-
sulta ser finito, al igual que el grupo de clases de ideales.

Corolario 3.3.1. Sean K un cuerpo numérico y m un médulo en K. Si H es un subgrupo de con-
gruencia (mod m), entonces el grupo de clases de ideales generalizado (mod m)

I K (m) / H
es finito.
Demostracion. Sea

(P : IK(m)/PKJ(m) — IK(m)/H
b ¢(b) :=b.

un homomorfismo de grupos bien definido puesto que Px1(m) C H. Ademas, ¢ es un ho-
momorfismo sobreyectivo y Ker(¢) = H/Px1(m). Esto implica que

(Ix(m)/Px1(m))/(H/Px1(m)) = Ix(m)/H,

y puesto que Ix(m)/Pk1(m) es un grupo finito se obtiene que Ix(m)/H es un grupo finito.
U
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3.4. TEOREMA DE ARTIN

Uno de los teoremas mas importantes de la teoria del cuerpo de clases es el teorema de
Artin, este teorema muestra que el grupo de Galois de una extensién abeliana es el grupo de
clases de ideales generalizado para algtin médulo. Estos dos grupos se relacionan mediante
el homomorfismo de Artin.

El homomorfismo de Artin definido en el capitulo 2 estd definido para las extensiones
abelianas y no ramificadas de un cuerpo numérico dado, la siguiente definicién generaliza

el homomorfismo de Artin para extensiones abelianas.

Definicién 3.4.1. Sean K C L cuerpos numéricos tales que L es una extension de Galois abe-
liana de K. Sea m un médulo en K divisible por todos los primos finitos de K que ramifican
en L.

Puesto que para cada ideal primo p de Ok asociado a un divisor primo finito de K que

no divide a m existe un tnico L/K

asi, dado b € Ix(m) se tiene que
t
b=]1n,
i=1

donde para cada 1 < i <t se tiene que r; € Z y los p; son ideales primos de Ok asociados a
los primos finitos de K que no dividen a m. De este modo se define

Dy, @ Ixg(m) — Gal(L/K)

b— On(b):

t/L/K\
g ( pi ) .

llamado el homomorfismo de Artin para K C Ly m. Si se quiere hacer explicita la exten-
sién y el médulo, se denota por @p /k .

Con esta definicién es posible enunciar el teorema de Artin, de este teorema se despren-
den hechos muy importantes de la teoria del cuerpo de clases.

Teorema 3.4.1 (Teorema de Artin). Sean K C L cuerpos numéricos tales que L es una extension
de Galois abeliana de K. Sea m un médulo divisible por todos los primos (finitos o infinitos) de K que
ramifican en L. Entonces:

1. El homomorfismo de Artin Oy, es sobreyectivo.

2. Si los exponentes de los primos finitos de K que dividen a m son suficientemente grandes, en-
tonces Ker(®y,) es un subgrupo de congruencia (mod wm), es decir

Pg1(m) C Ker(®p) C Ix(m),
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y por lo tanto
Ix(m)/Ker(®Ppy) = Gal(L/K).

Este isomorfismo muestra que el grupo Gal(L/K) es un grupo de clases de ideales gene-
ralizado (mod m).

Ejemplo 3.4.1. Seam > 3,y sea K = Q({,;) un cuerpo ciclotémico. Sea m = moo un médulo
en Q, donde oo es el primo real infinito de Q.
Sip € Z es un primo tal que p 1 m, entonces

Pu(x)= ] (x—05) €zl

med(a,m)=1

es separable (mod p): En efecto, den6tese por @,,(x) a la reduccién de ®,,(x) (mod p). Puesto

que @, (x) es moénico, entonces @, (x) también es monico, esto implica que
p(m) = gr(Pu(x)) = gr(Pm(x)).
Por otro lado, ®,,({%,) = 0 para cada 1 < a < m tal que mcd(a, m) = 1, entonces
®,(Z5) =0en Ox/p,

donde p es un ideal de Ok que contiene a p.
Por lo tanto, 7, es una raiz de @,,(x) en Ok /p para todo 1 < a < m tal que mcd(a, m) = 1.

El lema 2.3.1 implica que ' '
Tn # T
paratodo 1 <i,j < m tales que mcd(i,m) =1, mcd(j,m) =1yi #j.
Por lo tanto, todas las raices de @, (x) son Zam paratodo 1 < a < m tal que mcd(a,m) =1, de
esto se concluye que ®,,(x) es separable en Z/ pZ.
Aplicando el teorema de Kummer-Dedekind se obtiene que el ideal pZ no ramifica en K.
De modo que, el homomorfismo de Artin

By : Io(m) — Gal(K/Q) = (Z/mZ)*

estd bien definido.
A continuacién, se mostrara como estd definido el homomorfismo de Artin.

Sea %Z € Ig(m), entonces %

suponer que % > 0y med(a,b) =1. Asi

€ Q tal que mcd(a,m) = 1 = mcd(b, m), ademas, se puede

a t .
BZ =[1(riz)",

i=1
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donde p;f my r; € Z — {0} paracadal < i < t. De este modo, para cada 1 < i < f se tiene
que el ideal p;Z no ramifica en K, y ya que

Gal(K/Q) = (Z/mZ)*,

se obtiene que el simbolo de Artin est4 bien definido, y solo depende del ideal p;Z para cada
1 <i <t, de modo que basta evaluar este automorfismo en (.

Seap € {pi1,...,pt}, yseap unideal primo de Ok que contiene a p, entonces

K/Q _ ezl
(53 @ =™ (moap)

= ¢ (modp).
K/Q e ) . oL .
Pero Wz (Cm) = {m, paraalgun 1 < j < m tal que mcd(j, m) = 1. Asi,
o= (mod p).

Sil < p < m,por ellema 2.3.1 se obtiene que j = p, y asi, bajo el isomorfismo

Gal(K/Q) é (Z/mZ)*,

((59)-

En otro caso, supéngase que p > m, entonces Cf{p =1 (mod p). Esto implica que

se tiene que

j—p=0(modm),

y asi, j = p + mh para algin h € Z, de modo que, bajo el mismo isomorfismo usado en el

((59)-

En los dos casos se obtiene que

caso anterior se tiene que

Por otro lado, nétese que Ker(®y) = Pg1(m).

En efecto, sea %Z € Ker(®n) C In(m), entonces
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y asi,

a=>ben Z/mZ.

Ademds, puesto que %Z € Ig(m), entonces % € Qtalquemed(a,m) =1y mecd(b,m) =1,
adicionalmente, se puede suponer que % > 0y mcd(a,b) = 1. De modo que

a a .,
b EmeE: 1 (modm),

a

bZ S PQ,1 (m)

T a
Esto implica que 5 € Qmn,1, y asi,

a

bZ € Pg1(m) C Ig(m), entonces % € Qu1, y por lo tanto

Reciprocamente, sea

a a .,
b €Qny b= 1 (modm),

si
S

m = [(q:2)",

i=1

donde g; € Z es primoy u; > 1 paracadal <i <s, entonces para cada 1 <i < s se obtiene

que
% =*1(modq; ")
para cada q; := ¢;Z ideal primo de Z y mg, := u;, de esta manera,
% =1 (mod q; " Zy,)
paracadal <i <s. Por lo tanto
a=>b(modm),

yasia = benZ/mZ, y como mcd(b, m) = 1, entonces

ab =1

&
2.
I
N
i

de modo que %Z € Ker(®n).

Por ultimo, el primo oo real infinito de Q ramifica en K, asi, aplicando el teorema de Artin
se obtiene que @, es sobreyectivo, de esto se concluye que

Io(m)/Pp1(m) = Gal(K/Q) = (Z/mZ)*.
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3.5. HACIA LAS LEYES DE RECIPROCIDAD

En esta seccion se presenta el simbolo de Legendre para la n—ésima potencia (este es
una generalizacién del simbolo cuadrético y ctabico de Legendre). También, se demuestra
la ley de reciprocidad débil, y usando esto se realiza otra prueba de la ley de reciprocidad
cuadrética.

Proposicién 3.5.1. Sean > 2,y sea K un cuerpo numeérico que contiene a (.
Sean a € Ok y p un ideal primo de Ok tales que na ¢ p, entonces.

1. Lasclasesde 1,Z,,. .., 01 en Ox/p son distintas.
2. ndividea || p || —1.

3. allPl=1/n = 7i (mod p) para un tinico0 < i < n —1.

Demostracién. 1. Puesto que
n—1

W =1=T](x~3)

i=0

XM—1=(x—1)1+x+-+2"1),
entonces

Ttx+o 2" =TT - ).

Esto implica que
n—1

1_€n
1

-

por lo tanto
n—1
a=[[(1-C) en Ox/p.
1

i=

Por otro lado, ya que na ¢ p y p es un ideal primo de Ok, se obtiene quen € pya & p,
asi, 7 # 0 en Ok /p. Esto implica que

Z;#T paratodo 1<i<n-—1,

y por lo tanto ‘ .
Z;#ZL paracada 1<i,j<n—1vy i#].

2. Puesto que Ok/p es un cuerpo finitoy || p ||= |Ok/p|, entonces
(Ok/p)" = Ox/p — {0}
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es un grupo de tamario || p || —1.
Ademas, el item anterior implica que Zn € (Ok/ p)*, de lo contrario, Zn =0, y asi,

7 =7 paracada 1<ij<n—17y i#],

y de esta manera se contradice el item anterior.

Luego, ((,,) es un subgrupo de (Ok/p)*, y por el teorema de Lagrange se tiene que
1(,)| dividea || p || —1. B

El item anterior implica que |((, )| = #, de donde se obtiene que n dividea || p || —1.

3. Puesto que al*l=1 = T en Ok /p, se obtiene que

(a(llpl\—l)/”)n =1 en Ox/p,

entonces

gpll=1)/n _ Z; en Og/p parauntnico 0 <i<n-—1,
y asi,
allPlI=07m = 71 (40d p) para un tnico 0 <i<n—1.

O]

La proposicién anterior permite definir el simbolo de Legendre para la n-ésima potencia.
Definicién 3.5.1. Sea n > 2, y sea K un cuerpo numérico que contiene a {j,.
Sean a € Ok y p un ideal primo de Ok tales que na ¢ p, se define el simbolo de Legendre

Lo : a s P o . .
para la n-ésima potencia p) como la tinica raiz n-ésima de la unidad que satisface
n

A(lpll=1)/n — <z) (modp).

Ademas, sea a un ideal de Ok tal que na ¢ a, y si la factorizacion de a esta dada por

t
a= Hpi,
i=1

donde p; es un ideal primo de Ok para cada 1 < i < t, se define el simbolo de Legendre para

la n-ésima potencia del ideal a como
(9),~11(%)
a’n i1 pi "
Esta definicién es una generalizacién del simbolo de Jacobi, en el caso cuadratico el sim-

bolo de Jacobi se obtiene al generalizar el simbolo de Legendre cuadrético por medio de la

multiplicacion.
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De este modo, el simbolo de Legendre para la n-ésima potencia es una generalizacién del
simbolo de Legendre cuadréatico y ctbico. Las dos siguientes proposiciones evidencian este
hecho.

Proposicién 3.5.2. Sean n > 2, K un cuerpo numeérico que contiene a (,,, a € Ok y p un ideal primo
de Ok tal que na & p.

a ‘ . , . .
Entonces » = 1si y solo si la congruencia x" = a (mod p) tiene solucion.
n

Demostracién. Supéngase que la congruencia x” = a (mod p) tiene solucion, asi, existe b € Ok
tal que b" = a (mod p), entonces

(bn)(Hp”_l)/” = a(HpH*U/n (modp),

esto implica que
plIPlI=1 = gURlI=17m (104 p).

Por otro lado, supéngase que b € p, ya que a — b" € p, se obtiene que a € p, pero esto
contradice la hipétesis, de modo que b ¢ p.

La proposicién anterior implica que
bIPI=1 =1 (mod p),

y asi,
a(HpH_l)/n =1 (modp)

De esto se concluye que (g) =1

n

p . a e s .
Reciprocamente, supéngase que (p) = 1, por definicién de tiene que
n

a(Hp‘lfl)/n =1 (modp)’

puesto que Ok /p es un cuerpo finito, entonces el grupo (Ox/p)” es ciclico.
Sea € un generador de (Ok/ p)*, entonces existe r € Z tal quea = €',y asi,

€" =a(modp),

de modo que
1= a(”PH—l)/Vl = EJ’(H]J”—l)/H (modp).

—_ A Ipll—1 . .
Ya que el ordende€es | p || —1, entonces || p || —1 divide a r**—, esto implica que

-1
Al -1

P ( p || =1)h paraalgun h € Z,
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asi, r = nh, de modo que

a=¢€" (modp)
= " (mod p)
(€M (modp).

De esto se concluye que la congruencia x" = a (mod p) tiene solucién.
O

Proposicién 3.5.3. Sean n > 2, K un cuerpo numérico que contiene a {,, a € Ok y p un ideal primo
de Ok tal que na & p. Si L = K({/a), entonces.

1. L es una extension de Galois abeliana de K.

2. Elideal primo p no ramifica en L.
L/K a
(- 3).
p P/
Demostracion. 1. Noétese que x" — a € K[x], y ademas
n—1 )
oot (e i),

i=0

esta igualdad es consecuencia de que estos dos polinomios coinciden en sus 7 raices.
De otro lado, L = K(/a) es la adjuncién a K de todas las raices del polinomio x" — 4,y
por lo tanto L es una extension normal de K, de donde se concluye que L es una exten-
sion de Galois de K.

Por otro lado, dado que ¢ € Gal(L/K) esté determinado por {/a, entonces
o(V/a) = V/al!, paraalgin 0<i<n—1.
Asf, definase el homomorfismo de grupos

¢ :Gal(L/K) - Z/nZ

o (o) =1

Ademés, ¢ es inyectivo. En efecto, sea o € Ker(y), entonces ¢(c) = 0, pero por defi-
nici6n se tiene que ¥ (0) = i, esto implica que i = 0, por la condicién de i se tiene que
i=0,asi, c(/a) = {/a, por lo tanto o = i..

De esto se concluye que Gal(L/K) es un grupo abeliano.
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2. Primero, nétese que {/a € Of.
En efecto, ya que x" —a € Ok[x] y Ox C O, entonces x" —a € Op[x]. Puesto que
{/a € L esraiz de x" — a, entonces /a € Oy.

Por otro lado, es suficiente ver que x" — a es separable (mod p):

Puesto que
n—1

x”—a:H(x—\"/EC;),

i=0

y si P es un ideal primo de O que contiene a p, entonces paracada 0 < i < n—1

se tiene que /ali, € Op /P es una raiz de del polinomio x" —a € (Ok/p)[x]. Ahora,
supoéngase que existen 0 < i,j <n —1coni # j tales que

Vagi, = \/at),
entonces
Va(c—ah) e
asi, /a3 € Pol, —LheP |
Sigl -, e, y ya que ¢, € K, entonces -7, ek, y por lo tanto
G —Ch e PNK =p,

lo que es una contradiccion.

Si {/a € B, entonces /a = 0 en Or /. Esto implica que 0 es una raiz de x" — 7, asi,
a=0en Ok/p,y por lo tanto a € p, lo que es una contradiccion.

Asi, se concluye que

agh, # /all,

y asi, x"" — a es separable (mod p). Luego, por el teorema de Kummer-Dedekind se ob-
tiene que p no ramifica en L, de donde se tiene que el simbolo de Artin <L/—K> estd bien

p
definido.

3. Basta evaluar el simbolo de Artin en {/a, entonces

(%) wa

; wHPH <m0dm)

a(Hprl)/nW (mod Y’B).

Por definicion del simbolo de Legendre para la n—ésima potencia se tiene que

(el =1)/n — (ﬁ) (modp),
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pero como p C ‘B, entonces

A(lpl-1)/n — (g) (modp),

y asi,

SOLCRGRES

L/K

Por otro lado, < (/a) es igual a /a veces una raiz n—ésima de la unidad, pero

las raices n—ésimas de la unidad son diferentes en O} /B, esto es consecuencia de que
las raices n—ésimas de la unidad estdn en Ok y ‘B N Ok = p. Luego, se concluye que

() m- ().

Observacién 3.5.1. Sean n > 2, K un cuerpo numérico que contiene a {,, y a2 € Ok no nulo.

O]

Ademas, sea m un médulo en K divisible por todos los ideales primos de Ok que contienen
ana.

El simbolo de Legendre para la n—ésima potencia induce un el homomorfismo de grupos

(?)n s Ig(m) — py

o (5), 0= (5),

donde y,, C C* es el grupo de raices n—ésimas de la unidad.

Ademas, si L = K({/a), la proposicién anterior implica que L es una extension de Galois
de K, y dado que ¢ € Gal(L/K) estd determinado por /4, entonces

o(/a) = V/all, paraalgin 0<i<n—1.
asi, definase el homomorfismo de grupos
0 : Gal(L/K) — pn
o 0(0):=(.

Ademas, 6 es inyectivo. En efecto, sea o € Ker(6), entonces 0(c) = 1, pero por definicion se
tiene que 0(c) = (i, esto implica que !, = 1, por la condicién de i se tiene que i = 0, asi,
o(/a) = /a, por lo tanto o = iy.

El siguiente teorema es llamado Ley de Reciprocidad Débil ya que no brinda una férmula
para calcular el simbolo de Legendre para la n—ésima potencia, pero su importancia radica
en el hecho de que este relaciona el homomorfismo de Artin con el simbolo de Legendre, y
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por lo tanto, relaciona el teorema de Artin con la ley de reciprocidad.

De modo que, gracias a este teorema, el teorema de Artin es considerado como la ley de
reciprocidad mas general.

Teorema 3.5.1 (Ley de Reciprocidad Débil). Sean n > 2, K un cuerpo numeérico que contiene a
Cn,ya € Ok no nulo. Sean L = K(/a) y m un médulo en K divisible por todos los ideales primos
de Ok que contienen a na.

Si Ker(®p/xm) es un subgrupo de congruencia (mod m), entonces el siguiente diagrama

Ie(m) —H5™  Gal(L/K)

O) le
Mn

es conmutativo. Ademds, se induce un homomorfismo sobreyectivo

(g)n : IK(m)/PKll(m) — G
donde G := 0(Gal(L/K)) C py.

Demostracién. Sea b € Ig(m), entonces

t
b=]]ri"
i=1

donde para cada 1 < i < f se tiene que p; es un ideal primo de Ok tal que na & p; yr; € Z es
no nulo.

De modo que

Ti

(%), 0= (%), ~11(%)

i=1 n

Por otro lado, la proposicion anterior implica que para cada 1 < i < t se tiene que

)= (),

(GO -G,

luego,
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asi, se obtiene que

(QOCDL/K,m) (b) GOqDL/Km <Hpr’>

ﬁ 0P km) (pi)"

1:

-1 ((55))
1(5),

Por lo tanto, se concluye que el diagrama es conmutativo.

-

Para la ultima parte del teorema, el teorema de Artin implica que el homomorfismo de
Artin

qDL/K,m : IK(m) — Gal(L/K)

es sobreyectivo, y puesto que Px 1(m) C Ker(®p k) C Ix(m), entonces

EL/K,m : IK(m)/Ker(CDL/K,m) — Gal(L/K)
b= Pp g m(b) = Ppgm(b)

es un isomorfismo de grupos, ademas, el homomorfismo

qD : IK(m)/PKJ (m)

es sobreyectivo. De modo que, el homomorfismo

0 OaL/K/m oQ: IK(m)/PK,l(m) — G
b= (0P kmo@) (b) = (00PL/km) ()

es sobreyectivo, usando la conmutatividad del diagrama se obtiene que el homomorfis-
mo

es sobreyectivo. O
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Notacion 2. Sean = 2,a € Znonuloy pZ unideal primo de Z donde p € Z es primo impar,
tal que 2a ¢ pZ. El simbolo de Legendre cuadrético se va a denotar como en el capitulo

(5) = ().

Lema 3.5.1. Sea p € Z un primo impar fijo, el simbolo de Legendre cuadrdtico induce un homomor-

anterior, es decir

fismo sobreyectivo definido por
(5): @2y - @)
()= (),

Demostracién. La funcién <> estd bien definida: Supéngase que a en (Z/pZ)", enton-

=b
p
cesa—be pZymcd(a,p) =1=mcd(b,p), de modo que a = b (mod p), y asi
5)=()
p v

> es un homomorfismo de grupos. En efecto, sean a, be (Z/ pZ)*, entonces

P
. _ A\ ab a b . A -
Y- ()= (2)-())-(ha)e
<P>() (P)() p P/ \p P()P()

Por dltimo, <> es sobreyectivo. Esto es consecuencia del hecho que existen

p
p_

. 1 . .
duos cuadréticos médulo p y —— no residuos cuadréticos médulo p. O

Ademas, <

resi-

p—-1
2

A continuacién, se presenta una demostracién de la ley de reciprocidad cuadratica usan-
do la ley de reciprocidad débil, de esta manera, la ley de reciprocidad cuadrética es una
consecuencia del teorema de Artin. Esta demostracién se basa en la referencia [7].

Teorema 3.5.2 (Ley de Reciprocidad Cuadratica). Sean p y q primos impares diferentes. Entonces

(1) (3)- o

Demostracién. Sea L := Q((,) un cuerpo ciclotémico, en la primera parte de la seccién 2.5.2
se probd que existe un tnico cuerpo cuadratico K = Q(4/p*) que estd contenido en L y en
donde p* = (—1)’%1. Ademas, K es una extension de Galois abeliana de Q.

Sea m = pco un médulo en Q, donde oo es el primo real infinito de Q. Ya que p es el tnico
primo de Z que ramifica en K, el homomorfismo de Artin ®x /g, estd bien definido.
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Por otro lado, el ejemplo 3.4.1 implica que Ker(®1,om) = Pgi(m), y se tiene el isomor-
fismo
Pr/m: Io(m)/Poi(m) — (2/p2Z)",

dado por
— a_, 1
@L/le (bZ> =ab .
Por otro lado
Q:(Z/pZ)" — Ig(m)/Pg1(m)
a— 0(a) :=aZ

resulta ser el homomorfismo inverso de @ ;g n.-

Primero, ® es una funcién bien definida. Supéngase que @ = b en (Z/pZ)*, entonces

a—be pZymcd(a,p)=1=mcd(b,p), asi, b € Qu. También, se puede suponer que % >0,
y puestoquea —b € pZy b ¢ pZ entonces

g =*1(mod pZ),
esto implica que
T —1q (mod m)
b
Por lo tanto g € Qum,y asi
%Z S PQ/l (m),

de esto se concluye que aZ = bZ, es decir, ©(a) = Q(b).

Ademas,

(PL/om©0®) (@) = PrLiom(aZ) =@ = i(z,yz)- (a),
paracadaa € (Z/pZ)*,y

— a_ _—1 a_ . a_
(©o®r/gm) <bz) =0 )= EZ = 11o(m)/Pqy(m) <bz>

gZ € Ig(m)/Pg1(m). Esto implica que © es un isomorfismo de grupos.

para cada

De esto resulta que Pq 1(m) C Ker(®Pg/qm)-

En efecto, sea EZ € Pq,1(m), el lema 2.6.1 implica que

Pr/om =7°Pr/Qm/

donde
r:Gal(L/Q) — Gal(K/Q)
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es el homomorfismo restricciéon, entonces

a . .
(ro®r/om) (EZ> =r(iL) = ix,
asi,

%Z € Ker(Pxom),

de esto se concluye que Pqg1(m) C Ker(Pk/gm), esto es, Ker(Pg/qm) €s un subgrupo de
congruencia (mod m).

Aplicando el teorema de la ley de reciprocidad débil se induce un homomorfismo sobre-
yectivo

() talm)/Paatm) — {1}

dado por <p*>(b) = (P") (b).
Luego, la composicién
m 0@:(Z/pZ)" — {£1}
es un homomorfismo sobreyectivo.

El lema anterior implica que el homomorfismo
<p) (2/p2)" — {£1}
. a
a— (- ) (a):= <>
()@=
es sobreyectivo.

Puesto que (Z/pZ)* es ciclico, solo hay dos homomorfismos de grupos de (Z/pZ)* en
{#£1}, y solo uno de ellos es sobreyectivo. Esto implica que

()=(%)ee

De modo que, si g € Z es un primo impar distinto de p, entonces § € (Z/pZ)*, y por lo

(:) = ((*’)@) @,

tanto
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asi,

(0)- ()
- (&) t2)
)

De esto se concluye que

Esto prueba la ley de reciprocidad cuadrética. O

En [7] se introduce el simbolo de Hilbert y sus propiedades, y usando la ley de recipro-
cidad débil se demuestra la ley de reciprocidad fuerte. A partir de esto se prueba la ley de
reciprocidad ctbica y bicuadratica.

En este sentido, de la ley de reciprocidad de Artin se deducen las demas leyes de reciproci-
dad.
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