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Resumen

En este trabajo se estudian los sistemas con saturacion, planteados en [I}, 28], desde el mar-
co tedrico de los sistemas de Filippov, restringiéndolos al caso en que el sistema lineal que
empuja contra la saturacion presenta un centro en el origen. Para esto, se transformaron los
sistemas con saturaciéon en un sistema de Filippov, se calcularon los puntos de deslizamiento
y se determinaron todas las formas posibles de los retratos de fase, con lo cual, se logré iden-
tificar los parametros, curvas y diagramas de bifurcaciéon que presenta el sistema de Filippov.

Palabras clave: Sistemas con saturaciéon, Sistemas de Filippov, Centro en el origen,

Bifurcacion.

Abstract

In this work, we study systems of linear differential equations with saturations, proposed
in [T, 28], from the theoretical framework of Filippov systems, restricting them to the case
in which the linear system, which pushes against saturation, presents a center at the ori-
gin. With this aim, we transform systems with saturation in a Filippov one, we compute
the special sliding points and we determine all the possible phase portraits. We identify the
parameters, curves and bifurcation diagrams that the Filippov system shows.

Keywords: Systems with saturations, Filippov Systems, Center at the origin, Bifurca-

tion.
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1 Introduccidn

Una gran cantidad de fenémenos naturales se rigen por leyes fisicas. El querer interpretar y
entender estos fenomenos utilizando aquellas leyes conlleva a la identificacion de variables, las
cuales se encuentran relacionadas entre si por medio de una o varias ecuaciones diferenciales
que contienen derivadas ordinarias o parciales segtiin sea el caso. La formulacion de una
ecuacion diferencial o de un sistema de ecuaciones diferenciales con el objeto de describir
y entender una determinada situacion fisica bajo ciertas condiciones es llamado un modelo
matematico.

De acuerdo con lo anterior, resulta natural reconocer la importancia del estudio analitico,
cualitativo y numérico aproximado de las ecuaciones diferenciales. La teoria en torno a este
asunto, en un inicio, ha sido directamente inspirada por la mecéanica, la astronomia y la fisica
matemaética. Su historia empezo en los siglos XVI y XVII cuando Johannes Kepler formula la
leyes del movimiento planetario; luego, Isaac Newton y Gottfried Wilhelm Leibniz de forma
independiente sentaron las bases del calculo diferencial y junto a los Bernoulli resolvieron
algunas ecuaciones diferenciales sencillas que se presentaron en problemas de geometria y
mecénica [31], posteriormente Henri Poincaré da inicio al estudio cualitativo de las ecuaciones
diferenciales, comenzando de esta forma a sentar las bases de los sistemas dindmicos, el cual
se estableci6 como un area propiamente dicha, gracias al trabajo destacado de matematicos e
ingenieros como: Aleksandr Lyapunov, George D. Birkhoff, Balthasar van der Pol, Aleksandr
Andronov, Stephen Smale entre otros [3]. En la actualidad se cuenta con amplias teorias
matematicas avanzadas para abordar cierta clases de problemas desde diferentes puntos de
vista, sin embargo, cada modelo matematico o sistema de ecuaciones diferenciales puede
representar un reto hasta para el més experto en el tema.

La teoria de los sistemas dindmicos ha demostrado ser una herramienta importante para
analizar el comportamiento de diferentes fenémenos fisicos, biologicos y sociales (ver [9
19, 30]). En la actualidad existe un extenso desarrollo acerca del enfoque de los sistemas
dindmicos que se basan en la evolucion de un sistema definido por una funcién suave de sus
argumentos (ver [16, 18 2], 29]); sin embargo, esta teoria excluye el estudio de fenomenos
que se modelan por sistemas no suaves. Por ejemplo, circuitos eléctricos con suiches, modelos
epidemiolégicos, modelos bioldgicos y quimicos (ver |4 B, 11, 19] 23], 24, 32]).

Existen varias clasificaciones para los sistemas dinamicos no suaves, estas dependen del tipo
de discontinuidad que presenta sus trayectorias y campos vectoriales [2, 23]. A continuacion,
se explica brevemente cada una de ellas.
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= Clase A. Sistemas con impactos

Los sistemas con impactos se caracterizan por poseer una discontinuidad por saltos
y trayectorias discontinuas debido a las superficies rigidas que tienen esta clase de
sistemas [0} [7].

= Clase B. Sistemas de Filippov

Estos sistemas son descritos por un campo vectorial discontinuo. Presenta zonas de
deslizamiento y de cruce [11, 12} [14), 15], 20, 22]. En la Seccion 2.1 se dara una descripcion
con mayor profundidad.

s Clase C. Sistemas suaves a tramos continuos

En estos sistemas en comparacion a los anteriores, el campo vectorial es continuo pero
no diferenciable |10, 26, 27].

Una nueva clase es planteada en [I}, 28], la cual es conocida como sistema con saturacion. En
estos se considera un sistema lineal dos-dimensional (planar) y una saturacion, restriccion,
en el espacio de estados tal que la dinamica esté prohibida en un lado de la saturacion (region
no admisible) y, en el otro lado (region admisible), la dindmica es descrita por un sistema
lineal, asumen que pude existir una dindmica deslizante sobre la saturacion siempre y cuando
el sistema lineal, definido en la region admisible, empuje contra la saturacion. En la Secciéon
se dara una descripcién con mayor profundidad.

Como en [I] y [28] no existe una idea clara con respecto a la soluciéon, conjuntos invariantes,
equivalencia topologica y bifurcacion de los sistemas con saturacion, se hace necesario estu-
diarlo desde una marco matematico mas desarrollado como lo son los sistemas de Filippov,
es decir, se hace necesario transformar un sistema con saturaciéon en un sistema de Filippov,
donde el principal interés es analizar el comportamiento del sistema en la regién admisible,
especialmente sobre la saturacion. Este trabajo se centra en dicha transformaciéon cuando el
sistema lineal que empuja contra la saturacion presenta un centro en el origen. Ademaés, se
analiza el sistema Filippov calculado al determinar todos los posibles retratos de fase que
presenta, lo cual permite establecer los parametros y curvas de bifurcacion que resultan de la
interaccion entre la frontera de conmutacion y el sistema definido por debajo de esta al variar
ciertos parametros. Finalmente, se describen y se muestran los diagramas de bifurcacion que
presenta el sistema de Filippov.

1.1. Objetivos de la tesis

Se plantea como objetivo general desarrollar un método sisteméatico a través de la teoria de
los sistemas de Filippov para el estudio de los sistemas con saturacion, planteados en [1, 2§],



Metodologia

restringiéndolos al caso en que el sistema lineal que empuja contra la saturacién presenta un

centro en el origen.

Los objetivos especificos son:

(1)

(2)

1.2.

Realizar una descripcion de los retratos de fase de los sistemas lineales dos dimensiona-
les con centro en el origen segtin sus parametros (entradas de la matriz de coeficientes).

Transformar los sistemas con saturaciéon en un sistema de Filippov, restringiéndolos al
caso en que el sistema lineal que empuja contra la saturacion presenta un centro en el
origen.

Determinar y clasificar los diferentes puntos deslizantes especiales del sistema de Fi-
lippov calculado.

Realizar un analisis de bifurcaciones de codimension uno y dos del sistema de Filippov
calculado.

Realizar implementaciones en MATLAB y MATCONT u otro lenguaje de célculo con
el fin de verificar los resultados tedricos obtenidos.

Metodologia

Durante el desarrollo de la tesis se sigui6 el siguiente esquema:

()

(iii)

Proceso teodrico: Este proceso permitié darle una consolidaciéon a los objetivos pro-
puestos, basandose en aspectos fiables de tipo matematico que soportan los argumentos
que se reflejen en el desarrollo y forma del cuerpo sistematico del problema. Con res-
pecto a ellos se tomaron temas especificos dentro de la teoria de los sistemas dindmicos
suaves a tramos cuyos referentes principales en este aspecto son [I], [8], [I1], [12], [22]

y [28].

Proceso analitico: En este proceso se contrasté la teoria examinada, para ser in-
terpretada y poderla utilizar 6ptimamente en el anélisis del comportamiento de las
soluciones del sistema, teniendo en cuenta como pautas el seguimiento de cada uno de
los objetivos propuestos.

Proceso final: En esta etapa, se discutié las ventajas y desventajas proporcionadas
por este estudio. Ademés, se mostraron los resultados para verificar si se lograron
a cabalidad los objetivos propuestos. Los resultados seran divulgados por medio de
publicaciones de articulos en revistas indexadas.
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En esta seccién se expone la teoria basica para cumplir con el propoésito de esta tesis. Pri-
mero, se expone la teoria con respecto a los sistemas de Filippov, tomando como principales
referencias los documentos [§], [I1] y [22]. En segundo lugar, basandose en los documentos
I1] v [28], se define los sistemas con saturacion y se ilustra un ejemplo. Finalmente, se enun-
cian dos teoremas de la geometria analitica, los cuales son planteados y demostrados en el
documento [25]; dichos teoremas se utilizaran para describir las trayectorias de los sistemas
lineales dos dimensionales homogéneos con centro en el origen.

2.1. Estudio de la literatura de los sistemas de Filippov

Definiciéon 1 ([§], Cap. 2). Un sistema suave a tramos (SST) es descrito por un conjunto
finito de ecuaciones diferenciales ordinarias

X =F(X), XebS; cR", (2-1)

Donde los campos vectoriales F; son suaves, definidos sobre regiones abiertas disjuntas S;, y
son suavemente extendibles a la clausura de S;. Las regiones S; son separadas por variedades
(n — 1)-dimensionales, ¥;, llamadas fronteras de conmutacion. La union entre las fronteras
de conmutacion X; y las regiones S; cubre el espacio de estados D C R™.

Definicion 2 (|22], Sec 1). Se dice que un SST es continuo si F;(X) = F;(X) en cualquier
punto X de la frontera ¥X;; separando dos regiones adyacentes S; y S;. En caso contrario, se
dice que el sistema es discontinuo.

Si el SST es continuo, el vector X es definido de manera tnica en cualquier punto del espacio
de estados y las trayectorias en la region \S; se aproximan transversalmente a la frontera X5,
la cruza y continua dentro de la region adyacente S; [22].

Definiciéon 3 ([22], Sec 1). Se dice que un SST es de Filippov si este es discontinuo.

Si X es un punto de discontinuidad en un sistema de Filippov y las componentes transversales
de F;(X) y F;(X) en la frontera 3;; tienen el mismo signo, la trayectoria cruza la frontera.
En el caso contrario, si las componentes tranversales de F;(X) y F;(X) en la frontera ¥;;
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tienen signo opuesto, el estado del sistema es forzado a permanecer sobre la frontera ¥;; y
a deslizarse sobre ella [22]. Para definir el movimiento sobre la frontera se utiliza el método
convexo de Filippov [I4, 20], que define los movimientos deslizantes sobre 3;; como las
soluciones de X = Fg(X) sobre ¥;;, donde Fs(X) es una combinacion convexa de Fy(X) y
F;(X) tangente a X;; en X. Por tanto, en el caso en que se presente deslizamiento el retrato
de fase del sistema estaria compuesto por el retrato en la frontera ¥ y los retratos de cada
region S;.

2.1.1. Sistemas dos-dimensionales de Filippov

Debido a que los calculos en esta tesis se desarrollan en R?, se consideran sistemas generales
dos-dimensionales de Filippov y se asume, por simplicidad, que solo se tiene dos regiones S
y Sy y una frontera X, luego el SST es de la forma

<:§) _ {F1<x,y>, (2,y) € 1, 2.2)
(] Fy(x,y), (x,y) € Ss.

La frontera ¥ y las regiones S; y Sy se definen por medio de una funciéon H : R? — R,
conocida como funcion evento [13], de la siguiente forma:

Y ={(z,y) eR?|H(z,y) =0}, Sy = {(2,y) € R*| H(z,y) <0}, S2 = {(2,y) € R*| H(z,y) > 0}
Se asume que H € C*, k > 2,y VH(z,y) # 0 para todo (z,y) € ¥. La frontera ¥ puede ser

cerrada o se extiende de manera infinita en ambas direcciones.

Las soluciones de (2-2)) pueden ser construidas por concatenacion de las soluciones en S o
y las soluciones deslizantes sobre Y, donde dichas soluciones deslizantes son obtenidas utili-
zando el método convexo de Filippov [14], 20].

Sea
O'(C(],y) = <VH(I‘,y)7F1<J],y)><VH([E,y),FQ(l’,y), >7 (2_3>

donde (-,-) denota el producto escalar. A continuacion, se define el conjunto cruce y el
conjunto deslizante.

Definicion 4 ([22], Sec. 2). Se define el conjunto cruce 3. y el conjunto deslizante X5 de la
siguiente forma:

Ye = A{(x,y) € Blo(z,y) > 0},
Ys:={(z,y) € ¥|o(x,y) <0}.

Por definicion, se tiene que 3. es el conjunto de todos los puntos (x,y) € ¥, donde los vectores
Fi(z,y) v Fs(z,y) tienen componentes transversales diferentes de cero y del mismo signo;
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por tanto, las trayectorias que inician en 5; y llegan a . se concatenan con trayectorias en
Sj,donde i,j = 1,2y j # 1.

Por otro lado, g es el conjunto de todos los puntos (x,y) € ¥ donde los vectores Fi(x,y) y
Fy(x,y) pueden ser tangentes a X, iguales a cero o con componentes transversales de signo
opuesto, luego, en estos puntos, la trayectoria de (2-2)) es forzada a permanecer en 3 y a
deslizarse sobre ella, dicho movimiento deslizante puede ser definido por el método convexo
de Filippov.
Definicion 5 ([I1], Sec 2). Los puntos (z,y) € ¥g, donde

<VH('Ia y)7 Fg(Jf,y) - Fl(l‘7y)> =0
se denominan puntos deslizantes singulares.

Si (x,y) € ¥g es un punto deslizante singular, por definicion, se debe cumplir una y sélo una
de las siguientes afirmaciones:

(i) los vectores Fi(x,y) y Fy(z,y) son tangentes a X,
(i) Fi(z
(i) Fo(x,y) =0y Fi(z,y) es tangente a X,
) Fi(z,y) =0y Fy(z,y) = 0.

El método de Filippov asocia la siguiente combinacion convexa Fg(z,y) de los vectores

,y) =0y Fy(x,y) es tangente a 3,

(iv

Fi(x,y) vy Fy(z,y) a cada punto deslizante no singular (z,y) € Xg:
Fg(l',y) :)‘Fl(xvy)+(1_)‘)F2(I7y)7 (2_4>

donde

\ = <VH(I,y),F2(ZE,y)> (2_5)

(VH(x,y), Fy(2,y) = Fi(2,9))

Ademés, Fg y sus derivadas pueden ser definidas por continuidad en todos los puntos desli-

zantes singulares no aislados. En puntos deslizantes no aislados, (x,y) € Xg, se tiene
<VH('T7 y)7 FS(xu y)> = 07

es decir, Fg(x,y) es tangente al segmento deslizante ¥g. Se considera Fg(x,y) = 0 en puntos
deslizantes singulares aislados.

(5) == (i) &

define una ecuacion diferencial escalar sobre g, la cual es suave en intervalos de desliza-

Por tanto,

miento de una dimension de Xg [22]. Soluciones de la ecuacion (2-6|) son llamadas soluciones
deslizantes.
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Definicién 6 ([12], Sec. 2). Dos vectores Vi y Vi se dicen que son anti-colineales si ezisten
dos nimeros reales \y y Ao con A\ Ao > 0 tal que

)\1‘/1 + )\2‘/2 = O

A continuacion, se definen los diferentes puntos deslizantes especiales.

Definicion 7 ([22], Sec 2). Un punto (z,y) € Xg se dice que es

(1) un pseudo-equilibrio si Fs(x,y) =0 y Fia(x,y) # 0. En estos puntos, por , se
tiene que los vectores Fy(x,y) y Fa(x,y) son anti-colineales.

(i) un equilibrio de frontera si
Fl(x7y) =0 Vv FQ(x7y) =0.

Note que si (z,y) € Xg es un equilibrio de frontera y no es un punto deslizante singular,

por y se tiene que Fs(x,y) = 0.

(i1i) un punto tangente si Fy(z,y) # 0, Fy(z,y) #0 y
(VH(z,y), Fi(z,y)) =0 VvV (VH(z,y), Fa(2,y)) = 0.

Sea T € Xg un punto tangente con respecto a Fy, se dice que es un punto tangente
visible (invisible), si la trayectoria de (¢ )T = Fi(z,y) comenzando en T pertenece
a S1(Ss2) para todo |t| # 0 lo suficientemente pequerio. Una definicion similar se tiene
para el campo vectorial Fy.

Definicién 8 ([22], Sec. 2.3). Dos sistemas de Filippov son llamados topolégicamente
equivalentes si existe un homeomorfismo h : R? — R? tal que

(i) mapea la frontera de discontinuidad de un sistema sobre la frontera de discontinuidad
del otro sistema.

(i1) Segmentos de cruce y deslizantes de cualquier trayectoria son mapeados sobre los co-
rrespondientes segmentos de su imagen.

(111) trayectorias de un sistema son mapeadas sobre las correspondientes trayectorias del
otro sistema preservando la orientacion en el tiempo.

Definiciéon 9 ([8], Sec. 4). Una bifurcacion se produce por una pequena perturbacion del
sistema lo cual produce un sistema no topologicamente equivalente al inicial, ademds, se dice
que dicha bifurcacion es inducida por la discontinuidad si afecta el retrato de fase en
mds de una region.



2.2 Sistemas con saturacién 9

2.2. Sistemas con saturacion

Los sistemas con saturacion son planteados en los documentos [1] y [28], en estos asumen un
sistema lineal dos-dimensional,

()-ren-(125)

y una saturacion, 3, en el espacio de estados tal que la dinamica esté prohibida en un lado
de la saturacion (regién no admisible) y, en el otro lado (region admisible), las dinamicas
son descritas por el sistema lineal (2-7]).

Asumen que la saturacion es definida solo en la segunda componente del vector de estados
por la recta
y=nh,

donde h es un parametro, luego la region admisible viene dada por
Q={(z,y) eR*|z €R Ay <h},
mientras que la regiéon no admisible viene dada por
Q' ={(z,y) eR*|z €R A y > h}.

Ademas, asumen que puede existir una dindmica deslizante sobre la saturacion, y = h,
siempre y cuando el campo Fj en (2-7)) empuje contra la saturacion. Suponen que el sistema
entra y se desliza sobre la saturacion siempre que y sea igual a h y

cx +dh > 0.

La dindmica deslizante sobre la saturacion viene dada por

(5) = rsten = (3 "). (28)

De lo planteado arriba, se obtiene el siguiente sistema a tramos

(37) _ {Fl<x>y>7 (x>y) € Qla (2_9)
Yy Fs(z,y), (z,y) € Qo,

donde los campos F y F; estan dados por (2-7)) y (2-8)), respectivamente, y

Qy:={(r,y) €ER*|y=h A cx +dh >0},
Q) :={(z,y) eR*|y < h Az € R} NS,
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YA

Region no|admisible
' ={(z,y) ER*|y >h Az €R}

:y=h QQ::{w,y)€R2|y:h/\cw+dh20}(a':

> = Fs(z,y)

Yy

Figura 2-1: Sistema con saturacion || donde a, ¢, d y h mayores a cero y b cualquier niimero
real, la saturacion viene dada por la recta y = h, el sistema (& )T = Fi(z,y) definido
en ) se presenta en azul, el sistema (& )T = Fg(x,y) definido en (9 se presenta en

rojo y las regiones admisible y no admisible se definen por Q y €, respectivamente.

El sistema (2-9) se denomina sistema con saturacion, el cual se representa en la Figura

2-1

Los sistemas lineales dos-dimensionales con saturaciones se pueden utilizar para modelar
el comportamiento de circuitos oscilatorios, los cuales son utilizados en sistemas mecanicos
como brazos roboticos o sistemas de posicion neumaética [I, 28].

En el siguiente ejemplo se ilustra un caso particular de un de sistema con saturacion.

Ejemplo 1. Considere el sistema lineal

(§)-ren=(2)

con b >0 y la saturacion dada por
y=h,

con h > 0, luego la region admisible viene dada por

Q={(z,y) eR*|z e RAy < h}
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y la region no admisible por
QO ={(r,y) eR*|x € RAYy > h}.

El sistema en la saturacion viene dado por

(1) =rtem=( ") (2-11)

para todo x, y tal que y = h y x > 0.
De lo anterior se tiene el siguiente sistema con saturacion, el cual se ilustra en la Figura

2-2
<¢) _ {F1<x,y>, (2,) € O, (2-12)
Yy Fs(z,y), (x,y) € o,

donde los campos Fy y Fg estin dados por (2-10) y (2-11)), respectivamente, y

Q= {(x,y) eR*|y=h A x>0},
O ={(r,y) eR*|y<h AxeR}NQS.

La solucion del sistema (2-10) con condicion inicial (xo,yo) € 1 viene dada por

x(t) = xgcos(bt) — yo sin(bt),
ygti = X9 sin((bt)) + ?j/o cosEbt; (2-13)
Manipulando algebraicamente se obtiene la siguiente ecuacion
o® +y* = x5+ g,
la cual representa una circunferencia con centro en el origen y radio \/m.

La solucion general para el sistema (2-11)) viene dada por

I(t) = —bklt + k’g,
y<t) = k1,

donde ky, ko son constantes. Por tanto, las trayectorias del sistema (2-11)) son lineas rectas

(2-14)

horizontales.
Se consideran los siguientes casos para la condicion inicial (xo,yo) en Q:

(i) /a3 + y3 < h.

En este caso, la trayectoria del sistema (2-10) comenzando en (xq,yo) evoluciona en
forma de circunferencia y no corta la saturacion, y = h, ya que la circunferencia tiene
su centro en el origen y su radio en menor que h.
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Ya

Region no
Q' = {(x,y) € R?

fo)

admisible
ly>h Az €eR}

T

b= {(2,y) B2y =h A x>0} <

Figura 2-2: Sistema con saturacion 1D donde b y h son mayores a cero, la saturacién viene

dada por la recta y

azul, el sistema (&

= h, el sistema (& )T = Fi(x,y) definido en Q; se presenta en

y)T = Fs(z,y) definido en Q9 se presenta en rojo y las regiones

admisible y no admisible se definen por Q y €, respectivamente.

(it) \/x3 + y3 > h.

En este caso, la trayectoria del (2-10) comenzando en (xq,yo) evoluciona en forma de
circunferencia hasta que corta la saturacion en el punto

(\/xg—i-yg—h?, h),

el cual estd a la derecha del punto (0, h).

Se supone que la trayectoria corta la saturacion cuando t = tg.

Como la primera coorden

ada del punto de corte es mayor a cero y la sequnda coorde-

nada es igual a h, se tiene que la trayectoria es forzada a permanecer en la saturacion
y a deslizarse sobre ella, dicho movimiento deslizante es definido por el sistema (2-11]).

La solucion del sistema (2-11)) con condicion inicial (x(to), y(to)) viene dada por

z(t) = bh(ty — t) + /23 + y& — h?,

(2-15)
y(t)
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El valor de t en que x(t) = 0 viene dado por

/x2_|_ 2_h2

Como x(t) es decreciente y continua en [ty,t1], se tiene que la trayectoria se desliza
sobre la saturacion, hacia la izquierda, hasta llegar al punto (0,h) cuando t = t; =

\/x2+y2—h2? . L . .
St +to; luego, la trayectoria sale de la saturacion y continua evolucionando en

Q1 en forma de circunferencia formdndose un ciclo.

En la Figura[2-8, se ilustra el retrato de fase del sistema con saturacion (2-12)).

Yas

|V

S 1)
%

Figura 2-3: Retrato de fase del sistema con saturacion . La saturacion esta dada por la recta
y = h, las regiones admisible y no admisible estdan dadas por Q = {(z,y) € R?|z €
RAy <h}yQ={(z,y) € R?|x € RAy > h}, respectivamente. Las trayectorias del
sistema definido en Q1 = {(z,y) € R?|y < h A x € R} N QS, evolucionan en
forma de circunferencia en sentido levogiro, mientras que las trayectorias del sistema
definido en Q5 = {(z,y) € R?|y = h A x > 0} son lineas rectas horizontales. Si
una trayectoria del sistema definido en §2; corta a la saturacién y = h, esta es
forzada a permanecer sobre la saturacion y a deslizarse sobre ella hasta llegar al punto
(0, h), dicha dinamica deslizante es definida por el sistema , luego, la trayectoria

entra de nuevo a la region €y y continua evolucionando en forma de circunferencia.

Dado que los sistemas planteados anteriormente, sistemas con saturacién, no se encuentran
dentro de un marco teérico matemaético, no podemos realizar un anélisis acerca de la esta-
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bilidad de los puntos de equilibrio y de las posibles bifurcaciones que se pueden presentar.
Con el fin de solucionar esto, se pretende estudiar dichos sistemas desde el marco tedrico de
los sistemas Filippov, de tal manera que el sistema lineal ( ¢)T = Fj(z,y) tenga un centro
en el origen y la frontera de conmutaciéon, ¥, coincida con la saturacion y = h. Para esto
se calcula un campo, F3, definido en clausura de la regién no admisible, de tal manera que
sobre la saturacion (frontera de conmutacion) se presente deslizamiento o cruce de las trayec-
torias. Cabe resaltar que el principal interés de esta tesis es analizar el comportamiento de
los sistemas con saturacion dentro de la region admisible, especialmente sobre la saturacion,
desde el marco tedrico de los sistemas de Filippov.

2.3. Dos teoremas de la geometria analitica

Los siguientes teoremas se utilizaran para describir las trayectorias de los sistemas lineales
dos-dimensionales que presentan un centro en el origen.

Teorema 1 (|25], Cap. 9). La ecuacion general de seqgundo grado,
Az’ 4+ Bay +Cy* + Dx+ Ey + F = 0,

representa una conica del género pardbola, elipse o hipérbola, seqin el indicador, I = B? —
4AC, sea cero, negativo o positivo, respectivamente.

Teorema 2 (|25, Cap. 9). La ecuacion general de sequndo grado
Az? + Bay+ Cy?* + Dx+ Ey+ F =0,
donde B # 0, puede transformarse siempre en otra de la forma
A2 +C'(Y)+ D'y + E'Y + F =0,
sin término en x'y’, haciendo girar los ejes coordenados un dngulo agudo positivo 6 tal que

B

=r/4, si A=C.



3 Descripcion de los centros en el
origen

En esta seccion se presenta un teorema que tiene por objetivo describir las trayectorias de
los sistema lineales dos dimensionales homogéneos que presentan un centro en el origen. Este
teorema se utilizara para describir las trayectorias del sistema de Filippov que se calculara

()= (0 () =
a+d=0, (3-2)

a® +be < 0. (3-3)

El sistema (3-1) satisfaciendo las condiciones (3-2) y (3-3) presenta un centro en el origen
(ver [29]). Por tanto, sus trayectorias son circunferencias o elipses.

en la Seccion Ml

Se considera el sistema lineal

tal que

Observacion 1. De la desigualdad (3-3) se tiene que b y ¢ son diferentes de cero y de signo
opuesto.

El siguiente teorema describe las trayectorias de un sistema lineal dos-dimensional que pre-
senta un centro en el origen.

Teorema 3 (Descripcion centros en el origen). Las trayectorias del sistema con con-
dicion inicial (zo,v0) # (0,0) y satisfaciendo las condiciones Yy son:

(1) Circunferencias con centro en el origen si
(i) a =0,
e
(ii) 7 = —1.
Las ecuaciones de las circunferencias vienen dadas por

() + v (t) = 23 + yg.

(2) Elipses con centro en el origen, cuyos ejes mayor y menor estan sobre los ejes coorde-
nados si
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(i) a =0,

(ii) 7 # —1.
Las ecuaciones de las elipses vienen dadas por
ORI
AT
Ademds, si
o ;> —1, las elipses tienen su eje mayor sobre el eje x.
o i < —1, las elipses tienen su eje mayor sobre el eje y.

(8) Elipses con centro en el origen, cuyos ejes mayor y menor estin rotados un dngulo
positivo 0 tal que 0 < 0 < /4 si

(1) a#0,
(i) 5 # =1,

() 35 <O0.

Las ecuactones de las elipses en el plano xy vienen dadas por

xolexy — 2ayy] — byd

=0.
b

S+ z%x(t)y(t) +y2(t) +

Las ecuaciones de las elipses en el plano rotado x'y’ vienen dadas por

donde

2:/4a? + (c + b)2(xo[2ayo — cxo] + by?d)

402 + (c+ b)2(b— ¢) + 4ala| — (c+ b)|c+b|’
2:/4a2 + (c + b)2(xo[2ayo — cxo] + by?)

402 + (¢ + b)2(b—¢) — 4ala| + (¢ + b)|c+ b]

(4) Elipses con centro en el origen, cuyos ejes mayor y menor estin rotados un dngulo 0
tal que m/4 < 0 < mw/2 si

(1) a#0,
(i) § # -1,

(iii) - > 0.
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Las ecuaciones de las elipses en el plano xy vienen dadas por

-2 — by}
—Za?(t) + 23a(t)y(t) + (1) + ZolcTo bay(’] % _ .
Las ecuaciones de las elipses en el plano rotado x'y’ vienen dadas por
/\2 /\2
@ W)
A p
donde
3= 2¢/4a? + (c + b)2(xo[2ayo — cxo] + by?d)
4a2 + (c + b)2(b — ¢) + dala| + (¢ + b)|c + 0|’
o 2:/4a? + (c + b)2(xo[2ayo — cxo] + by?)

4a% + (c+ b)%(b— ¢) — dala| + (¢ + b)|c+b|

(5) Elipses con centro en el origen, cuyos ejes mayor y menor estan rotados un dngulo /4
s%

(i) a #0,
(i1) i=-1
Las ecuaciones de las elipses en el plano xy vienen dadas por
a xolexo — 2ay,] — by?
22(t) + 25 (t)y(t) + Y2 (t) + oleo ; ol = byio
Las ecuaciones de las elipses en el plano rotado x'y’ vienen dadas por
(2')? (y')?

xo[2ayo—czo]+by2 zo[2ayo—cxo|+by2
b+a b—a

= 0.

=1.

Ademds, en cualquiera de los casos (1), (2), (3), (4) y (5) si
e b >0, las trayectorias del sistema giran en sentido dextrogiro,
e b <0, las trayectorias del sistema giran en sentido levdgiro.
Por otro lado, en cualquiera de los casos (3), (4) y (5) si

o 2> 0, el eje mayor de la elipse estd sobre el eje rotado v,

[SHISERS J <]

e ¢ <0, el eje mayor de la elipse estd sobre el eje rotado x'.

Demostracion. De [29] se tiene que la solucion del sistema (3-1)) con condicion inicial (g, yo)

y bajo las condiciones (3-2)) y (3-3)) viene dada por

b
2(t) = o %Sin (t9) + cos (t7) | + %sin (t7), (3-4)
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cxg . a .
y(t) = 70 sin (ty) + yo |cos (ty) — S sin (ty) | ,

donde
v =+vV—a? — be.

(3-5)

(3-6)

En primer lugar, se prueba que la solucion de (3-1)), dada por (3-4) y (3-5|), satisface la
ecuacion de una elipse, para esto se calcula la matriz P que diagonaliza a la matriz de

coeficientes A. La matriz P y su inversa, P~!, estan dadas por

a b
P:OI, p1l_|[~ 7
¥ -3 Lo

Bajo la transformaciéon de coordenadas

se obtiene el siguiente sistema lineal
)-C )6
y v 0/ \y
cuya solucion general, segiun [29], viene dada por

Z(t) = Tg cos (t7y) — Yo sin () ,

y(t) = Zgsin (ty) + Yo cos (ty) .
Manipulando (3-8) algebraicamente se obtiene

B(1) = B+ 5 - 7).

De ([3-7)) se tiene

Por tanto,

De (3-9) y (3-10) se obtiene la siguiente ecuacion

c a AN s
— ExQ(t) + QEx(t)y(t) + % (t) — ol (z5+7s) = 0.
Si A= —%, B=2¢yC =1, se tiene
4 2
[=B%—4AC = -2 <,

b2

(3-8)

(3-9)

(3-10)

(3-11)
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va que por (3-3) y (3-6) v> = —a® — bc > 0, por tanto, por el Teorema [1] la ecuacion (3-11)

representa una elipse.

Se consideran los siguientes casos con respecto a los valores que puede tomar a y §:

lLa=0y¢+#—1,

2. a=0y¢=—-1,

3. a#0y ¢+ 1,

4. a#0y§=-1

A continuacion, se analizan los casos del 1 al 4.

La=0y¢#-1.

Sia=0y §# —1, por (3-10) y (3-11) se tiene la siguiente ecuacion

—gﬁ@y+ﬁ@yﬂﬁ+%ﬁ:o. (3-12)
Manipulando (3-12)) algebraicamente se obtiene
2*(t) Y (1)

35+ 3 5 = L. (3-13)

2 _c
To— Y Yo pTo

Como £ < 0y (wo,y0) # (0,0), se tiene que x§ — gyg >0y ys — fxf > 0, por tanto,

(3-13) se trata de la ecuacién de una elipse con centro en el origen, donde sus ejes
mayor y menor estan sobre los ejes coordenados x y y.

A continuacion, se determina la posicion del eje mayor de la elipse (3-13]) en el plano
xy.

Como § # —1, se tiene que 7 > —1 6 § < —1. A continuacion, se analiza cada uno de

estos casos.
L1 §>-1
Si se multiplica ambos miembros de la desigualdad 7 > —1 por 1297 se obtiene
1< —IE’, luego
2

c b
P

Por tanto, la elipse tiene su eje mayor sobre el eje x.

1.2 7 < -1
De forma anéloga al caso (i), se tiene que el eje mayor de la elipse esta sobre el
eje y.
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Sia=0y {=—1,por (3-10) y (3-11)) se tiene la siguiente ecuacién
2*(t) +y*(t) = g + ;. (3-14)

La ecuacion l} representa una circunferencia con centro en el origen y radio y/x2 + 2.

a#0yj#—L
Sia#0y§#—1, por (3-10) y (3-11)) se obtiene la siguiente ecuacion
—Sa2(t) + 20a(thy(t) +o2(0) = 2, (315)
donde
& = xo[2ay0 — cxo) + byz. (3-16)

Como se comprob6 anteriormente, la ecuacion (3-15)) representa una elipse en el plano
zy. Como A # C, por el Teorema [2| se suprime el término zy girando los ejes coorde-
nados x y y un angulo agudo positivo 6, diferente de 7/4, tal que

B B B 2a
CA-—C  c+b

tg(26) (3-17)
Como el angulo 6 es tal que 0 < 6 < w/4 6 7/4 < 0 < /2, se tiene que 0 < 260 < 7/2
6 /2 < 20 < 7, por tanto, tg(26) = —% debe ser positiva o negativa.

A continuacion se calculan las ecuaciones de la elipse (3-15|) que resultan de suprimir el

terminino zy al girar los ejes coordenamos = y y un angulo agudo positivo 6 diferente
de /4.

_a_

> 0. A continuacion
c+b ’

Como a # 0y 7 # —1, se tiene que ;35 # 0, luego -5 <006
se analiza cada uno de estos casos.

3.1 -5 <0.

Si ;45 < 0, por (3-17)) se tiene que tg(260) > 0, por tanto, al ser # un dngulo agudo

diferente de 7/4 se sigue que 0 < 0 < 7/4, luego

1 1 lc+ 0|
2 = pu— pr—
COS( (9) 860(29) tg2(20) 1 L

Y

donde

w=/4a>+ (c+b)? (3-18)
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Del valor de cos(26) se obtienen los valores de sen(f) y cos(f) por medio de las
formulas trigonométricas del angulo mitad.

1 — cos(20) pw—|c+ b
=4 ——L =t — 3-19
sen(f) = £/ 1= = (319)
1 (2
cos(6 / +cos 0) _ /u+2|2+b| (3.20)

Como 0 < 9 < /4, se tiene que sen(f) y cos(#) son mayores que cero, luego de

- y se obtiene:
sen() = /%Z*b', (3-21)
COS(Q) = w (3_22)
20

Por tanto, las ecuaciones de transformacion por rotacion vienen dadas por:
x =12’ cos(f) — y' sen(h) = 2’5 — ¢/ ¢, (3-23)

y = a'sen(0) +y cos(0) = 2’ + /4, (3-24)

—le+b
6 = sen(6) = 4 /%’ (3-25)
6 = cos(f) = 4| %TM (3-26)

Sustituyendo (3-23) v (3-24) en la ecuacion ([3-15)) se obtiene

donde

2
S0+ 25—y 8) 6 /0) + (o4 o5 = o (3-27)
Manipulando algebraicamente (3-27|) se obtiene
n2( Cs2, 5@ 2 n2( €2 5@ 2 cx'y'd¢
(') (=207 + 2500 + %) + () (=507 — 2700 +87) + 25
+ 2%(37@’52 — 2y $*) + 22"y 6 = %, (3-28)
donde
) b b
2ché ¢ b( /52 x/y/¢2)+2x/y/5¢:2$1y/‘a’(c+ )b:a|c+ ’ (3_29)
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Como -5 < 0, se sigue que a y ¢+ b son dlferentes de cero y de signo opuesto,
luego |al(c + b) + alc + b| = 0, por tanto, de se tiene

/
)
20“2 ¢, b( Y62 — 2y ¢%) + 22"y 5 = 0, (3-30)
luego de (3-28) y (3-30) se obtiene la siguiente ecuacion
n2(_Cs2 a 2 n2(_ €2 5@ 2) _ & ~
(a/) ( C07 42000+ %) + () (702 - 2000+ 0%) =2 (33D)
donde
Ceo a 2
—[—)6 + 26(5¢ + ¢ >0, (3-32)
—g¢2 - 2%5¢ 182> 0, (3-33)
% > 0. (3-34)

En efecto, manipulando algebraicamente la expresion —%52 +2309+ ¢? se obtiene
lo siguiente

Co  .a , [a 2§22
— = 2_ = — . -
2%+ 2506+ 0 (b5+¢) + (3-35)

Comoa #0yc+b#0,de (3-25) v (3-26) se tiene que 6 > 0y ¢ > 0, ademés, de
(3-3) se sigue que v2 = —a? — be > 0, por tanto, de (3-35) se obtiene la siguiente
desigualdad

—%52 + 295¢ + ¢ > 0.

De forma analoga se prueba que — ¢ — 2309 + 5% > 0.

Por otro lado, por (3-16) y de las ecuaciones en (3-10|) se tiene lo siguiente:

£ wo[2ayo — cwol + by 7?
= = @), (3-36)
b
T = ‘”“"O—J“yO, (3-37)
v
/y\o = Xy. (3—38)

Como (g, yo) # (0,0), de (3-37) y (3-38)) se sigue que (Zo, 7o) # (0,0), por tanto,
por (3-3) v (3-36)) se obtiene la siguiente desigualdad

§

E>0’

Las desigualdades (3-32)), (3-33) y (3-34)) permiten manipular (3-31)) con el fin de
obtener la siguiente ecuacion

(@) + W —1. (3-39)

E(0 (=50 + 2800 +0%) " €(b (=502 — 2500 +67)
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Como
€ a 2 (b—c)p+4ala] — (c+b)[c+b]
—— 2— pr—
e 0 s (b= dala] + (c 4 Dlc+)
bqﬁ 2b(5<;5+(5 = 2y ,

de (3-39)) se obtiene la siguiente ecuacion

(z)” (y')?

20EGu(b— ) + dala] — 4 D)l + )" 2uE(a(b— ) —dalal + e+ D+ U

(3-40)
La ecuacion (3-40) representa a la elipse (3-15]) en el plano rotado x’y’, donde los ejes
2’y y' estan rotados con respecto a los ejes z y y un angulo 6 tal que 0 < 0 < /4.

A continuacion, se determina lo posicion del eje mayor de la elipse (3-40) en el plano
rotado z'y/'.

De (3-32)), (3-33) y (3-34)) se tiene las siguientes desigualdades:

b— 4 — b b
(b= 0+ dalal = (c+B)lc+bl _

3-41
ohn , (3-41)
— —4
(b —c)p — 4ala| + (¢ + b)|c + b >0, (3.42)
2bu
£
>0 (3-43)
Por tanto, si b > 0, de (3-41)), (3-42) y (3-43) se tiene:
(b —c)p + 4ala| — (¢ +b)|c+b] > 0, (3-44)
(b —c)pu — 4ala| + (¢ +b)|c+b| > 0, (3-45)
€>0. (3-46)
Sib<0,de (3-41), (3-42) y (3-43|) se tiene:
(b—c)u+4alal — (c+b)lc+b| <0, (3-47)
(b—c)p — 4ala| + (¢ +b)|c+b| <0, (3-48)
£€<0. (3-49)

Como a # 0y b # 0, se consideran los siguientes casos para los valores de a y b:
(i) a>0y b>0,
(i) a>0y b<0,
(ii) a<0yb>0,
(iv) a<0yb<O.

A continuacion, se analizan los casos del (i) al (iv).
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(i)

a>0yb>0.

Si a > 0, se tiene que ¢+ b < 0, luego
4ala| — (c+ b)|c+ b = 4a* + (c + b)? > —4a® — (¢ +b)* = —4ala| + (¢ + b)|c + ).
Por tanto,

(b —c)p+ 4ala] — (¢ + b)|c+b] > (b — c)u — 4ala| + (¢ + b)|c + b]. (3-50)

Si b >0, se tiene (3-44), (3-45) y (3-46]), luego
1 1
b —p—4ddal+ (c+b)ctb ~ G-cp+daa —(ctbetb]
De y (3-51)) se tiene la siguiente desigualdad

2pg S 2pg
(b—c)u — 4ala] + (c+b)le+b] = (b—c)u+ 4ala] — (c+b)|c+ b

(3-51)

Por tanto, si a > 0y b > 0, la elipse tiene su eje mayor sobre el eje rotado v’
a>0yb<0.

Sia > 0, del caso (i) se cumple (3-50|) y si b < 0, se cumple (3-47)), (3-48) y (3-49),
luego

1 1
> .
(b—c)pu—4ala|+ (c+b)lc+b = (b—c)u+4alal| — (c+b)|c+ b
De (19) v (B) se sigue que

2uE < 2pg
(b—c)u —4ala] + (c+b)le+b] ~ (b—c)u+ 4ala] — (c+b)|e+ b]

Por tanto, sia > 0y b < 0, la elipse tiene su eje mayor sobre el eje rotado x’.
a<0yb>0,

De forma anéloga al caso (i), se prueba que la elipse tiene su eje mayor sobre el eje
rotado z’.

a<0yb<O.

De forma analoga al caso (ii), se prueba que la elipse tiene su eje mayor sobre el eje
rotado 3.

De los casos (i), (i), (iii) y (iv) se tiene lo siguiente: si § < 0, la elipse tiene su eje mayor

sobre el eje rotado 2’ y si ¢ > 0, la elipse tiene su eje mayor sobre el eje rotado y'.

32£@>Q

De forma anéloga al caso 3.1, se tiene que la ecuacion

()2 (v »

2ué(p(b — ¢) + 4ala + (c +b)|c +b]) ™" * 2ué(p(b — ¢) — 4alal + (c +b)|c +b|) ™"

(3-52)
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representa a la elipse (3-15)) en el plano rotado x’y’, donde los ejes 2’ y ' estan rotados
con respecto a los ejes coordenados z y y un éngulo 6 tal que 7/4 < 0 < 7/2, ademas,
dicha elipse tiene su eje mayor sobre el eje rotado 3y’ si ¢ 3 > 0 6 sobre el eje rotado 2’ s
2 < 0.

b

4. a#0y§=-1
Sia# 0y j;=—1, por - ) v se obtiene la siguiente ecuacion

(1) + 25:c<t>y<t> ) =€, (3-53)

donde ¢ esta definido en la ecuacion (3-16]).

Como se comprobé anteriormente, la ecuacion (3-53)) representa una elipse en el plano
zy. Como A = C, por el Teorema [2 se suprime el término zy girando los ejes coorde-
nados z y y un angulo agudo positivo € tal que 6 = /4.

Las ecuaciones de transformacién por rotaciéon vienen dadas por

\/_ \/_
27

\/_ f

y = 2'sen(r/4) + y' cos(n/4) = 2'——

xr =1’ cos(m/4) — i sen(w/4) = o' —

Sustituyendo los valores de x y y en (3-53) y manipulando algebralcamente se obtiene

(@)*(0+a) + (y)*(b—a) = ¢ (3-54)
Como ¢ = —b, por (3-3)) se tiene que b*> —a? > 0, es decir, (b—a)(b+a) > 0, por tanto,
b—a#0yb+a#0,luego de (3-54)) se tiene la siguiente ecuacion

(2)? (y)?
— + — = 1. 3-55

ora oo 59)

La ecuacion (3-55|) representa a la elipse (3-15)) en el plano rotado z'y’, donde los ejes

2’ y vy estan rotados con respecto a los ejes coordenados x y y un angulo 6 tal que

0 =m/4

A continuacién, se determina la posicion del eje mayor de la elipse (3-55|) en el plano
rotado x'y/.

En primer lugar, se verifica lo siguiente:
b+a

> 0, (3-56)

> 0, (3-57)

> 0. (3-58)
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A continuacion, se prueba que b’T“ >0y HT“ > 0.
Como ¢ = —b, por se tiene que b? — a? > 0, es decir, (b —a)(b+ a) > 0, luego se
presentan los siguientes casos:
i)b—a>0yb+a>0,
(i) b—a<0yb+a<0.
A continuacién, se analizan los casos (i) y (ii).
(i) b—a>0yb+a>0.

Sib—a>0yb+a >0, se tiene que b > ay b > —a, por tanto, b > 0, luego
bt > 0y b > .

(i) b—a<0yb+a<D0.

Sib—a <0yb+a <0, de forma anédloga al caso (i), se tiene que b’T“ >0y
bta > 0.

De (3-54)), (3-56|) y (3-57)) se sigue (3-58)).

Por tanto, si b > 0, de (3-56)), (3-57)) y (3-58|) se obtiene las siguientes desigualdades:

b+a >0, (3-59)
b—a>0, (3-60)
£ > 0. (3-61)

Sib <0, de (3-56)), (3-57) v (3-58]) se obtiene las siguientes desigualdades:

b+a <0, (3-62)
b—a <0, (3-63)
¢ <0. (3-64)

Como a # 0y b # 0, se consideran los siguientes casos para los valores de a y b:
(i) a>0y b>0,

(i) a>0yb<0,

(iii) a <0y b>0,

(iv) a< 0y b<0.

A continuacioén, se analizan los casos del (i) al (iv).

(i) a>0yb>0.
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Sia>0yb>0,claramente b+ a > b — a; luego, como b > 0, de (3-59)) y (3-60))

se tiene
1 1

> 3-65
b—a b+a’ (3-65)
luego por (3-61)) se obtiene la siguiente desigualdad
£ £
> .
b—a b+a

Por tanto, si a > 0y b > 0, la elipse tiene su eje mayor sobre el eje rotado y'.

a>0yb<0
Sia>0yb<0, se tiene que b+ a > b — a; luego, como b < 0, de (3-62)) y (3-63])

se tiene

1 - 1
b—a b+a’
luego por ([3-64)) se obtiene la siguiente desigualdad
§ £
< .
b—a b+a

Por tanto, sia > 0y b < 0, la elipse tiene su eje mayor sobre el eje rotado z’.
a<0yb>0

De forma anéloga al caso (i), se prueba que la elipse tiene su eje mayor sobre el
eje rotado .

a<0yb<O.

De forma analoga al caso (ii), se prueba que la elipse tiene su eje mayor sobre el
eje rotado y'.

De los casos (i), (ii), (iii) y (iv) se tiene lo siguiente: si ¢ < 0, la elipse tiene su eje

b

mayor sobre el eje rotado 2’ y si § > 0, la elipse tiene su eje mayor sobre el eje rotado

/

Y.

Finalmente, se verifica que el sentido de las trayectorias del sistema (3-1) es dextrogiro si
b > 0y levogiro si b < 0.
Como b # 0, se consideran los casos: b > 0y b < 0.

(i) b>0.

Como las trayectorias son elipses o circunferencias centradas en el origen, estas inter-

ceptan el eje x positivo, por tanto, se considera la condicion inicial (zg,0) con z¢ > 0.

A continuacion, se verifica que para cualquier valor de ¢, lo suficientemente pequeno,

la trayectoria que inicia en (¢, 0) se encuentra en el cuarto cuadrante del plano fase.
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Por (3-4) y (3-5)), se tiene que la solucion del sistema (3-1|) con condicion inicial (zg, 0)
viene dada por

z(t) = xo % sin (ty) + cos (ty)] ,
Y

y(t) = % sin (7).

Si t es tal que

T
O<t < —
27’

se tiene

sin (ty) > 0.
Por tanto, como xg > 0, v = v —a? —bc > 0y ¢ < 0, pues ¢ y b son de signos opuestos,

L

se sigue que y(t) < 0 para todo t € (O, 2 )-

Por otro lado, como
a
1i t)=1 —sin (¢ t =
t_1>1(1)1+m() i Lsm(”y)—l—cos(*y)] To,

por la definicién -6 de limite por la derecha, se tiene que para ¢ = x(0) existe 6 > 0,
tal que si 0 < t < 9, entonces |z(t) — zo| < zo 0 lo que es equivalente 0 < z(t) < 2.
Luego si t € (0,0), se tiene que x(t) > 0.

Por tanto, para cualquier ¢ tal que

0<t<min{l,5},
2y

se tiene que y(t) < 0y z(t) > 0, lo que implica que la trayectoria se encuentra en
el cuarto cuadrante del plano fase, por tanto, la trayectoria inicia en el punto (zq,0)
cuando t = 0 y continua hacia el cuarto cuadrante, es decir, el sistema evoluciona en
sentido dextrogiro.

b <0.

De forma analoga al caso (i), se tiene que las trayectorias del sistema ([3-1]) evolucionan
en sentido levogiro. [



4 De un sistema con saturacidén a un
sistema de Filippov

En esta seccion se construye un sistema con saturacion, planteado en la seccion 2.2 tal que la
dindmica que empuja contra la saturacion presenta un centro en el origen. Posteriormente,
se transforma dicho sistema con saturaciéon en un sistema de Filippov, se calculan todos
los puntos deslizantes especiales y, utilizando el Teorema [3] se describen todas las formas
posibles que pueda tener los retratos de fase del sistema de Filippov calculado.

A continuacion, se construye un sistema con saturacion tal que la dindmica que empuja
contra la saturacion presenta un centro en el origen. Para esto se considera el sistema (3-1))
bajo las condiciones (3-2)) v (3-3|), ademas, se considera la saturacion

y=h VoxekR (4-1)
Observacion 2. h puede ser un niumero positivo, negativo o igual a cero.
Luego la region admisible viene dada por
Q= {(z,y) eR*|[z € R A y < h},
mientras que la regiéon no admisible viene dada por
Q' ={(z,y) eR*|z € R A y > h}.
El sistema en la saturacion (dinamica deslizante) viene dado por

(0)-(4)

siempre que y = h 'y cx — ah > 0, donde Fgsi(x) = ax + bh.

De (4-2) y (3-1)) se tiene el siguiente sistema

(x) _ {Fl(ar,y), (z,y) € (, (4-3)

Y FS(zay)7 (:E,y) 6927
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donde
Fi(z,y) = (Zj j 23) : (4-4)
py%yy:(%gﬂ) (4-5)
y

Q= {(x,y) ER*|y=h A cx > ah},
O ={(z,y) eR*|ly<h AxcR}NQS.
El sistema (4-3|) representa un sistema con saturacion, el cual se ilustra en la Figura ,
donde el sistema dado por el campo Fj presenta un centro en el origen y la saturaciéon viene
dada por (4-1)).
Ya

Region no|admisible
Q' = {(z,y) eR}ly >h Az €R}

:y=~h 2, :={(x,y) ER*|y =h A cx — ah > 0} («’;) =F5(a:,y) _ <aw;)|—by>

T ar+b
) = Fi(z,y) = ( ?J) Centr.'o en
cr —ay el origen

a’+bc<0

Figura 4-1: Sistema con saturacion 1' donde la saturacién viene dada por la recta y = h,
el sistema (& 9)T = Fj(z,y) definido en ; (azul) presenta un centro en el origen,
(& 9)T = Fs(x,y) definido en o, linea roja, se presenta en rojo y las regiones

admisible y no admisible se definen por 2 y €', respectivamente.

A continuacion, se transforma el sistema con saturacion en un sistema de Filippov;
para esto, se calcula un campo Fj, el cual debera estar definido en la clausura de la region no
admisible tal que la frontera de conmutacion, Y, coincida con la saturacion (4-1)), el campo
F, este definido en Q; y la dinamica deslizante del sistema de Filippov esté dada por Fg en
(s, esto dltimo implica que la zona deslizante deberé estar dada por €25 y la zona cruce, (23,
viene dada por el complemento de ()5 en la frontera de conmutacion, es decir,

Q3 ={(z,y) €R*|y =h A cx < ah}.
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En primer lugar, se define la funcion evento, H : R? — R, de la siguiente forma
H(z,y) =y —h.

En términos de la funcion H(x,y) se definen las diferentes regiones que componen el sistema
de Filippov:

Y= {(z,y) € R*| H(z,y) = 0}, (4-6)
Sy = {(z,y) € R*| H(z,y) < 0}, (4-7)
Sy = {(z,y) € R*| H(z,y) > 0}. (4-8)

El campo F; se definide en S; y la frontera de conmutacion, ¥, se divide en dos partes: la

zona de cruce,
Y. ={(z,y) € R*|H(x,y) =0 A cx — ah < 0}, (4-9)

y la zona de deslizamiento,
Ys = {(r,y) e R*| H(x,y) =0 A cx — ah > 0}. (4-10)
En esta ultima se define la dinamica deslizante (¢ 3)T = Fs(z,y).

A continuacion, se calcula el campo Fy = (Fyy, Fas), el cual, con el fin de obtener un sistema
de Filippov, debe estar definido en S5 y debe cumplir las siguientes condiciones:

1. Fy = (Fy, Fy) debe ser suave en Ss.

2. Para todo (z,y) € X5 se debe tener lo siguiente:

2.1.
Fy(x,y) = AFi(z,y) + (1 = A Fa(z,y),
donde
)\ (VH(z,y), Fs(z,y)) -
(VH(z,y), Fa(z,y) — Fi(z,y))
2.2.

(VH(z,y), Fa(z,y))(VH(2,y), Fy(2,y)) <0.
3. Para todo (z,y) € X,
<VH(ZE,y),F1($,y)><VH(ZL‘,y),FQ([E,y» > 0.

Como
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de la condicién 2.1 se tiene

ax—l—by _ F22 CLI—l-by + 1— F22 F21 ’ (4_11>
0 Fy —cx + ay \cx —ay Fo —cx + ay Fy

Como Fy(x,7) tiene que ser una funcion suave en S,, de se obtiene
Foi(x,y) = ax + by. (4-12)
Por tanto, de 1, 2.2, 3 y , se sigue que Fy, debe ser una funcion suave en S, tal que
» Fy(x,y) <0 para todo (z,y) € Xg
y
» Fo(z,y) < 0 para todo (z,y) € X..

En este trabajo, se considera Fy(x,y) < 0 para todo (z,y) € ¥ = Xg U X,, ya que para
el caso en que Fy(z,y) < 0 en g, el sistema deslizante podria exhibir puntos singulares,
equilibrios de frontera que no se encuentran en la frontera de la zona deslizante e incluso
infinitos puntos tangentes. Por tanto, el campo F; es de la forma

donde Fy, es suave en Sy y negativa en X.

De los céalculos anteriores se obtiene el siguiente sistema de Filippov

(x) _ {Fl(fc,y% (z,y) € S, (4-14)

y FQ(Z’,y), (xay) € 527

donde Fi, Fy, Sy Sy estan dadas por (4-4)), (4-13)), (4-7)), (4-8]), respectivamente. El campo,

Fs, que define la dindamica deslizante; la zona de cruce, ¥, y la zona deslizante, ¥g, estan

dadas por (4-5)), (4-9), (4-10), respectivamente.
En la Figura , se ilustra el sistema de Filippov (4-14)).
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Ya

() res| (322

Sz ={(z,y) ER¥||lz €R Ay > h}

S = {(2,y) ER*|y=h A cx —ah <0} Yol= {(x,y) e R*|y =h A cx —ah >0} [& ar—+b
Yiy=h -o-o-omomomomoeoeoeos : ():Fs(w,y):( +y)

’ 0
<z) = Fi(z,y) = <am—}—by), a’+bc<0

cxr —ay

Si={(z,y) ER} [z €R Ay <h} v

Figura 4-2: Sistema de Filippov , donde la frontera de conmutacion, ., viene dada por la
recta y = h, el sistema (& ¢)T = Fi(x,y) definido en S; (azul) sujeto a la condicion
a? + bec < 0 presenta un centro en el origen, (& )T = Fy(w,y) definido en Sy se
presenta en negro, la dinadmica deslizante (& )T = Fs(x,y) definida en Xg, linea

roja, se presenta en rojo y la zona de cruce Y. se representa por la linea punteada
azul.

4.1. Puntos deslizantes especiales

A continuacion, se calculan los diferentes puntos deslizantes especiales para los diferentes
valores que puede tomar h: h >0, h =0y h <O.

1. Para h > 0.

e Puntos deslizantes singulares

Para (z,y) € g se tiene

<VH(x,y),F2($,y) - Fl(‘x?y» = <(0> 1)7 (07 FQZ(‘T?y) —cr+ ay)>
= Fn(z,y) — (cx — ay)
< 0,

esta ultima desigualdad se tiene, ya que Fy(z,y) < 0y cx — ay > 0 para todo

(z,y) € Xg, por tanto, cuando h > 0 el sistema no presenta puntos deslizantes
singulares.
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e Pseudo-equilibrios

Para (z,y) € Xg se tiene

Fs(z,y) = (aﬂf (J)r by) _ (ax E)L bh) |

Se analizan los casos a =0y a # 0.

Fs(z,y) = (bﬁ) y (8) |

Por tanto, si a = 0, el sistema no presenta pseudo-equilibrios.

oca#0

oca=20

Si a = 0, se tiene

Sia # 0, la solucion de la ecuacion

FS('Iv y) = 07
es decir,
ax +bh =0
viene dada por
bh
x=——,
a
y=nh,

Como a # 0, a puede ser positivo o negativo. A continuaciéon, se analizan
estos dos casos.

o a>0

Sia > 0, el punto (—2, h) es tal que Fy(—2, h) y Fo(—2, h) son diferen-
tes de cero y (—%h, h) € ¥g. En efecto, por 1) y dado que Fy(x,y) <0
para todo (x,y) € ¥ se sigue:

bh 0 0
A(—2n) =
() = G ) # ()
bh 0 0
E{—h) = .
(0) = () # )
Ademas, por 1| se tiene que (—%, h) € ¥g, ya que

bh h
cx—ay=c (——) —ah = —(—cb—a*) > 0.

a a
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Por tanto, si a > 0, el punto (—%, h) es un pseudo-equilibrio, ademaés,

este es inestable en X, ya que
bh
a

o a<0

Sia<0,de |D se tiene que (—%, h) ¢ ¥g, ya que

bh

h
cx—ay =c (——) —ah = —(—cb—a®) <0.
a a

Por tanto, si a < 0, no existen pseudo-equilibrios.
e Equilibrios de frontera

Para (z,y) € Xg se tiene

ar + a ax + ah
At = (2 700) = (o)

cxr — ay cx — ah
Se analizan los casos a =0y a # 0.

oa=20

Si a = 0, se tiene

A= (1) #(5) Yo ess

CT

Por tanto, si a = 0, el sistema no presenta equilibrios de frontera con respecto

a Fj.
oa#0
Sia # 0, de la ecuacion
Fi(z,y) =0,
es decir,
axr +bh =0
cx —ah =0,

se tiene que —a® — be = 0, lo cual es una contradiccion, ya que por (3-3))
—a? — be > 0, por tanto, si a # 0, el sistema no presenta equilibrios de
frontera con respecto a F}.
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Por otro lado, como

P = (g ) 2 (3) e e

ya que Fyy(x,y) < 0 para todo (z,y) € X, se tiene que el sistema no presenta
equilibrios de frontera con respecto a Fs.

e Puntos tangentes

Para (z,y) € Xg se tiene
(VH(z,y), Fi(z,y)) = ((0,1), (ax + bh, cx — ah)) = cx — ah.
La solucién de la ecuacion

<VH(SL’,y), Fl(xay» =0,

es decir,
cx —ah =0
viene dada por
ah
r=—,
c
y = h.

El punto (%, h) es tal que Fl(%, h) #0, Fg(%, h)#0y (%,h) € Xg. En efecto,

por (3-3) y dado que Fy(x,y) < 0 para todo (z,y) € ¥ se tiene:
ah ha? + be) 0
Fil—,h|=1c¢
1 < c ) ) ( 0 7& 0 )
ah ha? + be) 0
B(En)=¢ .
i ( ¢’ ) (Fm(%’h) 7o

ah

Ademaés, se tiene que (%, h) € Xg, ya que cx — ay = c(%) — ah = 0, por tanto,
el punto (%, h) es un punto tangente con respecto a Fj.

A continuacién, se muestra que dicho punto tangente es visible, para esto se veri-
ficara que la trayectoria de (¢ 9)T = Fi(x,y) comenzando en el punto tangente,
(%, h), pertenece a S; para todo |t| # 0 lo suficientemente pequeno.

Se tiene que la solucién al problema de valor inicial

<x> = Fl(x7y)7 (x,y) € Slv

Y
(x07y0) = (a_ch’h) )
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viene dada por

x(t) = g (a cos (t\/—a2 — bc) — v/ —a? — besin <tx/T—bc)> :
y(t) = hcos(tv/—a? — be).
Como para todo [t| # 0 lo suficientemente pequeno
cos(tv/—a? — be) < 1,
se tiene la siguiente desigualdad
y(t) = hcos(tv/—a? — be) < h,

luego para todo |t| # 0 lo suficientemente pequeno (z(t),y(t)) € Sy, por tanto,
2% h) es un punto tangente visible.
ak p to t te visibl

Por otro lado, para todo (x,y) € Xg se tiene
<VH<CL’,y), FQ(I7y)> - <(07 1)7 (ax + bhu F22<x7y))> = FQQ(CE’y) 7é 07

ya que Fpo(z,y) < 0 para todo (x,y) € X, por tanto, no existe un punto tangente
con respecto a F5.

2. Para h = 0.
Si h = 0, se tiene que Yg = {(z,y) € R*|y = 0, cx > 0}, luego para (x,y) € Xg se

tiene:
ax
F =
1($a y) (CZL‘) )

Fy(x,y) = (Fg;(bi, y)) ’

Fatea) = (747,

donde Fgi(z) = ax y Fa(z,y) < 0 para todo (z,y) € X.
e Puntos deslizantes singulares

De forma anéloga al caso h > 0, se tiene que el sistema no presenta puntos
deslizantes singulares.

e Pseudo-equilibrios

Para (z,y) € Xg se tiene

Fs(z,y) = (a(;r) :

A continuacién, se analizan los casos a =0y a # 0.
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oa#0

Si a # 0, la solucion de la ecuacion

Fs(.CC, y) = 07
es decir,
ar =0
viene dada por
r =0,
y=0.

Como F;(0,0) = (0 0)T, se tiene que el punto (0, 0) no es un pseudo-equilibrio,
por tanto, si a # 0, el sistema no presenta pseudo-equilibrios.

oa=20
Si a = 0, se tiene:
0
FS(xvy) = (0) V(l',y) € ZS)

Fe) = (0 ) # () ¥oness

rien=(2)# ()

para todo (z,y) € R? tal que = # 0, ya que de (3-3)) se tiene que ¢ # 0.

Ademés,

Por tanto, todo elemento del conjunto
{(z,y) €eR*|y =0, cx > 0} = 5 — {(0,0)}

es un pseudo-equilibrio. Por tanto, el sistema presenta una singularidad lineal
[17].

Observacion. Los pseudo-equilibrios son de la forma (z,0) con x # 0, tal
que cx > 0, es decir, tal que ¢ y x son diferentes de cero y tienen el mismo
51gno0.

e Equilibrios de frontera

Para (z,y) € Xg se tiene

Fi(z,y) = (Zi:) .
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Como ¢ # 0, la solucién, en X, de la ecuacion

Fi(z,y) = (8)

viene dada por

Como (0,0) € Xg, ya que y = 0y cz = ¢(0) = 0, se sigue que el punto (0,0) es
un equilibrio de frontera con respecto a F}, ademas, dado que

Fél(o) =a,

se tiene que dicho pseudo-equilibrio es estable o inestable en ¥ sia <06 a > 0,
respectivamente. En el caso a = 0, el sistema deslizante es degenerado.

Fy(z,y) (ngc(i:c, y)> 7 (8) ’

ya que Fy(x,y) < 0 para todo (z,y) € ¥, no existen equilibrios de frontera con
respecto a Fs.

Por otro lado, como

e Puntos tangentes

Para (z,y) € X se tiene
(VH(z,y), Fi(z,y)) = ((0,1), (az, cx)) = cx.
La solucién, en Xg, de la ecuacion
(VH(z,y), Fi(z,y)) =0
viene dada por

x =0,

y = 0.
Como F1(0,0) = (0 0)7, el punto (0, 0) no es un punto tangente con respecto a Fi,
por tanto, el sistema no presenta puntos tangentes con respecto a F}, ademas, de

forma analoga al caso h > 0, se tiene que el sistema no presenta puntos tangentes
con respecto a Fb.

3. Para h < 0.
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Puntos deslizantes singulares

De forma anéloga al caso h > 0, se tiene que el sistema no presenta puntos
deslizantes singulares.

Pseudo-equilibrios
De forma anéloga al caso h > 0, se tiene lo siguiente:
o Sia >0, el sistema no presenta pseudo-equilibrios.

o Sia < 0, el sistema presenta un pseudo-equilibrio en el punto (—%, h), el

cual es estable en .
Equilibrios de frontera

De forma analoga al caso h > 0, se tiene que el sistema no presenta equilibrios de
frontera.

Puntos tangentes

De forma anéloga al caso h > 0, se tiene que el sistema presenta un punto tangente
D h

invisible con respecto a Fy en (%, h) y no presenta puntos tangentes con respecto
a FQ.

Resumen de los puntos deslizantes especiales para los diferentes valores de h

1. Para h >0

Puntos deslizantes singulares
El sistema no presenta puntos deslizantes singulares.
Pseudo-equilibrios

o Sia <0, el sistema no presenta pseudo-equilibrios

o Sia > 0, el sistema presenta un pseudo-equilibrio en el punto (—%, h), el
cual es inestable en .
Equilibrios de frontera
El sistema no presenta equilibrios de frontera.
Puntos tangentes
ah

El sistema presenta un punto tangente visible con respecto a Fi en (2%, h).

c?

2. Para h = 0.

Puntos deslizantes singulares
El sistema no presenta puntos deslizantes singulares.

Pseudo-equilibrios
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o Sia =0, todo elemento del conjunto
Ys —{(0,0)} = {(z,y) € R*|y =0, cx > 0}
es un pseudo-equilibrio. Por tanto, el sistema presenta una singularidad lineal
[17].
o Sia # 0, el sistema no presenta pseudo-equilibrios.
e Equilibrios de frontera
El sistema presenta un equilibrio de frontera con respecto a Fj en el punto (0,0)

e Puntos tangentes

El sistema no presenta puntos tangentes.

3. Parah <0

e Puntos deslizantes singulares
El sistema no presenta puntos deslizantes singulares.
e Pseudo-equilibrios

o Sia < 0, el sistema presenta un pseudo-equilibrio en el punto (—%h, h), el

cual es estable en Y.
o Sia > 0, el sistema no presenta pseudo-equilibrios.
e Equilibrios de frontera
El sistema no presenta equilibrios de frontera.

e Puntos tangentes

. . o . h
El sistema presenta un punto tangente invisible con respecto a I} en (%, h).

Observacion 3. De los cdlculos anteriores se puede observar que la existencia de puntos
deslizantes singulares, puntos tangentes visibles o invisibles, equilibrios de frontera y pseudo-
equilibrios estables o inestables del sistema de Filippov , unicamente depende de los
pardmetros a y h y es independiente de los parametros b y ¢ y del campo Fyy, desde que este
cumpla las condiciones para que se tenga un sistema de Filippov, es decir, desde que Fyy sea
suave en Sy y negativo en L.

En la Tabla [£.1] se ilustran los puntos deslizantes especiales que presenta el sistema de
Filippov (4-14) al variar los parametros a y h entre positivos y negativos.
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a<0 a=0 a>0

h > O 1. (%h, h) punto tangente visible. 1. (“7}”, h) punto tangente visible. 1. (“7}”, h) punto tangente visible.

2. (—%, h) pseudo-equilibrio inestable

en 3.
h - O 1. (0, 0) equilibrio de frontera estable en 1. (0,0) equilibrio de frontera. 1. (0,0) equilibrio de frontera inestable
. 2. ©g — {(0,0)} conjunto de pseudo- en X.
equilibrios (singularidad lineal).
h/ < 0 1. ("(—h, h) punto tangente invisible. 1. (0, h) punto tangente invisible. 1. (“Th, h) punto tangente invisible.

2. (—%,h) pseudo-equilibrio estable

en 3.

Tabla 4-1: Puntos deslizantes especiales del sistema de Filippov 1} al variar los parametros a

y h entre positivos y negativos.

4.2. Retratos de fase del sistema de Filippov

Debido a que los sistemas (& ¢)T = Fs(x,y) v (¢ 9)T = Fi(x,y) definidos en g y
S1, respectivamente, son independientes de la eleccion de Fhy, la cual debe ser suave en
S, v negativa en ¥, se tiene que la dinamica del sistema Filippov, desde la frontera de
conmutacion hacia abajo, es independiente de la eleccion de Fyq si ésta cumple las condiciones
anteriormente mencionadas, por tanto, con el fin de mostrar como es el comportamiento del
sistema de Filippov, en dicha region, se determinan sus diferentes retratos de fase en el caso

particular en que
Fo(z,y) =L V(z,y) € 5,

donde L es un namero real negativo fijo.
El anélisis se divide en tres casos: a = 0, a < 0 y a > 0. Para cada uno de estos se varia el
pardmetro h: h >0, h=0y h < 0.
1. a=0
Como a = 0, de los calculos anteriores se tiene el siguiente sistema de Filippov

<x> Fi(z,y), (x,y) €S,

y FQ(:L‘;y); (xay) € SQa

donde
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con L < 0. Las regiones Sy, S5 y la frontera de discontinuidad, X, se definen por medio
de la funcién H(x,y) =y — h de la siguiente forma:

Sy ={(z,y) e R?| H(z,y) < 0} = {(z,y) € R*|y < h},
Sy ={(z,y) € R*|H(z,y) > 0} = {(z,y) € R*|y > h},
Y ={(z,y) e R*| H(z,y) = 0} = {(z,y) € R* |y = h}.

La frontera X se divide en dos partes: la zona de cruce,

Y. ={(z,y) €eR*|y =h A cx <0},
y la zona de deslizamiento,

Ys={(z,y) ER*|y =h A cx > 0}.

La dinamica deslizante viene dada por

() =retean= 7). ess (1-15)

Y

Se tiene que la solucion del sistema

<?) = Fy(a,y) = (by> . (z,y) €51, (4.16)

Y cx

con condicién inicial (zg,yo) viene dada por

z(t) = xq cos(tv/—be) + \/yiibc sin(tv/—bc),

y(t) = — sin(tv/—be) 4 o cos(tv/—bc).

Ademas, como a = 0, por el Teorema 3, las trayectorias del sistema (4-16]) con condicién
c
b
mayor y menor sobre los ejes coordenados si § # —1, donde el eje mayor esta sobre el

inicial (g, yo) son circunferencias centradas en el origen si £ = —1 6 elipses con sus ejes

[+

eje x si §
dadas por

> —1 6 sobre el eje y si § < —1. Las ecuaciones de dichas trayectorias vienen

2*(t) Yy (t)
5 b2 T3 o2

5 =1
To— 2% Yo pro

La solucién del sistema

(i) = Blmy) = (bg) - (@) €S, (4-17)
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con L < 0y condicion inicial (xg, o) viene dada por

bL
$(t> = 7?52 + yobt + 2o,

Manipulando algebraicamente esta solucién se obtiene

b b

x(t) = iif(t) - ﬁyé + x.

Por tanto, las trayectorias del sistema (4-17]) son parabolas. Como L < 0, la parédbola
abre hacia la izquierda si b > 0 6 a la derecha si b < 0. El vértice de la parabola viene
dado por el punto (zy— %yg, 0), luego todos los vértices estan ubicados sobre el eje .

La solucion del sistema (4-15) con condicién inicial (xg, o) viene dada por

x(t) = bht + w0,
y(t) = yo.

Por tanto, las trayectorias del sistema (4-15]) son lineas rectas horizontales.

A continuacion, se determina los diferentes retratos de fase del sistema de Filippov
para los diferentes valores de h: h >0, h=0y h < 0.
1.1 Ah>0

De (3-3) se tiene que cb < 0, luego ¢ y b son de signos opuestos, por tanto, se
consideran los siguientes casos: ¢ >0y b<0,c<0yb>0.

1.1.1 ¢>0yb<O.
Como b < 0, por el Teorema , las trayectorias del sistema (4-16), elipses 6

circunferencias, giran en sentido levogiro.

Se consideran los siguientes casos para la condicién inicial (zg,yo) en 5.
2 €2
a) \/Ys — 775 < h.

En este caso, la trayectoria del sistema (4-16)) comenzando en el punto
(0, Yo) evoluciona en forma de elipse o circunferencia y no corta la fron-
tera de conmutacion, X, ya que la longitud del radio de la circunferencia
o del semieje de la elipse que se encuentra sobre el eje coordenado v,

\/ Y5 — §2§, es menor que h.
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b) \/¥ — 56 = h.

En este caso, la trayectoria del sistema (4-16)) comenzando en el punto

(20, Yo) evoluciona en forma de elipse o circunferencia hasta que corta a

b h?
2 2,2 1] — —— h
(- 8) (-5

el cual esta a la derecha del punto tangente visible, (0, h).

> en el punto

Se supone que la trayectoria corta a ¥ cuando t = tg.

b h?
. xz__yz)(l__c)h <0,
(\/(O ¢’ 93—5973

la trayectoria es forzada a permanecer sobre > y a deslizarse sobre ella,
dicho movimiento deslizante es definido por el sistema (4-15]).

Como

La solucion del sistema (4-15]) con condicién inicial

(alto). (1) = (\/ (8- 2) (1- 2 ) h)

viene dada por

w(t) = bht + B — bhto,
y(t) = h,

b h?
o= (a4 0 )
R Yo — 50

El valor de t en que z(t) = 0 viene dado por

ity —p
T

Como x(t) es decreciente y continua en [to, t1], se tiene que la trayectoria

(4-18)

donde

> 0.

se desliza sobre ¥, hacia la izquierda, hasta llegar al punto (0, k) cuando
t=1 = W Como (0, h) es un punto tangente visible con respecto a F}
y F; es transversal a X, la trayectoria sale de X y continua evolucionando
en S; en forma de elipse 6 circunferencia formandose un ciclo, ademas,
por el Teorema 7 se tiene que la solucion del sistema (4-16|) con condicion
inicial (zg,yo) = (0, h) satisface la siguiente ecuacion

*(t) | ¥t

_bp2 nz 1,
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la cual describe a dicho ciclo.

En las Figuras [4-3al, [4-3b| y [4-3d, se ilustran los retratos de fase para los

casos § < —1, 7 > =1y § = —1, respectivamente.

112 c<0yb>0

Si b > 0, por el Teorema 3, las trayectorias del sistema (4-16)), elipses o
circunferencias, giran en sentido dextroégiro y de forma analoga al caso 1.1.1,

para una trayectoria comenzando en Sy, en (z, o), se tiene lo siguiente:

a)

b)

1.2 h=0

Si \/y§ — fx§ < h, la trayectoria del sistema (4-16) evoluciona en forma
de elipse o circunferencia y no corta a 3.

Si \/yg — £x§ > h, la trayectoria del sistema (4-16]) evoluciona en forma
de elipse o circunferencia hasta que corta a > en el punto

b h?
_ 2 2 R
(G 2) (-5

luego, entra a ¥ y se desliza sobre ella hasta llegar al punto tangente

visible (0, h), después entra a la region Sy, evoluciona en forma de elipse 6
circunferencia, llega nuevamente al punto (0, h) y continua evolucionando
en forma de elipse 6 circunferencia formandose un ciclo.

En las Figuras [4-4al [4-4b|y [4-4d| se ilustran los retratos de fase para los

casos § < —1, 7 > —1y § = —1, respectivamente.

De (3-3) se tiene que cb < 0, luego ¢ y b son de signos opuestos, por tanto, se
consideran los siguientes casos: ¢ >0y b<06c<0yb>D0.

121 ¢>0yb<0

Si b < 0, por el Teorema 3, las trayectorias del sistema (4-16|) giran en sen-
tido levogiro. Como la frontera de conmutacion, ¥, esta sobre el eje = y las
trayectorias del sistema (4-16|) son elipses ¢ circunferencias centradas en el

origen, se tiene que cualquier trayectoria iniciando en Sy, en (zg, o), corta a

> en el punto

/ b

Como
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y

Z
\

> A Ay T >
x : - :
) =)
Sl Sl
(a) a=0,b=—15,¢=3,L=-5yh=2. (b) a=0,b=-3,¢c=15L=-5yh=2.
yA

.

i

S1

\EJ

(¢) a=0,b=-15¢=15L=-5yh=2.

Figura 4-3: Retratos de fase del sistema de Filippov para el caso en que a =0, b < 0,¢c >0y

h > 0 tal que: (a) § < —1, en este caso las trayectorias del sistema definido en S;

evolucionan en forma de elipse donde su eje mayor esta sobre el eje y; (b) 7 > —1, en
este caso las trayectorias del sistema definido en S7 evolucionan en forma de elipse
donde su eje mayor estéa sobre el eje z y (c) § = —1, en este caso las trayectorias del
sistema definido en Sy evolucionan en forma de circunferencia. En cualquiera de los
casos (a), (b) y (c) la frontera de conmutaciéon, ¥, se encuentra por encima del eje
x, las trayectorias del sistema S evolucionan en sentido levogiro, las trayectorias del
sistema definido en Sy evolucionan en forma de parabolas que abren hacia la derecha
y las trayectorias del sistema definido en ¥g son lineas rectas horizontales. Ademés,
el sistema de Filippov presenta un punto tangente visible (T) el cual se representa

por un punto rojo en los retratos de fase.
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=

>0

(c)

a=0,b=15,¢c=—-15,L=-5y
h=2.

Figura 4-4: Retratos de fase del sistema de Filippov para el caso en que a = 0,6 > 0,c <0y
h > 0 tal que: (a) § < —1, en este caso las trayectorias del sistema definido en S}
evolucionan en forma de elipse donde su eje mayor esta sobre el eje y; (b) 7 > —1, en
este caso las trayectorias del sistema definido en S7 evolucionan en forma de elipse
donde su eje mayor estéa sobre el eje x y (c) § = —1, en este caso las trayectorias del
sistema, definido en Sy evolucionan en forma de circunferencia. En cualquiera de los
casos (a), (b) y (c) la frontera de conmutacion, ¥, se encuentra por encima del eje x,
las trayectorias del sistema S evolucionan en sentido dextrogiro, las trayectorias del
sistema definido en So evolucionan en forma de parabolas que abren hacia la izquierda
y las trayectorias del sistema definido en ¥g son lineas rectas horizontales. Ademas,
el sistema de Filippov presenta un punto tangente visible (T) el cual se representa

por un punto rojo en los retratos de fase.



4.2 Retratos de fase del sistema de Filippov 49

1.2.2

la trayectoria es forzada a permanecer sobre . Como el conjunto de pseudo-
equilibrios del sistema de Filippov, para el caso h = 0, viene dado por

Ss - (0,0) = {(z,9) € R |y =0 A x> 0},

y dado que el punto (0,0) es un equilibrio de frontera del sistema de Filippov
y un equilibrio del sistema (4-15|), se tiene que la trayectoria no desliza y

c

permanece en el punto de corte <\/ x? — Y2, 0).

En las Figuras [4-5al [4-5b] y [4-5d se ilustran los retratos de fase para los

casos § < —1, 7 > —1y § = —1, respectivamente.
c<0yb>0

como b > 0, por el Teorema 3, las trayectorias del sistema (4-16) giran en
sentido dextrogiro y de forma anéloga al caso 1.2.1, se tiene que cualquier
trayectoria iniciando en S7, en (xg, 4o), corta a ¥ en el punto

/ b
2 2
. €rsy— — 0
( 0 Cy07 )7

luego, la trayectoria es forzada a permanecer sobre >, no desliza y permanece

en el punto de corte (—\ [xd — 2y, O).

En las Figuras [4-6al [4-6b] y [4-6d, se ilustran los retratos de fase para los

casos § < —1, 7 > —1y 7 = —1, respectivamente.

1.3 h<0

De (3-3) se tiene que ¢b < 0, luego ¢ y b son de signos opuestos, por tanto, se
consideran los siguientes casos: ¢ >0y b<06c<0yb>0.

1.3.1

c>0yb<0

Sib <0, porel Teorema las trayectorias del sistema giran en sentido
levogiro. Como la frontera de conmutacion, X2, estd por debajo del eje x y las
trayectorias del sistema son elipses 6 circunferencias centradas en el
origen, se tiene que cualquier trayectoria iniciando en Sy, en (zo, o), corta a

b h?
2 _ 2,2 o
(-8 (- ) ).

el cual esté a la derecha del punto tangente invisible, (0, h).

> en el punto

Se supone que la trayectoria corta a ¥ cuando t = t.

b h?
o <\/<x3— E?J%) <1— m)ﬂ) <0,
0 0

Como

SO
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y4 y4

)

Sy

»
%

S
Sy !

(a) a=0,b=—-15,¢=3,L=-5yh=0. (b) a=0,b=-3,¢c=15L=-5yh=0.

-/

S1

(¢) a=0,b=-15,¢=15L=—-5y h=0.

Figura 4-5: Retratos de fase del sistema de Filippov para el caso en que a = 0,0 < 0,¢ >0y
h = 0 tal que: (a) § < —1, en este caso las trayectorias del sistema definido en Sy
evolucionan en forma de elipse donde su eje mayor esta sobre el eje y; (b) 7 > —1, en
este caso las trayectorias del sistema definido en S; evolucionan en forma de elipse
donde su eje mayor esta sobre el eje  y (c) § = —1, en este caso las trayectorias
del sistema definido en S evolucionan en forma de circunferencia. En cualquiera de
los casos (a), (b) vy (c¢) la frontera de conmutacion, 3, se encuentra sobre el eje x,
las trayectorias del sistema S; evolucionan en sentido levogiro, las trayectorias del
sistema definido en Sy evolucionan en forma de parabolas que abren hacia la derecha
y la zona deslizante Yg estd compuesta por infinitos pseudo-equilibrios (SE) y un

equilibrio de frontera (EF) el cual se representa por un punto azul.
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ylk yh

() a=0,b=15,¢c=—-3,L=-5yh=0. (b) a=0,b=3,¢=—-15L=—-5y h=0.

() a=0,b=15c=—-15L=-5yh=0.

Figura 4-6: Retratos de fase del sistema de Filippov para el caso en que a = 0,6 > 0,c <0y

h = 0 tal que: (a) § < —1, en este caso las trayectorias del sistema definido en Sy

evolucionan en forma de elipse donde su eje mayor esta sobre el eje y; (b) 7 > —1, en
este caso las trayectorias del sistema definido en S7 evolucionan en forma de elipse
donde su eje mayor estd sobre el eje x y (c) § = —1, en este caso las trayectorias
del sistema definido en S7 evolucionan en forma de circunferencia. En cualquiera de
los casos (a), (b) y (c) la frontera de conmutacion, Xg, se encuentra sobre el eje z,
las trayectorias del sistema S7 evolucionan en sentido dextrogiro, las trayectorias del
sistema definido en So evolucionan en forma de parabolas que abren hacia la izquierda
y la zona deslizante Xg estd compuesta por infinitos pseudo-equilibrios (SE) y un

equilibrio de frontera (EF) el cual se representa por un punto azul.
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1.3.2

la trayectoria es forzada a permanecer sobre 3. y a deslizarse sobre ella, dicho
movimiento deslizante es definido por el sistema (4-15)).

La solucion del sistema (4-15) con condicién inicial

@mmmmnz(¢(ﬁ—§%)(r—£§%%)m>

viene dada por

z(t) = bht + 3 — bhty,
y(t) = h,

b h?
- 2 Z2) (1- — ).
g ¢@°c%)( %—wQ

Como z(t) es creciente, continua y no esté acotada superiormente en [tg, +00),

(4-19)

donde

se tiene que la trayectoria se desliza sobre ¥, hacia la derecha, tendiendo a
més infinito.

En las Figuras [d-7a|, [4-TD] y [4-7d, se ilustran los retratos de fase para los
casos § < —1, 7 > —1y § = —1, respectivamente.

c<0yb>0

Como b < 0, por el Teorema 3, las trayectorias del sistema (4-16)) giran en
sentido dextrogiro y de forma anéloga al caso 1.3.1, para una trayectoria
comenzando en el punto (zg,yo) € S1, se tiene que esta corta a X en el punto

(/-20) (-5))

el cual esta a la izquierda del punto tangente invisible, (0, h); luego, la tra-

(Sl

yectoria se desliza sobre ¥, hacia la izquierda, tendiendo a menos infinito.

En las Figuras [4-8al, [4-8b| y [4-8d|, se ilustran los retratos de fase para los

casos § < —1, 7 > —1y § = —1, respectivamente.

Si a # 0, de los célculos anteriores se tiene el siguiente sistema de Filippov

(6:{ﬂmw (x.9) € 51,
Y Fy(z,y) (z,y) € Sy,
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yh yu

(a) a=0,b=—-15,¢=3,L=-5yh=—2. (b) a=0,b=-3,c=15L=-5yh=-2
yh
S, V//
x
\z) >
Sy

() a=0,b=—15,¢=15L=—-5yh=—2.

Figura 4-7: Retratos de fase del sistema de Filippov para el caso en que a = 0,6 < 0,¢c >0y

h < 0 tal que: (a) § < —1, en este caso las trayectorias del sistema definido en Sy
evolucionan en forma de elipse donde su eje mayor esta sobre el eje y; (b) £ > —1, en
este caso las trayectorias del sistema definido en Sy evolucionan en forma de elipse
donde su eje mayor estd sobre el eje x y (c) § = —1, en este caso las trayectorias del
sistema definido en S7 evolucionan en forma de circunferencia. En cualquiera de los
casos (a), (b) y (c) la frontera de conmutacion, ¥, se encuentra por debajo del eje
x, las trayectorias del sistema S evolucionan en sentido levégiro, las trayectorias del
sistema definido en Sy evolucionan en forma de parabolas que abren hacia la derecha
y las trayectorias del sistema definido en X g son lineas rectas horizontales. Ademas,
el sistema de Filippov presenta un punto tangente invisible (T) el cual se representa

por un punto rojo en los retratos de fase.
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N
L

—15,L=-5yh=-2.

Sy

() a=0,b=15¢=—-15L=-5yh=—2.

Figura 4-8: Retratos de fase del sistema de Filippov para el caso en que a = 0,6 > 0,¢c <0y

h < 0 tal que: (a) § < —1, en este caso las trayectorias del sistema definido en S;

evolucionan en forma de elipse donde su eje mayor esta sobre el eje y; (b) 7 > —1, en
este caso las trayectorias del sistema definido en S; evolucionan en forma de elipse
donde su eje mayor estd sobre el eje x y (c) § = —1, en este caso las trayectorias del
sistema definido en S7 evolucionan en forma de circunferencia. En cualquiera de los
casos (a), (b) y (c) la frontera de conmutacion, 3, se encuentra por debajo del eje x,
las trayectorias del sistema S7 evolucionan en sentido dextrogiro, las trayectorias del
sistema definido en So evolucionan en forma de pardbolas que abren hacia la izquierda
y las trayectorias del sistema definido en ¥ g son lineas rectas horizontales. Ademas,
el sistema de Filippov presenta un punto tangente invisible (T) el cual se representa

por un punto rojo en los retratos de fase.
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donde

Py () = (aw + by> |

cr — ay

axr +b
R = ("),

con L < 0. Las regiones Sy, Sy y la frontera de conmutacion, ¥, se definen por medio
de la funcion H(z,y) = y — h de la siguiente forma:

Sy ={(z,y) e R*|H(z,y) < 0} = {(z,y) € R*|y < h},
Sy ={(z,y) e R®| H(z,y) > 0} = {(z,y) € R?|y > h},
Y ={(z,y) e R*|H(z,y) = 0} = {(x,y) e R? |y = h}.

La frontera ¥ se divide en dos partes: la zona de cruce,

Y. ={(z,y) €ER*|H(x,y) =0 A cx — ay < 0},
y la zona de deslizamiento,

Ys = {(z,y) e R*| H(z,y) =0 A cx —ay > 0}.

La dinamica deslizante viene dada por

T ar + b
(y) — Fy(a,y) = ( ! y) . (2,y) € Ss. (4-20)
Por (3-4) y (3-5)), se tiene que la soluciéon del sistema

(5) = Fi(z,y) = (ax + by) . o)

cxr — ay

con condicion inicial (zg,yo) viene dada por

x(t) = xg [% sin (t7y) + cos (t’y)] + b_zo sin (),

() = “sin 19) + 0 [cos () - “sin )]

donde ~, definido en la ecuacion (3-6f), viene dado por v = v/—a? — bc.

Ademés, como a # 0, por el Teorema 3, las trayectorias del sistema (4-21)) con condicién
inicial (g, o) son elipses con centro en el origen, donde sus ejes mayor y menor estan
rotados un dngulo agudo 6 tal que 0 < 0 < 7/4si ;- <0;7m/4 <0 <7/2si ;5. >0y
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0 = m/4si § = —1. Las ecuaciones de dichas trayectorias en el plano xy vienen dadas
por

c a
— () + 250(0y(t) + 42(0) = €, (4-22)

donde ¢, definida en la ecuacion (3-16)), viene dada por & = xg[2ayo — czo] + by?.

La solucién del sistema
T ar +b —
(y) = F2<x7y) = ( I y) ) (SL’, y) € 527 (4_23)

con L < 0y condicién inicial (zg,yo) viene dada por

Manipulando algebraicamente esta solucion se obtiene
z(t) = ——+ 20+ — e W) —yo)
a a

Por tanto, las trayectorias del sistema l} son funciones exponenciales si xg # —%

_bh

6 una linea recta vertical si g = —2

La solucion del sistema (4-20)) con condicion inicial (xg,yo) viene dada por

Por tanto, las trayectorias del sistema (4-20)) son lineas rectas horizontales.

A continuacion, se consideran los casos a >0y a < 0.

a>0

Para este caso, a > 0, se determina los retratos de fase del sistema de Filippov para
los diferentes valores de h: h >0, h =0y h < 0.

21 h>0

De (3-3) se tiene que bc < 0, luego ¢ y b son de signos opuestos, por tanto, se
consideran los siguientes casos: ¢ >0y b<0,c<0yb>0.
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211 c>0yb<0

Como b < 0y a > 0, por el Teorema 3, se tiene que las trayectorias del sistema
(4-21)) giran en sentido levogiro, ademas, el eje mayor de las trayectorias,

- , . ,
elipses, esta sobre el eje rotado z’, ya que § < 0.

Se consideran los siguientes casos para la condicion inicial (xg,yp) en Sy:

2.1.1.1

2.1.1.2

h2’\/2
> "

En este caso, la trayectoria del sistema (4-21)) comenzando en (zg,yo)
evoluciona en forma de elipse y no corta a X, ya que la condicién

h2 2
6 > = g )
c
implica que
2 —2h?uvy?
2 LQ <92 K =,
(b —c)+ p ¢lpu(b—c) + p?]
donde
2p8
(b —c) + p?

es la longitud del deje mayor de la trayectoria, elipse, que inicia desde el

punto (zo, yo) ¥
5 —2h? iy
clp(b—c)+p?]’

es la longitud del eje mayor de la trayectoria, elipse, que inicia desde el

punto tangente (%, h). El parametro u es definido en la ecuacion (3-18|)

y viene dado por p = /4a% + (¢ + b)2.

bh2'}/2 h2"}’2
a2 <8

En este caso, la trayectoria del sistema (4-21) comenzando en (xg,yo)
evoluciona en forma de elipse hasta que corta a > en el punto

(ah +/—h*y? — € h>
C ) bl

el cual estéa entre el punto tangente visible, (%, h), y el pseudo-equilibrio

inestable, (—%, h), donde el punto tangente esté a la izquierda del pseudo-
ah bh
< —=.

c a

— 5242 _
U(ah—i-\/ h2~y c§’h) <0
c

equilibrio, ya que

Como

Y
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2.1.1.3

la trayectoria es forzada a permanecer sobre X y a deslizarse sobre ella,
dicho movimiento deslizante es definido por . Como el pseudo-
equilibrio es inestable, se tiene que la trayectoria continua evolucionando
sobre ¥ hasta que llega al punto (%, h). Dado que (%, h) es un punto
tangente visible con respecto a F} y F; es transversal a la frontera de con-
mutacion X, la trayectoria sale de Y en (%, h) y continua evolucionando
en S7 en forma de elipse formandose un ciclo, ademas, por el Teorema 3,
se tiene que la soluciéon del sistema (4-21]) con condicién inicial

(20, Y0) = (%ﬂ) ;

satisface la siguiente ecuacion

c 5 a 9 h*~?
——x(t 2—x(t)y(t t =
(1) + 25 0y(t) + (1) + - =0,
la cual describe a dicho ciclo en el plano zy.
="

Como a > 0, por el Teorema 3, se tiene que la trayectoria del sistema
(4-21)) comenzando en (zg, yo) es una elipse cuya ecuacion en el plano 'y’
viene dada por

@y N
20&(p(b — ¢) +4alal £ (c+b)lc + b))~
2
(') =1, (4-24)
20 (u(b — ) — dalal + (e + b)|c + b])
Como -
bh=~y
§=—32> (4-25)
de (4-24) se tiene que
(@ N
2bh2a=22u((u(b — ¢) + 4ala| £ (c+ b)|c + b))~

(v)?
2bh2a=2y2pu((p(b — ¢) — dalal + (¢ + b)|c + b]) ™"

Esta ultima ecuacion representa la trayectoria del sistema (4-21]) iniciando en
el pseudo-equilibrio (—%, h), por tanto, la trayectoria del sistema de Filippov
que comienza en el punto (zo, yo) € Si, el cual satisface la condicion (4-25)), evo-
luciona en forma de elipse hasta que corta a X en el pseudo-equilibrio inestable,
(—%, h), al ser este un equilibrio del sistema 1} la trayectoria permanece

en este punto y no se desliza sobre X.
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2.1.14 ¢ < M2

2.1.2

a2
En este caso, la trayectoria del sistema (4-21]) comenzando en (zg, yo) evoluciona
en forma de elipse hasta que corta a ¥ en el punto

(ah +/—h?y2 — £ h)
c ) )

el cual esta a la derecha del pseudo-equilibrio inestable, (—%, h).

Como

12,2 _
U(ah—i—\/ h2~ Cf,h) <0,
c

la trayectoria del sistema es forzado a permanecer sobre ¥ y a deslizarse so-
bre ella, dicho movimiento deslizante es definido por . Como el pseudo-
equilibrio es inestable, se tienen que la trayectoria continua evolucionando hacia
la derecha, sobre Xg, tendiendo a més infinito.

En las Figuras [4-9al [4-9b| y [4-9¢| se ilustran los retratos de fase para los
casos iz >0

_a

s e <0y § = —1, respectivamente.

c<0yb>0

Como b > 0y a > 0, por el Teorema 3, se tiene que las trayectorias del sistema
(4-21)) giran en sentido dextrogiro, ademas, el eje mayor de las trayectorias,
elipses, estd sobre el eje rotado ¥/, ya que § > 0.

De forma analoga al caso 2.1.1, para cualquier trayectoria del sistema (4-21)
comenzando en Sy, en (zg,Yo), se tiene lo siguiente:

2121 8Si € < —&gz, la trayectoria del sistema (4-21|) evoluciona en forma de

elipse y no corta a X.

2.1.2.2 Si —]1277 < ¢ < Y22 a trayectoria del sistema (4-21)) evoluciona en forma

2.12.3 Si ¢ = 22

a
de elipse hasta que corta a > en el punto

(ah +/—h?y? — € h)
c ) Y

el cual esta entre el pseudo-equilibrio, (—%,h), y el punto tangente,
(%, h); luego, la trayectoria entra en ¥ y se desliza sobre ella hasta llegar
al punto tangente visible, (%, h), después entra a la region Sy y evolucio-
na en forma de elipse y llega nuevamente al punto tangente y continua
evolucionando en forma de elipse.

——, la trayectoria del sistema (4-21]) evoluciona en forma de

elipse hasta que corta a ¥ en el pseudo-equilibrio inestable, (—%, h), al
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() a=1,b=-2¢c=4,L=-5yh=2. (b) a=1,b=—-4,c=2L=-5yh=2.
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(c)a=1,b=-2,c=2L=-5yh=2.

Figura 4-9: Retratos de fase del sistema de Filippov para el caso en que a > 0,b <0, ¢ >0y h > 0 tal

que: (a) 35z > 0, en este caso las trayectorias del sistema definido en S; evolucionan en forma

de elipse donde sus ejes mayor y menor estan rotados un angulo 6 tal que 7/4 < 0 < 7w/2;
(b) 7re < 0, en este caso las trayectorias del sistema definido en Sy evolucionan en forma de
elipse donde sus ejes mayor y menor estan rotados un angulo 6 tal que 0 < 8 < 7/4 y (c)
7 = —1, en este caso las trayectorias del sistema definido en S; evolucionan en forma de elipse
donde sus ejes mayor y menor estan rotados un angulo 7/4. En cualquiera de los casos (a),
(b) y (c) la frontera de conmutacién, ¥, se encuentra por encima del eje z, las trayectorias
del sistema S; evolucionan en sentido levogiro y el eje mayor de las elipses esta sobre el eje
rotado ', las trayectorias del sistema definido en Sy evolucionan en forma exponencial si
To # —% 6 son lineas rectas verticales si xg = —% y las trayectorias del sistema definido en
Y5 son lineas rectas horizontales. Ademas, el sistema de Filippov presenta un punto tangente
visible (T) el cual se representa por un punto rojo y un pseudo-equilibrio (SE) inestable en

Y.s el cual se representa por un punto azul en los retratos de fase.
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ser este un equilibrio del sistema (4-20)) la trayectoria permanece en dicho
punto y no se desliza sobre .

2.1.24 Si & > bh;—f, la trayectoria del sistema (4-21) evoluciona en forma de
elipse hasta que corta a > en el punto

(ah +/—h*y? - h>
c ) Y

el cual esta a la izquierda del pseudo-equilibrio instable, (—%, h); luego, la
trayectoria entra en X y se desliza sobre ella, este deslizamiento continua
hacia la izquierda tendiendo a menos infinito.

En las Figuras [#-10a], [4-10b] y [4-10d, se ilustran los retratos de fase para los
casos 3= > 0, 33

? b+c
22 h=0

<0y § = —1, respectivamente.

De (3-3) se tiene que bc < 0, luego ¢ y b son de signos opuestos, por tanto, se
consideran los siguientes casos: ¢ >0y b<06c<0yb>0.

221 ¢>0yb<0

Como b < 0y a > 0, por el Teorema 3, se tiene que las trayectorias del siste-
ma giran en sentido levogiro, ademas, el eje mayor de las trayectorias,
elipses, estéd sobre el eje rotado 2’, ya que § < 0. Como la frontera de conmu-
tacion, X, esté sobre el eje x y las trayectorias del sistema son elipses
centradas en el origen, se tiene que para cualquier trayectoria iniciando en
S1, en (xg, yo), evoluciona en forma de elipse hasta que corta a ¥ en el punto

)

el cual esta a la derecha del equilibrio de frontera, (0,0).

(Vo) <0
C

la trayectoria es forzada a permanecer sobre ¥ y a deslizarse sobre ella, dicho
movimiento deslizante es definido por (4-20)). Como el equilibrio de frontera
es inestable, se tienen que la trayectoria continua evolucionando hacia la

Como

derecha, sobre Y, tendiendo a més infinito.

En las Figuras |4-11al [4-11b|y [4-11¢, se ilustran los retratos de fase para los

_a_

e <0y ¢ = —1, respectivamente.

a
casos pi- > 0
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(a) a=1,b=4,c=-2,L=-5yh=2. (b) a=1,b=2,¢c=—-4,L=—5yh=2.
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(¢)a=1,b=2,¢c=-2,L=-5yh=2.

Figura 4-10: Retratos de fase del sistema de Filippov para el caso en que a > 0,b>0,c <0y h >0

_a

b+c
forma de elipse donde sus ejes mayor y menor estan rotados un angulo 8 tal que 7/4 < 6 <

tal que: (a) > 0, en este caso las trayectorias del sistema definido en S; evolucionan en

7/2; (b) 3%, < 0, en este caso las trayectorias del sistema definido en 57 evolucionan en

forma de elipse donde sus ejes mayor y menor estan rotados un angulo 6 tal que 0 < 0 < 7 /4
y (¢) § = —1, en este caso las trayectorias del sistema definido en S; evolucionan en forma
de elipse donde sus ejes mayor y menor estan rotados un angulo 7/4. En cualquiera de
los casos (a), (b) y (c) la frontera de conmutacion, X, se encuentra por encima del eje
x, las trayectorias del sistema S evolucionan en sentido dextrégiro y el eje mayor de las
elipses esta sobre el eje rotado 3/, las trayectorias del sistema definido en S5 evolucionan en
forma exponencial si xg # —% 6 son lineas rectas verticales si xg = —% y las trayectorias
del sistema definido en X g son lineas rectas horizontales. Ademas, el sistema de Filippov
presenta un punto tangente visible (T) el cual se representa por un punto rojo y un pseudo-
equilibrio (SE) inestable en Xg el cual se representa por un punto azul en los retratos de

fase.
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yu Yy 4

Cla=1,b=-2,¢=2,L=-5y h=0.
(c)

Figura 4-11: Retratos de fase del sistema de Filippov para el caso en que a > 0,b<0,c >0y h =0

_a_

b+c
forma de elipse donde sus ejes mayor y menor estan rotados un angulo 6 tal que 7/4 < 6 <

tal que: (a) > 0, en este caso las trayectorias del sistema definido en S; evolucionan en

7/2; (b) 33 < 0, en este caso las trayectorias del sistema definido en S; evolucionan en

forma de elipse donde sus ejes mayor y menor estan rotados un angulo 6 tal que 0 < 6 < /4
y (c) § = —1, en este caso las trayectorias del sistema definido en S; evolucionan en forma
de elipse donde sus ejes mayor y menor estan rotados un angulo 7/4. En cualquiera de los
casos (a), (b) y (c) la frontera de conmutacion, ¥, se encuentra sobre el eje x, las trayectorias
del sistema S; evolucionan en sentido levogiro y el eje mayor de las elipses esta sobre el
eje rotado z’, las trayectorias del sistema definido en Sy evolucionan en forma exponencial
si g # 0 0 son lineas rectas verticales si g = 0 y las trayectorias del sistema definido en
Y. son lineas rectas horizontales. Ademaés, el sistema de Filippov presenta un equilibrio de
frontera (EF) inestable en Xg el cual se representa por un punto azul en los retratos de

fase.



64 A un sistema de Filippov
222 c<0yb>0
Como b > 0y a > 0, por el Teorema 3, se tiene que las trayectorias del sistema
(4-21)) giran en sentido dextrogiro, ademas, el eje mayor de las trayectorias,
elipses, esté sobre eje el rotado y', ya que § > 0.
De forma analoga al caso 2.2.1, se tiene que cualquier trayectoria del sistema
(4-21) comenzando en Sy, en (zg,yo), corta a X en el punto
<_ __57 0)
c
el cual esta a la izquierda del equilibrio de frontera inestable, (0,0); luego,
la trayectoria continua sobre Y y se desliza hacia la izquierda tendiendo a
menos infinito.
En las Figuras [4-12al, [4-12b] y [4-12c] se ilustran los retratos de fase para los
casos ;- > 0, 332 <0y § = —1, respectivamente.
23 h<0

De (3-3) se tiene que bc < 0, luego ¢ y b son de signos opuestos, por tanto, se
consideran los siguientes casos: ¢ >0y b<06c<0yb>0.

2.3.1

2.3.2

c>0yb<0

Como b < 0y a > 0, por el Teorema 3, se tiene que las trayectorias del sistema
(4-21)) giran en sentido levogiro, ademaés, el eje mayor de las trayectorias,
elipses, esté sobre el eje rotado 2, ya que § < 0.

De forma analoga al caso 1.3.1, se tiene que cualquier trayectoria del sistema
(4-21) comenzando en Sy, en (zg,yo), corta a X en el punto

(ah +\/—h?y2 — € h)
C ) )

el cual esta a la derecha del punto tangente invisible, (%, h); luego, la trayec-
toria se desliza sobre X, hacia la derecha, tendiendo a méas infinito.

En las Figuras [4-13al, [4-13b|y [4-13d, se ilustran los retratos de fase para los

a a c _ __ 1
casos i > 0, e < 0y 7 = —1, respectivamente.

c<0yb>0
Como b > 0y a > 0, por el Teorema 3, se tiene que las trayectorias del sistema

(4-21)) giran en sentido dextrogiro, ademas, el eje mayor de las trayectorias,
elipses, estd sobre eje rotado y', ya que ¢ > 0.
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S1

(c)a=1,b=2,c=-2L=-5yh=0.

Figura 4-12: Retratos de fase del sistema de Filippov para el caso en que a > 0, b > 0,c <0y h =0
tal que: (a) 35 > 0, en este caso las trayectorias del sistema definido en Sy evolucionan en
forma de elipse donde sus ejes mayor y menor estan rotados un angulo 0 tal que 7/4 < 6 <
m/2; (b) 3% < 0, en este caso las trayectorias del sistema definido en S; evolucionan en
forma de elipse donde sus ejes mayor y menor estan rotados un angulo 6 tal que 0 < 6 < 7/4
y (¢) £ = —1, en este caso las trayectorias del sistema definido en S evolucionan en forma
de elipse donde sus ejes mayor y menor estan rotados un angulo w/4. En cualquiera de los
casos (a), (b) y (c) la frontera de conmutacién, X, se encuentra sobre el eje z, las trayectorias
del sistema S; evolucionan en sentido dextrogiro y el eje mayor de las elipses esta sobre el
eje rotado ¢/, las trayectorias del sistema definido en S5 evolucionan en forma exponencial
si zg # 0 6 son lineas rectas verticales si g = 0 y las trayectorias del sistema definido en
Y5 son lineas rectas horizontales. Ademas, el sistema de Filippov presenta un equilibrio de
frontera (EF) inestable en Xg el cual se representa por un punto azul en los retratos de

fase.
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(c)a=1,b=-2,c=2L=-5yh=-2

Figura 4-13: Retratos de fase del sistema de Filippov para el caso en que a > 0,6 < 0, ¢ >0y h <0
tal que: (a) 7c > 0, en este caso las trayectorias del sistema definido en Sy evolucionan en
forma de elipse donde sus ejes mayor y menor estan rotados un angulo 0 tal que 7/4 < 6 <
7w/2; (b) 7re < 0, en este caso las trayectorias del sistema definido en Sy evolucionan en
forma de elipse donde sus ejes mayor y menor estan rotados un angulo 6 tal que 0 < 6 < 7/4
y (¢) § = —1, en este caso las trayectorias del sistema definido en S evolucionan en forma
de elipse donde sus ejes mayor y menor estan rotados un angulo /4. En cualquiera de
los casos (a), (b) y (c) la frontera de conmutacion, ¥, se encuentra por debajo del eje
x, las trayectorias del sistema S; evolucionan en sentido levogiro y el eje mayor de las
elipses esta sobre el eje rotado 2/, las trayectorias del sistema definido en S5 evolucionan en
forma exponencial si xg # —% 6 son lineas rectas verticales si xg = —% y las trayectorias
del sistema definido en X g son lineas rectas horizontales. Ademas, el sistema de Filippov
presenta un punto tangente invisible (T) el cual se representa por un punto rojo en los

retratos de fase.
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3.a<0

De forma analoga al caso 1.3.1, se tiene que cualquier trayectoria del sistema
(4-21)) comenzando en Sy, en (zg,yo), corta a X en el punto

(ah +/—h*y? =€ h)
c Y )

el cual esta a la izquierda del punto tangente invisible, (%, h); luego, la tra-
yectoria se desliza sobre X, hacia la izquierda, tendiendo a menos infinito.

En las Figuras [4-14al, [4-14b|y [4-14d, se ilustran los retratos de fase para los
< 0y § = —1, respectivamente.

2

a
casos 3z > 0, 35

Para este caso, a < 0, se determina los retratos de fase del sistema de Filippov para
los diferentes valores de h: h >0, h=0y h <O0.

3.1 h>0

De (3-3) se tiene que bc < 0, luego ¢ y b son de signos opuestos, por tanto, se

consideran los siguientes casos: ¢ >0y b<0,c<0yb>0.

311 c¢>0yb<0

Como b < 0y a < 0, por el Teorema 3, se tiene que las trayectorias del sistema
(4-21)) giran en sentido levogiro, ademas, el eje mayor de las trayectorias,
elipses, esté sobre el eje rotado y', ya que § > 0.

Se consideran los siguientes casos para la condicion inicial (zg, yo) en Si:

3.1.1.1 > 11

Analogamente al caso 2.1.1.1, se tiene que la trayectoria del sistema (4-21])
comenzando (g, yo) evoluciona en forma de elipse y no corta a 3.

3112 ¢ < 122

Anélogamente al caso 1.1.1.b, se tiene que la trayectoria del sistema (4
21)) comenzando (xg, yo) evoluciona en forma de elipse hasta corta a ¥ en

(ah +/—h*y? - h>
c ) Y

el punto

luego, la trayectoria entra a > y se desliza sobre ella, hacia la izquierda,
hasta llegar al punto tangente visible, (a—ch, h), después entra a la region
S1, evoluciona en forma de elipse, llega nuevamente al punto tangente y
continua evolucionando en forma de elipse.
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(a) a=1,b=4,¢c=-2,L=-5yh=—-2. (b) a=1,b=2,¢=—-4,L=-5y h=-2.

Sy

(¢c)a=1,b=2,¢c=-2L=-5yh=-2

Figura 4-14: Retratos de fase del sistema de Filippov para el caso en que a > 0,b>0,c <0y h <0
tal que: (a) ﬁ > 0, en este caso las trayectorias del sistema definido en S7 evolucionan en
forma de elipse donde sus ejes mayor y menor estan rotados un angulo 8 tal que 7/4 < 6 <
7/2; (b) 3%, < 0, en este caso las trayectorias del sistema definido en 57 evolucionan en
forma de elipse donde sus ejes mayor y menor estan rotados un angulo 6 tal que 0 < 0 < 7 /4
y (¢) § = —1, en este caso las trayectorias del sistema definido en S; evolucionan en forma
de elipse donde sus ejes mayor y menor estan rotados un angulo 7/4. En cualquiera de
los casos (a), (b) v (c) la frontera de conmutacion, X, se encuentra por debajo del eje
x, las trayectorias del sistema S; evolucionan en sentido dextrégiro y el eje mayor de las
elipses esta sobre el eje rotado 3/, las trayectorias del sistema definido en S5 evolucionan en
forma exponencial si xg # —% 6 son lineas rectas verticales si xg = —% y las trayectorias
del sistema definido en X g son lineas rectas horizontales. Ademas, el sistema de Filippov
presenta un punto tangente invisible (T) el cual se representa por un punto rojo en los

retratos de fase.
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En las Figuras [4-15al, [4-15b] v [4-15¢] se ilustran los retratos de fase para los

a a
casos 3z > 0, 35

312 c<0yb>0

<0y § = —1, respectivamente.

Como b > 0y a < 0, por el Teorema 3, se tiene que las trayectorias del sistema
(4-21]) giran en sentido dextrogiro, ademas, el eje mayor de las trayectorias,
elipses, estd sobre el eje rotado 7', ya que § < 0.

De forma analoga al caso 3.1.1, para cualquier trayectoria del sistema (4-21))
comenzando en Sy, en (zg,Yo), se tiene lo siguiente:

3.1.2.1 Si € < —Lf, la trayectoria del sistema (4-21]) evoluciona en forma de
elipse y no corta a X.

3.1.22 Si ¢ > —@, la trayectoria del sistema (4-21|) evoluciona en forma de
elipse hasta que corta a > en el punto

(ah +/—h*y? - h)
c ) Y

luego, la trayectoria entra a X y se desliza sobre ella, hacia la derecha,
hasta llegar al punto tangente visible, (“—Ch, h), después entra a la region
S1, evoluciona en forma de elipse, llega nuevamente al punto tangente y
continua evolucionando en forma de elipse.

En las Figuras [4-16al, [4-16b|y [4-16d, se ilustran los retratos de fase para los

casos pi- > 0, 332 <0y § = —1, respectivamente.
32 h=0

De (3-3) se tiene que bc < 0, luego ¢ y b son de signos opuestos, por tanto, se
consideran los siguientes casos: ¢ >0y b<0,c<0yb>0.

321 ¢c>0yb<0

Como b < 0y a < 0, por el Teorema 3, se tiene que las trayectorias del sistema
(4-21)) giran en sentido levogiro, ademas, el eje mayor de las trayectorias,
elipses, esté sobre eje el rotado y', ya que § > 0.

De forma analoga al caso 2.2.1, se tiene que cualquier trayectoria del sistema
(4-21) comenzando en Sy, en (zg,yo), corta a X en el punto

=)

luego, la trayectoria se desliza sobre ¥, hacia la izquierda, tendiendo al equi-
librio de frontera estable, (0,0).
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(a) a=-1,b=—-4,c=2,L=-5yh=2. (b) a=-1,b=-2,c=4,L=-5yh=2.
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(c)a=-1,b=-2,c=2L=-5yh=2.

Figura 4-15: Retratos de fase del sistema de Filippov para el caso en que a < 0, b < 0, ¢ >0y h >0

a

b+c
forma de elipse donde sus ejes mayor y menor estan rotados un angulo 0 tal que 7/4 < 6 <

tal que: (a) > 0, en este caso las trayectorias del sistema definido en S} evolucionan en

w/2; (b) 5re < 0, en este caso las trayectorias del sistema definido en Sy evolucionan en
forma de elipse donde sus ejes mayor y menor estan rotados un angulo 6 tal que 0 < 6 < /4
y (¢) § = —1, en este caso las trayectorias del sistema definido en S evolucionan en forma
de elipse donde sus ejes mayor y menor estan rotados un angulo /4. En cualquiera de
los casos (a), (b) y (c) la frontera de conmutacion, ¥, se encuentra por encima del eje
x, las trayectorias del sistema S; evolucionan en sentido levogiro y el eje mayor de las
elipses esta sobre el eje rotado 3/, las trayectorias del sistema definido en Sy evolucionan en
forma exponencial si xg # —% 0 son lineas rectas verticales si zg = —% y las trayectorias
del sistema definido en X g son lineas rectas horizontales. Ademas, el sistema de Filippov
presenta un punto tangente visible (T) el cual se representa por un punto rojo en los retratos

de fase.
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s
N

Sy

(¢)a=-1,b=2¢=-2 L=-5yh=2.

Figura 4-16: Retratos de fase del sistema de Filippov para el caso en que a < 0,b>0,c <0y h >0
tal que: (a) ﬁ > 0, en este caso las trayectorias del sistema definido en S; evolucionan en
forma de elipse donde sus ejes mayor y menor estan rotados un angulo 0 tal que 7/4 < 6 <
7/2; (b) 3%, < 0, en este caso las trayectorias del sistema definido en 57 evolucionan en
forma de elipse donde sus ejes mayor y menor estan rotados un angulo 6 tal que 0 < 0 < 7 /4
y (¢) § = —1, en este caso las trayectorias del sistema definido en S; evolucionan en forma
de elipse donde sus ejes mayor y menor estan rotados un angulo 7/4. En cualquiera de
los casos (a), (b) y (c) la frontera de conmutacion, ¥, se encuentra por encima del eje
x, las trayectorias del sistema S evolucionan en sentido dextrégiro y el eje mayor de las
elipses esta sobre el eje rotado 2/, las trayectorias del sistema definido en Sy evolucionan en
forma exponencial si xg # —% 6 son lineas rectas verticales si xg = —% y las trayectorias
del sistema definido en X g son lineas rectas horizontales. Ademas, el sistema de Filippov
presenta un punto tangente visible (T) el cual se representa por un punto rojo en los retratos

de fase.
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En las Figuras [4-17al, [4-17b| y [4-17c] se ilustran los retratos de fase para los

a a
casos 3z > 0, 35

<0y § = —1, respectivamente.

y4 y4

(¢)a=-1,b=-2¢=2 L=-5yh=0.

Figura 4-17: Retratos de fase del sistema de Filippov para el caso en que a < 0,b<0,c >0y h =0

_a

b+c
forma de elipse donde sus ejes mayor y menor estan rotados un angulo 0 tal que 7/4 < 6 <

tal que: (a) > 0, en este caso las trayectorias del sistema definido en S; evolucionan en
7/2; (b) 3%, < 0, en este caso las trayectorias del sistema definido en 57 evolucionan en
forma de elipse donde sus ejes mayor y menor estan rotados un angulo 6 tal que 0 < 0 < 7 /4
y (¢) § = —1, en este caso las trayectorias del sistema definido en S; evolucionan en forma
de elipse donde sus ejes mayor y menor estan rotados un angulo /4. En cualquiera de los
casos (a), (b) y (c) la frontera de conmutacion, X, se encuentra sobre el eje z, las trayectorias
del sistema S; evolucionan en sentido levogiro y el eje mayor de las elipses estd sobre el
eje rotado ¢, las trayectorias del sistema definido en S5 evolucionan en forma exponencial
si g # 0 0 son lineas rectas verticales si zg = 0 y las trayectorias del sistema definido en

Yg son lineas rectas horizontales. Ademas, el sistema de Filippov presenta un equilibrio de

frontera (EF) estable en ¥g el cual se representa por un punto azul en los retratos de fase.
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322 c<0yb>0

Como b > 0y a < 0, por el Teorema 3, se tiene que las trayectorias del sistema
(4-21]) giran en sentido dextrogiro, ademas, el eje mayor de las trayectorias,
elipses, estd sobre eje el rotado 7', ya que § < 0.

De forma analoga al caso 2.2.1, se tiene que cualquier trayectoria del sistema
(4-21]) comenzando en S, en (zg, o), corta a ¥ en el punto

()

luego, la trayectoria se desliza sobre ¥, hacia la derecha, tendiendo al equili-
brio de frontera estable, (0,0).

En las Figuras [4-18al, [4-18b|y [4-18¢, se ilustran los retratos de fase para los
casos 7z <0, 535

7 btc
3.3 h<0

>0y § = —1, respectivamente.

De (3-3) se tiene que bc < 0, luego ¢ y b son de signos opuestos, por tanto, se
consideran los siguientes casos: ¢ >0y b<0,c<0yb>0.

331 c¢c>0yb<0

Como b < 0y a < 0, por el Teorema 3, se tiene que las trayectorias del sistema
(4-21)) giran en sentido levogiro, ademas, el eje mayor de las trayectorias,
elipses, esté sobre eje el rotado y', ya que ¢ > 0.

Se consideran los siguientes casos para la condicion inicial (xg,yp) en Sy:
33.1.1 "2 o< P22
311 7 < -
Anélogamente al caso 2.1.1.2, se tiene que cualquier trayectoria del sis-

tema (4-21)) iniciando en (xg, yo) evoluciona en forma de elipse hasta que
corta a 2 en el punto

(ah +/—h?y? =€ h)
c ) Y

el cual esta entre el punto tangente invisible, (%, h), y el pseudo-equilibrio
estable, (—%, h); luego, la trayectoria se desliza sobre ¥, hacia la derecha,
tendiendo al pseudo-equilibrio estable.

3.3.1.2 ¢ = Y2

a2
Anélogamente al caso 2.1.1.3, la trayectoria del sistema (4-21]) comenzan-
do en (xg, o) evoluciona en forma de elipse hasta que corta a X en el

pseudo-equilibrio estable, (—%, h), al ser este un equilibrio del sistema
(4-20)) la trayectoria permanece en dicho punto y no se desliza sobre X.
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y4 y4

Sy

S1

(a) a=—-1,b=2,¢c=-4,L=-5yh=0. (b) a=-1,b=4,¢=-2L=-5yh=0.
y‘l

Sy

(¢)a=-1,b=2,¢=-2 L=-5yh=0.

Figura 4-18: Retratos de fase del sistema de Filippov para el caso en que a < 0,b>0,c <0y h =0

_a

b+c
forma de elipse donde sus ejes mayor y menor estan rotados un angulo 6 tal que 7/4 < 0 <

tal que: (a) > 0, en este caso las trayectorias del sistema definido en .S; evolucionan en

7/2; (b) 3% < 0, en este caso las trayectorias del sistema definido en 57 evolucionan en

forma de elipse donde sus ejes mayor y menor estan rotados un angulo 6 tal que 0 < 6 < /4
y (c) § = —1, en este caso las trayectorias del sistema definido en S; evolucionan en forma
de elipse donde sus ejes mayor y menor estan rotados un angulo 7/4. En cualquiera de los
casos (a), (b) y (c) la frontera de conmutacion, ¥, se encuentra sobre el eje x, las trayectorias
del sistema S; evolucionan en sentido dextrégiro y el eje mayor de las elipses esta sobre el
eje rotado 2, las trayectorias del sistema definido en Sy evolucionan en forma exponencial
si g # 0 0 son lineas rectas verticales si zg = 0 y las trayectorias del sistema definido en
Y. son lineas rectas horizontales. Ademaés, el sistema de Filippov presenta un equilibrio de

frontera (EF) estable en 3 el cual se representa por un punto azul en los retratos de fase.
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3.3.1.3

é_ < th’}/Q

a2
Anélogamente al caso 2.1.1.4, la trayectoria del sistema (4-21)) comenzan-
do en (zg, o) evoluciona en forma de elipse hasta que corta a X en el

(ah +/—h*y? - h>
c ) Y

punto

luego, la trayectoria se desliza sobre ., hacia la izquierda, tendiendo al
pseudo-equilibrio estable, (—%, h).

En las Figuras [4-19al [4-19b|y [4-19¢, se ilustran los retratos de fase para los

a
casos i > 0

_a_

s e <0y § = —1, respectivamente.

332 c<0yb>0

Como b > 0y a < 0, por el Teorema 3, se tiene que las trayectorias del sistema

(4-21)) giran en sentido dextrogiro y, ademaés, el eje mayor de las trayectorias,

elipses, esté sobre eje el rotado 2/, ya que ¢ < 0.

De forma analoga al caso 3.3.1, para cualquier trayectoria del sistema (4-21)
comenzando en Sy, en (zg,Yo), se tiene lo siguiente:

3.3.2.1

3.3.2.2

3.3.2.3

. 2 2 2 . . .
Si _th <éE< bZZV’ la trayectoria del sistema ({4-21)) evoluciona en forma

de elipse hasta que corta a X en el punto

(ah +/—h*y? - h>
c ) Y

el cual esté entre el pseudo-equilibrio estable, (—%, h), y el punto tan-

gente invisible, (%, h); luego, la trayectoria se desliza sobre ¥, hacia la
izquierda, tendiendo al pseudo-equilibrio estable.

Si € = ”"j;z, la trayectoria del sistema ([4-21) evoluciona en forma de
elipse hasta que corta a X en el pseudo-equilibrio estable, (—%, h), al ser
este un equilibrio del sistema (4-20]) la trayectoria permanece en dicho

punto y no se desliza sobre X.

Si€ > b’f—f, la trayectoria del sistema ([4-21) evoluciona en forma de

elipse hasta que corta a > en el punto

(ah—l— V —h*y? —c€ h)
c ) Y

el cual esta a la izquierda del pseudo-equilibrio estable, (—%, h); luego,
la trayectoria se desliza sobre Y, hacia la derecha, tendiendo al pseudo-
equilibrio estable.
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yu yh
Sa
Y
\\:T> > S;E/ < s
=—-1,b=-2,¢c=4,L =5y

Figura 4-19: Retratos de fase del sistema de Filippov para el caso en que a < 0, b < 0, ¢ >0y h <0
tal que: (a) 7c > 0, en este caso las trayectorias del sistema definido en Sy evolucionan en
forma de elipse donde sus ejes mayor y menor estan rotados un angulo 6 tal que 7/4 < 6 <
w/2; (b) 7re < 0, en este caso las trayectorias del sistema definido en Sy evolucionan en
forma de elipse donde sus ejes mayor y menor estan rotados un angulo 6 tal que 0 < 6 < 7/4
y (¢) £ = —1, en este caso las trayectorias del sistema definido en S evolucionan en forma
de elipse donde sus ejes mayor y menor estan rotados un angulo /4. En cualquiera de
los casos (a), (b) y (c) la frontera de conmutacion, ¥, se encuentra por debajo del eje
x, las trayectorias del sistema S; evolucionan en sentido levogiro y el eje mayor de las
elipses esta sobre el eje rotado 3/, las trayectorias del sistema definido en Sy evolucionan en
forma exponencial si xg # —% 6 son lineas rectas verticales si zg = —% y las trayectorias
del sistema definido en X g son lineas rectas horizontales. Ademas, el sistema de Filippov
presenta un punto tangente invisible (T) el cual se representa por un punto rojo y un
pseudo-equilibrio (SE) estable en Xg el cual se representa por un punto azul en los retratos

de fase.
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En las Figuras [4-20al, [4-20Db| y [4-20¢] se ilustran los retratos de fase para los

a a
casos 3o <0, 35

>0y § = —1, respectivamente.

1 y

v Sz il S, /
R

Sy

Figura 4-20: Retratos de fase del sistema de Filippov para el caso en que a < 0,b>0,c <0y h <0
tal que: (a) 7+c > 0, en este caso las trayectorias del sistema definido en Sy evolucionan en
forma de elipse donde sus ejes mayor y menor estan rotados un angulo 0 tal que 7/4 < 6 <
7w/2; (b) 7 < 0, en este caso las trayectorias del sistema definido en S; evolucionan en
forma de elipse donde sus ejes mayor y menor estan rotados un angulo 6 tal que 0 < 6 < /4
y (c) § = —1, en este caso las trayectorias del sistema definido en S; evolucionan en forma
de elipse donde sus ejes mayor y menor estan rotados un angulo /4. En cualquiera de
los casos (a), (b) y (c) la frontera de conmutacion, ¥, se encuentra por debajo del eje
x, las trayectorias del sistema S evolucionan en sentido dextroégiro y el eje mayor de las
elipses esta sobre el eje rotado 2/, las trayectorias del sistema definido en Sy evolucionan en
forma exponencial si xg # —% 6 son lineas rectas verticales si xg = —% y las trayectorias
del sistema definido en X g son lineas rectas horizontales. Ademas, el sistema de Filippov
presenta un punto tangente invisible (T) el cual se representa por un punto rojo y un
pseudo-equilibrio (SE) estable en Xg el cual se representa por un punto azul en los retratos

de fase.



5 Analisis de bifurcaciones

Debido a que la dindamica del sistema Filippov, desde la frontera de conmutacion hacia
abajo, es independiente de la eleccion de Fio, la cual debe ser suave en S, y negativa en 3,
y dado que el principal objetivo de este trabajo es analizar el comportamiento del sistema
con saturacion en la region admisible, desde el marco teérico de los sistemas de Filippov, se
analizara las bifurcaciones que presenta el sistema de Filippov, sin tener en cuenta el cambio
cualitativo que pueda tener Fy en Sy al variar los parametros de bifurcacion. Para esto, se
utiliza las figuras y las descripciones de los retratos de fase de la Seccion [4.2]

En la Seccion se determiné los diferentes retratos de fase del sistema del Filippov (4
14)) calculado en la Seccion , se observo que estos varian segin los valores que tomen los
parametros a, b, ¢ y h. Ademas, se puede observar que cuando a y h son fijos y b y ¢ varian,
los retratos de fase no se modifican de forma significativa, ya que tnicamente cambia el
sentido de las trayectorias, el angulo de rotacion (en el caso de las elipses) y, ademaés, los
puntos deslizantes especiales siguen manteniendo su caracterizacion. Esto sugiere que al dejar
a y h fijos y variar los pardmetros ¢ y b, los sistemas que se obtienen son topologicamente
equivalentes, no hay un cambio significativo en sus retratos de fase. Por otro lado, si by ¢ son
fijos y a y h varian de positivos a negativos o viceversa, se puede observar que los retratos de
fase se modifican significativamente, ya que aparecen o desaparecen ciclos o puntos deslizantes
especiales y estos tltimos pueden cambiar de caracterizacion. Esto sugiere que al dejar b y
c fijos y variar los parametros a y h de positivos a negativos o viceversa, los sistemas que se
obtienen no son topologicamente equivalentes, es decir, ocurre una bifurcacion, entendiendo
por bifurcacién cualquier cambio cualitativo mayor en el comportamiento del sistema en
respuesta a la variaciéon de un parametro.

A continuacién, segin los céalculos y figuras de la Seccion se describe y se muestran los
diagramas de bifurcacion del sistema de Filippov (4-14) calculado en la Seccion 4| Para esto
se consideran los siguientes casos con respecto a los valores que pueden tomar los pardmetros

by c:

(a) b<O0yj<—1
(b) b<0y&=—1
(c) b<Oyf>-—1
(d)b>0y§<—1
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(e)
(f)

b>0y f=-1

[Salle}

b>0yf>-—1

[Salle}

En cada uno de estos casos se observa el mismo comportamiento en cuanto a las bifurcaciones

que se presentan, ya que by ¢ no son parametros de bifurcacion. Por tanto, para realizar la

descripcion de los diagramas bifurcacion, se supone que b y ¢ son fijos y cumplen cualquiera

de los casos anteriormente mencionados, mientras que para los valores que puede tomar a y

h se consideran los siguientes casos: h > 0 fijo y a variando de positivo a negativo, h = 0 fijo

y a variando de positivo a negativo, h < 0 fijo y a variando de positivo a negativo, a > 0 fijo

y h variando de positivo a negativo, a = 0 fijo y h variando de positivo a negativo, a < 0 fijo

y h variando de positivo a negativo, a y h variando de positivos a negativos y, finalmente, a

variando de negativo a positivo y h variando de positivo a negativo.

(1)

h > 0 fijo y a variando de positivo a negativo.

Como h > 0, se tiene que para a > 0 el sistema de Filippov presenta un punto tangente
bh

visible en (%, h) y un pseudo-equilibrio inestable en (—=', k). A medida que el valor
de a se aproxima a cero, el punto tangente se mueve hacia el punto (0, h) y el pseudo-
equilibrio se mueve hacia la derecha tendiendo a més infinito si b < 0 6 se mueve
hacia izquierda tendiendo a menos infinito si b > 0. Cuando a = 0, el sistema de
Filippov tiene un punto tangente visible en (0,h) y el pseudo-equilibrio desaparece.
Cuando a < 0, el sistema solamente presenta un punto tangente visible en (“—ch, h). Por
tanto, si h > 0 fijo y a varia de positivo a negativo o viceversa, el sistema presenta una

bifurcaciéon de codimension uno y se tiene el siguiente conjunto de puntos de bifurcacion

BFy ={(a,h) eR*|a=0Ah>0}.

h = 0 fijo y a variando de positivo a negativo.

Como h = 0, se tiene que para a > 0 el sistema de Filippov presenta un equilibrio de
frontera inestable en el origen. Ademas, las trayectorias de la dinamica deslizante se
alejan del equilibrio de frontera hacia mas infinito si b < 0 ¢ hacia menos infinito si
b > 0. Cuando a = 0, el sistema de Filippov mantiene el equilibrio de frontera en el
origen y presenta una singularidad lineal (la parte positiva o negativa del eje x esta
formada por pseudo-equilibrios si b < 0 6 b > 0, respectivamente). Cuando a < 0, el
sistema solamente presenta un equilibrio de frontera estable en el origen. Por tanto,
si h = 0 fijo y a varia de positivo a negativo o viceversa, el sistema presenta una
bifurcaciéon de codimension uno y se tiene que (0,0) es un punto de bifurcaciéon en el
plano ah.

h < 0 fijo y a variando de positivo a negativo.

Si h < 0, se tiene que para a > 0 el sistema de Filippov presenta un punto tangente
invisible en (%, h). Ademas, las trayectorias de la dindmica deslizante se alejan de este
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punto y tienden a més infinito si b < 0 6 a menos infinito si b > 0. Cuando a < 0, el
sistema sigue presentando un punto tangente invisible en (%, h) y, ademas, presenta
un pseudo-equilibrio estable en (—%, h). Por tanto, si h < 0 fijo y a varia de positivo
a negativo o viceversa, el sistema presenta una bifurcaciéon de codimensiéon uno y se

tiene el siguiente conjunto de puntos de bifurcacion

BF, = {(a,h) €eR*|a=0 A h<0}.

a > 0 fijo y h variando de positivo a negativo.

Como a > 0, se tiene que para h > 0 el sistema de Filippov presenta un punto tangente

visible en (%, h) y un pseudo-equilibrio inestable en (—2% /). Ademés, el sistema de

Filippov presenta infinitos ciclos, elipses, cuyas ecuaciones en el plano zy vienen dadas
por (4-22)), donde la condicion inicial (xg,yo) es tal que

h*(a* + bc)

To[2ayo — cxo) + byp > .

sib<06 Y

To[2ayo — cxo) + byp < (a” +be)
si b > 0. A medida que el valor de h se aproxima a cero, el punto tangente y el pseudo-
equilibrio se aproximan el uno al otro y tienden hacia el origen (0,0). Cuanto h = 0,
el punto tangente y el pseudo-equilibrio colisionan en el origen y este se convierte en
un equilibrio de frontera inestable, donde las trayectorias de la dindmica deslizante se
alejan de este tendiendo hacia mas infinito si b < 0 6 hacia menos infinito si b > 0.
Ademas, no existen ciclos. Cuando h < 0, el sistema no presenta ciclos, solamente pre-
senta un punto tangente invisible en (%, h) y las trayectorias de la dindmica deslizante
se alejan de este y tienden a mas infinito si b < 0 6 a menos infinito si b > 0. Por
tanto, si @ > 0 fijo y h varia de positivo a negativo o viceversa, el sistema presen-
ta una bifurcacion de codimensién uno y se tiene el siguiente conjunto de puntos de
bifurcaciéon

BF; = {(a,h) €R*|a>0 A h=0}.

a = 0 fijo y h variando de positivo a negativo.

Como a = 0, se tiene que para h > 0 el sistema de Filippov presenta un punto
tangente visible en (0,h). Ademas, el sistema de Filippov presenta infinitos ciclos,
elipses 0 circunferencias, cuyas ecuaciones en el plano xy vienen dadas por ,
donde la condicion inicial (g, ) es tal que /9§ — £2 < h. A medida que el valor
de h se aproxima a cero, el punto tangente tiende al origen (0,0). Cuando h = 0, el
sistema presenta un equilibrio de frontera en el origen (0,0), el sistema presenta una
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singularidad lineal (la parte positiva o negativa del eje = esta formada por pseudo-
equilibrios si b < 0 6 b > 0, respectivamente) y el sistema no presenta ciclos. Cuando
h < 0, el sistema no presenta ciclos, solamente presenta un punto tangente invisible
en (0,h) y las trayectorias de la dinamica deslizante se alejan de este y tiene a maés
infinito si b < 0 6 menos infinito si b > 0. Por tanto, si a = 0 fijo y h varia de positivo
a negativo o viceversa, el sistema presenta una bifurcaciéon de codimensiéon uno y se
tiene que (0,0) es un punto de bifurcaciéon en el plano ah.

a < 0 fijo y h variando de positivo a negativo.

Como a < 0, se tiene que para h > 0 el sistema presenta un punto tangente visible en

(%, h). Ademas, el sistema de Filippov presenta infinitos ciclos, elipses, cuyas ecuacio-

nes en el plano zy vienen dadas por (4-22)), donde la condicion inicial (zg,y) es tal
que

h?(a® + be

wo[2ayo — cxo) + bys > %

sib<06 0 o
h*(a® 4+ bc
wo[2ayy — cxo) + by; < h(a” + be)
si b > 0. A medida que el valor de h se aproxima a cero, el punto tangente tiende al
origen (0,0). Cuando h = 0, el sistema no presenta ciclos, solamente presenta un equi-
librio de frontera estable en el origen (0,0) y las trayectorias de la dindmica deslizante
se dirigen hacia este punto por la derecha si b < 0 o por la izquierda si b > 0. Cuando
h < 0, el sistema presenta un punto tangente invisible (%, h) y un pseudo-equilibrio
estable en (—%,h). Ademas, el sistema no presenta ciclos. Por tanto, si a < 0 fijo

y h varia de positivo a negativo o viceversa, el sistema presenta una bifurcaciéon de
codimension uno y se tiene el siguiente conjunto de puntos de bifurcacion

BFy={(a,h) eR*|a<0 A h=0}.

a y h variando de positivos a negativos.

Sia>0yh >0, se tiene que el sistema de Filippov presenta un punto tangente
visible en (%7 h), un pseudo-equilibrio inestable en (—%, h) y, ademas, el sistema de
Filippov presenta infinitos ciclos, elipses, cuyas ecuaciones en el plano xy vienen dadas
por . Cuando @ = 0 y h = 0 el sistema de Filippov presenta un equilibrio
de frontera en el origen, (0,0), el sistema presenta una singularidad lineal (la parte
positiva o negativa del eje x estad formada por pseudo-equilibrios si b < 0 6 b > 0,
respectivamente) y el sistema no presenta ciclos. Cuando a < 0y h < 0, el sistema
presenta un punto tangente invisible en (%, h), un pseudo-equilibrio estable en (—%, h)
y el sistema no presenta ciclos. Por tanto, si a y h varian de positivos a negativos o
viceversa, el sistema presenta una bifurcacion de codimension dos y se tiene que (0, 0)
es un punto de bifurcaciéon en el plano ah.
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(8) @ variando de negativo a positivo y h variando de positivo a negativo.

Sia <0y h >0, el sistema presenta un punto tangente visible en (%, h) y el sistema
presenta infinitos ciclos, elipses, cuya ecuaciones en el plano zy vienen dadas por (4]
22)). A medida que a y h se aproximan a cero, el punto tangente tiente al origen, (0,0).
Cuando a = 0 y h = 0 el sistema de Filippov presenta un equilibrio de frontera en el
origen, (0,0), el sistema presenta una singularidad lineal (la parte positiva o negativa
del eje = esta formada por pseudo-equilibrios si b < 0 6 b > 0, respectivamente) y
el sistema no presenta ciclos. Cuando a > 0 y h < 0, el sistema no presenta ciclos,
solamente presenta un punto tangente invisible en (%, h) y las trayectorias de la dina-
mica deslizante se alejan de este y tienden a més infinito si b < 0 6 a menos infinito si
b > 0. Por tanto, si a varia de negativo a positivo y h varia de positivo a negativo, el
sistema presenta una bifurcacion de codimension dos y se tiene que (0,0) es un punto
de bifurcacion en el plano ah.

De los casos (1), (2), (3), (4), (5), (6), (7) y (8) se tiene que las curvas de bifurcaciéon en el
plano ah vienen dadas por los ejes a y h.

A continuacion, para cada uno de los casos (a), (b), (c), (d), (e) y (f), se ilustra su respectivo

diagrama de bifurcacion. En estos se puede apreciar las bifurcaciones de codimensiéon uno y

dos al variar los pardametros de bifurcacion a y h.
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Figura 5-1: Diagrama de bifurcacion para el caso en que b < 0y § < —1. Las curvas de bifurcacion
vienen dadas por los ejes a y h, los puntos rojos representan puntos tangentes (T) y
los puntos azules representan pseudo-equilibrios (SE) 6 equilibrios de frontera (EF);
los cambios que presenta el sistema al variar los parametros a ¢ h mientras by ¢
estan fijos se describen en los casos (1), (2), (3), (4), (5), (6), (7) y (8). Como b < 0
y 3 < —1, las trayectorias en S1 evolucionan en sentido levogiro y en forma de elipse.
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Figura 5-2: Diagrama de bifurcacion para el caso en que b < 0y § = —1. Las curvas de bifurcacion

vienen dadas por los ejes a y h, los puntos rojos representan puntos tangentes (T) y
los puntos azules representan pseudo-equilibrios (SE) 6 equilibrios de frontera (EF);
los cambios que presenta el sistema al variar los parametros a 6 h mientras b y ¢ estan
fijos se describen en los casos (1), (2), (3), (4), (6), (7) y (8). Como b <0y § = —1,
las trayectorias en S evolucionan en sentido levogiro y en forma de elipse cuando

a # 0 6 en forma de circunferencia cuando a = 0.
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Figura 5-3: Diagrama de bifurcacion para el caso en que b < 0y § > —1. Las curvas de bifurcacion

vienen dadas por los ejes a y h, los puntos rojos representan puntos tangentes (T) y

los puntos azules representan pseudo-equilibrios (SE) 6 equilibrios de frontera (EF);

los cambios que presenta el sistema al variar los parametros a ¢ h mientras b y ¢
estan fijos se describen en los casos (1), (2), (3), (4), (5), (6), (7) y (8). Como b < 0
y § > —1, las trayectorias en S1 evolucionan en sentido levogiro y en forma de elipse.
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Figura 5-4: Diagrama de bifurcacion para el caso en que b > 0y § < —1. Las curvas de bifurcacion
vienen dadas por los ejes a y h, los puntos rojos representan puntos tangentes (T) y
los puntos azules representan pseudo-equilibrios (SE) 6 equilibrios de frontera (EF);
los cambios que presenta el sistema al variar los parametros a 6 h mientras b y ¢
estan fijos se describen en los casos (1), (2), (3), (4), (5), (6), (7) y (8). Como b >0y

7 < —1, las trayectorias en 57 evolucionan en sentido dextroégiro y en forma de elipse.
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Figura 5-5: Diagrama de bifurcacion para el caso en que b > 0y § = —1. Las curvas de bifurcacion

vienen dadas por los ejes a y h, los puntos rojos representan puntos tangentes (T) y
los puntos azules representan pseudo-equilibrios (SE) 6 equilibrios de frontera (EF);
los cambios que presenta el sistema al variar los parametros a 6 h mientras by ¢

estan fijos se describen en los casos (1), (2), (3), (4), (5), (6), (7) y (8). Como b >0y

c

cuando a # 0 6 en forma de circunferencia cuando a = 0.

; = —1, las trayectorias en S; evolucionan en sentido dextrogiro y en forma de elipse
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Figura 5-6: Diagrama de bifurcacion para el caso en que b > 0y § > —1. Las curvas de bifurcacion
vienen dadas por los ejes a y h, los puntos rojos representan puntos tangentes (T) y
los puntos azules representan pseudo-equilibrios (SE) 6 equilibrios de frontera (EF);
los cambios que presenta el sistema al variar los parametros a 6 h mientras b y ¢
estan fijos se describen en los casos (1), (2), (3), (4), (5), (6), (7) y (8). Como b >0y
7 > —1, las trayectorias en S1 evolucionan en sentido dextrégiro y en forma de elipse.
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6.1.

1.

Resultados y trabajo a futuro

Resultados

Un primer resultado es el Teorema [3] el cual describe las trayectorias de los sistemas
lineales dos-dimensionales con centro en el origen. Segin este teorema, de acuerdo
a los valores que tomen las entradas de la matriz de coeficientes del sistema lineal,
dichas trayectorias pueden evolucionar en sentido dextrogiro o levégiro en forma elipse
o circunferencia con centro en el origen, donde los ejes mayor y menor de la elipse
pueden estar rotados un angulo agudo con respecto al plano coordenado original.

. Se transform¢ los sistemas con saturacion, planteados en [I, 28], en un sistema de

Filippov, restringiéndolos al caso en que el sistema lineal que empuja contra la satura-
cién presenta un centro en el origen. Ademés, se determiné y clasificd todos los puntos
deslizantes especiales del sistema de Filippov calculado, con lo cual se logré observar
que la dindmica del sistema de Filippov, desde la frontera de conmutacion, >, hacia
abajo, es independiente de la segunda componente del campo que define la dindmica
en la regién no admisible, Ss, la cual debe ser suave en S, y negativa en .

Utilizando el Teorema [3| y los diferentes puntos deslizantes especiales calculados, se
logré describir analiticamente todos los posibles retratos de fase que presenta el sistema
de Filippov, con lo cual se determind los pardmetros de bifurcacion, a y h, que presenta
el sistema.

Se analiz6 las bifurcaciones que presenta el sistema de Filippov al variar los pardmetros
a vy h de positivos a negativos, sin tener en cuenta el cambio cualitativo que pueda tener
la dindmica definida en S;. Ademaés, se logré realizar los diagramas de bifurcacion de
codimension dos que presenta el sistema de Filippov.
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6.2. Trabajo a futuro

Se propone como trabajo a futuro analizar los sistemas con saturacion, planteados en |1, 28],
desde el marco teodrico de los sistemas de Filippov, en los casos en que el sistema lineal, que
empuja contra la saturacion, presente un foco, nodo o punto de silla en el origen. Para esto,
se transforman los sistemas con saturacion en un sistema de Filippov, se calculan los puntos
deslizantes especiales y posteriormente se podria utilizar los resultados de [17] y [22] con el fin
de clasificar las diferentes bifurcaciones que pueda presentar el sistema de Filippov calculado.
En dichos documentos, se muestran los tipos de bifurcaciéon que puede exhibir un sistema
de Filippov dos-dimensional con una frontera de discontinuidad, la cual separa un sistema
simple (sistema sin puntos de equilibrio ni puntos tangentes a la frontera de conmutacion)
de un sistema con un punto de equilibrio hiperbdlico en el origen. Se espera que los sistemas
de Filippov calculados tengan mas de un parametro de bifurcacion tal que uno de ellos sea el
parametro h que define a la frontera de discontinuidad y los otros sean entradas de la matriz
de coeficientes del sistema lineal que empuja contra la saturacion. Entre las bifurcaciones que
se pueden presentar se encuentran las boundary focus bifurcation , boundary node bifurcation
y las boundary saddle bifurcation, las cuales estan documentadas en [17] y [22].
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