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Figura 3.2: Distribucíon de los residuales del ajuste.

presentan una concentración de SSV menor a la real, por lo que las pruebas deben ser
descartadas.

Carencia de sensores en lı́nea. Esta circunstancia es un obstáculo para la adquisición de
múltiples datos de la operación del reactor, puesto que las caracterizaciones deben
ser determinadas a partir de métodos fisicoqúımicos, los cuales tienen un alto costo
y por tanto la planeación de pruebas deber ser racionalizada desde el punto de vista
ecońomico. De otro lado se debe tener en cuenta que una prueba de DQO (desde la
preparacíon de reactivos hasta la determinación final) puede tener una duración de
cinco horas, y la prueba de SSV una duración de seis horas.

Presencia de fugas en el sistema de medición de metano.Dado el tamãno del equipo, en
ocasiones se presentó una reacomodación del lodo, provocada por la fuerza de ascen-
ción de la corriente de alimentación y las burbujas de biogás producido. Este efec-
to produce un espacio libre entre el separador SLG y la fase lı́quida del reactor, lo
que permite la entrada de aire al sistema de desplazamiento, pérdida de bioǵas a la
atmósfera y por ende una medición errada del valor del metano producido.

La dinámica del sistema.Uno de los ḿetodos de ańalisis cińeticos ḿas utilizado se basa
en la obtencíon de informacíon de la operación en diversos estados estacionarios. Para
el caso de estudio este tipo de análisis se hace inconveniente desde el punto de vista
del tiempo, puesto que el sistema UASB puede tener un perı́odo de estabilización
de 4 meses o ḿas, por lo que tener un universo de puntos, requiere de un tiempo
considerable. Este es el caso del trabajo presentado por Raposoet al ( [62]), en el
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que se realiza un estudio en análisis estacionario con un tiempo de duración de 314
d́ıas.

Disponibilidad de reactivos. Esta condicíon extrema, obviamente afecta la secuencia de
las caracterizaciones. En el caso particular, se tuvo un perı́odo de un mes sin los
papeles filtros para la caracterización de la biomasa, por efecto del tiempo asociado
al trámite de importación.

Se intent́o realizar un ajuste con la ecuación de Haldane, sin embargo el método de ḿınimos
cuadrados arrojó un valor negativo para uno de los coeficientes lo cual no tiene significado
fı́sico.

3.1.2. Consideraciones hidŕaulicas

El disẽno de reactores se realiza generalmente a partir de las ecuaciones ideales de régimen
de flujo, que puede ser en flujo pistón (reactor tubular) o en mezcla completa. El reactor
de mezcla completa no presenta variaciones espaciales en la concentración, temperatura
o velocidad de reacción a trav́es del volumen de reacción; mientras que en el caso de los
reactores tubulares, la concentración vaŕıa continuamente en la dirección axial. Las confi-
guraciones de los equipos mencionados se muestran en la figura 3.3.
Las ecuaciones dinámicas del proceso de degradación anaerobia para los tipos de reactores
mencionados, teniendo en cuenta la representación del sustrato en términos de la DQO y la
colonia de microorganismos en términos de los SSV, son:

Ecuaciones para el reactor de mezcla completa.

dS

dt
= D(So − S)− Y µX (3.8)

dX

dt
= D(Xo −X) + µX (3.9)

Ecuaciones para el reactor de flujo pist́on.

dS

dt
= −q

dS

dV
− Y µX (3.10)

dX

dt
= −q

dX

dV
+ µX (3.11)

Donde:
D: factor de dilucíon (d−1) (inverso del tiempo residencia hidráulico).
q: caudal de alimentación (ml/d).
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Figura 3.3: A. Reactor de mezcla completa B. Reactor de flujo pistón

So: concentracíon de sustrato en la corriente de entrada (mg/l DQO).
S: concentracíon de sustrato en el reactor (mg/l DQO).
Xo: concentracíon de biomasa en la corriente de entrada (mg/l SSV).
X: concentracíon de biomasa en el reactor (mg/l SSV).
Y : coeficiente de rendimiento del sustrato (mg DQO/mg SSV).
V : volumen del reactor (ml).

De lo anterior es claro que un modelo relacionado con la configuración de flujo pist́on in-
volucra paŕametros distribuidos, mientras que para el caso de la configuración de mezcla
completa se tienen parámetros concentrados.
En la realidad es posible observar un comportamiento diferente al esperado por los modelos
anteriores, siendo necesario desarrollar un modelo que tenga en cuenta tales desviaciones,
relacionadas con factores como espacios muertos y cortocircuitos.
Para el caso de los reactores UASB se tiene un comportamiento hidráulico singular, de-
bido a la segmentación del volumen del reactor, comentado con anterioridad en el Capı́tulo
2 ((pag. 7)). Esta configuración hace que los reactores UASB no se comporten necesaria-
mente como reactores de flujo pistón o de mezcla completa ( [4]). Algunos autores trabajan
con la suposicíon de que el UASB se comporta como un reactor de mezcla completa ( [17]),
otros suponen un comportamiento de flujo pistón ( [67]). Card́on y Shegezzo ( [32]) propo-
nen un modelo en el que se asume que el UASB se comporta como dos reactores de mezcla
completa. En los trabajos presentados por Bolleet al, 1986 ( [68], [69]) se desarrolla un mo-
delo considerando que las zonas de manto y lecho lodos son reactores de mezcla completa y
que la zona de sedimentación se comporta como un reactor de flujo pistón. En este modelo
se tiene en cuenta un volumen de estancamiento, cortocircuitos y un factor asociado con
la eficiencia de sedimentación en el separados Sólido-Gas-Ĺıquido. La figura 3.4 muestra
algunas de las posibles configuraciones para expresar el modelo hidráulico de los reactores
UASB.

Lo anterior hace indispensable la caracterización hidŕaulica del reactor. Uno de los métodos
más empleados para este propósito es el de estı́mulo-respuesta, que consiste en inyectar
al reactor una cantidad de una sustancia trazadora y analizar la concentración de esta a la
salida del reactor en función del tiempo ( [70]). La entrada del trazador puede ser efectuada
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Figura 3.4: Posibles modelos hidráulicos de un reactor UASB.

como un pulso o un escalón y de acuerdo a la respuesta es posible identificar la no idealidad
de flujo del sistema. En la literatura se presentan diversos trabajos, en los cuales se explica
el procedimiento experimental para determinar el régimen de flujo en un reactor a partir de
la distribucíon del tiempo de residencia ( [71], [72], [73] , [74]).

Prueba est́ımulo respuesta para el reactor UASB

Para determinar el comportamiento hidráulico del sistema, se utilizó cloruro de sodio (NaCl)
como trazador, el cual se aplicó por medio una entrada escalón. Las condiciones de la prueba
se ilustran en la tabla 3.2 y los datos se muestran en la tabla A.3 del Apéndice A, pag. 103.

Concentración
inicial de NaCl en

el reactor (g/l)

Concentración de
NaCl a la entrada
del reactor (g/l)

Caudal (ml/min)

Tiempo de
residencia

hidr áulico teórico
(h)

1.1 5.77 13.83 9.85

Tabla 3.2: Condiciones de la prueba estı́mulo-respuesta

La curva que representa la variación temporal de la concentración de trazador a la salida del
reactor para una señal escaĺon, normalizada respecto a la concentración del trazador en la
corriente de entrada (C/Co) se denomina curva F y hace parte de las herramientas del análisis
hidráulico. La figura 3.5 ilustra el comportamiento de la curva F para distintos regı́menes
de flujo. En la figura 3.6 se muestra la curva F del NaCl realizada sobre el sistema, cuya
tendencia se aproxima al comportamiento de un reactor de mezcla completa.
Debido al hecho de que los elementos de un fluı́do pueden tener diferentes tiempos de
residencia por efecto de las no idealidades de flujo, es necesario realizar un análisis de
distribucíon de estos tiempos. La distribución de los tiempos de residencia (RTD), también
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Figura 3.5: Curva F para distintos flujos.

se denomina distribución de la edad a la salida y se representa a través de la funcíon E(t),
definida en la ecuación 3.12.

E(t) =
dF

dt
(3.12)

El ańalisis de la distribucíon de tiempo de residencia se realiza a través de dos momentos
principales: el tiempo de residencia medio y la varianza. El tiempo de residencia medio se
relaciona con el centroide de la distribución y la varianza con su amplitud.
Estos momentos se determinan a partir de las ecuaciones 3.13 y 3.14.

tm =
∫

tE(t)dt∫
E(t)dt

(3.13)

σ2 =
∫

t2E(t)dt∫
E(t)dt

− tm
2 (3.14)

Los resultados de la resolución de las ecuaciones 3.13 y 3.14 se presentan en la tabla 3.3.
Nótese que el tiempo de residencia experimental es mayor que el tiempo de residencia
teórico (tablas 3.2 y 3.3 ), sin embargo la diferencia no es muy significativa (19.8 min).

La prueba estı́mulo-respuesta (figura 3.6) indica que el reactor tiene un comportamiento
hidráulico de mezcla completa, lo que no se esperaba de acuerdo a lo planteado en el trabajo
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Tiempo de residencia
medio experimental(h)

tm

Varianza (h)2

σ2

10.18 61.18

Tabla 3.3: Momentos de la Distribución del Tiempo de Resdidencia

Figura 3.6: Curva F experimental.
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Figura 3.7: Comparación entre los datos experimentales y el modelo de mezcla completa.

de Batstoneet al, 2005 ( [75]), donde se establece que para reactores UASB a escala labora-
torio se presenta un régimen de flujo pist́on, mientras que para reactores de escala industrial
se tiene un flujo de mezcla completa por efecto del biogás producido. Estas consideraciones
indican un punto crı́tico en el proceso de escalado y extrapolación de resultados en lo re-
ferente al ŕegimen de flujo, que indudablemente afecta el proceso de conversión asociado a
las reacciones que se llevan a cabo. De tal manera que la utilización de un modelo obtenido
a escala laboratorio para la generalización en reactores de escala mayor, puede generar in-
formacíon errada sobre el comportamieno real del proceso, y además no representarı́a una
herramienta adecuada para la toma de decisiones dirigidas a mejorar el desempeño del reac-
tor. En el caso particular, el régimen de mezcla completa del reactor de estudio facilita el
proceso de escalado, sin embargo es importante resaltar la necesidad de ajustar el modelo
obtenido de acuerdo a las condiciones de operación y a las caracterı́sticas hidrodińamicas
del sistema de mayor escala.
Teniendo en cuenta el tiempo de residencia medio experimental, se obtuvo el modelo hidráuli-
co del reactor, con un coeficiente de correlación r2=0.9918. La figura 3.7 muestra la curva
de datos experimentales de la variación temporal de la concentración de NaCl y la repre-
sentacíon del modelo obtenido.

3.1.3. Desarrollo del modelo

Teniendo en cuenta las consideraciones referidas anteriormente y la expresión propuesta en
Crites & Tchobanoglous, 2000 ( [37]) para la influencia de la temperatura sobre la cinética
(ver tabla 2.1, pag. 12), se propone un modelo basado en las caracterı́sticas de un reactor de
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mezcla completa, teniendo en cuenta que el tiempo de residencia celular es mayor al tiempo
de residencia hidráulico, por efecto del feńomeno de sedimentación y formacíon granular
(ver seccíon 2.2.2, pag. 13).

Las ecuaciones del modelo son:

dS

dt
= D(So − S)− Y ΘT−20µmax

S

K + S
X (3.15)

dX

dt
= D(Xo − (1− η)X) + ΘT−20µmax

S

K + S
X (3.16)

Qmet = kmetΘT−20µmax
S

K + S
X (3.17)

Dondeη es la eficiencia de sedimentación en el separador SLG yΘ es el coeficiente de
actividad de la temperatura, cuyo valor para el caso de reacciones biológicas se encuentra
entre 1.02-1.09 ( [76]).
En algunos trabajos el términoXo, asociado a la concentración de biomasa en la corriente
de entrada del reactor, es despreciable, al considerar que el efluente a tratar no contiene bac-
terias. Para el caso particular se estableció tener en cuenta este factor, dado que el relleno
sanitario puede considerarse como un reactor de lecho fijo en el que se favorece el creci-
miento de microorganismos, los cuales pasan a ser parte del lixiviado a tratar.
El modelo del reactor UASB planteado por las ecuaciones 3.15, 3.16 y 3.17 se asemeja al
modelo propuesto para sistemas anaerobios de lecho fijo por Bernardet al, 2001 ( [77]).
Los paŕametros a obtener son:Y , η, µmax, kmet y Θ: conociendo queK=5522.3 mg/l y que
kmet∗µmax =1/51.99. El factorΘ se estimaŕa más adelante, dado que los datos a utilizar en
esta etapa fueron tomados a 20oC; temperatura en la que se cancela el efecto de la actividad
térmica.

El ajuste de los parámetros asociados al modelo de un reactor, puede llevarse a cabo a
partir de la recolección de datos en el transitorio del sistema, o en diversos estados esta-
cionarios. Para el proceso de estudio, en el que la dinámica es lenta y en donde pueden
encontrarse tiempos de estabilización hasta de 685 dı́as, el ańalisis en estado estacionario
se descarta por el factor de tiempo. Los métodos que se aplican para el análisis de datos
dinámicos, requieren de un considerable número de datos de operación del reactor (preferi-
blemente equiespaciados), en los que se conserven las condiciones de entrada. Algunos de
estos ḿetodos son el ḿetodo diferencial, el ḿetodo integral, ajuste polinomial, el método
de las vidas medias y las fórmulas de diferenciación de los tres puntos. Como se oberva en
los datos respectivos al seguimiento del UASB (tabla A.1 del Apéndice A, pags. 99 - 101),
la operacíon del reactor presentó diversas perturbaciones tanto en la concentración de DQO
a la entrada del sistema, como en el tiempo de residencia hidráulico. Lo anterior, sumado a
los eventos de fugas, falla y cambio de la bomba, rebose, limpieza y cambio de mangueras,
perturbaciones por muestreo, y el perı́odo de vacaciones, no permite que sea posible aplicar
los métodos anteriores, por lo que se recurrió a utilizar el ḿetodo multivariable de Newton-
Rapson para minimizar el error entre los valores de las variables reales del proceso y las
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estimadas por el modelo; planteando para ello funciones objetivos en los tramos de diferen-
ciación conformados por los intervalos que se muestran en la tabla 3.4.

Intervalo Variables analizadas

19 de agosto - 2 de septiembre de 2005 S

6 de octubre - 13 de octubre de 2005 S,Qmet

11 de noviembre - 17 de noviembre de 2005 S,X,Qmet

17 de noviembre - 24 de noviembre de 2005 S, Qmet

Tabla 3.4: Intervalos tomados para el ajuste de parámetros

El método multivariable de Newton-Rapson realiza la actualización de los paŕametros de la
forma expresada en la ecuación 3.18 ( [78], [79]).

Πi+1 = Πi − J−1Fobjγ (3.18)

Donde:
Π: vector de paŕametros a obtener.
i: número de iteración.
Fobj : vector de funciones objetivos, conformada por las diferencias entre el valor de las va-
riables reales y las estimadas.
J : Jacobiano del vector de funciones objetivo respecto a los parámetrosΠ.
γ: paŕametro relacionado con la velocidad de convergencia del método nuḿerico.

El método se desarrolló en el entorno del software Matlab. Los parámetros determinados
se reportan en la tabla 3.5 y los porcentajes de error en la tabla 3.6, donde se tiene:
Porcentaje de error absoluto máximo: 27.53%.
Porcentaje de error absoluto mı́nimo: 5.8 %.
Porcentaje de error medio absoluto: 16%.
Por lo que el modelo puede predecir el comportamiento del sistema con una precisión me-
dia del 84%, resultado satisfactorio que concuerda con lo expresado por Bernardet al, 2006
( [64]).
La determinacíon del paŕametro de actividad térmicaΘ se obtuvo al realizar una pertur-
bacíon en la temperatura del reactor de 20oC a 27oC, con las siguientes condiciones de
operacíon: D = 2.11 d−1, Xo = 240 mg/l ySo = 4000 mg/l, alcanzando el estado estable
con un valor deS = 536 mg/l (correspondiente al dı́a 13 de marzo de 2006, tabla A.1 del
Apéndice A, pag. 101). A partir de las ecuaciones 3.15 y 3.16 se obtuvo un valor paraΘ de
1.04, con una desviación del 22.6% respecto al modelo; que predice un valorS = 414.86
mg/l.

Nuevamente se pone de manifiesto el limitado número de datos con los que se contó para
realizar el modelo, debido a las consideraciones expresadas con anterioridad (ver sección
3.1.1). Sin embargo se considera conveniente la utilización de los datos seleccionados para
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la obtencíon del modelo, debido a que fueron tomados en un perı́odo espaciado de operación
del reactor (4 meses) y bajo condiciones operacionales diferentes, por lo que se garantiza
su representabilidad.

K µmax Y kmet η Θ

(mg/l) d−1 (mg DQO/mg SSV) (ml CH4/mg/l SSV)
5522.3 1.32 3.35 0.0146 0.93 1.04

Tabla 3.5: Paŕametros del modelo.

Fecha Valor real Valor estimado Porcentaje de error
por el modelo

2 de septiembre de 2005
S (mg/l DQO) 360 266.39 26

13 de octubre de 2005
S (mg/l DQO) 716.83 675.33 5.8

Qmet (ml/d) 42.2 34.15 19.1
17 de noviembre de 2005

S (mg/l DQO) 505.18 644.26 -27.53
X (mg/l SSV) 14406 12948 10.12

Qmet (ml/d) 22.81 26.02 -14.1
24 de noviembre de 2005

S (mg/l DQO) 483 434.61 10.01
Qmet (ml/d) 22.68 19.21 15.32

Tabla 3.6: Porcentajes de error del modelo obtenido

Los paŕametros del modelo concuerdan con los valores usuales para el proceso de degradación
anerobia ( [80]), sin embargo el factor de rendimiento del sustrato (Y ) tiene un valor menor
al valor ḿınimo reportado (Y = 6.67 mg DQO/mg SSV). Esto se debe al hecho de que el
modelo est́a basado en la DQO total y no en la DQO soluble.
El tiempo de duplicación de las bacterias se expresa como (ecuación 3.19):

td =
0,693
µmax

(3.19)

Siendotd el tiempo de duplicación en d́ıas, se tiene un valor detd = 0.525d, que corresponde
a las caracterı́sticas de las bacterias metanogénicas, por lo que se determina que toda la
colonia se comporta desde el punto de vista dinámico como una colonia metanogénica,
teniendo en cuenta que esto no implica la predominancia de este tipo de bacterias, puesto
que como se mencionó anteriormente el sistema tiene una baja actividad metanogénica.
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3.1.4. Análisis mateḿatico del modelo

El ańalisis del modelo obtenido se realiza inicialmente a partir de los criterios asociados al
modelo linealizado. Posteriormente se estudian las caracterı́sticas del modelo no lineal.

Modelo linealizado

La representación lineal en el espacio de estados del sistema está determinada por:

 dS̄
dt

dX̄
dt

 = A

[
S̄
X̄

]
+ B


T̄
D̄
S̄o

X̄o

 (3.20)

DondeA yB son las matrices de estado y de entradas respectivamente. Las variablesS̄ y X̄
est́an referidas a un punto estacionario, es decir que se expresan en términos de variables de
desviacíon.
En la ecuacíon 3.21 se muestra la matriz de estado y en la ecuación 3.22 la matriz de en-
tradas; obtenidas a partir del Jacobiano de las ecuaciones no lineales del reactor.

A =

 −Dss − Y ΘTss−20µmaxXss
K

(K+Sss)2
−Y ΘTss−20µmax

Sss
K+Sss

ΘTss−20µmaxXss
K

(K+Sss)2
−(1− η)Dss + ΘTss−20µmax

Sss
K+Sss


(3.21)

B =

 −Y ΘTss−20µmaxXss lnΘ Sss
K+Sss

(So)ss − Sss Dss 0

ΘTss−20µmaxXss lnΘ Sss
K+Sss

(Xo)ss − (1− η)Xss 0 Dss

 (3.22)

El sub́ındicess hace referencia al valor de las variables correspondientes al estado esta-
cionario sobre el cual se linealiza. La estabilidad del sistema lineal se determina a partir del
ańalisis de los valores propios de la matriz de estados. Si todos los valores propios tienen
parte real negativa, se dice que la matrizA es Hurwitz ( [81]) y que el sistema es estable.
Para un sistema de segudo orden, los valores propios de la matriz A se obtienen al resolver
la ecuacíon 3.23.

λ2 − tr(A)λ + det(A) = 0 (3.23)

Dondeλ representa el vector de valores propios ydet(A) y tr(A) corresponden al determi-
nante y la traza de la MatrizA respectivamente. Es claro que para garantizar que los valores
propios de la matrizA tengan parte real negativa se deben cumplir las siguiente condiciones
( [82]):

tr(A) < 0 (3.24)
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det(A) > 0 (3.25)

Las condiciones mencionadas para la traza y el determinante de la MatrizA se expresan en
las ecuaciones 3.26 y 3.27.

tr(A) < 0; [ΘTss−20µss − (2− η)D(K + Sss)](K + Sss)

−Y ΘTss−20µmaxXssK < 0
(3.26)

det(A) > 0; −[ΘTss−20µss − (1− η)D][D + Y ΘTss−20µmaxXss
K

(K+Sss)2
]

+[Y ΘTss−20µss][ΘTss−20µmaxXss
K

(K+Sss)2
] > 0

(3.27)

En el estado estacionario, de acuerdo a la ecuación 3.16 (pag. 32), la variable de estado
correspondiente a la biomasa en equilibrio se expresa en la ecuación 3.28.

Xss =
DXo

(1− η)D −ΘT−20µss
(3.28)

La ecuacíon 3.28 establece la siguiente condición para el valor del factor de dilución:

D >
ΘT−20µss

1− η
(3.29)

Con la condicíon establecida en la ecuación 3.29, es evidente quetr(A)< 0 y det(A)> 0
para todo valor deD, conSss, Xss reales positivos. Por tanto todos los puntos de equilibrio
fı́sicamente posibles, para diversas condiciones de operación, son estables.

En la figura 3.8 se ilustra la respuesta dinámica del sistema con las siguientes condciones
operacionales:D = 2.30 d−1, Xo = 320 mg/l ySo = 2500 mg/l; considerando perturbaciones
en la concentración de la DQO en la corriente de entrada y en la temperatura del reactor.
Los casos estudiados se muestran a continuación:

Caso 1:
So = 3000 mg/l
T = 20oC

Caso 2:
So = 3000 mg/l
T = 23oC

Caso 3:
So = 3500 mg/l
T = 23oC
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Caso 4:
So = 3500 mg/l
T = 20oC

De donde se obtuvieron los siguientes valores propios y puntos de equilibrio:

Caso 1:
Sss = 514.43 mg/l
Xss = 15171 mg/l
Porcentaje de remoción de la DQO = 82.85%[

λ1

λ2

]
=

[
−12.37
−0.14

]
Caso 2:
Sss = 456.1 mg/l
Xss = 15420 mg/l
Porcentaje de remoción de la DQO = 84.8%[

λ1

λ2

]
=

[
−14.05
−0.14

]
Caso 3:
Sss = 480.34 mg/l
Xss = 17448 mg/l
Porcentaje de remoción de la DQO = 86.3%[

λ1

λ2

]
=

[
−15.5
−0.14

]
Caso 4:
Sss = 542.95 mg/l
Xss =17181 mg/l
Porcentaje de remoción de la DQO = 84.5%[

λ1

λ2

]
=

[
−13.61
−0.14

]
Los valores propios para los cuatro casos simulados son reales negativos, por lo que el
sistema es estable en lazo abierto.
De la figura 3.8 se deduce que el proceso presenta una dinámica lenta. Al considerar una
banda ĺımite de± 1 % se obtuvo un tiempo de estabilización de 21 d́ıas.
Para incrementos en la temperatura se favorece la degradación de materia orǵanica y el
crecimiento de las bacterias. Para incrementos enSo, la concentracíon de la DQO a la salida
del reactor aumenta, al igual que la biomasa. Sin embargo obsérvese que el porcentaje de
remocíon de la DQO es mejor cuando la carga orgánica es grande (caracterı́stica de los
sistemas de alta tasa), lo que se constituye como una ventaja operacional.
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Figura 3.8: Comportamiento del sistema para diferentes condiciones operacionales.

Modelo No Lineal

Los puntos de equilibrio del sistema representado por el conjunto de ecuaciones 3.16 y 3.15
(pag. 32) se obtienen al igualar las expresiones anteriores a cero:.

D(So − Sss)− Y ΘT−20µmax
Sss

K + Sss
Xss = 0 (3.30)

D(Xo − (1− η)Xss) + ΘT−20µmax
Sss

K + Sss
Xss = 0 (3.31)

Al realizar las manipulaciones adecuadas se obtiene la siguiente expresión para la obtención
del valor de la DQO en estado estacionario:

[(1− η)D −ΘT−20µmax]S2
ss − [((1− η)D −ΘT−20µmax)So

−(1− η)DK − Y ΘT−20µmaxXo]Sss − (1− η)DKSo = 0
(3.32)

La ecuacíon 3.32 es un polinomio de segundo orden, por lo tanto, desde el punto de vista
mateḿatico, es posible obtener dos valores para la concentración en estado estacionario de
la DQO a la salida del reactor (Sss), sin embargo desde el punto de vista fı́sico śolo es posi-
ble considerar los valores reales positivos que garanticen queXss tambíen sea real positivo.
La determinacíon del valor en estado estacionario de la biomasa se obtiene de la ecuación
3.28 (pag. 36).
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La estabilidad de los puntos de equilibirio del sistema no lineal se puede analizar con-
siderando las condiciones debidas a la traza y el determinante de la matrizA del sistema
linealizado (expresadas en las ecuaciones 3.24 y 3.25, pag. 35).
Considerando las siguientes condiciones operacionales:
D: 2.30 d−1 .
So: 4000 mg/l DQO.
Xo: 320 mg/l SSV.
T : 20oC.

Se obtuvieron los siguientes puntos de equilibrio:

Equilibrio 1:
Sss = 565.92 mg/l
Xss = 19216 mg/l

(3.33)

Equilibrio 2:

Sss = 5422.1 mg/l
Xss = −1493 mg/l

(3.34)

Es claro que el punto de equilibrio 2 no es fı́sicamente posible, por lo que se establece que
bajo las condiciones de operación dadas, el sistema sólo tiene un punto de equilibrio.

En la literatura se menciona que los sistemas biológicos pueden tener un punto de equi-
librio debido a un feńomeno conocido como lavado (wash-out), en el que la biomasa es
evacuada del reactor por efecto de la velocidad ascencional del fluido. En esta situación
Xss = 0, por lo que el lavado se considera como un estado de equilibrio no deseado. Ana-
lizando la ecuación 3.31 (pag. 38) se deduce que la condición de lavado śolo puede ocurrir
cuando la concentración de biomasa a la entrada del reactor (Xo) es cero. En este trabajo
la concentracíon de biomasa a la entrada del reactor es diferente de cero (ver tabla 101 del
Apéndice 99, pags. 99 - 101) debido a que el relleno sanitario puede considerarse como un
reactor anaerobio de lecho fijo en el que se genera biomasa, de tal manera que el lixiviado
a tratar contiene un porcentaje de bacterias anaerobias. Por lo tanto el reactor de estudio no
presenta un equilibrio de lavado.

Para los casos donde la corriente de entrada al reactor no contiene biomasa (Xo=0); se
deduce de las condiciones mencionadas anteriormente que la estabilidad de la situación de
lavado depende del valor del factor de dilución, de tal manera que sólo se tiene un equilibrio
estable si:

D >
ΘT−20µss

1− η
(3.35)

La dependencia de la naturaleza de la estabilidad en función del valor del factor de dilu-
ción, da origen a lo que se conoce como el fenómeno de bifurcación. El ańalisis de bifur-
caciones en bioprocesos se presenta como una herramienta poderosa para el estudio del
comportamiento dińamico del sistema y el diseño de estrategias de control para los mismos
( [57], [82]).
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Figura 3.9: Plano de fase del sistema en variables de desviación.

Una de las t́ecnicas ḿas utilizadas para el estudio de la dinámica de sistemas no lineales
es el ańalisis del plano o retrato de fase, representado por la familia de todas las trayectorias
o curvas solucíon de las ecuaciones de un sistema de segundo orden, con diferentes estados
iniciales ( [82], [83]), en las vecindades de un punto de equilibrio. El plano de fase es una
herramienta cualitativa del comportamiento del sistema, que permite establecer la estabi-
lidad de los puntos de equilibrio de acuerdo a la forma de las curvas generadas. Para las
condiciones de operación utilizadas anteriormente y con el punto de equilibrio expresado
en la ecuacíon 3.33, se obtiene el plano de fase en variables de desviación ilustrado en la
figura 3.9. Al linealizar el sistema al rededor de este punto de equilibrio, se tienen los va-
lores propios (λ1 =-14.85;λ2 =-0.14), por tanto el comportamiento del sistema alrededor
de este punto de equilibrio corresponde a un nodo estable. Los vectores propios del sistema
son:

ξ1 =
[
−0.969
0.2471

]
(3.36)

ξ2 =
[

0.0277
−0.9996

]
(3.37)

Dado queλ1 < λ2, el vectorξ1 es el vector estable rápido del sistema.

Como ejercicio acad́emico se realiźo el diagrama de fase suponiendoXo= 0, para un fac-
tor de dilucíon de 2.5d−1, T =20oC y So=3500 mg/l DQO. La expresión ΘT−20µss

1−η tiene

un valor de 7.31d−1 , por lo que de acuerdo a la condición de la ecuación 3.35, el pun-
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Figura 3.10: Plano de fase para la condición de lavado.

to de equilibrio es inestable. Los valores propios del sistema linealizado son (λ1 =-2.5;
λ2 =0.3371), correspondientes a un punto de silla, como se ilustra en la figura 3.10

3.2. Otro tipo de modelos

Como se menciońo con anterioridad existen otro tipo de modelos diferentes al modelo
fenomenoĺogico que pueden representar el comportamiento de un sistema (modelos caja
negra, modelos caja gris). Uno de los modelos de caja negra más utilizados en el modela-
miento de procesos biológicos complejos es la red neuronal, cuya estructura parte de una
analoǵıa entre la respuesta de las neuronas cerebrales frente a los estı́mulos. Las entradas
de la red son multiplicadas por unos pesos, para luego ser agrupadas y procesadas por los
neurodos de la primera capa a partir de funciones de activación. La salida de los neurodos
alimenta otra capa de neurodos hasta obtener la salida del sistema. La obtención de una
red neuronal consiste en la determinación del ńumero de capas de neurodos, el número de
neurodos en cada capa, el tipo de las funciones de activación en cada neurodo y el valor
de los pesos de la estructura, los cuales son obtenidos a partir de la minimización del error
entre los valores estimados y los reales ( [84]). En el trabajo presentado por Holubaret al,
2002 ( [85]), se desarrolló un conjunto de redes neuronales tipo feedforward para modelar el
pH, losácidos grasos volátiles y la produccíon de bioǵas en un reactor anaerobio de mezcla
completa. Sinhaet al, 2001 ( [86]), desarrollan un modelo de redes neuronales artificiales
para simular el desempeño en estado estacionario de un UASB para el tratamiento de un
efluente de azucar no refinada; teniendo como entradas del modelo la carga orgánica, el
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tiempo de residencia hidráulico y la alcalinidad en la corriente de alimentación, para obte-
ner como variables de salida la concentración de sustrato en la corriente efluente, el pH, la
alcalinidad, la concentración deácidos grasos volátiles en el reactor, la producción media
de bioǵas y el porcentaje de metano.
Otro tipo de modelo de caja negra es el modelo por lógica difusa, cuya idea fue propuesta
por Lofti A. Zadeh en 1964. Este tipo de modelos se basa en el desarrollo de una estructura
lingǘıstica que hace posible establecer la relación entre las variables del sistema en el es-
pectro de valores que pueden tomar ( [87]). Lo anterior se realiza mediante un mapeo que
utiliza operaciones entre los conjuntos de las entradas y las salidas del sistema, teniendo en
cuenta que las variables tienen un grado de pertenencia respecto a los diversos conjuntos
que expresan los niveles del universo de valores que pueden tomar. Un desarrollo de este
tipo de modelos en reactores anaerobios se presenta en Tay & Zhang, 2000 ( [88]), donde se
obtienen los modelos difusos de tres sistemas anaerobios de alta tasa (filtro, reactor de lecho
fluidizado y UASB), mediante un sistema de inferencia tipo Takagi Sugeno Kang (TSK).
En el trabajo realizado por Politet al, 2002 ( [89]), se desarolló el modelo dińamico de
un reactor anaerobio de lecho fijo con diez variables de estado (5 sustratos y 5 biomasas),
a partir de las ecuaciones de balance de masa para cada una de las especies, en donde la
velocidad de crecimiento de cada una de las biomasas es multiplicada por un factor difuso
que establece el efecto de la temperatura y el pH sobre las velocidades de reacción.
De otro lado es posible realizar un modelo del sistema a partir de la identificación del mis-
mo, por medio de la medición de las salidas y entradas del proceso. Uno de los modelos
utilizados para esta identificación es el modelo ARMAX (Autoregressive Moving Average
with eXogenous inputs), que utiliza un método recursivo para relacionar los valores pre-
sentes de las variables en función de los valores pasados ( [90]). Hilgertet al, 2000 ( [91]),
presentan un modelo lineal ARMAX en el que se muestra una estructura que relaciona la
produccíon de bioǵas respecto a la velocidad de flujo a la entrada de un reactor anaerobio
de lecho fluidizado. Un estudio sobre identificación recursiva para un sistema aerobio es
presentado en el trabajo de Lukasseet al, 2000 ( [92]).
El mayor inconveniente de los modelos de caja negra se relaciona con el hecho de que sus
paŕametros no tienen un significado fı́sico que proporcione un conocimiento conceptual del
proceso.
Otra alternativa para el modelado consiste en combinar la flexibilidad de un modelo de caja
negra, con un modelo de caja blanca que involucre parámetros de significado fı́sico en el
sistema. Esta fusión ha generado lo que se conoce como modelos de caja gris o modelos
combinados. En el trabajo presentado por Chenet al , 2000 ( [93]), se propone un modelo
basado en el balance de materia de sustrato, biomasa y producto en un proceso biológico
para la producción de un antibíotico, en donde la velocidad de crecimiento de las especies
biológicas involuradas son modeladas por medio de redes neuronales con función de base
radial (RBF). Una aplicación para sistemas de digestión anaerobia se presenta en el trabajo
realizado por Karamaet al , 2001 ( [94]), en el que se alcanzaron resultados satisfactorios
para un reactor de lecho fijo, partiendo del desarrollo de las ecuaciones diferenciales del
balance de masa para dos tipos de sustrato (DQO yÁcidos Grasos Voĺatiles (AGV)) y dos
tipos de biomasa (acidogénicas y metanoǵenicas), utilizando las mediciones del flujo de
metano y de la concentración de AGV para estimar las velocidades especı́ficas de creci-
miento de las bacterias involucradas mediante una red neuronal multicapa tipo feedforward.
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Una aplicacíon de este tipo de modelo fué presentada de igual manera en un trabajo previo
(Muñozet al, 2005 [5]).

3.3. Conclusiones

El desarrollo de modelos de procesos de sistemas de degradación anaerobia, se constituye
en una herramienta de gran utilidad en la toma de decisiones para mejorar el desempeño de
operacíon. El modelado es un proceso complejo, que puede ser abordado desde el punto de
vista fenomenoĺogico, a partir de modelos de caja negra, o utilizando modelos combinados.
Los modelos fenomenológicos o de caja blanca permiten tener un conocimiento fı́sico de lo
que ocurre en el sistema y su mayor incertidumbre radica en el conocimiento de la veloci-
dad de crecimiento microbiano. En configuraciones como los reactores UASB, el modelo
fenomenoĺogico se vuelve ḿas complejo, dada la segmentación de reǵımenes de flujo.
Es posible construir un modelo simplificado en el que se trabaje con una dinámica global
que agrupe las diversas bacterias involucradas en el proceso, en una aproximación hidŕauli-
ca de comportamiento del reactor como mezcla completa, teniendo en cuenta un factor de
retencíon celular. Este modelo fue utilizado en el presente trabajo, utilizando la expresión
de Monod para representar la cinética de reacción. Se alcanźo una precisíon promedio del
84 %, que concuerda con la representabilidad reportada para este tipo de modelos.
El ańalisis del modelo obtenido permite establecer que el sistema tiene una respuesta lenta
y que dadas las condiciones operacionales del reactor, el sistema sólamente tiene un punto
de equilibrio f́ısicamente posible, correspondiente a un nodo estable.
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Caṕıtulo 4

Observacíon de Estados

You can observe a lot just by watching.
YOGI BERRA.

La operacíon adecuada de un sistema de tratamiento es posible a través de un seguimien-
to apropiado de las variables del sistema, las cuales se determinan generalmente a partir
de pruebas fisicoquı́micas. Un seguimiento en lı́nea de las variables de estado (sustrato,
biomasa) es una tarea dificil de llevar a cabo debido a que los sensores disponibles tienen
un costo muy alto y necesitan de operaciones complicadas y sofisticadas, y de otro lado
no todas las variables cuentan con un sensor apropiado. Lo anterior representa una de las
principales limitaciones para mejorar el monitoreo de bioprocesos y la optimización de bio-
reactores. Esta problemática ha encontrado solución en los denominados sensores virtuales
(soft sensors), cuyo principio consiste en utilizar el modelo del proceso para reconstruir el
estado del sistema, partiendo de la medición de algunas de las variables de salida, utilizando
para ello herramientas de software acopladas con sensores convencionales ( [95], [96]).
Para poder realizar estimación de estados sobre un sistema es necesario que este sea obser-
vable, o por lo menos detectable.

4.1. Observabilidad de sistemas

Una nocíon intuitiva de lo que es la observabilidad de un sistema, se refiere a la posibilidad
de estimar las variables de estado a partir de las mediciones disponibles ( [95]).
Consid́erese el sistema no lineal conn variables de estado,p entradas yq salidas, expresado
en el conjunto de ecuaciones 4.1 y 4.2.

ẋ = f(x) + g(x)u (4.1)

y(t) = h(x) (4.2)

Dondex corresponde al estado del sistema (x ∈ Rn×1), u son las entradas (u ∈ Rp×1) y
y las salidas (y ∈ Rq×1). Las matricesf (x), g(x) y h(x) tienen dimensíon nxn, nxp y qx1
respectivamente.

El sistema es observablesi y śolo si existe una condición únicaxo dada la saliday y la
entradau (propiedad inyectiva).

45
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Lo anterior se expresa matemáticamente, mediante la definición del mapeoΦ (Ecuacíon
4.3):

Φ : xo ∈ X −→ {y(t)}t≥0 (4.3)

Si el mapeoΦ es inyectivo, entonces el sistema es observable.

Para el caso de sistemas lineales, como el definido en las ecuaciones 4.4 y 4.5, la obser-
vabilidad se establece de acuerdo a la matriz de observabilidad (Ecuación 4.6):

ẋ = Ax + Bu (4.4)

y(t) = Cx (4.5)

O =



C
−−−
CA
−−−

.

.

.
CAn−1


(4.6)

El par n− dimensional (A,C) es observablesi y śolo si la matriz de observabilidad (O)
tiene rango completo (Rango(O)=n) ( [97]), condicíon planteada por Kalman en los sesen-
ta ( [98]).
Un concepto relacionado con la observabilidad es el de detectabilidad u observabilidad
asint́otica, que no requiere que el mapeoΦ sea inyectivo, pero establece que la diferen-
cia entre dos trayectorias con el mismo historial de salida, converja asintóticamente a cero
( [99]).
El ańalisis de observabilidad para sistemas no lineales puede realizarse, de manera aproxi-
mada, a partir de la linealización de las ecuaciones que representan el modelo alrededor de
un punto de equilibrio, y determinar la matriz de observabilidad con el objeto de establecer
la observabilidad local del sistema en las vecindades del equilibrio seleccionado. Otro tipo
de alternativa para evaluar la observabilidad de sistemas no lineales se basa en la utilización
de las herramientas de la geometrı́a diferencial, mediante la construcción del espacio de
observacíon ( [100], [101], [102]), partiendo de que la salida depende sólo de las variables
de estado. En el caso particular, la salida corresponde a la producción del metano y como
se observa en la ecuación 3.17 (pag. 32), existe una dependencia explı́cita con la entrada
(temperatura), de tal manera que en este trabajo no se aborda el tema de observabilidad no
lineal.
Considerando el sistema de estudio, la matrizA es representada mediante la ecuación 3.21
(pag. 35), que se expresa nuevamente a continuación:

A =

 −Dss − Y ΘTss−20µmaxXss
K

(K+Sss)2
−Y ΘTss−20µmax

Sss
K+Sss

ΘTss−20µmaxXss
K

(K+Sss)2
−(1− η)Dss + ΘTss−20µmax

Sss
K+Sss


(4.7)
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Considerando como salida la producción de metano, la matrizC se construye a partir del
Jacobiano de la ecuación 3.17 (pag. 32):

C =
[

ΘTss−20µmaxXss
K

(K+Sss)2
ΘTss−20µmax

Sss
K+Sss

]
(4.8)

Luego la matriz de Observabilidad de KalmanO se expresa como:

O =

 C
−−−
CA

 (4.9)

Para el sistema de estudio la construcción de la matriz de observabilidad permite establecer
mediante el determinante deO, que el sistema es observable paraS 6= −K (válido para
todoS), siempre y cuandoD y/o X y/o S sean diferentes de cero. Fı́sicamente lo anterior se
expresa de la siguiente manera:El sistema es observable si y sólo si el tiempo de residencia
hidráulico en el reactor es finito, el porcentaje de remoción de materia orǵanica es menor
del 100% y el sistema se encuentra en un estado diferente al estado de lavado(fenómeno
que no se presenta para el sistema de estudio, sección 3.1.4, pag. 38). Las condiciones
anteriores son satisfechas para cualquier estado operativo del sistema en funcionamiento,
luego el sistema es observable de acuerdo al criterio de Kalman.
Teniendo en cuenta las consideraciones anteriores, se realizaron múltiples combinaciones
para los valores de las variablesS y X con diferentes parámetros operacionales (D, So y
Xo) y se determińo el rango de la matriz de observabilidad para cada caso. En la figura 4.1
se muestra que el rango de la matriz es completo para todas las combinaciones.

En el trabajo presentado por Dochain y Moreno, 2005 ( [103]) se explora una metodologı́a
para determinar la observabilidad global y detectabilidad de sistemas reaccionantes con
elementos inciertos en las ecuaciones del modelo, como es el caso de la cinética de reacción
para los sistemas biológicos. El ḿetodo propuesto en el artı́culo permite formalizar el diseño
de los denominados obervadores asintóticos, que serán tratados ḿas adelante.

4.2. Observadores de estado

Un observador es un sistema auxiliar acoplado con el sistema original (figura 4.2), diseñado
para reconstruir los estados no medibles a partir de aquellos que lo son, bajo un conocimien-
to a priori del modelo del proceso ( [104]). La estimación de estados en sistemas de
tratamiento, presenta un inconveniente crı́tico, debido a la alta incertidumubre asociada a
los siguientes factores ( [105]):

Condiciones iniciales: La variedad de especies biológicas presentes en el sistema, di-
ficulta el proceso de identificación del papel que juega cada una de ellas en el proceso.
De otro lado la medición de la biomasa total inicial no corresponde a la concentración
de la biomasa efectiva.

Cinética del proceso: Una descripción total de todos los parámetros asociados con
la cinética de las reacciones biológicas es una tarea difı́cil de llevar a cabo dada la



48 CAPÍTULO 4. OBSERVACIÓN DE ESTADOS

Figura 4.1: Rango de la matriz de Observabilidad de Kalman para diversas combinaciones
deS y X

complejidad del sistema. Por otra parte es posible que los parámetros cińeticos sean
variantes en el tiempo.

Concentracíon de la carga orǵanica en la corriente de entrada: La calidad del afluente
es considerada como una perturbación del sistema, debido a la variación que presenta
por efecto de diversos factores como los expresados anteriormente en el Capı́tulo 2.
Por otra parte los sensores que permiten su medición en ĺınea presentan altos costos.

Las anteriores circunstancias hacen que el diseño de observadores para procesos de tratamien-
to sea un reto para poder alcanzar un seguimiento adecuado del sistema. En el trabajo pre-
sentado por Bernard & Gouzé, 2001 ( [95]), se plantea que la selección de un observador
debe ser realizada teniendo en cuenta los siguientes aspectos:

1. Confiabilidad del modelo del sistema: robustez respecto a las incertidumbres.

2. Disponibilidad de medición de las variables.

3. Robustez con respecto a las perturbaciones.

4. Velocidad de convergencia.
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Figura 4.2: Esquema de un observador de estados.

A continuacíon se describen algunos de los observadores empleados en la estimación de
estados de sistemas biológicos.

4.2.1. Observadores de lazo cerrado para sistemas lineales

Los observadores de lazo cerrado son aquellos en los cuales es posible ajustar la velocidad
de convergencia de la estimación. Aqúı se aborda el caso de los observadores aplicados a
sistemas lineales para continuar con los observadores no lineales.

Observador de Luenberger

Uno de los observadores más conocidos se atribuye a Luenberger, aplicado sobre sistemas
lineales aut́onomos observables. Haciendo referencia al sistema expresado en las ecuaciones
4.4 y 4.5 (pag. 46), partiendo de la condición de observabilidad, es posible construir un
observador exponencial en la forma de Luenberger:

dx̂(t)
dt

= Ax̂(t) + Bu(t) + K(Cx̂(t)− y(t)) (4.10)

DondeK es un vector de ganancias que permite ajustar la velocidad de convergencia del
observador.
La dinámica del error de la observación esta dado por:

de

dt
= (A + KC)e (4.11)

cone = x− x̂.

Filtro de Kalman

El filtro de Kalman es otro tipo de observador muy aplicado para sistemas lineales, y puede
ser considerado como un observador de Luenberger con una gananciaK variante en el tiem-
po, con el objeto de minimizar la varianza estimada del error. La estructura del observador
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es igual que la expresada en la ecuación 4.12:

dx̂(t)
dt

= Ax̂(t) + Bu(t) + K(t)(Cx̂(t)− y(t)) (4.12)

La representación del sistema a ser estimado se muestra en las ecuaciones 4.13 y 4.14:

dx

dt
= Ax(t) + Bu(t) + w(t) (4.13)

y(t) = Cx(t) + v(t) (4.14)

Dondew(t) y v(t) representan los ruidos del sistema, los cuales pueden ser considerados
como perturbaciones Gaussianas de covarianzasQ(t) y R(t) respectivamente.
El vector de gananciasK(t) se calcula de la siguiente forma:

1. Cálculo del valor esperado:

E[xo] = x̂o (4.15)

2. Cálculo de la matriz de covarianza inicial del error:

Po = E[(xo − x̂o)(xo − x̂o)T ] (4.16)

3. Ecuacíon de propagación de la covarianza del error (Ecuación de Riccati):

dP (t)
dt

= AP (t) + P (t)AT − P (t)CT R(t)−1CP (t) + Q(t) (4.17)

4. Cáculo del vector de ganancias:

K(t) = P (t)CT R(t)−1 (4.18)

Para un sistema no lineal como el mostrado en las ecuaciones 4.19, 4.20 es posible diseñar
un Filtro de Kalman, a trav́es de la linealización de las ecuaciones de estado alrededor de
un punto de operación deseado. Las matricesA y C se calculan a partir del Jacobiano de las
funcionesf (x(t)) y h(x(t)) y el vector de ganancias se determina siguiendo el procedimiento
descrito para el filtro Kalman. El observador resultante se conoce como Filtro de Kalman
Extendido.

dx

dt
= f(x(t)) + Bu + w(t) (4.19)

y(t) = h(x(t)) + v(t) (4.20)

Cuando la cińetica o los coeficientes de rendimiento del sistema son desconocidos, una va-
riante de los observadores de Luenberger y del Filtro Extendido de Kalman, es el observador
adaptativo, que permite realizar la estimación en ĺınea de estos parámetros ( [105]).
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4.2.2. Observadores de Alta Ganancia

Los observadores de Alta Ganancia son estimadores no lineales usados cuando se cuenta
con un modelo de muy buena precisión, y se constituyen como una alternativa cuando la
linealizacíon del sistema no es observable. Estos observadores realizan la separabilidad del
sistema en la parte lineal y la no lineal, y la ganancia de observación es seleccionada de tal
manera que la parte lineal prevalezca sobre la no lineal ( [106]). Este tipo de observadores
se consideran de Alta Ganancia debido a que la dinámica del observador es más ŕapida que
la dinámica del sistema ( [95]).
El disẽno de los observadores de alta ganancia presenta mayor sofistificación y requiere de la
separabilidad expresada en las ecuaciones 4.1 y 4.2, que como se mencionó con anterioridad
no se cumple para el sistema de estudio, debido a la dependencia explı́cita de la salida
respecto a la entrada.
La convergencia de estos observadores es global y exponencial.

4.2.3. Observadores asint́oticos

Tambíen conocidos como observadores de cinética desconocida. Tienen la ventaja de ser
independientes de las cinéticas involucradas en el proceso y la estimación de las varia-
bles no medidas convergen asintóticamente a su valores reales. Para diseñar un observador
asint́otico es necesario conocer los coeficientes de rendimiento del proceso y realizar un
apropiado cambio de variables con el objeto de lograr una transformación lineal en el vec-
tor de estados.
En un trabajo previo ( [6]) se desarrolló un observador partiendo del supuesto de que la
medicíon deácidos grasos volátiles (AGV) se puede realizar en lı́nea ( [107], [108], [109]).
Sin embargo para las condiciones de trabajo del laboratorio no se cuenta con los equipos
necesarios para realizar este tipo de medición, por este motivo se hace necesario considerar
otro tipo de variable, de fácil medicíon y que permita realizar la estimación. En un trabajo
posterior ( [5]) se desarrolló téoricamente un observador suponiendo la medición en ĺınea
del metano producido en el reactor. Esta consideración es posible dado que el metano puede
medirse a partir de sensores de desplazamiento volumétrico o de flujo ( [110]) y su costo es
menor en relación al de un sensor de AGV. Por este razón se establece como una variable
conveniente para el objetivo de estimación, la cual como se verá más adelante, proporciona
ventajas importantes en relación al manejo de la incertidumbre de la cinética de crecimiento
microbiano.
Considerando el conjunto de ecuaciones 3.15 y 3.16 (pag. 32), que representan el estado del
sistema de estudio, es posible diseñar un observador partiendo de la medición del metano
producido de las reacciones de anaerobiosis. Dado que el metano es insoluble en el sistema,
la produccíon deéste puede expresarse de acuerdo a la ecuación 4.21.

Qmet = kmetµX (4.21)

DondeQmet representa la producción de metano en mililitros/dı́a y kmet es el factor de
rendimiento de producción de metano.
Haciendo:

µX =
Qmet

kmet
(4.22)
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Y sustituyendo la velocidad de reacción en las ecuaciones de estado 3.15 y 3.16 (pag. 32),
el observador generado es:

dŜ

dt
= D(So − Ŝ)− Y

Qmet

kmet
(4.23)

dX̂

dt
= D(Xo − (1− η)X̂) +

Qmet

kmet
(4.24)

El sistema representado en las ecuaciones 4.23 y 4.24 es un observador de lazo abierto de
caracteŕısticas lineales. Ńotese que este observador no tiene en cuenta la propiedad de ob-
servabilidad y dado que la cinética no es usada para construir el observador, se establece
que el estimador no es un observador en el sentido estricto de la palabra, sino precisamente
un detector, sobre la base de que la parte no observable es estable ( [95]).
A pesar de la ventaja de tener un estimador independiente de la cinética del proceso y de la
convergencia asintótica de la estimación, el observador asintótico presenta algunos incon-
venientes relacionados con el supuesto de que los parámetros de rendimiento son perfecta-
mente conocidos y que no existe error en las mediciones de las salidas ni en el estimado de
la concentracíon de sustancias a la entrada del sistema. De otro lado no es posible ajustar
la velocidad de convergencia de la estimación, y adeḿas no se explota toda la información
disponible para obtener un observador más robusto ( [111]).
En el trabajo presentado por Alcarazet al, 2005 ( [112]), se propone una modificación del
observador asintótico cĺasico para la estimación de un proceso de digestión anaerobia a
partir de la insercíon de una matriz de ganancias, que permite ajustar la velocidad de con-
vergencia y las propiedades de estabilidad del observador. El observador modificado supera
el inconveniente de la influencia de las condiciones de operación del sistema sobre el de-
sempẽno del observador asintótico cĺasico.
Dada las condiciones del laboratorio, se determinó este tipo de observador. En la figura
4.3 se simula el comportamiento del observador diseñado, considerando como condiciones
inicialesS(0)= 600 mg/l yX(0)= 15000 mg/l. En la sección deImplementación de la Es-
trategia de Control (5.7), se muestra el comportamiento del sensor virtual diseñado (figura
5.17, pag. 83).

4.2.4. Observadores de balance de masa de lazo cerrado

En la seccíon anterior se mencionó la debilidad de los observadores asintóticos, cuando se
presentan casos en los cuales la concentración de sustancias a la entrada del sistema cam-
bia y no se cuente con los sensores adecuados para medir dicha variación, generando un
efecto negativo en el desempeño del observador. Este caso es muy común en sistemas de
tratamiento, donde la concentración de materia orǵanica puede variar en el tiempo. Como el
observador asintótico se encuentra en lazo abierto no es posible realizar correcciones sobre
los valores estimados, de ahı́ que las predicciones realizadas puedan presentar desviaciones
respecto al valor real.
Para solucionar este inconveniente, una alternativa es la utilización de observadores de ba-
lance de masa de lazo cerrado, cuyo principio general es similar al de los observadores de
lazo cerrado para sistemas lineales (ver sección 4.2.1).
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Figura 4.3: Observador de estados asintótico.

Partiendo de las ecuaciones de estado del sistema de estudio (3.15 y 3.16, pag. 32), el ob-
servador de lazo cerrado serı́a:

dŜ

dt
= D(So − Ŝ)− Y

Qmet

kmet
− λ1(h(Ŝ, X̂))−Qmet) (4.25)

dX̂

dt
= D(Xo − (1− η)X̂) +

Qmet

kmet
− λ2(h(Ŝ, X̂))−Qmet) (4.26)

Dondeh(Ŝ, X̂)=Q̂met, representa una función que relaciona el flujo de metano respecto a
la concentracíon de biomasa y de sustrato en el sistema, y los valores deλ1 y λ2 son los
paŕametros a ser ajustados para lograr la convergencia de la estimación.

4.2.5. Observadores por Intervalos

Los observadores por intervalos surgen como una solución a la estimación de estados en
sistemas en los que se presenta incertidumbre en las entradas y en algunos parámetros del
modelo. El principio consiste en limitar las incertidumbres de los parámetros del sistema
y de esa manera construir un observador - que puede ser de lazo abierto o cerrado - sobre
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las fronteras de variación, que garantice la determinación de los ĺımites sobre los cuales se
encuentran las variables de estado. Para ello es necesario conocer una aproximación de la
variacíon temporal de los parámetros inciertos.
Partiendo del ańalisis del observador de lazo abierto (ecuaciones 4.23 y 4.24), se evidencia
que el desempeño del observador depende del conocimiento de la concentración de la DQO
a la entrada del reactor, cuya variación es considerada incierta debido a las múltiples varia-
bles que influyen sobre esta. Sin embargo es posible obtener una función aproximada de la
concentracíon de DQO, de acuerdo a las caracterı́sticas del relleno. Expresiones como las
anteriores son motivo de investigaciones como las presentadas en los trabajos de Kylefors
et al, 2003 ( [10]) y Agudeloet al , 2004 ( [11]).
Ahora se pueden establecer los niveles de variación de la concentración de sustrato a la
entrada, representados en las ecuaciones 4.27 y 4.28:

S+
o = G(t) + Sosup (4.27)

S−o = G(t)− Soinf (4.28)

S+
o : Lı́mite superior de la DQO a la entrada.

S−o : Lı́mite inferior de la DQO a la entrada.
G(t): Funcíon aproximada de variación temporal de la DQO a la entrada.
Sosup: Constante de variación superior.
Soinf : Constante de variación inferior.

La concentracíon de la DQO a la entrada estarı́a acotada porS−o < So < S+
o .

De igual manera las condiciones iniciales de las variables de estado se pueden delimitar
dentro de un intervalo de variación:

S(0)− < S(0) < S(0)+ (4.29)

X(0)− < X(0) < X(0)+ (4.30)

Utilizando la estructura del observador asintótico, el observador por intervalos estarı́a re-
presentado por las siguientes ecuaciones:

dŜ+

dt
= D(S+

o − Ŝ+)− Y
Qmet

kmet
(4.31)

dŜ−

dt
= D(S−o − Ŝ−)− Y

Qmet

kmet
(4.32)

dX̂+

dt
= D((X+

o − (1− η)X̂+) +
Qmet

kmet
(4.33)

dX̂−

dt
= D(X−

o − (1− ηX̂−) +
Qmet

kmet
(4.34)
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El observador anterior permite obtener de manera determinı́stica los intervalos dińamicos
que contienen las variables a ser estimadas.
En el trabajo referido anteriormente ( [6]) se desarrolló un observador asintótico por interva-
los y se estableció que las estimaciones pueden predecir valores negativos, lo cual no tiene
significado f́ısico. Esto se presenta debido a la sobreestimación del ĺımite inferior de la va-
riable, raźon por la que la aplicación de este tipo de observador requiere de un conocimiento
aproximado sobre el rango de variación de los paŕametros de entrada del proceso. La so-
breestimacíon de los ĺımites de variacíon incrementa el porcentaje de error de la estimación.
Por otra parte es posile obtener un conjunto de observadores por intervalos en lazo cerrado

Observador Informaci ón requerida Caracterı́sticas

Luenberger y Kalman
Requiere del conocimiento de la
cinética y de las entradas del sis-
tema.

La convergencia es local y expo-
nencial.
La velocidad de convergencia es
ajustable.

Alta Ganancia

Requiere del conocimiento pre-
ciso de la cińetica y de las en-
tradas del sistema.
Presentan alta sensibilidad al rui-
do.

La convergencia es global y ex-
ponencial.

Observadores asintóticos

No requiere del conocimiento de
la cinética.
Requiere del conocimiento de los
coeficientes de rendimiento y de
las entradas del sistema.

La velocidad de convergencia no
es ajustable.
La convergencia es asintótica.
Es sensible respecto a errores en
las mediciones y a la estimación
de los coeficientes de rendimien-
to.

Observador de lazo cerrado

Requiere del conocimiento de la
cinética.
Requiere del conocimiento de las
entradas del sistema.

La velocidad de convergencia es
ajustable.
Presenta un desempeño robusto.
Toma beneficio de toda la infor-
macíon disponible.

Observador por intervalos

Puede requerir del conocimiento
de la cińetica.
No requiere del conocimiento de
las entradas del sistema.

Permite manejar incertidumbres
respecto a los valores de entrada
del sistema.
Sus caracterı́sticas dependen del
tipo de observador sobre el que
se disẽna.
Determina un intervalo para las
variables estimadas.

Tabla 4.1: Comparación entre observadores.
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con diferentes velocidades de convergencia con el objeto de establecer el mejor estimativo
del haz de observación ( [111], [113]).

El disẽno, seleccíon e implementación de un observador debe basarse en las caracterı́sti-
cas del proceso a estimar, mediante la definición de los sensores disponibles y la precisión
del modelo que representa el sistema. De lo anterior es importante tener en cuenta que
los obervadores de Luenberger y Kalman requieren de un conocimiento exacto del mode-
lo que describe el proceso y que la velocidad de convergencia de la observación depende
de que el observador sea inicializado cercanamente a los estados reales. Cuando el modelo
del proceso se aleja del comportamiento real del sistema, este tipo de observadores gene-
ran una estimación errada. El desempeño de los observadores de alta ganancia está ligado
a la seleccíon de los valores de la ganancia, teniendo en cuenta que un valor alto puede
generar un bajo error de la estimación, sin embargo altas ganancias producen largas oscila-
ciones en presencia de ruido en la medición. Para este tipo de observador cualquier error
en las ecuaciones del modelo producirá una errada estimación de estados. Los observadores
asint́oticos presentan una gran ventaja al trabajar independientemente del conocimiento de
la cinética, partiendo de un correcto planteamiento del esquema de reacción, con paŕametros
de rendimiento conocidos. Las desventajas de este tipo de observador están asociadas con
la convergencia fija y con la necesidad de que para cada reacción exista una variable medi-
da. Los observadores por intervalos integran explı́citamente las fronteras de incertidumbre
sobre las entradas del proceso y provee fronteras explı́citas para los estados estimados, de
ah́ı la importancia de acotar correctamente los intervalos de variación ( [106]). En la tabla
4.1 se hace un paralelo entre los diferentes observadores mencionados.

Los observadores analizados parten del supuesto de que los coeficientes de rendimiento
de las velocidades de reacción son conocidos, sin embargo estos factores pueden ser va-
riantes en el tiempo. Con el objeto de tener en cuenta esta variación, se han desarrollado
observadores que trabajan además en la estimación de los paŕametros cińeticos, de ah́ı que
este tipo de observadores se denominen observadores adaptativos. Esto se logra por medio
de una transformación mateḿatica de las ecuaciones de estado del sistema, que permita
reconstruir la matriz de parámetros desconocidos. Para ello es necesario contar con una
propiedad denominada identificabilidad estructural. Se recomiendan los trabajos presenta-
dos por Chen& Bastin (1996), ( [114]) M̈uller et al (2002), ( [115]) y Bastin& Bernard
(2005), [116]) en los cuales se profundiza sobre la identificación de paŕametros en modelos
biológicos.

4.3. Conclusiones

Se determińo la observabilidad local del sistema, por medio del criterio de observabilidad
de Kalman.
Se realiźo un estudio sobre los diversos observadores que pueden ser aplicados para la
estimacíon de estados en bioprocesos, los cuales pasan de aproximaciones lineales hasta
desarrollos sofisticados. Se analizaron las ventajas y desventajas de los observadores, y
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teniendo en cuenta las condiciones de trabajo se diseñó un observador asintótico, partiendo
de la medicíon del metano generado y utilizando las ecuaciones del balance de materia. El
observador obtenido no requiere del conocimiento de la expresión de cińetica bioĺogica,
eliminando el factor de mayor incertidumbre del modelo del proceso.
Lo anterior consolida a la sensórica virtual como una técnica viable y ecońomica para llevar
a cabo el seguimiento y control de sistemas de tratamiento.
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Caṕıtulo 5

Control Autom ático de la DQO

Nothing is in this world, because everything is in a
state of becoming something else.

HERÁCLITO.

La operacíon de los sistemas de tratamiento, debe cumplir con las exigencias de la nor-
mativa ambiental. En Colombia la legislación establece como parámetro de regulación el
cumplimiento de un porcentaje de remoción de la carga ( [117]), sin embargo la tendencia
mudial es establecer valores lı́mites fijos independientemente de la calidad del efluente a
tratar.
La aplicacíon de la tecnoloǵıa de degradación anaerobia presenta una desventaja debido a la
dificultad para lograr operación óptima. Esto se debe al hecho de que la velocidad de flujo y
la composicíon del efluente a tratar pueden variar drásticamente, lo que puede repercutir en
la acumulacíon de compuestos tóxicos y en la consecuente eliminación de la biomasa. Estas
circunstancias afectan indudablemente la estabilidad del proceso, que dada las condiciones
dinámicas del sistema, podrı́a tardar en recuperarse varias semanas o incluso meses ( [118]).

El modelado y simulación son herramientas claves para describir y predecir este tipo de in-
convenientes ( [119]), los cuales son superados mediante la implementación de estrategias
de control realimentado que permitan alcanzar una operación adecuada ( [120]) e incluso
criterios de desempeñoóptimos (productividad, regulación de sustrato, rendimiento, costos)
( [121], [122], [123], [124]).
Slotine& Li, 1991 ( [125]) sugieren el siguiente procedimiento para el diseño de contro-
ladores, conformado por los siguientes pasos:

1. Especificacíon del comportamiento deseado, selección de actuadores y sensores.

2. Modelamiento de la planta fı́sica por un conjunto de ecuaciones diferenciales.

3. Disẽno de una ley de control para el sistema.

4. Análisis y simulacíon del sistema de control resultante.

5. Implementacíon del sistema de control.

En relacíon a la especificacı́ón del comportamiento deseado, el sistema de control puede
ser disẽnado con dos objetivos: un objetivo de estabilización o un objetivo de seguimiento.

59
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En el caso de la estabilización (regulacíon), el disẽno debe garantizar que el estado del sis-
tema en lazo cerrado se establezca en un punto de equilibrio. Para el caso del objetivo de
seguimiento, se debe construir un controlador que permita que la variable controlada siga
una trayectoria dada a través del tiempo. En el caso de estudio se proponen diversas estrate-
gias de control regulatorio de la demanda quı́mica de ox́ıgeno (DQO) a la salida del reactor
frente a perturbaciones en la concentración de la DQO en la corriente de alimentación, con
el objeto de garantizar un porcentaje de remoción consistente de materia orgánica ( [126]).
Para ello se estableció como alternativa de medición un sensor para el flujo de metano y un
observador asintótico para la estimación de las variables de estado del sistema. La acción
de control se realiza a partir de la manipulación de la temperatura del reactor, partiendo
de la base de que es posible modificar la velocidad de reacción sin necesidad de cambiar
el tiempo de residencia hidráulico del sistema (ver sección 2.2.1 pag. 12). Como actuador
se tiene un circuito para la regulación de la corriente que pasa a través de una resistencia
eléctrica inmersa en un baño t́ermico.
En lo referente al disẽno de la ley de control se han identificado diversas estrategias de
control, que mantienen la temperatura en un valor constante y se manipula el caudal de
alimentacíon del sistema. En este trabajo, por el contrario, se manipula la temperatura del
sistema para controlar la concentración de la DQO a la salida del reactor.
Algunas de lass estrategias de control reportadas son ( [127], [128]):

PI.

Control Difuso.

Control por Redes Neuronales.

Control Adaptativo ( [129]).

Control por Adaptacíon de la Perturbación ( [130]).

Control por Aproximaciones Basadas en Intervalos.

Control por Linealizacíon por Realimentación.

Buffiére et al, 1999 ( [131]) proponen una estrategia de control en la que el caudal de
alimentacíon es ajustado de acuerdo a la respuesta del sistema frente a perturbaciones con-
troladas en el flujo de entrada. La respuesta del sistema es evaluada a partir de la determi-
nacíon de un factor que relaciona la producción de metano del sistema con la producción
de metano esperada. Esta estrategia no requiere del conocimiento de la calidad del afluente
a tratar, raźon por la cual puede tenerse en cuenta en aplicaciones a escala industrial.

En el presente trabajo se estudian las estrategias de control PI, Control por Linealización
por Realimentación, Control Difuso y Control Predictivo (MPC), esteúltimo seleccionado
con el objeto de establecer un análisis preliminar de la aplicación del MPC en el control de
bioprocesos.
Antes de comenzar con el diseño de las estrategias de control se aborda a continuación el
concepto de controlabilidad.
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5.1. Controlabilidad de sistemas

Un sistema es controlable si para cualquier estado inicialx(0)=x0 y cualquier estado final
x1, existe una entrada que transfiere al sistema del estadox0 al estadox1 en un tiempo
finito. Cuando el estadox0 es el estadocero del sistema se habla de alcanzabilidad [97].
En sistemas lineales la controlabilidad se establece a partir de la relación entre la matriz de
estados (A) y la matriz de entradas (B), mediante la denominada matriz de controlabilidad,
expresada en la ecuación 5.1.

Wc =
[

B : AB : ... : An−1B
]

(5.1)

El parn− dimensional (A,B) es controlablesi y śolo si la matriz de controlabilidad (Wc)
tiene rango completo.
Al analizar los sistemas no lineales, puede ocurrir que al realizar la linealización alrededor
de un punto de equilibrio, la representación lineal del sistema no sea controlable, mientras
que el sistema original si lo sea ( [125]). De tal manera que establecer un juicio sobre la
controlabilidad de un proceso no lineal, con base en la matriz de controlabilidad del sistema
lineal puede generar inconvenientes en el momento de operación. Con elánimo de evitar
estos problemas, se ha desarrollado un análisis a partir de las herramientas de la geometrı́a
diferencial, cuyos ḿetodos proveen una poderosa ayuda para analizar el comportamiento
de un sistema, respecto a la determinación de la controlabilidad y observabilidad no lineal,
al igual que el establecimiento de las condiciones para que el sistema sea linealizable por
realimentacíon ( [100]). Estos estudios comenzaron a realizarse en la decada del setenta
con los trabajos de Chow, Hermann, Haynes-Hermes, Brockett, Lobry, Sussman-Jurdjevic
y Kremer, quienes desarrollaron una analogı́a no lineal respecto a la controlabilidad lineal
expresada por Kalman en términos deĺalgebra de Lie ( [98]). Este análisis utiliza la derivada
y el corchete de Lie, definidos a continuación:

Dado h : Rn 7−→ R una funcíon escalar suave yf : Rn 7−→ Rn un campo vectorial
suave enRn, la derivada de Lie deh con respecto af es una funcíon escalar definida por:

Lfh = ∇hf (5.2)

Luego la derivada de Lie se comcibe simplemente la derivada direccional deh a lo largo de
la direccíon del campo vectorialf ( [125]).
Sean f y g dos campos vectoriales enRn. El corchete de Lie es un tercer campo vectorial
definido por( [83]):

[f, g] = ∇gf −∇fg (5.3)

El corchete de Lie también se escribe comoadfg.
De acuerdo al sistema representado por las ecuaciones 4.1 y 4.2 (pag. 45), que se escriben
nuevamente a continuación:

ẋ = f(x) + g(x)u (5.4)

y(t) = h(x) (5.5)
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Si el sistema no lineal anterior tiene sólo una entrada, entonces el sistema es controlable si
la matrizG(x) expresada en la ecuación 5.6 tiene rango completo para todox. Definición
ańaloga a la establecida para los sistemas lineales.

G(x) =
[

g(x) : adfg(x) : ... adn−1
f g(x)

]
(5.6)

Para el sistema de estudio (representado por las ecuaciones 3.15 y 3.16, pag. 32) se establece
la matrizG(x) en la ecuacíon 5.7, realizando la separación adecuada al establecer como
variable manipulada la temperatura a través del factor de actividad térmicaΘT−20.

G(x) =
[

g(x) : adfg(x)
]

(5.7)

Donde:

g(x) =

 −Y µmax
S

K+S X

µmax
S

K+S X

 (5.8)

Y f(x) definida como:

f(x) =
[

D(So − S)
D(Xo − (1− η)X)

]
(5.9)

adfg(x) =


−D(So−S)Y µmaxXK−[Xo−(2−η)X]Y µmaxSD(K+S)

(K+S)2

D(So−S)µmaxXK+XoµmaxSD(K+S)
(K+S)2

 (5.10)

LuegoG(x) es:

G(x) =

 −Y µmax
S

K+S X −D(So−S)Y µmaxXK−[Xo−(2−η)X]Y µmaxSD(K+S)
(K+S)2

µmax
S

K+S X D(So−S)µmaxXK+XoµmaxSD(K+S)
(K+S)2

 (5.11)

Al analizar el determinante de la matrizG(x) se establece que el sistema es controlable para
S 6= −K (válido para todoS) siempre y cuandoD y/o X y/o S sean diferentes de cero.
Las condiciones anteriores son satisfechas para cualquier estado operativo del sistema en
funcionamiento (ver sección 4.1, pag 45).
En la figura 5.1 se muestra que para diversas combinaciones de las variables de estado, el
rango de la matrizG(x) es completo;Rango(G(x))=2.

En los trabajos de Ochoaet al, 2004-2005 ( [132], [133]), se desarrolla una propuesta para
el ańalisis de controlabilidad de sistemas MIMO, en el marco del Diseño Integrado de Pro-
cesos.
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Figura 5.1: Rango de la matrizG(x) para diversas combinaciones deS y X

5.2. Control PI

La lógica PID es sin duda alguna la estrategia de control más aplicada en la industria de
procesos, la cual ha venido siendo utilizada desde 1940 ( [134], [135]).
Considerando el controlador PI, la acción de control se determina a partir de la ecuación
5.12.

T (t) = Tbias + Kc ∗ E(t) +
Kc

τI

∫
E(t)dt (5.12)

DondeTbias, corresponde al valor de bias,E(t) es el error (desviación de la variable con-
trolada respecto al valor de referencia),Kc es la ganancia proporcional, yτI es el tiempo
integral (reset time) del controlador.
La parte proporcional se encarga de generar una señal de control de acuerdo a la magnitud
del error y la parte integral tiene la función de eliminar el error de estado estacionario. Los
paŕametros del controlador (Kc, τI ) deben ser ajustados con el objeto de alcanzar un control
satisfactorio. Este ajuste se denomina sintonización. ( [136])
Uno de los ḿetodos de sintonización más difundidos corresponde al propuesto por Ziegler
& Nichols (1942), que se basa en los parámetros de un modelo de primer orden con tiempo
muerto ajustado a la curva de reacción del proceso [137]. El modelo lineal de primer orden
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se muestra ecuación 5.13 en el dominio de Laplace.

S̄

T̄
=

K

τs + 1
e−sto (5.13)

DondeK es la ganancia del proceso,τ la constante de tiempo yto el tiempo de muerto.
Las fórmulas de sintońıa se muestran en las ecuaciones 5.14 y 5.15

Kc =
9

10K

(
τI

to

)
(5.14)

τI =
(

333
100

)
to (5.15)

Figura 5.2: Curva de reacción téorica del proceso.

Considerando la curva de reacción del proceso (figura 5.2) obtenida del sistema de ecua-
ciones no lineales 3.15 y 3.16 (pag. 32), para una perturbación en la temperatura de 20oC
a 30oC, con un factor de dilución de 2.3 d−1, So = 4000 mg/l yXo = 320 mg/l, se determi-
naron los siguientes valores:
K: -19.1 (mg/l DQO)/oC
τ : 1.8d
to: 0.18d (se consideŕo como el 10% de la constante de tiempo).
Kc: -0.157oC/(mg/l DQO)
τI : 0.6d
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Figura 5.3: Respuesta del Control PI.

En la figura 5.3 se muestra la respuesta del lazo de control PI para un factor de dilución
de 2.3 d−1 y Xo = 320 mg/l, estableciendo un valor de referencia de 478.28 mg/l para la
DQO a la salida del reactor y considerando una perturbación sobre la concentración de la
DQO a la entrada, de 2500 mg/l a un valor de 4000 mg/l.
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5.3. Control por Linealizaci ón por Realimentacíon

La linealizacíon por realimentación consiste en transformar algebraicamente la dinámica de
un sistema nolineal a un sistema lineal, en el que pueda aplicarse las técnicas de control
lineal; aclarando que la linealización es alcanzada por transformaciones exactas del estado
del sistema, de manera diferente a las aproximaciones lineales realizadas a través del Jaco-
biano ( [125]).
El principio del control linealizante consiste en encontrar una ley de control que sea una
función multivariable no lineal de los estados y las entradas del sistema, que permita que
la dinámica del error esté gobernada por una ecuación diferencial lineal estable ( [38]). La
ventaja de la linealización por realimentación radica en permitir que un sistema representa-
do por un conjunto de ecuaciones no lineales se comporte de manera lineal en una amplia
región del espacio de estado ( [138]). En el trabajo de Mailleretet al, 2004 ( [13]) se pro-
pone un control por linealización de un reactor anaerobio con cinética desconocida, en el
que se desarrolla un algoritmo adaptativo para el manejo de las incertidumbres del modelo.

El conjunto de ecuaciones del modelo del proceso de estudio se expresan aquı́ nuevamente:

dS

dt
= D(So − S)− Y ΘT−20µX (5.16)

dX

dt
= D(Xo − (1− η)X) + ΘT−20µX (5.17)

El sistema anterior puede ser representado mediante la descomposición expresada en las
ecuaciones 4.1 y 4.2 (pag. 45), mediante la separación apropiada de los términos del con-
junto de ecuaciones, de donde se tiene que:

f(x) =
[

D(So − S)
D(Xo − (1− η)X)

]
(5.18)

y = h(x) =
[

S
]

(5.19)

Se establece como salida del sistema la DQO (S) en la corriente de salida del reactor, puesto
que corresponde al estado que se desea controlar. Esta consideración es v́alida dado que la
DQO es estimada por medio del observador asintótico disẽnado.
El objetivo de control del proceso está relacionado con mantener la concentración de sus-
trato a la salida del reactor en un valor deseado (S∗), utilizando para ello la manipulación
de la temperatura, a partir del término de actividad térmica.
Dado que la salida (y) no presenta una relación expĺıcita con la entrada, es necesario realizar
la diferenciacíon de la salida:

ẏ = D(So − S)− Y ΘT−20µX (5.20)

Consid́erese la siguiente propuesta de ley de control:

ΘT−20 =
v −D(So − S)

−Y µX
(5.21)
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Dondev corresponde a la nueva entrada del lazo cerrado.
Reemplazado la ecuación 5.21 en la ecuación 5.20 se tiene:

ẏ = v = Ṡ (5.22)

Definiendo la desviación de la DQO respecto al valor deseado como:

e = S∗ − S (5.23)

El disẽno de la nueva entradav debe garantizar que la dinámica del error (e) sea estable
( [125]), lo que se cumple al hacerv como:

v = Ṡ∗ + λe (5.24)

Dondeλ es una constante positiva.
Igualando la ecuación 5.22 con la ecuación 5.24:

Ṡ = Ṡ∗ + λe (5.25)

Y finalmente:
ė + λe = 0 (5.26)

La ecuacíon 5.26 establece que la dinámica del error es exponencialmente estable.
En el caso del control regulatorio, el valor de referencia permanece constante en el tiempo,
por lo que la entradav puede expresarse como:

v = λ(S∗ − S) (5.27)

De tal manera que el factor de actividad térmica, asociado a la ley de control propuesta es:

ΘT−20 =
λ(S∗ − S)−D(So − S)

−Y µX
(5.28)

Reemplazando en la ecuación 5.16

dS

dt
= λ(S∗ − S) (5.29)

De la ecuacíon 5.29 se concluye que la ley de control obtenida en la ecuación 5.28, permite
solucionar satisfactoriamente el objetivo de control regulatorio. Sin embargo, dado que el
sistema tiene orden relativo uno, se hace necesario analizar la dinámica interna del sistema,
asociada a la variable de estado de la biomasa.
Reemplazando la ecuación 5.28 en la ecuación 5.17 se tiene la dinámica interna del sistema,
expresada como:

dX

dt
= D(Xo − (1− η)X)− λ(S∗ − S)

Y
+

D(So − S)
Y

(5.30)

Nótese que las ecuaciones 5.29 y 5.30 determinan la dinámica del sistema en lazo cerrado,
donde se han cancelado las no linealidades del modelo original en lazo abierto, relacionadas
con el t́ermino de generación en el balance de materia para el sustrato y la biomasa. El


