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Resumen

En el presente trabajo demostramos bifurcacién en el infinito para la ecuacion de onda
Ou + Au + h(u) = 0 cuando —A se encuentra cercano a los valores propios de mulitplicidad
impar del operador de onda [. Encontramos soluciones débiles en L°° al problema Dirichlet-
periddico. Separamos las ecuaciones en el niicleo y en el rango de [ usando el método de
Lyapunov-Schmidt. En el niicleo usamos el Principio de Contracciones y en el rango Teor{a
de Grado de Leray-Schauder. No asumimos monotonia en la parte no lineal.

Palabras clave: Ecuaciéon de onda semilineal, solucién débil, bifurcaciéon en el infinito,

principio de contracciones, grado de Leray-Schauder, método de Lyapunov—Schmidt.
Abstract

In this work we prove bifurcation at infinity for the semilinear wave equation Du+Au+h(u) =
0 when —A\ is close to odd multiplicity eigenvalues of the wave operator [J. We find weak
solutions in L* to the Dirichlet-periodic problem. We separate the equations in the kernel
and in the range of [J using Lypaunov-Schmith reduction method. In the kernel we use The
Contraction Principle and in the range we use Leray-Schauder degree theory. We do not
assume monotonicity of the nonlinear part.

Keywords: Semilinear wave equation, weak solution, bifurcation at infinity, contraction

principle, Leray-Schauder degree, Lyapunov Schmith method.
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Lista de simbolos

Notacién

Co(X) Espacio de funciones continuas que se anulan en infinito definidas
en X

Cee(X) Espacio de funciones derivables infinitas veces continua para todo
k y que se anulan en infinito.

Ck(X) Espacio de funciones derivables k-veces con derivada de orden k
continua que sen anulan en infinito.

c/2? Espacio de Holder de las funciones 1/2-continuas.

C.(X) Espacio de funciones continuas de soporte compacto definidas en
X

Ck(X) Espacio de funciones derivables k-veces con derivada de orden k
continua y de soporte compacto.

CX(X) Espacio de funciones derivables infinitas continua para todo k y de
soporte compacto.

C>*(X) Espacio de funciones derivables infinitas veces derivada de orden k
continua para todo k.

CH(X) Espacio de funciones derivables k-veces con derivada de orden k
continua.

Ck Espacio de funciones en C*((0,7) x (0,27)) que se anulan en la
frontera de (0, ).

Cck Espacio de funciones en C*(T) de promedio nulo.

H Espacio de las funciones v € L? tales que wu, u, € L%

ker(Q) Ntcleo del operador @

L*(X) Espacio de las funciones de cuadrado integrable en X en el sentido
de Lebesgue.

L*>(X) Espacio de las funciones esencialmente acotadas.

L? Espacio de funciones en L*([0,27]) de promedio nulo.

M1y 2 Norma en el espacio C'/2.

IRl Norma en L?

[ Norma en el espacio de las funciones esencialmente acotadas

|+ oo Norma en el espacio de las funciones continuas

|| Norma en el espacio H definida como ||ug|| + ||uz]|-

N Adherencia del nicleo de [J en L?



X1V Contenido
Notacion

N, Ntcleo de O en C*

1 Medida de Lebesgue

Py Proyeccion sobre N.

P, Proyeccion sobre el complemento ortogonal de N en L2

rng(Q) Rango del operador Q.

O Operador de onda Clu = uy — ugy

T Toro unidimensional

D Transformada de Fourier de la funcion p.

Espectro del operador L.



1 Introduccidn

El problema de la cuerda vibrante se remonta al Siglo XVIII. Juan Bernoulli (1727) planteo
el problema como una ecuacion en diferencias. Mas tarde Daniel Bernoulli con el paso al
limite propuso la siguiente ecuacion diferencial parcial

Pu  0*u

=0 1-1
otz 0x2 ’ (1-1)
donde u es una funcion de x y de t. D’Alembert y Euler en 1747 obtuvieron soluciones de la
forma

u(z,t) = fx +t) + gz —t), (1-2)

en donde f y g son funciones arbitrarias. Este problema ha sido muy importante en la his-
toria de las matemaéticas puesto que las soluciones de Daniel Bernoulli estaban dadas en
series trigonométricas y para ese entonces dichas soluciones no eran reconciliables con las
soluciones de Euler y D’Alembert.

Varios afios mas tarde con los trabajos de de Lagrange (1759) y Fourier (1807) se lograron
conciliar las dos representaciones de las soluciones [3, p. 531-533].

Con el desarrollo de la topologia y el andlisis funcional se fortalece el analisis funcional
no-lineal. Es posible con estas nuevas herramientas estudiar problemas mas complejos.
Nuestra linea de estudio estd enmarcada en la btisqueda de soluciones a ecuaciones de la
forma

Ut — Ugy + g()‘a z,t,u, utvux) =0
w(0,t) = u(m,t) = 0 (1-3)
u(z,t 4 2m) = u(z,t),

donde la funcién g es conocida como la no-linealidad y A es un parametro (o un vector
de parametros) de la ecuacion (1-3). Las dos tltimas ecuaciones en (1-3) se conocen como
condiciones Dirichlet-periddicas. Es posible reemplazar la condicion u(0,t) = u(m,t) = 0 por
u(z,t) = u(x + 2m,t) y muchos resultados sobre la existencia de soluciones se mantienen
igualmente (ver [19] y [15] por ejemplo). En ese caso se dice que u tiene condiciones doble-
periddicas. Usualmente se denota Uu = uy — u,, v al operador U se le llama operador de
onda, operador de D’Alembert o D’Alembertiano.
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Breve Revision al Problema General

En esta secciéon haremos un breve recorrido por los avances realizados en la busqueda de
soluciones a la ecuacion (1-3) desde 1967 hasta el momento. La presentacion de las contri-
buciones no estan en estricto orden cronolégico. En lo que sigue se asumird que u satisface
las condiciones Dirichlet-periddicas.

Nolinealidad Pequeiia

Una de las primeras contribuciones importantes al problema (1-3) se remonta a Rabinowitz
en 1967 en donde se considera el problema

Ou + auy + ef (x, t, u, ug, uy) =0 (1-4)

con f € C**! en cada componente [40|. Para |e| pequefio encuentra una tinica solucién en el
espacio de Sobolev W*2 |5, p. 271]. Las soluciones dependen continuamente del parametro
e. Los métodos empleados son métodos variacionales [48], Lema de Lax-Milgram [5, p. 140]
y teoremas de inmersion [5, p. 278-287].

Un afo desptes, Lovicarova estudia el siguiente problema similar

Ou = Ef(l', 757 U, Ut, ur) (]‘_5)

donde f € C*! es 27-periddica en t [37]. Ella encuentra soluciones v € C* que dependen
continuamente del parametro € (pequeno). Para encontrar soluciones emplea una formula
explicita para (07! y el Principio de Contracciones de Banach [12, p. 276].

Nolinealidad Monétona
Se dice que una funcion g es superlineal si g(x) = o(|x|) en z = 0 y si existen constantes Z

y 0 € [0, 3) tales que

G(z) :/ g(s)ds < Oxf(x), para |z|>Z. (1-6)
0

Para el problema

Ou+ g(u) =0 (1-7)

en el caso en que g es estrictamente creciente, de clase C! y superlineal en 0 y en oo se
conocen soluciones clasicas no triviales gracias a Rabinowitz en 1978 [41]. Un par de afios
mas tarde, este resultado fue extendido por Brezis, Coron y Nirenberg |7, 6] al caso en que
g es no-decreciente y

m 4 g (1-8)

lu|—o0 U



En este caso encontraron soluciones débiles en L°°. En ambos casos se utiliz6 el Teorema del
Paso de Montana |30, 36]. A las soluciones de la ecuacion (1-7) se le suelen llamar vibraciones
libres.

Similar al problema anterior, Brezis y Nirenberg en 1978 [9] encontraron soluciones débiles
al siguiente problema de vibraciones forzadas usando los métodos variacionales expuestos en

8].
Ou+ f(t,z,u) =0 (1-9)

Nuevamente en este caso se asume que f es no-decreciente en u. Cuando se tiene ecuaciones
de la forma Ou + g(u) = f(z,t) a la funcion f se le llama forzamiento.

Nolinealidad No-mondétona

Los precursores del estudio en el que la funcion ¢g (como funcion de u) es no-mondtona son
Hofer y Willem en 1980 |27, 50|. En este caso tenemos problemas de la forma

Ou + g(u) = f(z,1) (1-10)

En [27], que es el resultado més general, se demuestra que si la no linealidad g de (1-10) es
globalmente Lipschitz, o(0J) N [a, 8] = ) para algunos a < € Ry

2 s 2
—C—I—gﬁ/g(T)dTSC—i—ﬂ—s
2 =/, 2

para alguna constante c, entonces el rango del operador [J es denso en L2. Aqui o(0J) denota
el espectro del operador de Onda que sera estudiado mas adelante.

Un problema ligeramente distinto a los anteriores fue estudiado por Bates y Castro en 1980
[2]. Los autores consideraron un sistema variacional de n ecuaciones de la forma

{Du +VG(u) = f(a,t) (z,t) € Q= (0,7) x (0,) (1-11)

u(092) = 0.

En este trabajo se asumen ciertas estimaciones sobre las derivadas parciales mixtas de G y que
dichas estimaciones no tengan interseccion con el espectro. Bajo estas hipotesis encuentran
una tnica solucion débil usando métodos de reduccion via mimimax |1, 18, 23, 25, 32, 36, 43|.

Coron en 1983 encuentra soluciones al problema (1-7) en el caso en que g es no-mondétona.
Més especificamente, si

lim M =0,

lu|—o0 U
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con |g(u)| < alulP + B (p > 1) y satisfaciendo (1-6), se encuentran multiples soluciones [21].
En este articulo Coron asume simetrias en la no-linealidad (g impar por ejemplo) y aplica
argumentos del tipo minimax.

Para el caso de vibraciones forzadas, y sin asumir simetrias ni monotonia en la nolinealidad,
Castro y Unsurangsie en 1988 encuentran soluciones débiles al problema

Ou + Au = cq(x,t) +r(z,t) + h(u) (1-12)

con |c| grande, A ¢ o(0J) y ‘1|1’m R'(u) = 0 (es decir Au + h(u) es una nolinealidad asin-
U|—00

tdticamente lineal). En este trabajo se introduce el concepto de funciéon no-plana sobre
caracteristicas [20].

Recientemente Caicedo, Castro, Duque y Sanjuan encontraron soluciones en el caso en el
que el forzamiento f de (1-3) estd en LP [16]. Este resultado es una generalizacion del
resultado obtenido por Castro y Preskill en el 2010 [19] en donde se encuentran solucio-
nes débiles asumiendo f € L*>. En estos dos articulos se usa una versiéon del método de
Lyapunov-Schmith [36], el Principio de Contracciones y elementos de Teoria de Grado de
Leray-Schauder |22, 32, 36].

Otros Problemas Relacionados

En todos los casos anteriores se asume que u es periédica en ¢t con periodo 27. Cuando se
asume que el periodo es un miiltiplo racional de 7 la situacién es practicamente la misma
y los resultados se mantienen. No obstante, si el periodo es un multiplo irracional de 7 el
espectro del operador de onda puede tener puntos de acumulaciéon distintos del cero, ademas
de tener infinitos valores propios de multiplicidad infinita. La compacidad del operador (11
se pierde [13].

McKenna en 1985 fue el primero en encontrar soluciones débiles al problema (1-10) para el
caso en donde aparece un multiplo irrracional de 7. Especificamente de periodo % [39]. En
este trabajo se hace la siguiente hipotesis sobre la no-linealidad

() = g(W)| < |z —yl. (1-13)

Relacionado con el problema anterior, Castro y Caicedo en 1997 encontraron soluciones
débiles en el caso en que la derivida de la no-linealidad atraviesa multiples valores propios
de multiplicidad infinita. En este caso se encontraron soluciones usando de nuevo la idea
de funcién no-plana sobre caracteristicas y aproximaciones e interpolaciones en espacios de

Sobolev [13].



Un fenomeno interesante en relaciéon a la ecuacion de onda es que no se puede encontrar
solucion continua alguna al problema

Ou+ g(u) = f(x,t) (1-14)

para algunos formzamientos f suaves [14] .

Bifurcacion de la Ecuaciéon de Onda
En [42] se estudia el siguiente problema
Ou = AF(z,t,u) (1-15)

con condiciones Dirichlet-peridédicas. Suponiendo que F' es de buena clase y monétona. En
este trabajo, Rabinowitz encuentra un par de continuos de soluciones con 0 como punto de
bifurcacion.

Posteriormente, Berti y Biasco en el 2006 [4] encuentran soluciones al problema de bifurcacion
imperfecta

Ou = e(Bu®* + h(t, ) (1-16)

con h € ker(0)*. Estos resultados fueron extendidos por Caicedo, Castro y Duque en el 2011
[15].






2 Planteamiento del Problema

En el presente trabajo estamos interesados en encontrar soluciones débiles en L* al problema
Ou + Au+ h(u) =0
w(0,t) = u(m,t) (2-1)

u(z,t 4 2m) = u(z,t).

Suponemos, entre otras cosas, que h es asintoticamente lineal, h € C'(R) y que h es acotada
en R. Suponemos también que —\ ¢ o(0J). A grandes rasgos, el resultado que se sustentara
en esta tesis consiste en que si —\ estd muy cerca a valores propios de multiplicidad finita,
el problema tiene al menos una solucién débil no-trivial. También mostraremos que si —\ se
acerca valores propios de multiplicidad finita del espectro del operador de onda, las soluciones
débiles van a tender, en norma, a co. En otras palabras, las soluciones se bifurcan en infinito.

Para demostrar la bifurcacio6n usaremos el Principio de Contracciones de Banach con Para-
metros [10] para encontrar soluciones en el nicleo y Teoria de Grado [22, p. 60] y el Lema de
Nazarov-Turén |26, 49| para encontrar soluciones en el rango. También daremos las condicio-
nes para encontrar un continuo de soluciones cuando las soluciones no-triviales se bifurcan
desde —\ € o(0) de multiplicidad impar.






3 Fundamentos Tedricos de Analisis
Funcional

Para estudiar el problema no-lineal (2-1) es necesario revisar primero las propiedades del
operador diferencial lineal (operador de onda) O = 0? — 0%. Es decir, saber en qué espacios
puede estar definido, si es posible hablar de 0~! y revisar la continuidad y la compacidad
de estos operadores. Por ejemplo, como veremos mas adelante, en determinados espacios el
operador O no esti acotado, mientras que 0~! es incluso compacto.

Es necesario también resolver el problema de valores propios Ou = vu. Este también es un
problema lineal y nos permitird encontrar una base de Hilbert para los espacios que son de
nuestro interés. Como nuestro objetivo es estudiar la ecuacion (2-1) para valores de —\ cer-
canos a los valores propios de multiplicidad impar, es pertinente hacer algunas anotaciones
sobre el conjunto o(0).

Estudiaremos también las propiedades del operador ((J+ AI)~! que va a ser de gran impor-
tancia en el resto del trabajo. Este operador hereda muchas de las propiedades de (17!,

Por tltimo daremos una definicion de solucion débil al problema no-lineal, una representa-
cion como ecuacion integral a la ecuacion del nicleo y sus equivalencias con las ecuaciones
que resultan del método de reduccion de Lyapunov-Schimdt.

3.1. EIl Problema Lineal Homogéneo

Fijemos primero algo de notacion. Denotemos con T al espacio cociente R/27Z. Es bien
sabido que T es una variedad compacta de clase C°° modelada sobre R |28, p. 9]. Decir que
una funcién p a valor real esté definida en T es equivalente a decir que p esta definida en R y
es 2m-periodica [46, p. 88|. Para nuestros propositos, la variedad T es usada para simplificar
algo de notacion y para efectos practicos se puede ver como los intervalos [0,27] o (0,27)
dependiendo del caso. Sea ahora el cilindro C = (0,7) x T y sea k > 0 un entero. Definimos
los siguientes espacios.

(1) C.(€C) como el conjunto de todas las u : C — R tales que u es continua y suppu
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es compacto. Aqui suppu representa el soporte de u [46, p. 38]. C.(C) es un espacio
vectorial normado con la norma

uloo = sup |u(z,1)]. (3-1)
(z,t)eC

No obstante, C.(C) no es, necesariamente, un espacio de Banach a menos que se reem-

place el dominio por un conjunto compacto K, en ese caso C.(K) = C(K) y el sup en

(3-1) se puede reemplazar por max (ver |46, p. 70| y [35, p. 36]). Por ejemplo, el espacio

C(C) es un espacio de Banach con la norma (3-1), donde C = [0, 7] x T.

Co(C) como el completado con la norma (3-1) de C,(C). Es claro también que Cy(C) =
C(C). A Cy(C) se le suele llamar el espacio de las funciones que se anulan en infinito.

Con C*(C) denotamos al espacio de las funciones u tales que son k veces diferenciables
y todas sus derivadas hasta de orden k son continuas y acotadas en C. En C* definimos
la norma

uly = max sup |0 u(z,t)]. 3-2
ol = mis sup_ |70 52

C*(C) definido con esta norma es un espacio de Banach.

Ck(C) := CH(C) N C.(C), CE(C) := C*(C) N Co(C), C=(C) := Nr—, C*(C). De manera
similar se dan definiciones para C2°(C) y C§°(C). Los espacios vectoriales C* no son
espacios vectoriales normados [29, p. 133|. Estudiar la topologia de los espacios C*° no
es de interés para este trabajo.

C*(C) es el espacio de todas las funciones u € C*(C), tales que para todo m +n < k
con m,n > 0 la funcion (z,t) — Ot u(x,t) admite una extensién continua a C. Es
claro que C*(C) es un espacio de Banach con la norma (3-2) y que se puede cambiar el
sup por max. Ademas son vélidas las siguientes igualdades C*(C) = C*(C) = C¥(C). De
manera similar podemos definir el espacio vectorial C*°(C) := (=, C*(C).

El espacio C*(T) es el espacio de todas las funciones p : T — R tales que p tiene k
derivadas continuas en T. Definimos la norma

= @ (4)]. 3-3
Il = mdx mix |p (t)] (3-3)

Con esta norma asi definida, C*(T) es un espacio de Banach. De ser necesario conside-
ramos el espacio vectorial C>(T) := (2, C*(T).

Definimos el espacio C* := {p e C*(T) : 0 = O} Es claro que C¥ es un espacio
de Banach con la norma (3-3). Mas adelante veremos por qué es necesario la condicion

21
o p=0.
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(8) Por dltimo, C§ := {u € C*(C) : u(0,t) = u(w,t) = 0}. Este también es un espacio de
Banach con la norma (3-2). Es fécil ver que C¥ es el mismo espacio C¥(C) extendiendo
las funciones de manera natural a C.

Estamos listos formular la siguiente proposicion.

Proposiciéon 3.1 (Soluciones Clasicas al Problema Lineal Homogéneo). Sea k > 0 entero.
Las siguientes afirmaciones son vdlidas.

(1) La aplicacion Z : C* — Ck definida por (Zp)(x,t) := p(t + ) — p(t — x) es una
transformacion lineal, continua e inyectiva.

(2) El operador O : CE™ — C*(C) es lineal continuo.

(3) El micleo Ny1o = ker(d) = rng(Z) = O71(0) es un subespacio cerrado no trivial. De
hecho, Niio = Z(C’ﬁ”). De manera mds precisa, para cada v € Nyyo existe una tnica
p € C*2 tal que v = Zp. En particular, el problema

tiene soluciones cldsicas no triviales . Fs decir, soluciones u # 0 con u € CSH.

Demostracion. (1) Un calculo directo, como en [37, p. 326], muestra que Z : C¥ — C% es
lineal continuo y que

1Zpl,. < 2|plk. (3-5)

Para ver que Z es inyectivo supongamos que Zp = 0. Esto implica que p(2t) = p(0)
para todo t € T, o, lo que es lo mismo, p(t) = 0 para todo t € T, pero

27p(0) = /%p =0. (3-6)
0
Esto implica que p = 0. Por lo tanto, Z : C¥ — C¥ es lineal, continua e inyectiva.
(2) Un calculo directo muestra que O : C5+* — C*(C) es lineal continuo. De hecho
Cul, < 2ul,,, - (3-7)
(3) Usando lo demostrado hasta el momento y técnicas que se remontan al Siglo XVIII y

que estan consignadas en textos modernos de ecuaciones diferenciales como |24, p. 68|,
|31, p. 38| o [47, p. 32|, se puede demostrar que

Nit2 = {v € C§™ : v = Zp para una tnica p € CL*}. (3-8)
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Las funciones que pertenecen al espacio Nj,o son precisamente las soluciones clésicas
al problema (3-4). Basta tomar p € C**2 con p # 0 para obtener soluciones clasicas no
triviales Zp. [ |

Como se evidencia en la demostracién de la proposicion 3.1, al pedir que fo%p =0en la
definicion de C*"2 se obtiene una tinica p para cada v en el nicleo Ny o. Este proceso es lo
que se conoce como normalizacion del nicleo (ver [40, p. 150] para mas detalles).

Definimos también la transformacion Q : C%¥ — C* mediante la férmula

1 ¥

(Qu)(r) = 2—/ (v(s,r —s) —wv(s,r+s)) ds. (3-9)
T Jo

Para Q tenemos el siguiente resultado [37, p. 326].

Proposicién 3.2. Sea k > 0 un entero. Las siguientes afirmaciones son vdlidas.
(1) Q: Ck — CF es un operador lineal continuo y
| Qul;, < ful,- (3-10)
(2) QZ =1, donde I : C% — C¥ es la identidad.
(3) Py :=ZQ:Ck — rng(Z) es una proyeccion continua y
|Pyul, < 2], (3-11)
(4) El operador P, := 1 — Py : Ck — ker(Q) es una proyeccion continua (I : C — C& es
la funcion identidad). Ademds
|Prul, <3lul,. (3-12)
(5) Ny =1ng(Z) es un subespacio cerrado de C% que admite un complemento ortogonal Ni-
(cerrado también). Ademds NiF = ker(Q) y C§ = N & Ni-.
Demostracion. Para la demostracion vamos a seguir las ideas de [37, p. 326-327].

(1) Demostrar que Q es lineal es un calculo inmediato. Queremos ver que si v € C& entonces
Qu € Cﬁ. Es evidente que Qu estd definida en T. Es necesario verificar ademas que su
promedio es cero. Es decir,

2T 2T ™
Qu = i/ / (v(s,r —s) —wv(s,r+s)) dsdr
2w Jo  Jo
1 T 2m—s 2m+s
= — [/ v(r,s)dr — / v(r, s) dr] ds (3-13)
2w Jo s

—S

1 s 27 27

= — [/ v(r,s)dr —/ v(r, s) dr} ds
21 Jo 0 0

= 0.

0
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Para demostrar (3-10), que garantiza la continuidad de C% — C% | basta usar el Teorema
de Diferenciacion Bajo el Signo de Integral de Leibnitz [45, p. 236| para garantizar la
relacion conmutativa 37Q = Q& con j = 0,..., k. El resto es desigualdad triangular y
propiedades del sup.

Sea p € CE.

1

Q2p(r) = 5= [ (blr) = plr = 25) = plr +25) + p(r) ds

=)= 5 | [Tt =25y [Tt as (314)

=)= o[ [ wras+ [ oty

Para demostrar que Py = ZQ es una proyeccion, veamos que Py = Z(QZ)Q = ZQ =
Py. Veamos que rng(Py) = rng(Z). Es claro que rng(Py) C rng(Z). Tomemos ahora
v € tng(Z). Sabemos que existe un tnico p € C* tal que Zp = v. Ahora bien, Pyv =
ZQZp = Zp = v. Por tanto v € rng(Py). La demostracion de (3-11) es una consecuencia
inmediata de la definicion de Py y del hecho de que se trata de una proyeccion.

Por la definicion de Py y P, se deduce que P, también es una proyeccion y la desigualdad
(3-12) es inmediata. Nos falta ver que rng(P, ) = ker(Q). Un célculo directo nos muestra,
que QP = 0, es decir rng(P, ) C ker Q. Sea ahora v € ker Q). Entonces Pjv = v—ZQu =
v. Es decir ker(Q) C rng(Py).

Siguiendo [5, p. 39-40], se deduce que al ser Py y P, proyecciones continuas, entonces
Ch =rng(Py) ®ng(PL) = Ny ® N;" = rg(Z2) @ ker(Q), (3-15)

lo que demuestra la proposicion. [ |

Podemos formular y demostrar una proposiciéon con las mismas propiedades de la Proposi-
cion 3.2 tomando Q : C*(C) — CK(T) y Z : C¥(T) — C*(C). En ese caso si denotamos
con N} := rng Z, entonces, N} serd un subespacio cerrado de C*(C) y N = ker Q sera su
complemento de tal modo que C*(C) = N}, ® N}~

Queremos ahora ampliar el conjunto solucion de (3-4) a espacios méas generales. Especifica-

mente queremos soluciones en L?. Denotamos € := (0,7) x (0,27) y definimos

(1)

L?(Q) al conjunto funciones de las funciones de cuadrado integrable (en el sentido de
Lebesgue) con el producto interno definido por

(] v) = /Q w. (3-16)
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Es claro que podemos identificar el espacio L*(C) con L?(2).

2

(2) Definimos también el espacio L2 := {p e L(T) : J;

definido por

p= 0} con el producto interno

(plq)= /0 qu- (3-17)

(3) L>(2) sera el espacio de las funciones esencialmente acotadas con la norma
|lull, =mf{C >0 : |u(x,t)| < C para casi todo (z,t) € Q}. (3-18)
De manera similar definimos L.

Es bien sabido que L?(Q) y L% son espacios de Hilbert y que L>®(Q) y LY son espacios de
Banach. Dos funciones son iguales en estos espacios cuando son iguales en casi toda parte
(o salvo un conjunto de medida cero) [46, c. III].

El operador [0 : C5t? — C*(C) es continuo y C% es denso en L?*(Q2) para todo k con la
norma || - || [46, p. 69]. No obstante, no podemos hacer una extension continua de OJ a L?.
Basta tomar la sucesion de funciones acotadas w,(z,t) = sin(nt) para darnos cuenta que
|0u,|| = n||u,|| = nm — oc.

A pesar de que [ no es un “buen” operador, podemos ayudarnos de los operadores Z y Q
del siguiente modo.

Proposicién 3.3. Las siguientes afirmaciones son vdlidas

(1) La adherencia de C° en la topologia inducida por (3-17) es L2 y la adherencia de C§
en la topologia inducida por (3-16) es L*(2).

(2) Z:C — L*Q)) se puede extender continuamente a L%, Z es uno-uno y se liene que

1Zpll < 2v/ [|pll- (3-19)

(3) Q:C° — L% se puede extender continuamente a L*(Q) y se tiene que

1
1Qull < N ]l - (3-20)

(4) QZ =1, donde I es la idéntica en L.
(5) Py := ZQ es una proyeccion continua de L*(Q) sobre rng(Z) con

[ Pypll < 2|lp][ - (3-21)
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(6) P, :=1— Py es una proyeccion continua de L*() sobre ker(Q) con

[PLull < 3 full - (3-22)
(7) N = rg(Z) es un subespacio cerrado de L?(Q) que admite complemento ortogonal
Nt = ker(Q).

Demostracion. (1) Es bien sabido que C*°(C) es denso en L?(2) y que C>=(T) es denso en

L*(T) |5, p. 109]. En el primero caso, como dos funciones son iguales sii son iguales
salvo un conjunto de medida cero, es claro que C§° es denso en L*(Q) en la topologia
inducida por el producto interno (3-16). Por su parte, C2° C L*(T). Queremos ver que

O = L2. Sea entonces p € L%, solo nos falta verificar que p tiene promedio nulo. En

efecto, sea p, € O tal que para todo € > 0, existe un N, tal que para todo n > N,

Ipn — Pl < 5=
2
[
0

27 27
/ p / Pn — p’ +
0 0
27
< / [P — D (3-23)
0
< V2 |[p, — p

< €.

Como € > 0 fue escogido de manera arbitraria, fo%p =0.

Es una consecuencia inmediata de (1) y del Teorema de la Extension Continua [35,
p. 100]. Para demostrar que Z es uno-uno se hace como en la demostracion (1) de la
Proposicion 3.1 teniendo en cuenta que ahora que p(t) = 0 para casi todo t € T.

La demostracion de que Qu tiene promedio nulo es idéntica a (3-13). Demostremos la
desigualdad (3-20) que garantiza la continuidad del operador Q : L*(Q) — L2%. Sea
v e L*(Q).
2

dr

1 27

lQulI* =

(Aﬂm&r—@—v@r+g>@

<;L [/|vsr—@—v@r+@|%rdr

~ 4n?
_47r2/ / lu(s,r —s) —v(s,r+5)* dsdr (3-24)
< — 27r (v( r)? 4+ v(s,r)?) dsdr

1o
< —|lv]]
T

Las demostraciones de (4)-(7) son similares a las demostraciones de la Proposicion 3.2. W
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Decimos entonces que v € L?(€2) es una solucidn débil al problema homogéneo (3-4) siiv € N.
Es decir, si existe una tnica p € L2 tal que v(t,z) = p(t+x)—p(t—z). Al subespacio cerrado
N de L?(Q) se le dice el nicleo del operador de onda y se puede identificar con L.

Proposicion 3.4. La siguiente familia de funciones

V2
{19k(x,t) = ¥=sin(kx) cos(kt) (3-25)

or(x,t) == ‘/75 sin(kz) sin(kt),
para k =1,2,..., es una base de Hilbert para N.

Demostracion. Denotemos con
(3-26)

para k = 1,2,... Es claro que By := {, v : k=1,2...} es una base de Hilbert para L?
|46, p. 89-92]. La funcién ¢y se remueve de la base para que la adherencia de las funciones
generadas por B, tengan promedio cero. Denotemos con

1 )
wy(t) == ——e™ 3-27
para k € Z \ {0}. Para p € L? definimos para k = 1,... las siguientes transformaciones
lineales de L2 — [*(N) (I*(N) es el espacio de todas sucesiones reales a;,as ... tales que

S laif? < 00).
{ﬁl(k) = | @)

3-28
pa(k) = (p | vk) e

Definimos también, para k € Z\ {0} la transformada de Fourier de F : L2 — [*(Z) mediante
la formula

Fp)(k) = p(k) == (p | ) (3-29)

(I*(Z) es el espacio de todas sucesiones complejas ...,a_s,a_1,a9,a1,as... tales que
>, |ail* < o). Es bien sabido (ver [29, 45, 46] por ejemplo) que el polinomio trigonométrico
pn definido por

=

=2
=

i
hE

P1(k)si(t) + pa(k)u(t) (3-30)

y las transformadas pi, po, p cumplen las siguientes propiedades
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(1)

= 3" Bkt (3-31)

S(k) = {% (pu(k) —ipa(k))  parak >1 (332

(p1(—k) + ipo(—k)) para k < —1

(11) |lpy —p|| = 0.

(111) (Identidad de Parseval)

lpl?= > Ip Z|p1 )2+ [pa (k)2 (3-33)

kez\{0}

(1v) (Propiedad de Translacion). Si T, : L2 — L% esta definida por T,p(t) := p(t — z),
entonces

F(Tup)(k) = e p(k). (3-34)

Para demostrar que Bg := {Uy,0r : K =1...} es una base de Hilbert para N, lo haremos
via la Identidad de Parseval [46, p. 85]. Sea v € N arbitraria pero fija. Entonces existe una
tinica p € L2 tal que Zp = v. Podemos definir las siguientes transformadas

01(k) = 0

o (k) := (v | o)
para k = 1,2, .... También podemos definir para w(z,t) := %Sin(kx)e““ la transformada de
N — I2(Z), para k € Z \ {0},
o(k) == (v | @) (3-36)

Las relaciones entre 0,01 y U2 son iguales a las relaciones entre p, p; y po. Un célculo directo
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muestra que |0(k)|? = 2x|p(k)|>. De este modo

|v]|? / / v(x,t)]* dtdx

- [ & immr| a

| kez\ {0}

~ [ e - Fo — )P | do (37)

| kez\ {0}

=[] Xt - e pwP | do
0

| keZ\{0}
:4/ > sin(ka)’|p(k)[* | do
O | kez\{0}
=4 > K/ sin(kz)? d )|ﬁ(k)|2]
kez\{0}
=27 Z
kez\{0}
= Y k)P = (1K) +[oa(k))
kezZ\{0} k=1

Como se mantiene la identidad de Parseval para cualquier v € N entonces, las funciones 1y,
y or son un conjunto ortonormal total. En otras palabras, 8, es una base de Hilbert para
N. |

3.2. EIl Problema Lineal No-homogéneo

Ou = f
uw(0,t) = u(m,t) =0 (3-38)
u(x,t 4 2m) = u(z,t).

Supongamos por el momento que u € C2 y que f € C*(C). Vamos a seguir las ideas de
[37]. Integramos el lado izquierdo de la ecuacion Ou = f sobre el tridngulo 7" (incluido su
interior) de vértices {(x,t), (7,t —x +7), (7, t +x —m)}. Si escribimos con 7y el segmento de
recta que une (m,t —x +7) con (m,t+x — m) (en esa direccion), con 7, el segmento que une
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(t 4+ — m,m) con (t,z) y con 73 el segmento que une (x,t) con (w,t — x + m); entonces, la
frontera de T', T = 11 + 72 + 73. Usando el Teorema de Green [44, p. 253-255] obtenemos

// Ou(x, t) detdt = j{ uy dy + Uy ds
T oT

:/utdy—i-uxds—i-/utdy—l—uzdst/utdy—i-urds (3-39)
" t—x+m " m
:—/ ux(w,s)ds—/Vu-d72+/Vu-dTg
t+x—m T2 T3
t—x+m
= —/ Uz (m, s)ds — 2u(zx,t)
t+x—m

Integrando sobre T" a ambos lados de la primera ecuacion [Ju = f, obtenemos la siguiente
relacion

1 t—x+m t— :13+y
u(z,t) = —5/ Ug(m,s)ds — —/ / s)ds dy. (3-40)
t+z—m t+z—y

Reemplazando la condicion u(0,¢) = 0 en (3-40) tenemos que

o= [ /f(y sy =~ [ ur.s)ds (3-41)

Como u,(m,s) es también periodica de periodo 2w, la integral de la derecha en (3-41) se
mantiene constante para todo tiempo t. Esta constante es la que estamos denotando con f,.

Podemos obtener, entonces, una condicion sobre f para que la ecuacion (3-38) tenga solucion.
Para ello, basta derivar con respecto a t, el lado izquierdo de (3-41) y obtenemos

| e+ = St - dy =0 (3-42)
0

para todo t. En otras palabras si (3-38) tiene una solucion u € C3, entonces f € N =
ker(Q). Como veremos a continuacion, si f € Ni, entonces existe una tnica u € C’g que

satisface (3-38).

Definamos el operador lineal

t— x—l—y
Sf(x,t) ———/ / s)ds dy (3-43)
t+x—y

Demostremos que S f(x,t) = f(z,t). Para esto, calculemos primero

ST =5 [ flt+o—9) = ft—o+y)] dy (3-44)



20 3 Fundamentos Teoricos de Anélisis Funcional

0. [57(x, 1)) = —5 [— / fla,s)ds - / W {ax { /++f(ys) ds}} daz}

1 [ (3-45)
= 5/ fyt+z—y)+ fly.t —x+y)| dy.
Las derivadas parciales de segundo orden vienen dadas entonces por
0; [Sf(x, )] =0 (3-46)
Por lo tanto
asf = f. (3-49)
Denotemos
1 t—ax+m
R(x,t) := ——/ u(m, s) ds. (3-50)
2 t+xr—m

Sabemos por (3-41) que R(0,¢) = 3 f, es una constante para todo ¢ € T. Esto quiere decir que
la funcion R(z,t) s6lo depende de x, pero como S f(x,t) = f(x,t) entonces debe ocurrir
que OR(z,t) = 0. Esto quiere decir que R(x,t) = ax + b para algunas constantes a y b

por determinar. Remplazando en las condiciones de frontera u(0,t) = u(7w,t) = 0 obtenemos

R(z,t) = (7 — x) f,. Definimos entonces la transformacion lineal

(m—x

§1.0) = T = [T gy sy (351)

Estamos listos para formular el siguiente resultado debido a Lovicarova.

Proposicién 3.5 (Soluciones Clasicas al Problema Lineal No-homogéneo). Sea f € N,
entonces existe una unica solucion u € N3 al problema (3-38) que viene dada por la formula
explicita

u=0"'f:=P (S+9)f. (3-52)
Mds aun, para k =0,1,..., el operador O~ : Nt — Nkﬁrl es lineal, continuo con
07 flers <3 (k+72) [ £l (3-53)

O~! tiene inverso por la izquierda. Es decir, OO : kJ:H — ./\/k,%rl es la identidad.



3.2 El Problema Lineal No-homogéneo 21

Demostracion. Sea f € Ni-. Es claro que tanto S como S’ son transformaciones lineales.
Veamos que son acotadas de N — C*™1(C). Tomemos primero S’ y recordemos que |- |, =
|| Es claro que

1 ™ t+y
') < g le=allflo [ [ dsdy (359
™ 0 t—y

2

™
< — .
<211l

Por su parte

10,5 (z,1)] // Fly, s)dsdy

<3 “Ifl (3-55)
2
< % | flo -
y
8,8 f(t,z) = 0. (3-56)

De (3-54), (3-55) y (3-56) obtenemos que

2
1S'fl, < % o - (3-57)

Obtenemos entonces la siguiente desigualdad general

, , 7T2 7T2
15 liws = 191y < 16l < - 1£1y- (3-58)

Estudiemos ahora la continuidad de S : N — C**1(C). Usando las expresiones para las
derivadas parciales encontradas en las ecuaciones (3-44) y (3-45) tenemos que

t;r—&-y
|Sf(z,t)] < = / / s)|ds dy
t+x—y
§§|f|o/ 2y dy

2
< 5 1lo (3-59)

< (%‘1‘1) | flo -

De manera similar

0.5 (e, 1)] < 7l
2
<(5+1)1f (3-60)

2
< (%H) 7o
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y

0.5 f (2, )] < (7 = 2) [ flg
<[ flg (3-61)

2
< (7 + 1) 1 flo-
Juntando (3-59), (3-60) y (3-61) tenemos que
2
5= (G +1) 1l (3-62)

Usando un argumento inductivo sobre k como en [37, p. 328] se puede demostrar la desigual-
dad més general

2
1S js < (% +k) £ (3-63)

Combinando (3-12), (3-63) y (3-58) tenemos (3-53). La unicidad de la soluciéon viene dada
porque [J es un inverso a derecha de O~ en Ni* gracias a (3-49). [

En resumen, si f € A" el problema (3-38) tiene soluciones clasicas de la forma
u=Zp+0O ' f e Ny Nt (3-64)

para cualquier p € C2.

Definamos ahora el espacio de Holder C''/? de las funciones u € C(C)

Hyjp(u) == sup % < 00. (3-65)
x#yeC r—y

Definamos también la norma

[ully g = luloo + Hija(uw). (3-66)

Se sabe que C'/2? con la norma (3-66) es un espacio de Banach [32, p. 6-8]. Definimos de
manera similar C'/?(T) y si no hay lugar a confusién notamos su norma igual. Es posible
extender continuamente (7! a todo N*. Basta con notar que A" es denso en N+ con la
topologia de L*(2) y que, mediante un calculo directo, podemos demostrar que

IO A1 < 67 || £] (3-67)

Es decir 07! : Nt — N* esta bien definido y es continuo. Més atn, tenemos la siguiente
proposicion.
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Proposicién 3.6. Sea f € N, entonces existe Cy > 0 tal que
IO~ flhyz < CollfII- (3-68)
Ademds O7' : Nt — Nt es un operador compacto autoadjunto e inyectivo.

Demostracion. Acotemos primero ||Sf||; ,. Para esto, tomemos (z,1) € C arbitrarios y sean
h, k nimeros reales tales que (x4 h,t+k) € C. Un calculo directo a través de la desigualdad
de Cauchy-Schwarz muestra que

Sl < Y2751, (3-60)

Tenemos que estimar ahora Hj/y(Sf). Seguimos las ideas de [41, p. 43]. Denotemos los
siguientes triangulos

Ty = {(z,t), (m,t + & —7),(m,t —x+m)} (3-70)
To:={(x+ht+k),(mt+k—az—h+mn),(r,t+h+z+k—m)}. (3-71)

Notamos también T" = T} ATy, donde A denota la diferencia simétrica entre conjuntos. El
drea de T, u(T), esta acotada por |k* — 2k(m — x)| < 4m(|k| + |h|). Con esta notacion.

Sl

<! / I (3-72)

1/2
< SuM2 ||

= va(lhl + kDY f]-

Combinando (3-69) con (3-72) tenemos que

157115 < (% n ﬁ) 171, (3-73)

Ahora estimemos [|S'f||, - Un célculo directo nos muestra que

1SF(z+ h,t+ k) — SPf(z,1)]

15" floo < % 11l

Encontremos ahora una cota superior para Hi (S’ f). Tomemos z,t, h, k como antes y cal-

(3-74)

culemos
/ ' 1
1S"f(x +h,t+ k) = S"f(x,t)] < —|h||f*\

< 5—=(hl + [KD)?| £ (3-75)

2\/_

\/_ 1/2
ﬁ(|hl+|k|>/ LA

<
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Combinando (3-74) con (3-75) obtenemos

1S £l < (” Df) T (3-76)

Es inmediato verificar que si p € CY2(T) y f € C''/? entonces

||ZPH1/2 <2 ||p”1/2 (3-77)
1Ll ja < 20112 (3-78)

Combinando (3-73), (3-76), (3-77) y (3-78) obtenemos (3-68) con

o (2r+(V2+ )T
Coi=5 ( 7 ) . (3-79)

Para demostrar que (07! : N+ — N es un operador compacto, tomemos un conjunto

B C N+t acotado. Por (3-68) tenemos que (J7'B es acotado en C'/2 y en particular, es
acotado en C(C). Asimismo, (7' B es una familia uniformemente equicontinua de funciones
gracias a que

O f(w,t) = O fy, 8)| < Collz —y| + |t — sV (3-80)

Por el teorema de Arzela-Ascoli [5, p. 111] toda sucesion de funciones f,, € 7' B tiene una

subsucesion convergente en la norma de C'(C). Llamemos f,,, esta sucesion. pero si f, — f
para alguna f € C(C) también tenemos que f,, — f en la norma de L?(Q2). Por lo tanto
O-! es compacto.

Nos resta ver que (17! es autoadjunto. Para esto, tomemos fg, € NL. Si aplicamos integracion
por partes obtenemos

Bf 19)=(f | Og). (3-81)
Ahora para f,g € NL existe unas tnicas f,§ € NL tales que (O71f | g) = (f | Df]).
Basta tomar f = 0! f y § = O 'g. De este modo, y usando que OO~! = I, tenemos
(O 1g)= (71 0g)
- (07 19) (3-82)
=(f [ Og).

Para demostrar que es autoadjunto en todo Nt tomemos f,g € N=. Entonces, existen
sucesiones de funciones f,,g, € N tales que ||f, — fll = 0y [lgn — g|| — 0. Usando la
continuidad de (- | -) y de 7! obtenemos la relacion

O flg)=(f10"9). (3-83)
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Para demostrar que [J7! es inyectivo en N+ tomemos ¢ € NL. Recordemos que N es denso
en Nt. Entonces existe ¢ € N+ tal que 07'¢ = ¢. Supongamos que (07! f = 0, por tanto

(Fle)=(f107¢)
=@ 19) (3-84)
=0.

Como la relacion (3-84) es vélida para toda ¢ € NL, entonces f(z,t) = 0 para casi todo
(x,t) € Q.

De esta forma queda demostrada la proposicion. [ |

3.3. El Problema de Valores Propios
En esta seccion vamos a encontrar soluciones no triviales al problema

Uu = vu
u(0,t) = u(m,t) =0 (3-85)
u(z,t) = u(z,t + 2m).

Este problema se conoce como el problema de valores propios y lo vamos a formular de la
siguiente manera.

Proposicién 3.7. Eziste una base de Hilbert B, = {Uy;,00; : k=1,...55=0,1; k # j}
de N+ y una cantidad enumerable de reales vy; = (k* — j%) # 0 tal que si uy; € By,
entonces uy; € /\/'; y satisface el problema (3-85) con v = vy;. Ademds, todos los vy; son de
multiplicidad finita.

Demostracion. Dado f € N* existe una tinica u € C'/? tal que u = O~'f. Por otro lado,
recordemos que ker(CJ71) = {0}. Aplicando el Teorema Espectral |5, p. 167] existe una base
de Hilbert conformada por las funciones propias v tales que O~ 'v = %v asociada a los valores
propios no-nulos % Podemos aplicar repetidamente las proposiciones 3.5 y 3.6 para ver que
v € Ni. Resolviendo el problema (3-85) en N llegamos a que para k # j, si

Do = + sin(ka) parak=1,...
Vg = \/75 sin(kzx) cos(jt) para k,j=1,... (3-86)
Okj = */75 sin(kz)sin(jt) parak,j=1,...

entonces B | es la base deseada.

La multiplicidad finita de vy, se desprende de la compacidad de O~'. [
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Combinando las proposiciones 3.3, 3.4 y 3.7 vemos que 6 = B, UB, es una base de Hilbert
para todo L?(Q). Esto quiere decir que dada una funcion v € L*(Q2) podemos asociarle una
serie de Fourier del siguiente modo

WE

(i (K, J)0n; (2, 1) + Ga (K, 5) ks (2, 1))- (3-87)

u(z,t) ~

O

<.

En L?(Q) tenemos convergencia en L? y en casi toda parte de ) gracias a [17], mientras que
para funciones continuas, u = [0~ v por ejemplo, tenemos convergencia puntual para todo
(z,t) € C (ver [29]). También tenemos la Identidad de Parseval

Fall® = > (i (ks )P + [k, 5)°)- (3-88)

De manera andloga, se puede tomar como base de Hilbert para L?(2) al conjunto

™ ™ ™ ™ ™

B = {ﬁ cos(kx) cos(jt), ﬁ cos(kz) sin(jt), 1 cos(jt), 1 sin(jt), 1 cos(kzx), ﬁ} (3-89)

Definimos ahora el espacio H como el conjunto de todas las funciones u € L?(Q) tales que
ug, Uy € L2(Q), w(0,t) = u(m,t) y u(z,t) = u(z,t + 27). Aqui u; y u, son las derivadas en el
sentido débil. Es posible ver a H como el completado de C§° con la norma

[ully = Nlull + fluell + flua]l - (3-90)

Veamos que en H también vale la Desigualdad de Poincaré y que ! : Nt — H es continuo.

Proposicién 3.8. Suponga que u € H, entonces es vdlida la Desigualdad de Poincaré
Jul < |[Vull . (3-91)

En particular ||-||, y ||V(-)|| son normas equivalentes. Adicionalmente 071 : N* — H es
lineal continuo con

IO ully < lufl - (3-92)
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Demostracion. Sea u € H. Demostremos primero que |ju|| < 7 [|ug]|-

= [ [t o
_ /0% /OW lulz, 1) — u(0, )] dadt
() oo
L () oo
-/ ) | s, ds dode

<7 flug ||

IA

IN

Veamos que pasa con u;. Si j = 0 estamos en el caso (3-93) ya que u no depende de t.
Supongamos entonces que j # 0. En este caso tenemos

el =" 5> (faa(k, ) + [aa(k, 5)]%)
k=1
=0

2 Dl )P + laalh P (3-94)

J;O

= [lul*.

Combinando (3-93) y (3-94) vemos que (3-91) es valida. La equivalencia de las normas |||
v ||[V+|| es una consecuencia inmediata de (3-91).

Demostremos ahora que (3-92) se cumple. Sea u € N*.

o= Y (,f_;j)< (k3 + ok, 1))
k:kf,éjjzo
<Y G (k) (3-95)

k#j
k=1,j=0

< Y (k) + ik, 5)?)
ktj
k=1,j=0

2
< flull”-

Esto termina con la demostracion de la proposicion. [
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De ahora en adelante, para © € H tomaremos
Jully = luall + [Jul] (3-96)

Cabe anotar que 3-92 también implica la compacidad de J~! : N+ — N-'. Basta repetir los
ultimos argumentos empleados en la demostracion de la Proposicion 3.6 usando el Teorema
de Rellich-Kondrachov [5, p. 287] en vez del Teorema de Arzela-Ascoli.

También cabe anotar que el operador (07! gana una derivada débil en espacios de Sobolev
de peso mayor. No necesitamos este resultado en el trabajo pero el lector interesado puede
consultar [40, p. 157].

Al conjunto N lo llamaremos, formalmente, el nicleo de O y al espacio Y = HN N+ lo
llamaremos, formalmente, el rango del [J. Para concluir esta secciéon decimos que u es una
solucion débil al problema lineal (3-38) con f € Nt si

u=Zp+0O'feNaY (3-97)

para p € L%.

3.4. El Operador (O+ X))}

Sea A € Rtalque k2—j2+ X #0parak=1,2... yj=0,1... ysealy := min|k*—j2+ )| >
0. En este trabajo estamos interesados, especialmente, en el operador (O + \I)~!: L?(Q2) —
L*(92) definido por

_ o~ fr(k, )0k (2, ) + falk, ) ow (2, 1)
O4 M) f(x,t) = 1k, )V (2 /SR 3-98
=0
La igualdad en (3-98) es valida para todo (z,t) € Q.
Por la Proposicion 3.7, es claro que el problema
Ou+Au=0
w(0,t) = u(m,t) (3-99)

u(z,t) = u(z,t + 2m)
tiene como tnica solucién la solucién trivial, es decir u = 0.

Proposicion 3.9. (O + M)~ : L2(Q) — L?(Q) es un operador continuo y autoadjunto y
para u € L*(Q)

_ 1
IO+ A1)l < o el (3-100)
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Demostracion. Basta usar la representacion en series de Fourier y la Identidad de Parseval
de las ecuaciones (3-87) y (3-88). |

Proposicién 3.10. Si k*> — j2 # 0 para todo j = 0,1... y todo k = 1,2,..., existen
constantes Ay > 0 y By > 0, que sélo dependen de X, tales que

k? _ j2
k2 — 52+ X
Demostracion.

1 1

<

L+A 71+

Ay <

’ < B,. (3-101)

B
=77

1

AN

|1+ 225

k2—j2
k2—j2+>\‘
A

k2—j2+>\‘

ch. W
SR Y

‘1 - (3-102)

A
<142
<1+p

Tomando Ay := ﬁ y By =1+ % el lema queda demostrado. [

Proposicion 3.11. El operador (O+XI)~! definido en N+ satisface, para cualquier f € Nt
la siguiente relacion

O+ AT fll A+ 1@ +AD) T fllye < 5Byl (3-103)
Ademds, el operador (O + X))~ : N+ — L4(Q), con q > 2, es un operador compacto.

Demostracion. Bscribimos f = S (fi(k, j)Ux; + fo(k, j)o;). Entonces
k#j
<k2 +.]2)(f1(k7.])2 + f?(kaj)2)
(k2 — j2 + \)2

IO+ =D
k#j
2 (kz+.]2)(f1(k7])2+f2(k’j)2)

< B/\Z (k:2 _ j2)2

(3-104)
k#j
o (B2 4 52 (fi(k, 5)° + Falk, §))
STy
S Bi Z(fl(kvj)Q + fQ(k7])2)
k#j
< B |IfI°
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Notemos por el momento v = (O + \)~' f. Para x € [0, 7] fijo, calculamos ||u(z, ‘)”?{1[0,277]

2
OO 2sin(kx) | . . f2(lc 7)? sin(kz) )
(e, Mirpozn = || D2 Z sin(j) + | 3 cos(jt)
s = —j2+)\ = k2 — 524+ X
e k3 H'[0,27]
2 2
2sin(kx - f k., 7)?sin(kx
i o) | [[$5 thstsinte)
—Jj2+A kE? — 32+ A
j= k=1
k#j
2 . s . J
< B,Q\Z Z(fl(k7]>2+f2(k7])2) Zm (3-105)
3=0 k=1 k=1
L \k#j k#j

< B)%Z Z(f1(k7j)2+f2(kaj)2) (Zﬁ""Zﬁ)

=0 i @; ey V] >y T
2
™ 2

<BT ||

De manera similar se demuestra que [[u(-, )| g0 - < BA%Q || f]|- Estimemos ahora

[u(z1,t1) — u(we, )| < |ulwy, t1) — w(wy, to)| + |u(zy, t2) — u(wg, ta)|

to z2
S/ ]atu(x1,5)|d8+/ |0 u(s, ta)|ds (3-106)

t1 1
to to % 2 % 2 %
< (/ |Oyu (1, 8)[? ds) (/ ds> + (/ lﬁzu(s,t2)|2ds> (/ ds)
t1 t1 x1 x1

< ul@r, M om V0= tol + [[uCt2) | 1o - V1 = 22|

T
< By—=

7 Ipll (

NI

|t1—t2|+ |$1—[E2D.

Por otro lado

1k, 5)* + falk, 5)?]
1) <
wz, 1) Z |k:2+j NpY

< By <Z(f1(k:,j)2 + fz(k,j)2)2> (Z (,{52_;]2)2) (3-107)
k#j
< 2By ||p|l-
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Por lo tanto

a |u(l'1,t1) _U($27t2)|
@+, = lullgy + sup (3-108)
H H1/2 c) (z1,t1)#(z2,t2) \/|t1 —to| + |1 — X2
(z1,t1),(2,t2)EQ

< 4B, |pll -

Juntando las desigualdades (3-104) y (3-108) obtenemos (3-103) que es la desigualdad desea-
da.

Veamos ahora que el operador ((J+ AI)~! es compacto. Para tal fin, tomamos una sucesion
acotada de funciones p, € L?(2). Entonces (O+\I)"'p, es acotada en H. Por el Teorema de
Rellich-Kondrachov (O+ A1)~ 'p, tiene una subsucesion convergente en L4(Q2) parag > 2. W

Cabe anotar que (O + AI)~! no es compacto de N+ en H. Para comprobar esto, tome-
mos la sucesion acotada en L?(Q) dada por p,(z,t) = sin(nz)sin((n + 1)t). Tomamos
u, = (O+ X )"'p, y calculamos la siguiente norma

2 2
| tn — um”l > (tn)e — (Um)z||

ncos(nx)sin((n +1)t)  mcos(ma)sin((m + 1))\
:/Q( o+ 1+ A B 2m 41+ A ) dudt (3-109)
B n? cos?(nx)sin?((n + 1)t)  mcos?(mx) sin®((m + 1)t)
_/Q( 2n+1+ A2 2m+ 1+ )2 ) dadt

72 n? m?
) ((2n+1+)\)2 * (2m+1+)\)2)
2
T

— #£ 0.
—>47é

3.5. El Conjunto o(0J)

Con base en la Proposicion 3.7 definimos el espectro de L1 como el conjunto
o) :={k*—-j5":k=1,2...,j=0,1...}. (3-110)

Proposicion 3.12. ¢(0) estd conformado sdlo por valores propios. La multiplicidad geo-
métrica de cada valor propio y la multiplicidad algebraica coinciden. Salvo el valor propio 0,
todos los demds valores propios tienen multiplicidad finita.

Demostracion. Dado que (0~! es un operador compacto en N+ se puede decir que el conjunto
de valores propios no-nulos es o(0071)\ {0} [5, p. 164]. Si tomamos como ker((J) = N, entonces
0 también es un valor propio. En los operadores autoadjuntos la multiplicidad geométrica y
algebraica, de un valor propio v, coinciden y es igual a dim ker(CJ — 1) [5, p. 169].



32 3 Fundamentos Teoricos de Anélisis Funcional

Es claro que 0 es un valor propio de multiplicidad infinita. Basta tomar k = j. Para demos-
trar, directamente de la definicion del espectro, que los demas valores propios tienen multi-
plicidad finita supongamos, sin pérdida de generalidad, que el valor propio v = k? — j2 > 0.
Esto quiere decir que podemos escribir £ = j + n para algiin n que depende de k. Entonces

v=n(2j+n) (3-111)

Supongamos que la ecuacion (3-111) tiene infinitas soluciones. Entonces (3-111) es valida para
infinitos valores de n o para infinitos valores de j. Supongamos, sin pérdida de generalidad,
que es valida para infinitos valores de n. Entonces existe una sucesiéon n,, — oo tal que
v = ny(2j + ny), pero para m suficientemente grande, n,,(2j 4+ n,,) > v, lo cual es absurdo.

|

Proposicion 3.13. Las siguientes afirmaciones son validas:
(1) 1y 4 son los inicos valores propios simples.

(2) Todos los cuadrados perfectos positivos estin en el espectro y son los tnicos valores
propios de multiplicidad tmpar.

(3) Los nuimeros primos (positivos o negativos) estin en el espectro y tienen multiplicidad
dos.

(4) Los nimeros primos no son los tinicos valores propios de multiplicidad dos.

(5) Cualquier nimero en el espectro que no sea cuadrado perfecto positivo, tiene multiplicidad
par.

Demostracion. (1) 1y 4 son valores propios del operador de onda [J. Basta tomar k =1y
k =2 con j = 0 en ambos casos. Si existieran otros nimeros k y 7, j deberia ser no nulo.
Es decir 1 y 4 se deberfan poder escribir como diferencia de dos cuadrados. Pero esto es
imposible porque querria decir que 1 y 2 son los catetos de algin tridngulo rectangulo
cuyos lados forman una terna pitagorica.

Para ver que son los tinicos valores propios simples, veamos que cualquier otro cuadrado
si se puede escribir como diferencia de dos cuadrados. Sea m un entero positivo. Su-
pongamos primero que es par, entonces existe algin entero mg > 1 tal que m = 2mg y
m? = (m% + 1) — (m3 — 1)%. Supongamos ahora que m es impar, entonces m? también
es impar. Por lo tanto, existe m; tal que m? = (m; + 1)% — m2.

(2) Es claro que todo cuadrado perfecto positivo esta en el espectro. Basta tomar j = 0.
Esto corresponde a una funciéon propia. Ahora falta ver que si j # 0y v = k? — 52 tiene
méas soluciones, estas vienen en parejas (k,, jn) donde k; # kn, v ji # jm para i # j.
Supongamos que (ki,71) y (k1,72) son soluciones. Entonces k% — j? = k? — j2, de donde
J1 = J2. Hacemos un razonamiento similar cuando varia k;. Esto quiere decir que las
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soluciones a v = k* — j% con j # 0 es un conjunto de parejas tinicas y cada pareja tiene
asociada una pareja de funciones propias. Por lo tanto, los cuadrados perfectos positivos
estan en el espectro y son los tinicos valores propios de multiplicidad impar.

(3) Sea p un nimero primo. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que p > 0. Escribamos
entonces k = j + n para algin n € N. Queremos resolver para n y j la ecuacion
p = n(2j + n). Como p es primo sélo hay dos opciones, o n = 1 0 2j +n = 1. El
segundo caso es imposible. Nos resta el primer caso en donde tenemos k = ’%1 eNy

J = ’%1 € N como tnica solucién. Es decir, los primos estdn en el espectro y tienen

multiplicidad dos.

(4) No todos nimeros de multiplicidad dos que estan en el espectro son primos. Un célculo
para k y j especificos muestra que 8 = k% — 52 tiene como tinica solucion (3,1).

(5) Inmediato de lo anterior. |

3.6. EIl Problema No-lineal

Sea A € R tal que —\ ¢ o([J). En este trabajo estamos interesados en encontrar soluciones
débiles no-triviales al problema

Ou + Au+ h(u) =0
u(0,t) = u(m,t) (3-112)
u(z,t +2m) = u(z,t).

Por soluciones débiles al problema no lineal (3-112) entendemos una funcion v = v +y €
N @Y tal que

[ 06~ e = 00+ )+ o+ )0+ ) =0 (3113)
Q

paratodane NytodaéeY.

Si suponemos que u =y + v € C3 y suponemos también que u satisface (3-113), entonces u
también es solucion clésica al problema (3-112). Para ver esto basta con integrar por partes
en (3-113) y usar las condiciones Dirichlet-periodicas.

Para poder solucionar la ecuacion (3-112) debemos recurrir a una version modificada del

Método de Reduccion de Lyapunov-Schmidt (ver [22, p. 176-183] o [36, p. 33-43|). Nuestra
version es la siguiente
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3.6.1. Meétodo de Reducciéon de Lyapunov-Schmidt

Proposicion 3.14. u=v+y € N®Y es una solucion débil al problema (3-112) siiv yy
satisfacen el sistema de ecuaciones

v = —%PNh(v +) (3-114)
y=—(0+ M) 'PLh(v+y). (3-115)

Demostracion. Supongamos primero que u = v +y € N @ Y es una solucion débil del
problema (3-112). Tomando & = 0 en (3-113) vemos que

(wm) =~ (hly +v) | ) (3-116)

para todo n € N. La ecuacion (3-116) es equivalente a (3-114).
Para demostrar (3-115) tomemos 1 = 0y § = ¥y; con k # j en (3-113). Denotemos g(z,t) =
h(u(z,t)). Entonces la ecuacion (3-113) se transforma en

-1
j1(k,j) = ——————=0q1(k,J). 3-117
Haciendo el mismo proceso para { = g, y asociando las correspondientes series de Fourier
obtenemos
L o S T o
> G1(k, )0k + G2k, o = Y 55— (G1(k, 1) 0k; + G2k, §)0xy)- (3-118)
, ‘K — 2+ A
k#j k#j
k=1 k=1
=0 =0

La ecuacion (3-118) es equivalente a la ecuacion (3-115).

Supongamos ahora que son validas las ecuaciones (3-115) y (3-114). Es decir, son validas las
ecuaciones (3-116) y (3-118). Si tomamos & € Y arbitrario, la ecuacion (3-118) implica

| e =i = e = [ nw e (3-119)
Sumando (3-119) con (3-116) obtenemos (3-113). |

Nos referimos a la ecuacion (3-114) como la ecuacion del nicleo y a la ecuacion (3-115) como
la ecuacion del rango.

Sea Z un subespacio cerrado de N+ y W su complemento ortogonal en N+ sean también
Py y Py las proyeccion sobre Z y W. Siguiendo las ideas de la la Proposicion 3.14 podemos
partir la ecuacion del rango en dos ecuaciones simultaneas también

z=—(O+X)"'Psh(v+ 2z +w) (3-120)
w=—(0+\)"'"Pyh(v+2z+w). (3-121)
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Como z,w € Y podemos ver a Y = (ZNH) @ (W N H). Las soluciones débiles las podemos
escribir entonces como funciones de la forma v =v+y =v + z + w.

Para demostrar los teoremas de los siguientes capitulos vamos a encontrar, para y € Y fijo,
soluciones v(y) a la ecuacion (3-114) via el Principio de Contracciones y luego encontraremos
solucion para y en la ecuacion (3-115) usando Teoria de Grado de Leray-Schauder.

3.6.2. Ecuacién Integral del Nicleo
La ecuacion del niicleo (3-114) tiene una ecuacion integral equivalente dada por

p(r) = % /07r [h(u(z,r + x)) — h(u(z,r — x))] du. (3-122)

donde v = Zpy p € L? es tinico para v € N.
Proposicion 3.15. La ecuacion (3-114) es equivalente a la ecuacion integral (3-122).

Demostracion. Sea v = v+y € N @Y. Supongamos que (3-114) es cierta. Entonces v =
—1ZQh(u). Esto quiere decir que existe una tnica p € L2 tal que v = Zp. Como Z es
inyectiva, tenemos que

p= —%Qh(u). (3-123)

Es claro que (3-123) es equivalente a (3-122). Del mismo modo se demuestra que si (3-122)
es valida, también lo es (3-114). |






4 Bifurcaciéon en Infinito para una
Ecuacién de Onda Semilineal

En este capitulo demostraremos que existe bifurcaciéon en el infinito en los valores propios
de multiplicidad finita del espectro o(0J). Para —\ ¢ o(J) consideremos el problema

Ou + Au + h(u)
u(0,t) = u(m,t
u(z,t 4 27) =

0
0 (4-1)
t

)
u(x,t).

Supondremos a lo largo del trabajo que h € C'(R) esta acotada y que A'(z) — 0 cuando
|z| — oo. Dependiendo del resultado, agregamos diferentes hipotesis sobre la no-linealidad h.

Primero daremos una condiciéon para garantizar bifurcacion en los valores propios simples.
Luego daremos una condicion para encontrar bifurcacion en los valores propios de multiplici-
dad impar en general. Estos resultados nos dirdn ademas de cual “lado” se da la bifurcacion.
Por ultimo demostraremos que las soluciones vienen dadas por un continuo de soluciones
usando el Teorema de Krasnoselskii-Rabinowitz. Con hipotesis adicionales sobre h, encon-
traremos bifurcacion en infinito en todos los valores propios de multiplicidad finita. Para
concluir, encontramos bifurcacion e infinito al inico valor propio de multiplicidad infinita a
un problema modificado (el problema doble-periddico).

4.1. Valores Propios de Multiplicidad Simple

Sea [? € o(0J) un valor propio simple. Esto quiere decir, por la Proposicion 3.13, que [? = 1,4
(es decir k =1 = 1,2y 7 = 0). Para A muy cercano a —I? queremos encontrar soluciones
débiles no-triviales al problema (4-1).

Sobre h hacemos las siguientes hipotesis adicionales:

1) Existen v > 1y ho > 0 tales que si |z| > hy entonces

@) < (4-2)

1
|z
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2) El limite L definido a continuacion es no-nulo.

™

L:= lim h(¢sin(lzx)) sin(lz) dx # 0. (4-3)

¢—o0 0

De las hipotesis sobre h y b/, es inmediato que A’ : R — R también es una funcién acotada.
Un ejemplo de una h con estas caracteristicas es la funcion

sin(z)?
2

t
arctan(x) + .

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que v € (1,2). Podemos suponer también que
L > 0. En el caso en que L < 0 los calculos son los mismos con la bifurcaciéon proveniente
del lado contrario. Es decir, si L > 0 suponemos que A < —I? y si L < 0 suponemos que
A > —[?. Sélo estamos interesados en valores de A\ muy cercanos a —I[?. Es decir, suponemos
que |\ + I?| < & para algin &, € (0, 3) por determinar.

Teorema 4.1. Eziste g > 0 tal que para todo X\ con |\ + [?| < &g el problema (4-1) tiene
una solucion débil

uy=vx+yr € (LZ(Q)NN)S (L*(Q2)NY).

Mas ain, si X\ T =12, |loAll + [lyall; = oo

4.1.1. Formulacién del Sistema de Ecuaciones

En esta secciéon aplicaremos el método de reduccion de Lyapunov-Schmidt para encontrar
un sistema de tres ecuaciones. Para ello necesitamos el siguiente lema.

Lema 4.1. Sea My > 0 tal que si ( > My, entonces

/0 " (¢ sin(lz)) sin(iz) da — L‘ < g (4-4)

Supongamos que |\ + [?| < %MO Entonces eziste ¢ = ¢y € L1 (¢ >0) tal que

L 3L
A2 | A+12| T

c(l® + ) /Q sin?(lz) dzdt + /Q h(csin(lx)) sin(lz) dzdt = 0. (4-5)

Demostracion. Basta aplicar el Teorema de Bolzano a la funcién

fO):=C¢(PP+ N7 +2 /07r h(¢sin(lz)) sin(lx) dx

L 3L
en los puntos e Y e [ |
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Fijemos A (admisible). Por el Lema 4.1, existe ¢ = ¢, que satisface (4-5). Postulamos solu-
ciones de la forma v = csin(lz) + 2z con z = y+v € Y @& N. Eso nos lleva a la ecuacion
modificada

Oz + Az + h(esin(lz) + 2) = —c(A + %) sin(lz). (4-6)

Sea Z C N* el subespacio uno-dimensional generado por la funcién propia sin(lx) y sea
W C L?(Q) el complemento ortogonal de Z en N+. Entonces y = dsin(lz)+w € ZeW =Y
(d € R). El Método de Reduccion de Lyapunov-Schmidt expuesto en la Seccion 3.6.1 se
convierte en

v = —%PNh(c sin(lx) +y + v) (4-7)
= —(O+ M) ' PLh(csin(lz) +y +v). (4-8)

La ecuacion (4-7) es la ecuacion del nicleo y la ecuacion (4-8) es la ecuacion del rango que,
gracias al Lema 4.1, se puede separar en las dos ecuaciones siguientes

—(O+ M) ' Pyh(csin(lz) + dsinz + w + v) (4-9)

d=m212+ )\ / [h(csin(lz) + dsinx + w + v) sinx — h(csin(lz)) sin(lx)] dzdt.  (4-10)
0

4.1.2. Soluciones a la Ecuacién del Niucleo

Por la Proposicion 3.15, la ecuacion (4-7) es equivalente a

p(r) = % /0 h(u(e,r + 7)) — h(u(z, r — )] do (4-11)

donde u(z,t) = csin(lz) + y(z,t) + p(t +z) —p(t —z) y Zp=v € N.

Para v € (1,2), ex1ste0€(ﬂ,T7) talque 1+6 >3 >1+20>0con 8 =~(1+6)+26.
Es claro que # € (—1,0) y 5 € (0,1). Por ejemplo v = 1,5, § = —0,3 y 8 = 0,45.
Sean

CB
Bi-{pess <5

ey €Y con |yl < c? arbitrario pero fijo. Definimos la funcion F, : By — By por
1 ™

=5 [h(u(z,r +x)) — h(u(x,r — x))] de. (4-12)

Sea hy > 0 tal que |1/(z)| < 55 para |z| > hy. Sea también ¢, € (O
fijo. Definamos

o [0, €] U [T — €0, 7] para | =1
’ 0,e0] U5 — €0, 5 +€]U[m—eo,m paral=2.

1 . .
, m) arbitrario pero

(4-13)
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Lema 4.2. La funcion F, es una contraccion de By en B;.

Demostracidn. Veamos primero que F'(B;) C Bj. Para esto basta tomar A cercano a —[?

para que

Fo)r) < M= o & (414)
PEETI T :

Definimos

Fi(p)(r) = Fyu(p)(r) = / “hu(e,r 4+ 2)do (4-15)

Fa(p)(r) = Fya(p)(r) == /0 " h(ula,r — ) dr. (4-16)

Denotemos con
a(x,r,s) :=csin(lz) + y(x,r + ) + vi(z,r + x) + s(vo(z, 7 + ) — v (2,7 + ))

donde v; = Zp; y w; = csin(lz) + y + v; para i = 1,2. Entonces

[F1(p1)(r) = Fi(p2)(r)] < /07r |h(ur(x,r + x)) — h(u(z, 7 + 2)| da
< /O7T /01 \h (a(x,r, s))||v1(x, 7 + 2) — ve(z, r + x)| dsdx
< [ Wt )lin ) - o) dss (1)
+ /O7r /01 | (a(x, 7, 8))||pL(r + 22) — pa(r + 22x)| dsdx
Para r y s fijos, definimos el conjunto
Ey={x € Ej : |a(x,r,s)| > hi}. (4-18)
Afirmamos que pu(ES) = 0. En efecto, sea = ¢ E;, entonces

la(z,r,8)| = [el[sin(lx)] = [yl = 201l = llv2ll
> |c||sin(lz)| — 4c”
3
> Zeleg — 4¢P
> 2|C|60 c

> hy. (4-19)
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Tomemos la primera integral en el lado derecho de (4-17),

[ [ Wiater.plin(e) = ptoasi
< /Eo /01 |h' (a(z,r,s))||p1(r) — pa(r)| dsdr + /E1 /01 H(a(e,r,5))llps(r) — palr)| dsdr

s
< (Ih’loo4eo7f + 3—2) 1p1 = Pl (4-20)

< [
16 P1— P2l -

Aplicando argumentos similares al segundo término de (4-17). Y repitiendo la demostracion
para Fy, la afirmacion de que F' es una contracciéon queda demostrada. [ |

Como Bj; es un espacio cerrado en N, podemos aplicar el principio de contracciones para
y €Y fijo con |yl < c?, entonces existe un tnico v(y) € N que satisface (4-7) y [Jv]|, < .
Mas atn, la funcion y — v(y) depende continuamente de y. La demostracion de esto tltimo
serd desarrollada con detalle mas adelante.

4.1.3. Soluciones en el Rango

Definamos
Byi={yeY : llyl. <}

Bs es un convexo cerrado en Y. Definimos la aplicacion G : By — By por G(y) = Gi(y) +
Ga(y) € W & Z donde

Gi(y)(x,t) := —K\Pwh(csin(lx) + y(z,t) + v(y(z,t))) (4-21)
Go(y)(z,t) == |I> + | 'n 2 {/Q [h(csin(lx) +y + v(y)) — h(esin(lz))] sinz dwdt} sin(lx).
(4-22)

Lema 4.3. G tiene un punto fijo en Bj.

Demostracion. Por la Proposicion 3.11 tenemos que G es compacta. Para aplicar el Teorema
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de Punto Fijo de Schauder necesitamos demostrar que G(By) C B,. Tomemos y € By

2

[AMERIESE I m [A(esin(lz) +y + v(y))ll
k2—j2£0,12
<vaa+ap)| 30 ﬁ Ih(esin(la) +y + o) (4-23)
k2—j2£0,12
< 5vV2(6v27?) ||h(esin(lz) + y + v(y))]|
< 6073 R s
< .

Denotemos con

- {([0, AU r — &, 7)) x [0, 27] para l =1 (124)
([0, JUz =, 2+ Ff|Ur = 7)) x [0,2n] paral=2.

Entonces

|Go(y)(z, )| < 7212+ A7 /Q |h(csin(lx) +y + v(y)) — h(csin(lx))]|| sin(lz)| dxdt

< a4 AT |h(csin(lx) + y + v(y)) — h(esin(lx))]|| sin(lx)| dxdt+

E>

+ |h(csin(lz) +y +v(y)) — h(csin(lz))| dxdt] (4-25)

B

< [167r|h|ooce <gco) + | W (esiniz) + (@, O))]ly + v(y)] d:pdt] ,
T

2

Donde Z(z,t) es tal que |%(x,t)] <27 y

lesin(lz) + #(z, )| > ¢|sin(lc?)]| — 27
3
> 5014-9 _ 206 (4—26)
1
Z §Cl+9

Teniendo en cuenta lo anterior

c —
Ga(y) ()] < =7 (40| ] ooc®® + 272P=10140))

2
<— (20/h|so + ) T2 (4-27)
<cf

Luego GG : By — By y por el Teorema de Punto Fijo de Schauder tiene un punto fijo. |
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Por el lema (4.2), dado y € Y con |y||,, < ¢, existe un tnico v(y) € N que satisface
la ecuacion del nucleo (4-7). Si tomamos a y como el punto fijo de G cuya existencia esta
garantizada por 4.3, entonces tenemos soluciones al rango. Esto demuestra el Teorema 4.1.

4.2. Valores Propios de Multiplicidad Impar

Consideremos nuevamente el problema (4-1) y supongamos que A := \g — ¢, donde —\g = k2

es un valor propio de multiplicidad impar y € > 0 pequeno, arbitrario pero fijo.

Esta vez asumimos sobre h que

L:= lim h(x)z > 0. (4-28)
|z|—o00

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que L > 0. En el caso en que L < 0 la bifurcaciéon
ocurre del lado contrario al valor propio cercano a —A. Las hipo6tesis sobre h implican que

lim |h(z)| = 0. (4-29)

|z| =00

Por ejemplo, una h con estas condiciones puede ser

oz sin(z?)
1+ a2 2

Bajo las hipotesis sobre h y A tenemos el siguiente resultado que vamos a demostrar en este

h(z)

capitulo

Teorema 4.2. Ezxiste ¢ > 0 (que sdlo depende de h y de \) tal que para todo € € (0,¢p) el
problema tiene una familia de soluciones débiles u. = v.+y. € (NNL>®(Q))® (Y NLX(Q)).
Ademds, si e — 0, entonces ||y, + ||ve]| — oo.

4.2.1. Formulacién del Sistema de Ecuaciones y Lemas Previos

Si proyectamos la ecuacion sobre el nicleo N y el rango Y, obtenemos las siguientes ecua-

ciones.

1
v = —XPNh(U + ) (4-30)
y=—(0+ )P h(v+y). (4-31)

Denotamos con u = y + v. Denotamos con W el subespacio de Y generado por los valores
propios distintos de 0 y de —\y. Denotamos también con Z al subespacio propio generado
por el valor propio de multiplicidad impar —\y. Para ¢ € Z y w € W, la ecuacién del rango
la partimos en dos ecuaciones a saber

0=—ep+ Pzh(o+v+w) (4-32)
w=—(O+X)""Pyh(o+v+w). (4-33)

El siguiente resultado del anélisis nos sera de utilidad.
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Lema 4.4. Sea ¢ : Q — R un polinomio trigonométrico que satiface las condiciones
Dirichlet-periodicas, entonces ¢ se anula en un conjunto de medida cero.

Demostracion. Escribimos u = cos(z), v = cos(t) y notamos con T,, y U, los polinomios de
Chebyshev de grado n de primera y segunda especie respectivamente [35, p. 348].
Entonces

p(r,t) =Y ) (ar; sin(kx) cos(jt) + by sin(kz) sin(jt))

k=1 j=0

= Z Z lag;j sin zUy_1(cos z)Tj(cost) 4 by; sin xsint Uy (cos x)U;_1(cost)]  (4-34)

k=1 j=0
= +vV1 —u?py(u,v) £ V1 — uV1 — v2py(u,v),

donde p; y p2 son polinomios de dos variables de grado n +m — 1 y n + m — 2 respecti-

vamente con coeficientes en los reales. El conjunto donde ¢ se anula esti contenido en el
conjunto donde se anula py := p? — (1 —v?)?p3, que también es un polinomio en dos variables.
Para v € [—1, 1] fijo, podemos ver al polinomio pg(u,v) como un polinomio en la variable w.
Por el Teorema Fundamental del Algebra, existe un nimero finito de funciones algebraicas
u; : [—1,1] — R tales que po(u;(v),v) = 0.

Sea K; = [—1,1]Nu; '[~1,1] ¥ f; : K; — R definida por f;(v) := arc cos u;(v) envia conjuntos
de medida cero en conjuntos de medida cero. Claramente f; es uniformemente continua en K.
Queremos ver que el grafo G; = {(v,u;(v)) : v € K} tiene medida cero. Sea € > 0 aribtrario
pero fijo. Existe un § € (0,1) que s6lo depende del € tal que para todos s,s" € [—1,1] con
|s —&'| < 4§, Jui(s) —u;(s")| < e. Sea ahora n el entero mas pequeno tal que nd > 1. Entonces
existe un particion de [—1,1], =1 = s < -+- < s, = 1 tal que para todo i = 1,...,n,
|55 — s5-1] < 0. Si K;N[sj_1,s;] # 0, tomamos s5 € K; N [s;_1,8;] y definimos z; = u;(s})
para j = 1,...,n. Si tomamos s € [s;_1,s;] N K;, entonces u;(s) € [z — €, 2 + €. Asi
G C Ui, ([sj-1,8)] N K;) x [z — €, 2 + €. Si pu representa la medida de Lebesgue vemos que

w(Gi) < ZM (([8j-1, 851 N K;) X [2i — €, 2 + €]) (4-35)

i=1
< 20en < 2e.

Entonces u(G;) = 0 para todo i. Por lo tanto ¢ se anula sobre la unién finita G = UG, de
conjuntos de medida cero. En otras palabras u(¢~1(0)) = 0. |

Lema 4.5. Ezisten By, By, By > 0, tal que para toda ¢ € Z con ||¢|| > By se cumple que

B; < / h((,D + SZ)QO < Bs. (4—36)
Q

para todo s € [0,1] y toda z € L>®(Q) con ||z|| < My para algin My > 0. En otras palabras,
By y By son estimadores uniformes con respecto a s y z para (4-36).
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Demostracion. Sea g : R — R una funcién arbitraria pero fija tal que |g(z)| < M; para todo
z € R. Existe My > 0 tal que si || > My, entonces £ < h(z + g(z))z < 2. Sean ¢ € Z tal

que |[¢||=1,s>0tal que p =sp y

2
0<6<min{2r —— . (4-37)
L(E + |h|ooMO)

Entonces existe n > 0 que depende tnicamente de 9, tal que

p({(.0) € Q¢ (e 0)] <)) <3 (1-38)
uniformemente para 1. Veamos que en efecto (4-38) se cumple uniformemente para . De
no ser asi, existiria dp > 0 y para cada n € N una v, con |[¢,|| = 1 tal que

1

L ({(x,t) €Q: |z, )| < E}) > do. (4-39)
Como S = {¢ € Z : ||| = 1} es compacto, existe una subsucesion convergente de 1,,. Sin

pérdida de generalidad supongamos que la subsucesion convergente es la misma 1),. Sea
Y, € S tal que ¥, — 1. Dado que v, se anula en un conjunto de medida cero, para dy/2
existe ny tal que si

Q= {(z,t) € Q : |th(x,t)] <o},

entonces (€h) < do/2. Sea ny € N tal que 2/ng < ny. Existe N € N tal que si n > N
entonces |[¢, — ¥,|| < 1/ng. Tomemos n, := max {N,no}. Entonces existe v, € S tal que
si

Q,, = {(l’,t) € W}n*(xat)‘ < 1/”*}7
entonces ((€2,,) > do. Sea (x,t) € §2,,,

1

|¢*(l’,t)| < n_ + W)n*(xvt”
0
1 1

2 (4-40)
Un Ty

2
< — < No.
no

Esto implica que Q,,, C €, y por ende u(£2,,) < dy/2 lo cual es absurdo.
Sean |s| > % vy Qo ={(x,t) € Q : |o(x,t)] = |sv(z,t)] < My}, entonces () < 6.
Tomando By := % y ||l¢ll = Bo tenemos que

Qo

/Q h(p + sz)p = /Qs h(e + sz)p + / h(p + sz)p

L
> (272 — 0)5 = |hlseMod (4-41)
= Bl > 0.
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Por otra parte

/ h(p + s2)p = / h(o + s2)p + / h(e + sz)p
Q Q5 Qo

Lo que completa la demostracion del lema. [

4.2.2. Soluciones en el Nicleo

Para cada v € N podemos encontrar una tnica p(v) = p € L*(0,27) tal que p es
2m-periodica, fo%p =0y v(z,t) = p(t + x) — p(t — x). La ecuacion del ntcleo es equi-
valente a la siguiente ecuaciéon integral

1

p(r) = BYSY

/07r [h(u(z,r + x)) — h(u(z,r — x))] d. (4-43)

1/2 1/2
Tomemos 7, := 2|hlo ¥ Ry := 8V37(1 + |Mo|)|hlos, p1 = (&) Yy p2 = (f—j) donde

€0
€p > 0 suficientemente pequenio por determinar. Sean

A={peZ: p <lell <p}, (4-44)
B:={weW :|w| <R} vy (4-45)
2m
C .= {p € L>(0,27) : p es 27 periddica / p=0y |pl, < 7"1} : (4-46)

0

Para o € Ay w € B fijos, definimos F : C — C mediante la formula

FO)(r) = Fon(p)r) = — [

=5 i [h(u(z,r +x)) — h(u(z,r — x))] dz, (4-47)

Teniendo en cuenta que u = ¢ +v+w y que v = Zp. Queremos encontrar un punto fijo para
F via el principio de contracciones. Para esto hay que demostrar dos cosas (1) F(C) C C
y (2) F es lipschitziana con constante de Lipschitz menor que 1. La primera es inmediata.
Veamos la segunda.

Sea

w1
AW oo + T)(1 +7)°

(4-48)

Escribamos ¢ = ||¢|| 1. Para este €; existe un §; > 0 (que solo depende de h'y \g) tal que si
Q. = {xe[0,n] : [Y(x,r+x)| < I} entonces u(2.) < €. Se puede demostrar usando la
compacidad de [0,27] y los mismos argumentos del Lema 4.5 que §; no depende de r. Si
denotamos con ¢,(x) = ¥ (x,r+x), la aplicacion definida para r fijo por 1) — ¢, es continua,
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por lo tanto envia el conjunto compacto S = {1 € Z : ||| = 1} en un conjunto compacto.
Esto implica, en ultimas, que d; tampoco depende de .

Si hacemos de antemano € < d}, tenemos que el conjunto definido por
O o= {z e 0,7 : [¢(x,r+2)| < e}
satisface (1) < ;.

Al tomar py, py € C se definen dos funciones v;(z,t) = p;(t+xz)—p;(t—x) € N y dos funciones
uy,ug € N @& W & Z dadas por u;(z,t) = o(x,t) + w(x,t) +v;(z,t) con i = 1,2. Definamos

a(z,r, s):=p(x,r+x)+w(x,r+x)+ s(va(z,r + ) —vi(x, 7 + T)). (4-49)

Sea My > 0 tal que si (| > M, entonces |h'(¢)| < €. Tomemos de antemano

4

B

€ < ! . (4-50)
My + Ry +4ry

Si z ¢ €y, tenemos que
p{z € [0,7] : p(w,r +2)| > VBig ") > 71— a (4-51)
y |a(z,r, s)| > Ms. De este modo
/Oﬁ h(ua(,r + 2)) — hw (7 + 2))| d
= /07r /01 W' (a(z, 7, s))||v2(z, 7 + x) — v1 (2,7 + )| dads
= /Q /1 \h' (a(z, 7, s))||v2(z, 7 + x) — vy (2,7 + )| dads (4-52)
Jo

+ / /1 |W (a(z,r, s))||Jva(x, 7 + 2) — vy (2,7 + x)| dads
¢Jo
< (IW]oe +m) (L +m)er 1 — P2l -
De manera similar se demuestra para la caracteristica (z,r — x). Por tanto
IF@n) ~ F@2)le < 5 I~ ol (153

Por el Principio de Contracciones, dados ¢ € Ay w € B, existe un tinico v(p,w) € N tal
que v(p, w) satisface la ecuacion. Ademas la aplicacion (¢, w) — v(p,w) es continua.
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4.2.3. Soluciones en el Rango

Definamos © : A — Z mediante la formula

O(p) == —ep + Pzh(p) (4-54)
Definamos también H; : A x B x [0,1] — Z mediante la formula

Hi(p,w,s) = —ep+ Pzh(v + s(w + v(p, w)). (4-55)

Notemos que H; es continua, que Hi(-,w,0) = O para todo w € Wy que Hi(p,w,1) =0
es precisamente la ecuacion en el espacio Z.

Recordemos que

I(A x B) = (0A x B)U (A x 0B). (4-56)

Lema 4.6. Sea My y n como en el Lema 4.5. Tomemos ¢y < "jﬁl y sean A, B, H, y ©
0
definidos como antes. Entonces

a) 0 ¢ Hi(OA x B x [0,1])
b) deg(O©,A,0) = —2.

Demostracion. Tomemos primero (¢, w) € d.A x B. Un célculo directo nos muestra que si
||90|| = p1, entonces

(Hi(.1,5) | 9) = =6t + [ B+ stw+ ol ) (457)
> Bl - Bl - O

De manera similar, si ||¢|| = p2

(Hi(.9) | 9) = =es} + [ Bl +s(w+ ol w)p (458)

< —By+ By =0.

Las desigualdades (4-57) y (4-58) demuestran la primera parte del lema. Asimismo, estas
ecuaciones sugieren que en Cy :={p € Z : ||¢|| < p1} la funcién © es homoétopa a la iden-
tidad I y que en Cy := {p € Z : [|¢| < p2} la funcion © es homoétopa a —I. En efecto.
Para el primer caso definamos la homotopia Heg 1 : Cy x [0, 1] — Z por

He,i(p,s) = (1 — s)p + 50(p). (4-59)

Necesitamos ver que 0 ¢ He 1(0C; %[0, 1]). Supongamos que existen ¢; € 0By y s1 € [0, 1] ta-
les que
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Ho 1(¢1,51) = 0. De ser asi (He 1(p1,51) | ¢1) = 0, pero esto implica que se debe satis-
facer

(4-60)

Sl_ 1(1+e) — fQ

Si el denominador en (4-60) es no-positivo s¢ no existiria. En el caso en que el denominador en
(4-60) sea positivo se debe cumplir que el denominador debe ser mayor o igual al numerador,
pero esto implica que

0 < pre — / h(0) o
Q

< pie— B (4-61)
- Bl - B1 - O

lo cual es absurdo. Por lo tanto 0 ¢ Hg ;(0C; X [0,1]) y deg(©,C1,0) =1

De manera similar, definamos Hg 1 : C2 X [0,1] — Z por
He—1(p,s) = (1= 5)(—¢) + sO(p). (4-62)

Necesitamos ver ahora que 0 ¢ Hy(0Cy x [0,1]). Supongamos que existen ¢y € 9Cs y
sy € [0,1] tales que Ho _1(p2, s2) = 0. De ser asi (Ho —1(¢2, 52) | ¢2) = 0, pero esto implica
que se debe satisfacer

03

p3(1—eo) + [ Plp2) 2 (4-63)

So =

s9 es claramente no-negativo. De manera similar, para que s, tenga sentido se requiere que
el denominador en (4-63) sea mayor o igual al numerador, pero esto implica que

0< —p§6+/h(wo)wo
Q

< —By+ By (4—64)
=0

lo cual es absurdo. Por lo tanto 0 ¢ He _;(0By x [0,1]) y deg(®©, B,,(0),0) = —1 dado que
dim Z es impar.

Por la propiedad de aditividad del grado deg(©,.4,0) = —2, lo que demuestra el lema. B

Definimos ahora = : B — W mediante la formula

[1]

(w) == w+ (O+ M) ' Pyh(w). (4-65)
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Definimos también Hy : A x B x [0,1] — W por
Hy(p,w,s) =w+ (O+ M) Pyh(w + s(p +v(p,w))) (4-66)

Es claro que Hy (¢, -,0) = Z para todo ¢ € A, Hs es continua 'y Hy(p,w, 1) = 0 es la ecuacion
en el espacio W.

Lema 4.7. Con las notaciones establecidas hasta el momento, tenemos que
a) 0 ¢ Hy(A x 9B x [0,1]).
b) deg(Z,B,0) = 1.

Demostracion. Para demostrar la primera parte, tomemos (¢, w) € AX 9By s € [0,1]. Sean
ak;, by; € R tales que

Pyh(w+ s(p+v(p,w))) = Z (ag;j sin(kx) sin(jt) + by; sin(kz) cos(jt)) . (4-67)
k2 —j2#—X0,0

Entonces
(@4 X))~ Pwh(w + s(p + v(p,w)))|

|ar;| + [l
< k| T [Okj1

k2—j2#—X0,0

(SIS
M

1
< B, Z 2 P Z (anj + brs)”

k2—52+£0 k2—52+£0
1 2 2
< 2v2(1 + | A|) EZTptsp S (ad; + ) (4-68)
k2—424£0 J k2240
1
<2V6(1+ M) [ D (af, +b7y)
k2—j2£0
2
s2¢&r+wm(/h%w+qw+Ume»)
Q
e

< 4V3(1+ omlhl = -

Por tanto

12,0, 8) oo = lwll o = (O + M) T Pyh(w + s(p +v(p,w))|| (4-69)

o0

Ry
> —>0
- 2
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y la primera parte queda demostrada.

Para demostrar la segunda parte, definimos la homotopia Hz : B x [0,1] — W mediante la
formula

Hz(w,s) = w+ s(0+ )" Pyh(w). (4-70)
Usando el mismo argumento empleado para demostrar (a), vemos que

0 ¢ H=(B x [0,1]). (4-71)
Como deg(1,B,0) = 1, por invariancia bajo homotopia, deg(=Z, B,0) = 1. [
Definamos H : A x B x [0,1] — Z x W mediante la formula

Hip,w,s) = (Hy(p, w, ), Ha(ip, w0, 5)). (472)
Es claro que H es una homotopia y combinando los lemas 4.6 y 4.7 tenemos que

(0,0) ¢ H(O(A x B) x [0,1]).

Entonces, por la propiedad del producto de los grados, ver [11, p. 64], tenemos que
deg(H, A x B,0) = deg(0, A,0) deg(=Z, B,0) = —2 (4-73)

En otras palabras, la ecuacion del rango tiene solucion. Llamemosla y. = (¢, we). La exis-
tencia de v, = v(g., w,) se tiene por la contraccion definida en la ecuacion del nicleo.

4.3. Continuos de Soluciones

En esta seccion expondremos la topologia de las soluciones encontradas hasta el momen-
to. Suponemos nuevamente que \ esta cercano al valor propio —)\y de multiplicidad impar.
Seguimos estudiando las soluciones débiles al problema (4-1). No son necesarias hipotesis
adicionales, suponemos como antes, que h € C'(R) es acotada y que ‘ 1|1’m |W (x)| = 0.
T|—0o0

Comenzaremos con algunos lemas que relacionan los espacios N, Z y W. Recordemos que
Z es el espacio propio generado por las funciones propias asociadas al valor propio —\g.
Definimos la funcion * : Z\ {0} — Z \ {0} por
_ .y
= .

el

x (4-74)

Claramente @ = ¢ y ~ es un difeomorfismo de Z \ {0} en si mismo. Adicionalmente envia
compactos en compactos y cerrados en cerrados.

Fijemos de antemano A\, A < 0 tales que 0 < —\ < —)\¢ < —\. Tenemos entonces el siguiente
lema.
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Lema 4.8. Existen ¢, > 0, By > 0 y 71 > 0 tales que si ||@]| < &1, w € L®(Q) N W con

lw|l, < Riy €[N, entonces la ecuacion

1
v = —XPNh(v +w+ ) (4-75)

tiene una unica solucion v(A\, ¢, w) en N N L>(Q) con ||v| < 27.

Demostracion. Tomemos 1 = rq,

Ri = 8V3([N + 1)7|hlue, (4-76)
(Al

< 2 , 477
S (W + )1 + ) (4-77)
y

1 2

_ 478

°1 (M2+R1+4T1> (4-78)

Con estos elementos, basta repetir la demostracion de la Seccion 4.2.2 y el lema queda
demostrado. ]

Lema 4.9. Sea \ € [\, \]. Entonces eriste 5 tal que si ¢ € Z \ {0} con ||@|| < g2, entonces

existe una unica solucion w(\, @) € L=(Q) NW, con ||w(\, @)||.. < Ry, a la ecuacion

oo
w+ (O+ M) 'Pyh(w+ ¢ +v(\, @, w)) = 0. (4-79)

Demostracion. Para demostrar la existencia basta repetir el argumento del Lema 4.7. Para
demostrar la unicidad necesitamos algo de trabajo adicional. Supongamos que para todo

g9 > 0, existe un A € [\, A] y un ¢ con ||| < eq tales que wy y we (A y @) satisfacen la
ecuacion (4-79) con w; # ws.

Notemos a v; la solucion v(\, @, w;) € N para i = 1,2. Queremos ver que
o1 = val| < fJwr — wal (4-80)

para algin e,. En efecto. Repitamos la demostracion de la Seccion 4.2.2 tomando

m|A|
€ =

= —4(’h/‘oo+7r) (4-81)

hacemos nuevamente M, > 0 tal que |h/(x)| < €; para |z| > M,. De este modo si tomamos

1 2
r.= _ 4-82
©2 <M2+3R1+6r1> ! (4-82)
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tenemos que

/O7T |h((¢ + w1 +vi)(x,r +2)) — h((¢ + we + vo)(x,r + z))| dx
< (IW]oo + mer(fwr — wall o, + lor = vall,). (4-83)

De ahi que |[v; — va]| . < 1 |lor — vo|, + 3 [|w1 — ws]|, como querfamos probar.

Supongamos ahora que para (A, ) existen dos soluciones w; y wy con vy y vy como sus
correspondientes funciones en el niicleo. Tomemos

@ (8\/6@; n \hfroo>)2 34

y sea M3 > 0 tal que |W/(z)| < €3 para |z| > Ms. Definimos entonces g5 = min{e}, €5} donde

1 2
"= — ) 4-85
“2 (Mg 3R+ 6r1) (4-83)

Si tomamos (2 1= {(:E,t) €Q: Yz, t) < 5§/2} para ||| =1y

b(z,t,s) = p(x,t) +wi(z, t) +vi(x,t) + s(we(z, t) — wi(x,t) + vo(z,t) —vi(x,t)),  (4-86)
entonces ((§d) < g2y

1
2

lwy (2, 1) — wy(x, )] < 2V6(1 + [A]) </Q |h(p +wy +v1) — h(p + wy + vg)\Q)

< V(L4 3] s — sl (/ | wors | [ |h'<b>|2> (4-87)
< AV6(1+ M)y (V2r + |1 o) lwr — wal|

1
< 5 w1 — wal| o

lo cual es absurdo y el lema queda demostrado. [

Lema 4.10. Existe ¢ > 0 tal que si By = {¢ € Z : ||@|| < e}, entonces las funciones
v:[MA X By = N yw: [MA x By — W definidas por (A, @) = w(\, @) y (A, @) —
v\, @) = v\, @, w(\, @) para @ # 0 y w(A,0) = v(\ 0) =0 son uniformemente continuas

y abiertas.

Demostracion. Tomemos

7|l
8(m + |W o)

€4 1=

(4-88)
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y sea My > 0 tal que |W(x)] < e si || > My Sea g > 0 tal que si
Qp:={xe€[0,n] : |Y(x,r)| <no} para ||¢| = 1, entonces p(€24) < €. Escojamos

1 n2 1 ’
/ 1 0
) r ] | 4-89
£y = min {61,5% 274" (67"1 + 3R, + M4) } | |

Fijemos ¢ € Z con [lp] > 2 y A € [\, Al Sea ¢ € Z\ {0} con ¢ < 1y lp+ o] < ey

-
€o

tomemos d € R con |J] < ‘—;"

Denotemos vy = v(A 40,9 + 1), v1 = v(\, D), P2 = Qua, p1 = Quy, Wy = WA + 0,9 + 1)),
wy; = w(A, @), g = V2 + P2 + W, Up = V1 + 1 + Wi, Av =1y — U1 ¥ Aw = wy — wy.
Para s € [0,1], |[(¢ +9)(1 —5) + sp|| > ﬁ > 1. Si x ¢ Qy, entonces si definimos

ag(xz,r,s) = (1 —s)(¢(x,r) +P(x,r)) + sp(x,r)
+ vy (z,7) + wy(z,7) + s(ve(z, 1) + wo(z, 1) — v1(2,7) — Wi (2,7)), (4-90)

tenemos que |ay(x, 7, s)| > 2¢) 7% > M,.

Entonces

/Q[h(UQ(x, v+ 2)) = h(uy (2,7 + 2))] do

< (/Q /01 | (au(x, T, S)|d8d1r> (¢l + [[Aw]l o + [[Av].) - (4-91)

IN

1 1
(/ |W (aqg(x, 7, )| dsdx +/ / |W (aqg(z, 7, 9)| dsdm) (lP]] + |Aw|| o, + [|Av]| )
o Jo a5 Jo
< (4 W |oo)ea (10]] + |Awl o + [|[Av]|,) -

De (4-91) y del hecho que |az — by| < |b]|z — y| + |z||b — a| si a,b,z,y € R tenemos que

™

1 g 1
27’[’()\_—'—(5)/0 h(UQ(l';r‘Fl’))dl'—ﬁ ; h(ul($7r+x))dx

(7 + |1 ]oo)ea(l|¥ [ + [Aw]|  + [[Av]l ) + 27| h]ood. (4-92)
Repitiendo el mismo procedimiento para la caracteristica (x,r — ) tenemos que

2
Ip1 = pollo < m(ﬂ + o) ea(l[9]] + | Awll, + [|Av]l,) + 47[ Al 0. (4-93)

Usando el hecho de que || Zp|| < 2||p|l,, v la definicién de €4, tenemos que

1
1A0]l < 51+ [Awll + [Avl) + 87| (4-94)
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Es decir,
1Av]] o < [0l + [[Aw]l o + 1677 |Afocd. (4-95)

Tomemos ahora

1 2
o= (e )

Sea también Mj; > 0 tal que |h/(x)| < €5 para |z| > Ms. Sea n; > 0 tal que si
Q5 = {(z,1) € Q : |o(z, )] <m}

para ¢ con [|¢|| = 1, entonces (€25) < €5. Sea g5 = & y g9 = min {f, &7

Calculemos, por un lado,

(O + X))~ Pwh(uz(z,t) — (O + M)~ Pyh(us(z, t))|
< 2v6(1+|A|) (/m uy) u1)|2> 1/2

< 2v6(1 + ) ( / / () ) (ol + 1 Awl, + Av].) (4-97)

1 1/2
< 2v/6(1 + (X)) (/Q /0 \h'(a4)|2+/c/0 \h’(a4)\2> 2191l + 2 [|Aw]| , + 167 |h|o0)
< 4VE(L+ DN |se + V2m) Ve (W] + |Aw], + 87 ] 0)

Por otro lado

O+ A+6)" = (O+N)""Pwh(us)|

1/2

<vas[ Y . S I(uz)] (4-98)

AT (B2 —j2+ XN+ 0)2(k2 — j2+ N)?

< 270(1 + 2[A) | hloo-

Combinando (4-97) con (4-98) y usando la definicion de €5 obtenemos
1Aw[ <[] + Cr(N)d] Ao, (4-99)

donde Cy(\) > 0 es una constante que solo depende de A\. Combinando, a su vez, (4-95) con
(4-99) obtenemos

[Av]| < 2[¢]| + Co(N)d|h]oo (4-100)

donde Cy()\) > 0 es una constante que solo depende de . Las relaciones (4-99) y (4-100),
junto con el hecho de que By es compacto, completan la demostracion del lema. [
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Tenemos entonces el siguiente teorema

Teorema 4.3. Sean —\q un valor propio de multiplicidad impar y
O={(\@)eZxR: ¢ <e2yre(N\A)}.

FEziste un continuo mazimal de soluciones Co C Rx (Z@W & N) tal que (—Xo,0) € Co. Si C)
es la proyeccion de Sy en R x Z, entonces C, o bien intersecta 0O o bien (—A1,0) € Co N O
con =\ € o(0) y Ao # A1

Demostracion. Basta aplicar el lema (4.10) y el Teorema de Krasnoselskii-Rabinowitz (ver
[11, p. 102], [22, p. 401], [33, p. 191] ¥ [42, p. 491]) a la aplicacion G : O — Z definida por

G(A @) = =A07'¢ — O Prh(p + oA, @) + w(X, @) |2l (4-101)
La aplicacion G cumple claramente los requerimientos del Teorema. [ |

Cabe anotar que la opciéon mas plausible en el teorema anterior es que Cj, N IO # 0 ya que
A 1o se puede alejar mucho de Ag. En efecto, sea ¢ un punto fijo de la ecuacion (4-101),
entonces

A —Xo| <

[ o000 8) +uin 22 (+102)

S \/§7T|h|oo€0.

4.4. Valores Propios de Multiplicidad Finita (Par o
Impar).

Tomemos ahora —\g € () un valor propio de multiplicidad finita maltiple y A = A\g — €
con € > 0 cercano a cero. Queremos, nuevamente, encontrar soluciones al problema (4-1).

Sobre la no-linealidad adicionamos las siguientes hipotesis

(1) Existen hg > 0y v > 1 tal que si |z| > hy entonces

W ()] < (4-103)

1
Edel
Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que v € (1, 2).

(2) Existe A > 0 tal que

lim h(x) = Asgnx (4-104)

|z| =400
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Denotamos con hy a la funcion h — Asgn. Es claro que hy(z) — 0 cuando |z| — 400. Sea
Z el espacio generado por el valor propio —)\g # 0y sea W C L*(Q) tal que Nt = Z @ W.
Notemos d := dim Z.

El resultado que vamos a sustentar en esta seccion es el siguiente

Teorema 4.4. Si —\g es un valor propio de multiplicidad finita no simple, existe eg > 0
(que solo depende de h y de \o) tal que para todo € € (0, €y) el problema tiene una familia de
soluciones débiles u, = ve +ye € (NN L>®(Q)) & (Y NL*X(Q)). Ademds, si e — 0, entonces
[Yelly + [[vel| = 0.

4.4.1. Formulacién del Sistema de Ecuaciones

Para formular el sistema de ecuaciones, necesitamos del siguiente lema.

Lema 4.11. Eniste p € Z tal que

—ep + Pzh(p) = 0. (4-105)
1

Ademads, existe una constante ¢y > 0 que sélo depende de h tal que ||P|| = coe™".

Demostracion. Para z € Z definimos el funcional J, : Z — R mediante la formula
Md::;/¥+/H@. (4-106)
2 Ja Q

Donde H(z) = foac h(s) ds. Queremos ver primero que J = J,. estd acotado superiormente.
Sea z € Z, definimos Q0 = {(x,t) € Q : || — §|2| > 0} y Q_ = Q. Entonces

ﬂdg%/f+%@/m
Q Q

< [ 1el(hlo 512D (4-107)

Q4

2
< ZJhf2.
€

J es claramente un operador Frechet derivable y Z es un espacio de Banach reflexivo. En-
tonces por el Principio Variacional de Ekeland [1] existe una sucesion z, € Z tal que

J|zp] = supJ vy VJ[z,] = 0. (4-108)

Denotemos ¢, = VJ[z,| € Z. Entonces ||(,|| — 0. Podemos suponer, sin pérdida de genera-
lidad, que ||¢,|| < 1. De este modo

e llzall? < ] JACCSRTSE:

< |hloo V27 ||zl + [ 20 (4-109)
< h|oo2V27 [|20]] -
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Es decir,

2\/2
[2nll < \/_W. (4-110)
€

Como Z es un espacio de dimension finita, por el Teorema de Heine-Borel [46], al ser z, una
sucesion acotada que posee una subsucesion convergente. Denotemos, sin pérdida de genera-
lidad, a esta subsucesion por z, y al punto de convergencia por ¢ que satisface claramente
(4-105).

Tenemos un estimador por encima de ||@|| del orden de e~!. Para concluir la demostracion del

lema necesitamos encontrar ahora un estimador por debajo del mismo orden. Para ello nece-
_ V2

sitamos estimar | [, H | donde H;(z) es el potencial de hy. Tomemos gy = %2 sin(kox) sin(jot)

con kZ — j2 = —\g y sea g > 0 de tal modo que
4AV2
(4m (ko + Jo)|hi]oo + 272)

Sea ademas M; > 0 tal que si |z| > M; entonces |hy(s)| < 9. Escojamos de antemano e de

g0 < (4-111)
e

tal modo que

€<

2 .
e Akgjoes, (4-112)

Sea Z(00) = 0y ({0}) N Q y sea Ey una vecindad tubular de radio &y de Z(gp). Entonces

o (20 (2] (221

c €T
0
< 16V2(ko + jo)eolhi]eo A + 8V2ATe (4-113)
- 4y/2A N
T
De este modo
4y/2A 32 4y/2A 442
J Q0 :——+/A Q0 +/H1 <—AQ0)
€T 2€ Q €T Q €T
16 32
> A% 4 T A2 4-114
- 72 + m2e ( )
1642
w2’
De (4-114) tenemos que J[@] > 17?2‘1:. Entonces
(Al [ 1612 Algl+ [ 1)
Q Q
16A4% e 9
> — b 4-115
— 72 + 2 /SO ( )
1642

> .
— 72e
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Entonces existe

tal que ||@]] = coe . |

Estamos buscando soluciones de la forma v = ¢o+v+y € ZONS@Y cony =z+w € ZBW.
Del método de descomposicion de Lyapunov-Schmidt y el Lema 4.11 obtenemos el siguiente
sistema de ecuaciones

1
v = —XPNh(u) (4-117)

w=—(0+ )" Pyh(u) (4-118)

(2] &) =c" / h(@) — h(w)] ¢ (4-119)

para todo & € Z con ||£]| = 1.

4.4.2. Soluciones en el Nicleo

Siguiendo las ideas previas, definimos, para z € Z con ||z < £ y w € W con |w|, < Ry
(Ry = 8v371(1 + |\o|)|h|oo la aplicacion

1

F(p):%

/07r [h(u(z,r +x)) — h(u(z,r — x))] dz. (4-120)

para p € C con C, como en la Seccion 4.2.2, definido como el conjunto de todas las p € L?
tales que ||p||,, <1 donde 11 = 2|hw.

Claramente F'(C) C C. Hace falta verificar que F es una contraccién. Recordemos que para
cada v € N podemos encontrar una tnica p(v) = p € L*(0,27) tal que p es 2m-periodica,

OQWp =0y ademas v(x,t) = p(t + ) — p(t — ). Recordemos que u = ¢ + v + z + w.

Sea ¢; definido como en (4-48). Para este €, existe un d; que depende solamente de h tal
que si

Q. ={zxe(0,n] : [Y(x,r+2x)| <},
entonces (€2,) < 4. Tomemos €y < 07 de antemano. Si definimos el conjuntos

= {x € 0,7 : [¢olz,r + )| < —(d4_d1)006_1/2},

donde 1 es tal que ||1)o|| = 1y esta en la misma direccion que @+ z. De este modo p(£2g) < €.
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Al tomar py, ps € C se definen dos funciones v;(z,t) = p;(t+x)—p;(t—x) € N y dos funciones
uy,ug € N @ W @ Z dadas por u;(z,t) = o(x,t) +w(x,t) + vi(x,t) con i = 1,2. Definamos

b(z,r,s) :=@(x,r +z) +w(x,r+z)+z(x,r+z)+s(va(z,r +x) — v (z,r +2)). (4-121)

Sea My > 0 tal que si |s| > My entonces |W/(s)| < €;. Tomemos de antemano

co(d—1) 2
0= (4d(M2 + R+ 4r1)) ‘ (4-122)

Si z ¢ Qy, tenemos que |b(z, 7, s)| > M. De este modo
/07r |h(ug(z,r + ) — h(uy(z,r + x))| de+
= /07r /01 |B (b(z, r, 8))||va(z, r + ) — vi (2,7 + x)| dads
= /Q /1 \B'(b(x, 7, 8))||va(z, 7 + 2) — vy (2, r + )| deds (4-123)
0 Jo

1
+/ / |B' (b(z, r, s))||v2(z, r + ) — vi (2,7 + x)| dads
¢Jo
< (W loo +m)(1+ m)er [lp1 — P2l -

Del mismo modo se demuestra una estimacion similar a (4-123) para la caracteristica (z,r —
x). Por tanto

1
[1F(p1) — F(p2)ll < B [p1 = P2l (4-124)

Por el Principio de Contracciones, dados € € (0,€), z € Z con ||z]] < L' y w € W con
|lw|l, < Ry, existe un Gnico v(e, z,w) € N tal que v(e, z,w) satisface la ecuacion (4-7).
Ademas la aplicacion (e, z,w) — v(e, z,w) es continua.

4.4.3. Soluciones en el Rango

Por el mismo argumento de (4-68) tenemos que ||(0 4+ M) 'wl| < R;. Queremos ver ahora
que [|[(O4 X)~'z|] < coe /4 siempre que ||z|| < coe ! /4. Para esto necesitamos demostrar
una propiedad de medida de polinomios trigonométrico que depende de la estimacion de
Nazarov-Turan (ver [26] y [49, p. 239-236|)

Teorema 4.5 (Lema de Nazarov-Turan). Sea p : T" — C un polinomio trigonométrico
definido por

p(z) = Z cpz™.
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El indice k del polinomio estd dado por k = (ky,...,k,) para 0 < k; < m; donde m; € N.

Los exponentes 1y, estan definidos por (rig,, ..., nk,) donde rig < ... <7Tim, € Z. También
r T kn, .
tomamos 2" := z,"" ...z . Supongamos ademds que c; # 0 para todo k. Sea E C T" es

un subconjunto medible con fi(E) > 0, donde fi es la medida normalizada de Lebesgue en T™
(i.e. i(T™) =1). Entonces

p(=)| < (—14” )mm p(2)] (4125)
sup |p(z)| = | = sup |p(2)]|. -
z€Tn M(E) z€E

Con en Lema de Nazarov-Turan podemos demostrar el siguiente lema

Lema 4.12. Sea ¢ € Z con ||| =1 y sea 5 € <O, “’T_l> Entonces existe a € (0,1) tal que

para todo € € (0,1) es vdlida la siguiente estimacion
p({(z,t) € [Y(z,t)] < ’}) < €. (4-126)
Ademds o no depende de 1, solo depende de Z.

Demostracion. Sea ¢ : T2 — R la extension periodica natural de ¢ : @ — R. Por la
equivalencia de normas en espacios de dimension finita, existe un ¢; € [5=, d] tal que |[¢||, =
cg. Definimos

E={(z,t) eT? : [i{(x,t)| < ).

Aplicamos el Lema de Nazarov-Turan con n = 2 y obtenemos que

—1

B) < 112n2cTmsms s 4127
M d

Dado que p ({(z,t) € Q : |¥(z,t)| < €’}) < p(E). Tomemos a >0y

# m 7]:"L
log (1127T26(m1+m2)cd 1 2)

a < e (4-128)

obtenemos la estimacion deseada. La independencia de « con respecto a v se desprende de
(4-127). [ |

Fijemos z,¢ € Z con ||z|| < Ly [[¢|| = 1. Sea s € [0,1] y ¥, := ﬁ. Definamos el conjunto

Q= {(2,t) € Q : |hy(m,1)] < €’} (4-129)

Por el lema de Nazarov-Turan, existe a € (0, 1) tal que pu(2,) < €*. Definamos ahora

Q= {(m,t) €Q @z, t) + sz(x,t)] < %eﬁ_l} (4-130)

(4-131)



62 4 Bifurcacion en Infinito para una Ecuacion de Onda Semilineal

Es claro que Q, C Q.. Para (z,t) ¢ 5 definimos el niimero

E(x,t,s) =@z, t) + s(v(x, t) + w(z,t) + 2(z, 1)) (4-132)
Entonces, si (z,t) ¢ €, tenemos que
(z | Q<= /|h oz, t) +v(z,t) + w(z, t) + z(z,0)||¢(z, t)| dedt
d /
< - ]h (&(z,t,8))||v(z,t) + 2(z,t) + w(z, t)|dsdedt + | 2|h|w| (4-133)
€1 JasJo s
d [ on? ¢
< 2|2 (=-p) =0 a
S € (7‘1 + R+ 4€> + 4|h|so€
< %
- 46

Esto implica que ||z]] < 2. Aplicando el Teorema de Punto Fijo de Schauder al operador
(O+ AI)~! y al conjunto

Co
= N < < _— -
C {(w,z) EWXZ: |lwl|l, <Ry ||zl < 46} (4-134)

garantizamos la existencia de una solucion en el rango (w, z). Esto demuestra el Teorema
4.4.

4.5. EIl Valor Propio Cero

El valor propio cero presenta una gran dificultad porque tiene dimensién infinita y encontrar
puntos fijos en el ntcleo parece ser una tarea dificil. No obstante, en el caso doble-peridédico
en una dimension podemos encontrar bifurcacion desde cero. Recordemos que el cero es el
tinico valor propio de multiplicidad infinita de o(0J). Consideremos para A cercano a cero el
siguiente problema doble-periodico

Ou + Au+ h(u) =0
{u(x, t) = u(xft)%— 21) = u(x + 2, t). (+-135)
Si A < 0, las hipotesis sobre la parte no lineal A : R — R son las siguientes.
(1) h es acotada en todo su dominio, es decir |h|,, < 400.
(2) h e CY(R).
(3) Existen v > 1y My > 0 tales que si |z| > M, entonces
W) < —. (4-136)

x|Y
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(4) h(z) >0paraz >0y

ho := liminf h(x) > 0. (4-137)

T—00

Hipotesis similares se pueden formular si A > 0 o si zh(z) < 0.

A diferencia del caso Dirichlet-periodico, en el caso doble-periddico las funciones constantes
estan en el nicleo N. Esto es lo que permite resolver el problema de manera relativamente
sencilla. Trataremos entonces de encontrar funciones de la forma p+v+y con p € R, v € N
yyevY.

El resultado es el siguiente.

Teorema 4.6. Eziste \g < 0, tal que si 0 < —\ < —Xg entonces el problema (4-135) tiene
una solucion débil uy = oy +vN+wy ERENBY con uy — oo cuando A T 0.

4.5.1. Formulacién del Sistema de Ecuaciones

Antes de continuar necesitamos el siguiente lema.

Lema 4.13. Para todo A < 0 existe py € [h—o|, ‘7‘—7"} tal que

Ay + h(py) = 0. (4-138)

Demostracion. Definamos la funcion fy(x) := Az + h(z). Queremos aplicar el Teorema del
Valor Intermedio. Para ello notemos que f,(0) = h(0) > 0. Ahora bien

Ax 4+ h(z) < Az + |h|o <0 (4-139)
siempre que T > % Esto demuestra el lema. [ |

La descomposicion de Lyapunov-Schmidt nos da origen a dos ecuaciones a saber

v= 7 (h(gx) — Puh(pr+ v+ 1) (4-140)
y=—(0+X)""Prh(por+v+y). (4-141)

4.5.2. Soluciones en el Nicleo

Una funcién en el nicleo, para el problema doble-periddico, tiene la siguiente representacion
v € N, siy solo si, existe un tinico ntimero real ¥ y dos tinicas funciones p,q € L? tales que

v(z,t) =0+ p(z+1t)+q(t—x) (4-142)
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Adicionalmente, la ecuacion en el nicleo (4-140) es equivalente a resolver las siguientes tres

U= 4732/\ /Q(h(go,\) — h(u(z,t)) dzdt (4-143)
pr) =5 [ (her) = hlute.r + ) de = 5 (4-144)
o(r) = % /0 “(h(on) — h(u(,r — 2))) dz — 5. (4-145)

Recordemos que estamos notando u = ¢y +v+y y aqui Q = (0, 27)%. Para una demostracion
de estos hechos ver [19, p. 651-653].

Restrinjamos |[A| < 3. Definamos R = 41/67|h|s. Podemos tomar y € Y tales que ||y, < R.
Sean B = {z €R : [z| <R} y By = {pe L% : |]p|l,, < R}. En Br x B2 definimos la
aplicacion F) , mediante la formula

F)\,y(l_)7p7 Q) - <N1(177p7 Q)J NZ(@apv Q)7 N3(Q_J7p7 Q>) (4—146)
donde Ny, Ny y N3 son el lado derecho de (4-143), (4-144) y (4-145) respectivamente. Evi-
dentemente a Bg X B2 lo dotamos con la métrica d dada por

d((v1, 1, 1), (U2, 02, @2)) = |01 = Vo] + [[p1 = P2ll e + 01 — @2l - (4-147)

Ademas, si (v,p, q) € Br x B2, entonces la funcion v € N asociada satisface ||| < 3R;.

Tenemos entonces el siguiente lema

Lema 4.14. Eziste Ao < 0 tal que para todo 0 < —X\ < —X\g y todo y € Y con |ly||, < R,
la aplicacion F\, : Bg x B2 — Bg X B2 es una contraccion y tiene un unico punto fijo. En
particular la ecuacion del nicleo (4-140) tiene solucion.

Demostracidn. Veamos primero que Fy ,(Bg x B2) C Bg x B2. Tomemos

1 he he [ K\
_— - . 414
Ao mm{2’2M0’20R’(8-2v (4-148)

Y sea —A < —)\g. Para s € [0, 1], denotamos

ao(z,r,5) = or+ s(v(z,t) +y(z,t)) = pr + s(0+p(r + )+ q(r — ) + y(z,1)). (4-149)
Para casi todo (z,t) € Q tenemos que
oo 7.8)| > 5% = [o(e.0)] = (e 1)
ho
- @ -
> ﬁ

AR (4-150)
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Reahzamos entonces la Siguiente estimacion
v u\xr lixd
1\, P, q)| > 2|)\| 2\ ;

1 1
< - /
= 471,2‘)\’ /Q/O |h (ao(x,r, 5)||U(517,t) +y($,t)|d8dajdt

R 1
N // |1 (ao(, 7, 5)| dsdzdt (4-151)

Al Ja Jo

RA- 27
<
<

1
< —-R.
_2R

AP

Con un argumento similar se demuestra que ||N;(0,p,q)||., < R para i = 2,3. Es decir

F)\7y(BR X Bi) - B]R X Bi

[ee]

Para ver que F' es una contraccion se esgrime un argumento similar al de la ecuaciéon (4-151)
y se llega a que

1
d(Fxy(01,01,01), Fiy(02,02,q2)) < §d((@1,p1, ¢1), (U2, 2, q2))- (4-152)

Esto demuestra el lema. [ |

4.5.3. Soluciones en el Rango

Con un calculo similar al de (4-68) se puede demostrar que si G(y) es el lado derecho de
(4-141), entonces

1G]l < R. (4-153)

Por el Teorema de Punto Fijo de Schauder GG, tiene un punto fijo. Esto demuestra el teorema.






5 Perspectivas

A continuacién presentamos una serie de problemas abiertos cuyas soluciones ampliarian el
campo de conocimiento en relacion con la ecuaciéon de onda semilineal.

5.1. El Problema doble-periédico

Por trabajos previos tenemos la conjetura de que para el problema doble periédico

{Du + Au+h(u) =0 (5-1)
t

u(x,t 4 2m) = u(z,t) = u(x + 2, t)

los resultados se mantienen y son los mismos. La linea argumentativa es la misma, sélo que
la ecuacion del nicleo se convierte en tres integrales (ver [19])

v—— 4;2 , /Q h(u) (5-2)
v (r) =— (E + Lh(u(:z:, T+ :)3))) (5-3)

2T A

vo(r) = — (@ + %h(u(w, r @)) (5-4)

donde v = T + v; + vy, U es una constante, v € N y vy,v, € L%. La base de Hilbert para
L*(Q) y o(0dJ) cambian a

B" = {sin(kx) cos(jt), sin(kx) sin(jt), cos(kz) sin(jt), cos(kx) cos(jt)} (5-5)
salvo las constantes de normalizacion y

o) ={k—j*:kj=01...}. (5-6)

5.2. Continuos de soluciones

En el capitulo de anterior se demostr6 que para valores propios de multiplicad impar se
puede encontrar un continuo de soluciones. Un problema natural es tratar de encontrar un
continuo de soluciones para el caso de multiplicidad par.
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Como antecedentes a continuos de soluciones en valores propios de multiplicad par tenemos
este trabajo de Krasnoselskii y Rachinskii [34]. En este trabajo encuentran continuos de solu-
ciones a problemas donde el valor propio tiene multiplicidad dos. No obstante este resultado
estd mas relacionado con operadores de ecuaciones diferenciales ordinarias que de parciales.

5.3. Regularidad

Rabinowitz en 1978 [41] encontrd, para el caso monotono, regularidad de las soluciones
dependiendo de la regularidad de la parte no-lineal. Mas especificamente, si f € C* las solu-
ciones son de clase C¥*1, La problema natural ac4 es determinar si existe o no regularidad en
los problemas donde no se asume monotonia. Es dificil conjeturar una respuesta afirmativa.
En un trabajo de Castro y Caicedo [14] se demostrd que el problema con forzamiento puede
no tener ninguna solucién continua para algunos forzamientos suaves.

5.4. Problemas sin compacidad

El valor propio cero presenta una gran dificultad porque tiene dimension infinita y falla la
compacidad. La bifurcacion desde infinito en el valor propio cero del caso Dirichlet-peridédico
sigue siendo un problema abierto. Lo mismo ocurre con el operador de onda en n-dimensiones
sobre una region ), para las variables espaciales. El operador de onda asi definido viene dado
por la formula Ou = uy — Au, donde A es el Laplaciano. En regiones sencillas de Qg (un
cuadrado por ejemplo) todos los valores propios son de multiplicidad infinita y se pierde la
compacidad. Algo similar ocurre cuando se asume que el periodo es un multiplo irracional
de . En este caso, por ejemplo, el espectro tiene incluso puntos de acumulacion [13].



6 Conclusiones

Es posible encontrar bifurcacion en infinito de las soluciones débiles en L>°(Q2) al problema
(4-1) cuando el parametro A se acerca a o(0J) \ {0}. En el problema (4-135) se puede encon-
trar bifurcacion en infinito de las soluciones débiles en L cuando A se acerca a cualquier
valor de o(0J).

El método empleado resulto ser efectivo. Se encontré una funciéon a la que llamamos infor-
malmente funcién pivote (). Esta una funcion generalmente es un punto fijo a una ecuaciéon
modificada més sencilla en el espacio singular o en el espacio donde se espera se bifurquen
las soluciones (7). La funcion pivote siempre resulté ser una funcion grande (en norma).
Este hecho, junto con el Teorema del Valor Medio y la hipotesis sobre h de que fuese asinto-
ticamente lineal, permitieron encontrar soluciones en el nticleo. Las soluciones en el espacio
regular (W) se encontraron siempre acudiendo a la Teoria de Grado. Estudiar las solucio-
nes en este espacio no presenté mayor dificultad. La dificultad siempre estuvo en encontrar
soluciones en el espacio singular Z. Esto ultimo depende de estimaciones cuidadosas ya que
las soluciones tienden a infinito casi del orden de 1/¢ (e = [Ag — A|).

Hasta el momento este método ha mostrado cierta limitaciéon para encontrar bifurcacion en
infinito para el valor propio de multiplicidad infinita (el cero) al problema Dirichlet-periodico
(4-1). Lo anterior se debe a la dificultad de encontrar puntos fijos a la ecuacion del nicleo
modificada en el espacio singular Z que en este caso es el mismo N.
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