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Titulo en espanol

An4lisis de una Modificacién del Coeficiente Bicuadrético.

Title in English
Analysis of Modified Biweight Correlation Coeficient.

Resumen: Uno de los pilares de todo modelo en estadistica clasica, es el conjunto de
supuestos, ya que a partir de éstos se desarrollan la bondades del mismo; supuestos
que pueden ser una fortaleza y una debilidad, porque su incumplimiento hace que las
propiedades adecuadas para los modelos no se tengan; y asi, no sean deseables o en
muchos casos no sean validos para analizar ciertos conjuntos de datos. A partir de lo
anterior se ha desarrollado un conjunto de herramientas bajo la categoria o area conocida
como “Fstadistica Robusta”, cuyo objetivo principal puede resumirse como construir o
proponer herramientas estadisticas cuya sensibilidad sea baja ante incumplimientos de los
supuestos asumidos en las herramientas planteadas desde la estadistica cldsica. En ésta
area se encamina el presente trabajo, que a partir del estudio del estimador del Coeficiente
de Correlacién de Pearson, se analiza una modificacién del Coeficiente de Correlacion
Bicuadratico, ¢ estimador, el cual presenta un excelente comportamiento ante la presencia
de datos atipicos. El analisis presentado se hace a partir de la forma funcional, esto es,
evaluando el comportamiento de g asuminedo que se observa X = (X,Y") vector aleatorio
con distribucién normal truncada, con vector de medias igual a cero, varianzas igual a
uno y p desconocido.

Abstract: One of the main pillar of the whole statistic classic model is the set of
assumptions, because based of the assumptions the qualities are developed from the
same, the assumptions are a strength and a weakness because its breach make that the
good properties of these models is not to be taken and they are undesirable or in many
cases don’t be valid for analyzing some set of data. Based on the above, a set of tools
has been developed under the category or area known as “Robust Statistic” whose main
purpose to build or propose statistics tools whose sensitivity be low before breach of the
assumptions allowed on the tools put forward in the classic statistic. This study is focused
in that area, in which a modification on the Biweight Correlation Coeficient is analyzed,
estimator which has been studied before like estimator of Correlation Coefficient Person’s
and presents and excellent behavior in front of outliers data. The analysis is made from a
functional perspective, this is, we evaluate the behavior of p assuming that the observed
random vector X = (X,Y’) has a truncated normal distribution, with zero mean vector,
variance equal to one and unknown p.

Palabras clave: Funcion Generatriz de Momentos, Estimaciéon Robusta, Estimador-M,
Distribuciéon Truncada, Coordenadas Polares.

Keywords: Moment Generator Function, Robust Estimation, M-Estimator, Truncated
Distribution, Polar Coordinates.
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Introduccion

Los modelos estadisticos dependen explicita o implicitamente de una serie de supuestos.
Sin embargo, ante variaciones de éstos se pueden presentar fallas o incumplimientos en las
propiedades estadistico-matematicas llevando a errores en las interpretaciones de dichos
modelos. De ésta observacién se desprende la importancia de estudiar el desempeno del
modelo asumiendo violaciones de los supuestos, i.e. incumplimientos que son frecuente-
mente observados en el procesamiento de datos con el objetivo de encontrar situaciones
en las cuales no sea recomendable usar dichos modelos y al mismo tiempo plantear
herramientas alternas que no se vean afectadas por la falla en los supuestos, tarea que es
propia de la Estadistica Robusta. Partiendo de lo anterior en este trabajo se analiza una
modificaciéon del Coeficiente de Correlacién Bicuadratico, herramienta que ésta en pro-
ceso de consrucciéon y que se plantea como estimador alterno del Coeficiente de Correlacion.

A largo plazo se espera que el presente trabajo contribuya a plantear un estimador robusto
del coeficiente de autocorrelacién pp, para un proceso estocdstico estacionario, estimacién
que se ha venido realizando a partir de

N —|h _ _
) An S - B) (@ - 2)
ph = Th = con ’Yh - 9 (1)
Yo n

donde x1, xo, ..., T, es la serie observada y n es el numero de observaciones. El estadistico
rp, como estimador del estimador clasico py es una herramienta altamente sensible ante la
presencia de valores atipicos; a la vez es fundamental en el proceso de estimacién de los
pardmetros y de andlisis de series de tiempo (los residuales). A partir de ésta estimacién
se: identifica el modelo, construye estimadores de los parametros, se calculan los errores
estandar asociados y se verifican los supuestos del modeloE]

A partir de lo anterior, se inicia una investigacién que aporte al planteamiento de estima-
dores robustos alternos o complementarios al coeficiente en . Con base en el trabajo
efectuado por Varcarcel (2007) donde se plantea el coeficiente de autocorrelacién a partir
de la funcién bicuadratica (gy,, denominada funcién de autocorrelacién bicuadratica) se
tiene que: el estadistico cldsico 7, tiene alta sensibilidad a valores atipicos, resultado ya
planteado por Chernick (1982) mediante el intervalo de influencia en donde muestra que
el estimador es altamente sensible ante la presencia de datos atipicos. En Tunjano (2006)
se evidencia que 9y es altamente robusto, situandolo como una mejor herramienta en el
andlisis de la estructura de correlacion de series de tiempo. Sin importar el tamano de la

"Wey (2006), Valcarcel (2007).
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INTRODUCCION VI

muestra, el valor medio de g}, siempre subestima el valor del pardametro de interés pp, v
al aumentar el tamano de la muestra, pp y 0n se acercan pero nunca llegan a ser iguales.

Se encuentra entre las conclusiones del trabajo de Alonso (2009), que los resultados
obtenidos empiricamente por Varcdrlcel (2007), Ricaurte (2007) y Tunjano (2006),
son correctos sobre el estimador 9, vy advierte sobre el sesgo del mismo; a partir del cual
propone alternativas de ajuste con las que espera corregirlo manteniendo la robustez,
esto a través de funcionales equivalentes a los estimadores planteados para la varianza, la
covarianza y la correlacion bicuadraticas, hallando el valor para una distribucién normal
bivariada. Adicionalmente, estudia las caracteristicas del nuevo coeficiente cuando la
correlacion es igual a cero, con el fin de verificar la hipétesis de no correlacién y construir
a través de éste estadisticas robustas insesgadas. Y, finalmente propone modificaciones
sobre el dominio de la funcién, base del coeficiente de correlacién, con el objeto de
disminuir su sesgo. Con base en lo anterior en el presente trabajo, se estudia una de las
modificaciones del dominio de la funcién bicuadratica de Beaton y Tukey propuestas
por Alonso (2009), para lo cual se establecen dos regiones del espacio, disminuyendo la
region de andlisis del estimador.

Después de esta introduccién, el documento se encuentra organizado en tres partes. En
la primera, se presentan algunos elementos de probabilidad, procesos estocésticos y es-
tadistica robusta, con el propdsito de ofrecer herramientas bésicas para la comprension
de lo presentado en éste trabajo y el contexto en el que se hace. En segundo lugar se
presenta una revisién del desarrollo histérico del estimador estudiado, a partir del cual se
llega al planteamiento del coeficiente de autocorrelacion bicuadratico. En tercer lugar se
muestran los resultados de la modificacién propuesta, los cuales estan organizados en cua-
tro secciones: planteamiento de estimador de autocorrelacion bicuadratico -modificacion-,
definiciones de la covarianza y correlacién bicuadratica, desarrollo de la funcién generatriz
de momentos y obtencién de los momentos alrededor de cero, para distribuciones normales
truncadasﬂ que son los insumos principales para el calculo de gy. Algunas de las demos-
traciones se han incluido entre los anexos para hacer mas agil la lectura del documento;
no obstante, se pueden consultar tales anexos para ampliar en la comprobacién de los
resultados obtenidos, si asi el lector lo prefiere.

2Este tipo de procedimiento se propone siguiendo a Alonso (2009)



CAPITULO 1

Marco Teorico

En este capitulo se presentan los temas basicos que sustentan los desarrollos presentados
en este texto. En primer lugar, se exponen los elementos teéricos de la funcién generatriz
de momentos, posteriormente se da la definicion de procesos estocasticos estacionarios
y, por ultimo se muestran los estimadores-M. El primer tema resulta fundamental
dado que es la herramienta central en el desarrollo de este trabajo, el segundo tema es
importante debido a que la funcién de autocorrelaciéon bicuadratica g se plantea como
una herramienta alterna para la estimacién de la funcién de correlaciéon de un proceso
estocastico estacionario. En cuanto al tercer tema, este es relevante porque las primeras
raices de gp aparecen en los trabajos de estimadores—MD y en este campo tedrico se
plantean los estimadores y parametros poblacionales, como formas funcionales de la
funcién de distribucién acumulada.

1.1. Funcion Generatriz de Momentos

Definicion 1.1. (Funcion Generatriz de Momentos: Sea X = (X1,...., Xn)T un vec-
tor aleatorio n dimensional. Si existe M > 0, tal que E(etTX) es finito para todo
t=(t1,....,tn)T € R" con:

[ tl=VEE+..+83 <M

entonces se define la funcion generadora de momentos Gpg(t) de X (f.g.m.) como:

Gu(t) = E(e” X) para || t |< M (1.1)

! Al respecto véanse trabajos como los de Andrews (2015), Beaton-Tukey (1974), y Tukey (1977)
2Tomado de Blanco Et. Al. (2010, pag. 231).



CAPITULO 1. MARCO TEORICO 2

Si se denotan los momentos conjuntos de orden 71, ..., 7, del vector aleatorio X, alrededor
del origen, como:

n

r

Hry,..rn = E | |Xj]
Jj=1

se tiene,

6T1+---+Tn
= ——Gm(t) 4= 1.2
Hry,.rn 81&’1"1...252” M( ) ‘t—(O,..‘,O) ( )

1.2. Proceso Estocastico Estacionario

Definicion 1.2. (Proceso Estocdstico): Un proceso estocdstico es una familia de variables
aleatorias {Xy,t € L}, definida en un espacio de probabilidad (2, F, P), donde L es el
conjunto de subindices.

Definicion 1.3. (Funciones de Autocovarianza y Autocorrelacio’nﬂ: Si{X,te€ L} esun
proceso tal que Var(X;) < oo para todo t € L, las funciones de autocovarianza () y
de autocorrelacion py(-,-) de {X;} se definen como:

Yz (ry ) = Cov(X,, Xs) = E[(X, — EX,)(Xs — EXs)] 7mse€L

Yz (7, S)
[V (7, 7)Yz (5, 8)] /2

pz(r,s) = Corr(X,, Xs) = r,s €L

Definicién 1.4. (Estacionariedad en sentido débil): El proceso estocdstico {X;,t € L},
con L subconjunto de los enteros, se que dice es un proceso estacionario (en sentido débil),
sty solo st,

1. E’Xt’ < 0.
it. E(X3) = p, no depende del tiempo t.
iti. Yg(r,s) =y (r +v,s +v) = vz(s —r) (Solo depende de s — ).

De lo anterior y dadas las definiciones, se tiene que dado {X;} un proceso estocdstico

estacionario se cumple v (s — 1) =y, Y pz(r,s) = dh _ pn, donde h = s —r.
70

3Tomado Brockwell-Davis Et. Al. (2013, pag 11).



CAPITULO 1. MARCO TEORICO 3

1.3. Estimadores-M

En ésta seccién se presentan los conceptos iniciales de los estimadores-M, los cuales han
desempenado un papel importante en las estimaciones robustas ya que ofrecen una mayor
flexibilidad y robustez frente a los estimadores clasicos, caracteriisticas que se dan al ser
ésto estimadores soluciones a sistemas mas generales que la suma de las desviaciones al
cuadrado y la suma de desviaciones absolutas y minimizan las distancia de las funciones
y las observaciones de la estimacién [1

Un camino para entender los estimadores-M es pensar en ellos como una generalizacion
de la estimaciéon de maxima verosimilitud de los parametros de localizacién y de escala.
A continuacién se presenta parte de ésta generalizacién con el fin de mostrar cémo un
estimador y un pardmetro poblacional, pueden verse como funcionales de las funciones de
distribucién muestral y poblacional, respectivamente.

1.3.1. Formas Funcionales

Dados z1, o, ..., x, valores observados de una muestra aleatoria X1, Xo, ..., X}, de una
poblacion con distribuciéon normal, el método de méxima verosimilitud para hallar esti-
madores de la media y la varianza, conduce a resolver las ecuaciones

donde T, y S, son los estimadores de los parametros de localizacién y escala respectiva-
mente. Si definimos (z) =z y x(z) = ¥(z)x — 1, se tiene que las ecuaciones en (|1.3)), se
pueden escribir com

/Oow <CE ;nTn) dF,(z) =0 y /OOX <:v ;nTn) IFa@) =0, »

o [e.o]

donde F), es la funcién de distribuciéon acumulada muestral. Si T, y 5, son estimadores
consistentes de los pardmetros T'(F) y S(F') respectivamente, y dado que la funcién de
distribucién muestral acumulada F,(-) es un estimador consistente de la funcién de distri-
bucién poblacional F(-)F} se tiene que T'(F) y S(F) se pueden definir como las soluciones
al sistema de ecuaciones,

/_:w <$;(§()m> dF(z) =0 y /_:x <QC;(71;()F)> dF(z) =0, (1.5)

donde F' es la funcién de distribucién acumulada poblacional. A ésta forma de plantear
los estimadores T'(F},) y S(F},), y los pardametros T'(F') y S(F'), se le conoce como forma
funcional. Asi T'(F,) y S(F,) se nombran como estimadores, y T'(F) y S(F) como las

4Parafraseando a Hoaglin (2000).
®Hoaglin Et. Al. (2000, pig 346).
®Bickel-Docksum (1977, pag 378).



CAPITULO 1. MARCO TEORICO 4

formas funcionales asociadas a estos estimadores -o equivalentes asintéticos-.

Otro camino para comprender éste planteamiento es observar que el par de estimadores,
que sirven como solucién a las ecuaciones en (1.3]) son;

T(F,) == / zdF,(x) = %27:1 T

—00

S(Fn):s2:/_00[x— T(F,)2dFy(x %Z (21— )2

Los parametros asociados a éstos estimadores, que se denominan como formas funcionales
asociadas a la ecuacién (|1.5)), vienen dados por:

T(F):u:/ rdF(z) vy S(F):azz/ [z — T(F))?dF(z). (1.6)

oo (e}

1.3.2. Estimadores-M

El problema para la estimacion simultdnea de los pardmetros de localizaciéon y escala
es familiar desde la teoria clasica, donde una familia localizacién-escala consiste en el
conjunto de densidades (1/0) f[(x —6/0)] con 6 y o pardmetros de localizacién y de escala
respectivamente (§ € R,o0 € R"). La funcién de densidad (o masa de probabilidad)
conjunta de la muestra aleatoria x1, x2, ..., Z, es de la forma L(0,0) = [, (1/o0) f[(zi —
0)/o]. Las estimaciones de méxima verosimilitud 0y 6 defy o son valores en R x RY
tal que L(f,0) es maxima o de forma equivalente, su logaritmo. Si diferenciamos L(#, o)
con respecto a 0 y o, se obtienen las ecuaciones de estimacion para 0 y &

Z¢ ( ) 0, (17)

; [(wi;é>w<xi<;é) ‘1] =0 (1.8)

Para enfatizar el paralelo con estimadores-M de localizacion, 1 en estas ecuaciones ésta
dada por

V) =~ In f(u) = —f(lwdj;ﬁj‘).

Para estimadores-M de localizacion y de escala, simplemente generalizamos este par de
ecuaciones obteniendo



CAPITULO 1. MARCO TEORICO 5

Zw <xl ;nTn> =0 vy ZX <xZ ;nTn> =0. (1.9)
i=1 i=1

Elegimos ¢ y x para dar a T,, y S, las propiedades deseadas. En general lo deseable es
que las funciones v y x sean funciones impar y par respectivamente, continuas y acotadas,
esto de acuerdo con Hoaglin (2000, pag 347).

Si se supone que la poblacién de la cual proviene la muestra tiene funcién de densidad
de la forma, (1/0)fo[(z — 0)/c] los estimadores de méxima verosimilitud -equivalentes
asintéticos-, de localizacién y escala, pueden ser definidos por los funcionales T'(F') y S(F')
definidos en , que satisfacen las ecuacionesﬂ

/ Y <”C;(7;)m> dF(z) =0, (1.10)

(e o]

/OOX (W) dF(z) = 0, (1.11)

con ¢Y(x) = y x(z) = ¢(z)x — 1. Los estimadores definidos en (1.10)) y (1.11)),

donde v y x no necesitan derivarse de una densidad fj, son llamados los Estimadores-M.

_Oinfo(x)

1.3.3. Las ¢-funciones

Historicamente, la Funcién de Hubert fue la primera w—funcio'nﬂ Este tipo de funcién es
la base para la construccién de los estimadores-M

e Huber plantea una familia de estimaciones caracterizadas por la funcién i de la
forma

x, si |x| <k,
= 1.12
V(@) {sign(x)k, si |z| > k, (1.12)

La ecuacién ((1.12]) se resuelve iterativamente comenzando con la media y el rango
intercuartilico 1.35 como valores inciales para T y S.

e Hampel propone una familia de estimadores-M con 3 parametros involucrando -
funciones cuyos graficos son segmentos de lineas.

"Andrews Et. Al. (2015, pag 39).
SHuber (1964. P4g 73-101).



CAPITULO 1. MARCO TEORICO 6

|ZL‘|, Sio<|x|<a,
a, sia < |z| <b,
Yabe(x) = sign(z) ¢ ¢ — || , (1.13)
——a, sib<|z|<eg
c—b
0, si |z| > e

La estimacién T, se encuentra resolviendo

n
>v(ts) o
n
i=1
donde S,, es la mediana de desviaciones absolutas (MAD). La ecuacién es resuelta

iterativamente iniciando las iteraciones en 7T;, igual a la mediana.

Otro ejemplo de una funcién v, utilizada en la construccién de Estimadores-M, es
la funcién bicuadratica planteada por Beaton y Tukey (1974, pag 151.) y que esta
dada por la ecuacion:

1
’ 1.14
1 (114)

Esta ultima es de interés en éste trabajo porque a partir de ella se define los estimado-
res robustos de la varianza, la covarianza y el coeficiente de correlacion bicuadraticos.



CAPITULO 2

Desarrollo Historico del coeficiente de correlacion
Bicuadratico

Un caso particular de los estimadores-M para el parametro de variabilidad son los estima-
dores de escala propuestos por Lax (1975). Con estos se buscan estimadores robustos para
la varianza ante cambios en la distribucion, como sucede cuando se tienen distribuciones
de colas pesadas, distribuciones asimétricas u observaciones atipicas.

2.1. Estimador de escala de Lax

El desarrollo de la varianza asintéticdl| AV (-), para el Estimador-M de localizacién T(F)

para (1.10) y (1.11) propuesto por Lax (1975, pag 10) es:

ey S0 () o

[ (sar) o]

Donde las funciones ¢ y ¢’ son, la funcién presentada en la eciacién 1} y su derivad

respectivamente.

(2.1)

A partir de ésta ecuacién se plantea una familia de estimadores de escalaﬂ denominados
ASYMPT (asymptotic variance). Esta familia se puede escribir de la forma

'Hoaglin Et. Al. (2000, pig 416).
2

0, si|z] > 1,

(o) = {<1z J(1-52%), sile <1,

3Lax (1975, pag 17).
4Posteriormente, son denominados A-estimadores, Lax (1985, pag 739).
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2 _ 12,2 D1 P (2)
e T S ) 22

k es una constante positiva de estandarizacién y

xy — Med .
2zt = ————, Med = mediana{z, za, ..., zp },
kwy,

wy, = MAD = mediana | z; — Med |.

La propuesta de Lax es kK = 9, valor planteado desde las propiedades de una distribucién
2
N(u,0?), donde MAD = 3% asi kMAD = 9MAD = 60, es decir al construir el

estimador robusto no se tiene el cuenta las observaciones a mas de 6 desviaciones estandar
de la media. Pero si se cambia ésta regla y se desea dejar por fuera las observaciones a
maés de 4 desviaciones estandar se debe tomar k = 6, Hoaglin Et. Al. (2000, pag 417).

Las propiedades de este estimador fueron estudiadas por Lax (1975), Tukey (1977),
Martinez (1981) y Lax (1985), usando simulacién de MonteCarlo. Los resultados de
estos trabajos permiten afirmar que §2,, como estimador de la varianza estandarizada,
presenta un excelente comportamiento entre una amplia gama de estimadores de escala,
en el sentido de ser menos sensible ante variaciones en la distribucién, como es tener
distribuciones asimétricas. Para un andlisis mas detallado de éstos resultados véase

Alonso (2009, pag 13).

2.2. Generalizacion de la Covarianza

Uno de los soportes del trabajo propuesto es la generalizacién del concepto de covarianza
planteada en Alonso-Martinez (2010). Dada la importancia de dicho resultado para
este trabajo, a continuacion se presentan algunos detalles del mismo.

Dadas dos variables aleatorias X e Y, con funcién de distribucién conjunta y segundos
momentos univariados finitos (E(X)? < oo y E(Y)? < 00), la covarianza se define como

Toxy = E[(X - EX)(Y - EY)], (2.3)

donde 7y, es la definicién de covarianza clasica. Esta ecuacién es generalizada a partir
de las ideas de Lax (1975) por Alonso (2009, pag.17), asi:

IS - () I
XY T B (2| B[ (2)]

(2.4)

La definicién clasica de covarianza ecuacién (2.3|) es un caso particular de esta defini-
0
cién, y se obtiene haciendo ¥ (z) = x y ¢'(x) = zg(x) =1,Z,=X-EXyZ,=Y—-FEY.
x
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Definicion 2.1. (Y-Covarianza): Dadas dos variables aleatorias X e Y, con funcion de
distribucion conjunta y sequndos 1p-momentos finitos, i.e. E[¢?(X)] < oo y E[Y%(Y) < ooE|
la 1-covarianza entre X e Y es

~ _ EW(%W(@)]
YT B (22)| B (2)]

(2.5)

En el caso, donde () es la funcién bicuadrética, se hablara de la covarianza bicuadratica,
y en el mismo sentido si X =Y, vy, se denomina varianza bicuadrética.

Andlogo a lo hecho en estadistica clasica, una vez se define la covarianza, la definicion del
coeficiente de correlacién es directo.

Definicion 2.2. (y-Correlacion): Dadas dos variables aleatorias X e Y, con vy, < 00
Y Vopyy < 00, la -correlacion entre X eY se define como

Ybxy
Oy = — 1Y (26)
* (,71/’XX Tpyy ) 1/2

2.3. Estimadores de Correlacion

La ecuacion ([2.2) se puede reescribir como

2 —n Z?:l ¢(Zrt)¢(zxt)
Pz = UM AD M AD e S 0 o)) @1)

y dado que que Var(X) = Cov(X, X), se plantea un estimador robusto del coeficiente de
correlacién, dado por:

N (Sa:y
= 2.
Ozxy . 5yy ) ( 8)

donde 62, y 5§y estan dados por la ecuacién 1) y Ozy €s una generalizacion de |D ie.

_ Zn:1 ¢(Zzt)¢(zyt)
Oy = nEMADIMAD, s S S s Gy 29)
donde;
P z v oz = Yt — Y
" kMAD, Y kMAD,

Ante la presencia de datos atipicos Tunjano (2006) encuentra que g, es un estimador
sesgado y su sesgo depende del tamano de la muestra. Ademéas es un estimador robusto
en presencia de datos atipicos como estimador del coeficiente de correlacién.

5Esto se plantea inicialmente para polinomios



CAPITULO 2. DESARROLLO HISTORICO DEL COEFICIENTE DE CORRELACION BICUADRATICO 10

2.4. Estimador de la Funcién de Autocorrelacion

En ésta seccion se plantea el coeficiente de autocorrrelaciéon bicuadratico, como candidato
a ser un estimador robusto de pj,. Estos desarrollos fueron planteados en Alonso (2009)
como una mejora de lo expuesto en Varcércel (2007). La pretension con esta exposicién
es dar un paso adelante en la construccién de un estimador robusto o complementario a

Th.

2.4.1. Estimador Bicuadratico de la Funcion de Autocovarianza

Los desarrollos que se presentan a continuacién se hacen a partir de las ecuaciones ([2.7))
a (2.9); para facilitar su comprensién se opta por cambiar la notacién de los estimadores
para evitar ambigliedades.

En lo que sigue, se trabaja asumiendo que el proceso de interés {Y;,t € T'}, es un proceso
estocastico estacionario con 1" un subconjunto de los enteros, de donde se tiene

Yt t+h)= vy p,(t,t+h)=p, paratodo t,t+heT.

Si se nota la serie observada por y1,¥y2, ..., Yn, a partir de la ecuacién (2.9) se tiene que el
estimador bicuadratico de la funcién de covarianza esta dado por

S e )
(20 ¥ () (2™ (20 )

El valor absoluto sobre h, se plantea para que el estimador ¢y, sea una funcién par en
términos de h, propiedad que cumple la funcién a estimar, y(h).

4n = on = n[kMAD,][kMAD,) (2.10)

2.4.2. Estimador Bicuadratico de la Funcion de Autocorrelacion

A partir de la ecuacién (2.10)), y dado que al nivel del proceso {Y;}, la funcién de autoco-
rrelacién estd dada por:

Th
Ph= —)
Y0

el estimador natural de la funcién de autocorrelacion esta dado por:

P ) h
thphzlzﬂ- (2.11)
Yo ®o

Con base en las ecuaciones (2.10) y (2.11) se obtiene
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Z?:_llh| w(zyt)w(zyt+|h\) Z?:_lml w(zyt)w(zytﬂm)
(Y )OS ) S )
On = — = S (2.12)
21 V7 (zy) 21 V7 (zy)
(Do ¥ (2y,))? i1 ¥ (2y,)
donde,
Yt — Med, Y — Medy
e = EMAD, Y Py = kEMAD,

2.5. Antecedentes Covarianza Bicuadratica

2.5.1. Normales Truncadas

Las distribuciones normales truncadas han venido siendo trabajadas por diferentes autores
que han ido mejorando los estimadores; algunos de esos resultados se indican a continua-
cién. En un comienzo Pearson utilizé el método de momentos en el caso univariado y uso
tablas para la solucién de un problema particular dado en “Tables for Statisticians and
Biometricians” (1930), con base en el cual Rosenbaum (1961) desarrollé los momentos
para una normal bivariada truncada a una sola cola en busca de estimar los parametros
de media y varianza, donde las variables pueden ser correlacionadas. Entre tanto Cohen
(1955) encontré una solucién al estimador maximo verosimil para el caso bivariado donde
el truncamiento es con respecto a una unica variable; varias décadas después Cohen,
Dalal y Tukey (1993) bajo el modelo de regresion lineal simple consideran dos violaciones
de los supuestos estandar, las varianzas heterogéneas y los errores en las distribuciones
de cola larga y proponen un nuevo método de estimacién que supone Unicamente que
la heterogeneidad es una funcién localmente uniforme en la variable regresora, excepto
por valores atipicos, llegando a que es sustancialmente més eficiente que los métodos de
regresién robustos usuales en presencia de heterogeneidad y solo ligeramente peor cuando
las varianzas son exactamente iguales. Singh (1960), plantea la estimacién de maxima
verosimilitud de la media y la varianza de una normal k-variada donde s de las va-
riables (s < k) son doblemente truncadas o censuradas, bajo el supuesto de independencia.

Tallis (1961), obtiene la funcién generatriz de momentos (f.g.m) de la distribucién normal
n-dimensional; y en 1963 introduce el concepto de truncamiento eliptico en poblaciones
normales y deriva la f.g.m para las distribuciones resultantes; asi mismo, discute la com-
binacion del truncamiento eliptico y radial de los problemas en dos dimensiones. Finney
(1962), de acuerdo a Alonso (2009), utilizé cumulantes. En una direccién similar, Kha-
tri y Jaiswal (1963), obtuvieron las estimaciones de los pardmetros de una distribucién
normal bivariada simple truncadalos a través de las varianzas y covarianzas asintéticas de
los estimadores, las cuales fueron directamente obtenidas usando ocho o nueve momentos
y comparados con los estimadores maximo verosimiles.
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2.5.2. Estimacion del coeficiente de correlacion

Sobre la estimacién del coeficiente de correlacién Bebbington (1978) propone que los
datos bivariados pueden ser ajustados, de tal forma que los puntos definen la envolvente
convexa, para una estimacién robusta del “momento-producto” del coeficiente de corre-
lacién. Abdullah (1990), examina la solidez de algunos coeficientes de correlaciéon bien
conocidos, a saber, Pearson, Spearman y Kendall y muestra que estos coeficientes de
correlacion son suficientemente robustos frente a un nimero sustancial de datos atipicos,
es decir, no tienen puntos de ruptura altos y propone un coeficiente de correlacién basado
en la menor mediana de cuadrados, mostrando que este coeficiente de correlacion tiene
un punto de ruptura mas alto que los coeficientes de correlacién conocidos.

Duncan y Layard (1973) aplican la simulacién Monte-Carlo para comparar el rendi-
miento de muestras pequenas de los procedimientos teéricos normales habituales para la
inferencia sobre los coeficientes de correlaciéon contra dos procedimientos asintoticamente
robustos, uno de los cuales se basa en una agrupacién de las observaciones y el otro en la
técnica “jackknife”. Los resultados respaldan la conclusién basada en la teoria asintética
que la prueba normal no es robusta y que el procedimiento “jackknife” funciona bien para
la mayoria de las distribuciones muestreadas.

Estos diferentes resultados constituyen un precedente importante para el presente traba-
jo; sin embargo, como se indicé antes, se retomaran particularmente los desarrollos de
Alonso-Martinez (2010), los cuales se abordaran en la siguiente seccién.

2.6. Estimador inicial - Estimador Alonso-Martinez

En la versién del estimador estudiada por Alonso-Martinez (2010) se obtiene como
una de sus conclusiones que el area de deteccién de los datos atipicos no es adecuada en
el mundo bivariado dado que la misma es la aplicacién independiente de criterios univa-
riados, hecho que demuestra la importancia a la versién que se presenta en éste documento.

De vuelta sobre el trabajo de Alonso-Martinez (2010) se halla el valor de g, para el
caso en el cual la funcién ¢(-) es la funcién bicuadratica dada en (1.14)). Como resultado
del buen desempeno de gy, , en especial para k = 3,6 y 9, se propone la modificacién
sobre el dominio de la funcién v(-) definida en sobre la cual se basa el coeficiente de
correlacion, con el objeto de disminuir su sesgo.
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FIGURA 2.1. Deteccién de Datos atipcos

Dada una muestra bivariada (z1,v1), (z2,92), ..., (Tn,yn), la covarianza bicuadratica se
define como en las ecuaciones ([2.7) y [ver Alonso-Martinez (2010]. De acuerdo con
ese resultado la ecuacién @ se aplica para X e Y por separado de donde se tiene que
un valor serd considerado extremo si estd por fuera del cuadrado (—1,1) x (—1,1), ver
Figura 2.1, es decir las tinicas observaciones atipicas estan en los évalos A y B. Ahora
desde la perspectiva bivariada las observaciones en los évalos C y D son observaciones
atipicas, pero la forma de uso de la funciéon bicuadratica no las detecta como tales. Se
proponen entonces modificaciones de la funcién ¢ (-), que buscan detectar datos atipicos
en el cuadrante (—1,1) x (—1, 1) y asi disminuir la distancia entre g y p. El trabajo se centrd
en la solucion i (indicada en el gréfico); sin embargo conviene sefialar que la solucidn ii se
ajusta mejor al calculo debido a que las curvas de nivel de la distribucién normal bivariada
son elipses. En efecto este trabajo serviria como base para desarrollar la solucion i1 en
futuros desarrollos.

2.7. Modificacion propuesta

La propuesta es modificar la funcién ¢(-), y trabajar sobre una forma més cercana a
la ideal (Figura 2.1, solucidn i) en la que los valores queden dentro de un conjunto de
deteccién sea minimo haciendo una modificacién en el dominio de la funcién, definiendola
para cada variable aleatoria, es decir:

1— 2\2 2 2 <1
r (2 2y) = Z( z2)®, para zz + 2, , (2.13)

0, en otro caso .
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_.2\2 2 2
Wz 24) = zy(1—2,)%,  para z; + 2, <1, (2.14)
0, en otro caso ,

Con estas funciones el objetivo es lograr reducir el area de deteccion de posibles valores
atipicos, ya que genera el circulo contenido al interior del cuadrante (—1;1) x (=1;1) [ver
Figura 2.1] ésta es una solucién obtenida suponiendo p = 0 de acuerdo con un resultado
encontrado previamente en Alonso (2009).

En pos de hacer la escritura més corta se introduce la siguiente notacion de tal manera
que la notacién sea analoga a la usada en las definiciones previas

1/}1 (Z;,;, Zy) = w(zx) y 1/}2(2507 Zy) = ¢(2’y)-

Estandarizacion de las variables aleatorias

El orden de presentacion de los resultados, a partir de las definiciones presentadas en la
seccion 2.2 es el siguiente: primero se introducen los desarrollos asociados a la varianza
bicuadrética (i.e. X = Y| y posteriormente la covarianza bicuadrética (X # Y). Para
variables aleatorias X y Y con distribucién normal bivariada de parametros N (0,0, 1,1, p)
supuesto a partir del cual se procede, X y Y tienen distribucién normal N (0, 1).

Con este supuesto no se pierde generalidad porque si se desea trabajar con variables
aleatorias de medias distintas de cero y varianzas distintas de uno basta realizar la trans-
formacion Ly = uy + 01X y Lo = pg + 02 (ver DeGroot 2012, pag 307) y dada L,
variable aleatoria con distribucién normal de media y y varianza o2 se tiene que

g, — (L= Medy)

) —p(9%0,67448975) 1
9w 2iAD, ~"O*0, )

con 1 ~ N(0,1). La notacién se emplea de la siguiente manera: dadas dos variables alea-
torias X y Y, con distribucién normal bivariada con vector de medias p = (p1,pu2)7 y
matriz de varianza y covarianza dada por;

2
01020 05

Se dice que X y Y tienen distribucién normal bivariada N (u1, pa, 0%, 02, p). Ademds para
la distribucién normal estandar bivariada se tiene que

Medx = Medy =0 y MADx = MADy = 0,67448975

de donde las variables estandarizadas estdn dadas por:

5En el caso univariado los resultados fuerén desarrollado previavente en Alonso (2009), seccién 4.2.3,
pag 18.
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X —Medxy X Y — Medy Y
T kMADy 1 Y YT kMADy 1 (2.16)
con | =k x 0,67448975, con k constante de estandarizacién definida en la ecuacién ([2.2))
y que en el trabajo toma los valores 3, 6 y 9 segin lo plantea Lax (1975).



CAPITULO 3

Resultados

El objetivo de este trabajo consiste en hallar el coeficiente de correlacion bicuadratico
a través de la varianza y covarianza bicuadratica. Inicialmente se planteé mediante
coordenadas rectangulares -siguiendo a Alonso (2009, pdg. 26)- de forma semejante a lo
propuestos por estudios que previamente se ocuparon de la misma temaética y seran toma-
dos como baseE] No obstante, se observa que llevar las integrales a coordenadas polares,
hace mas sencillos los calculos realizados con coordenadas rectangulares se presentan en es-
te trabajo en el Anexo B, de tal manera que puedan ser solucionados en trabajos futuros.

La estrategia tomada consistié en realizar una correspondencia entre coordenadas rectan-
gulares y polares; luego usando la funciéon generatriz de momentos, se hallan los valores
esperados, que son presentados en las siguientes secciones.

3.1. Varianza Bicuadratica

3.1.1. Funcién bicuadratica

Si se define la variable aleatoria M = (M7, M3)T, para M; tenemos que

2 2
M, — {Zx, para Z; + Z, <1, (3.1)

0, en otro caso ,

donde Z, es la estandarizacién definida en (2.16)) para la variable aleatoria X con distri-
bucién N(0,1). Andlogamente se tiene para My que

2 2
M, — {Zy, para Z; + Z, <1 (3.2)

0, en otro caso ,

1Seccién 3.5.1. Antecedentes Covarianza Bicuadratica

16
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donde Z, también es la estanadrizacién definida en (2.16|) para una variable aleatoria Y
con distribucién N(0,1). Al escribir la funcién bicuadrética y su derivada en términos de
la variable aleatoria M7, se obtiene

0(z:) = [1- 0y (33)

W(Z2) = [1 = (n)?) [1=5 7] (3.4)

respectivamente. De manera similar se obtienen las correspondientes funcién bicuadratica
y su derivada para la variable aleatoria Mo

Uz = M5 [1 - )] (35)

W (Z,) = [1 - (M2)2] [1 —5 (MQ)Q] . (3.6)

Como puede observarse, los procedimientos para hallar la funcién de densidad y la varianza
de las variables aleatorias M, y Ms son identicos por lo que a continuacion se presentan
los célculos de la funcion de densidad solo para M, entendiendo que los de la funcién de
densidad para My son semejantes y por ello no son explicitados.

3.1.2. Funcion de densidad de M;

Inicialmente se presenta el caso para el cual p = 0, caso que es de interés dado que a
futuro un objetivo es llegar a construir los elementos de un contraste de hipétesis, para
verificar la no correlacién entre dos variables. Para el caso p # 0, se introducen varios
resultados los cuales se pueden omitir sin que se pierda el hilo de la demostracién.

La funcion de densidad de M esta dada por

¢(m17 mQ) s 2 2
—, simy+ms <1,

fm(ma, me) = C2 Lo (3.7)
0, en otro caso ,

donde ¢(-, ) es la funcién de densidad conjunta truncada de una distribucién N(0,0,1,1, p)

en el circulo de radio 1, y ¢y es la constante de correccién que hace a la funcién fag(-,-)
una funcién de densidad conjuntaﬂ El valor ¢y esta dado por

U pa/12—m2
62:// f(ml,mg)dmgdml (38)
W

2En lo sucesivo, la constante de correccién serd notada como ¢z para diferenciarla de la constante c1,
empleada por Alonso (2009) en la funcién de densidad para la varianza bicuadratica en el caso univariado
y asi mantener la misma notacion.
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Caso 1. Si se supone p = 0, de la definicién del vector M = (M7, My), ecuacién , se
sigue que la distribucién marginal de M; definida sobre la regién (), que corres-
ponde al cfreulo indicado en la Figura 2.1, i.e. Q = {(m1,mg) € R2 : m3+m3 < 1}
(ver seccion 2.6), es

fans () = / P ata (i1, )i
Q

1 (m3+m3)
= / e 2 dmsy
Q 21y

22
1 m2 (VP2

— e 2 G_Tde
2mces /=3
_ Qf’(::“) [@( 12 —m}) - ®(—\/12 - m%)] con my € (=1,1) (3.9)
2

donde ¢ y ® son las funciones de densidad y distribucién acumulada de la dis-
tribucién normal estandar.

Caso 2. A continuacién se presenta la distribucién marginal de M; cuando p # 0

fas () = / P ata (s, )i
Q

1 m1—2pm1m2+m%
_ B 2(1-p2)
= e dms
foem
L (VET g
e 2 e 2(1-p2) dms

- 2mces S
_ g{m) F(W—m%—pml)_@(— zz—m%—mm)] (3.10)

1= (1= 27
conmy € (-1,1) y pe (-1,1)

En la Figura 3.1 se muestra la diferencia entre la distribucién marginal truncada para
los distintos valores de co contra la distribucién normal estdndar. Se hace visible que la
distancia entre ambas es cercana para valores distintos de p, la diferencia se hace visible
para valores extremos superiores a 0.99. Con base en los resultados obtenidos en (3.9) y
(3.10), en la siguiente seccién se obtiene la varianza bicuadratica para M.

3.1.3. Varianza en funcion de los valores esperados de M;

Esta forma de plantear la funcién bicuadratica en términos de M; permite escribir la
varianza bicuadrdtica definida en la ecuacién (2.5, como

3La ecuacién 1) es un caso especial de la ecuacién 1| cuando p =0
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FicurA 3.1. Distribucién Normal Marginal Truncada para distintos valores de p con respecto a
la Distribucién Normal Estandar.

E [Ml [1 - (Ml)Qﬂ2

(2 (- o] [1-s0n7]) )

Como muestran Alonso-Martinez (2010), se tiene que la varianza bicuadrética en térmi-
nos de los valores esperados de la variable aleatoria M estd dada por:

Toxx = (3.11)

~ _E2—4E4—|-6E6—4E8—|—E10
xx (1— 65, + 554)2

(3.12)

dondd| B, = E(M™).

3.2. Covarianza Bicuadratica

3.2.1. Funcién de covarianza Bicuadratica

Anédlogo a lo presentado por Alonso y Martinez en (2010) es importante verificar el
valor del coeficiente para el caso p = 0, como avance presentado en Alonso (2009) al igual
que lo expuesto anteriormente. La solucién para el caso bivariado es una generalizacion
de lo presentado en el caso de la varianza bicuadratica.

“Dado que X e Y tienen la misma distribucién al hacer la construccién para la distribucién Y se
muestra que Yy = Voyys POr lo tanto de ahora en adelante los resultados se presentaran para Mi y
seran analogos para Ma.
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Si se define el vector aleatorio M = (Mj, M2)T como el vector aleatorio para las variables
aleatorias definidas en (3.1)) y (3.2 con distribucién N (0,0, 1, 1, p), se puede escribir la fun-
cién bicuadratica y su derivada en términos de la variable aleatoria M; para la regiéon como

V(Za, Zy) = My [1 - (Mlﬂ2 (3.13)

W(Ze, 2y) = [1 = )% [1 =5 (0)?] (3.14)

Como se indico antes, para el caso univariado los célculos para obtener los resultados para
M5 son andlogos a los de M, por lo tanto no son exhibidos.

3.2.2. Funcién de densidad de M

Andlogo a lo realizado para el caso de la varianza bicuadratica, el vector aleatorio M, es
el resultado de truncar un vector con distribucién normal bivariada en un circulo, definido

en la funcién de densidad de M (Ver ecuacién [3.7)).

3.2.3. Covarianza en funcién de los valores esperados de M

Esta forma de plantear la funcién bicuadratica en términos de M = (M, Ms)T permite
escribir la covarianza bicuadratica (2.5]), como:

- E ([Ml (1- (M1)2>2} {M2 (1- (M2)2>2]> (3.15)
B o] [oson]) e (o] [oson])

Fi1—2FE31+ FEs51 —2FE13+4F33 —2F53 + F15 —2E35 4+ Es5

_ 3.16
Tpxy [1 —6En, , + 5EM1’4] [1 —6Fn,, + 5EM2,4] ( )

con Ej s = BE(MPM3), Eny = E(M}) y Enr,,, = E(M2Y), para h y s enteros. A partir de
este resultado, el siguiente paso es hallar el valor para distribuciones normales acotadas,
trabajo que se realiza en las siguientes secciones.

3.3. Funcién generatriz de momentos de M; y M

El trabajo previo al célculo de vy, ¥ Vixy s consiste en hallar los valores esperados para
una variable con distribucién normal bivariada truncada sobre un circulo. Para llegar
a estos valores esperados el camino planteado es mediante la funcién de generatriz de
momentos de M; y M.
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3.3.1. Funcién generatriz de M; y M
Dada la funcion de distribucién marginal M; definida en y la funcién de distribucién

conjunta M definida en se obtiene la funcién generatriz de las variables para el caso
en el que p # 0. Entonces

_ Imi—2pmyma+m3]
G (1) = E(e™) = // 1/2 2= ™ dmadmy,  (3.17)
12—

con my € [-1,1] y p € (—=1,1). Una expresién similar se obtiene para el caso contrario,
cuando p = dﬂ En cuanto a la funcién generatriz para los momentos conjuntos, se obtiene

|Z‘_1/2 1 Ty —1 T

27) M T m=ttml g, dm,, (3.19)
2
2

donde |- | indica determinante, ¥ es la matriz de varianza y covarianza de una distribucién
normal bivariada N(0,0,1,1,p) y c2 es la constante de correcciéon. Haciendo algunas
operaciones algebraicas la expresion anterior se puede escribir como

2m)

est" St
= P(—\/I2—=m3 <m < /12 —m3;—l<m <) (3.21)

donde 1 = (n1,71)7, es un vector aleatorio con distribucién normal bivariada N ~ (Xt,X)
y donde ¥ es una matriz de varianza y covarianza de una distribucion normal bivariada

N(0,0,1,1, p)f|

1tTxt -m3 -1/2
Gm(t) =62 / / IE\ 12l o= 3lm=3)T2 " m=28)] g (3.20)
2
2

3.3.2. Momentos de M; y M

Dado que los momentos al rededor de ¢; y t se encuentran derivando secuencialemnte la
funcién genertatriz de momentos al rededor de cero se llega a distribuciones normales que
dependen de limites variables (ver Anexo B) haciendo complicada su solucién, por lo tanto

5Cuando p = 0 la ecuacién

[(m?+m2]
G, (t1) = B(e"™) = —T M g dimy (3.18)
Qﬂ. 1/2

es un caso especial de la ecuacién

5Tallis (1961, pdg 225) llega a una ecuacién analoga a la presentada en para una distribucion
acotada a una sola cola inferior y en Alonso-Martinez (2010, pdg 26) para dos colas donde los limites
de la distribuciéon normal bivariada para cada una son —![ y [




CAPITULO 3. RESULTADOS 22

al hacer una trasformacion se hacen mas agiles los calculos que definen los momentos de
M y M. Si se define (m1,m2)? = [rcos(6),rsin(f)] entonces la constante de correccién

definida en (3.8)) asi como la funcién generatriz de momentos definidas en (3.17)) y (3.19)

se reescriben como se presenta a continuacién.

Constante de correccion, c,,

s (55 (psin(20)-1)
r —Tr ——(psin(26)—1
oy = — el drdf (3.22)
/0 /0 2my/1 = p?

Las f.g.m. tanto para M7 y como para M estan dadas por

27 l
1 1 _p2|1zpsinCO | 4y s
Gy (t) = — e (5628 i eos®) g, (3.23)
Co 0 0 (271’) /

ol 12 —psin(26) .
Galt) = — 217 St cos@yrtasin®)} g g (3.24)
2/, 0 (2m)

respectivamenteﬂ Las ecuaciones son equivalentes a la funcién generatriz de momentos
de la distribucién normal bivariada N (0,0, 1,1, p) construida en coordenadas euclideanas,

Ecuaciones (3.23) y (3.24]) (ver Anexo C).

Una vez obtenida la funcién generatriz de momentos para M; y para M, en la siguiente
seccién se procede a calcular sus derivadas para hallar los momentos.

3.3.3. Derivadas de la Funcién Generatriz de M; y M

Los momentos univariados y conjuntos de M; y M con respecto al origen, para h,s de
una variable en términos de la funcién generatriz de momentos (Seccién 1.1. ) estd dado
por:

dh
pn = B(M7") = o G (1) =: D" (ty) (3.26)

Cuando t; = 0. La notacién usada sera DM (t1) = DWW Para el caso bivariado

"Para el caso de la distribucién marginal cuando p = 0 (3.17) se tiene como caso especial

2 pl
1 1 = s(0
G (11) = /0 /0 Gayare e aras (3.25)
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as+h

= E(MMM3) = ——@G
Hh,s ( 1 2) 8t§8t§‘ M

(t)le=0 (3.27)

Donde t = (t1,12)7. La notacién usada sera, D"#)(t) = D("5) y en pos de hacer mas corta
la escritura. Diremos que

(hs) 8s+h
D3 () = ——Gm(t
(©) = g MO
A partir de ésta notacion se tiene
= B Gra®)lcosso = D) (329
Hh,s = 6t§8t’1‘ M t1=0,to=0 = t1=0,t2=0, .
de igual forma se debe observar que E(MPMY) = EMP) = EMY) vy

E(MYM3) = E(Ms) = E(M;) valores que se pueden calcular a partir de la ecua-

cién (B.17).

Siguiendo la 1égica detrds de esta notacién se define D09 = Gpy(t) donde La funcién
de densidad conjunta del vector M, ecuacién , ahora es tal que dado m = (my, ma),
fm(m) = fp(-m). Esta caracteristica conlleva a que dados h y s con h+ s = 2p+ 1, con
p nimero entero positivoﬂ se tiene:

E(M}Ms) = 0.

Dado que la variable aleatoria es acotada, entonces el valor esperado en la ecuacién
debe ser finito para todos los valores de t, por lo tanto la Funcién Generatriz
de Momentos ahora existe. Entonces es continuamente diferenciable en una vecindad
del origen (ver DeGroot 2012, pdg 236). Ademds, debe tenerse en cuenta que al ser
diferenciable la funcion en una vecindad del origen, entonces las derivadas mixtas son igua-
les (Marsden-Tromba 2004, pdg 177), es decir, la derivada D1 eg equivalente a D-9).

Utilizando lo anterior como soporte a continuacén se desarrollan las derivadas D) de
la funcién generatriz de momentos con h + s par, h € ZT y s € Z*. Los resulados
muestran que D) es funcién de las derivadas de la forma D0 D) y plh—k.s=3)
dado que los valores de estas tltimas son conocidos y asi poder definir de esta manera la
covarianza bicuadratica; insumo necesario en la construccién del estimador de correlacion
bicuadratico.

1 Interludio

Uno de los resultados del trabajo es la generalizacion recursiva de la funcién generatriz de
momentos, por ende el siguiente interludio adquiere importancia en la construccion de los
valores esperados tanto univariados como bivariados.

8Resultado presentado en el Anexo A.
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Las integrales [ () [(m:3) g6 definen como sigue para simplificar la notacién que sigue

AN / / Lcos™(0)e " Frert <os) g (3.29)

21 l
9 = £ / / P+ cogh (9) sin® (§)e "M erh osO @O gy (3.30)
2Jo Jo
. _psin 1 o7 .
Siendo k; = [1251%;22)9)}; (= a1 y &= | (o) .Sih=0ys=0, se tiene

70 — ¢ / / 0+1 050 () e~ k1 et co8(0) dpedh
/ / —r2k’1 ert1 cos(0) drdf

= Gy ( 751

C2
2
_ / —r2k, r{t1 cos(0)+t2 sin(6 )}drde

T‘(0+0)+1 cos? (0) sin® (0)€—r2k1 er{t1cos(0)+t2sin(6)} 1119

—r2k1 +r{t1 cos(0)+t2sin(0)} 7,70

Dado que las anteriores integrales, para el caso en que h = 0 y s = 0; son iguales a las
Funcién Generatriz de Momentos; los momentos se calcularan derivando iterativamente
las integrales, que definen los valores esperados conjuntos y univariados, es de aqui en
adelante éste el proceso mediante el cual se desarrollard el trabajo.

1 Fin Interludio

3.4. Derivadas de la Funcion Generatriz de Momentos

Para calcular los valores esperados se utiliza la Funcién Generatriz de Momentos (f.g.m)
parat = (t1,t2)T alrededor de cero, definida por y . Dichos valores esperados se
hallan derivando iterativamente la f.g.m. De esta manera es de interés hallar los momentos
univariados y bivariados definidos en y . Se empezd realizando el calculo de
momentos univariados y conjuntos con respecto a t1; luego se procedié a hacer lo mismo
respecto a a to; posteriormente se hizo el calculo de momentos bivariados conjuntos t1 y ts.
Todos estos procedimientos llevan a establecer cinco funciones generales que se presentan
a continuacién en esta misma seccién.



CAPITULO 3. RESULTADOS 25

3.4.1. Derivadas con respecto a t;

Al derivar las ecuaciones (3.23)) y (3.24)) con respecto a t1 se obtiene para h > 0 lo siguiente.

Célculo de DY y D10

-1/2
. _ | 1—psin(20) |, ~ 1 _ ’2| .
Siky = { 2?1—;)2) }’ = W y &= (2m) entonces:

2 l
DM a’c’gg(ﬁ) _ a? CS / / re"k1 rt1<05(6) g (3.31)
1 1 1 0 0

2 l
— C/ / <8rer2klertlcos(9)drd9> (3.32)
cfy Jo \Oh

27 !
_< 12 cos(B)e " k1 et <os0) g (3.33)
“Jo Jo
)

=@ (3.34)
Por un razonamiento andlogo para D10 se tiene
2 l
D(LO) _ 8GM(t) _ i é Te—ﬂkler{tl cos(0)+t2 sin(@)}drde (335)
8t1 8t1 C2 0 0

2 l
_£ 9 (Te_ﬂkler{tl cos(60)+t sin(ﬁ)}drdg) (3.36)
C2 0 0 atl

27 pl
= 5/ / r2 COS(@)G_Tle er{t1 cos(0)+t2sin(0)} 7,49
©2Jo Jo

_ 700 (3.37)

El paso de (3.31)) a (3.32) (andlogo para ir de (3.35) a (3.36))), es posible porque la dis-

tribucién normal cumple con las condiciones de regularidad con respecto a t [ver Bickel-
Docksum (2015, pag. 179-180)]. Es de notar que se ha logrado definir el resultado como
la integral definida. El resultado en hace més sencillo el calculo de las derivadas de
ordenes superiores que permiten el calculo de los diferentes momentos.

9Definidos en el Interludio
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Cilculo de D" y D"0)

A partir de los resultados anteriores derivando de forma recurrente la ecuacién (3.37)) con
respecto a t; (como en el caso anterior), y recordando que

o ol 8h71GM(t1> ol ol 8h71GM(t)
L (Gut)) = = | M) 2 (Gpm(t) = — M2
at’f( m(t1)) oL, ( = y 875?( m(t)) o o1

se tiene para h > 1

2 l
D(h) _ C/ / Th+1 COSh(Q)e_T2k1 ertl COS(O)dT’d@ (3.38)
2Jo Jo
)

D" = (3.39)

Por un razonamiento similar, para el caso bivariado se tiene que

27 l
D(h70) - éh/ / Th+1 COSh (0)6*7'2]6‘1 er{tl cos(0)+t2 sin(G)}drde (340)
&)
0 0

DO — [(10) (3.41)

3.4.2. Derivadas con respecto a t,

De forma andloga a lo hecho para el célculo de D9 derivando las ecuaciones (3.23) y
(13.24)) con respecto a to, para s > 2, se tiene lo siguiente

2 l
D = C/ / r? sin(@)e#zklem sin(0) g qg (3.42)
c1
0 0
)

_ja (3.43)
y
27 l
D(Ovl) — 5/ / T2 Sin(@)eﬂgkl er{tl cos(0)+ta sin(@)}drde (3‘44)
2Jo Jo
_ I(U,l) (3.45)

Del mismo modo en que ocurripara el caso de t1, al derivar de forma recurrente las
ecuaciones (3.43)) y (3.45) con respecto a to (como en el caso anterior), no es complicado
colegir que para s > 1
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27 l

DO = & (@) = & 7S 4 1sin®(9)e~" k1 ert2sin®) grqg (3.46)
oty < to Jo

— 1(%) (3.47)

27 l
D(075) — 8%151\;1“) — f/ / 7“5+1 SinS(Q)e_Tzkler{tl cos(0)+to sin(G)}d,rdH (3.48)
2 2Jo Jo

= 10 (3.49)

En estas ecuaciones se observa un comportamiento sistematico, las derivadas de orden
h y s, se escribe en términos de las derivadas de menor orden. Este comportamiento se
puede generalizar dada la forma de la derivada de primer orden de la funcién generatriz,
ecuaciones y . La derivada de orden j y k de la funcién generatriz se puede

calcular de forma recursiva mediante las ecuaciones DU) = 1) D) = 1(*)  p@.0) = 1(5.0)
y DOk) = [(0k),

3.4.3. Derivadas conjuntas con respecto a t; y ts

Ahora bien, si se deriva la ecuacién (3.41]) con respecto a to se tiene que

2T l
D(h,l) — 8h+1GM (t) — i(D(h,O)) — i é ’f’h+1 Cosh(e)e—'r2k1 eT{t1 cos(0)+t2 Sin(@)}drdg
8752815? Ot Oty | c2 0 0

2 pl
— é / (T’h+1+1 COSh(H) Sin(e)e—Tle er{t1 cos(0)+t2 sin(@)}drde)
©2Jo Jo

= (D) (3.50)

En la misma via y utilizando los resultados presentados en el calculo con respecto a to de
manera recurrente se tiene

Dihs) _ MG (t) _ <8hGM(t)>
otsoth Ota oth

2 pl
— é / phts+l1 COSh(H) Sins(e)eﬂﬁkl er{tl cos(0)+tz Sin(e)}dT’dQ
“2Jo Jo
h,s)

=1 (3.51)

Con un razonamiento andlogo derivando la ecuacién (3.49)) con respecto a t; se tiene que:
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Dhs) — 1(hys) (3.52)

Las ecuaciones (3.51)) y (3.52) pueden ser utilizadas para obtener los valores de los mo-
mentos conjuntos y de acuerdo con las propiedades de f.g.m estdn dadas por.

athsGM(t) _ 8h+sGM(t)
othorts ot50th

(3.53)

Ademas, dado que se trata de una funcién continua, se deduce que las derivadas mixtas
son iguales sin importar el orden de derivacién. Esto significa que para los momentos
bivariados

E(MM5) = D)o = 1"} (3.54)
De manera semejante, para el caso de los momentos univariados se tiene que

E(M{)y =DM, _g = 1M1, - (3.55)

Los resultados obtenidos en esta seccién son importantes porque es a partir de estos que
se haran los céalculos de los valores de la constante de correccion, de los valores esperados
y de la varianza y covarianza bicuadratica. Tales cdlculos seran presentados en la siguiente
seccion.

3.5. Valor de la Varianza y covarianza bicuadratica

3.5.1. Métodologia del calculo de los valores ¢y, I(" y (%)

Dado que las integrales definidas tanto para ¢y como para I(") y 1(75) no pueden resolverse
de forma analitica se solucionaron mediante andlisis numérico. En primer lugar se uso el
método “Cuadratura de Gauss” |[ver Burden-Faires (2012)], como una aproximacién
nimerica de las integrales tomando 6 nodos y sus respectivos pesosir_o-]; el algoritmo es
mejorado mediante un método adaptativo “Cuadratura de Gauss-Kronrod” [ver Kronrod
(1965)] como variante de la Cuadratura de Gauss ya que en éste los puntos de evaluacion se
eligen para que se pueda calcular una aproximacién més precisa reutilizando la informacién
producida por el cdlculo de la cuadratura anterior.

Tanto la Cuadratura de Gauss como Gauss-Kronrod fueron programadas en el software
estadistico R. En el Anexo D se encuentra el codigo del primer algoritmo que da solucién a
los valores buscados y la implementacién del paquete Pracma, el cual implementa funciones
de R méas avanzadas en andlisis numérico; con una vista especial sobre las rutinas de
optimizacion y series de tiempo@

Nota histérica: El articulo original de Gauss sobre el método de cuadratura se puede ver en sus
obras completas, i.e. Gauss, C.F., Methodus nova integralium valores per aprox. inveniendi, en Werke, Vol.
3, pp. 163.

1 Adaptado en 2017 para R por Hans W. Borchers, basado en el articulo Matlab program for quadrature
in 2D Shampine (2008).
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3.5.2. Valores de ¢,

El célculo de los valores de la constante de estandarizacion se realizé a partir de la ecuacion
(3.22)), a través del software estadistico R usando el paquete Pracma (Anexo D), producto
de ello en la Tabla 3.1 se muestra el valor de ¢z segiin cambia el parametro k.

k

p 3 6 9
20.99 | 1.000 1.000 1.000
-0.90 | 0.855 1.000 1.000
-0.80 | 0.857 1.000 1.000
0.70 | 0.862 0.998 1.000
0.60 | 0.865 0.998 1.000
-0.50 | 0.868 0.998 1.000
0.40 | 0.869 0.999 1.000
-0.30 | 0.870  0.999 1.000
-0.20 | 0.870  0.999 1.000
0.10 | 0.870  0.999 0.999
0.00 | 0.870 0.999 0.999
0.10 | 0.870  0.999 0.999
0.20 | 0.870 0.999 1.000
0.30 | 0.870 0.999 1.000
0.40 | 0.869 0.999 1.000
0.50 | 0.868 0.998 1.000
0.60 | 0.865 0.998 1.000
0.70 | 0.862 0.998 1.000
0.80 | 0.857 0.999 1.000
0.90 | 0.855 1.000 1.000
0.99 | 1.000 1.000 1.000

TABLA 3.1. Valores de co de acuerdo a los valores de p y k

En las Figuras 3.2 a 3.4 se presenta cy, para los distintos valores de py £ =3,6 y 9.

0.90-

FicUrA 3.2. Valores de ¢y para k = 3

La constante co es un valor aproximado por el método numérico que depende de la corre-
lacién p y del nivel de acotamiento planteado por k = 3,6, 9.
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Ficura 3.3. Valores de ¢y para k=6

FiGURA 3.4. Valores de ¢y para k =9

3.5.3. Calculo de los valores esperados

Las ecuaciones (3.39), (3.47) y (3.51) fueron utilizadas para hallar los valores esperados
univariados y conjuntos. Usando estas derivadas se hallaron los valores de los momentos
conjuntos, insumos para hallar 7y, y posteriormente oy .

3.5.4. Varianza y Covarianza Bicuadratica para variables aleatorias de-
pendientes

En ambos casos tanto para la varianza como el valor de la covarianza bicuadratica son
distintos de cero, por lo tanto las variables aleatorias My y M no son independientes. Al
evaluar esta expresién se debe tener en cuenta que E(M{) = E(M3), los denominadores
son distintos de cero, y en el numerador sélo se tienen momentos de orden impar. Dado
que la funcién de densidad de M; es simétrica alrededor de cero y los valores esperados
en los numeradores son distintos de cero, lo que lleva a que la covarianza bicuadratica sea
distinta a cero. Es decir

Txy|p=0 70 (3.56)

De acuerdo con lo indicado por Alonso (2009, pag. 25), este resultado serd importante lue-
go al emplear el estimador de correlacién bicuadratico o el de estimador de autocorrelaciéon
bicuadratico, ello con el fin de contrastar la hipdtesis de no correlacion.
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3.6. Valores de gy,

En Alonso (2009) se llega a g, como un polinomio de la forma P(p) = Y a;p’ donde los
coeficientes a; son constantes o funciones en términos de p y los coeficientes a; dependen
del valor de p, lo que es coherente con lo hallado por Ricaurte (2007). Por lo anterior
y unido al hecho de que el polinomio es demasiado extenso, se optdé por calcular los
insumos bésicos para dar inicio a las recurrencias que nos permiten llegar a los valores es-
perados conjuntos y a su vez al valor de p. En la Tabla 3.2 se muestran los valores de gy, .

Una vez conocidos los valores de ¢y y de 1" T(9) se pueden hallar los valores de las
derivadas de orden 1 al 5, a partir de las ecuaciones (3.39), (3.47) y (3.51)).

La funcién <,,, ha jugado un papel central en el desarrollo de este trabajo, pero el
objetivo central del estudio son los gy, , que se calculan a partir de la ecuacién (2.6)), es
decir,

Thxy _ Txy (3.57)

Qw = =
* (’WJXX '7¢Yy)1/2 Ybx x

El valor de la varianza bicuadrética vy,  , se habia obtenido en (3.12)) -de modo semejante
a lo que aparece en Alonso (2009, pag 19)- teniendo en cuenta que Yy, = Yipyy » POIqUE
las dos variables tiene la misma distribucién.

El ideal serfa 0y, (p) = p, 0 0y, = 25~ con oy § constantes con respecto a p. Estos

escenarios no se dan, tanto en trabajos previos como en este, ver Tabla 3.2 y las Figuras
3.5 a 3.7, lo que concuerda con los resultados establecidos en Alonso (2009), Varcéarcel
(2007), Ricaurte (2007) y Tunjano (2006).

Los resultados correspondientes a los valores de py(p) muestran que el estimador tiende
a p cuando k crece; es decir, se observa en la grafica que el valor p ~ p (Figura 3.5).

Para k = 6 y k = 9 (Figura 3.6 y Figura 3.7) muestran una mejor aproximacién, pero
los resultados encontrados en Alonso-Martinez (2010) para los valores del estimador
de correlacion bicuadratico son mejores que los encotrados en el presente trabajo, lo que
sugiere que la modificacién planteada sobre el dominio de la funcién no representa una
mejoria con respecto al estimador.
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TABLA 3.2. Valores de ¢ de acuerdo a los valores de p y k

-0.6

k
p 3 6 9
20.90 | -0.7534 -0.8074 -0.8183
-0.80 | -0.3950 -0.5204 -0.5283
20.70 | -0.2669 -0.3647 -0.3903
-0.60 | -0.1872 -0.2793 -0.2942
2050 | -0.1335 -0.2143  -0.2266
20.40 | -0.0949 -0.1614 -0.1712
-0.30 | -0.0653 -0.1153 -0.1232
0.20 | -0.0410 -0.0746 -0.0799
-0.10 | -0.0197 -0.0366 -0.0393
0.00 | -0.0001  -0.0000  0.0000
0.10 | 0.0197 0.0366 0.0393
0.20 | 0.0409 0.0746  0.0799
0.30 | 0.0652 0.1152 0.1232
0.40 | 0.0948 0.1611 0.1712
0.50 | 0.1336  0.2130  0.2261
0.60 | 0.1879 02762 0.2937
0.70 | 0.2599 0.3624 0.3878
0.80 | 0.3776  0.5205  0.5202
0.90 | 0.6987 0.8052 0.8170

-0.4

-0.2

0o

02 0.4

06

FiGurA 3.5. Valores de p para k =3

08

Valores
—*— Bicuadratico
Identidad
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-0.4-

-0.8-

08-

0.4-

0.0-

04-

-08-

-0.8

08

. Valores
] ? —*— Bicuadratico
.
. Identidad
.
.
-0.4 -0.2 0.0 02 0.4 0.6 0.8 1.0

FiGurA 3.6. Valores de p para k =6

. Valores
.
@ —* Bicuadratico
.
. Identidad
.
.
-0.4 -0.2 0.0 02 0.4 0.6 08 1.0

F1GURA 3.7. Valores de p para k =9



Conclusiones y Trabajo futuro

Conforme a lo observado en capitulos anteriores, se pueden obtener las siguientes conclu-
siones y se hacen las siguientes propuestas a futuro.

e La modificacién propuesta sobre el dominio de la funcién ) (-), satisface los requisitos
definidos empiricamente por Tunjano (2006), Ricaurte (2007) y Varcéarcel (2007),
sin contradecir las conclusiones de Alonso (2009), preservando un ajuste robusto.

e La propuesta de modificacién al dominio de la funcién v (z,, 2z, ), base del coeficiente
de correlacién bicuadrético, no inside en la disminucion del sesgo del estimador, por
lo que ésta no es la modificaciion adecuada de dicha funcidn.

e En el trabajo se estudia ademds las caracteristicas del estimador cuando la correla-
cion es distinta de cero, determinando que las distribuciones no son independientes,
hecho que se concluye cuando se definen las distribuciones marginales sobre la re-
gién. Sumado con lo encontrado por Alonso (2009) se dan las bases para construir
en el futuro estadisticas robustas para verificar la hipdtesis de no correlacién cuando
se defina un sesgo menor del estimador.

e Al comparar los resultados obtenidos en el presente trabajo con los valores hallados
en Alonso (2009), indican que el estimador aqui analizado presenta mayores sesgos.
Es decir para p < 0 sobrestima y para p > 1 subestima el verdadero valor de p.

Formas de Correccion

Dado que las distribuciones son dependientes y como la modificacién planteada sobre
el dominio no produjo un estimador menos sesgado la propuesta se hace sobre la
extension de dimensién de la funcién bicuadratica v (-); Por lo tanto se plantean las
siguientes formas de correccién:

— La primer propuesta es usar la funcién ¢ (-) de la forma

Z — || 2z 2)2 ara VA
MZH):{H | =l =22 para ||z ]<1, (58)

0, en otro caso .
donde || z ||= /22 + 22.
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Con esta funcién se logra mantener la reduccién del area de deteccién de posibles
valores atipicos ya que genera el circulo contenido en el interior del cuadrante
(—1,1) x (—1,1) usando el hecho que las dos funciénes no son independientes,
es decir p = 0, generando valores distintos de la covarianza bicuadratica y por
ende del estimador de correlaciéon bicuadratico.

La segunda propuesta es trabajar la funcién bicuadédtica manteniendo la supo-
sicién de p # 0 en el dominio de la funcién asumiendo () como en la primer
propuesta, es decir,

z| (1— | z ||?)?, ara\/z2+ Ze2y + 22 < 1,
w(HZH)—{H I A=1=z[%% »p 24 pzpzy + 22 (59)

, en otro caso .

con || z [|= /22 + 22

Por la escogencia del dominio de esa manera se genera una elipse que se hace
mas delgada cuando p tiende a 1 dejando afuera los valores atipicos que son
detectados en la primer propuesta. Dado que el p es desconocido una posible
solucion es suponer distintos valores y comprobar empiricamente si el estimador
cumple propiedades de robustez.
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APENDICE

Anexos

.1. Anexo A

Definiendo h+ s = 2p+ 1, con p ntimero entero y dado que f(—z,—y) = f(x,y) , entonces

E(Xhys) = / / v f(z,y)dxdy
// fxydxdy—i—//m *f(x,y)dzdy (60)
—aJ —b

Haciendo el cambio de variable u = (u,v), con u = —x y v = —y, reemplazando en la
segunda integral en se tiene

E(Xhy®) = / / v f(z,y) dmdy—i—/ / v)* f(—u, —v)dudv
// y° f(z,y)dxdy + (— h+5// v® f(u, v)dudv
2/ / ahys f (2, y)dady —/ / ay® f(z,y)dady
—aJ —b —aJ —b
=0

.2. Anexo B

Coordenadas Cartesianas

Dada la funcién de densidad de M, se tiene que la Funcién Generatriz de Momentos
(f.g.m) de ésta variable estd dada por:
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Gm(t) = E(et™) / / (mlc’mz)dmldmg

—m3 —1/2
/ / |E‘ -1 [mTZflm—QtTm] dmydms (61)
12_

Donde | - | indica determinante y ¢ es la constante de estandarizacién[ﬂ Haciendo algunas
operaciones algebraicas, la expresiéon anterior se puede reescribir como:

1¢Txt —1/2
Gt :ez // |E| 1=l —3lm=3)T2 =S gy i (62)

1 Interludio

Si se define a U como

U= U(ml, ma, tl, tg) %[(m Et)TE (Il’l — Et)]

se tiene,
1. %tTEt +U = — m%—2pm1m2+m§—§8:52t1m1—2(1_p2)t2m2
, U __oU U
' 6751 N 6m1 6m2
LO0U_ U oU

Otsy doms 8m1
1 Fin Interludio

I Derivada con respecto a t;

pao _ 9Gm(t)
ot
e3tTTt VI2—m3 s —1/2
— Ga(t)(tfpta)+5 0 / / ‘2’ o~ 4m-20TS m20) | g dims
c 8t1 m%

7T

tTEt mz ’E‘—I/Z
= Gm(t)(t1 + pt2) + / —dmldm
12

De acuerdo a las propiedades de la f.g.m, el siguiente paso es derivar Gpp(t) y evaluar
en t = (0,0). Pero ésta tarea presenta grandes dificultades; la primera, los limites de la
integral interior dependen de mso, la segunda, el factor e3t"=t hace que las derivadas de
Gn(t) sean en extenso complicadas para ordenes superiores a 2.

2Tallis (1961) llega a una ecuacién aniloga para una distribucién acotada en una sola cola inferior.
13 Al respecto puede verse Alonso (2009, pag 27).
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Derivada con respecto a t;

Parte I:

1Ty VPR
D1L0) — 0GMm(t) = Gm(t)(t1 + pt2) + e / / = @dmldn@
¢ Ja) e

Dado que la integral doble sobre el rectangulo se puede se puede reducir a integrales
simples iteradas aplicamos el teorema de Fubini cambiando el orden de integraciéon como
en Marsden-Tromba (2004, pag 325), y reescribimos la ecuacién comﬂ

175t Viz—m? »—1/2
O0ME) _ a(e) (01 + pta) + / ‘ ’ 0% s
1

DL0) —
oty

1iTy¢ m1 —-1/2
ez by ou ou
= Gm(t)(t1+pt2)+ / | | e (87711 - PamQ> dmyidma

Desarrollando los diferenciales dentro de la integral e integrando se tiene:

1 2_m? pl -1/2
OGM(t) 2t VETmLlisy du du
DO = M) — G (6) (b1 +pta) — u dmyd
ot M (t) (t1+pt2) . _— @) N\ oms + By ) dmadms
estTTt ’Zrl/?
= Gm(t)(t1 + pta) — - / / 7dm1dm2
e%tTEt \/lz—m% l ‘E’—l/Q . 8’[,1; d d
Cc 12—m2J—1 (2’/’(’) c pamg ame
1
Redefiniendo los valores dentro de la segunda integral tenemos que
1,T
dGMm(t) edtTme | pVimi \zrl/?
DO = T8 — G (t)(¢ tay) — —d d
ot m(t)(t1 + pt2) By s

14Ts¢ N 5|~ 1/2
_ / / | | 7dm2dm1
c

En las dos integrales interiores tenemos que

DL0) —

dGM(t) et /\/ Bomi )12

= GMm(t) (¢ to) — ulb g
ot M (t)(t1 + pt2) (21 {e"]" ydma

eétTEt /\/l —m3 ’2|71/2
¢ —y/12—m2 (2 )

Para el caso anterior en la Parte IV se define usando resultados anilogos

{eu‘l z}dml
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Veamos el caso particular para una sola integral, es decir:

LiTxy VI2—m? <~ —1/2
ez |2 wll
By = —— ———{e""  }dma

E Ve (2m)

Cc

e%tTEt vV lgfmé |2‘71/2
=— / o {e ydma

JE—m2 (2m)

Evaluando los los valores en la funciéon exponencial para S, tenemos que

eu(_l7m2,t1 ,to )dm2

e%tht V/12—m2 ’2|71/2
=" S

u(l,mo. ¢ ) lemf |E‘71/2
() € tdma = e
Nar: -

VB2 (2m)

c

Definimos (5, asi:

14T
€2t Et+udm2
C

LTy py/12—m?2 y|-1/2 n—1/2 \/12—m?
€2 ’ | u(l7m2t t ) _ ’ |
pr=—— — € itz dmy = ———

VE—mZ (2m) (2mc) VE—md

Por lo tanto

|E|,1/2 VI2—m2 12 —2plmgt+md—2(1—p?)t1-2(1—p?)tamy
51 = / e 2(1_'02) dmg
(27‘(’6) —\/lz—m%
2 _

672(127’))24»”1 l2—m% _ —2plm2+m%—2(1—p2)t2m2

_ / e 2(1-p?) dms

1/2

(2me) (B2 )= fems

2 -
—211_724-”1 ‘/l2—m% m%72plm272(17p2)t2m2
e 2(1-p) — 20
1/2 e ’ dm
Cro) 572 )y
2 -

—2(1lﬁ)+lt1 1/l2—m% . m%72m2{pl+2(17p2)t2)
e 2(1-p%)
71/2 e L ’ de
(re) (572 )y

Completando el cuadrado y restando lo mismo en el exponencial dentro de la integral
(termino que sale constante de la integral) tenemos

2 1 _ .2 2
6—2(1l_p)z+lt1+{p+2((11_‘;2)f2} / 12—m? 7{m%—2m2{p1+2(1—p2>t2}+{p1+<1—p2>t2}2
e

2(1—p2)
V12—m?2
+(1-p%)t9}? 3

2 l
e 2(1l,p)2 +lt1+{p 2(1=p2) / 12—m3 [mzf{plﬂlpr)tz}]Q

(2mc) |22

b=

dm
(27¢) 2]/ ?

e 2(1-p?) dmo

2_2
[2—mj
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Lot -p?yg)?

6_2(11—2p)2+lt1 2(1-p2) / o |E‘71/2 _[m2‘{”l+(1‘p2)t2}]2
(2m)1/2¢ =z (2m)1/2

e 2(1-p2) dms
Asi definimos 1 como el interludio No. 1 en Alonso (2009)-pag 28

/m’2|—1/z [ma—{ot+(1-p%)t2}]”
e

x = 2(1_P2) d
Bl 12— 2(27()1/2 2
Luego (51 es
B, = Br«(l,t1,t2)

c(2m)1/2

entonces 1, = P(—+/1? — m% <m < NI - m%), donde 17 es una distribucién normal
definida como:

m~ N{pl + (1= p)ta};1—p?)

Analogamente definimos (94 como:

ltTEt \/l2—m2 —]_/2 _1/2 /12 —m?2
Boyx = €2 / ' ‘2|76u(—l,m2,t1,t2)dm2 _ |2‘ / ! €%tTZt+udm2
c P2 (2) (2mc) _Em?

y haciendo un analizis similar como f; en (35 el interludio No. 1 en Alonso (2009)-pag
28 tenemos que

_ Pax(=lth, o)
c(2m)1/2

con Bo. = P(—+/I2 —m? < n2 < \/I2 —m?), donde 7 es una distribucién normal definida

COImo:

B2

n2 ~ N({—pl + (1 — p*)t2}; 1 — p?)

Parte II:

Similarmente si evaluamos los valores en la funcién exponencial para 8* (el otro caso de
la integral en una sola variable) tenemos que

e%tTEt \/lemé |E‘71/2
* u |l
g = / e yam,
—\/l2—m§ ( 7[')

*
si definimos 8** = —, entonces
P
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—e e |£l}dm1

g o3t St /\/ﬂ ’Z‘—l/Q

& 12_m % (27T)

Evaluando los los valores en la funcién exponencial para §** (similar al caso anterior)
tenemos que

ulmi,~l2,t1,t2) dim

e%tTZt \/12—75 ’E‘_l/z V12—m3 ‘2’—1/2
B = —— / et(mubtite) 1o _/

c 12—m2 (27T) 2_m?2 (27T)
m2 2=mj

Y definiendo B3 asti:

14,7
ﬁg — 62t EtJrudml

C

14Txg P—mZ —-1/2 —1/2 12—m?2
W/\ﬁQ Z1™ o 21 gy < 12! //¢ —
l27m§ (27T) (271'6)

2_. 2
[2—m3

Por lo tanto

p3 =

2

D —1/2 2—mZ  [mi-—2pimq+12—2(1—p%)t1mq —2(1—p?)its
e
12—m3

2(1-p2) }d
(2mc) m

e 2(1 p)2+lt2 l2—m§ 7|:m%72plm172(17p2)m1t1:|
—p2
= / e 2(=p%) dmq

@2me) [2|? - Emmg
e 2(1 p)2+lt2 l2*m§ _|:m%—2m1{pl+22(1—p2)t1}:|

= o) B2 / ¢ e dm
(2me) |B]77 J—y/r=m

Asi mismo, como en el caso de 81 se completa el cuadrado y restando lo mismo en el
exponencial dentro de la integral (termino que sale constante de la integral) tenemos

2
—2<1l,,,)2+lt2+{”l+2((11 ’;))tl} 2—m32  [m3—2mq{pl+2(1—p%)t; }+{pl+(1—p?)t; }2
B = € 2(1-p2) d
3 /2 e my
(2m) |3 BN
2 I+(1 t
e—g(ll_p)z-i-ltz-&-{p 2<(1 ‘;))1} 12—m32 7[m17{pl+(17p2)t1}]2
= 1/2 € 0 amy
(2rc) |3 s

lettior >t1}

e 2(11—2P)2 it VI2—m3 ’E‘—l/Q B [M1*{pl+(1fp2)t1}]2
- (21)1/2¢ / 207 dmy
T

g 2m)

Y también como en S, y B2« definimos f3, como el interludio No. 1 en Alonso (2009)-
pag 28 como:

By = Bax(l,t2, 1)
’ c(2m)1/2

entonces (3, = P(—+/1%2 — m% <mg < \I?2- m2) donde 73 es una distribuciéon normal
definida como:
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n3 ~ N({pl + (1= p*)t1};1 - p?)

Analogamente definimos B4, como:

1.7
th Et-i—udml

64* =

e3t’ St ViE=m3 ‘2’—1/2 ‘2’—1/2 VI2—m2
/ u ml’,l tl,tg)dm /
g (27) 2rc)

2

C 12_m2

2

y haciendo un analizis similar como (1, B2 y B3 el interludio No. 1 en Alonso
(2009)-pag 28 tenemos que

Bax (=1, t2,t1)
c(2m)1/2

con By = P(—+/I2 —m3 < ns < \/I2 —m3), donde 14 es una distribucién normal definida

COImo:

Ba =

m~ N{—pl+ (1 —p*t1};1—p?)

Por lo tanto, 81, B2, B3 v B4 son 4 distribuciones normales con medias y varianzas similares,
las cuales se redefinen cambiando [ y —[ y también 1 y to

Derivada con respecto a t

Parte III:

7dm1dm2

DOy — IGm(t) _ et7St pV/Pomi ‘2|—1/2
! : oty

oty Gm(t)(pt1 +t2) +

tTEt l —m1 —-1/2
ez by ou ou
= Gm(t)(pt1+t2)+ / ‘ ’ (— —aml - 8m2> dmidms

Andlogo al razonamiento anterior desarrollando los diferenciales dentro de la integral e
integrando se tiene:

pO.1) —

8GM(t) eétTEt/\/p—m% l|2‘—1/2 u< au au
C

Ota Gm(t)(pt1+t2) 12—m2J -1 (2) omy * 3m2> e

e%tht /«\/lQ—m% l ’E‘—I/Q . 8u

= G (t)(pt1 + t9) — e dmidm
m(t)(ptr + 1) c /g (2m) paml 12
1Ty l —m1 -1/2
e? IEI
— —d d
. / p. midms

Repitiendo el analisis de la Parte I redefinimos los valores dentro de la integral para la
segunda integral, es decir:
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AGMm(t) 3t ot /\/ﬂ—mf "B ou

DOL) — = Gm(t)(pt1 + t2) — e dmidm
8t2 M( )(P ! 2) Cc l2_m% 1 (27T) p@ml ! 2
1¢Txt V2—m3 n—1/2
62 / / | ’ 7dm2dm1
l2 amQ
E integrando nuevamente en las dos integrales interiores tenemos que:
14T \12—m?2 -1/2
0GMm(t) ext ¥t LX)
D(Ovl) = — 7 — Gnwm(t) (ot to) — ull Vg
8t2 M( )(p 1+ 2) c lQ,m% (271') p{@ ’,l} ma

e%tTEt /\/ZQ—mg |E\_1/2
12—m3 <27r>

Viendo nuevamente el caso particular para una sola integral, es decir:

- {etlt ydmy

e%tTEt VIE-m ’2|—1/2
Bi = oo {et L bdme
* c 12_ % (2 l
y
el I A PR
== / o (@) ddm

Por lo tanto B, = é y B = pB* (salvo p), asi el resultado seria el mismo encontrado en

la Parte I y Parte II.

Parte IV

Retomando el problema inicial se define la primer derivada con respecto a t;

LTy pl V™S Go12
by
po _ 9Gm(t) _ Gaa(t) (t + pta) + & / / 2] @dmldmg
c B T~

e%tTEt l V ZQ_m% ‘2|71/2 . 8“ au
= Gm(t)(t1+pte)+ - (27) e S pT dmidms
1 _\/m ™ my ma2

Usando el mismo argumento en el cual separamos las integrales en la Parte I y resolviendo
las integrales internas seria el mismo caso pero evaluando los lrhites de las integrales

—/12 —m2 y /12 — m3, es decir:
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Uy —1/2 i
| By et }m]

e%tTEt
B*’ - c _ /7127171%

1.7
L eat'St
P
c

g =

U —1/2
‘2| wV/ 2—m3
e dm
| Bt gam
Evaluando los los valores en la funcién exponencial para [, tenemos que

1.7
e3tT Tt

Bu =

c _, (2m) _ (2m)

Por lo tanto si tomamos solo la primer integral tenemos que

! |Z\_1/2 ! ‘E’—l/Q
/ eu( V l27m%7m2,t1,t2)dm2 —_ / 7eu(7 V lgfmgva,tlﬁig)dm2

2
lz—m%) —2p( l2—m%)m2+m%—2(1—p2)t1( l2—m%)—2(1—p2)t2m2

—1/2 pl _[( 2(1—p?) ]
B = | / e dmy

(2me) )

Resolviendo el termino que esta en el exponendial tenemos que

( 12— m%)Q —2p (\/W) ma +m3 — 2(1 — p?)t ( 12— m%) —2(1 — pH)tamy
2(1-p?)

Y=

I2—m3—2p <\/l2 — m%) ma +m3 —2(1 — p*)ty ( 2 — m%) —2(1 — p?)tams
2(1-p?)

(12 = m3) — 2/ —m3(pma + (1 — p*)t1) — 2(1 — p*)tamy

2(1 - p?)
_ [ H@emd) -2/ PmZ(pma (102 t0)+ pPmE 4 20ma (1—p2)tr +(1—p2) 23] |
= 2(1—4?)

i {=2(1—p*)tamat+m3—p®m3—2pma(1—p*)t1 —(1-p*)’t1 }
2(1-p?)

2
[\/l2—m%—(pmz+(1—02)t1)} n [—2(1—p?)tama+m3—p>m3—2pma (1-p?)t1 —(1—p?)*11]

- 2(1-p?) 2(1—p?)

Ve mj — (pma + (1 - pQ)tl): 2 [m3 — 2ma(1 — p*){ta + t1} — p*m3 — (1 — p*)°t]
- 20— ) " 20— )

\/m ~(pma 41— pQ)tl): 2 [m3(1 = p*) = 2ma(1 — p*){ta +t1} — (1 — p*)*t1]
- 21— p?) i 2(1—p?)
B 12 —m3 — (pma + (1 - pQ)tl): i [m3(1 — p?)(1 — 2ma({ta + t1}) — (1 — p?)?t1]
- 20— ) i 20— 2)



ANEXOS 48

2
VP met 0] [0 )~ 2t + 1) - (1= 0]
a 2(1—p?) 2(1 - p?)
2
o [m — (pma + (1 - pQ)tl)} L (L) [(m3 — 2ma({ta - 11)) — (1= p*)1]
2(1 — p?) 2(1-p?)
N [\/ lQ_m%—(Pm2+(1—P2)tl)]2 (1—p2)[(m%—2m2({t2+t1})+{t2+t1}2—(1—02)t1—{t2+t1}2]
== 20—7) + 20—7)
VP ma =) e ima— e nh?] | -t
= 20—07) + 2(1—%) + 2(1—p%)

Sea v =1 + 72 + 73 donde

[VE—mg — (oma + (1~ 2)1)]

M=

2(1-p?)
(1= p?) [(ma — {ta + 1:1})?]
e 21— p?)
A=t = {t +t1}?
B 2(1 - p?)

Por lo tanto

2 g s-1/2 [l
B = > / eVdmy = > / eMe2eV3dmey
(2me) ), (2me) ),
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.3. Anexo C

Distribucién Normal Bivariada en coordenadas polares

La distribucién normal bivariada puede describirse por la siguiente funcién de densidad
X) = — e Mo TE k)
27|X|2

1 12 2 2pzx
_ ! ot ()| (63)
2rozoyy/1—p

Donde p es el coeficiente de correlacion entre X y Y, en este caso

2
> - < ST ) (64)
OxOyp 1o

)

Si N(0,0,1,1, p) entonces

f(x) 1 - [ﬁ(xzﬂﬂizpzyﬂ (65)

N 2my/1 — p?

Usando la trasformacion x = rcos 8, y = rsin 6 tenemos que

#e[—ﬁ(ﬁ cos? 0+r2 sin? 0—2r2p005051n 9)]
N
B T

214/ 1 — p?

r
Com/1 —p?

r2
- #e[fﬂlw%(

N
T 2
= ——F—=¢ [‘m<
N
46[72(%2‘,2)(1*psin(29))]
N
4 e[ﬁi%(ﬂsm(%)—l)]

214/ 1 — p?

fR,@ (T7 9) =

e [7 ﬁ (7"2{0052 6+sin? 6} —2r2p cos 0 sin 0)]

e [_m (r?—2r2pcos Osin 0)]

1—2pcos @ sin 9)]

1—2pcos 0 sin 9)]

Funcién generatriz de momentos de M en coordenadas polares

Si notamos x = (z,y)T y t = (t1,t2)T, por definicién de la funcién generatriz de momentos
se define como
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27 e )
Gum(t) = E(e"*) = / / e fp o (r, 0)drdo (66)
0 0

Ademss t7X = (t1,t2)"(z,y) = t1x + toy = tircosf + tarsin® = r(tycosd + tysinf)
entonces la funcién generatriz de momentos es

2w poo -2 ) .
GwMm (t) — / / %6 [m(ps1n(29)71)] er(tl cos O+t sin 0) drd6
0 0o 2my/1—

V1—p
e r [~ s (1= psin(26))| .
— / / el 2199 p er(t1 cos 0+tg sin H)drde
0 0o 2m+/1-— p2
1 2 l -2 ) )
_ / / r e[fm(lfpsm@e))} +r(t1 cos 0+t sm@)drde
2 /o Jo 2m\/1 — p?

Ecuacién que es equivalente a 3.24: donde co es la constante de estandarizacién que hace
la funcién una densidad conjunt

T [55s (psin(20)-1)]
r —r ——(psin(26)—1
co = — Iy drdf (67)
/0 /0 2m\/1 = p?

4. Anexo D

######t###Cuadratura de Gauss Integral Doble 6 puntos D(m,n)####t#####

cuadratura <- function(rho, k, m, n, t1, t2) {
w<-c(0.1713245,0.3607616,0.4679139,0.4679138,0.3607616,0.1713245)
z<-c(-0.932469514,-0.661209386,-0.238619186,0.238619186,0.661209386,0.932469514)

dominio_r=c(0,k*0.67448975)
dominio_theta=c(0,2+*pi)
#Densidad sin truncar
fun <- function(r,theta) {

k1 = (1-(2*rhoxcos(theta)*sin(theta))) / (2*(1-(rho~2)))

num = (r~(m+n+1))*(cos(theta) "m)*(sin(theta) "n)*exp(-(r~2)*kl)

* exp(r*((tl*cos(theta)) + (t2*sin(theta)) ))

den = 2*pixsqrt(1-(rho~2))

num/den
}
#Cuadratura sin truncar
suma=0
for (i in 1:6){

for (j in 1:6){

suma=suma+w [i]*w[j]*fun((dominio_r[2]-dominio_r[1])*z[i]/2+(dominio_r[2]
+dominio_r[1])/2, (dominio_theta[2]-dominio_thetal[1])*z[j]/2

5 Transformando la ecuacién 1) a coordenadas polares
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+(dominio_theta[2]
+dominio_thetal[1])/2)
suma
}
}

integral=suma* (dominio_r[2]-dominio_r[1])*(dominio_theta[2]-dominio_thetal[1])/4
#Densidad de c2

fun_c <- function(r,theta) {
k1 = (1-(2*rhox*cos(theta)*sin(theta))) / (2*x(1-rho"2))
num = r*exp(-(r~2)*k1l)
den = 2*pi*sqrt(1-(rho~2))
num/den
}
# Cuadratura del c2
suma_c=0
for (i in 1:6){
for (j in 1:6){
suma_c=suma_c+w[i]*w[j]l*fun_c((dominio_r[2]-
dominio_r[1])*z[i]/2+(dominio_r [2]
+dominio_r[1])/2, (dominio_theta[2]-dominio_theta[1])*z[j]1/2
+(dominio_theta[2]+dominio_theta[1])/2)
suma_c

integral_c=suma_c*(dominio_r[2]-dominio_r[1])*(dominio_thetal[2]
-dominio_theta[1])/4

#Resultado
resultado = c( integral_c, integralx(1/integral_c) )

resultado

}
MMM<-seq(from = -1, to = 1, by = 0.1)

# Para K=3
k=3

# Con variacion de valores (m,n)=(1,1),(3,1),(5,1),(3,3),(5,3),(5,5)
#(m,n)=(1,1)
m=1

n=1

t1 =0

t2 =0

#

d<-0
rho_mn<-NULL
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Matriz_mn311<-matrix(NA,length(MMM),2)
for( rho in MMM ) {
d=d+1
rho_mn[d]<-rho
#i##print (rho)
Matriz_mn311[d,]<-cuadratura(rho, k, m, n, t1, t2)
###print (cuadratura(rho, k, m, n, t1, t2))

#(m,n)=(3,1)
m=3
n=1
tl1 =0
t2 =0
#
d<-0
rho_mn<-NULL
Matriz_mn331<-matrix(NA,length(MMM) ,2)
for( rho in MMM ) {
d=d+1
rho_mn[d]<-rho
###print (rho)
Matriz_mn331[d,]<-cuadratura(rho, k, m, n, ti1, t2)
###print (cuadratura(rho, k, m, n, t1l, t2))

##u#######Cuadratura de Gauss Integral Doble 6 puntos D(m)#########

cuadratura_m <- function(rho, k, m,n, ti1, t2) {
w<-c(0.1713245,0.3607616,0.4679139,0.4679138,0.3607616,0.1713245)
z<-c(-0.932469514,-0.661209386,-0.238619186,0.238619186,0.661209386,0.932469514)

dominio_r=c(0,k*0.67448975)
dominio_theta=c(0,2%*pi)
#Densidad sin truncar m
fun_m <- function(r,theta) {
k1 = (1-(2*rho*cos(theta)*sin(theta))) / (2*x(1-(rho~2)))
num = (r~(m+1))*(cos(theta) "m)*(exp(-(r~2)*kl))
* (exp(r*(tl*cos(theta))))
den = sqrt(2+pi)
num/den
}
#Cuadratura sin truncar
suma=0
for (i in 1:6){
for (j in 1:6){
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suma=suma+w [i]*w[j]*fun_m((dominio_r[2]-dominio_r[1])
*z[i]/2+(dominio_r[2]+dominio_r[1])/2, (dominio_thetal[2]-
dominio_theta[1])*z[j]/2+(dominio_theta[2]
+dominio_thetal[1])/2)
suma
}
}

integral_m=suma*(dominio_r[2]-dominio_r[1])*(dominio_theta[2]-dominio_thetal[1])/4
#Densidad de c2

fun_c <- function(r,theta) {
k1 = (1-2#rho*cos(theta)*sin(theta)) / (2%(1-rho~2))
num = rxexp(-r~2*kl)
den = 2*pi*sqrt(1-(rho~2))
num/den

# Cuadratura del c2
suma_c=0
for (i in 1:6){
for (j in 1:6){
suma_c=suma_c+w[i]*w[jl*fun_c((dominio_r[2]-dominio_r[1])*z[i]/2+
(dominio_r[2]+dominio_r[1])/2, (dominio_theta[2]
-dominio_theta[1])*z[j]/2+(dominio_theta[2]
+dominio_thetal[1])/2)
suma_c

integral_c=suma_c*(dominio_r[2]-dominio_r[1])
*(dominio_theta[2] -dominio_thetal[1])/4

#Resultado
resultado = c( integral_c, integral_m*(l/integral_c) )

resultado

### Para K=3

k=3

# Con variacion de valores m=2,4,6,8,10
#m=2

m= 2

tl1 =0
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t2 =0
d<-0
rho_m<-NULL

Matriz_m32<-matrix(NA,length(MMM),2)
for( rho in MMM ) {
d=d+1
rho_m[d]<-rho
#print (rho)
Matriz_m32[d,]<-cuadratura_m(rho, k, m, t1, t2)
#print (cuadratura_m(rho, k, m, t1, t2))

#H#HHHHH I Funciones gamma de fi#########HHHH##
1<-c(3,6,9)*0.67448975

#para 1=3
k=1[1]

GamXY<-matrix(NA,length (MMM),4)
GamXY[,1]<-rho_mn
numl=0
denl1=0
num2=0
den2=0
for(i in 1:length(rho_mn)){
#GamaXY
numl=(Valores_3mn[i,3]/k"~2)-(4*xValores_3mn[i,4]/k"4)
+(2xValores_3mn[i,5]/k"6)+(4*Valores_3mn[i,6]/k"6)
-(4xValores_3mn[i,7]/k"8)+(Valores_3mn[i,8]/k~10)
denl=(1-(6*Valores_3m[i,3]/k~2)+(5%Valores_3m[i,4]/k"4))"2
GamXY[i,3]=numl/denl
#GamaXX
num2=(Valores_3m[i,3]/k"2)-(4*Valores_3m[i,4]/k"4)
+(6*Valores_3m[i,5]/k~6)-(4*xValores_3m[i,6]/k"8)
+(Valores_3m[i,7]1/k~10)
den2=(1-(6*Valores_3m[i,3]/k~2)+(5*Valores_3m[i,4]/k"4))"2
GamXY[i,4]=num2/den?2
#VarRho
GamXY [i,2]=GamXY[i,3]/GamXY[i,4]
}
colnames (GamXY)<-c("rho","VarRho", "GammaXY","GammaXX")
VarRho3<-GamXY;VarRho3<-data.frame(VarRho3) ;attach(VarRho3)

#para 1=6
k=1[2]
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GamXY<-matrix(NA,length(MMM) ,4)
GamXY[,1]<-rho_mn
numl=0
den1=0
num2=0
den2=0
for(i in 1:length(rho_mn)){
#GamaXY
numl=(Valores_6mn[i,3]/k~2)-(4*Valores_6mn[i,4]/k"~4)
+(2xValores_6mn[i,5]/k"~6)+(4*Valores_6mn[i,6]/k"6)
-(4*Valores_6mn[i,7]1/k~8)+(Valores_6mn[i,8]/k~10)
denl=(1-(6*Valores_6m[i,3]/k~2)+(b*Valores_6m[i,4]/k"4))"2
GamXY[i,3]=numl/denl
#GamaXX
num2=(Valores_6m[i,3]/k"2)-(4*Valores_6m[i,4]/k~4)
+(6*Valores_6m[i,5]/k"6)-(4*xValores_6m[i,6]/k"8)
+(Valores_6m[i,7]/k~10)
den2=(1-(6*Valores_6ml[i,3]/k"2)+(5%Valores_6ml[i,4]/k~4))"2
GamXY [i,4]=num2/den?2
#BarRho
GamXY[i,2]=GamXY[i,3]/GamXY[i, 4]
}
colnames (GamXY)<-c("rho","VarRho", "GammaXY", "GammaXX")
VarRho6<-GamXY ;VarRho6<-data.frame(VarRho6) ;attach(VarRho6)

HESHHHRFHH A H R R R

H##HHHR R AR HERL I Dr e 1 as####HHH A H B H AR
library(pracma)

library(ggplot2)

library(grid)

library(gridExtra)

library (truncnorm)

library(xtable)

#### Parametros de las Funciones#######

MMM<-c(-0.99,seq(from = -.9, to = .9, by = 0.1),0.99)
MMM
k=c(3,6,9)

1=k*0.67448975

M =c(1,3,5,1,3,5,1,3,5)
N =c(1,1,1,3,3,3,5,5,5)
Mom1<-cbind (M, N)
Mom2<-c(2,4,6,8,10)

tl1 =0
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##H#HHH##EPara k=3###4HH#4HEHHE
Matriz<-matrix(NA,length(MMM),22)
Rho<-NULL
d=0
for( rho in MMM ) {

d=d+1

Rho [d]<-rho

#a=1

Matriz[d,1]<-rho

#Funcion C2

C2<- function(r,theta) {
k1 = (1-(2%Rho[d]*cos(theta)*sin(theta))) / (2*x(1-(Rho[d]~2)))

num = rxexp(-(r~2)*kl)

den = 2*pi*sqrt(1-(Rho[d]"2))
num/den

}

Matriz[d,3]<-integral2(C2,0,1[1],0,2*pi, reltol = 1e-10)$Q

#Funcion Dmn

for(i in 1:length(Mom1[,1])){
m=0
n=0
m=Mom1 [i, 1]
n=Mom1 [i,2]
Dmn<-function(rl,thetal){
k1 = (1-(2*Rho[d]*cos(thetal)*sin(thetal))) / (2*(1-(Rho[d]~2)))
num = (r1~(m+n+1))*(cos(thetal) m)*(sin(thetal) "n)
*xexp (- (r172)*k1)
* exp(rix((tl*xcos(thetal)) + (t2*sin(thetal)) ))
den = 2*pi*sqrt(1-(Rho[d]~2))
num/den
}
Matriz[d,3+i]l<-(integral2(Dmn,0,1[1],0,2*pi,reltol = le-10
,singular = TRUE)$Q)/Matriz[d, 3]

#Funcion DmX
for(i in 1:length(Mom2)){
m=0
m=Mom?2 [i]
DmX <- function(r2,theta2) {
k1 = (1-(2#Rho[d]*cos(theta2)*sin(theta2))) / (2*(1-(Rho[d]~2)))
num = (r2” (m+1))*(cos(theta2) "m)*(exp(-(r272)*k1) ) *(exp (r2*(t1*cos(theta2))))
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den = sqrt(2+pi)
num/den
}
Matriz[d,12+i]<-(integral2(DmX,0,1[1],0,2*pi,reltol = le-10,
singular = TRUE)$Q)/Matriz[d, 3]

#Funcion DnY
for(i in 1:length(Mom2)){
n=0
n=Mom2 [i]
DnY <- function(r3,theta3) {
k1 = (1-(2*Rho[d]*cos(thetald)*sin(theta3))) / (2x(1-(Rho[d]"2)))

num = (r3~(n+1))*(sin(theta3) "n)*(exp(-(r3°2)*kl))*(exp(r3*(t2*sin(theta3))))
den = sqrt(2+*pi)
num/den

}
Matriz[d,17+i]l<-(integral2(DnY,0,1[1],0,2*pi,reltol = le-10
,singular = TRUE)$Q)/Matriz[d,3]

}
#Funcion VarRho
GammaXY<-0
GammaXX<-0
GammaXY<-(Matriz[d,4]/(1[1]1°2))-(2*(Matriz[d,5]1/(1[1]1"4)))
+((Matriz[d,6]1/(1[1176)))-(2x(Matriz[d,7]1/(1[1]17°4)))
+(4x(Matriz[d,8]/(1[1]176)))-(2*Matriz[d,9]/(1[1]78))
+(Matriz[d,10]/(1[1]1°6))-(2*Matriz[d,11]/(1[1]1"8))
+(Matriz([d,12]1/(1[1]1°10))
GammaXX<-sqrt( ((Matriz[d,13]1/(1[1]1°2))-(4*(Matriz[d,14]1/(1[1]1°4)))
+(6%(Matriz[d,15]1/(1[1]1°6)))
-(4* (Matriz([d,16]1/(1[117°8)))
+(Matriz[d,171/(1[1]1°10)))
*((Matriz[d,181/(1[11°2))
-(4x(Matriz[d,19]1/(1[1]1°4)))
+(6%(Matriz[d,20]1/(1[1]1°6)))
-(4x(Matriz[d,21]1/(1[11°8)))
+(Matriz([d,22]/(1[1]1710))))
Matriz[d,2]<- GammaXY/GammaXX
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