El dltimo producto es el valor de : 1107 DE BIE,LIOT&; >
: | BIBLIOTECA “EFE” Gonyro
;n—? + o J-\)

Im

w—1

w'— 1y : P
(w— 1) = lim (w

(3.16)

De dunde

3.5 Foérmula de Multiplicacion de Gauss.

Paova probar que la Formula de Mulliplicacidn de GAUSS s¢ cumple basto con que probe-

mos la siguiente igualdad:
el 4 , (_\ A C _ . o
IIr </, + w) = (20T 027 (ns (n=2.3,-: €A, (3.17)
() Ti
Prueba: Tomemos un #n fijo. La funcidn
ey . pfzdn=t _
I 7(z) = (") ( . 1( L ) (3.18)
(Z’i’)( ) b
es holomorfa en A. Usando {3.7) vemos que
: -1
@) rErEs)
=8 By men

Més atin por Férmula de EULER (3.14), sabemos que /(1) = L. Puesto que I' (z) es
acotada en la franja {: € C: ¢ < Re 2 < b} para 0 < a <<h < oo, por (b) de la seccion

{3.3) . la funcidn [7(z) también es acotada en S. Entonces por el Teorema de WIELANDT

F=F(1)T'=T.m
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Gauss probd (3.13) en 1812, en *Disquisifrones generales circa seriam infinitom”.

Para n = 2 tenemos la F6RMULA DE DUPLICACION: DE LEGENDRE:

\ T 1
3.6 La Funcién Beta.
Esta fuincién de dos variables complejas w, » esta definida por
ln
O(w, z) = / A O A Ea {w,z e A). (3.20)
i o

La integral converge uniformemente en subconjuntos compactos de Ax A [4. P. 181]
y por lo tanto define wina funcién holomorfo en A A [8. Corolario 2.2.4]. De (3.18)
tenemos: -

(e}

O (w, 1) = w ! Slw,z+ 1) =
: 7

()
13 (w, z)| < 3(Re w,Re 2) .-

La segunda férmnla en (a) es vélida puesto que

(w+2) 0w, 24+ 1) — 20 (w, 2) = (10 + 2) /
) . J0

I 1
1= 1) d,x_.—,:/ to (1 — 05l
Jo
1 ) s ) 1 )
= w/ N1 -y dt 2 [ 7N = 1Y dt — 2 / e (1 — 1) e
0 Jo o
‘1 e -_. l " N o 7_7[
= W / Fem 1 — ) +] e [(1 —t) = (1 —=1) } dt
Jo 0

1 . ] . . 1
- A9 — £ dt / S AL
'/o y ( ) b 0 ( ){ (1—1)

} efl
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i ' 1 '
- TRk g AL AT / A9 0y (ﬁw' ) it
. ./n 1 ( ydi | (1—1) )¢

SO

! e L=y
= / w1 — 1) dl+ / ——zt”’ﬁ_——’i—dt
Jo Jo -4

g J
- / Wt — ) dt — / FI A A/
0 44

o

N
= / {wt”’"- (L— ) — 20" (1~ ﬁ\}:-'_l}(f/.,_ (integrando por partes)
0 . )

- " 1 - w1 . 1 f R [
e A O (e A O T (R A

40 0 .
RV 211 1
= =it =u

Alrededor de 1771 EULER cnconlrd que
)T (=
P w, z) = l"u(i'ui 4( ) (Y, z € A) {3.21)

Prueba: Fijemos w ¢ A La funcién £ (2) = 6 (w, 2) I' (i + 2) es holomorfa en A.
Claramente I'(1}) = I' (w) y £ (24 1) = 2F (2} por a} v (3.7). De (I} v de la de-
signaldad [T (w + z)] < T'(Re{w + 2)) concluimos que F (2} es acotada en la franja S.

Entonces por Teorema de WIELANDT tenemos ['{(z) = (w) [ (z). B

AN

3.7 La Funcién Error p(z). La Férmula de Stirling.

La Formula Clasica de STIRLING dice que
. _ . o
nl~ /2 ne™" estoes, I'(n) ~ NGt T

La tltima férminla puede ser mucho mas precisa. Denotamos por € el plano corfado
T\ {x € R:e<0}y afirmamos:
Teorema. (STIELTJES 1889).

Fxiste una tnica funcidn “error”  u(z), helomorfo en C7  con las siguientes
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propiedades:

(@)

(b) Pore todo 8,0 <6 <, yiodo z = re" que satisface [0 < 7 — 6 lencinos:

e ()] <

Prueba:

La unicidad de p (z) se signe de la ignaldad:

1 1 .
pla) =logl(2) (: — ;) logz + 2 — 5106) 4+ 2 (n € Z)

EA

donde log =y logl'(z] estdn definidas por las integrales

C N

- : 1 s€C).
/< rg” (<)

1

La funcién “error” p es tnica salvo miltiplos enteros de 27, segiin la parte (a) ; pero
para esa g, it (1) = 1 — 2 In 27 + 2ni, de donde |2nn| < |1 (1) +0.0811; y segiin la parte
(0}, |1 (1)] < 0.123; uego || < 2221 de donde =0, por lo tanto /1 es 1inica.

La ecnacion anterior para (z ) no revela completamente el comportamiento asintdtico
de p{ z}.

Una buena aproximacién a {2} fne dada en 1889 por T. J. STIELTJES. Aqui para

hallarla procedemos como sigue. Primero introducimos las funciones reales

1

PO =t-[tl-5 v QU=g(-ltl-G-qe]?),

: I\..Ir—‘-

donde [| ¢ || denota el entero mds grande < {. La Funcién “Diente de Sierra” [’ (t} es
continua en R\ Z.

La funcion () (/) es continua en los reales. En efecto, €) (t) es continua en R \ Z puesto

23



que i — [| L] 1o es,
Veamos qgue () (1) es continua en Z.
Sea n € Z entonces () (n) = 0.
Stz e (n,n+1):[| x| =n, entonces

m ¢ (x) = 0.

T—21"

Size{n—1n)

1 .

dim Q(x) = lim 5 (.‘2" —(n-1)—(z—(n— 1))‘2)
b i b - p 132 —

= Tl_lgl §(q~az.+i—(;z,—rz+l) ) =0

por lo tanto

Im Q) (z) =lim Q () =Q(n) =0

r—n r—T

Asl ) (1) es continua en R, mas aiin

Q) = Si-2a-()
)

= —FP{)en R \Z

ademds ) < Q) (1) < 7 para toda / € R. En efecto.

los puntos criticos de @ {{) estan en —P (t) = U, es decirdonde 5 — (L = [[ L |]) = 0
ose&en[z%—i—[iéﬁ.

Sea [| 1 |] = n € Z. Evalnemos Q (1) en el punto crftico { = n+ 5

[CeR R SN
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1

como (2" (i) < O entonces § es el maximo de () (¢], luego 0 < Q) (t) < 1 para todo !

Por ofra parte, ambas funciones tienen periodo 1.

Supongamos
()
() = - ~dt Asl
- +1
T
il ) = / .\ /
Sz 4
0
Q{0
= lm 24 )(hi, - {integrando por partes)
b—eo J oz o
RS
- hiwo [z Jr f':| /
At

CJo®) e o
lim = lim — ;
booo 241, z+b  z+0

b—oo

_1 fe-lel-G-ls ]
2 b—co z+ b

B (8 (F X DT C SR (A (K 1D)
2 b—oo 2 4b
, L AR

- ilim (J' bl) (]‘ (¢ ”bh))
2 b—oo 241

Ahora bien: [ 4]] <b <[ b ]|+ 1, entonces

[15]] Lo lell 1
= Ll 4= (b > 0)
b =1 b + b (= 0)

ol 1

0 = 1= b b

b
im 0 < 1 (l—H ])<11

b— 400 b—-oo b b—too b

—

L



entonces

de donde

Ademas

(o] < b<[bll+1

<
A
Pyl
I
o
A
_

Como0<1—{-[0[H<1. y lim (l - U%) = () entonces

b— <400

bil _
im {(1- LY 0oy -0
X b

En consecuencia

Iim = = 2

Psea D 23] T0+1
Por 1o tanto ,
AL
im (200 _g
b—oo | 2+t 5
Entonces -
' TP T ou _
p{z) = — / T(ﬁj-cl!. = / 2 { )\Zd"" (, = C‘) . (3.22}
- + s ( +1) _

Estas dos integrales convergen localmente, uniformemente en € a la misma fincidn
holomorfa.

En efecto,



= jr{cosp +iseng) + J‘j

/

= {reosp—+ 1) + (rseny)’
= (2L 2rlcoso + 77 (('.052 w+ sen2(p)

p ¢ 2
= 174 2rlcoso 4o

enfounces

. . . D &) . L0
z+ !,iz = (005‘3 + scngg) + 25 (cus‘2 37 - SEETlQ;) + 7t ((os) 3 + sen)»j)

&

= oos’ § (2 + 2rt+ %) +sen®Z (12 — 200 + 7

Asl para —7 < @ < 7. tenemos

) . oo & . :
4t = {z]+1) cos‘{‘f > (J&] + 1) sens <5 — ),
puesto gne s 0 < ¢ -;. < 7w =8,
S < N b5 w9 T
b < —pentonces 5 <o~ 5 S5 )
) < w w6 . & R &
I - < — — — entonces cos — = cos | = — = seng
=253 7 > 2 2)”

de donde

¢ TP
sen— < sen | - — .2
2 22
@
= oS ="
2
St 0 (“()'%( l;) = cos £-
Luego para z € T,
&
z+t > > (2] + ¢) sen—




por Lo tanto

1 1

' sen”? (%) . (

Veamos entonces que para z, € C7 existe una vecindad V, de z,, tal que /

L Q

(=407

_< —
- z) 44

ool o~

[

A

converge tiniformemente a g1 (z) en V.

Sabemos que

1

" o (F
lim | L)\;d.t == f.iz) .
b0 (z 4+ 1)

Sea 2 € €|
Vo= 0 dM >0 tal que Vb = M

b |
O
Eadt — p ()] < e
o
Veamos que existe V. tal que
Ve >0 40 >0 tal que . VeV, vy ¥bh> M

Sean z, = r,e™, 0 <@, <w. fijemos tal que (0, < < 7.
Sea b= — .

Consideremos la regién {z =7 :r e R", 0 < p < n} = E,.
[, es ablerto en C  y 2, & l_ff,f.

Observemos que st = € I, 2z = re”?

p<np=m—0.

[
S5

e

(-2 ([‘) e
= i

fo {z +1)

e



Sea z€ bk, yseanz,y € R; 0 < A, o

| ¥ B
C QD QL
/ J (/sz_/ CU‘(f)Zdi
s (z+1) sz +1)

Puesto que

y =l

ez

Y > M, (sin pérdida de generalidad x < y) -

[FaY
o] e
—
93]
)
=,
e
P
[0
R

i ))

1

(e +2) (el +) N

entonces, para -z

y—eo

es decir

dt

— cnando ¢ — o0,

(=] + =) (% + 1) |z| + =

€ F,, (fijemos M > 0)

[ QM _, [ QO
| Gy e

y— }

S S P TR+ ) (A 1 )|




Escojomos » > M v |z — 2z, < 5
z BB i
Izol = i/’:,) -z + i’:| < ‘TE" =+ jzi H LJ\WER‘IDADN“"(—:;NALDL
2 SEDE MEDELLIY
DEPTO. DE BIBLIOTECA
B”)LIO_[FF‘ LLS wl ok o ¥ )
entonces A "EFE” GOn
=
a 2 i
2l
2 .
. 10|
r4+ |zt > M4 — 5
Ast
1 1
T4zl M+ Jz—gl
Sea I3, =13 (zo, IZTUl) v
sea V,, = 15,0 H,.
=0 v M0t SR DU
Sean ¢ > 0 v M >0 tales que St I (M ) < ‘.
Sizel,, ysioxos= M,
£ QL) 1 1
e dt— ()| £ - - :
(z+1) 8sen? (‘;) |z| +
1 1
~ 8sen? (%) M 4 kel
< €.

Entonces la segunda integral en {3.22) converge en €~ localmente, uniformemente a
una funcién p(z) holomorfa en C7; més ain la parte (b) del teorema se sigue de integrar

la desigualdad {3.23), puesto que-

B [ s J(_t)dt [Q (E)] [ - ”z (0 <a<y<oo),

a0

534

ISTo)

Corom, 114

=
P
-f’7



La primera integral en (3.22) también converge localmente, uniformemente hacia
-~
i (’“} .

Usando P (i + 1) = £ (¢} obtenemos:

ple+1) = ——/— —l
: ]
.(; s +F+1
D
= —/ (L)dl.
lf,z—}—f;
4y
— ol B ‘2‘_]!
p(2) '6/ e

El niltimo integrando es la derivada de (" + %) log {z + ¢)— (. La funcidon definida por

(3.20) satisface por lo tanto la ecuacién funcional

1 1 .
() —plz+1) = (z + 5) log (1 + j> —1 ( cCy, (3:25)

=

en la cual log denota la rama principal del ldgaritmu en C7. 1

3.8 La Ecuacién I'(z) = 27 = p=2ot(z) -

Prueba: Considerermnos en €~ la funcién holomorfa F'(z) = 27" 3¢ %) Usando
(3.25) obtenemos
Flotl)=(zt 1)z+% sz—-lejx(z)—(z"ké)]og(l%—%)-}-l.
Ahora, log (1 + A} =log (! + z) — lug z para todo z € . Entonces tenemos

Flz41)= orer@tEtg)ionte) — g orenls) - L (7).



Mis atin, I7(z) es acotadaen S ={z e . 1 <Rez < 2}.
Claramente €% es acotada en S por Teorema de STIELTJES parte b).

Para todo 2 = + 1y =

zle¥ € S, |¢] < 5, podemos escribir

Puesto quesi z € 5 v |y > 2,

A = e (2log (2)
= Jexp ({r +ay) (In 2] 4 ¢arg (2)))
Ra ({w+iy)in|z|+iarg(z)))

frond [

—. T nll-ye

< o2 Iulzl=uy
< p2mlal-3l
(?lnlzi _
T
o212y
< —5—— — 0 cuando ly| — o0.
M T . . : ) B z—d y
SizeS v |yl > 2 tenemos v — [ <2 y |2{=<2{y|, entonces |z° vé < dgf?.
Ya que x < |y], tenemos tan lp| = %l > 1, entunces [ > T ¥ conseciientemente

A

, _=lyl
e~V <-e”7a . Por lo tanto

Con i

L1 4 g = . . PR B
¥ e “‘ < 4y?e” 5. Puesto que la funcion dyte™ 7 es

e » pmm teE il Bg . : .
pequena para |y| grande, la funcién 2*~2¢77 es tambien acotada en 5.
r l . i o =3 -
Por el Teorema de WIELANDT T (2} = az" 2¢7%e#®) con g una constante. Por la

Formula de LEGENDRE (3.19) hallamaos

Vi et el o (14 L)

L4587

Ya que }er(_ép (r)=0 y lim (-1 #- 51;)”; = /¢ entonces a = V2r.

Haamiv el

[
~1



Capitulo_ 4

Propiedades (Geométricas de la Funcién

Gamma
Denotaremos
Q. : =4{2€C :Rez>a}l v Q. su causira.

Teorema 1.

(a) St 2 > entonces Re (" (i +1y) > 0 para lode real y.

DN {—

(b) Sia << 5 entonces Re (7 (x+ iy} = 0 para lode y suficieniemente grande.

N —

Notemos que Re (" (i + i) = (%f) log |I'{x + #y)| . El teorema afirma por lo tanto
que log |T'(x +iy)| es wna funcion convere de @ en S, pero no en un semiplano mds
2

grande.

Prueba: Comencemos probando (b) puesto que su prueba nos sugiere que % podria
ser el limite va indicado entre {a) v {b}.
Definamos 4 (s) = %—s en (0,1], w(s+1) = (s) paratodoreal s. Dela Formula

de STIRLING tenemas

1y i Py (s
lug.F (z) = (z _ E) log s — 2+ 5 log 2m + [ ?T(S/zds . (4.1)
0 _



para todo 2 € CT=C \ {r eR 2 <0}.

La funcion (¢ {z) = log ' (2} es holomorfa en €. Diferenciando dus veces tenemos:

1 N l m 2.“"’ (S)
G(z) = logz— — — /Z————.st

2 p 8T z)
() = gy [y
i 2; - '[) (% + -'Z)

/) 1'\ fL it
mjof ( /jo )¢
=00 (g 4 2)

=]

Jot () dt ﬁ a’f .
3 n/ ds

_+_

(s

A

| Jo 2 (1) dt|
(s+/. !

IA

lim —2 ,>+3/’[ d()d%‘d.s

1
{8+ 2]

As

1 L7 ofs
G e 6/ - )-1(1“": (4.2)

donde @ (s) = [ 1 () dl. Puesto que 4 es periodica con valor medio cero, ¢ es acotada.

En efectao,
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sea N =

Entonces 0 << o (s) <

Sea I=:

[I's 1]

i

=S

~H

/ W (L) dl

0

99—

Gz +iy) =

=it

d{r+iy) =

. Luego

[
EERY

[{
i
0+ /1;!5 (i

=

| / e d

[2{1+rg)+1] 'L—}—?J
i(') +?y

[(2z + 1) + 2y3] [(x? — 4?) — 2xyi]

N ]
/1;‘) (i) dt + / o (L) di
: 4

4/ 5+ \J'

2 (:;'32 + 92 )2
(2% + 2xy? 4 2?2 — ¢?)

+1

—2xy(z+1) —2y°
i

2 (22 +42)°

2% + 2% + 42 (22 — 1))

2 (22 + y?)*

2(22 +12)°

) -y

2 (22 +12)°



Se sigue gue:

003 4 22 1 (2 — 1 :
Re(r (v +iy) = 25 T2+Y (j’ J 4 Re (4.4)
) : 2 (2?4 y?) ' .

(227 + 2 + y* (22 — 1)]

< , + |1
e Ve 2 ) R A ds
o Yo 942 T . ag
2(#” + ) ol vy
0 < 70 ds ~ 7 i s
= . 72 = F . 12
0 {(“ - ?E)z + .U?'] 0 2(s +3)y]
St 00
ds s+x) " ds
/ ey = lim [ S—
212 (s + )y ooy 4y
9t
= lim (s +2)
y? i-veo —1 50
oL [1 ! ]
T i L. i+
= .4;2&‘ — U enando y — oo.
Stax<0:
oc d | —w d oo - d
: s s : 5
T g = / = ‘_ZJ.—/ 3 —3: (haciendo { = s — 1 + 1)
[ororsw . A [orarev] . [orar o] |
ds T dt
. A .
< — + / 5 — 0 cuando iy — oo. {por el caso anterior.)

o v a e+

Por lo tanto si o < 5[ Re (" (i + 1) < 0 pera todo y suficientemente grande.

4]



Ahora apliquemos log a la identidad {3.14)

0
log (T (2)) + log (T (1 —2)) = log (=) +{ 20
senmnz
— 2

G —) = 1 ( 4 )
)+ G ) 08 SenTz
Sen

= —log——

T

mTCoOsSTiz

Gz =G 2

senne

= —Tcotwz

G'{2)+ G (L—2) = 70csc” {72)

' ) = A :
Puesto que senw (—) -+ fy) = cos {71‘3&_2,"} = cosh (iry) . S€ sigue que

2

2 1 T

! - ! -

o | =ty ) + G (— 'zz) = ——,
_ (2 J) 2 Y cosh? {wy)’
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por (4.4}, Re (" {x +iy) = Re (" (2 — iy) entonces

1 72
2Re (7" (— +i ) __ T .o 13)
_ 2 J cosh? (7?3}) (4:3)
Finalmente
s +2| > Re (s+2) > s+6
de donde

[ A
| =
f
)

Asi (4.2) prueba que G” es acotada en €, para todo & > 0. Pnesto que funciones

arménicas acotadas en un semiplano son las infegrafes de Poisson de sus valores acotados,

(a) se signe de (4.3}[11, P. 89]. W

Teorema 2.

| A
VA

< b, enlonces

I'{b +iy)
g ——— 2L
g (a +iy)

cs una funcidn creciente de y en (—o0,00) .

(i1) Lo misma conclusion se cumple se 0 < a <3y b>1—a,
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Prueba: Sean « y ¢ la parte real v la parte imaginaria de (¢ = logI’, respecti-
vamente. Luego © = argT’; por las Ecuaciones de CAUCHY-RIEMANN tenemos u, = w,, y
entonces vy, = w,, > Jen 6;7 por teorema 1. Esto significa que v, (0 +iy) < v, (b+1y)

0

| D gl o i) < ol 0om), (<)
—.argl (o +wy) <L —arg AT s1a < b).
Lo cual prueba (7).

Para deducir {i4) , notemos que:

Dlh+iy)  Th+i) T (a—iy) la—iy o
T{a+iy) T (Cl +iy) T(1—(o— u/)) I'(a— iy) :
L(b+iy) 1 T
= : . - (3.14)
T'{a-+ ru) L1~ {a— iy {(a—dy) senn(a—iy) (por { -’)
B (b + iy) 1 T
T —(a—iy)) Tle+iy)T{a—iy) senw(a —iy)
I'(b+ iy) 1 T B
- ' : g ‘ FrE=r(z
T'(l—a+iy) |T(a+iy)|® senm(a—iy) ( =) ( )>
hiego
r ) : ] i T
avg M — ar 1 - 5 I (b 2 ?y) . - (4?)
I'{a +iy) T{a +iy)|” T{L—a+iy) senw(a—iy)

: 1 [{b-+2 il
SR R B S5 DY S
T (e + iy)|" | '(l—a+iy) sen7 (@ — 1y)

I'(b+ iy) i
= {J + arg *-—-—* arg T el
He {I‘ (1—a+ ':y)} e Lenﬁ {a— zy)}

Puesto que L —a > 1, (i) se sigue de (i) v del hecho de que el argumento del ltimo

factor en (4.7} es:

arg [m} = argn — 0, donde 0 = arg (sen (7 (a — iy))).

41



UNIVER%AD

N'\r T\\,,\]' "’E COT ")MBIA

Pero DEFTO. 73‘3’? L‘iLL“’, [rese
BIBLIOTECA “EFE” GOMFZ
sen (7 (a —4y)) = sen (wa)cos (myi) — sen (wyi) cos (7a)
' ez(’ryi) e—é(ﬁyi) —e=™ 4 ™
= sen (7a) —; — cos {71a) WTM??
Gy TR et = S W
= sen(wa g —cos (7a) ey
C~TY L Ty Y _ =Ty
= sen f"a) 5 — cos (7a) wﬁm—z—ﬁﬁr
= sen (wa) cosh (wy) — cos (7ra) senh (7y) 7,
liego
tang = 8 (7ra) senh (7y)
sen (7wa) cosh (my)
= —cot (7a) tanh (iry) ,
de donde
— = arctan .[Cot (rra) tanh (7y)},
asl

I LN B ~argls . in
B {:semr {a — -;‘U)J g (sen (7 (¢ )

= —f = arctan [cot {wa) tanh (7y)],

es una funcidn creciente de y cnando 0 < a < 5. M

Teorema 3.
. . . 1 . 3 -
(i) La funcidn 'l— es wrivelenle en Q) pero no en un semiplano mds grande.

(ii} Re % (z +iy) = (]T) (x) en Q.

(i1} Im(%) es acotada en Qs para lodo & > 0.
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AN . At . . 4
Prueba: Puesto gue (IT) = (" entonces [T es nnivalente en Qi por el teorema 1 v
. 2

el criterio de suficiencia para la univalencia (1.3). Esto prueba (i) para los puntos a la

derecha de la recta vertical z = %
Sean
— T

i = Re T (r+iy) v wv=1Im T (2 4+ dy).

- . L -
leel'en(‘,lando P? L’I + /LU) con l'eSpeCt() a iy tenemos:

i) ( . Fu N o
— (v +w) = — +i—
Ay ’ 8y Oy
v _3-‘(1)
= 1| — 4= |
Oy Jy
= "
Asi v, = Re &, entonces de (4.5)
' (l w ) T
T, - iy = e gl
AT 2 cosh?® (my)
Luego
1 r 7t
v — 4+ = e gl
(2 'i> b2 cosh? (mt)
¥
T ’
/ 5 sec h? (7t dt
[i
:;_ tanh {7y} .
ahora

T |
Iz tanh (fy)f g |tanh (51|
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de dounde

o
5
T
| B!
S
—
=
/‘m
o[

y esto implica (iv) .

De la Férmula de WEIERSTRASS {3.12)

entonces
| ! ] 7
o8 = 1Y Z
0g X0 sg | ze
.\”F
s} | 1 0 1
o B\T) e\
de dunde

log z +loge”

\
—|
S P
[
N LS
Il
¥l
T

)
- (log +10G(’2+10&H€

i =

2

M
|

wil—

+loch

)
T o
- ; L(r/#—/.

Por lo tanto

= — =i
! T+ 1y ?::1
_ LA T—RY e
: D2+y2 !;

v=1

1

v+{x+ iy))



o (v+z)° +y?

B ow—iy &1 (vtx)—dy
- et n )

Ast
T > 01 v+
w(z+iy)=—v- ——+5 {2 —22 ), (4.8)
( v e JZI (_1/ (v + )’ +;z;2) o
' UO(Z/Jr‘T) _3_“]2 .
l}/’
5} I (z) 1 & z
—Jog ') = = —y ==+
g2 ® () '(z) T UZ?/(I/—‘» z)
de donde
9? : 1 Xov{v+z)—zv
. logT' (2 = — 4+ .
g2 7% () 22 VZ;I v2 (v +2)°

e s

+ -

ol ' >, 1
A ,(V"FZ)?.
Ast _
w = 1 .
G =% ——. (4.10)

- £} (.I} + Z)
El lado derecho de (4.8) es una funcién creciente de  »*.  si w > 0. Por lo tanto para

un z fijo alcanza su minime cuando y = 0, luego

lo cual prueba (77).

De (4.9), para ¥ > 0,

: Z 1
vir+iy) < o ji 7 + Z !

vl
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T
-
e y
4]

Y

1 . :
- 2 5, 515]617 / 242 it
H :

. ?J“_T di
1‘ ’i" y,z .

s

1 , AN
= o2 + lim {arctan (—)}
T 8 Ul g

] . & '\
= — 4+ lim {arctan (—) — arctan (O)]

2x e Y

1 ; ls
= — + lim arctan | —
Qi A=00 U
L i
2 97

Sty 0, virt+iy=—vir—iy): lnego

v {z +iy)| = vz - iy)
i) T

o0r 2

jI Iy | 1 N 7t
m|— || < —+ —.
} T 1 2r 2

Ahora probemos la parte que falta de {i}.

,’.‘\1

- De donde

esto prueba {71} .
Sean
O ={z€Cr s dm2>0F 9y Il =dzeC : Imz <0},

Siz € Q,NII" entonces (v 4+ 2)° € TIT para todo v > 0, entonces (1 + ) e,
asi que por {(4.10), G" (z) € 1.
[gualmente, (" {2) € II'" si z € Q,NII".

- 1
De esto se signe que Lﬁ

Por {(4.9), L envia Q,NII" en I* v Q,NII" en II7; entonces por (-L.8), 11—’ es

es univalente en cada uno de los cuadrantes Q, NI y Q,M11~.
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a . . -
Vearmnos que IT no es univalente en un semiplano méas grande que (1,
En efecto:
o’ f . , . i
La funcidn & tiene un polo en z = 0, entonces envia cada vecindad de cero sobre ytna
[‘f 13

vecindad de infinito. Puesto que (r_) (x) — oo cuando x — oo, se sigie que = no es

univalente en s s1 6 < 0. M

Teorema 4.
La funcion logl' es untvalente en , . pero no en un scmplono mds grande.

Aqui &, es el Gnico niimero positivo en el cual [V (x,) = 0. Ya que T'(1) = ['(2),

Prueba: Como (logI) = f—f Para x> x,, se sigue de la parte (i7) de 3 que

' : I’ I
Re (l(_)g I‘) (([,’ + ’?-y) :: F (.’L‘) > ? (3:0) = O

Asi, logI' es univalente en (2, v no es univalente en ninguna vecindad de z,, puesto

que (logI') (z,)= 0. B
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