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Resumen y Abstract IX

Resumen

Este trabajo es una propuesta que pretende aportar al proceso de ensefianza
aprendizaje de la resolucion de triangulos (identificacion de las medidas de los lados y
angulos de triangulos rectangulos y oblicuangulos). Se ofrece como un aporte didactico
para ser aplicado y desarrollado por estudiantes del ciclo IV cuyas edades oscilan entre
los 15 y los 17 afios. Para estructurar la propuesta se reviso la teoria relacionada con los
teoremas de Pitagoras, del Seno y del Coseno en lo concerniente a sus aplicaciones a la
resolucion de triangulos y se utilizo el programa Cabri Geometry como herramienta para
aproximarse a los teoremas y a diferentes demostraciones de éstos. Se incluye en él una
unidad didactica que contiene diferentes actividades secuenciadas donde el estudiante

manipula el software Cabry Geometry para solucionar ejercicios de aplicacién.

Palabras clave: (Resolucién de triangulos, Teorema de Pitdgoras, Teorema del Seno,
Teorema del Coseno, Cabri Geometry).

Abstract

This work is a proposal that seeks to contribute to the process of learning of the
resolution of triangles (identification of the measures of the sides and angles of right
triangles and acute angles). It is offered as a didactical contribution to be applied and
developed by student of cycle IV whose age is between 15 and 17 years. To structure the
proposal we revised theory related theorems of Pythagoras, the sine and cosine with
regard to their application to solving triangles and we use the program Cabri Geometry as
a tool to approach theorems and different demonstrations of them. It is Included a
didactical teaching unit containing different sequential activities where the student

manipulates the Cabri Geometry software to solve application problems.

Keywords: (resolution of triangles, theorems of Pythagoras, the sine and cosine, Cabri

Geometry)
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Introduccién

En la actualidad en la educacién basica y media se trabajan tdépicos muy limitados de
trigonometria y éstos son desarrollados de una forma mecénica. Se enfatiza usualmente
en el aprendizaje sin significado de conceptos y reglas y no se consideran
aproximaciones intuitivas a éstos. Con esta propuesta se intenta sugerir al docente una
metodologia diferente para trabajar estos tépicos que vaya mas alla de la presentacion
de un listado de términos, definiciones, clasificaciones o propiedades fuera de un

contexto significativo de aprendizaje.

Uno de los temas que se incluye en el programa de mateméaticas del grado 10°, como lo
estipulan los Estandares Basicos de Competencias del Ministerio de Educacion Nacional
es la resolucion de triangulos. Y como se comentaba en el parrafo anterior, al trabajar en
el aula este tema se enfatiza principalmente en la aplicacién mecanica de los teoremas,
lo cual carece de significacién para los estudiantes, que se limitan a memoarizar
resultados y usarlos sin entender condiciones y criterios; aspectos que se han
evidenciado en los analisis de las pruebas Saber en las que se observa entre otros, que
cuando los estudiantes requieren plantear y solucionar un problema de resoluciéon de
triangulos no diferencian las propiedades de los triAngulos, no entienden las relaciones
entre los lados, la correspondencia entre lados y dngulos, las propiedades de una clase
determinada de triangulos. Es pertinente entonces plantear a los docentes una propuesta
didactica que permita a los estudiantes trabajar estos temas de manera mas significativa.

Este trabajo esta desarrollado en tres capitulos. En el primer capitulo se revisan aspectos
relacionados con el aporte de algunos matematicos de la antigliedad a la construccion de
nociones basicas de la trigonometria. En el segundo capitulo, se enuncian y presentan,
demostraciones de los Teoremas de Pitdgoras, del Seno y del Coseno, se ilustran
graficamente para dar claridad a los pasos realizados en cada demostracion. En el tercer
capitulo se revisan algunos aspectos didacticos relacionadas con el uso del programa

Cabri Geometry para la ensefianza de la trigopnometria a nivel basico y se describe una
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unidad didactica que le permita al estudiante aproximarse de manera significativa al
reconocimiento de angulos y clasificacién de triangulos con apoyo del programa Cabri

Geometry.

La propuesta estd pensada, en principio, para ser implementada con los estudiantes de
la basica secundaria del I.E.D Integrado de Fontib6n, Jornada Mafiana. Sin embargo, se
espera que constituya una motivacién para que todos los profesores de matematicas que
tengan acceso a ella reconsideren la importancia de ensefiar resolucion de triangulos con

apoyo del programa Cabri Geometry.

Como en todo trabajo académico, al final se presentan unas conclusiones y un listado de
la bibliografia estudiada para que quien resulte interesado pueda consultar y ampliar sus

conocimientos al respecto de lo que trata este trabajo.



1.Aspecto historico: Algunos aportes al
desarrollo de la trigonometria

El hombre a través de la historia, ha identificado y estudiado diversidad de problemas
gue se presentan en su entorno y la necesidad de resolverlos ha sido clave para generar
conocimiento. Los conceptos, relaciones y propiedades matematicas que ha utilizado
para solucionar estos problemas, en particular los relacionados con la trigonometria
fueron consolidandose gracias a los aportes de culturas como la Egipcia, la Griega, la

India, la Arabe y a grandes estudiosos de la trigonometria en el Renacimiento.

En el transcurso de este capitulo, se recorreran aspectos relacionados con la
determinacién de elementos de un triangulo; en primera instancia se revisara un aparte
de uno de los més antiguos textos matematicos: El Papiro de Rhind, luego se analizara el
primer estudio sistematico de las relaciones entre los angulos en un circulo y las
longitudes de las cuerdas por parte de los griegos; posteriormente, se revisardn las
tablas de los senos en documentos de la trigopnometria india y arabe; por Gltimo, se dara

una mirada a la trigonometria durante el Renacimiento.

1.1 En Egipto

Los egipcios (hace mas de 3000 afios) para resolver problemas practicos midieron
angulos en grados, minutos y segundos. Manejaron aproximaciones de medidas de
angulos y de longitudes de los lados de los triangulos y determinaron razones
trigonométricas para calcular indirectamente medidas requeridas en la construccion de

las piramides.

En la construccién de éstas, los egipcios, se preocuparon por mantener la misma
pendiente en cada cara de la pirdAmide y la misma en las cuatro caras. En mediciones
realizadas por los investigadores se determind, que todas las caras de las piramides

forman con la horizontal un angulo de 52 grados aproximadamente y la solucion del
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problema anterior, los llevé a introducir un concepto equivalente al de la cotangente de
un angulo. Probablemente, la necesidad de construir las piramides, llevé a los egipcios a
emplear el seqt que corresponde a “la separacion horizontal de una recta oblicua del eje
vertical por unidad de variacion en la altura.”[1] Pag. 40. Hoy en dia, se puede interpretar
esta nocién como la razén entre los catetos de un triangulo rectdngulo o la pendiente de

una superficie plana inclinada.

Las ideas anteriores aparecen en el problema 56 del papiro de Rhind (o0 Ahmes)(1650
a.J.C.), uno de los méas antiguos textos matematicos, en este problema se incorporan
elementos de trigonometria y teoria de triangulos semejantes. Los problemas que se
plantean tienen que ver con calcular el seqt de una piramide de altura y lado de la base
dados. El problema 56, por ejemplo pide calcular el seqt de una piramide de 250 codos
de altura y 360 de lado."

A pesar de que no se podria afirmar que los egipcios empleaban una trigonometria
totalmente definida, ellos usaban propiedades relacionadas con razones entre los lados

de triangulos semejantes, sin expresarlas de un modo formal y claro.

1.2 En Grecia

Los griegos prestan atencion por primer vez a la relacion entre los &ngulos centrales ( o
sus arcos correspondientes) en un circulo y las longitudes de las cuerdas que los
subtienden. “Las propiedades de las cuerdas tomadas como medidas de angulos
centrales e inscritos en una circunferencia, les eran familiares ya a los griegos de la

época de Hipocrates”[1] P4g.211

En las proposiciones 12 y 13 del libro 1l de los Elementos de Euclides (325 a.C.-265 a.C.)
se enuncia el teorema del coseno para angulos obtusos y agudos, empleando términos
geométricos mas que trigonométricos, y se demuestran por un método similar usando el

Teorema de Pitagoras.

1En Collette [2] se encuentra la solucion de este problema. P4g.59-60
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Teniendo en cuenta que una de las razones por las que se empez6 a estudiar la
trigonometria se deriva de la necesidad de resolver problemas de astronomia (célculo
indirecto de medidas y distancias), en esta linea, es importante hacer referencia al
trabajo de Aristarco de Samos, quien en su obra: Sobre las dimensiones y las distancias
del Sol y de la Luna, determina algunas razones trigonométricas en las 18 proposiciones,

que incluye.

Parece ser que quien elaboro la primera tabla de cuerdas (hoy en dia, primer modelo de
de una tabla trigopnométrica) para resolver triangulos e introdujo la division del circulo en
360° fue Hiparco de Nicea (ca.180-ca. 125 a.C.) a quien se atribuye la creacién de la
trigonometria. Su aproximacion a ésta, partia del hecho de que si la circunferencia de un
circulo se divide en 360° y un diametro se divide en 120 partes, cada parte de la
circunferencia y del diametro se divide a su vez en 60 partes y cada una de ellas en otras
60, de acuerdo al sistema babilénico de fracciones sexagesimales. De tal forma que,
para un arco dado ABde un determinado numero de grados, él da el nidmero de
unidades en la cuerda correspondiente AB (el niumero de unidades de la cuerda
correspondiente a un arco de un determinado nimero de grados equivale a la funcion

seno actual); “Si 2a es el angulo central del arco AB (Ver Figura 1-1) actualmente, sena
:ﬁ , mientras que, en vez de sen «, Hiparco da el nUmero de unidades en 2AC cuando el
radio OA contiene 60 unidades. Por ejemplo, si la cuerda de 2a es de 40 unidades,

. 20 . . 1 1
entonces hoy en dia, sena =-,» 0, con mas generalidad, Sena =3 cuerda 2a =

-~ cuerda 2a"[8] Pag. 167
120

Figura 1-1:
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Hiparco tabulé los valores correspondientes de arcos y cuerdas para una serie completa
de angulos, parece ser que, con su tabla de cuerdas él influyd en la utilizacion
sistematica posterior, herencia de los babilonios, del circulo de 360° y sus divisiones.
Esta tabla de cuerdas, seguramente calculada de la manera que lo hacia el egipcio
Claudio Ptolomeo (hacia el siglo 1l d.J.C.), sugiere las tablas de los senos. El desarrollo
de la trigonometria griega y sus aplicaciones a la astronomia tuvieron su culminacién en
los trabajos de Ptolomeo, quien continla y completa los trabajos de Hiparco y Menelao

en trigonometria y astronomia.

En cuanto al trabajo de Menelao de Alejandria (ca. 100 d.C.), los historiadores afirman
gue parece ser el primero que definio el triangulo esférico y desarrollé un ndmero
significativo de teoremas sobre trigonometria de este tipo de triangulos. En su obra
Sphaerica, “define el triAngulo esférico como el espacio, sobre la superficie de una
esfera, comprendido entre arcos de grandes circulos, y estos arcos, menores que la
mitad de la circunferencia, son los lados del triangulo.”[2] Pag. 151. En el libro Ill aborda
la trigonometria esférica a la manera griega empleando la trigonometria de cuerdas en un
circulo deducida del “Teorema de Menelao™ : “El producto de tres razones de segmentos
consecutivos de los lados de un triangulo, determinados por cualquier linea transversal,

es igual a la unidad.” [2]P4g. 151

El teorema de Menelao desempefié un papel importante en la trigonometria esférica pero
en realidad, la obra de trigonométrica mas relevante en Grecia fue la Sintaxis
Matematica o Coleccion Matematica (obra de trece libros), escrita por Ptolomeo de
Alejandria; esta obra fue llamada posteriormente por los arabes Almagesto (“el mas
grande”). En esta obra propone que, “dado un arco que contenga un determinado
namero de las 360 unidades, encontrar la longitud de la cuerda expresada en términos
del nimero de unidades que contiene todo el didmetro, es decir, 120 unidades.”[8] Pag.
170; ademas, incluye las tablas trigonométricas y la justificacion de los procesos
empleados para su elaboracién. Para el calculo de cuerdas, Ptolomeo utilizaba, el

Teorema que lleva su nombre “Teorema de Ptolomeo”, el cual afirma que: “La suma de

% En Collette [2] se encuentra una demostracion del Teorema. Pag. 151
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los productos de los lados opuestos de un cuadrilatero ciclico es igual al producto de las
diagonales.”[2].Pag.152

Teniendo en cuenta que los griegos no conocian las razones trigonométricas, Ptolomeo
utilizé lineas trigopnométricas como cuerdas de arco de circulo, asociandoles a las
longitudes de estas cuerdas, de manera aproximada, valores numéricos. Para hacerlo,
“dividio el diametro de su circulo trigonométrico en 120 partes, cada una de las cuales
estaba subdividida en 60 minutos y cada minuto de longitud a su vez en 60 segundos de

longitud” [1] Pag. 221 (mas tarde de aqui surgieron los términos “minuto” y “segundo”).

De tal forma que Ptolomeo concibe las diferentes razones trigpnométricas como cuerdas
de arcos; para solucionar triangulos oblicuangulos, los descompone en tridngulos
esféricos rectangulos. Aunque, estudié tridngulos esféricos él fue quien establecié las
bases de la trigonometria plana, “Pues, conociendo sen A y, por tanto, cos A para
cualquier angulo comprendido entre 0° y 90°, se pueden resolver triangulos planos”. [8]
Pag.174

1.3 En Indiay Arabia

Los arabes prefirieron adoptar las tablas de los senos procedentes de las matematicas
indias de tal forma que la mayor parte de la trigonometria arabe se construyd basada en
la funcién seno. Cabe recordar en cuanto a la trigopnometria india que, las tablas mas
antiguas de la razén seno que se conocen son las que figuran en la literatura sanscrita
los Siddhantas o sistemas astronémicos; la trigonometria de los Siddhantas se diferencia
de la de Ptolomeo en que los Siddhantas se varia “la correspondencia entre la cuerda y
el &ngulo en el centro para convertirse en una relacion funcional entre una semicuerda y
el semidngulo en el centro que subtiende esta semicuerda. Esto es, de hecho, el

equivalente a la funcién seno considerada como razon”.[2] P4g.183.

Del siglo VI se conoce el trabajo de Aryabhata (475-550) quien escribié la obra
Aryabhatiya, la segunda parte de su libro consiste en la medicién del tiempo y de la
trigonometria esférica. Aryabhata asocio la semicuerda con la mitad del arco de la cuerda
completa, en esta obra aparece ademas una tabla completa de senos, “en la que se dan

los senos de los angulos menores o iguales que 90° para 24 intervalos angulares iguales
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de 33:0 cada uno. Para el seno de 3%0 tanto en los Siddhantas como el Aryabhatiya toman

, . . . 3
exactamente el nimero de unidades que contiene el arco, es decir, 60 X 32= 225;

traducido al lenguaje moderno, el seno de un angulo pequefio es casi igual a la medida

del angulo en radianes, que es justamente lo que hacian los hindues.” [1] Pag. 279-280

En lo concerniente a la trigonometria arabe, fue a través de la astronomia de Al-Battani
(ca 850-929), mas conocido en Europa como Albategnius, quien en su “obra titulada
Sobre el movimiento de las estrellas, utilizé sistematicamente el seno y dio una tabla de

tangentes y cotangentes de todos los grados de 0 a 90, férmulas trigonométricas como

alsen (90°—-A4)|
sen A

b= , en la que aparecen las funciones seno y seno del angulo

complementario y en donde se presenta la ley de los cosenos aplicada al tridngulo
esférico”[2] Pag.204. Se concluye de esto que Al-Battani, fue uno de los que introdujo el
uso de los senos de arcos en vez de cuerdas de arcos dobles, a pesar de que “el
namero de unidades en el seno o semicuerda depende del nimero de unidades tomadas
en el radio” [8] Pag. 264; las razones de tangente y cotangente se encuentran en su
trabajo “como lineas que contenian un determinado nimero determinado de unidades,
exactamente como el seno de un arco era una longitud que contenia una cantidad dada
de unidades”[8] P4g. 265, teniendo presente que “la funcion tangente arabe se daba
generalmente para el circulo unidad” [1] Pag. 308. Al-Battani construyé ademas tablas
de valores de las tangentes y las cotangentes de los angulos, obtuvo un gran
reconocimiento con el uso de estas relaciones trigonométricas que actualmente se

siguen empleando.

En el trabajo de Abu’l-Wefa (940-998) aparecen demostraciones de “los teoremas sobre
las formulas del angulo doble y del angulo mitad”[2] Pag.205 y en un estudio de
astronomia introduce las nociones de secante y cosecante, empled las seis funciones
trigonométricas y las relaciones existentes entre ellas; también “calculé una tabla de
senos y tangentes para intervalos de 10°de angulo”[8] Pag. 265; “construyd una tabla de

senos de angulos de cuarto en cuarto de grado con una aproximaciéon a ocho cifras
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decimales, una tabla de tangentes, e hizo uso en sus calculos de todas las seis funciones
trigonométricas”[1] Pag. 308; aunque, el teorema de los senos ya lo conocia basicamente
Ptolomeo, y también aparece expresamente en la obra de Brahmagupta, es comudn

atribuirle a Abul’l-Wefa su formulacién clara y precisa para los triangulos esféricos.

En su trabajo Al-Biruni (973-1048) describe de manera pormenorizada los Siddhantas,
construye una tabla de cuerdas para todos los multiplos de 3°, basado en el teorema de
la cuerda rota, lo que lo conduce a evaluar las cuerdas de 72°, 6° y 3°. Al-Biruni escribi6
ademds un tratado sobre el conocimiento de las sombras proyectadas por un gnomon.
Explica que pocas personas perciben la dificultad de emplear un radio distinto de 1
aunque junto con Abul-I-Wafa “terminaron con la atribucién de distintos valores a la
longitud del radio, suponiendo que éste debia ser igual a uno”[2] P4g.207. Por otra parte,
fue Al-Biruni quien dio una demostracién del teorema del seno con su respectiva

demostracién, para triAngulos planos.

Tanto en la India como en Arabia se empled “una teoria general de longitudes de
sombras con respecto a una unidad determinada de longitud o gnomon, para alturas
variables del sol sobre el horizonte; no habia ninguna unidad de longitud estandar para la
varilla o gnomon, aunque a menudo se adoptaba o bien un palmo o la altura media de un
hombre. Entonces la sombra horizontal proyectada por el gnomon vertical de longitud es
lo que se llama hoy dia cotangente del &ngulo de elevacion del sol sobre el horizonte. La
“sombra invertida”, es decir, la sombra proyectada sobre una pared vertical por una
varilla o gnomon de longitud unidad fijado perpendicularmente a la pared, seria en
cambio lo que se llama hoy dia la tangente del angulo de elevacién del sol. La
“hipotenusa de la sombra”, es decir, la distancia del extremo del gnomon vertical unidad
al extremo de su sombra era lo equivalente a hoy dia la funcidon cosecante, y la
“hipotenusa de la sombra invertida” jugaba el mismo papel hoy dia de la secante”[1] Pag.
309
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Finalmente es importante comentar que fue Nasir-Eddin (1201-1274) quién sistematiz6 la
trigonometria plana y esférica como una disciplina autbnoma e independiente de la
astronomia, en su Tratado del cuadrilatero, aqui expresé 6 formulas esenciales para la
resolucion de tridngulos rectangulos esféricos y explicé como resolver triangulos mas

generales por el método del tridngulo polar.

1.4 Durante el Renacimiento

El astronomo Prusiano Johannes Miiller (1436-1476) llamado Regiomontano, tomé la
nocién del seno de los indios, esto es, “la semicuerda del semi arco, y construyé una
tabla de senos basada en un radio de 600.000 unidades y otra basada en un radio de
10.000.000 de unidades. También calcul6 una tabla de tangentes. En la Tabulae
Directionum, dio tabla de tangentes de cinco cifras y subdivisiones decimales de los
angulos”[8] Pag. 320, ademas, sintetizé y difundié una interpretacion de los resultados de
la trigonometria drabe que promovié en las escuelas europeas, en su obra De triangulis
omnimodis(1464), la cual consta de 5 libros: los dos primeros dedicados basicamente a
la trigonometria plana. En el primero introduce las nociones de magnitud y razon,
también incluye definiciones bésicas de radio, igualdad, circulos, arcos, cuerdas, y la
funcion seno, luego expone 50 proposiciones relacionadas con la resolucion de
trihngulos. En el segundo, incluye una demostracion del teorema del seno y lo utiliza en
la resolucion de algunos problemas con triangulos, establece el area de un tridngulo
plano conocidos dos lados y el angulo que forman. Los tres Gltimos capitulos del libro
estudian trigonometria esférica enfocando este estudio para posteriores obras de
astronomia; En general, Miller sistematizé los métodos de resoluciéon de triangulos,
compilé los conocimientos que se tenian en “trigonometria plana, geometria vy

trigonometria esférica y obtuvo la ley de los senos y la de los cosenos para triangulos

sena senb senc

esféricos, es decir, " el la ley de los cosenos que relaciona los lados,

en A sen B S

esto es, cosa = cos b cos ¢ + sen b sen c cos A “ [8] Pég. 321

Georg Joachim Rhaeticus (1514-1576) empled “radios de cada vez mayor nimero de
unidades, de manera que los valores de las cantidades trigonométricas podian obtenerse
de manera mas precisa...Por ejemplo, Rhaeticus calculd una tabla de senos basada en

un radio de 10'° unidades y otra basada en unos 10 unidades, y dio valores para cada
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10 segundos” [8] Pag. 320 (con una precision de quince decimales); conocedor de los
trabajos de Regiomontano, recogi6 sus ideas, las de Copérnico y las suyas en un tratado
titulado Opus palatinum de Triangulis, considerado como la obra de trigonometria mas
elaborada de las existentes hoy dia. En este libro en dos volimenes, no trata ya las
funciones trigonométricas en términos de arcos de circulos e introduce por primera vez
las funciones trigonométricas en términos de razon entre los lados de un tridngulo
rectdngulo. Rhaeticus consagr6 mas de doce afios a la construccion de las tablas
trigonométricas de las seis funciones basicas. Una de las tablas da el valor, en el sistema
decimal, de las seis funciones trigpnométricas para cada intervalo de diez segundos, con
una precision de diez decimales. También modificé el valor del seno. “En vez de llamar
AB (Ver Figura 1-2) el seno de AD, llamé a AB el seno del angulo AOB. Sin embargo, la
longitud de AB continuaba expresandose en una cantidad de unidades que dependia de
la cantidad de unidades elegida como longitud de radio. Como consecuencia, de la
modificacién de Rhaeticus, el tridngulo OAB se transformé en la estructura basica, y la
circunferencia de radio 0A en algo adicional. Rhaeticus utilizé las seis funciones”[8] Pag.
321

Figura 1-2:

C

Finalmente, Rhaeticus, inici6 la construccion de las tablas de tangentes y secantes, pero
fallecio antes de culminar este trabajo.
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2. Aspectos disciplinares

Para dar inicio al estudio de la resolucién de triangulos (determinacion de los elementos
desconocidos del triangulo), es necesario empezar con las definiciones basicas que
intervienen en la trigonometria de los triAngulos rectangulos y obtusangulos (acutangulos

y oblicudngulos).

2.1 Trigonometria del triangulo rectangulo

En un triangulo rectangulo (Ver Figura 2-1) el lado opuesto al angulo recto se llama
hipotenusa y los otros dos lados se llaman catetos. El triangulo AORU de la figura es recto
en U tiene angulos agudos complementarios <0 <y <R , <0 + <R = 90°. Los catetos de
un triangulo rectangulo son opuestos o adyacentes dependiendo del angulo que se esté
analizando; en este caso RU es el cateto opuesto al angulo O y OU es el cateto

adyacente al &ngulo O.

Figura 2-1:

En cualquier triangulo rectangulo es vélido el teorema de Pitagoras

2.1.1Teorema de Pitagoras

En un tridngulo rectangulo, el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los

cuadrados de los catetos.
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Dado el 4ABC, un triangulo rectangulo con «C recto, catetos de longitudes a y b e

hipotenusa de longitud c.
Demostracion:

Se traza la altura del vértice C a la hipotenusa AB , determinando sobre ésta segmentos

de longitudes m y n. Ver Figura 2-2.

Figura 2-2:

De donde c =m +n (1)

Como cada cateto en un tridngulo rectangulo es media geométrica entre la hipotenusa y

P . c a c b
el segmento de ésta, adyacente al cateto, se tiene que Pl S

De donde a? = cn (2) y b? = cm (3) (producto de medios igual a producto de extremos)
Sumando las igualdades (2) y (3), a?+ b? = cn+ cm = c(n+m) y sustituyendo (1), a?+

b? = cc, se concluye que, a®+ b? = ¢?

2.1.2 Razones trigonométricas

Figura 2-3:
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El angulo C, de la Figura 2-3 se dibujé en un plano cartesiano, en posicion normal y
orientado positivamente. Sobre el lado terminal del angulo C, se ubicaron tres puntos
P(x1,51),0(x2,v,) vy R(x3,v3) y por cada uno de ellos se trazaron perpendiculares al eje x
(eje de las abscisas). Se determinaron de esta forma, tres triangulos rectangulos: AP0S,
AQOT y AROU que son semejantes por criterio lado-angulo-lado (Si dos lados de un
triangulo son proporcionales a los lados correspondientes de otro triangulo y los angulos

correspondientes entre estos lados son congruentes, entonces los triAngulos son
semejantes).

Es decir, APOS= AQOT = AQOT, por lo tanto, se pueden establecer proporciones entre
sus lados correspondientes, de la siguiente manera:

PS QT RU

OP oQ OR OP oQ OR
0S OT 00U _«x x x
:=:=:0:1=:2—:3(2)
OoP 0oQ OR OoP oQ OR
PS QT RU

oS oT oUu x; X2 X3
0S OT 0U «x x x
:=:=:O—1=—2=—3(4)
PS QT RU y1 Y2 Y3
OP 0Q OR __OP 0O OR
oS oT ou X1 X2 X3
OP 0Q OR _OP 0Q ©OR
PS QT RU

Y1 Y2 Y3

En (1) y (2), OP, 0Q y OR son justamente las hipotenusas de los triangulos rectangulos
determinados, por tanto, aplicando el Teorema de Pitdgoras a estos triangulos y

llamando respectivamente hy h,y h ;3 las medidas de las hipotenusas se tiene que:
b= VTt
hy = Vx22 + 52
hy = VET v
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Por la proporcionalidad de los lados de triangulos semejantes, se tiene que para un

angulo dado, cualquiera que sea el punto P elegido sobre el lado terminal, los cocientes

A
oP

X .
= 0 tienen cada uno un valor constante.

9]

"o

Sustituyendo en las proporciones OP, 0Q y OR por hy, h, Yy hs, se tiene que:

PS QT RU

— = g: =—0 Ret ==Z£:: Zi(l)
OoP oQ OR hq h, hs3

0S 0T 0U x x x
—=—==—=0 1 ==—£ =5—i(2)
oP oQ OR hq h, h3
PS_T_RUoGn_2_¥% (3
oS oT ou X1 X2 X3

0S OT 0U «x x x
—=—==—==0 22223 (4)
PS QT RU

00 _OR ‘h _hy _hs (5)
ot

Como cada una de las razones o cocientes: R x Y %y

tienen para un angulo dado

valor constante, es posible definir estas razones, respectivamente, como seno, coseno,

tangente, cotangente, secante y cosecante del angulo C.

En resumen, si C es un angulo agudo de un triangulo rectangulo (Ver Figura 2-4),

entonces las razones trigonométricas estan definidas asi:

Figura 2-4:
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Longitud del cateto opuesto

Sen C =
en Longitud de la hipotenusa
Longitud del cateto adyacente
Cos C = - -
Longitud de la hipotenusa
TaC = Longitud del cateto opuesto
gt= Longitud del cateto adyacente
Cta C = Longitud del cateto adyacente
gt = Longitud del cateto opuesto
Longitud de la hipotenusa
SecC = -
Longitud del cateto adyacente
Longitud de la hipotenusa
Csc

" Longitud del cateto opuesto

Todo tridngulo rectangulo tiene un angulo recto, por tanto, es suficiente que se conozcan

al menos dos de sus elementos para poder resolver el triangulo, asi que, cuando se

sabe la longitud de uno de los lados y otro cualquiera de los elementos del triangulo, se

puede determinar los otros elementos.

En la siguiente tabla se presentan los casos de resolucion de triangulos rectangulos que

pueden darse, con una propuesta de solucion. Ver Figura 2-5.

Figura 2-5:
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Caso | Datos Incégnitas | Formulas de resolucion
conocidos
1 a,b c,A B c=+Ja? + b2
T A—a
g4=5
T B—b
9 T a
2 ac b,AB bh=+cz—qg2
a
SenAd =—
c
a
CosB =—
c
3 b,c a,A B a=+/c2— p2
b
Cos A =-—
c
b
Sen B = —
c
4 A,a b,c,B XB =90°-A
b= a
T TgA
_a
C_SenA
5 ADb ac B XB =90°—-A
a=bTgA
_ b
C_CosA
6 A c a,b,B XB =90°-A
a=cSenA
b=c Cos A
7 B,a b,c, A XA =90°—-B
b=aTgB
o a
C_COSB
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8 B,b acA <A =90°—B
0= b
TgB
b
CzSenB
9 B,c a,b, A XA =90°—-B
a=cCosB
=cSenB

En algunos casos, es necesario determinar la medida de un angulo en un triangulo
rectangulo conocidas las longitudes de dos de sus lados y para resolver este problema

se procede de la siguiente manera:

Se halla el angulo con la relacién trigonométrica especifica. Por ejemplo, si se requiere
hallar la medida del &ngulo A en Sen A = % se usan en una calculadora las teclas Sen™1,

0 INV Sen, 0 SHIFT Sen o0 ArcSen, es decir se determina el angulo cuyo seno es

conocido, el arco seno, A = ArcSen (%) 0A=Sen™?! (a) La calculadora también permite

c

determinar angulos cuyo coseno o tangente se conocen, con la tecla Cos™ o Tg~*.

2.2Trigonometria de triangulos oblicuangulos

Los triangulos acutangulos y los obtusangulos reciben el nombre de triAngulos
oblicuangulos u oblicuos, es decir, triangulos sin dngulos rectos. Los triangulos escalenos
acutangulos y obtusangulos, los triangulos isésceles que no tengan angulo de 90° y los
triangulos equilateros son triangulos oblicuangulos. Asi, un triangulo oblicuo tendra tres

angulos agudos, o dos angulos agudos y un angulo obtuso.

Para resolver un triangulo oblicuangulo se requiere conocer minimo 3 de sus elementos y
uno de estos debe ser la medida de uno de sus lados. Por ejemplo: si se dan dos
angulos y el lado comun a ellos se puede formar un solo tridngulo; si se conocen dos
lados y el &ngulo comprendido entre ellos se determina un solo tridngulo. Pero dados
solamente tres angulos sin conocer por lo menos un lado, no se puede establecer de
forma Unica el triangulo porque muchos tridngulos tienen los mismos tres angulos, asi

gue no se tiene en cuenta esta Ultima situacion. De tal forma que, existen cuatro casos
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de resolucién de triangulos oblicuos y para ellos se puede aplicar el Teorema del Seno,
cuando se conocen un lado y dos angulos; o, cuando se conocen dos lados y el angulo
opuesto a uno de ellos; o el Teorema del Coseno, si se conocen dos lados y el angulo
entre ellos; o0, se conocen tres lados. Se enunciard y demostrara a continuacion estos

teoremas.

2.2.1Teorema del seno

“En todo triangulo oblicuangulo, las medidas de los lados son directamente

proporcionales a los senos de los angulos opuestos, respectivamente, a esos lados”.
Para un triangulo con lados a, b, ¢ y &ngulos opuestos respectivamente A4, B, C se tiene,

a b .
SenA SenB SenC

Para demostrar el teorema se requiere considerar dos casos: Tridngulo acutangulo y

triangulo oblicudngulo
Caso 1:
Sea el 4ABC acutangulo, ver Figura 2-6

Figura 2-6:

Para demostrar el teorema se trazaran dos de sus alturas.
Demostracion:

La altura CD determina AADC, recto en D,y ABDC, recto en D. Ver Figura 2-7.
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Figura 2-7:

w]
m

En el 4ADC se tiene Sen A = ? de donde CD = b Sen A (1)

En el ABDC se tiene Sen B = ? de donde CD = aSen B (2)

Por transitividad entre (1) y (2):

a b
SenA SenB ( )

bSenA =aSenB de donde se concluye que:

La altura BE determina el ABEA, recto en E, y ABEC, recto en E. Ver Figura 2-8.

Figura 2-8:

En el ABEA se tiene Sen A = B_TE de donde BE =cSen A (4)

En el ABEC se tiene Sen C = %E de donde BE = aSenC (5)
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Por transitividad entre (4) y (5):

a c
SenA SenC ( )

cSenA = aSenC se tiene que:

Dado que en (3) y (6) hay un miembro en comun por transitividad se obtiene la siguiente

igualdad:

a b . c
SenA SenB SenC

Caso 2:
Sea el AABC obtusangulo, ver Figura 2-9.

Figura 2-9:

La altura CD del triangulo AABC determina AADC, recto en D, y ABDC, recto en D. Ver
Figura 2-10.

Figura 2-10:

En el 4ADC se tiene Sen A = ? de donde CD = b SenA (7)

En el ABDC se tiene Sen CBD = ? de donde CD = a Sen CBD
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La Figura 2-10 implica que Sen CBD = Sen (180° — B) = Sen B y de nuevo, SenB =

entonces, CD = aSen B (8)

Por transitividad entre (7) y (8):

a b

bSenA = aSen B de donde: Son A = Sond (9)

La altura BE del AABC, determina ABEA, recto en E, y ABEC, recto en E. Ver Figura
2-11.

Figura 2-11:

En el ABEA se tiene Sen A = B_TE de donde BE = cSen A (10)

En el ABEC se tiene Sen C = %E de donde BE = aSenC (11)

Por transitividad entre (10) y (11):

a  C (
SenA ~ SenC

12)

cSenA = aSen C se concluye que:

De (9) y (12) se deduce que

a b ¢
SenA SenB SenC

Esto es equivalente a las siguientes igualdades:

a b
SenA SenB

cD
a
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b ¢
SenB  SenC
a c
SenA SenC

2.2.2Teorema del Coseno

“En todo triangulo oblicuangulo, el cuadrado de uno de los lados es igual a la suma de
los cuadrados de los otros dos lados, menos el doble del producto de estos dos lados

multiplicado por el coseno del &ngulo que forman”

Para un triangulo de lados a, b, ¢ y angulos opuestos 4, B y C, respectivamente,
c? = a?+ b?— 2abcosC
b? = a?+ ¢? — 2accosB

a’> = b*+ c?— 2bccosA

Para demostrar el teorema se requiere considerar dos casos: Tridngulo acutangulo y

triangulo oblicuangulo para cada caso se trazaran las tres alturas del 4ACB
Caso 1:
Sea el AABC acutangulo, ver Figura 2-12.

Figura 2-12:
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Demostracion:

La altura CD determina 4 ADC, recto en D,y ABDC, recto en D. Ver Figura 2-13.

Figura 2-13:

Por el teorema de Pitagoras se tiene que:
a’? = CD? + BD? (1)
b? = CD? + AD? (2)
Restando a la igualdad (1) la igualdad (2): a> — b? = BD? — AD?

a? — b? = (AB — AD)? — AD?

a? — b? = AB? — 24B - AD + AD? — AD?
a? — b2 = AB2 — 24B - 4D (3)

Pero AB=c (4) vy, ademas, en el triangulo rectangulo ADC: cosA =? en donde
AD = bcosA (5)
Reemplazando (4) y (5) en (3), se tiene: a? — b? =c? — 2c-bcosA

organizando, resulta: a? — b%? =c¢?%— 2bccosA

a’? = b%+c%— 2bccosA
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Ahora, la altura AD determina A ADC, recto en D, y AADB, recto en D. Ver Figura 2-14.

Figura 2-14:

Por el teorema de Pitagoras se tiene que: b? = AD? + DC? (6)
c¢? = AD? + BD? (7)
Restando a la igualdad (6) la igualdad (7): b?> — ¢? = DC? — BD?
b% — ¢? = (BC — BD )2 — BD>
b? — ¢? = (BC? — 2BC - BD + BD?) — BD?
b? — ¢% = BC? - 2BC - BD (8)
Pero BC =a (9) vy, ademas, en el triangulo rectangulo ADB: cosB =? en donde
BD = ccosB (10)
Reemplazando (9) y (10) en (8), se tiene:
b? — ¢? = a®? —2accosB
organizando resulta:

b% = a? + c¢%— 2accosB
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Por ultimo, la altura BD determina 4 ADB, recto en D,y ACDB, recto en D. Ver Figura
2-15.

Figura 2-15:

A

Por el teorema de Pitagoras se tiene que:
¢? = AD? + BD? (11)
a? = DC? + BD? (12)

Restando a la igualdad (11) la igualdad (12): ¢c? — a®? = AD? — DC?

c? — a? = (AC?* — 2AC -DC + DC?) — DC?
c? — a? = AC? - 2AC - DC (13)

Pero AC =b (14) vy, ademas, en el triangulo rectangulo CDB: cosC =¥ en donde
DC = acosC (15)

Reemplazando (14) y (15) en (13), se tiene:  ¢? — a? = b? — 2 b -acosC, organizando,
resulta: c?— a? =b?—- 2abcosC

¢ =a?+ b%— 2abcosC
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Caso 2:

Sea el AABC obtusangulo

La altura CD determina 4 ADC, recto en D, y el ABDC, recto en D como se muestra en la
Figura 2-16.

Figura 2-16:

Por el teorema de Pitagoras se tiene que:

a? = CTD? + BD? (16)

b? = CD? + AD? (17)
Restando a la igualdad (16) la igualdad (17): a> — b?> = BD? — AD?
a? — b?> = (AD + AB)? — AD?
a? — b? = AD? + 2AD - AB + AB? — AD?
a’? — b? = 2AD - AB + AB? (18)

Pero AB = ¢ (19) vy, ademas, en el tridngulo rectangulo ADC: cos A = cos(180° — A) en
donde cos180°cos A — sen 180°sen A

—1cosA=—cosA entonces cosA= —cosAd Yy ? = —cosA, por lo tanto, AD =
—bcosA (20)
Reemplazando (19) y (20) en (18), se tiene: a? — b%? = c¢?+ 2 (—bcosA)c

organizando, resulta: a? — b? = c? — 2bccosA

a? = b%+c%— 2bccosA
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Ahora, la altura AD determina AADC, recto en D,y AADB, recto en D.Como se muestra

en la Figura 2-17.

Figura 2-17:

Por el teorema de Pitagoras se tiene que:

b2

AD? + CD? (21)
c¢? = AD? + DB? (22)
Restando a la igualdad (21) la igualdad (22): b?> — ¢? = CD? — DB?

b? — ¢? = (CB — DB)*> — DB*

b2 — ¢2 = CB? — 2CB - DB + DB? — DB?
b2 — ¢2 = CB2— 2CB - DB (23)

Pero CB = a (24) y, ademas, en el triAngulo rectangulo ADB: cos ABD = D_TB en donde

c -cos B =DB (25)
Reemplazando (24) y (25) en (23), se tiene: b?> — ¢? =a%? — 2ac-cosB

organizando, resulta: b%? = a® + c¢® — 2accosB

Por Gltimo, la altura BD determina ACDB, recto en D,y AADB, recto en D. Como se

muestra en la Figura 2-18.

Figura 2-18:
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Por el teorema de Pitagoras se tiene que:
a’? = CD? + BD? (26)
c¢? = AD? + BD? (27)
Restando a la igualdad (27) la igualdad (26): c? — a? = AD? — CD?
c?—a?= (CD - CA)?> — CD?
c¢?— a* =CD?— 2CD - CA+ CA? — CD?
c?>— a*>= —2CD-CA + CA* (28)
Pero CA = b (29) y, ademas, en el triangulo rectangulo CDB: cosC = % en donde
a-cos C = CD (30)
Reemplazando (29) y (30) en (28), se tiene: ¢c2 — a? = —2a-cosC-b + b?

organizando, resulta: c? = a? + b?> — 2abcosC

Existen desde luego otras demostraciones de los teoremas anteriores y también se
reportan en la literatura las llamadas pruebas visuales®, la que se ilustra a continuacion

es un ejemplo de éstas. Ver Figura 2-19:

*En [10] se encuentra una prueba visual del Teorema del Coseno. Pag. 32



Aspectos disciplinares 31

Figura 2-19:

Demostracion:

Se sabe que un diametro de la circunferencia determina una semicircunferencia
formando un angulo central de 180°, de tal manera que cualquier angulo inscrito

determinado por el didmetro tiene una amplitud de 90°. Entonces:

cateto adyacente
2a

CosC =

2a Cos C = cateto adyacente

Dado que PC y QR son secantes de la circunferencia y se intersecan, ver Figura 2-20.
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Figura 2-20

Se cumple que (a+c)(a—c)= bx (1), del triangulo rectangulo SPC se tiene que
CosC = % (2), despejando x en (2), se obtiene x = 2a Cos C — b (3);Reemplazando (3)

en (1)
(a+c)la—c)= b(aCosC —b)
(2aCosC—b)b=(a—c)(a+c)
2abCos C — b%? = a? — ¢?
a? — c? = 2ab Cos C — b?

c?=a?®+4b%—2abCosC



3.Disefo de la propuesta didactica

3.1Marco tedrico de la unidad didactica

La resolucion de triangulos es uno de los temas considerados en el programa de
trigonometria del grado 10°, como se establece en los Estandares Basicos de
Matematicas en el componente de Pensamiento espacial y los Sistemas geométricos.
Para trabajar este tema en el aula usualmente se introducen las definiciones de las
razones trigonométricas, se enuncian los teoremas que se requieren para determinar los
elementos del triangulo a partir de la informacion conocida y posteriormente se resuelven
algunos ejercicios y problemas de aplicacion que se deducen a partir de procesos
meramente algebraicos. Para profundizar y dar un mayor significado a este trabajo, se
propone en este aparte empezar el estudio de la resolucién de triangulos analizando los
teoremas basicos (Pitagoras, del Seno y del Coseno) y sus demostraciones fortaleciendo
elementos de la geometria del triangulo y usando el programa Cabri Geometry. Se
intentard crear un enlace entre la geometria y la trigonometria en lo relativo a la
resolucion de triangulos a través de una unidad didactica que consta de 3 guias de
aprendizaje. Cada una de ellas incluye unos objetivos, un listado de conceptos previos
requeridos para el desarrollo y actividades pertinentes de construccion geométrica con
apoyo del programa Cabri Geometry. Se formulan ademas en ellas preguntas de

diferentes niveles de dificultad.

3.2 El pensamiento espacial y los Sistemas Geométricos
en el curriculo de la Basicay media

A continuacién se incluyen algunos elementos teéricos que permiten caracterizar el
pensamiento Espacial y se describen orientaciones que respecto a su desarrollo
plantean los Estandares y lineamientos curriculares del MEN para el é&rea de

matematicas.
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Jean Piaget (1896-1980), haciendo referencia al Pensamiento Espacial planteaba que la
percepcidon espacial en el sujeto es la accién y el resultado del intercambio de
informacién entre la mente y el cuerpo en su relaciéon con el entorno. El individuo toma
como referencia inicialmente su cuerpo, por medio de sus sentidos explora y manipula
los objetos asi como también conoce el espacio a través de los movimientos y
desplazamientos que efectta. Va diferenciando los elementos, percibiendo y
reconociendo las relaciones y representando mentalmente la informaciéon adquirida en
una estructura que evoluciona (estadio de operaciones concretas) y se perfecciona con el
tiempo y con las experiencias cada vez mas completa y compleja, resultando esencial

para poder trabajar los elementos, formas y relaciones existentes en el espacio.

Al mismo tiempo el sujeto, va distinguiendo entre distintos tipos de espacio (fisico, social,
corporal, inmediato, lejano, etc.) y va adquiriendo conciencia y configurando los
esquemas de accion y representacion directa sobre el entorno. Paulatinamente, se
desarrolla el conocimiento indirecto del espacio a través del lenguaje lo cual ayuda a

mejorar la disposicidn para trabajar y comprender su entorno.

Howard Gardner (1943- ) Considera como una de las mudltiples inteligencias, el
pensamiento espacial o la inteligencia espacial, la cual supone la capacidad de resolver
problemas relacionados con ubicacion, orientaciéon y distribucion de espacios. Este
pensamiento también permite conocer, manipular y representar informacion por medio de
graficos ideas visuales o espaciales. Varias disciplinas cientificas (quimica, fisica,
matematicas, entre otras) necesitan personas con un buen desarrollo de inteligencia
espacial ya que perciben el mundo que les rodea manejando apropiadamente los

espacios y esto es primordial para fortalecer su pensamiento cientifico.

En el 2006 en el documento “Orientaciones curriculares para el campo de pensamiento
Matematico” Vasco C, reitera la idea anterior afirmando que: “el pensamiento espacial
definido como el conjunto de procesos cognitivos mediante los cuales se construyen y
manipulan las representaciones mentales de los objetos del espacio, las relaciones entre
ellos, sus transformaciones, y sus diversas traducciones o representaciones materiales,
contempla las actuaciones del sujeto en todas sus dimensiones y relaciones espaciales

para interactuar de diversas maneras con los objetos situados en el espacio, desarrollar
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variadas representaciones y, a través de la coordinacion entre ellas, hacer acercamientos
conceptuales que favorezcan las creacién y manipulacion de nuevas representaciones
mentales’[6] Pag.65.Segun este planteamiento los objetos estan en el mundo y las
personas crean relaciones entre éstos con el fin de observar sus posiciones y las
modificaciones que puedan sufrir, lo cual le permite operar con las relaciones que las
personas logren establecer, en este sentido el proceso de ensefianza debe fortalecer las
experiencias que tiene el estudiante con el espacio practico, como resultado de la

interaccion que tiene con los objetos del mundo.

Y en los documentos curriculares de matematicas se enfatiza que en este pensamiento
es fundamental analizar conceptos y propiedades de los objetos en el espacio fisico y
conceptos y propiedades del espacio geométrico en relaciéon con los movimientos del
propio cuerpo y las coordinaciones entre ellos y con los distintos érganos de los sentidos,
lo que implica las acciones que establece el sujeto en diferentes dimensiones y
relaciones espaciales para interactuar de varias formas con los objetos situados en el
espacio, desarrollar diversas representaciones y, por medio de la combinacién entre
ellas, realizar aproximaciones conceptuales que le permitan la construccion y manejo de
nuevas representaciones mentales. Por lo tanto, el pensamiento espacial hace parte del
pensamiento relacionado con las experiencias con los objetos fisicos, sus
representaciones graficas y simbdlicas en el momento en que determina su localizacion,

sus cambios de posicion, sus formas y las modificaciones que experimentan éstos.

Cabe resaltar que respecto a los sistemas geométricos en los lineamientos curriculares
se hace énfasis también en la importancia de desarrollar el pensamiento espacial y se
afirma que éste “se construyen a través de la exploracion activa y modelacion del espacio
tanto para la situacion de los objetos en reposo como para el movimiento. Esta
construccién se entiende como un proceso cognitivo de interacciones, que avanza desde
un espacio intuitivo o sensorio-motor (que se relaciona con la capacidad practica de
actuar en el espacio, manipulando objetos, localizando situaciones en el entorno y
efectuando desplazamientos, medidas, célculos espaciales, etc.), a un espacio
conceptual o abstracto relacionado con la capacidad de representar internamente el
espacio, reflexionando y razonando sobre propiedades geométricas abstractas, tomando
sistemas de referencia y prediciendo los resultados de manipulaciones mentales. Este

proceso de construccion del espacio esta condicionado e influenciado tanto por las
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caracteristicas cognitivas individuales como por la influencia del entorno fisico, cultural,

social e historico.” [7] Pag. 56-57

Por consiguiente, es necesario disefiar actividades que le permitan al estudiante
fortalecer su capacidad de realizar construcciones geométricas , formular conjeturas, que
requieran mayor elaboracion y le permitan desarrollar procesos sencillos que favorezcan
procesos de verificacidn de esas conjeturas. Para que esto sea posible es indispensable
generar en la ensefianza situaciones de investigacion, en las que el estudiante asimile
las preguntas que se le hacen, construya los procedimientos necesarios para que se
aproxime a las respuestas, las compruebe y a partir de ello logre obtener las
conclusiones, para que posteriormente las informe y cree razonamientos que le permita

validar sus conclusiones.

Lo anterior implica ayudar al estudiante en la elaboracién de construcciones graficas o
materiales en las que pueda sustentar sus percepciones a través de ensayo y error. Lo
cual favorece la construccion de modelos geométricos que le permitan representar y

resolver problemas de otros campos del conocimiento.

3.3La geometria activa 'y Cabri

La geometria activa consiste en “la exploracion de la figura mediante el movimiento,
empezando por el propio cuerpo,(como cuando el nifio recorre la frontera de una figura) y
pasando por el que se aplica a los objetos fisicos, para estudiar los efectos que se
producen en la figura que comportan y las relaciones entre productos de estos
movimientos y de manera muy parcial, entre los mismos movimientos.”[6] Pag.66.Por
consiguiente, se hace necesario introducir programas que tengan como eje primordial el
estudio y construccion de los elementos béasicos de las figuras geométricas, sus
relaciones y propiedades, que le permitan al estudiante la exploraciéon y manipulacion
directa y dindmica y la elaboracién de conjeturas con el fin de desarrollar sus habilidades
mentales y estudiar formalmente aspectos basicos de la geometria euclidiana. Se
reconoce de esta forma el papel fundamental de las nuevas tecnologias para dinamizar y

propiciar alternativas en la metodologia empleada para la ensefianza de matematicas.
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En el documento del MEN con relacién al programa computacional que se utilizar4 en
esta propuesta se afirma que: “CABRI -GEOMETRE particularmente, es un programa
disefiado para permitir la posibilidad de experimentar con una especie de
"materializacién" de los objetos matematicos, de sus representaciones y de sus
relaciones, de tal forma, que pueden vivir un tipo de experimentacién matematica que
otros ambientes de aprendizaje no proporcionan. Por consiguiente, es natural esperar
que los estudiantes que trabajen con CABRI puedan avanzar en su comprension y
conocimiento de la geometria de una manera distinta a la que seguirian si utilizan medios

tradicionales.”[5] Pag. 68

El software de Cabri Geometry brinda la oportunidad de tener y relacionar de manera
dinamica diversas representaciones de un mismo concepto matematico, implica actividad
y manipulacion con los objetos geométricos y sus relaciones, a la vez que el programa
Cabri facilita formular, discutir, comprobar conjeturas y confrontar experiencias reales con
la teoria matematica al utilizar datos reales y simulaciones, lo cual se encuentra en
correspondencia con los lineamientos curriculares de las nuevas tecnologias y el

curriculo de matematicas.

El uso de la tecnologia en el aprendizaje de las matematicas se puede transformar en un
ambiente innovador para trabajar representaciones formales de objetos y relaciones
matematicas; el medio tecnoldgico suministra de modo inmediato una retroalimentacion
de las actividades que estd ejecutando un estudiante permitiéndole profundizar sus

conocimientos.

Es indispensable resaltar que Cabri Geometry facilita el aprendizaje, su objetivo principal
consiste en ayudar a mejorar y avanzar la comprension y conocimiento de las
construcciones geomeétricas que permiten a su vez la creacion de las herramientas
basicas de la trigonometria en lo relativo a la resolucion de tridngulos. Por ello resulta
fundamental estructurar problemas que se presenten a los estudiantes, en diversas
etapas de lo simple a lo complejo, que les permita poner en juego diferentes estrategias
de aprendizaje.
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3.4Marco Metodoldgico

Se requiere de la organizacion de situaciones o actividades que contemplen diferentes
etapas y propicien la construccion gradual de procesos de pensamiento espacial;
actividades que permitan a los estudiantes adquirir de manera comprensiva los
conocimientos bdasicos necesarios (nuevos conceptos, propiedades, vocabulario, entre

otros.) con los cuales van a trabajar, aprender a utilizarlos y combinarlos.

Para fundamentar las actividades se tomaran elementos de investigaciones relacionadas
con el desarrollo y evolucion de los niveles de razonamiento geométrico y el uso de

programas computacionales como una herramienta.

Con respecto a los niveles de razonamiento en geometria se retoma en la propuesta el
modelo tedrico de los Van Hiele (Dina van Hiele-Geldof y Pierre van Hiele, 1959-1984-
1986) quienes caracterizaron el progreso del pensamiento geométrico de los estudiantes
En su teoria describieron 5 niveles de pensamiento y 5 fases de aprendizaje que se
evidencian en el trabajo de cada nivel. Se describen tres de los niveles pues es poco
probable que estudiantes que no han tenido experiencias previas significativas en

geometria alcancen niveles superiores. (De deduccion formal-Rigor):

e Nivel 1. De Reconocimiento-Visual: En este nivel, los estudiantes reconocen y
operan sobre formas y figuras geométricas de acuerdo a su aspecto fisico sin
establecer relaciones, caracteristicas y propiedades entre sus formas o0 sus
partes.

¢ Nivel 2. De analisis: La percepcion de las propiedades y elementos de las figuras
es mas especifica, empieza el estudiante a desarrollar la capacidad para
descubrir y generalizar a partir de la observacién y manipulacion propiedades que
desconocian. En este nivel se empieza a vislumbrar un inicio de razonamiento
“mateméatico” formal.

e Nivel 3. De clasificacion: En este nivel los estudiantes estan en capacidad de
identificar que unas propiedades se deducen de otras con apoyo de la

manipulacion, entienden las demostraciones rigurosas pero no las elaboran.
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Las actividades que se presentan en esta propuesta enfatizan entonces en el
reconocimiento de relaciones y propiedades, en el analisis de regularidades y la
generalizacién y en la deduccién usando en este caso la manipulacion, con el apoyo de
la herramienta computacional. Incluiran preguntas y problemas de diferentes grados de
complejidad que permitirdn identificar el avance de los estudiantes en cada uno de estos

niveles.

Para potenciar en los estudiantes las capacidades y los conocimientos necesarios en
cada nivel teniendo en cuenta este modelo, en particular en lo relacionado con la

resolucion de tridngulos, se requiere tener en cuenta ademas las siguientes fases:

Diagndstico: el docente formula preguntas que propicien un dialogo con el estudiante con
el objetivo de obtener informacién de los conceptos que él posee, su vocabulario y la
forma en que se expresa, lo cual le permite al docente establecer el punto de partida de
la actividad académica.

Orientacion dirigida: permite analizar la habilidad del docente para planear y organizar las
actividades, las cuales deben permitir al estudiante obtener de forma gradual la
adquisicion de las metas correspondientes al nivel, deben ser concretas, cortas y
orientadas a lograr respuestas puntuales. Los materiales deben permitir el uso de
variedad de recursos didacticos (por ejemplo, el uso de la geometria dindmica) y la

claridad de los objetivos que se proyectan conseguir.

Explicacion: aqui el estudiante puede aclarar ideas, organizarlas e integrarlas a la
informacién que ya posee puesto que tiene la oportunidad de socializar lo aprendido con
sus comparieros de estudio y con el docente, quien ayuda a perfeccionar los conceptos
nuevos asi como para orientar que el vocabulario que el estudiante emplee sea el

apropiado a su nivel.

Orientacion libre: En esta fase el estudiante requiere realizar tareas mas complejas, con
muchas etapas y que pueden desarrollarse por diferentes procedimientos, las cuales
implican desarrollar la creatividad, la investigacion, plantearse nuevas preguntas y
posibles respuestas, estableciendo relaciones diferentes a las ya adquiridas entre lo
estudiado y lo propuesto.
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Integracién: El estudiante con ayuda del docente resume lo que ha aprendido, revisa y
unifica los objetos y las relaciones entre éstos que configuran el nuevo sistema de
conocimientos construidos, mejorando su nivel de comprension. Se analizan las causas

gue le permitieron al estudiante elaborar su sintesis.

Una vez alcanzada esta quinta fase los estudiantes iniciardn nuevamente cada una de
las anteriores fases en el siguiente nivel. Las fases anteriores son importantes para

desarrollar la unidad didactica con los estudiantes.

3.5Poblacion y nivel educativo de los estudiantes

La propuesta esta disefiada para los estudiantes de basica secundaria del ciclo 1V, de la
IED Integrado de Fontibon Jornada Mafana. Las edades de los estudiantes de este ciclo,
oscilan entre 15 y 17 afios aproximadamente. Un porcentaje significativo de ellos
presentan problematicas de tipo social, familiar, afectivo-sentimental o psicoldgico. La

mayoria de ellos, provienen de la localidad de Fontibon, estrato 2 o 3.

En cuanto al aspecto académico, los estudiantes de este ciclo siempre han tenido
resultados en la categoria media a pesar de participar en un proyecto de intensificacion
qgue hace parte de los programas del Plan de Desarrollo de la Secretaria de Educacion
como apoyo extraescolar a la formacion de los bachilleres préximos a graduarse. Los
estudiantes han evidenciado debilidad en lo relativo al pensamiento espacial y sistemas
geométricos en la construccién y manipulacion de representaciones de los objetos del
espacio; las relaciones entre ellos, sus transformaciones; la comprensién del espacio; el
desarrollo del pensamiento visual; el andlisis abstracto de figuras y formas en el plano y
en el espacio, a través de la observacion de patrones y regularidades; el razonamiento
geomeétrico y la solucién de problemas de medicion; la construccion y comprension de

conceptos de cada magnitud (longitud, area, volumen, capacidad, masa, entre otros.)

Teniendo en cuenta los aspectos mencionados, la propuesta didactica pretende acercar
a los estudiantes a los conceptos y teoremas relacionados con la resolucion de triangulos
con el objeto de enriqguecer su formacibn matemética, potenciar procesos de

pensamiento y prepararlos para aplicar comprensivamente estos conceptos y teoremas
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en situaciones matematicas y de otros campos. Aspectos que se evidencian como una
debilidad importante en los analisis de los resultados de las pruebas nacionales en las

que ellos participan.

3.6Tematica de la propuesta

Teoremas de Pitagoras, del Seno y del Coseno y sus demostraciones; algunos
elementos previos a estos teoremas relacionados con los triangulos y una discusion de

sus aplicaciones a la resolucién de triangulos.

3.6.10bjetivos

Objetivo general

Desarrollar, con apoyo del programa Cabri Geometry y a partir de situaciones reales, una
propuesta didactica que permita revisar la teoria basica de la trigonometria relacionada
con la determinacién de elementos de un triAngulo para estructurar algunas actividades
de aplicacion del tema, en los estudiantes del ciclo IV (grado décimo) de la jornada

mafana, en el colegio Integrado de Fontibén, de la localidad 9.

Objetivos especificos

e Propiciar el progreso en el desarrollo del pensamiento espacial y geométrico, del
estudiante a través de la ensefianza de la resolucién de triangulos a nivel basico.

e Generar la construccion gradual y significativa de los conceptos relacionados con
los teoremas de Pitagoras, del Seno y del Coseno en lo relativo a su aplicacion en
la determinacién de los elementos de un tridngulo.

e Incentivar ambientes propicios de aprendizaje, que provoquen y motiven a los
estudiantes hacia la exploracion del conocimiento de los teoremas del seno y del
€Ooseno y su uso en la resolucion de triangulos, que ademas respondan con las
necesidades e intereses de la sociedad actual, utilizando herramientas

tecnoldgicas como es el programa Cabri Geometry.
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3.6.2Conocimientos Previos

Conceptos de angulo, recta, paralelismo, perpendicularidad y éarea de poligonos.
Reconocimiento y clasificacién de triangulos, alturas de un triangulo, construcciones
geométricas basicas (trazado de paralelas, perpendiculares, alturas del triangulo,
construccion de poligonos). Relaciones de semejanza y congruencia de tridngulos (razén

y proporcién), criterios y aplicaciones.

3.6.3 Prerrequisitos

Algunas construcciones con regla y compdas (diferentes clases de triangulos) y

conocimiento de herramientas basicas del software Cabri Geometry.

3.7 Unidad didactica

3.7.1 Introduccioén

El trabajo que se plantea para los estudiantes, pretende mejorar la comprension de los
teoremas de Pitdgoras, del Seno y del Coseno en lo relativo a la resolucion de triangulos,
esta estructurado de tal forma que a partir de construcciones geométricas con Cabri
Geometry se llegue a nociones de la tematica que se esta desarrollando, teniendo
presente los tres primeros niveles de razonamiento propuestos (reconocimiento, analisis

y ordenamiento) y las fases de aprendizaje propuestas por los profesores Van Hiele.

3.7.2 Estructura de las Guias de Aprendizaje

Cada guia como se mencioné en otro aparte incluye: unos objetivos, un listado de
prerrequisitos 0 conocimientos previos y una secuencia de actividades en las cuales se
dan instrucciones pertinentes a las herramientas de Cabri Geometry. Se formulan unas
preguntas orientadoras que permitan al estudiante llegar a conclusiones y conjeturas

relacionadas con los objetivos inicialmente propuestos.

A continuacion se incluye la Guia de Aprendizaje No 1, las otras dos guias aparecen en
el anexo.
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COLEGIO INTEGRADO DE FONTIBON
GUIA DE APRENDIZAJE No 1
RECONOCIMIENTO DE ANGULOS Y CLASIFICACION DE TRIANGULOS
ASIGNATURA: TRIGONOMETRIA
UNIDAD DE APRENDIZAJE: Resolucidn de triangulos

ACTIVIDADES: Identificacion de angulos y clasificacién de triangulos

1. Objetivos
e Clasificar angulos segun su amplitud.

e Clasificar triangulos en términos de sus angulos.

2. Conceptos preliminares

e Puntoy recta.

e Segmento, rayo y angulo.

e Angulos: recto ( 90°),0btuso (mayor de 90°) y agudo (menor de 90°)

e Triangulos: Acutangulos, rectangulos, obtusos, isésceles, equilateros y escalenos.

3. Actividades

3.1 Identificacion de angulos.

1. Trace una semirrecta. Elija la opcidon Semirrecta de Cabri. Ver Figura 3-1.
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Figura 3-1:
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2. Escriba 90 con la herramienta NUumero de Cabri. Ver Figura 3-2.

Figura 3-2:
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3. Rote la semirrecta como se explica en la parte inferior de la Figura 3-3.(Cabri asume la

medida de angulos en grados sexagesimales).¢;,Qué clase de angulo obtiene?
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Figura 3-3:
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puntos [ sequide punlo es el vidice].

Halatsin

4. ;Qué ocurre si selecciona nimeros mayores o menores que 90 grados? ¢Para qué

valores obtiene angulos agudos, obtusos y llano?

5. Repita el proceso anterior seleccionando un nimero negativo ¢Qué observa? Elabore

sus conclusiones

6. Observe ahora la Figura 3-4 formada por diferentes clases de poligonos y sefiale en
ella con rojo los angulos agudos, con azul los angulos rectos y con verde los angulos

obtusos.

Figura 3-4 4

* Tomado de
https://www.google.com.co/search?q=Im%C3%Algenes+de+tangram&hl=es&prmd=imvnsa&tbm=
isch&tbo=u&source=univ&sa=X&ei=QZpfUKCpJ5Cy8ATzulCwCw&ved=0CB0QsAQ&biw=1366&b
ih=644
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3.2 Los angulos de un triangulo

1. Dibuje un tridngulo ABC con la herramienta Triangulo de Cabri. Utilice la herramienta
Tridngulo de Cabri. Ver Figura 3-5.

Figura 3-5:

P Cat Gaoomatey HPhs -
EJ Mechn [dictn Opooner Sessn Vertsas  Ayuds

2 Cate ety Pt - g 5]
&) ﬂ%,] x| = a3

ELNN=1V Pl

Canstruya el tribngulo determinads por tres pustos.

Trangule

2. Mida con la herramienta de Cabri cada uno de los angulos interiores del triangulo. Ver
Figura 3-6.

Figura 3-6:
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3. Determine la suma de los angulos interiores del tridngulo. Utilice la calculadora de
Cabri. Ver Figura 3-7.
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Figura 3-7:
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4. Mueva cualquiera de los vértices del triangulo inicial ¢ Qué sucede con las medidas de

los &ngulos interiores del triangulo? ¢ Cual es en cada caso la suma de estas medidas?.

3.3 Construccion de triangulos

3.3.1 Dados dos lados y el &ngulo que forman

1.Trace una semirrecta cualquiera. Nombre la semirrecta [ y su punto de origen 0.Utilice

la herramienta Nombrar de Cabri. Ver Figura 3-8.
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Figura 3-8:

Mombre un abjets. E| tnmafio, s fuenie y el estila son madificables,

Hombear

2. Rote la semirrecta [ alrededor de 0 un angulo de 40°. Nombre esta semirrecta m. El
punto de origen O es un vértice del triangulo. Verifiqgue con la herramienta de Cabri la

Medida del &ngulo.

3. Defina la longitud de dos lados del triangulo escribiendo los nimeros 6 y 5, con la

herramienta NUmero de Cabri.

4. A partir de 0 transfiera sobre [ la longitud definida por el nUmero 6, se determina asi un
nuevo punto A4, el cual es el otro vértice del triangulo. Utilice Transferencia de medidas en
Cabri. Ver Figura 3-9.
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Figura 3-9:

<5 e cconsytos s L e =

|[= Archive  Edwin  Opeones  Sesgn Ventana  Ayuds - ||

| AL B 24 [l

Recta perpendicular
Recta paralela

Redefinir un objeto

NN

Transflera una longitud definlda por un ndmero, sobre una semimecta, un eje. un vector, un poligono. o un circulo [selecclonar el circulo luego un punta
del cireuln].

Tranderencia de medidas

5. A partir de O transfiera sobre m la longitud definida por el nimero 5; obtiene asi otro

vértice del triangulo.
6. Construya el tridngulo con la herramienta Triangulo de Cabri.

7. Verifique la longitud de cada lado del tridngulo con Distancia o longitud en Cabri. Ver
Figura 3-10.

Figura 3-10

gus
A
A
i
E

Mt b distancia enire dus puntus, 1 longitud v el perimstro de los sbjetes selecdensdes. La wnided, of tamaila, la fusnte v ol sstilo son modificables.

Dratarncia o kormgtind

8.0Observe la Figura 3-11. ¢Obtuvo una figura como esta? Compare y explique las

diferencias que encuentra.
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Figura 3-11

Primer lado = 6
Segundo lado = 5
Angulo 40°

400°

9.¢,Qué sucede con la medida del angulo inicial si se modifican las medidas de dos lados
del triangulo?¢Alguno de los triangulos construidos es acutangulo, rectangulo u

obtusangulo? ¢ Qué sucede si la medida del &ngulo es 180° y 360°7?

10.¢,Cambia la longitud de los lados cuando cambio la medida del angulo? ¢Qué
modificaciones debe realizar a la construccion anterior para determinar un triangulo
equilatero, uno isésceles, uno escaleno, uno acutangulo, uno rectangulo y uno

obtusangulo?

3.3.2 Dadas las medidas de los lados

1. Defina la longitud de los tres lados escribiendo 4, 5y 6 con la herramienta NUmero de
Cabri.

2. Trace una semirrecta; nombre su punto de origen A

3. Construya un circulo definido por 4 , con centro en A. Utilice la herramienta Compés
de Cabri. Ver Figura 3-12.
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Figura 3-12:

gc::m Edioidn 'Dp(iom's Suiﬁmln'lulu Wu ; i ; )
& ]Hol [l Ed=][A] 4]
Aedla i

Hedla paralela
Punlo medio

Mediatriz
Disectriz
Suma de dos veclores

Compas

Transferencla de medidas |
Lugar |
Fedefinir un objeto |

EANN=-IN 5 >lr

Construya el circulo definido por un radio [un segmento. o dos puntos. o un ndmero] luego un centro.

Compas

4.Nombre B el punto de interseccion del circulo con la semirrecta. Utilice la herramienta
Punto(s) de interseccion de Cabri. Ver Figura 3-13.

Figura 3-13

4 Auchive Edicion  Opciones Sesion  Ventana  Ayuds

& ]P0l el ] =] 1A=

Punto sobre un objeto |
Funlals) de interseceiin

i R IS DAY AN PN RN

los puntos de i i de dos objclos.

Puntofs] de mberseccion

5.Construya un segundo circulo definido por 5, con centro en A
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6. Construya un tercer circulo definido por 6, con centro en B
7. Sefale el punto de interseccién del segundo circulo con el tercero, némbrelo C

8. Construya el triangulo ABC con la herramienta Triangulo de Cabri; verifique la longitud
de cada lado. Oculte la informaciéon que no necesita visualizar. Utilice la herramienta
Ocultar/Mostrar de Cabri. Ver Figura 3-14.

Figura 3-14:

FL1 Cibri Geometry I Plas - [Frgurs
T Archeo dicen Opciones Sewén Ventane Ayuda

NEECE
.

7
o

= Helicn
Colar del textn,.,
LT [T
ﬂ_ Puntesd...
e Aspecta.

i Maostrar los cles
=3 Nuevos ejes
Rejilla

|Para crear un Botén OcultarMostrar o VincularfDesvincular un objeio a un botin existente

I
Boten Ocultar/Mostrar

9. Modifique las medidas de los lados, considere por ejemplo 3, 4y 6, luego 3, 4y 7.
¢,Puede construir siempre el triangulo? ¢Qué condiciones deben satisfacer las medidas

de los lados para que pueda construir el triangulo? Explique.

10.;,Qué medidas debe seleccionar si quiere construir un triangulo rectangulo, uno
escaleno, uno isdsceles y uno equilatero?

3.3.3 Dado un lado y dos angulos (lado comun a los dos angulos)

1. Para trazar el primer lado del triangulo, trace una semirrecta horizontal.

2. Escriba cada uno de los siguientes nimeros 6, 35 y -45 utilizando la herramienta

NUmero de Cabri.
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3. Transfiera 6 a la semirrecta, de esta manera se determina sobre ella un segmento de 6

unidades de longitud. Nombre A y B los extremos del segmento.
4. Rote la semirrecta alrededor del punto A 35 grados.

5. Rote la semirrecta alrededor del punto B un angulo de -45°(si la direccion del angulo

es en sentido de las manecillas del reloj es negativo)

6. Construya el tridngulo que se determina con los extremos del segmento y el punto de
corte de las semirrectas que resultan de las rotaciones. Utilice la herramienta triangulo de
Cabri.

7.Mida los lados y los angulos interiores de este triangulo. ¢Qué tipo de triangulo
construyé? Modifique los valores de los angulos. Usando este proceso ¢ puede construir

siempre un triangulo?

8. Utilice diferentes triplas de valores para las medidas de los lados y construya con ellas

triangulos oblicuangulos y rectangulos.
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4. Conclusiones y recomendaciones

La revision y andlisis de aspectos relacionados con el desarrollo historico
de la trigopnometria podria enriquecer el trabajo del docente en el aula. En
las fuentes historicas no solamente se encuentran aproximaciones
didacticas a los conceptos que pueden ser mas pertinentes para los
estudiantes de la educaciébn media sino que en ellas se identifican
elementos que permiten mejorar la comprension sobre la relacion entre la

geometria y la trigonometria.

Es importante que los docentes de matematicas revisen bibliografia actual
relacionada con la didactica de la trigonometria, en particular el
fundamento tedrico del modelo de Van Hiele puesto que esta relacionado
con el pensamiento y razonamiento geométrico y proporciona herramientas
para disefiar actividades en Cabri para la ensefianza de los elementos
basicos de la resolucion de triangulos fortaleciendo de esta forma la
estructura de pensamiento espacial y sistemas geométricos en los

estudiantes de media.

En la revisidn bibliografica se identificaron algunas estrategias para
desarrollar con los estudiantes de media la resolucion de triAngulos pero
tan so6lo en unas pocas publicaciones se reporta el uso del programa Cabri

para el tema particular de los Teoremas del Seno y del Coseno.

Para implementar en el aula la propuesta didactica que se plantea en este trabajo

es indispensable que los estudiantes estén en capacidad de realizar



56

Propuesta didactica para la ensefianza de la resolucién de triangulos con el

apoyo del programa Cabri Geometry

construcciones geométricas basicas, reconozcan, construyan y clasifiguen
triangulos, diferencien y usen sus propiedades; interpreten y apliquen la relacién
de semejanza entre triangulos y conozcan teoria basica relacionada con la
resoluciéon de triangulos. Ademas se requiere que manejen las herramientas

bésicas del programa Cabri Geometry.

Se sugiere a los docentes desarrollar sistematicamente las guias de aprendizaje
propuestas en este trabajo u otras similares, no solo en un periodo determinado
sino a lo largo del afio escolar puesto que se requiere familiarizar a los
estudiantes con el programa Cabri e iniciar con instrucciones claras y sencillas e

ir incrementando el nivel de complejidad de éstas.
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COLEGIO INTEGRADO DE FONTIBON
GUIA DE APRENDIZAJE No 2
TEOREMA DE PITAGORAS Y RAZONES TRIGONOMETRICAS
ASIGNATURA: TRIGONOMETRIA
UNIDAD DE APRENDIZAJE: Resolucién de triangulos
ACTIVIDADES: Comprobacién del teorema de Pitagoras y razones trigonométricas en un

triangulo rectangulo

Objetivos
e Determinar las medidas de los lados y angulos de un tridngulo rectangulo

e Reconocer e interpretar la relacién entre medidas de catetos e hipotenusa de un

triangulo rectangulo ( Teorema de Pitagoras).

. 2. Conceptos preliminares

e Rectas perpendiculares y area
3. Actividades

3.1 Dibujar un triangulo rectangulo para modificarlo a partir de sus medidas.
1. Trace un segmento de longitud cualquiera

2. En uno de los extremos del segmento trace una recta perpendicular. Emplee Recta

Perpendicular de Cabri, ver Figura 1.

Figura 1:

A
A Campbs

Transbereseis de medidas

Lugar
Fiegefinir un sbjen
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3. Sobre la recta perpendicular marque un punto cualquiera.
4. Trace el triangulo con la herramienta triangulo de Cabri.
5. ¢, Qué clase de triangulo obtiene?

6. Mida los lados del triangulo; compruebe que al maodificar las medidas de los catetos, el

triangulo contindia siendo rectangulo. ¢ Por qué?.

3.2 Construccién de cuadrados sobre los lados de un tridngulo rectangulo.
Para dibujar cada cuadrado proceda de la siguiente manera:

1.Trace perpendiculares al lado por cada uno de sus extremos

2. Construya circulos, de radio la longitud del lado y centro en cada extremo. Utilice

Circulo de Cabri. Ver Figura 2.

4] Cabri Geometry I Plus - [Figura n
Archivo Edicién  Opciones Sesion Ventana Ayuda
. ? |Jem K2
& ] A O] ] B2 2]
? Circulo
L Arco ‘
:'IL_ Cénica ‘
—
A
i
L
—
L
]
A
—
—
T
I
[
Construya el circulo determinado por un centro y otro punto que fije el radio.

Circulo

3. Sefiale las intersecciones de cada circulo con la perpendicular. Con los extremos y las

dos intersecciones, se determina el cuadrado, dibujelo.
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4. Oculte los elementos que no necesita visualizar. Compruebe que con esta

construccién se determinan cuadrados sobre los tres lados del triangulo.
5. Halle el area de cada cuadrado. Utilice la opcién Area de Cabri. Ver Figura 3.

Figura 3:

?"-' Archiva _Edicién Op:lons Sesion Ventana Ayuda
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_—

=
£
J—
—
—_—

[Mida el area de poliganos, circulas y elipses. La unidad, el tamafio, la fuente y el estilo son modificables.

6.¢,Es posible establecer alguna relacion entre las areas de los tres cuadrados
construidos? Si es asi, ¢COmo se puede expresar esta relacion?, ¢Se conserva esta
relacion cuando se modifican las medidas de los lados del triangulo? ¢Es vélida esta

conclusion si el tridngulo no es rectangulo?
3.3 Razones trigonométricas

1.En Cabri construya un angulo de 45° cuyos lados sean AB y AE. De tal forma que BE

sea perpendicular a AB.

2.Trace CF y DG perpendiculares a 4B y que cortan a AE.

3. Marque los angulos de 90°,mida los otros angulos y nombre cada uno de los vértices

como muestra la Figura 4.
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Figura 4.
G/

45,0°

1l

4. Sea el AABE, rectangulo en B y sean AB, BE y AE sus lados, determine la longitud de

cada uno de ellos.

- : 4B AC BE CF 4D 4B 4AC _ AD . .
5. Calcule los siguientes cocientes: ==,—=—=—=—=, = = ¢, Qué resultados obtiene?

¢, Qué puede concluir de estos resultados?
6. Utilice la calculadora para hallar Sen, Cos y Tg del angulo de 45° ¢Existe alguna

relaciébn entre los cocientes hallados y las razones trigonométricas calculadas
anteriormente en el AABE, AACF y el AADG?

7. Varie la medida del angulo A y calcule los 6 cocientes antes mencionados entre los
lados de cada uno de los triangulos AABE, AACF y el AADG.

8. Calcule las seis razones trigonomeétricas para cada uno de los triangulos anteriormente
mencionados. ¢Existe alguna relacion entre los cocientes hallados y las razones

trigonométricas calculadas anteriormente en el AABE, AACF y el AADG?

9. Redacte sus conclusiones.
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COLEGIO INTEGRADO DE FONTIBON
GUIA DE APRENDIZAJE No 3
TEOREMA DEL SENO Y DEL COSENO
ASIGNATURA: TRIGONOMETRIA
UNIDAD DE APRENDIZAJE: Resolucién de triangulos
ACTIVIDADES: Comprobaciéon del Teorema del Seno y del Coseno

1. Objetivos

o Diferenciar los criterios para aplicar el Teorema del Seno y del Coseno en el

momento de resolver triangulos.

e Determinar las medidas de los lados y angulos de cualquier triangulo.

2. Conceptos preliminares

e Construcciones geomeétricas de circulos, cuerdas y rectas
e Razones
3. Actividades

3. 1 Teorema del Coseno
1. Dibuje en Cabri una circulo y nombre su centro 0.

2.Trace una recta que pase por 0 y determine los puntos de interseccion con el circulo,

némbrelos A y C,respectivamente.

3.Trace una cuerda que pase por A, nombre con P su otro extremo.
4.Construya el triangulo con la herramienta de Cabri AAPC.

5. Determine la medida del &ngulo < APC

6. Desplace el punto P¢Qué ocurre con el triangulo?

7. Trace ahora una recta que pase por O e intercepte a PC en R.Nombre los puntos de

interseccion de la recta con el circulo By D.

8. Determine PR, RC, BRYRD.
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9. Calcule PR - RC y BR - RD ¢,Qué observa?
10. Trace los segmentos PD y BC. Ver Figura 20

Figura 1:

11. Verifique que

3.2 Teorema del Seno

1.Trace con Compas el circulo con centro en un punto cualquiera C y radio 6; el circulo

con centro en C y radio 4;

2. Dibuje un radio para cada circulo de tal forma que no estén contenidos en una misma

recta.
3. Dibuje el triangulo 4ACB que tiene como lados los radios de los circulos.

4. Mida el angulo <CAB
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5. Desplace el punto B de tal forma que el &ngulo A sea de 40°. De esta forma se tiene la

medida de dos lados y un angulo.
6. Determine las medidas del lado c y de los angulos By C.

7. Verifiqgue que:

BC AC AC AB BC AB

sen A sen B sen B sen C sen A sen C

8.Si las medidas de los dos lados iniciales o del angulo inicial se modifican ¢es posible

aplicar el Teorema del seno?
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