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Introduccién

Uno de los objetivos principales de este trabajo es tratar de mejorar el nivel de
formacién matematica de los estudiantes de los grados 10 y 11 de secundaria y de los del
primer semestre de los pregrados en Ingenierias, Matematicas y carreras afines. Otro de
los objetivos es el de despertar un mayor interés por el estudio de las matematicas en si
mismas.

Este material estd basado esencialmente en las notas del “Curso de Nivelacién” que
inicialmente disefiamos los profesores Fernando Puerta O., Ivan f. Asmar Ch. y
Abraham J. Asmar Ch., el cual ha sido dirigido a los estudiantes que ingresan al primer
semestre en la Universidad Nacional de Colombia, sede Medellin. Luego de varias
correcciones, ampliamos algunos de los temas antes desarrollados y agregamos otros
nuevos, ademas de ejemplos y ejercicios. Incluimos los temas: desigualdades, valor
absoluto desde el punto de vista geométrico, rectas, y una visiébn somera, pero algo
novedosa, sobre Geometria Analitica.

Esperamos que este resumen abreviado, pero preciso sobre matematicas basicas, sea de

gran utilidad para el publico lector y satisfaga nuestras metas trazadas de contribuir a
mejorar el nivel e interés por la Matematica.

Fernando Puerta O. - Ivan F. Asmar Ch.



LOS NUMEROS REALES
El conjunto de los nlimeros reales se denota R .

OPERACIONES ENR

[

En R hay definidas dos operaciones: “+” (adiciéon o suma) y “.” (multiplicaciéon o
producto). Se cumplen los siguientes axiomas:

e SiabeR,entonces a+beR y abeR

e SiabecdeRya=byc=d,entonces a+c=b+d y ac=bd

e SiabeR,entonces a+b=b+a y ab=ba

Si a,b,ceR,entonces (a+b)+c=a+(b+c) y (ablc= a(bc)

Existen en R dos elementos distintos, denotados 0 y 1, tales que a+0=a y a.l=a

paratodo a€ R
Dado a € R, existe un unico numero real denotado (— a) o —a, llamado inverso

aditivo de a g opuesto de a, tal que a + (—a)=0. Si a =0, existe un tnico niimero real

Y 1 o l'a, llamado inverso multiplicativo de a, tal que a.a™’ =1.

a
Si a,b,c € R, entonces a.(b + c) =a.b+a.c

denotado a~

De los axiomas anteriores se deducen, entre otros, los resultados siguientes:

e 0b=0 paratodo beR

. . . . -1 . ..

e No existe el inverso de 0, es decir, no existe 0™, porque si existiera, entonces dos
numeros reales cualesquiera serian iguales. En efecto: Si a y b son nimeros reales
cualesquiera, 0.a =0, 0.b=0, y entonces 0.a = 0.b y multiplicando a ambos lados por

07! setendria l.a=1.b,0sea a=b.
e Para a,beR,ab=0siysbélosia=00b=0

Notaciones: a+a=2a,a+a+a=23a,etc.; a.a= a’ , a.a.a = a3, etc.

Nota: Para a,b € R, el producto a.b podra indicarse también ab o (a)b).

e Dados a,b € R, existe un tinico niimero x € R tal que a+x=b. Tal xes b+(-a).
Sustraccién o resta: Para a,beR, b—a (que se lee “b menos a”) denota al niimero

b+(-a).
e Dados a,beR con a=#0, existe un unico nimero x € R tal que ax=b. Tal x es

b.(a*1 )
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Division: Para a,beR, a#0, b+a, b o b/a. (que se lee “b dividido a” o “b sobre a™)
a
denota al nimero b.(a’1 )

Nota: b +a no esta definido cuando a =0.

ORDEN ENR

Existe un subconjunto de R, denotado R* y cuyos elementos son llamados nimeros
reales positives, que satisface los siguientes axiomas:

e Sia,beR", entonces a+beR" yabeR"
e 0zR"

e SiaeR y a#0,entonces aeR* 0 ~aeR" pero no ambas cosas. (Si —aeR" se
dice que a es negativo).

A partir de los axiomas anteriores, damos significado a los simbolos > (mayor que) y <
(menor que), asi: Para a,be R,

a>b (o b<a) significa que a—b es positivo, es decir, que a—beR"
Notese que a > 0 significa que a es positivo, y que a < 0 significa que a es negativo.

Los simbolos > (mayor o igual que) y < (menor o igual que) tienen el siguiente
significado:

a2b (ob<a)si a>bo a=b

Hechos importantes

e SiacR ya=0,entonces a’>0.

¢ Paratodo acR, setiene que a’ >0.

e Como 1#0,entonces 1=12>0,estoes 1>0.

e Para a,b,c e R, se tienen las siguiéntes propiedades:

o Sia<byb<c,entonces a<c.
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o Sia<byb<c,entonces a<c.
oSia<byb<c,entonces a<c.
oSia>byb>c,entonces a>c.

Si a,beR, se satisface una y sélo una de las siguientes afirmaciones: a=b , a<b o
a>b.

Para a, b, c € R, se tienen las siguientes propiedades:

oSi a<b, entonces a+c<b+c. El reciproco también es cierto, es decir, si
a+c<b+c, entonces a<b (se obtiene sumando —c a ambos lados de la
desigualdad).

o Si a<b, entonces a +c <b+c. El reciproco también es cierto.

oSia<byc>0,entonces ac < bc.

oSia<byc>0,entonces ac < bc.

oSia<byc<0,entonces ac > bc.
Por ejemplo, 2 <5 pero 2(— 3) > 5(— 3), porque —6 > —15.

oSia<byc<0,entonces ac > bc.

o Sia>0,entonces —a<0.

o Si a<0,entonces —a>0.

. 1
o Sia>0,entonces —>0.
a

. 1
o Sia<0,entonces —<0.
a

oSiab>0,entonces a>0y b>0,0,a<0y b<0. Elreciproco también es cierto,
estoes,sia>0yb>0,0,a<0yb<0,entonces ab>0.

oSiab<0,entonces a>0y b<0,0,a<0yb>0.Elreciproco también es cierto.

oSiab>0,entonces a>0 yb>0,0,a<0y b<0.Elreciproco también es cierto.

oSiab<0,entonces a>0y b<0,0,a<0yb20.Elreciproco también es cierto.

. a ] . .

o Si 5 >0,entonces a>0y b>0,0,a<0yb<0.Elreciproco también es cierto.
. a . . .

o Si 3 >0, entonces a>20yb>0,0,a<0y b<0.Elreciproco también es cierto.

o Si a<b, siempre existe ce R tal que a<c<b. Por ejemplo, ¢ = a ;b es tal que

a+b . e , .
a< S <b. Por tanto existen infinidad de numeros entre a y b, pues también

, a+c c+b
estarian —— , ———, etc.
2 2

Aln mads, se puede establecer una correspondencia biunivoca entre los numeros
reales que hay entre a y b y todo el conjunto de los numeros reales R. Esta
correspondencia esta sugerida en el siguiente dibujo:
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> -+ Segmento abierto de extremos ay b

Q) pa

.
S
¥

4

R

(Se curva el segmento haciendo coincidir a con b. Se trazan segmentos desde donde
coinciden hasta la recta real R. siempre habra dos puntos de corte. Uno del segmento
curvado y otro de la recta real. De ahi se infiere la correspondencia biunivoca. Asi

por ejemplo, entre 0.1 y 0.2 hay tantos numeros reales como los que hay en la recta
real R)

Axioma de completitud o de continuidad de los Numeros Reales

Existe una correspondencia biunivoca entre el conjunto de los niimeros reales R y el
conjunto de puntos sobre una recta: 7

2 e

1‘{— L o — e + + —-‘rR

7 6 5 4 3 2 4 0 1.5 3 4 5 5 7

+ P

V2 =1414...; 3=1732... e=2.718..; m=3.141...

Y se satisface el siguiente axioma: Sean A y B subconjuntos no vacios de R tales que
a<b para cada ac A y cada beB. Entonces existe ceR tal que a<c y ¢<b,
cualesquierasean ac A y be B.

También se tienen las siguientes propiedades:

e Sia<b,existe h>0 talque a+h=>0.

¢ No existe namero real a tal que x <a para todo nimero real x. Esto significa que el
conjunto de los nimeros reales R no es acotado superiormente.

¢ No existe numero real a tal que x >a para todo nimero real x. Esto significa que el
conjunto de los niimeros reales R no es acotado inferiormente.

e Si x € Rsatisface 0 < x < ¢ para todo € > 0, debe ser x = 0. (En efecto, como x >0, si

fuese x >0, como x < ¢ para todo € >0, seria en particular x < x, lo que contradice
que X =X).



MATEMATICAS BASICAS

Lo anterior significa que el unico nimero real no negativo que es tan pequefio como uno

quiera es el 0, es decir, el unico infinitesimal no negativo en R es el cero. Esta

propiedad se utiliza cuando es dificil probar directamente que dos expresiones a'y b en

R son iguales, probando que, por ejemplo, se satisface 0 <b—a <g paratodo €e>0 y

concluyendo entonces que b—a =0, es decir, a =b.

Abreviaciones: Si a<b y b<c,seabreviaa<b<c.
Siag<byb<c,seabreviaa<b<c.

Algunos subconjuntos especiales de.R

N= {1, 2,3,... }: Conjunto de los niimeros naturales.

Z= { ees—3,-2,-1,0,1,2,3,... }: Conjunto de los nimeros enteros.

Q= {m/ n: mneZ y n#0 }: Conjunto de los numeros racionales.

I= {a eR: a no es racional (agQ) }I Conjunto de los numeros irracionales.

Setieneque NcZcQcRy que QUI=R.
. 1 4
Ejemplo: 5, —geQ; ﬁ, \/:-.;), e, el

Operaciones con fraccionarios o quebrados (propiedades que se desprenden de los
primeros axiomas)

1 3 E a+b
.c c c

Ejemplo:l+—3-=li§=i=1

4 4 4 4
- 1174 i — s

a ¢ ad+bc
2. —4+—=

b d bd

1_Q@0+6)) _

1 5
Ej lo: — —
IR I T6R) 6
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1/3=2/6 1/2 = 3/6

(1/4)(1/3)=1/12
cuarta parte de un tercio = un deceavo

2/(1/3)=6
dos unidades divididas en texcios da seis

5. —(-a)=a; (a'l)_1 =asiempre que a # 0.
6. (—a)b;—(ab)za(—b); —Tfl =—%=—_a—b siempre que b#0.

7. —(a+b)=-a—b; (ab)_1 =a"'b™! siempreque a0y b#0.

ALGUNOS PRODUCTOS NOTABLES

I+

(a ) =a’ £2ab+b?
(a )—a3+3a2b+3ab2ib3

(a+ b)(a b)=a’

(a +b)a2 —ab+b2)=a +b’

|+

6
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(a—b a’ +ab+b2)=a3—b3

Comprobemos, a manera de ejemplo, que (a —bja’ +ab+b? )= a’-b’:
(a-b)a® +ab+b?)=(a—bla? +(a—blab+(a—b)b> =2’ —a’b+a’b—b’a+ab? —b® =a - b
Otra manera de comprobarlo es:
(a—b)a’ +ab+b2)= a(a2 +ab+b2)—b(a2 +ab+b2)=a3 +a’b+ab® —ba’ —bab—b> =a* —b?
INTERVALOS
Sean a,be R con a <b. Entonces

(a,b)={xeR/a<x<b}
se llama intervalo abierto de extremos a y b.

[a,b]={xeR/a<x<b}
se llama intervalo cerrado de extremos ay b.

También se tienen los siguientes intervalos:

[a,b)={xecR/a<x<b}

(a,b]={xeR/a<x<b}

Ejemplo: [-3,4)={xeR/-3<x<4}. Entonces pertenecen a [-3, 4), por ejemplo,
los nameros: -3, —2.35, -2, -1, -1/4, 0, 1, \/E, e, m, 3.99. No pertenecen a
[—3, 4),por ejemplo, los nimeros: —4, -3.01, 4, 5, 10.
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DESIGUALDADES LINEALES EN UNA VARIABLE

Dados a,beR con a =0, se

vio que la expresion ax +b =0 tiene una Unica solucidn en R, a saber, x =——. Por tanto,
a

b .
paratodo x e R, x # ——, setieneque ax+b=0,0seaquees ax+b>0 oes ax+b < 0.
a

Ahora bien, resolver ax+b >0 significa hallar el conjunto de nimeros reales x que
satisfacen dicha desigualdad.

También, resolver ax +b > 0 significa hallar {x e R/ ax+b >0},

Ejemplo 1: Resolver 2x-3>0.

Solucion: Como 2x —3 > 0 significa 2x > 3, porque lo que esta restando en un miembro
de la desigualdad pasa a sumar al otro miembro (2x-3>0<> 2x-3+3>0+3), y como

2x >3 significa x > % ,porque lo que estd multiplicando en un miembro de la
desigualdad pasa a dividir y la desigualdad se mantiene si tal factor es positivo
(2x>3 < % (2x) > ;(3) =2 ;), entonces

{xeR/Zx—3>0}={xeR/x>;}=(;,+oo)

Lo anterior se puede representar graficamente como sigue:

- 0
Signo de 2x-3: . + ‘R

372

Los signos significan que: 2x -3 <0 siy solo si x<;'; 2x—-3=0 siy sdlo si x=;,y

2x—-3>0 siy solo si x>;.

Ejemplo 2: Resolver (3—x)4x -5)<0.

Solucién: De acuerdo con el ejemplo 1, anterior, el siguiente esquema grafico permitira
resolver la desigualdad (3 -x)4x —5)<0:
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_ + + 0 -
Signo de 3-x; ' 3 *R
-0 + ’ +
Signo de 4x-5: } t 'R
54 !
1 1
Signo de (3-x)(4x-5) _~__§ + 0 - R
5/4 3

De la figura se observa que para x < i o para x >3, los dos factores son de signos

. . . 5
opuestos y por tanto su producto sera negativo, mientras que para 21< x <3 los dos

factores tienen el mismo signo por lo que su producto sera positivo.
Asi que

{xeR/(3—x)(4x—5)£0}={xeR/(3—x)(4x——5)<O}u{xeR/(3—x)(4x—5)=O}

(-2 Ju U] 3.3}~ 2 |UB )

Notese que ademas se obtiene:

It

{xeR/(3—x)(4x—5)<O}=[—00, i]U(3,+oo)

{x eR/(3—x)(4x—5)>O}=(i,3)
{x eR/(3—x)(4x—5)20}=[i,3}
Ejemplo 3: Sea p(x) = (—x +34ij~5) . Resolver:
—4x
i) p(x)>0 ii) p(x)=0 iii) p(x)<0 iv) p(x)<0

Solucién: Empezamos haciendo el siguiente esquema para los signos de cada uno de los -

(x+4)2x-5) (x):

factores que aparecen en la expresion =7 y el signo de p
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- 0 + + +
St de s+4: t t + +
igno de = . . R
1 1 1
. - ' - Y- +
Signe de 2x-5; } } ¥
od | i 5f2 R
| b i
Signo de 3-4x: + : + | = »
; 3/4 , R
1 1 |
. + 0 - X + 0 -
Signe de pix): ; ; : -
gno de @) -4 34 5 R

Por tanto, se tiene:

Ejemplo 4: En dos empresas A y B de telefonia movil tienen las siguientes tarifas por cada
celular:

Tarifa de la empresa A: Un costo fijo mensual de $45.000 por una hora o menos de
telefonia mas $700 por minuto adicional.

Tarifa de la empresa B: Un costo fijo mensual de $50.000 por una hora o menos de
telefonia mas $600 por minuto adicional.

Se pregunta:

a) (En qué momento las tarifas coinciden?

b) (A partir de qué momento es mas beneficiosa una tarifa que la otra?

Solucién: a) Sea t el tiempo en minutos de telefonia utilizados en un celular.

De acuerdo con el enunciado del problema, si 0 <t < 60, entonces las tarifas no coinciden.
Si t > 60, la tarifa que se paga en la empresa A es: 45.000 + (t -~ 60)700 , y la tarifa que se

paga en la empresa B es: 50.000 + (t — 60)600.
Asi que las tarifas coinciden cuando t sea tal que

10
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45.000 + (t — 60)700 = 50.000 + (t — 60)600
esto es, cuando 45.000+ 700t —42.000 = 50000+ 600t -36.000. Es decir, cuando
100t =11.000, o sea, cuando t =110.
Por tanto, las tarifas coinciden al cabo de 110 minutos.
b) La tarifa de la empresa A serd mas beneficiosa que la de la empresa B para t tal que
0<t<60, porque 45.000 < 50.000, pero para t > 60, la tarifa de la empresa A sera mas
beneficiosa para t tal que 45.000+ (t - 60)700 < 50.000 + (t — 60)600, o sea, para t tal que
t <110. Y por tanto, para t >110 serd mejor la tarifa de la empresa B, porque a partir de
los 111 minutos serd 45.000 + (t —60)700 > 50.000 + (t — 60)600.

T= Tarifa Tanfa empresa A

~
Tanfa empresa B
T(110) =80.000} -

|
50.000 : :
45.000 ; ;

o ‘

60 110 t

Ejemplo 5: Supongamos que un laboratorio dispone de dos soluciones: una al 25% de

acido y la otra al 30% del mismo 4cido. Entonces:

a) ;Cuantos centimetros cubicos (c.c.) de cada solucion debera mezclar para obtener 60 c.c.
de una nueva solucién al 27% del acido?

b) /Al menos cuantos c.c. deberd mezclar de la solucion al 25% de acido para obtener 50
c.c. de una nueva solucion de a lo mas 28% de acido?

¢) (Cuantos c.c. podra tomar de la primera soluciéon para obtener 80 c.c. de una nueva
solucién que sea a lo mas del 29%, pero no menor del 27% de acido?

Solucién: a) Sea x c.c. de la solucion al 25% que el laboratorista toma para hacer la mezcla.
Como en total debe obtener 60 c.c., entonces debe mezclarlas con 60 —x c.c. de la solucion
al 30%.
Como la nueva solucidén debe contener 27% del acido, entonces debe satisfacerse:

£ ﬂ(60 ~-x)= 2(60)

100 100 100
O sea, 25x +30(60—x)=27(60), es decir, —5x+1800=1620. Por tanto, 180 =5x .
Luego x =36.
En definitiva, debe mezclar 36 c.c. de la solucién al 25% con 60-36=24 c.c. de la
solucion al 30% de 4cido para obtener 60 c.c. de una nueva solucion al 27% de acido.
¢) Sea x c.c. de la solucién al 25% que el laboratorista toma para hacer la mezcla. Como

en total debe obtener 50 c.c., entonces debe mezclarlos con 50 -x c.c. de la solucién al
30%.

11
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Como la nueva solucion debe ser de a lo mas 28% de 4cido, debe satisfacerse:

25 28
0-x 50
100 100( )< 100( )

O sea, 25x +30(50 - x)< 28(50), es decir, —5x +1500 <1400. Por tanto, 100 < 5x, es

decir, x > 20. -

En definitiva, debe mezclar por lo menos 20 c.c. de la solucién al 25% con 50 -20 = 30c.c.
de la del 30% de acido para obtener 50 c.c. de la nueva solucion de a lo mas 28% de 4cido.
d) Sea x c.c. de la solucién al 25% . Entonces debe mezclarlos con 80—-xc.c. de la
solucién al 30% de acido. Como la nueva solucién debe estar entre el 27% y el 29% de
4cido, entonces debe satisfacerse:

27 25 30 29
—(80 ——(80-x)< ——(80
100( ) 100 +100( ) 100( )

O sea, 2160<25x+2400-30x <2320, es decir, —240<-5x<-80. De donde,
80 <5x<240,estoes, 16 <x <48.

Asi que debe tomar entre 16 c.c. y 48 c.c. de la solucién al 25% de é4cido para obtener 80
c.c. de una nueva solucién que esté entre el 27% y 29% de acido.

Ejemplo 6: Un agricultor dispone de 200 m? de terreno para sembrar frijol y papa. Si por
cada 2 m? utilizados para sembrar papa debe utilizar por lo menos 3 m? para el sembrado

de frijol ;Cuantos m? a lo més deber4 destinar al sembrado de papa? (supdngase que usa
todo el terreno)

Solucién: Sea x la cantidad de m? destinados a la siembra de papa. Entonces debe utilizar
200 —x m? en la siembra de frijol.

Ahora bien, si por cada 2m? utilizados para sembrar papa, debe utilizar por lo menos 3 m?
para sembrar frijol, entonces si usa, por ejemplo, 2(2) m? para sembrar papa, deberd

utilizar por lo menos 3(2) m? para sembrar frijol. Si utiliza 2(3) m? para sembrar papa,
deberd utilizar por lo menos 3(3) m’ para sembrar frijol. En general, si utiliza

X = 2(n) m? para sembrar papa, debera utilizar por lo menos 3(n) m? para sembrar frijol.

Por tanto, debe satisfacerse que 200—2n > 3n, o sea que, 200 = 5n, es decir, n <40,y en
consecuencia, 2n < 80. Esto es, x < 80.

Luego debe destinar a lo mas 80 m? para la siembra de papa.
O también, se puede razonar asi:

Como xm’ se destinan para siembra de papa, entonces debe utilizarse por lo menos

3(;) m? para el sembrado de frijol (ya que por cada 2 m? destinados a la papa se deben

utilizar 3 m? para el frijiol, y, 5 es el niimero total de veces que se destinan 2 m? para la

papa). Y puesto que 200 —x es el niimero total de m? destinados para el frijol, entonces

debe satisfacerse 200-x > 3(—)25] . Luego 400 -2x >3x, y asi 400 > 5x, esto es, x <80.

En definitiva, el agricultor debe destinar a lo mas 80 m? a la siembra de papa.

12
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RAIZ CUADRADA

Sea a e R. Todo nimero x € R tal que x? =a se dice una raiz cuadrada real de a.

Ahora bien, si a <0 no existe x e R tal que x% =a, asi que cuando a <0, a no tiene

raices cuadradas reales. Por otra parte, si a >0 puede probarse que existe una unica raiz

cuadrada no negativa (mayor o igual que cero) de a, la cual se denota Ja o a??. Ahora,

2 . - .
como x?=(-x)* para todo xR, entonces el nimero ~+a es también una raiz

cuadrada de a. Es facil verificar que si a > 0, a tiene inicamente dos raices cuadradas que
son +a y —a, las cuales son iguales a 0 cuando a =0. Se tiene entonces que: para
az0y xeR,

x? =a siy solo si x=+va o x=-+a

Ejemplo: V9 =3 (la raiz cuadrada positivade 9 es 3), pues 32 =9 y 3> 0. Por otra parte,
las raices cuadradas de 9son 3 y -3.

3 3 X
Observaciones:

. 2 . . 1/2
e No siempre va® =a, es decir, no siempre (az) =a.
En efecto, si a >0, va? =a, pues a es la raiz cuadrada positiva de a>. Sin embargo,
si a<0, Va® =—a, pues ahora —a es la raiz cuadrada positiva de a*, ya que

(—a)2 =a’ y —a>0. Esclaroquesi a =0, entonces va’ =a, pues Jo=0.

En resumen
> a si a=0
a =
—a si a<0

Ejemplo: /(- 3) = J9=3= —(~3), asi que /(-3)* =—(-3).
e No siempre Vab =avb.
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En efecto, si a y b son no-negativos, se da que \ab =\/;\/B, pero para ay b

negativos, ab >0 y por tanto vab estad definido, pero no lo estan Ja ni Vb ; en tal
caso la igualdad en consideracién no es valida.

Ejemplo: 1/i—4)_(—9i= V36 = 6, pero ¥—4 y -9 no denotan nimeros reales, luego no
es valido escribir «/i—4i—9i =+/—4+4-9.

e Sia>0yb>0,entonces va+b #+a++b.
Ejemplo: V9+16 =5y J9+16 =3+4=7.

TALLER NUMERO 1

1. Probar que no existe un niimero real x tal que 1+ x> =0.

2. Efectuar las siguientes operaciones:

2 3 24 1
i) —+— i) —— jii) 2 +—
D 5 4 ) 56 ) 2
1 1 1 2 5
iv) —+2 V)—+— vi) ———
W) 2 )2 4 )5 3

4. Comprobar las primeras cuatro igualdades en la lista dada de productos notables.

5. Efectuar las operaciones que se indican a continuacion:

i) (2a+3b)’ | ii) (x+y+2)

iif) (362 + 6¢*)(3b2 - 6¢) iv) (3x - 2y)’

v) (2(a+b)-3)(2(a+b)+3) vi) (a-b+c)

vi) (ax + by)* (ax - by’ viii) (3a - b)(9a2 + 3ab + b? )
iX)(%—zbJr%)Z o xil_4::13+2xx-l:_ll_z:i

14
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w(x+1 x-1 1 1 .
xi) - + xii) a —
x—-1 x+1 x+1 x-1 1
b+
ab
a+
a—-b
2 | a . 1 | 1
xiii) (1+a)° +| 1+ " Xxiv) > 7 —y
l-a+———— X———2+= —
1+a+a’ X+ X x+1
2 Y,
2a-3b a-b a-b . 2
- + \% +X,+X,+
x) c 1+2¢c 2c-1 D) (xl T2t x4)

Para cada una de las igualdades siguientes, exhibir nimeros reales a, b, ¢ para los

cuales no se cumpla:
ii) @+b) ' =al+b7!

. a a a
i) =—+—
b+c b ¢
iii) (a+b)’ =a% +b? iv) (a-b) =a3-b°
30 _ 14 viy 2=
a+b 1+b

V)
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VALOR ABSOLUTO

Definicion: Sea x un mimero real. El valor absoluto de x, que se denota } X J , es la distancia

de x al origen de la recta coordenada.
Asi por ejemplo: rsr‘ =5, {_g} =8

PROPIEDADES DEL VALOR ABSOLUTO

l.a) x =x siysolosi x>0,
b) x =—xsiysolosi x <0, porquesi x <0,ladistanciadexales —x .

2. Para cada x€R se cumple que —|x|<x < x|. Precisamente de acuerdo con 1.:
x='x' cuando x20 y x<|xcuando x<0; —|x =xcuando x<0 vy
—'Xx,<xcuando x >0.

3. Para cada x € R se tiene que |—x | =|x/, porque la distancia de x a 0 es la misma
distanciade —x a 0.

2 .
4. x " =x” paracada xeR, porque sea que |x|=x o |Xx|=-x, se tiene que al

. ( . 2
“elevar al cuadrado” el nimero | x| se obtiene x%, yaque x* =(-x)’.

5. /x* = x' para cada x eR. Es consecuencia de 4. Por ejemplo: 672 =/36=6.

,*,/f(k—7)2 = /49 =7=—(-7) (aqui x =-7 y </x* =-x).
6. a+b/<la/+|/b| paracadaaycadabenR.
En efecto: |a+b ='a/+|b| cuando a y b son del mismo signo: los dos negativos o los
dos positivos. Por ejemplo: |5+8 =[5/+/8 , porque |5+8=/13], 5 =5y |8 =8.
=7-2|=1-9/=9,|-7[=7y!-2|=2,asique |-7|+|-2|=7+2=9=-7-2.
Por ofra parte, a+b|<|a|+ b| cuando a y b son estrictamente de signos opuestos, es
decir, cuando a>0 y b<0 o cuando a<0 y b > 0. Por ejemplo: j—8+5}=j—3i=3;
|-8/=8,|5/=5 yentonces |—8|+|5|=13.Portanto | —8+5,=3<13=|-8/+[5|.
7. labl=|a b, paracadaaycadabenR.
En efecto: |ab| =ab cuando a y b son del mismo signo y como ab = (-a)-b), entonces
allb=aben estos casos. Por otro lado, ab|=-ab cuando a y b son de signos
contrarios y como ~ab = (- ajb= a(—b), entonces a M b, =-ab en estos ultimos casos.
N

8. b‘=7b paracadaaycadabenR,con b#0.

En efecto: | a| = %bi - a’b y entonces . — =
b |
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9. l a—Db es la distancia entre los numeros reales a y b. En efecto: ‘ a —bé =a—b cuando

a—b2>0, 0seacuando a>b; y precisamente a—b es la distancia entre a y b cuando
a>b. Ahora bien, ja—b/=—(a—b)=b-a cuando a-b<0, o sea cuando a<b;y

precisamente b—a = —(a - b) es la distancia entre a y b cuando a <b.

Ver ilustraciones geométricas:

a a+(-b) =a-b
£ b LY -b a
— i i N ,
0 | 2 b 0 2
a-b=|a-b | a-b =|a-b |

—— | A

"b R . A

78 ‘B L
“b-(-a)=a-b=|ab| b-a=-(a-b) =|a-b|
-a
-a b £ —b Al
ey —t——,
a 0 b ' a b 0
atb=-(ab) =|ab| -2-() = -(ab) =|a-b |

10./a—-b <'a—c|+|c—b| cualesquieraseana,bycenR.

En efecto: |a—b = (a—c)+(c—b)i < a—c\ + ¢c—b por la propiedad 6. Esta
propiedad se llama desigualdad triangular y nos indica que la distancia entre a y b es
menor o igual que la distancia de a otro punto ( ¢ ) mas la distancia de ese punto ab. La
igualdad se cumple cuando c estd entre a y b, pero es diferente (menor) cuando ¢ no lo

estd. Ver ilustraciones geométricas:

la-c] Je-bl |a-c] l-bl

h L

o~ m.—.— ~
© =t
e
ol
NN
- o-ﬁ-.— -

la-b| le-b]
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DESIGUALDADES EN VALOR ABSOLUTO

Resolver ax-b|<c, donde a, b y ¢ son niimeros reales dados, es hallar el conjunto de

todos los nimeros reales x que satisfacen la desigualdad. Significado anélogo tiene resolver
las desigualdades |ax —b|>c, |ax—b/ <c, |ax—b|2¢, | x|+ ax—b|<c, etc.

De acuerdo con la propiedad 9, conviene tener presente que, por ejemplo, resolver
x—a| <b es hallar todos los numeros reales x que estén a una distancia de a menor que b

unidades. Para hallar tal conjunto, basta con dibujar en la recta real el punto a y con un
compas centrado en a abrir un brazo de b unidades y sefialar los extremos a derecha e
izquierda. Entonces el conjunto solucién seré el intervalo abierto con extremos esos puntos
sefialados. Ver ilustracion geométrica:

b b

A ~
£ kT4 *
fii it o A o PSR,

ab A" atb

|x-a|¢<b

Ejemplo 1. Resolver ' x —5|<1.

Solucion (Geométrica): Sefialamos en la recta real el punto 5. Con un compds centrado en
5 y un brazo de 1 unidad, sefialamos los puntos correspondientes a derecha e izquierda.
Ver la figura siguiente:

> pacl
e

A
kd ¥

L L £y
¥

—t '
5.1=4 ° 2 ;—1\-3‘
{x: |x—5|< 1}

I

6

Entonces {x eR/|x-5/<1}={xeR/5-1<x<5+1}={xeR/4<x<6}=(4,6).

Ejemplo 2. Resolver | 3x +4/<5.

Solucién: Como l3x+4“£54i>31,x+i‘!s5<::>

x+435<:>x—(—4)$5-,entonces
3737 3)73

N 4 . . 5 .
sefialamos en la recta real el punto — 3 y con un compas abrimos un brazo de 3 unidades e

indicamos los dos extremos. La solucion serd el intervalo resultante, incluyendo los
extremos. Ver la figura siguiente:

18



MATEMATICAS BASICAS

513 513

e - 4
-4/3:5/3=-3 - 413 - 434513 =1/3

Luego {xeR/f3x+4fs5}=[_3,Eﬂ.

Ejemplo 3. Resolver |5-2x > 2.

Solucion: 15——27(:>2<:>‘2x—-5‘>2,pues ia‘:}_a‘.

5
x___.

2

{xeR/.5—2x>2}={xeR/x—§—>1}.

Ahora,\2x“5‘j>2©2 >2®Jx—a>1. Por tanto,

Pero el {x eR/ } X = % ‘ >1 }, es el conjunto de todos los nimeros reales que estan a mis

de una unidad de j . Ver la figura siguiente:

e ey

3

[ 502 X
511432 517

Por tanto, {x eR/\5—2x% >2}=(—oo,;jU(;,+oo).

Ejemplo 4. Resolver x+2 +|x—1/<4.

Solucién: Como | x + 2/ +|x —1| < 4 significa o es equivalente a |x - (~2) + x-1 <4,

se trata de hallar los puntos x cuya distancia a —2 sumada con su distancia a 1 es a lo mas
4 unidades.

Si tomamos x a la derecha de 1, su distancia a 1 mas su distancia a —2 es dos veces x —1
mas 1- (— 2) =3 (laGltima es la distancia entre —2 y 1). Ver figura ilustrativa:
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t———lX-lI——-c

'»_—-_—-_|x_(_2) |

X FAN 7
"

1-(-2)=3 x-1

Como esa suma de distancias debe ser a lo mas 4, se debe cumplir que 2(x—1)+3<4,0

sea, 2(x—1)<1. Luego x—ls%,es decir, xs;.

Si tomamos x entre -2 y 1 (incluyendo estos dos valores), se ve que
x-1+ x+2 = x-1/+/x~(~2) =3 y como 3<4, entonces para cada x en [-2,1] se
satisface la desigualdad. Ver figura siguiente:

b [ 2 (-2) | ] 2 1]

: 4
.2 X

LT

|2 (-2) |+ x-1=1-(-2) =3

S

Si tomamos x a la izquierda de —2, su distancia a —2 mads su distancia a 1 es dos veces
~2—x mas 1-(- 2)=3. Ver la figura siguiente:

g i

X

2 [
2 1-(-2)=3

%

Como esa suma de distancias debe ser a lo més 4, se debe cumplir que 2(—2-x )+3<4,

. 5
osea, -2x <5, es decir, XZ_E'

Luego {xeR/x+2+x—154}=[_%,_§]
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Nétese que si se pidiera resolver | x +2|+/x ~1/<a con a tal que 0 < a < 3, el conjunto
solucién setia vacio, es decir, no existe x que satisfaga | x+2|+|x~1/<a, cuando a es
cualquier niimero en el intervalo [0, 3).

Ejemplo 8. Resolver r X% =2x~ 3! £3.

Solucién: M4s adelante cuando se estudie la ecuacién cuadritica y =ax? +bx+c, este
gjercicio o ejemplo se podra resolver de una manera més simple en el plano cartesiano R?.
Acd se resolvera en la recta real R, Veamos primero lo que significa |x2-2x-3 ‘ <3:

Como x? —2x -3 =(x —3)x +1), entonces [xz —2x--3i <3e[x-3|[x+1[£3.
Se trata pues de hallar los niimeros reales x cuya distancia a 3 por su distanciaa -1 esa lo

mas 3.
Six>3, x=-3/=x-3y | x=(~1)| =x~(~1)=x+1. Ver la figura siguiente:

|%-3|= x-3
oo

—

ik
1

et

|%-(-D)] =% +1

Entonces para x > 3:
x? —2x—3’ 3o (x-3)(x+1)s3 e x?-2x-3<3

o x1-2x<6e (x-17-1<6
& (x-1) g7 [x~1g47

(recuerde que Ji? = t])

Por tanto, para x >3 s6lo “sirven” aquellos x cuya distancia a 1 es a lo mas /7 = 2.6. Ver
la figura siguiente:

oo o 4 f » }
1-A7 -1 1 3 1T

Luego para x >3: §x2—2x—3[s3©3<xsl+«ﬁ.
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Para x tal que —1<x <3: ?xz—2x—3f=‘x—3§}x+1]=(3——x)(x+1). Ver la figura

siguiente:
|x-3|= 3-x
1 x ' 3
Memsnntonio e
I +1] ={z-(-1)| = x-(-1) =2 +1
Luego

x?-2x-3/236 (3-x)(x+1)<3 e —x? +2x+3<3
o0<x?-2x = 0<(x-17 -1

<::>1$(x—1)2 <1< x-1

Por tanto, para los x tales que —1 < x <3, s6lo “sirven” aquellos x tales que su distancia a 1
es por lo menos 1. Ver la figura siguiente:

|z-1]2 1 Ix-1]2 1
M . I"—A__'.

X

I t 1 Y 1

o e

Luego para xe[—1,3]: %xz —2x—3i$3<:>—1$x$0 02<x<3.
Nétese que 0<x’—2x se resolvi6 como 1<|x—1|, pero también pudo haberse resuelto

escribiendo x* —2x =x(x-2), con lo cual 0<x?>~2x < 0<x(x-2)¢>x<0 0 x>2
(jverificarlo!), y como —1<x <3, nuevamente quedaria x € [—1, 0] oOXEe [2, 3].

Paraxtalqué X < -1, se tiene que ‘x+1§=fx—(—l)§=—l—x y x-3 =3-x,asi que
ix2—2x—3;S3<::>(—1—x)(3—x)s3<::>(x+1)(x—3)£3<::>;x—liSa\:r7 , como en el

primer caso.

A

Por tanto, para x <—1 sélo “sirven” aquellos x tales que }x—l <-7. Ver la figura
siguiente:

147 -1 ' 1 ' 3 1T
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Luego para x < -1: (xz —2x-3[$3©1,—\/75x<-—1.
En definitiva:

{xeR/[x?-2x-3|<3}=[-7, ~1)U[-1,0]U[2,3]U3, 1+ 7]
=[1-+7,0JUf2,14-7]

Ejemplo 6. La temperatura media de cierta granja es de 19°C. Supongamos que para
mantener las propiedades nutritivas de una fruta, en esa granja, su temperatura no puede

diferir de la temperatura media en mds de 5°C. Se pide:

a) Expresar, en términos del valor absoluto, la variacién de la temperatura dentro de la cual
no pierde sus propiedades nutritivas la fruta mencionada.

b) Dado que la relacién entre °C (grados Centigrados) y °F (grados Fahrenheit) esti
definida por #°C = g(#° F- 32), expresar, en valor absoluto, esa misma variacién, pero
en °F.

¢) (Cuéles son, entonces, la menor y mayor temperaturas en °F que la fruta puede soportar
sin detrimento de sus propiedades nutritivas?

Solucién: a) Sea t°C la temperatura dentro de la cual la fruta mantiene sus propiedades
nutritivas. Entonces t debe satisfacer la desigualdad (t-19|<5.

b) Como }t—l9}55@19—55t519+5@l45t524,ycomotesté dado en °C, debe

tenerse que 14 < %(s°F - 32)5 24,  Luego 126< 5(s°F - 32)5 216, es decir,

l—§—6~ +32<s5°F< %6- +32, esto es, %6— <s°F< ?, lo que finalmente equivale a

57.2<s°F<75.2.
Debemos ahora hallar a y b tales que ‘s°F—a] <b, o sea, a y b tales que

a~-b<s’F<a+b. Por tanto, debe ser 57.2=a-b y 75.2=a+b. Al resolver este
sistema, se obtiene a=66.2 y b=9. Asi que, en °F, se debe satisfacer que
js°F—66.2’ <9. Esto ultimo nos indica que la temperatura media de la granja es

66.2°F y que la fruta mantiene sus propiedades nutritivas si no difiere de esa
temperatura en mis de 9°F .

Notese que 19°C equivalen a 66.2°F, pues

19= g(s°F —32)@ %1 +32=5Fos°F= 13—1 =66.2, pero 5°C no equivalen a

9°F, pues 5= g(s°F-32)c> 9+32=5°F < s°F =41, y uno estaria tentado a efectuar
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la siguiente extrapolacién: \t—19} <S5 ‘ s°F—-66.2§ <41, pues 19°C equivalen a

66.2°F y 5°C equivalen a 41°F, lo cual no es correcto. El error se observa en la
figura siguiente, y proviene del hecho que a 0°C le corresponden 32°F y no 0°F,

pues 0= ;(S°F—32)© s’F=32.

, : ey  19+5=24
0 5 1 19-5=14 19 ! °C
' : 1 ]

o ! 66.2+9=752

0 3 66.2-9 = 57.2 662 oF

d) De b) se concluye que la menor y mayor temperaturas en ° F que la fruta puede soportar
son 57.2 y 75.2, respectivamente.

MAXIMO COMUN DIVISOR (M.C.D) Y MINIMO COMUN MULTIPLO (M.C.M)

El m.c.d. de varios nimeros enteros positivos a,,a,,...,a, es el mayor divisor de todos y
cada uno de los nimeros dados, y el m.c.m. de esos enteros positivos es el menor multiplo
de todos y cada uno de ellos.

Ejemplo 1. Sean a, =360, a, =25200 y a; =1680. Entonces:

360
180
S0
45
15
5
1

Luego 360 = 2° 3°5

Lh W W DN
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25200
12600
6300
3150
1575
525
175
35

Luego 25200 =2*3%5°7

sECH LA O RO PO

1680
840
420
210
105

35

Luego 1680 = 2*(3)(5)(7)

= UA ) TR DD DN

Por tanto, los divisores comunes de a;, a, y a,; son: 2; 3; 5; (2)(3); (2)(3)(5); 223 etc. y
elmc.d. de a;, a, y a, es 2°(3)5)=(8)15)=120.
Ahora, los multiplos comunes de a,, a, y a, son: 2*325%7 ; 2°32527; 25335372(1 1); etc.

yelmcm.de a,, a, y a, es 2*3%5%27 = 25200.

2
Ejemplo 2. Para calcular la suma é + 3 + :5 + % , expresamos cada fraccionario con un

mismo denominador (denominador comun).
Como 2=2! 3=3"15= 35t y 4= 22 entonces hallamos el m.c.m. de estos numeros,
que es 2%(3)5), y entonces:

L_@EXs) 2_20%) 4 4?) 7 76X)

2 22(3)5)” 3 22(3)5)” 15 22(3)5) Y4 22(3X5)

Asi que:
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7_ 2)(3)(5 2(~l 42 ) 7((3)5))
1574 22(3)5) " 22()5) " 220)5) " 226)6)
_30_40 16 105 _191

60 60 60 60 60

Ejemplo 3. Se quiere cercar un terreno rectangular de 325m de largo por 180m de ancho,
colocando estacas a igual distancia en metros para ponerle alambrado. ;Cuantas estacas hay
que colocar y a qué distancia entre ellas?

Solucién: Como se deben colocar a igual distancia en metros, tanto a lo largo como a lo
ancho, debemos hallar un divisor comun de 325 y 180.

Abhora,

325

6515 Luego 325 = 5213
13113

Lh

180
90
45
15

Luego 180 = 2°3°5

Lh W W B2 o

Por tanto, un divisor comun de 325 y 180 es 5, que es precisamente el m.c.d. de ellos.
Entonces debe colocarse cada estaca a Sm una de la otra, y como el perimetro es

2(325)+2(180)=1010m, serdn necesarias 10510 = 202 estacas para cercar el terreno.

También estaria la solucion trivial de colocar una estaca cada metro de distancia, pero se
necesitarian en total 1010 estacas.

Ejemplo 4. Dos ruedas dentadas engranan una en la otra. La primera tiene 72 dientes y da
10 vueltas por minuto. La segunda tiene 48 dientes ;Cuanto tiempo transcurrird hasta que
coincidan por segunda vez en la posicién de arranque?

Solucién: Para que vuelvan a coincidir los dientes en la posicién original por segunda vez,
debe hallarse el m.c.m. de 72 y 48, y luego calcular el tiempo transcurrido hasta llegar a esa
posicion.

Ahora bien,
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72
36

18 Lusgo7o=32"

W N NN

48
24

12 Luego 48 = 2*3

LD N DO

Asi que el m.c.m. de 72 y 48 es 2%3% =144,

Como la rueda mayor tiene 72 dientes, para “recorrer” 144 dientes debe dar 144 _ 2

72

vueltas (y la pequefia % = 3 vueltas).
Como la rueda mayor da 10 vueltas por minuto, entonces para dar 1 vuelta gastara 110 de

minuto, y para dar 2 vueltas empleara % minutos; esto es, 120(60) =12 segundos.

Por lo tanto, cada 12 segundos coinciden los dientes de las dos ruedas con la posicion
original.

FACTORIZACION Y ECUACIONES POLINOMICAS

Casos mas comunes de factorizacién

1. ax+ay=a(x+y) 2. x2—y2=(x—y)(x+y) (Ver figura 1)
3. x?+2xy+y? =(x+y)2 4. x*° —2xy+y2=(x—y)2 (Ver figura 2)
5. x2+(a+b)x+ab=(x+a)(x +b) 6. acx2+(ad+bc)x+bd=(ax+b)(cx+d)
7. )(3+3x2y+3xy2+y3=(x+y)3 8. x3—3x2y+3xy2—y3=(x—y)3
9. x*-y’° =(x—yXx2+xy+y2) 10. X} +y? =(x+y x2—xy+y2)
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Polinomios y Teorema del factor

Sea p(x)=a,+a;x+...+a,x" un polinomio de grado m con coeficientes

25,353, ER (a, #0).

SeareR. Si p(r)= 0, es decir, si a5 +a,;r+...+a,r" =0, r se dice una raiz real de

p(x).

Es claro que si x—r es un factor de p(x), es decir, p(x) factoriza en la forma
p(x)=(x —r)q(x) para cierto polinomio q(x), entonces r es una raiz de p(x). El reciproco
de la anterior afirmacién también es cierto:

Teorema del factor: Sea p(x) un polinomio de grado n, n>1. Si r es una raiz de p(x),
entonces x —r es un factor de p(x) , es decir, p(x) se puede factorizar en la forma:

p(x)=(x - 1)q(x)
siendo q(x) un polinomio de grado n—1.

En efecto, por el algoritmo de la divisién existe un polinomio q(x) ,de grado n—1, yuna
constante k, tales que

p(x) = (x—1)q(x) +k

donde q(x) es el cociente y k el residuo de la division de p(x) por x —r:
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o0 51

k g

Como k=p(r), entonces si p(r) =0 , se tendra 'p()ﬁ() =W(mx —1)q(x).

Ejemplo: Comprobar que r=-2 es raiz de p(x)= x> +x? —x+2 y factorizar el
polinomio p(x) en la forma p(x)=(x + 2)q(x).

Solucién: p(-2)=(- 2)3 +(- 2)2 —(-2)+2=-8+4+2+2=0. Luego r=-2 es raiz de
plx).

Por el teorema del factor p(x)=(x —(~2))q(x) para cierto polinomio q(x) de grado 2, el
cual es el cociente de la division de p(x) por x — (- 2)=x + 2:

2 +x?-x+2 |x+2

, —AX3—2X! 2

5 ¥-%+1
-xT~=x+2
_xi4dx
x+2
-X-12

0
Luego q(x)=x2—x+1 yasi p(x)=(x+2 x2—-x+1).

Otra forma de obtener el cociente g(x) es empleando division sintética.

A continuacion de muestra el método a seguir cuando p(x) es de grado tres y se divide por
X-r:
Sea p(x)=ax’ +bx? + cx+d. Como p(x)= (x- r)q(x)+ p(r), entonces

p(x)—p(r)= ax> + bx? +cx+d—(ar3 + br? +cr+d)
= a(x3 —r3)+b(x2 —r2)+c(x—r)
=(x—r)[a(x2 +xr+r2)+b(x+r)+ c]

=(x —r)[ax2 +(ar+b)x +ar’ +br+c

Luego q(x)=ax? +(ar+b)x +ar® + br +c, y esto se puede indicar como sigue:
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a b fc" d Ir

ar ar’+br  ard+brf+or
2 B 2 '
a ar+b ar‘+br+c¢ ar"+br+cr+d

Coeficiente dex deg® | Residuo

Coeficients de x2 de g¥) Témmino indépendiente de g3

Para el ejemplo anterior:

1 1 -1 2 | -2

12 DR 1621020 102)°

LM =-1 -1+ +HEET 2-162+1)"+ 1(2=0

Este esquema de division sintética se puede presentar en forma resumida como sigue:

En este esquema de division sintética, los coeficientes del polinomio cociente q(x) se leen
en la ultima fila y de izquierda a derecha (1 -1 1); 0 es el residuo de la division.

Ecuaciones polinémicas

¢ Consideremos la ecuacién x+a=b con a,be R. La incognita x, en la ecuacién dada,
se “despeja” como sigue:
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Como ya se dijo, el nimero b+ (—a) se denota b—a, asi que
X+a=box=b-a
(Lo que esta sumando en un miembro de una ecuacion, pasa al otro miembro a restar)

¢ Consideremos la ecuaciéon ax =b con a,be R y a #0. La incognita x, en la ecuaciéon
dada, se “despeja” como sigue:

Lax)=1o
a a
)=
—a|X=—
a a
1x=E
a
b
X=—
a

Asique

ax=b<::>x=E
a

(Lo que esta multiplicando en un miembro de una ecuacion y es no nulo, pasa al otro
miembro a dividir)

e Consideremos la ecuacién de segundo grado ax’+bx+c=0 donde a,b,ceR y
a # 0. Para “despejar” la incognita x, en esta ecuacion, podemos proceder como sigue:

b c
ax’+bx+c=0x*+—x+-=0

Se sigue que si b®> —4ac > 0, entonces
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- ia>0
X+ Ll == 4ac — dac _( Recordar que V4a? Sf 2 )
2a 4a2 -2a sia<0

Asi que, si b2 —4ac > 0 hay solamente dos raices en R de la ecuacién ax? +bx+c=0,a
saber,

—b++b? —4ac

X = (ver figuras 3,4y 5)
2a
¥4 ; 1y (3;”0) 4y
y=ax +bx+tc y=ax +bx+c

’x 5\ i i =% o
xk/x2 / \ X|=%,

y=ax2+bx+c
H-dacs0,2a>0] [R-dac>0, a<0 B-dac=0| " (a<0)

FIGURA 3 FIGURA 4 _ FIGURA 5

Observacion: Note que cuando b?-4ac<0, es porque ax2+bx+c>0 o

ax? +bx+c<0 para todo x € R, en cuyo caso la ecuacion en consideracion no tiene
raices reales, sus raices son complejas.

¢ Consideremos ahora una ecuacién polinémica
+a,X+.+a,x =0
ap+a;X+..+a, X =
donde aj,a;,..,ay €R, k23 ya, #0.

El problema de hallar las raices de ecuaciones del tipo anterior es de gran importancia
practica y a él se ha dedicado mucho tiempo y esfuerzo. Para los casos k=3 y k=4 se
han encontrado férmulas similares a las que se obtuvieron en el caso k =2, pero tales
formulas practicamente no se usan.. Para los casos k>5, es que ni siquiera existen
formulas. Uno de los resultados mas usados para hallar raices de ecuaciones polinomicas
con coeficientes enteros es el siguiente:
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Teorema de la raices racionales: Consideremos la ecuacién a, +a,X +..+a,x* =0

con coeficientes a,,a,,...,a, enteros y a, #0. Si esta ecuacion tiene raices racionales,
: . , m
entonces dichas raices se encuentran entre los niimeros de la forma — con m y n enteros,
n
siendo m un divisor de a, y n un divisor de a, .

Esto se aprecia facilmente en la ecuacién a, +a,x =0 con a, y a; enteros. Si — es raiz
n

. . . . m
racional (cociente de enteros primos relativos), entonces a,+a; —=0. Por tanto,
n

na,+ma, =0, osea na; =—ma,;. Como m no divide a n, entonces m divide a a,, asi

mismo n divide a a, .

Ejemplo: Consideremos la ecuacién 3—2x+ 3x? —2x* =0. Veamos si esta ecuacién
p(x)
tiene raices racionales, aplicando el teorema anterior:

En este caso a; =3 y a; =-2. Los divisores de a, son los nimeros m=+1,+3 y los

de a; son los nimeros n=+*1,+2. Entonces, de acuerdo con el teorema anterior, las

posibles raices racionales de la ecuacién dada son los nimeros: m_ ], + %, 13, i% .
n
1 5 1
Ahora, puesto que p(1)= 2, p(—l): 10, p 5= p -5 )= 5, p(3)= -30,

p(-3)=90, p(%j =0y p(— %) = 3—29- , entonces la unica raiz racional de la ecuacién dada

3
esr=—.
2

Empleando el teorema del factor puede verse que p(x) factoriza en la forma

p(x)=-2(x? + l)[x - ;J

. 3 .. .
de lo cual se sigue que r = 5 es la Uinica raiz real de p(x). O también usando division

sintética:

-2 3 -2 3 32
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Observacion: El m.c.d. y el m.c.m. también se pueden aplicar a expresiones algebraicas.

Ejemplo: Hallar el mcd. y el mcm. de las expresiones algebraicas
p(x)=x*+3x* -3x* - 7x+6 y p,(x)=x’+3x? -4.

Solucién: Factoricemos p,(x) y p,(x). Para ello hallemos sus raices racionales.
Posibles raices racionales de p,(x): (divisores de 6) / (divisores de 1): +1, +2, +3 y
6.

Usando division sintética:

1 3 3 -7 & | 1
1 4 1 -6
1 4 1 -6

Luego p,(x)=x* +3x* -3x* - 7x +6 =(x—1)(x3 +4x2 +x—6).

Aplicando nuevamente division sintética al polinomio x> +4x? + x —6 con la posible raiz
racional 2, se obtiene:

1 4 1 6 |2
2 12 26
1 6 13 20

Luego 2 no es raiz de p,(x), es decir, x—2 no es factor de pl(x), o lo que es
equivalente, p,(x) no es divisible por x — 2. Probemos si —2 es raiz de p,(x):

Luego,
x® +4x? +x—6=(x—(—2))(x2 +2x—3)

= (x + 2)(x + 3)(x - 1)

Por tanto p, (x) = (x - 1)(x + 2)(x + 3)(x - 1) = (x - 1)2 (x + 2)(x + 3).
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Procediendo de manera similar para p,(x), se tiene que las posibles raices racionales de
pz(x) son: 1, £2 y %4, y probando con estas posibles raices se obtiene que

pz(x)= (x —1)()(2 +4x + 4)= (x -1)(x + 2)2.
Entonces los divisores comunes de p,(x) y p,(x) son (x—l), (x+2) y (x=-1)(x+2).
Asi que el m.c.d. de p,(x) y p,(x) es (x —1)(x +2).

Ahora bien, los multiplos comunes de p,(x) y p,(x) son (x-1)*(x+2)*(x+3),
(x—1)*(x +2)*(x +3)*, y en general, (x —1)°(x +2)(x +3)', donde p,q,reN, p>2,
q>2, r>1. También son miltiplos comunes (x—1)°(x+2)%(x+3)(x-h)* con

p.q,reN,p=22,q22,r21, k>0 y heR, etc. pero el m.c.m. de pl(x) y pz(x) es
(x -1)*(x +2)*(x +3).

TALLER NUMERO 2

1. Factorizar:

i) 2x% -128 ii) x2 —12x+32  iii) 10x? +x-21

iv) x* —125 v) 204 -29x% +x* wvi) 0.0001n> — 0.2n? —3n + 6000
vii) 64+ 8x> viii) 1-(7a-3b)’  ix) (a+b)°-(@a—b)°

x) x* -1 xi) v —y* +y-1  xii) 8x> +12x% +6xy? +y>

2. La ecuacién del fabricante de lentes f™' =nr'—nr,' —r;' +1,' proporciona la
distancia focal de una lente muy delgada.

a) Factorice el miembro derecho de la igualdad y rescriba la ecuacion.
b) Despejar f.

3. Simplificar:

x?-25 p) 2X*6 3x+9 0 16x* —9a® x-2
x? +6x+5 x-2 x?-4 x2-4 4x-3a
2
x"-15 2x 2 2 1

d - e + -

) x=5 x-5 )x2—3x+2 x?-x-2 x*-1

4. Use la division sintética para encontrar el cociente y el residuo cuando se divide el
primer polinomio por el segundo:
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i) 9x®-6x>+3x-4; x-1/3
jii) 3x° +6x% +7; x+2

v) x%-3x*+4; x—2

i) —2x* +10x +132; x-3
iv) xt+5x P —x?+5; x+2

(Respuestas a residuos en i), ii), iii), iv) y v): —10/3, 0, — 65, — 23, 0, respectivamente)

5. Comprobar que r=-3 es raiz del polinomio p(x)= 3% +3x* —14x% +4x* -24x y

factorizar p(x) de acuerdo con este resultado (Dos factores).

6. Comprobar que 2x —5 es factor de p(x) =6x* —15x —8x? +20x

(Ayuda: Compruebe que p(5/2)=0).

7. Hallar un polinomio de grado 3 cuyas raices sean: —1, 2 y 0.

8. Resolver las siguientes ecuaciones:

l+x=3-x (R. x=1)

i) (x —1)(x +3)=(x +2)(x = 3)+1
(R/. x =-2/3)

v) 2x +1)/(2x ~1) = (x ~1)/(x -3)
R/. x=-2)

vii) (x +3)/(x - 1)+ (x -4)/(x - 6)=2
(RV. x = 13/3)

ix) x2+9x+14=0 (R/. x=-2,-7)

2
xi) [xz +—12—j +4(x2 +in =12
X X

R.x=1,-1)
5
xiii) ———5——=x R/.x=15)
6——?
6—
6—-x

i) (3x+7)/2 = (1+x)/3 R/.x =-19/7)

iv) /(x +1)-2/(x -1)=0 (R/. x =-3)
vi) 4x% +20x +25=0 (R/. x =-5/2)

viii) (x +1)2 = 2(x —1)2 (R/.x=3% 2\/5)

5.1
x) 6x> +=x+—=0 (R x=——,——
) SX+ 70 (R x )

xii) x2+x-2=0 (R. x=1,-2)

,£+/3)

xiv) 3x° —x? -9x+3=0 (R/. x=%
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9. Resolver cada una de las siguientes ecuaciones, para las variables que se indican:

i) S= (a —rL)/(l—r) parary luegoparal (R/. r = E_: , L= a\_st'r—)
- T
i) P =P,(1+R/100)° para P, y luego para R (R/. Py = 0000
(100 +R)

R =100(-1+ /PP, )).

10. Resolver para a: 2zta 9zta _z-a

+ia— (R/.a=-2z).
3x 6x 2x  3x

11. Hallar la solucién de +2-x =x (Ayuda: 0 <x <2. ;Por qué?) (R/.x=1).
12. Hallar las raices de p(x)=8x" + 6x> —19x? +3x +2 (R/. 1,1/2,-2,-1/4).

13. Un area rectangular de trabajo debe ser 3 metros mas larga que ancha y medir
46.75 m?. ; Cuales son las dimensiones del rectangulo? (R/. 5.5 y 8.5 metros)

14. La velocidad v de un objeto que cae tinicamente bajo el efecto de la gravedad g esta
dada por v= \,V(Z) ~2gh donde v, es la velocidad inicial y h la altura de la caida.

Despejar h (R/. h = (V(Z) ~v? )(Zg))

15.La formula para convertir temperatura Celsius a temperatura Fahrenheit es

F= %C +32, donde F representa la temperatura Fahrenheit y C la temperatura Celsius.

Obtener C en términos de F (R/. C = -3 (F-32)).

16. Para que una columna cilindrica de longitud L resista una fuerza de compresion F, debe
tener un diametro d dado por la siguiente expresion: d = 1.12(10_2 )3\/ FL . Determinar F
cuando d =1.2 metros y L =5 metros (R/. F = 245991.25).

17. Un laboratorista dispone de 50 ml. de una solucién al 86 % de acido sulfirico.
(Cuantos ml. de agua debe agregarle para diluirla y obtener una solucién al 40 % de
acido sulfurico que es la necesaria para generar hidréogeno? (R/. 57.5 ml.).

(Ayuda: si x es el numero de ml de agua, entonces %(x +50)= 1%6 (50). O también

14 60
—— = - 7 59
X+ 100 (50) 100 (50 + x) ¢por qué?).

18. Una asignatura se evalua con tres parciales del 30 % cada uno y un seguimiento
(trabajos y/o quices) del 10 %. Un estudiante obtuvo en dos parciales calificaciones 2.1
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y 3.2 y en el seguimiento 4.6. ;Qué nota debe sacar en el Gltimo parcial para obtener
una calificacion definitiva de 2.95? (R/. 3.0).

19. Un tanque vacio se puede llenar por una tuberia en 4 horas y por otra en 3 horas. El
tanque tiene un desagiie por donde sale el agua y se desocupa en 2 horas si estuviese
lleno. ;En cuanto tiempo se llena el tanque si estando vacio se abren simultdneamente
las dos tuberias y el desagiie? (R/. 12 h.).

20. Un avidn de una compaiiia tiene cupo para 100 pasajeros. La compaiiia cobra, para una
excursion, $800000 a cada pasajero mas $10000 por cada puesto que vaya vacio. Si
viajan x pasajeros, cudnto dinero pagard cada uno? ;Cudnto pagaran todos los x
pasajeros? ( R/. 800000+ 10000(100 —x) y [800000+10000(100 — x)]x).

21. Un avién de cierta compaiiia sale de un aeropuerto internacional cada 3 dias para
Estados Unidos, otro sale cada 7 dias para Argentina y otro sale cada 9 dias para el
Brasil, a partir del primero de enero. ;Cudndo deben salir los tres aviones
simultaneamente, por segunda vez? ;Cuantos viajes habra realizado cada uno? (R/. 63
dias después del primero de enero; 21, 9 y 7 viajes, respectivamente).

22.Un muro tiene 3.6m de largo y 1.08m de ancho. Se trata de colocarle baldosas

cuadradas de mayor area posible. ;Cudl es la medida del lado de cada baldosa? ;Cuantas
baldosas son necesarias? (R/. 0.36m, 30 baldosas).
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POTENCIACION
En lo que sigue a y b denotan ntimeros reales.

1. Potencias enteras

Empezamos definiendo a” para ne N:

1 2

a'=a; a’=aa; a’ =aaa; ..; a" =aa..a
et
n-veces

n

Ahora, si a # 0 definimos a2’ y a™ con ne N como sigue:

a’=1 ya™ =Ln=(a_l)[l
a

Para a =0 no se define a® ni a™, neN.

Propiedades. Para n,m € Z se tiene:

n n
a a
V) |—| =—
b b"
(Teniendo presente las correspondientes restricciones)

Observacién: En general (an)m # a(“m). Por ejemplo, (52)3 =50y 5(23) =5%,

Cuando se escribe a”  se entiende que se trata de a(“m).

2. Potencias racionales

Ahora definiremos a" para reQ:
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Empezamos definiendo el concepto de raiz n-ésima de un niimero real dado a, concepto
que usaremos para definir /™ y posteriormente usaremos a’™ para definir a", r€ Q.

Sea n € N. Todo numero real x tal que x" =a, se dice una raiz n-ésima real de a.

y

Definicion de a’" paraa>0yneN

Supongamos a>0 y ne N. En este caso se puede probar que existe una Unica raiz n-

I/n

ésima real de a, la cual es positiva. Es dicha raiz el numero que se denota a’" o también

va enelcaso a>0 yneN.
Ejemplo: 32"° =3/32 =2, yaque 2° =32.
Definicién de 0'" para neN

Sea n € N dado. Es claro que x =0 es la unica solucion de la ecuacion x" =0; en otras

roo- 7 7 7 1 ro:
palabras, x =0 es la unica raiz n-ésima de 0. Con el simbolo 0 /" denotamos esa tnica
raiz; asi que 0V" =0.

Definicién de a”" para a<0 y ne N, nimpar

Supongamos a <0 y que n es un numero natural impar ( n € { L35,.. } ). En este caso a
tiene una unica raiz n-ésima real, la cual es negativa. Es dicha raiz el numero que se denota
a’™ o también %/a cuando a <0 y n es impar.

Ejemplo: (-8)"° =3/~8 =2, ya que (-2) =-8.

¥ ¥=X

3
(-2)=-8

-
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Notese que si a <0 y n es par, no existe x e R tal que x" =a, es decir, a no tiene raices
n-ésimas reales. En este caso a”™ no esté definido en R.

En resumen: Cuando un nimero a tiene alguna raiz n-ésima real, entonces tiene s6lo una y
es dicha raiz n-ésima la que se denota a’™ o0 Ya. Asi que en todos los casos en los cuales

a'" esté definido, se tiene que (a v n)" = (2/; )" =a.

Definicion de a’, re Q

Si r € Q, entonces r se puede escribir de manera Unica en la forma r =

= |8

con meZ,

neN y m y n sin divisores comunes mayores que 1. Pues bien, si a’ esta definido,

entonces se define a’ = (al/ “)m = (%)m , exceptuando el caso en que a’® =0 y m<0.

m .. PR .,
Tenemos asi que a™m = (al/“) = (R/E)m con las restricciones ya indicadas. También se

] , . \
tiene que a™" =(a"‘)1/n =%a™ , siempre y cuando estén definidos tanto (am)/n (que

denota la raiz n-ésima de a™) como a'®.

Ejemplo: (8)2/3 = (81/3)z =2%=4; (— 8)2/3 = ((— 8)1/3)2 = (— 2)2 =4. Notese que

(-8 = (97)".

Si a¥/™ no esta definido 0 a'® =0 y m<0, entonces a" no esta definido. Sefialamos que
si a >0, entonces a" esta definido paratodo re Q.

Propiedades. Para r y s numeros racionales, se tiene que:

i) aa =a

(Teniendo en cuenta las restricciones respectivas)
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Hay que tener especial cuidado con la propiedad (ar)S =a'®, la cual se da siempre que
a > 0, pero puede no ser valida en situaciones en las cuales a < 0.

Por ejemplo, ((— 3)2 y/z # (— 3)2(1/ 2), pues ((— 3)2 )I/Z =3y (— 3)2’j2 =-3.

RACIONALIZACION
Consideremos fracciones que contienen radicales en sus denominadores, como por ejemplo

B 2 Xx+5
V2! 35T x+1+4/2x+3

Racionalizar el denominador en una tal expresion consiste en multiplicarla y dividirla por
un factor adecuado de manera que se eliminen los radicales en dichos denominadores. De
manera similar entenderemos lo que significa racionalizar el numerador en fracciones cuyo
numerador contiene radicales.

1/4
Ejemplo: Racionalizar el denominador en 2 %/7 , €s decir, racionalizar el denominador
en 42/13.

24 V4 36T Hl436/7

37 = 37367 3

Solucién:

-2
Bz

Soluci()n:M:%\/ﬁ;(ﬁ‘*ﬁ):(ﬁ)z_(ﬁ)z: 3-2 _ 1
B+2 [W3+42){3+42) (\/§+J§)2 (ﬁ+ﬁ)z (ﬁ+ﬁ)z

Ejemplo: Racionalizar el numerador en

Y4 -1
—.

Ejemplo: Racionalizar %/Z —1, es decir, racionalizar el numerador en

((%/Z)z+34+1) it 3

Solucién: %/Z -1= (%/Z - 1) = =

((Q/Z)zﬁ 4+1j ((%/Z)Z# 4+1j ((%/Z)Z# 4+1)'
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TALLER NUMERO 3

1. Efectuar las operaciones indicadas, simplificar e indicar las restricciones (si las hay):

i) xV2x 3 ity (x° ) iif) 464x%y* /2 ) 1ot 2t
X X

2. Verificar que:

34
i) (@j -5 i) (021672 = 2/3

16 125
B
6 39 -3/6 +3/a 5

5
1ii) (\/E—IX6+\/3)

v) 34162 - 74/32 + 41250 =0 vi) 416 +3/81-3/-512 +3192 -769 =13-3%3

1 n
19" 6)e) J3-42 1586
vil) | ———=—==—+| =27 viii) =
343" 5J3-432-2J12-4/50 159

-4
b2c /2 \/b_l/zc 1 2
ix) |3 3 =1 x + =2 +43
) [\/b'l/zc2 ¢ b ) \/5—1 \/§+1

) Xa+b x 0o\ xora _ i) 3/; _ 3/y _ §/X2 _ 3'..,//}’2
x® x> | x*® 3/x? —,3\xy+,—'.?/yi2 X+y

3. Encontrar r tal que:

B 2f8-2 R.1=-)) w5 =3 =)

4. La frecuencia de oscilacion f de un péndulo simple esta dada por f = 2i\/% , donde
T

g =9.8m/seg”’ es la aceleracién debida a la fuerza de gravedad y L es la longitud del
péndulo. Muestre que f se reduce a la mitad si la longitud del péndulo se cuadriplica.
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EXPONENCIACION Y LOGARITMOS

Exponenciacion
Ahora consideraremos la expresion a* para a >0 y x cualquiera en R.

Ya hemos definido a’ para todo r racional, si a >0; también puede definirse (aunque aca

no se dird como) a* para todo x irracional, con lo cual quedaria definido a* para todo
.., XeR (verla ﬁgura@siguiente, que corresponde al caso a >1).
'

6
¥, y=a¥
¥ /

(1,

B

FIGURA 6

LU & RIBTG £, 4 & AR & O 7 & T hpiiienee,

St

Propiedades: Para x,ye R, a>0 y b >0, se tiene:
D 2>

ii) a%a¥ =a™"

vi) a’=1

vii) 1* =1
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Logaritmos

Sea a>0. Dado y >0, existe un inico x € R tal que a* =y (ver figura 6 anterior). Ese
mimero x es llamado el logaritmo de y en la base a y se escribe x = log,, (y) Asi que

X

x=log,(y)=a" =y
Se da entonces que log, (a"): x paratodo xeR y a'e0) = y paratodo ye R".

Casos especiales: log,, (y) se denota simplemente log(y); loge(y) se denota ln(y) y se lee
“logaritmo natural de y”.

Ejemplo: En la siguiénte tabla aparece, en cada fila, un par de relaciones equivalentes:

Relacion Relacién
exponencial logaritmica
20 =1 log,(1)=0
2'=2 log,(2)=1
22 =4 log,(4)=2
210 —1024 log,(1024)=10
27 =12 log, (1/2)=-1
2 =116 log, (1/16)= -4
22 =2 log,(v2)=1/2
102 =100 log(100)=2
107 =0.001 | log(0.001)=-3
e’ =1 In(1)=0

Propiedades: Para a, b, x, y niimeros reales positivos, se tiene:

i) log,(xy)=log, (x)+log,(y).
ii) loga(ij =log, (x)-log, (y).
y

iii) log, (xy ) =ylog, (x) .
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log, (y)
log, (a) .

iv) log,(y)=

V) loga(l)=0 (pues a° =1).

vi) loga(a):l (pues a! =a).

Demostracion de i): Como a8 (Hos.0) _log (x)y log (y)

w0g, (xy) =log, (x)+log, (y).

Xy, entonces

Demostracion de iv): Sea x = loga(y). Entonces a* =y y por tanto log, (aX )= log, (y); y

como logb(aX ): XIogb(a)’ entonces Xl°gb(a) = logb(}’)a de donde x = logb(Y)log (a)'
b
Asi que

lo
log. (1) = 25(y)
log, (a)
Ejemplo: Un cultivo de bacterias se duplica cada 3 horas. Si inicialmente habia 32

bacterias, hallar la poblacion de bacterias al cabo de t horas. ;Cuantas bacterias habra al
cabo de un dia? ;Cuando se cuadriplica la poblacion inicial?

Solucién: Sea P() la poblacion de bacterias al cabo de t horas. 'Entonces P(0)= 32,
P(3)=2(32), P(6)=P((D(3) = 2(2(32)) = 22(32), P(9)=P((3)3)) = 22°(32))= 2°(32),
y en general, P((m)(3))=2"(32). Por tanto, P(t) = P((m)(3))=2"(3 ) 23(32).

t=3m _t,
M3

Asi que la poblacién de bacterias al cabo de t horas es P(t)=2"3(32).

Al cabo de un dia, t =24 y P(24)=22**(32)=2%(32)=2" =8192, es-decir, al cabo de un
dia habra 8192 bacterias.
La poblacién de bacterias inicial se cuadriplica cuando P(t)=4(32), es decir, cuando

t

23 (32)=4(32), o sea cuando 23 =4=22 , esto es, cuando — =2, lo cual ocurre sélo

cuando t=6 (también se puede trabajar como sigue: de 2¥3 =22, se obtiene
log2(2t’3)= 10g2(22), es decir, ;log2(2) =2log,(2), y como log,(2)=1, entonces ; =2,

es decir, t = 6. Total que la poblacion inicial se cuadriplica cuando han transcurrido 6 horas.
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TALLER NUMERO 4

1. Verificar que log, (—1—) _2 .
J\243) 2

2. Calcular:

i)log 1, (16) (R/.8) ii) 32° @ (Ayuda:3=9'2. R/, 2)

410g3 (2

iii) 3 ) (R/. 16)

3. Dado que log(S) =0.6990 y log(9) = 0.9542, calcular valores aproximados de:

i) log(2) (R/.0.3010) ii) log(3) (R/. 0.4771) iii) log(45) (R/.1.6532)
iv) 1og@j (R/. 0.2552) v) log(125) (R/. 2.0970)

4. Resolver las siguientes ecuaciones:
i) 6271 =36 (R/. x=3/2) i) log, (x +3)=-1(R/. x=-5/2)

e100

iii) 2In(4x)=100+In(2x) (R/. x = o) mats ob*) (RV. Tog,, (¢))

v) log, (5x —6)=2 (R/. x=2,3) vi) log, (x)=1log, (a) (R/.x =a,a™)

vii) (5 =57 )2 =3 (R/. x =log; (3 ++10) ) viii) (log(x))® =log(x* )(R/. x =1,100)

9 4log2(x) 5 2(10—410g(x3))
ix) (5) = (J (R/. x =10,10°)

x) log(x) = log(3)+ 2log(2)- %log(l 6) (R/. x =3/2)

xi) log,, (3/x)+log2(x)=1 (R/.x=1,3,97") (Ayuda: pasar a log,(x) ).

5. Para medir la longitud de los sismos se usa la escala de Richter. La formula para la
escala de Richter es R = log(I) donde R es el numero de Richter e I es la intensidad del

sismo. Exprese la escala de Richter en forma exponencial (R/. I=10%)

6. Si cierta cantidad de dinero P se invierte al 5% de interés compuesto de manera
continua, entonces después de t afios el valor I de la inversién es I = Pe®®'. ;En cuanto
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tiempo se duplicard la cantidad de dinero P invertido? (Ayuda: In(2)=0.69. R/.
t 2 13.8 afios).

7. Una compaiiia farmacéutica esta desarrollando un organismo que sera utilizado en una
vacuna y cuyo crecimiento estd dado por Q =400 (31“ ), siendo Q la cantidad de
organismos en el tiempo t (en horas) transcurrido desde cuando se anotd la cuenta inicial

y k es una constante. Sicuando t = 2% horas, Q =1200, encontrar k y hallar el nimero
de organismos después de 5 horas de haberse iniciado el conteo. ( R/.k = 0.4; Q = 3600

0rganismos).

8. La temperatura T de un objeto después de un periodo de tiempo t es
T=T, +(T,-T,)e™™", donde T, es la temperatura inicial y T, es la temperatura del
Ty + T,

medio circundante. Hallar t para el cual T = . (R t=2In(2)).

9. Un cultivo de bacterias se triplica cada dos horas. Si inicialmente habia 27 bacterias,
hallar la poblacion de bacterias al cabo de t horas. ;Cuantas bacterias habra al cabo de 6

horas? ;Cuando habra 243 bacterias? (R/. P(t) =32 729 bacterias, t =4).
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RECTAS

La recta que pasa por dos puntos (xl,yl) y (xz,yz) del plano cartesiano R?, estd

constituida por todos aquellos puntos (x,y) tales que YV _ V2N e figura
siguiente:
y v 1
(%3, ¥5) (X ¥)
&, ¥) I . (%5.5%,) .
Coydl gt G| i
R L e——
L—_X"Xl + X2-X1 —
" > } X A, v '] .4
XyoX, )

Notese que no importa si se intercambian los puntos, pues:
Vo= _ Y172

El nimero 22~ 7! se llama la pendiente de la recta y se acostumbra denotar por m. Asi,

Y=Y m, 0 sea y—y, = m(x—xl). Luego y=mx+y, —mx,, que es de la forma

y=mx+b donde b =y, —mx, . El nimero b es el valor de y cuando x =0.

Reciprocamente, toda ecuacion de la forma y=mx+b donde m y b son constantes,

corresponde a la ecuacién de una recta de pendiente m. En efecto, si (x,,y,)y (x,,y,) son

puntos que satisfacen la ecuacion y =mx+b es porque y, =mx, +b y y, =mx, +b;
- +b— + - .

Y27y _ X b (mxl b) _ m(xz Xl) = m, es decir, Ya— Y1 —m.

X, 7X X, =X Xy =X X; X

Por ejemplo, la recta que pasa por (— 1,—2) y (3,1) estd formada por aquellos puntos (x,y)

luego

tales que 1__((:?))= ;__((__3 Luego );:j =i, 0 sea que y+2=i(x+1), es decir,

= ix _3 . Esta recta tiene pendiente i y pasa por el punto (0, - jj Su grafica es

como se indica en la siguiente figura:
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v = (3/4)x-5/4

Es de anotar que, en el plano cartesiano, toda recta que de izquierda a derecha “sube” tiene
pendiente positiva, y que toda recta que “baja” tiene pendiente negativa. Es mads, la
pendiente nos indica lo que se debe “ascender” o “descender” verticalmente cuando se
avanza una unidad horizontalmente hacia la derecha. En efecto, si y=mx+b es la

ecuacion de una recta y si de x, se pasa a x,+1, entonces y, =mx,+b pasa a
m(x, +1)+b,y entonces m(x, +1)+b—{(mx, +b)=m.
Las rectas horizontales tienen pendiente cero y sus ecuaciones son de la forma y =k, conk

constante. Las rectas oblicuas tienen pendiente m# 0 y las rectas verticales tienen
ecuaciones de la forma x = ¢, con ¢ constante, y se dice que tienen pendiente infinita.
Toda ecuacion de la forma ax+by =c¢ con a, b y ¢ constantes, a0 o b= 0, representa

) , c
una recta. En efecto, si b=0, se tendria ax =c con a # (0 y entonces x =-— que es una
a

. . a c
recta vertical. Si b# 0, entonces by =—ax+c,o0sea y= 3 X + b’ la cual es la recta con

pendiente — : y que pasa por el punto (O, E) .

Ejemplo: Supongamos que un fabricante utiliza 100 libras de cierto material para producir
dos tipos de fertilizantes. Si el fertilizante del tipo I requiere 4 libras del material por unidad
y el del tipo II requiere 2 libras por unidad, entonces 4x +2y =100 representa todos los

niveles de produccion cuando se producen x unidades del fertilizante tipo I e y unidades del
fertilizante tipo II. Por tanto, y=-2x+50,con x>0 e y2>0. De acé se infiere que por

cada unidad adicional que se produzca del fertilizante tipo I, se debe disminuir en dos
unidades 1a produccién del fertilizante tipo II, pues se requieren 4 libras mas del material.

RECTAS PARALELAS

Dos rectas de ecuaciones y=m;x+b; y y=m,x+b, son paralelas si y sélo si m; =m,.
En efecto, referirse a las siguientes figuras:
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Li:y=mx+b, L2:y=m2x+b2

Para indicar que las rectas L; y L, son paralelas, escribiremos L,//L,. Asi que
L,/L, ©m; =m,.

RECTAS PERPENDICULARES
Dos rectas de ecuaciones y=m;x+b;, y y=m,x+b, son perpendiculares si y solo si

m;m, =—1. En efecto, referirse a las siguientes graficas:

y1 Lay=myz+bz Lyy=mx+b

}—mz b4

/

Si tomamos una unidad hacia la derecha del intercepto entre las dos rectas, la recta L;
“sube” m, unidades y la recta L, “baja” m, unidades. Entonces, si L, y L, son
perpendiculares, lo cual se nota escribiendo L, L L,, es porque en el punto de interseccion

, T . o\ .
se forma un angulo de 5 radianes, y por el reciproco del teorema de Pitagoras, se satisface
1= ml(— m, ), o sea mym, =—1. Reciprocamente, si m;m, =—1 es porque en el punto de

. ., , T ..
interseccion se forma un angulo de — radianes.
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SISTEMAS DE DOS ECUACIONES LINEALES CON DOS INCOGNITAS

Dados numeros reales a,, a,, b;, b,, ¢; y ¢,, al par de ecuaciones a;x+b;y=c, y
a,x+b,y =c, se denomina un sistema lineal de dos ecuaciones en las dos incognitas x, y
(o sistema lineal dos por dos). Cualquier pareja de nimeros reales (x,y) que satisfaga
simultineamente las dos ecuaciones se dird una solucion del sistema. Como cada una de
estas ecuaciones representa una recta, podra ocurrir que las rectas se cortan en un uUnico
punto, en cuyo caso la solucion del sistema es unica; o bien las rectas coinciden, en cuyo
caso el conjunto solucidn estard constituido por todas las parejas que estan sobre esa recta;
o bien las rectas resultan paralelas y disjuntas, en cuyo caso no habra pareja que satisfaga el
sistema, es decir, el sistema no tiene solucion (el conjunto solucion es vacio).

. . . 1
Ejemplol. Resolver los siguientes sistemas: i) 3x+y=4,y, 3 Xx—-y=-3

ii) 2x -3y =6y, —3X+Zy=—9 iii) 2x-y=7,y, 6x-3y=14
3x+y=4
Solucion: i) El sistema se puede escribir también en la forma < | 3 La suma de
— X — y = —
3

los “miembros izquierdos” de cada ecuacion es igual a la suma de los “miembros derechos”,

asi que (3 + ;")x =1, es decir, l?f)x =1],0sea x= 1?;) . Reemplazando, por ejemplo, en la

primera ecuacion, se obtiene 3(1?’()) +y =4, de lo cual se obtiene y =4— 190 = fé Luego
3 31

la Ginica solucién del sistema es (x,y)=| -,
1010

]. Noétese que de la primera ecuacion es
. 1
y=-3x+4 y de la segunda ecuaciéon es y= 3 x+3, y entonces las rectas son

perpendiculares, ya que (— 3):1)’ = -1, lo que se puede verificar graficando las dos rectas
dadas.

2x—-3y=6 ’
ii) El sistema dado es 9 9 Multiplicando la segunda ecuacion por 3 se

-3x+—-y=-
7Y

obtiene la ecuacion —2x+3y=-6, o equivalentemente, 2x —3y =6, que es la misma
primera ecuacion. Luego las dos ecuaciones representan la misma recta 2x —3y =6, y el
conjunto solucion estd formado por todas las parejas (x,y) tales que 2x—-3y=6. Por

ejemplo, (1, - :j es solucion del sistema, ya que cuando x =1, 2—-3y =6, 0 sea —3y =4,
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. 4 . . . .
es decir, y = - También {0,~2) es solucion del sistema. En general, todas Jas parejas de

niimeros reales de la forma ( 6+23y s y) con y € R, son las soluciones del sistema dado.

2x—-y =1

iii) El sistema dado es { . Multiplicando la primera ecuacion por 3 se obtiene

x-Sy =14

. . ) ) 6x -3y =21
6x —3y =21, es decir, el sistema dado es el mismo sistema y , Y es claro que
6x—3y=14
este sistema no tiene solucion, pues no existe una pareja (x,y), de numeros reales, que
satisfaga simultaneamente estas dos ecuaciones, ya que esto llevaria al absurdo 21=14.
Asi que la solucién es el conjunto vacio, es decir, el sistema dado no tiene solucién. Notese

. . . 14
que de la primera ecuacion se obtiene y =2x—7 y de la segunda y = 2x — 3 Luego las
dos rectas son paralelas, pues tienen igual pendiente, pero pasan por puntos diferentes, la

primera por (0, - 7) y la segunda por (0, - 1:)

Ejemplo 2. De acuerdo con la dieta programada para un bovino, cierto veterinario
recomienda el consumo mensual de 90 libras de avena y 42 libras de maiz, ademas de heno,
pasto y agua. Si se dispone de dos tipos de alimento, en el que cada libra del alimento tipo [
contiene 5 onzas de avena y 2 onzas de maiz, y cada libra del alimento tipo II contiene 6
onzas de avena y 3 de maiz, ;cuantas libras de cada alimento debe usar para obtener la
mezcla deseada?

Solucion: En la siguiente tabla se indican los contenidos de avena y maiz de cada uno de
los alimentos de los tipos I y II:

Alimento tipo I | Alimento tipo I | Consumo mensual
Avena 5 onzas/libra 6 onzas/libra 90 libras
Maiz 2 onzas/libra 3 onzas/libra 42 libras

Sean x: # libras del alimento I que debe usar en la mezcla
y: # libras del alimento I que deben usarse en la mezcla.

Como cada libra del alimento tipo I contiene 5 onzas de avena, x libras de dicho alimento
contendran 5x onzas de avena ((5 onzas/libra) (x libras) =5x onzas).
De la misma manera, como cada libra del alimento tipo II contiene 6 onzas de avena, y
libras de dicho alimento contendran 6y onzas de avena. Como el consumo mensual
programado de avena es de 90 libras, y cada libra contiene 16 onzas, entonces debe
satisfacerse:

5x +6y=90(16), esto es, 5x+ 6y =1440.

Analogamente, para el maiz, debe satisfacerse:
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2x +3y = 42(16) = 672
O sea que debemos resolver el sistema lineal de ecuaciones:
5x+6y=1440
{2){ +3y =672

Multiplicando ambos miembros de la segunda ecuacion por —2, se obtiene la ecuacién
equivalente —4x -6y =-1344. Ahora bien, sumando miembro a miembro esta ultima
ecuacion con la primera ecuacion se obtiene x =96. Reemplazando este resultado en la
segunda ecuacién inicial se obtiene 2(96)+ 3y = 672, de donde se obtiene y =160.

Asi que el veterinario debe usar 96 libras del alimento tipo I'y 160 libras del alimento tipo IT
.,ara obtener la mezcla deseada.

LAS CONICAS

Una conica es el lugar geométrico de todos puntos (x,y) del plano cartesiano tales que su

distancia a un punto fijo, llamado foco, dividida por su distancia a una recta fija, llamada
directriz, es una constante positiva e, llamada excentricidad de la conica. Si e =1 la cénica
se denomina parabola, si e <1 la conica se denomina elipse y si e>1 la coOnica se
denomina hipérbola.

Ecuaciones canénicas de las conicas
2 2
. - - S . a a
Las ecuaciones canonicas de las conicas cuyas directrices satisfacen x = (oy= )
c :

y cuyos focos tienen por coordenadas (c, O) ( o respectivamente (O, c)) y la excentricidad es

C . . o Kons
c=-,8¢ denominan ecuaciones canonicas de las cOnicas.
a

Las ecuaciones canodnicas de la parabola son de la forma y = (41 )xz, donde la directriz
C

. . a’ . v )
tiene por ecuacion y =—c =—-, la excentricidad es e = — =1, es decir, c=a, y el foco es
c a
2

b

(0,¢); o son de la forma x =( l)yz donde la directriz tiene por ecuacién x = —c = -
c

4c

la excentricidad es e = - =1 y el foco es (¢, 0).
a

En efecto, por ejemplo, si (x,y) satisface:

distancia de (x,y) al punto fijo (OLQ _1
distancia de (x, y) a la recta y=—

0 +y-f

Jx=xP +(y-(o)f

entonces

=1. Ver la figura siguiente.
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Parsbola y = (1/(4c)) x2

De donde x* +(y—c)2 =02 +(y+c)2,oseaque x? +y? —2yc+c? =y +2yc+c?.

Luego x° = 4cy, es decir, y = (41])(2 )
c

. . 1
Reciprocamente, si (x, y) satisface y = (4)){2 , entonces
c

Slistancia de (x, y) al punto fijo (O,C) A\,/FXZ +(y—c)2

distancia de (x,y) a la recta y=—c /(x —x) +(y-(- c))2

Jdoy+ly=cf _ [y +2ey+c®

o+ Ly +2ye+c?

2 2
+Zz =1, donde la(las)

esto es, el punto (x,y) esta sobre la parabola.

Las ecuaciones canonicas de la elipse son de la forma 5
a
a’ c
directriz(directrices) tiene(n) por ecuacién(ecuaciones) x =+, la excentricidad es e =

c

b

a
a’ =b? +c? y el(los) foco(s) tiene(n) coordenada(s): (c,O) (y (— C,O)); o las ecuaciones
2 2
son de la forma y2~ +z2 =1, donde la(las) directriz(directrices) tiene(n) por
a

2

., . a . c
ecuacién(ecuaciones) y =+~ , la excentricidad es e= -, a’ =b* +c? y el(los) foco(s)
c a

tiene(n) coordenada(s): (O,C) (y (0,—c)). Aca suponemos que , b y ¢ son positivos.

En efecto, por ejemplo, si (x,y) satisface:
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distancia de (x,y) al punto (c,0)

=° (=e), es decir, —- .=

2 a ! 2 a
distancia de (x, y) a la recta x = EC— (:_XJ + (y—y)2
i
De donde (x —c)2 +y’ = ( - XJ
2 2
O sea que x> —2cx +c¢2 +y? a 2—?—2{—+x2 . Luego x*+c?+y?=a’+ %xz,
a’|c? c a
c? a? —c?
es decir, (1—2}(2 +y?=a?—c?, asi que (2]){2 +y? =b? (recordar que
a a
2 2
a’? =b% +¢?), y entonces XZ— + —y7 =1,
a® b
¥yt x=a%lc
_ .2 (0,6)
x=-a*lc =y
(-a,0)\ F1= ~(c0)(a0)
(0.-b)
x2fa? +y2.l"b2 =1
X2 y? X2
(Notese que, de — =1- e se tiene que —- <1. Luego —a<x<a. Andlogamente, de
a a
y? X2
b2 =1- .2 se tiene que —b<y<b).
x2 2
Reciprocamente, si (x, y) satisface —5+ b 5= 1, entonces
a
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distancia de (x,y) al punto (c,0

)

a?

distancia de (x,y) a la recta x =~
c

" 2
X 2.2
\'/(X—C)z"'bz(l_azj 4\/x2—2cx+cz+b2—bf

Ul a2
\\ a
¥

o
| b 2

{1 }(2—2cx+a2 /c—x2—2cx+a2
e 2

J

I 2

et , .at at e

L X2 xt W x=

Va C Cc c \“ C C

, . c
Esto es, (x, y) estd sobre una elipse, pues — <1, ya que al ser a? =b? +c?, entonces
a

a>c.

Se puede probar que:

istancia de a(—c0 c . , . x? 2
dis (x.y) a (-¢0) 5= si y solo si — + y2 =1 donde
. . a a a” b
distancia de (x,y) a la recta x=—"—
c
a? =b% +c?.
Analogamente se puede demostrar que las ecuaciones canonicas de la hipérbola son de la
2 2

forma ff—sz—i% =1, donde la(s) directriz (directrices) tiene(n) por ecuacién (ecuaciones)

2

- c .

x=t2 , la excentricidad es e=-, c?=a?+b% y el (los) foco(s) tiene(n) por
c a

2 2
coordenada(s) (O,C) (y (0,—0)); o son de la forma y—z—x\z =1, donde la(s) directriz
a
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2

. . . . . a .. c
(directrices) tiene(n) por ecuacidon (ecuaciones) y=1—, la excentricidad es e=—,
c a

c? =a’ +b? y el (los) foco(s) tiene(n) por coordenada(s) (c,O) (y (— c,O)). Aca también
suponemos que a, b y ¢ son constantes positivas. Ver la figura siguiente:

232 y22=1

/ =_a%jc x=a%lc ™
y = (bla)x x=-aic y= - (bla)x
, <2 y? ‘ x2
(Notese que,de ~, =1 +rb—2 se obtiene -~ -21,0seaque x2a 0o x<-a).
a a

Esto es, por ejemplo, que (x,y) satisface:

) ) ) 5

distancia de (x,y) a (C’O) 5 =% s y sélo si X—z—y—zzl, donde c¢? =a% +b?,

a
distancia de (x, y) a la recta x= a a
c
i i —c.0 ) ' 2 2
y dls@nma de (x,y) a ( & ) *;:E si y soOlo si Xz_; =1, donde
a a

. ) a
distancia de (x,y) a la recta x=—"—
c
c? =a’+b%.
Observaciones generales

En la ecuacién candnica de la pardbola y = (41))(2 (o x= (41 )y2 ), el punto (0, 0) se
c c

llama el vértice de la pardbola, y es el tnico punto de la pardbola donde a un valor de y le
corresponde un unico valor de x (o respectivamente, a un valor de x le corresponde un
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unico valor de y). Cuando c >0, la pardbola se “abre hacia arriba” (respectivamente,
“abre hacia la derecha), y cuando ¢ < 0, la parabola se “abre hacia abajo” (respectivamente,
“abre hacia la izquierda), el foco es (c, 0) (o (0, c)) y la directriz es y=-c(0 x =~c¢).
x2 2 v:  x?
En la ecuaciéon canoénica de la elipse ——2+b—2 =1 (0 5+ =1), como a?>b?,
a
entonces 2a es la longitud del eje mayor y 2b es la longitud del eje menor (a? =b? +¢?,
¢>0). Si a’? =b?, caso en el cual ¢=0) la elipse en realidad es una circunferencia de
radio a=b.

2 2 2 2
En la ecuacion canodnica de la hipérbola EZ— - l)), ,=1(0 '}Lz* - }—5 =1), 2aes la longitud del
a
eje transverso y 2b es la longitud del eje conjugado. Si a =b se denomina hipérbola
2 2
equilatera. De 3—(—7 - —y2 =1, se obtiene:
a’
x l}),j( j: y dividiendo ambos miembros por x2, se llega a que
a
! yb](l y j 7—12 . Por tanto, para x “suficientemente grande” es
a x Aa bx) x
! ybj(l + by j ~0, oseaque y~ b X0y= —Ex , lo que significa que para valores
a bx a a

de x “suficientemente grandes” la hipérbola se “acerca” a las rectas de ecuaciones

b . . "
y =% X,y se denominan estas rectas asintotas de la hipérbola.
a

(5]

2 y: x?
=1 se infiere que ~--— " =0

aZ b2

<

.. . . , X
En definitiva, lo anterior se puede resumir asi: De — =

a 2

=3

; . X X
para |x suficientemente grande, esto es, (_l)),j[+ l}),) ~( para valores grandes de
a a
y: x?
Analogamente, de - - . =1 se llega a que para x “suficientemente grande” es

2
a

2 2

5= )1;2 ~ 0, es decir, que la hipérbola se aproxima a las asintotas y = +2x.

a

Para las ecuaciones candnicas de la elipse y de la hipérbola, diremos que (0,0) es su centro
y que sus vértices son (a,O) y (— a,O) (o bien (O,a) y (0,—a)) y finalmente que los focos
son (c,O) y (- c,O) ( o respectivamente, (0,0) y (0,—0)).

Si el vértice de la pardbola es (h, k) y la directriz es paralela al eje x (o paralela al eje y), la

ecuaciones y—k = 41 (x - h)2 (o respectivamente, x —h = 41 (y- k)2 ).
C C
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Si el centro de la elipse es (h,k) y las directrices son paralelas al eje y (o paralelas al eje x),

2 2 2 )
(x —2h) + (y ;21( ) =1 (o respectivamente, (y _2k) + (3‘ _2h) =1).

a a
Si el centro de la hipérbola es (h,k) y las directrices son paralelas al eje y (o paralelas al eje

su ecuacion es

—h) —k)P ) - -
X), su ecuacion es (x 5 ) = (y " 2k ) =1 (o respectivamente, (y 2k)2 - (szh)z =1).
a a
Ejemplo 1. y = -3x? es la ecuacién de una pardbola donde 41 =-3, es decir, c =— 11
c

Luego su foco es (0,—112) y su directrizes y=—c= 112 Ademas, la parabola se “abre

hacia abajo”. Ver la figura siguiente:

y=1/12: directriz _____]
-1

y=-3x?

Ejemplo 2. Si x= 4y* +8y +6, entonces x = 4(y2 + 2y)+ 6= 4(y2 +2y+ 1)+ 6-4. Es
decir, x = 4(y + 1> +2, o equivalentemente, x —2 = 4y + 1/, 0sea x-2= Hy-(- 1)y,

que es la ecuacion de una parabola donde 41 =4, es decir, ¢c = 1 16 ; el vértice de la parabola
c

es (2,-1) y se “abre hacia la derecha”. Por tanto su foco es de coordenadas (2 + 116 ,—1) ,

su directriz es de ecuacién x =2 — 116 . Observe que el intercepto de la parabola con el eje x

es el punto (6,0) (si y=0 en la ecuacion de la pardbola, entonces x =6) y no hay

intercepto de la paradbola con el eje y, porque al ser x =4(y+1)2 +2, entonces X =2
cualquiera sea el nimero real y). Ver la figura siguiente:
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x=2-1/16 : Directnz

X=43r2+ By+6

5=

\

Ejemplo 3. Si 9x% +4y* —36x —8y +4 =0, entonces 9(x2 —4x)+ 4(y2 - 2y): —4,y asi
9[(x —2) - 4]+ 4[(y ~1) - 1]: —4. Por tanto, 9(x—2)* +4(y—1) =—4+36+4, o seca

2 2
9(x —2)° +4(y—1)° =36. De donde (x _42) + (y—91) =1, que es la ecuacién de una

elipse de centro en (2,1), con a2=9 (a=3), b’=4 (b=2) y como a’=b?+c?,

entoncesc’ =a’? —b% =5, el eje mayor de la elipse es de longitud 2a =6 y su eje menor
de longitud 2b=4. Ver la figura siguiente:

(0,11

~—
M
1
N
e
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Ejemplo 4. Hallar la ecuacion de la conica (elipse) cuyos puntos (x,y) satisfacen que su
distancia al punto fijo (4,1) sobre su distancia a la recta de ecuacién y =x es ;

Solucion: Notese que efectivamente la conica en consideracion es una elipse, porque su

. 1 . _—
excentricidad es e = 3’ que es menor que la unidad. Ver la siguiente figura:

Sea (x,y) un punto de la cénica. Entonces la distancia de (x,y) al punto fijo (4,1), foco, es

(x—4) +(y-1).
Hallemos la distancia de (x,y) a la recta, la cual es la distancia de (x,y) al punto (x,,y,)
(pie de la perpendicular a L que va de (xo,yo) a (x,y)). Para ello hallemos (xo,yo) en
términos de (x,y):

Como (x,,y,) estd en la recta de ecuacién y=x, entonces y, =X,. Ahora, como el
segmento que une (xo,yo) con (x,y) es perpendicular a la recta y =x, entonces su

. - -1 . .
pendiente es Y=o _ 1 =1 (por ser el segmento perpendicular a la recta y = x, que tiene

pendiente igual a 1). Luego y—y, =%, —X.

Asi que, y+X =Yy, +X, =2X,, Y entonces X, =y, =

+ .
y—zx De aqui se tiene que la

distancia de (x,,y,) a (x,y) es / (x - x{)i +Zy - yo){ = /E(x— x0)2 . Esto es,

o YtX| 5 X-y Ix-y

a"(x:xo)z +(y—y0)2 =»~f2‘1 X — X, } =~-\2‘ x——zr—r | =42" T Asi que la
e —aV (o1 Y
coOnica satisface ! (x 4) * (y 1) = L , es decir, (x —4)2 + (y —1)2 = (’,‘, ——y)— .
Xy 3 18
J2
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O sea x*—8x+16+y? —2y+1=%(x2 —2xy+y2). En definitiva, la ecuacion de la

L. 17 , 1 17 ,
conicaes — X"+ xy+ —y  —-8x-2y+17=0.
TR IRART Y

TALLER NUMERO 5

1. (Definicién clasica de elipse, hipérbola y pardbola) a) La elipse es el lugar geométrico
de todos los puntos (x, y) del plano que satisfacen que la. suma de sus distancias a dos
puntos fijos diferentes, llamados focos, es una constante positiva. Si los focos tienen
coordenadas (c,0) y (-¢,0), y la suma de las distancias del punto (x,y) de la elipse a

esos puntos fijos es 2a, con a >0, a constante, entonces verificar que la ecuaciéon
2 2

: X
satisface -, +y—2 =1, donde b?=a’-c?. Comprobar que, en este caso, la
a- b
2 2
. c . . . a a
excentricidad es e = — y las ecuaciones de las directrices son x = y X=—
a c c

b) La hipérbola es el lugar geométrico de todos los puntos (x,y) del plano que
satisfacen que el valor absoluto de la diferencia de distancias de (x,y) a dos puntos fijos
diferentes, llamados focos, es una constante positiva. Si los focos tienen coordenadas
(c,O) y (— c,O), y el valor absoluto de la diferencia de distancias del punto (x, y) de la

hipérbola a esos puntos fijos es 2a, con a >0, a constante, entonces verificar que la
2 2

., . X
ecuacion satisface —- — y2” =1, donde b* =c? —a?. Comprobar que, en este caso, la
a® b
2 2
. c . . . a a
excentricidad es e =~ y las ecuaciones de las directrices son x =— y x=~"-.
a c c

¢) La definicion clasica de la parabola coincide con la definicion via la excentricidad
como se puede facilmente inferir.

2. Analizar las siguientes ecuaciones y decidir a qué conica correspondes:
a) x> -9y +2x+18y—17 =0 (R/. Hipérbola ).

b) x=3 —i 5-y? :4y (R/. La mitad inferior de una elipse con eje paralelo al eje y).

3. Hallar la ecuacién de la cénica (hipérbola) cuyos puntos (x,y) satisfacen que su
= distancia a (— 2,1) sobre su distancia a larecta y = 2x +1 es igual a 4.
‘ (R/. 59x% +11y° — 64xy + 44x — 22y =9).
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ALGUNOS ELEMENTOS DE GEOMETRIA

El drea de un rectangulo cuyos lados tienen longitudes a y b es aby el perimetro de
dicho rectangulo es 2a + 2b. (Ver la figura 7):

a

FIGURA 7

A partir del area del rectangulo se pueden encontrar las areas de algunas otras figuras
geométricas. Por ejemplo, el area de un paralelogramo, de lados con longitudes ay b y
altura h es ah. Ver la figura 8, a) siguiente.

[~

2
. FIGURA 8 b)

La figura 8, b) ilustra la prueba de la formula del area de un paralelogramo.
El perimetro del paralelogramo de la figura anterior es 2a +2b.

El area de un tridngulo, como el que se muestra en la figura 9, a) siguiente, es ah/2.
La figura 9, b) ilustra la prueba de la férmula del area de un triangulo.

FIGURA §

El perimetro del triangulo dibujado en la figura 9 anterioresa+b +c.

Observacion 1: Los triangulos ABC, ABD, ABE y ABF de la figura 10 siguiente tienen la
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misma 4rea y tal area es ’ﬁ 'h / 2 ( Ver la figura 10 ). Aqui |ﬁ’ representa la longitud

del segmento que une los puntos A y B.

FIGURA 10

Observaciéon 2: En la figura 11 siguiente, el 4rea del triangulo ABC es
ah/2 =bh/2 =cH/2 (Observe bien la figura 11)

FIGURA 11

A partir del area de un triangulo se puede hallar el area de poligonos. Por ejemplo el area
del cuadrilitero de la figura 12, a) siguiente es %'fﬁl(hl +h,) (para la deduccion de

esta férmula, observe la figura 12, b)).

FIGURA 12
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El drea de un trapecio de altura h, base mayor de longitud B y base menor de longitud b,

como el de la figura 13, a) siguiente es (B i b]h , que es igual a la suma de las areas de los

dos triangulos que se observan en la figura 13, b).

FIGURA13

Teorema de Pitagoras: En todo tridngulo rectangulo, el cuadrado de la hipotenusa es igual
a la suma de los cuadrados de los catetos.

Para el tridngulo de la figura 14, a), el teorema de Pitagoras dice que
r’ =a’ +b?

Para la prueba basta observar la figura 14, b); en ella se tiene que

r’ =4—+(a—b)2 =a’+b’

FIGURA 14

A partir del teorema de Pitagoras se deduce que h> = mn (reciproco del teorema de
Pitagoras). Ver figura siguiente:
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En efecto: (m+n)2 =a?+b’ = (h2 +m2)+ (h2 +n2)= 2h? +m? +n?.

Luego 2mn = 2h?, y asi mn =h?.

El niimero © (pi)

Desde hace aproximadamente 4000 afios, se noté que el numero de veces que el diametro
de una circunferencia esta contenido en la longitud de ella es siempre el mismo, cualquiera

sea la circunferencia. Ese valor constante de la razén

longitud de la circunferencia de radio r
2r

se representa por la letra griega m. Tal nimero 7 no es racional y su valor aproximado es
3.1416.

C

Se sigue de la relacion anterior que si C es una circunferencia de radio r, entonces
longitud de C=2nr

Medida de angulos (no dirigidos o no orientados)

Los angulos se miden en grados y en radianes. La medida en grados es bien conocida y por
ello sélo nos referiremos a la medida en radianes.

Consideremos un 4ngulo o, como se muestra en la figura siguiente. En dicha figura el
arco AB, de la circunferencia de centro en O y radio r, tiene longitud L.
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, . L . . .
Un hecho notable para el angulo a es que el cociente — es siempre el mismo, cualesquiera
r

sean r y su correspondiente L. Ese valor constante se dira la medida en radianes del
dngulo o.

. . ) , L .
Por tanto, si 0 es la medida en radianes del angulo o , entonces — =6 obien L =10.
r

Por ejemplo, de la figura siguiente

D4

H
i
] i
¥
)
&
-

, es decir, m/2.

se sigue que la medida en radianes de un angulo de 90° es

2n/4
1

Anélogamente, la medida en radianes de un angulo de 180° es m radianes y la de uno de
360° sera 27 radianes.

Relacion entre grados y radianes:

grados radianes

360 2n () .2
360 180
1 X
es decir, 1° equivale a 7/180 radianes.
De manera similar,
radianes  grados
a0 | 1000) 180
2n 4
1 X

es decir, 1 radian equivale a 180/n grados. ( 180 grados ~ 57°18" ).
T
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Notese que un radian es la medida del angulo cuyo arco es igual al radio, pues 0=1= L
r

En particular se da la siguiente correspondencia:

grados <> radianes
0 & 0
30 & n/6
45 o n/4
.60 & w/3
90 < =w/2
180 & =«
270 < 3m/2
360 & 2rn

La medida de un angulo o la denotaremos m(Za.) o simplemente m(a), ya sea que se
mida en grados o en radianes.

Congruencia de angulos

Dos angulos ZA y ZB se dicen congruentes, y se escribe ZA = ZB, si ellos tienen la
misma medida.

A continuacién 6 resultados basicos.
1. Angulos opuestos por el vértice son congruentes.

En la figura 15 siguiente, se tiene que LA=/ZB y LZC=4ZD.

FIGURA 15

(£ZA y 4B son opuestos por el vértice, lo mismo que ZCy 4£D)

Esto es consecuencia de que, por ejemplo, m(Z£ A)+m(£ C)=n= m(£A)+m(«£D),
luego m(£C)=m(«£D),yasi £C=«D.

2. Angulos correspondientes son congruentes.

En la figura 16 siguiente, en la cual L, ||L ,, se tiene que:
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LA=/LB;, LE=/ZLF y £LC=4D; £LG=/LH

FIGURA 16
(LA y £B son cofréspbndiéntes,"'al igiialﬁqﬁé\ ZE y ZF, £C y £Dy £ZG y £ZH)

Nota: Precisamente, dos rectas L, y L, son paralelas y se escribe L, || L, si son iguales o

si siendo diferentes toda recta secante (recta que las atraviesa) forma con ellas
angulos correspondientes iguales.

3. Angulos alternos internos son congruentes.

En la figura 16 anterior, se tiene que LC=/ZB y ZF=ZG (LC y 4B son
alternos internos, lo mismo que ZF y ZG)

4. Angulos alternos externos son congruentes.

En la figura 16 anterior, se tiene que LA=/ZD y ZE=/ZH (LA y 4D son
alternos externos, al igual que ZE y ZH)

5. Teorema del #ngulo externo: En la figura 17 siguiente, se tiene que
m(éon)=m(AA)+m(4C). '

AT e
A FIGURA 17
(La medida m(Za), del éﬂgulo“exteridr Za,es igual a la suma de las medidas, m(ZA)y
m(é C), de los 4ngulos interiores no-adyacentes ZA y Z£C).

Prueba: considérese la figura 18 siguiente:

1
Ll
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Como ZA=/B, entonces m(ZA)+m(£LC)=m(LB)+m(LC), y como
m(£B)+m(£C)=m(La), entonces m(£A)+m(£C)=m(La).

6. En todo triangulo ABC se tiene que m(ZA)+m(£B)+m(£C)=180°, si cada una

de las medidas es en grados, o m(ZA)+m(£B)+m(£LC)=m, si cada una de las
medidas es en radianes.

Prueba: Considérese de nuevo la figura 18 anterior:

m(Za)+m(£B)=180° y  como m(Za)=m(£A)+m(£C), entonces
m(ZA)+m(£B)+m(£C)=180°.

Tridngulos semejantes

Dos triangulos ABC y EFG se dicen semejantes si es posible establecer una

correspondencia biunivoca entre sus vértices de modo que angulos correspondientes sean
congruentes y lados correspondientes sean proporcionales.

Por ejemplo, los triangulos de la figura 19 siguiente son semejantes, ya que bajo la
correspondencia:
AoE, BoF, CoG

se tiene
LA=/E, ZB=2/F, ZLC=zZLG
y
|AB| |BC| [CA] 1
7 [7| " [oE| B

E N\

FIGURA 19
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Criterios de semejanza

1. Si en dos tridngulos ABC y EFG se tiene LA=/ZE y £B= /F, entonces los
triangulos son semejantes.

r A F
C . 7 B
, , _ |AB| |AC|
2. Si en dos triangulos ABC y EFG se tiene ZA = ZE y +—— =1—=, entonces los
|EF| |EG

triangulos son semejantes.

. E %
AK N
B
C
o - F

|AB| _|BC| _|cA]
|EF| [FG| |cE|

3. Si en dos triangulos ABC y EFG se tiene , entonces los

triangulos son semejantes.

E
AB R

Aplicaciéon

Si en la figura 20, a) siguiente, se tiene que L, ||L, ||L 5, entonces

alo

a
b
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FIGURA 20

Prueba: Observando la figura 20, b) y teniendo en cuenta la semejanza de tridngulos

Y a+m .

(criterio 1), se concluye que -=—, es decir an+mn =mc+mn, o0 sea an =mc, lo
c+n 1

m

n

b+a+m m )
Por otro lado ——=— es decir,

c+d+n n’

(b+a)n+mn=(c+d)m+nm,osea (b+a)n=(c+d)rn,1o cual implica que bfa _m

o a
cual implica que —=
c

c+d n
Por tanto b+a =3,es decir, bc +ac =ac +ad, o sea bc =ad. De donde £=—.
c+d c d b
Generalizacién: Si en la figura 21, a) siguiente, se tiene que L, ||L, ||L 5, entonces % = % .
Prueba: a_% y E=C—°,1uego a.c,
b d, " d d, b d
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Observacién: Lo anteriormente expuesto también se puede deducir del siguiente teorema:

Si en un rectangulo se traza una diagonal y sobre cualquier punto de ella se trazan paralelas
a los lados, entonces los subrectdngulos que no contiene la diagonal tienen la misma érea.
Ver la figura siguiente: ' ’

En efecto: area de R, + 4rea de T, + area de T, = area de T, + 4rea de R, + area deT,. Pero
areade Ty=4reade T, y areade T,=4areade T,, luego 4reade R,=4reade R,.
Consecuencia: En los tridngulos rectingulos de la siguiente figura, se tiene que
a_ b u

¢ d v

En efecto: Completaﬂdbﬁlbs"fééféngulos (;f‘éi'mﬁgu’ra'sigﬂi‘énté)m, se obtiene del teorema

a

anterior que c(b—d)=(a-c)d. Luego cb—cdéad—cd,yasi cb =ad. Por tanto -g=ﬁ.
c
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iy
o

o
ey
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|

|

i

d

Ahora, usando teorema de Pitdgoras y el hecho que b= —a-», se obtiene
c

[ -
o6

Verificar las proporciones.

El 4rea de un circulo de radio r es A = nr?
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El area del circulo de radio r se puede ver como la suma del 4rea de N tridngulos pequefios

N
T |r
N 2

de base ZI:It'r y alturar, o sea como N~ 5 =7r’.

En particular, el area del circulo unitario (de radio 1) es .

Area de un sector circular

Consideremos el sector circular de radio r y angulo central de 6 radianes, dado en la figura
siguiente

Hallaremos su area a través de una regla de tres:

Angulo Area

2r il x= =
0 X

es decir, el drea del sector circular en consideracion es

r’0
2

El volumen de un prisma rectangular de lados con longitudes a, b y ¢ (ver la figura 22)

es
V = (4rea de la base)(altura) = (ab)c

-'-.. . C
ord [
a

FIGURA 22
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El volumen del paralelepipedo de la figura 23 siguiente es

V = (area de la base)(altura) = (ab)h

FIGURA 23

El volumen del cilindro circular recto de la figura 24, a) siguiente es (mz )h .

M

by

T TN
\\‘5"/ l D7y J
b)

FIGURA 24

El drea lateral del cilindro circular recto de la figura 24, a) es 2nrh. (Ver figura 24, b))

El volumen del cilindro de la figura 25 siguiente es Ah, siendo A el area de la base y h la
altura del cilindro.

-~ FIGURA 25
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En el cilindro de la figura anterior se tiene que: A, = A,, A, ||A, yA=4reade A, = area
de A,.

Volumen de la pirdmide: un tercio del area de la base por la altura. Ver figura siguiente.

D

FIGURA 26

Volumen de la piramide ABCD = un tercio del area del triangulo ABC por la altura desde
el triangulo hasta el vértice D.

En efecto: completando el cilindro ABEDFC, veremos que la piramide tiene un volumen
que es la tercera parte del volumen del cilindro. Ver las figuras siguientes:

FIGURA 27

En la primera parte de la figura 27 se muestra el cilindro ABEDFC (que contiene la
piramide ABCD), el cual tiene volumen igual al area del tridngulo ABC por la altura desde
el triangulo hasta el otro triangulo DEF.

La segunda parte de la figura 27 muestra la descomposicion del cilindro en tres piramides
de igual volumen a la original. Las pirdmides ABCD y DEFB tienen el mismo volumen
porque AABC = ADEF, AABD = ADEB, ACBD = AFEB y AACD = AFDB. Las

piramides CBFD y DEFB tienen el mismo volumen pues, nuevamente, al juntarlas forman
cada una la mitad de la piramide CBEFD. Ver la figura siguiente.
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E
5
N
N
.
‘wk D E
N
5
\\
~ %
C Tl N
s N
T b
o 4
B
FIGURA 28

Si la piramide tiene otra base, es decir un poligono diferente a tridngulo, se subdivide la
base en triangulos. Entonces el volumen (total) de la piramide sera un tercio de la suma de
las areas de los tridangulos por la altura, lo que da, nuevamente, que es un tercio del area
(total) de la base por la altura.

El volumen de la piramide rectangular de la figura 28 siguiente es abh

FIGURA 29
Para el volumen del cono se subdivide la base, circulo, en N tridngulos pequefios y el

volumen serd un tercio de la suma de las areas de los N tridangulos por la altura (N
piramides), y suponiendo que la suma de 4reas es mr”, entonces el volumen del cono serd

I nrzyh donde nr? es el area de la base, circulo de radio r, y h es la altura del cono.

El volumen de un cono circular recto como el de la figura 27, a) siguiente es%nrzh .
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.nc-"""f

s

rd

i

4
-Jrz +4? i

-,
oy,

FIGURA 30

El drea lateral del cono circular recto de la figura 30, a) es

2nrvr? +h? /2 =nrvr? +h? . (Ver la figura 30, b) anterior).

Consideremos media esfera de radio r. Subdividimos el intervalo [0, r] en N partes iguales
' r 2r

(N subintervalos de igual longitud). Llamemos y,=0, vy, =—N——, Y, N
Nr

Y, = N r. Ver la figura siguiente.

3 eee o

W i S e
-t O,

En cada punto y, consideremos el circulo de radio x; como se aprecia en la figura, y
llamemos elemento i-ésimo de volumen la regién sombreada (la parte comprendida entre
los circulos de radios x; y x;_, e interior a la media esfera.

Si N es suficientemente grande, el volumen del i-€simo elemento es aproximadamente igual

al volumen del cilindro con tapa el circulo de centro y,, radio x; y altura y; -y, ; = IiI .

Por tanto, el volumen del interior de media esfera es aproximadamente igual a la suma de
los volimenes de estos N cilindros, que es:

X3 (y, = ¥o )+ mx5(y; =)+ A xR (YN —Yna) = 7‘;("12 +X3 +---+X%1)-
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Pero xi2 +y? =1%,asique x? = r’ - yi2 paracada i=1,2,..., N. Ver figura siguiente.

v 1

X

¥ .

PRSPPSO s i IRV AR
simam i,

s oy
"

o

\‘\‘______'/ x

Por tanto:
x2+xi+.+x3 =(r2 —y12)+(r2 —y§)+...+(r2 —yi,)

=Nr2—(y12+y§ +...+y%1)

Ahora bien, se puede ver que:

12+22+...+N2=N(N+12(2N+1)
(Por ejemplo, 1> +22 +3% =14 y 3(3’“)(532)(‘7’)“)=14;12+22+32+42+52=55 y

5(5+1)((2)(5)+1) =55, etc.).
6

Luego:

2
r
X2 +x3 +...+x% =Nr? ——(12 +22 +...+N2)
N2

CNe? _rzz(N(N+1)(2N+1)j
N 6
» (N+1D(2N +1)

=Nr? —r? *2 00 —
6N

Asi que el volumen del interior de media esfera es aproximadamente igual a
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(N+1)(2N +1)
6N?

nr[er _rA(N+1)(2N +1)] IR
6N

3 3
=nr’ —Er(1+ })(2+ lj rrr® = (1+40)(2+0)
6 N N 6
¢wando N es suficientemente grande, en cuyo caso § ~ 0 (léase liI es cercano a 0).
Luego se infiere que el volumen del interior de media esfera es:

nr? —an3 =nr’ —lnr3 _2m
6 3

r

3

Y por tanto el volumen del interior de la esfera es

Para hallar el area o superficie de la esfera, tomemos N circunferencias pequefias de igual
radio sobre su superficie (ver la figura siguiente). Consideremos los N “conos” de base
esférica que rodea cada circunferencia.

Entonces el volumen del interior de la esfera es aproximadamente igual a la suma de los
volimenes de los N “conos”, esto es, aproximadamente igual a:

N(% del elemento de area por el radio)

3
Asi que 4 1;71; ~ g r (elemento de 4rea). Luego 47r? ~ N (elemento de 4rea) = Area de la

esfera.

Por tanto el 4rea o superficie de la esfera de radio r es 47r?.
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TALLER NUMERO 6

1. Una placa de metal se obtiene al cortar un rectangulo de un trapezoide isésceles con
las dimensiones que se muestran en la figura 1 siguiente. Hallar: a) el area, b) el
perimetro.

(R/. a) 3724 cm®.; b) 305.56 cm )

2. Hallar el 4rea y el perimetro de la seccion transversal de la viga que se muestra en la
figura 2. (R/. 10000 mm?. ; 924.8 mm.)

3. Hallar el perimetro y el area del perno hexagonal regular de la figura 3 siguiente.
(R/. 2.9mm;0.6mm?)
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FIGURA 3

4. Encontrar el drea y el perimetro del soporte de carretera en concreto que se muestra
en la figura 4. (R/.14.7m?.; 18.2 m.)

5. La seccion transversal del lecho de un rio tiene la forma de un trapezoide como se
muestra en la figura 5.

a) ¢(Cudl es el 4rea de la seccion transversal?

b) ¢(Cuantos metros lineales de concreto se necesitan para revestir las paredes y el
fondo de la seccion transversal?

(R/.a) 750m?.; b) 94.76m.)

12m. .
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6. Un tubo rectangular de concreto se construye con un canal interior de 10 cm. por 16
c¢m. como se muestra en la figura 6. ;Cuanto debe medir el ancho uniforme w de
concreto en todos los lados, si el area total de la seccién transversal del concreto

debe ser de 192cm?? (R/. 3 cm.)

Al
2410 em.
&

...........................................

7. Encontrar las medidas de los angulos A y B de las figuras 7, a), b) y ¢).
(Rl.a) LA =147°, Z/B=33"; b) Z A =3n/8rad., £B=>5n/8rad.;
c) ZA =109°30', £B=70°30")

/j 3;1:}!3r?d. .!'1 s
1
A (1 Il £ 70°30"
B = 33° £ Ny
AYB 2 v
a) b)
c)
FIGURA 7

8. Enla figura 8, los angulos A y B son de la misma medida. Hallar sus valores.
(R/. 47.5%)
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9. Un mecanico debe soldar una pieza de tubo a dos tubos paralelos dados, como se

muestra en la figura 9. ;Cuanto mide el angulo x? (R/.x =152°%)

10. Hallar el valor de x y de y en cada una de las figuras 10, a), b), c), d) y e).

( R. a) x=55",y=70"; b) x=30°; ¢) x=32°,y=58"; d)x=37",y=5cm,;

e)x =16/5cm., y = V89 cm.)

¥
/éffé\ g\ Niyll 116:%\
b)

a) c)
4 cm. 8 cm.
4535
Scm.
¥
% ~-{3 ch.
X - .
i 2 cm.
d) = 3
FIGUEA 10

11. Hallar el valorde ZA+/£4ZB+ZC+ /4D + ZE + ZF en la figura 11 siguiente.

(R/.360°)
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FIGURA 11

12. Hallar la distancia desde A hasta B, en cada uno de los lagos, de acuerdo con la
figura 12, a), b).( R/.a) 125 m. ; b) 80 m.)

Br_lﬂm. Sm.
¢ D
a)

FIGURA 12

13. Un edificio proyecta una sombra de 120 m. y al mismo tiempo un muro vertical que
tiene 14 m. de altura proyecta una sombra de 11.6 m. de longitud. ; Qué altura
tiene el edificio? ( R/. 144.8 m.)

14. Considere una lamina de cobre en forma de sector circular como se indica en la
figura 13 siguiente. ;Cual es la longitud del arco AB? ;Cual es el area del sector
circular? Si se enrolla el sector circular para formar un cono, cual es el volumen del

cono resultante? ( R/. 163.1mm; 6932mm?; 57139mm3)
: 2

i:ll:lf::'
B 35 mm

FIGURA 13

15. Hallar la longitud de la banda motriz que une las dos poleas de radios 570 mm. y
130 mm, si la distancia entre sus centros es de 1250 mm. Ademas, el angulo AOB
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mide 70°. Ver la figura 14, a). (Ayuda: para resolver el problema planteado,

considere la figura 14, b), halle x, y, y después z ).
(R/.x=369.3mm; y=345.6mm; z=1515.6mm; Ilongitud total de 1la

banda: 4845mm).

, i .
——— 1250 mm, —+ b)

a)

FIGURA 14

16. Cudl es el area del vidrio necesario para colocarle a la ventana que tiene la forma de
la figura 15 siguiente. Nota: El arco BC corresponde a una circunferencia de radio
1.6 m. y centro en A. Similarmente ocurre con el arco AC. (Ayuda: el area de la
parte superior de la ventana es dos veces (el area del sector ABC menos el area del

triangulo equilatero ABC)). (R/. 5.5m?)

2.5m

FIGURA 15

17. Hallar el 4rea de la seccion transversal del tubo de la figura 16.
(R/.700% mm?. = 700(3.1416) mm?. = 2199.12 mm?.)

FIGURA 16
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18. Demostrar que el volumen del tronco de cono circular recto de la figura 17 es

V= %(rl2 +17 + rlrz).

FIGURA 17

19. ; Cual es el volumen de la viga cuya seccion transversal es la de la figura 2, del
problema 2 anterior, si tiene 4 m. de longitud?

(R/. 4000x10000m> =4x10"m?).

20. El embudo de la figura 18 siguiente tiene ademas de los datos indicados, un
diametro de 3 cm. en B y de 1 cm. en A. ;Cuanto metal se necesita para fabricar

este embudo? (Ayuda: el area del tronco de cono de arriba es ;nh(D1 +D,) donde

h=7.5, D, =10, D, =3 ;Por qué? Para ¢l area del tronco de cono de abajo debe

calcular la respectiva h (R/.232.2 cm?)

& T

> 13cm
J

A
FIGURA 18

21. Un silo tiene la forma de cilindro recto cerrado por un hemisferio. La parte
cilindrica mide 40 m. de altura y 8 m. de radio. ;Cuanto mide el area superficial del

silo? ¢Cual es-la capacidad del si}o? (R/.2411.5m?; 9110.2 m? ).
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22. Para cercar un terreno circular cuyo radio es de 10 m. se gastaron $2454000.
(Cuanto costara cercar otro terreno circular cuyo radio es tres veces mayor? Si
cuesta lo mismo llenar el primero de pasto que cercarlo, ;cuanto costara llenar el

otro de pasto?
(R/.$7362000; $22086000 ).

23. Para pintar un tanque esférico de 20 m. de radio se requieren 700 litros de pintura.
(Cudnta pintura se necesita para pintar un tanque esférico de 35 m. de radio?
(R/.2143.75 litros ).

24. Un silo para granos tiene forma de cilindro con un hemisferio en la parte superior,
como se muestra en la figura 19 siguiente. La altura total del silo es de 34 m.

Determine el radio del cilindro si el volumen total del silo es de 2511t m>.
(R/. 9m).

................

FIGURA19

25. El area de una esfera es cuatro veces el area de otra. ;Cual es la relacion entre sus
volumenes? ( R/. Es ocho veces mayor. )
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FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Funciones trigonométricas de angulos agudos

Inicialmente las funciones trigonométricas se definieron s6lo para angulos agudos en
triangulos rectangulos como el que se muestra en la figura siguiente:

Tales definiciones para el angulo agudo a son:

; a cateto opuesto b cateto adyacente
sengl =— = ——m—m COSQ =— = -
c hipotenusa c hipotenusa
a sena b 1
tano = —= coto =—=
cosa a tana
c 1 c 1
seco = — = csca=—=
b cosa a sena

Es importante sefialar que los numeros senc, cosa, tano y los demas, dependen
solamente del dngulo o y no del tamafio del tridngulo rectangulo del cual a es un angulo
(pues dos triangulos rectangulos, cualesquiera, que tengan un mismo angulo agudo a., son
semejantes). Analogamente se definen cosp, senf, tanf y los demas.

Del teorema de Pitagoras, se tiene que

a? +b? =c?

de donde
2 2 2 2
+b b
1= 3—05——— = (3) + (—) = (sen oc)2 + (cos oc)2
Es costumbre escribir sen’ o y cos® a en lugar de (sen a)z y (cos a)z , respectivamente.

Tenemos entonces, para cualquier angulo agudo a, la relacion fundamental

sen’ o +cos’ o =1
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Es claro que el coseno de un angulo agudo (digamos o) es igual al semo de su
complemento (B ), de ahi la palabra coseno (seno del.complemento).

Nota: En adelante escribiremos indistintamente coso. o cos(m(a)), siendo m(a) la
medida del dngulo o, ya sea en grados o en radianes, y cuando se trate de radianes
omitiremos la palabra “radianes”. Ansglogamente para las restantes funciones
trigonométricas. '

Ejemplo: De las figuras siguientes

se obtiene que
sen(45°) = L cos(45°); sen(60°)= \—/_3 = c0s(30°); cos(60°) L sen(30°)
V2 2 2

o equivalentemente,

(il 45 ool )

Observacion: Consideremos un angulo agudo ‘a. Si lo ubicamos como se indica en la
figura 30, a) siguiente S

- e
Sy ) TR
S Ry
Q y X Q‘/A(lﬂ) %

2 _ FIGURA 30 b)

en la cual la circunferencia que aparece es una circunferencia cualquiera de radio r,
entonces

sen(at) = % y cos(a)=

- |
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Usaremos lo anterior para extender las definiciones de sen(a) y cos(a) a otros angulos,

como el de 0°, como los obtusos, a los cuales no podemos aplicar las definiciones antes
dadas.

Notese que si tomamos r =1 ( ver la figura 30,b)), entonces la medida de a en radianes es
t = longitud del arco AP, de manera que (escribiendo sen(t) y cos(t) en lugar de sen(o)

y cos(a)) se tiene:
sen(t)= y y cos(t) =X

; . . , T
Tenemos asi definido sen(t) y cos(t) para cualquier nimero real t, 0 <t< 5 Nuestro

proposito es extender estas definiciones a todo nimero real t.

Angulos en posicion estandar

A continuacidén describiremos de manera informal las caracteristicas de los llamados
angulos en posicion estandar en un plano cartesiano xy:

o Tienen su vértice en el origen.

e Uno de los lados coincide con la parte positiva del eje x y se llama lado inicial. El otro -
lado se llama lado terminal.

e El angulo se genera al rotar el lado inicial, alrededor del origen O, hasta el lado terminal,
lo cual puede ocurrir en el mismo sentido o en el sentido opuesto al del movimiento de
las agujas del reloj, permitiéndose mas de una vuelta (en cualquiera de los dos sentidos).

Ahora extenderemos la medida en radianes a dichos dngulos en posicién estandar:

Consideremos un angulo o en posicion estandar y sean A y P los puntos que se indican en
las figuras siguientes

~ FIGURA 31

En dichas figuras la circunferencia que aparece es una circunferencia cualquiera de radio r
y centro en O.

Si s es 1a longitud del arco AP, entonces la medida en radianes t de o esta dada por
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s . . . - N
t =— si la rotacion se efectiia en sentido “antihorario” (ver figura 31, a))
r o “ '

o0 por
s . . \ . .
t =—— si larotacién se efectiia en sentido “horario” (ver figura 31, b))
r ‘
Es claro que si escogemos r =1; entonces tendremos t =s en el caso antihorarioy t = —s
en el caso horario.

Ejemplo: La medida en radianes de los angulos en las figuras 32, a), b), ¢), d) siguientes,

m T T On T On .
son —, ——, —+2n=— 'y ——-2n=—— respectivamente.
4 4 4 4 4 - 4 ‘
¥y v
1 1 E
'V"‘ DA
\JA 4 Q_./ JA %
1 ty
ARV NN
= x R -onfa X
: p ; P

&

b) |
FIGURA 32

Seno y coseno de angulos en posicion estandar

Consideremos un angulo o en posicion estandar. Tracemos una circunferencia cualquiera
de radio r y centro en O, y sea P(x,y) el punto donde dicha circunferencia corta al lado

terminal de o, como se muestra en las figuras siguientes:
. ¥

¥ ‘
‘ &y
a N
o

s
P(x.y)

1/

- FIGURA. 33
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Se define entonces:

sen(at) = % y cos(a)=

SR

Notese que los valores sen((x) y cos(a) no dependen del radio r de la circunferencia que
escojamos, y que si escogemos t =1 entonces sen(o)=y y cos(a) =X.

¥t

~1h
FIGURA 34

Se cumple la relacion fundamental

sen’ ((x)+ cos’ (a) =1

cualquiera sea el angulo a (lo cual se infiere de la figura)..
Ademas se tiene que:

cos(t + k(27)) = cos(t), sen(t + k(27)) = sen(t)
o equivalentemente

cos(t° +k(360°)) = cos(t°),  sen(t°+k(360°)) = sen(t°)
cualesquiera seante Ry ke Z.

Finalmente las otras funciones trigonométricas se definen como sigue:

tan(o) = Y- sen(a!) cot(a) = X_ cos(a)

J ) sec(a)=£= 1 , csc(a)=£= L
X cos(a)

y sen(a) x cos(a) y sen(a)

Seno y coseno de nimeros reales

Si t es un niimero real, por sen(t) entenderemos el seno del angulo en posicién estandar
cuya medida en radianes est. De manera similar se entiende cos(t).
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En la gréafica siguiente, se indican los valores sen(t) y cos(t) para un t positivo. En dicha

grafica t es la longitud del arco AP, el angulo que mide t radianes es el angulo AOP, y las
coordenadas x, y del punto P son, respectivamente, cos(t) y sen(t).

Ejemplo: De la figura 35, se obtienen los resultados que aparecen en la tabla siguiente :

t 0 /2 | -n/2 | Am | 3m/2 |-3m/2 | t2n
cos(t) | 1 0 0 | -1 0 0 1
sen(t) 0. 1 ~1 0 | -1 1 0

De las definiciones dadas se obtienen, entre otras, las propiedades
e —I<sent<ly —-1<cost<l1,paratodoteR.

. cos(t + 2kn) =cost, sen(t + 2k1t) =sent, para todo t € R. (Ver la figura 36 siguiente)

FIGURA 36

. cos(t + n) =— »cqst% sen(L+n) = —sent , bara todo t € R. (Ver la figura 37 siguiente)
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&=y -

FIGURA 37

. cos(t + 7/ 2) =—sent, sen(t +m/ 2) =cost, t e R. (Ver la figura 38 siguiente)

, 5
. (xy)
(-v.0) /@ | ‘

FIGURA 38

o cost=cos(—t), sen(—t)=—sent,paratodo t eR. (Ver la figura 39 siguiente)

(ZS:Y)

- (}E'-Y)
FIGURA 39
Las otras funciones trigonométricas se definen a partir de seno y coseno, como sigue:

sent cost 1 1
tant=——, cott=—, sect=——, csCt=——
cost sent cost sent
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El dominio de estas funciones queda restringido al conjunto de nimeros reales t para los
cuales el denominador no se anula.

. r o L
Interpretacion geométrica de tant, sect, cott y csct para O<t< E

y £ 3
sect tant
{ N
at 1 X X
FIGURA 40

Aplicando teorema de Pitégbras, se deduce de las figuras anteriores que:

1+tan’t =sec’ t y 1+cot’ t =csc’ t

1

propiedades estas que son validas para todo nimero real t, para el cual estén definidas las
funciones involucradas en ellas.

Observe que cuando t se acerca a m/2, con valores menores que m/2, tant toma valores
positivos cada vez mas grandes a medida que t se acerca mas y més a n/2 ; andlogamente si
t se acerca a 0, con valores positivos, cott toma valores positivos eada vez mayores.

Algunas identidades trigonométricas basicas

-

Propiedades como:
sen’t+cos’t=1
cos(t + n) =—cost
cos(— t) =cost
sen(— t) =-—sent
1+ tan’t =sec? t
1+cot?t=csc’t

a las cuales ya nos hemos referido, son llamadas identidades trigonométricas. A
continuacioén recordamos otras de tales identidades:

1.| sen(a+[3)=senacos[3+sen[3cosq |y| cos(a+[3)=cosacostsenasenB ]
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Prueba: Véase la figura 41 siguiente.

sen(2a.) = 2senacosa y | cos(2a)= cos’ o —sen’a

Prueba: sen(2a) = sen(a +0.)=Sena.cosq +5ena.cosa = 2Senacosa y
cos(2a) = cos(a + o) = cosaLcos o —sen ausen a = cos® o —sen’

2, _ 1+ cos(2a)

cos” a y senz a= l-——c-gg(z—a)

2 2

4

Prueba: cos’a+sen’a=1 y cos’a-sen’a= co(2a). Sumando miembro a
miembro estas dos igualdades, se obtiene 2cos’a =1+ co(2a), de donde
2= 1+c02s(2a)-

La otra identidad se obtiene restando las mismas dos igualdades.

Cos

sen(a. —B)=sena.cosp-senfcosa |y co(a-B)=cosacoB+enasenB]

Prueba: Se obtienen de 1., teniendo en cuenta que sen(—B)=-senp y

cos(—B)=cosp.

sena.cospP = -;—[sen(a +B)+ sen(a —B)] ,| cosacosP = %[cos(a +PB)+ cos(a —B)]

senasenp = %[co(a ~B)-cos(a +P)]
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Prueba: Como

sen(a + B) =senacosf3 +senfcosa, y, sen(a - B) =senocosfP —senacosf

Entonces sumando miembro a miembro las dos igualdades anteriores, se obtiene
sen(c +B)+sen(o.—B) = 2sencicosB. - _

De donde senacosf = %[s‘en(a + B) + Séfl(a‘ - B) ] Anélogémente se prueban las otras

dos identidades.

Ejemplo: sen(4x)cos(3x) = %[sen(7x)+ senx ], cos(4x )cos(3x) = %[cos(7x)+ cos X ],
sen(4x)sen(3x) = %[cos X - cos(7x) ]

Leyes de seno y coseno

Ley de seno: En todo tridngulo ABC (Vea la figura 42 siguiente)

FIGURA 42

se tiene que

seno _senf3. semy |
a b c

Prueba: De la figura 43 siguiente:

FIGURA43
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se tiene que bsena =h =asenf}, luego

Por otra parte, de la figura 44 siguiente

FIGURA 44

se tiene que
csena=H= asen(180°—y)
es decir,

csena = a{sen 180°cosy —senycos1 80°:I =aseny
0 -1

De donde
seno. _ seny

a C

Ley de coseno: En todo tridngulo ABC (Vea la figura 45 siguiente)

FIGURA 45

se tiene que

a? =b%+c?-2bccosa

b2 =a® +c? —2accosp

¢’ =a’? +b% —2abcosy
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Prueba: Observando la figura 46 siguiente

FIGURA 464
se tiene que
2
a’=h?+(c-x) = b?sen’o+c*-2cx+x’
h=bsena
= b’sen’a+c’—2cbcosa+bZcos’a
x=bcosa

= bz(sen2 o + cos? a)+ c? —2bccosa
=b% +¢? —2bceosa
Asi mismo
b2 =h? +x?
=h2+[c—(c—x)2
=h2+cz—20(c—x)+(c—x)2
=a’sen’B+c” —2c(acosp)+a’cos’ B

=a?+c? -2accosP

Ahora observando la figura 47 siguiente

FIGURA 47

se tiene que
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¢t =H? +(b+f€ﬁ\)2
= [asen(180° —y)J* +[b+a cos(180° —y)J*
= azsen21(+[b—acosy]2 (ya que sen(180°—y)= seny y cos(180°—y)= —cosy)
=a’sen’y+b? —2abcosy+a’cos’y

=a? +b?-2abcosy

Ejemplo: Resolver 2cos” x — 3cos(2x) =1.
Solucion: se trata de hallar los angulos x en radianes que satisfacen la ecuacion

2cos® x — 3cos(2x)= 1. Entonces
1=2cos’ x — 3cos(2x)
=2cos’ x —3(cos2Vx —senzx)
=—cos’ X + 3(1 ~cos? x)
=3-4cos’x

Luego 1=3-4cos’x, de donde cos2x=;, 0 sea cosx=i12. Por tanto

X = T s T +2m, T i41t,...,—1E +2nm con n € Z. También son soluciones:
4 4 4 4

x=2n—£=7—n,x=7—n+2nncon neZ

4 4 4
x=n—£=§—1—t,x:f3—1—t—+2nncon neZ

4 4 4
x=3—n—E=5—n,x=5—n+2nn con neZ

2 4 4 4

Inversa de las funciones seno y coseno

Dado yeR, —1<y<1, existe un tnico o € R con —n/2 <a < m/2, tal que sena. =y
(Ver la figura 48 siguiente)

\

FIGURA 48
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Tal o es llamado “el arco cuyo seno es y” y se escribe o =arcseny o también

cx=sen"1y.
Asiquepara —1<y<1:
o =arcseny < seno=y, Yy, —n/2<a <m/2

De manera similar, dado x e R, —1<x <1, existe un unico a € R con 0 < a < 7, tal que
coso = x (Ver la figura 49 siguiente)

Tal a es llamado “el arco cuyo coseno es x” y se escribe o =arccosx o también

a=cos X.

Asique para —-1<x<1:
a=arccosx < cosa=x y O0<a<n
AN

Se le pide al lector consultar las inversas de las otras funciones trigonométricas, en
particular, la inversa de la funcién tangente.

Ejemploi Resolver tanx = —i .

Solucion: Se trata de hallar el o los 4ngulos x en radianes tales que tanx = —% =-0.75.

Como tan(-x)=—tanx (;Por que?), entonces resolvemos tan(-x)=0.75. Buscando en

una tabla de funciones trigonométricas encontramos que el angulo en grados a° tal que

tana’ = (.75 es aproximadamente 36.5°. Estoes —x°~36.5° y asf x° ~—36.5°, que en

radianes seria x ~ —0.64 radianes.

En realidad serian todos los angulos x de la forma x = -0.64 +nn con n en los enteros
(= 064+3 40, a=0, 1, +£2 +3 . ya que t‘&“K'R+ m\\=ta“x Para wdo entero

n. jVerificarlo!).
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. . . . . . T T ,
Si consideramos que la funcion tangente solo esta definida en (—2,2) , la respuesta sera

x =~ —0.64 radianes.
Ahora bien, si en un problema geométrico sabemos que el angulo x esta en el segundo

. 3
cuadrante (g <X < 7)Yy por ejemplo que tanx = (—4) , 0 que x esta en el cuarto cuadrante

(-3;<x<2n) y por ejemplo que tanx=_43 (ver figura 50 siguiente), entonces

x =+ (-0.64)~3.14-0.64 ~ 2.5 radianes, en el primer caso; 0
X ~ 27+ (- 0.64) ~ 6.28 — 0.64 ~ 5.64 radianes en el segundo caso. Esto es lo que ocurre

cuando uno busca la arctan(— i) en una calculadora.

1 y |
| |
l |
I I
I |
\ dax g o X
1 0.64 -’5‘ s T
<3+ 1 ?
I 1
t |
- y = tanx '
'FIGURA 50

TALLER NUMERO 7

1. Cuando el sol esti 60° arriba del horizonte, cual es la sombra que proyecta un edificio
de 50 m. de altura? (R/.503/3m.)

2. Un arbol de 10 m. de altura proyecta una sombra de 12 m. ;Cual es la altura angular
del sol? (R/. 6= 0.69radianes)

3. Un carro recorre 15 m. sobre una rampa inclinada 30 °. A qué altura esta el extremo
mas lejano del carro? (R/.7.5m.)

4. Muestre que el perimetro P, de un poligono regular de n lados inscrito en un circulo de
radio res P, = 2rnsen(180°/n).

5. En un triangulo ABC se tiene |EI =23, m(£A)=20° y m(£C)=140°. Determine
la altura al vértice B. ( R/. 23sen 40°=14.72 )
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6. Probar que el area de un poligono regular de n lados inscrito en una circunferencia de

radio r es %rzn sen(360°/n).

7. Comprobar que:

i) (sen 0+ cos 9)2 =1+sen(20) ii) tan(A + B)= tanA + tanB
1-tanAtanB
sen®—cos0+1 1+senb . . tanO +secO-1
= iv) ————————— =tanO +secH
sen9+cos0 -1 cosO tand —secO +1

8. Probar que tan(x +nn)= tanx paratodo neZ.

9. Verificar que las graficas de y=senx, y=cosx, y=tanx, y =secX son como se
indica en las figuras 1, 2, 3 y 4 siguientes, respectivamente.
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FIGURA 4

10. Evaluar, sin uso de instrumentos de calculo: sen(75°); cos(15°); tan(57/6); cos(7.5°);

sen(17n/4). (R/. (V2/af1+43); (V2/a)1++3); —V3/3; s V2/2)

11. Hallar cos(18.84955592). ( R/.Aproximadamentel ).
12.Si a, B y y son los angulos de un tridngulo, verificar que:

seny = sena.cos 3 + senfcosa
13. Verificar las siguientes identidades:

i) x2+y?=r? six=rcos® y y=rsen®.

107



MATEMATICAS BASICAS

2 2
ii) x—2+y—2=1 six=acos0 y y=bsen0.
a” b
2 2
i) x—z—:—2=1 si x=asecO y y=btan0.
a

14. ;Cuantos metros cuadrados de césped son necesarios para cubrir el terreno de la figura
5 siguiente? ( R/. 4491.15m?).

e
FIGURAS

15. Escriba en cudles cuadrantes esté el dngulo 0, si: i) sen0=1/2; ii) cotd=-2; iii)
sec6=4.3; iv)esc0=—6:1. (R/.1)Io1Il; ii))IIoIV; iii))Io IV ;iv) Il 0IV)

16. Encuentre el angulo 6 que se muestra en la figura 6 siguiente. ( R/. 43.56°).

17. El péndulo de un reloj de 1.2 m. de longitud oscila describiendo un 4ngulo de 0.07

radianes a cada lado de la vertical. ;Cual es la distancia que recorre el extremo del
péndulo de un lado al otro? (R/. 0.168 m.)

18. Encontrar el valor de las funciones trigonométricas del angulo 6 asociado a los
siguientes puntos:

a) (3,-4) b) (-20,21) . ¢ (7,1).

( R. a) sen0=-4/5, cos0=3/5, tan@=-4/3, cot8=-3/4, secO=5/3,
cscO=-5/4; b) senB=21/29, cos0=-20/29, tand=-21/20, cot=-20/21,
secO=-29/20, e¢sc0=29/21; c) sen9=l/\/%, cos9=7/\/§6, tan0=1/7,
cot9=7,sec0=\/§6/7,csc9=\/§6) |

108



MATEMATICAS BASICAS

19.

20.

21.

22,

23.

24.

25.

26.

27.

Determinar los valores de las otras funciones trigonométricas, si sen8=0.5 y
cos0 ~0.866. (R/. tanB = 0.577, cot® =1.732, secO ~1.155, cscB0=2)

Hallar 0 tal que 0°<0<360° y sen0=0.5. (R/. 6 =30°,150°)
Hallar: a) arccos0.5; b) arctan(-1). (R/.a) n/3; b) —n/4)

Hallar la medida del angulo 0 que aparece en la figura 7 siguiente. ( R/. tan0 ~ 0.44).

FIGURA 7
El eje AC de un motor mide 5 cm. de longitud y la barra de conexién AB mide 21 cm.

de largo. Encuentre el tamafio del angulo ACB cuando la medida del 4ngulo ABC es de
5°. Ver la figura 8 siguiente. ( R/. 157.64° )

El angulo de elevacion a la cima de una colina es A y el angulo de elevacion al extremo
superior de una antena de altura h, situada sobre la cima de la colina, es B. Encontrar la
altura H de la colina. ( R/. H =hcotB/(cot A —cotB) )

Verificar que sen( +30°)+ cos(6 + 60°) = cos .

Un cable vibra con amplitud decreciente dada por A = \/ e (1+ sen(2x)) . Comprobar

—X|

que A =e ™/ senx +cosx .

Resolver cada una de las siguientes ecuaciones para angulos no-negativos menores que
360° (o 2n):

i) sen(60)+sen(30)=0 ii) sec’ 0+ tanf = 1
iii)3sec’ 0 —2+/3tanf—2 = 0
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( R/. 1) 0°, 40°,60°, 80°, 120°, 160°, 180°, 200°, 240°, 280°, 300°, 320°; ii) 0°, 135°,
180°, 315°; iii) n/6, 71/6 ).
28. Resolver: a) 2sen’ x —3senx +1=0; b) ln(l +sen’ x)= 0; c) e™™* =1,

(R/. a) %+2nn,%ﬂ+2nn,g+2nn; b) 2nn,(2n+1)1r; c)2n7n (neZ))

29. El desplazamiento d de un piston estd dado por d = sen(wt)+ %sen(Zwt). (Para qué

valores de wt, menores que 27, se cumple que d=0? (R/. 0, w)

30. En cada uno de los siguientes ejercicios escribir x en términos de y:
i) 3y=cos(x-n/2), n/2<x<3n/2 i) y = arcsen(x/3)

arctanx

iii) y =log(5+cosx), 0<x<n iv)y=e
RLi) x=7/2+ arccos(3y); il) x =3seny;iii) x = arccos(lOy - 5); v) x = tan(ln y))

31, Si senx =5/13, cosx =—12/13 y x estd en el II cuadrante, determinar el valor de :

a) sen(2x), b)sen(x/2). (R/. ) —~120/169; b) [(25/26) = 0.98)

32. Considere una mdquina montada sobre cuatro resortes de rigidez conocida y cuatro
amortiguadores con constante de amortiguamiento conocida. Si este sistema estd
inicialmente en reposo y se aplica cierta fuerza, entonces, en determinadas condiciones,

tendrd una ecuacion tiempo-desplazamiento del tipo x = 0.01e~%'(cos(8t)+ sen(8t)).
Otra version proporciona la ecuacién tiempo-desplazamiento en la forma

X= l—ge'st cos(8t —m/4). Verifique que estas dos ecuaciones son idénticas.

33. Hallar la longitud de la banda motriz que rodea las dos poleas de la figura 9 siguiente,

en términos de r. ( R/. longitud =r(3rc +4-/6 + Zarcsen(;B ).

'FIGURA 9
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