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Introduccion

En este trabajo se estudian los ideales primos de las llamadas extensiones PBW torci-
das introducidas en [5] y ampliamente estudiadas en [6].
En el transcurso del trabajo realizamos la construccién fundamental y caracterizacién por
propiedad universal de estas extensiones, este resultado se encuentra en la seccién 2.1 teo-
rema 4. En el contexto de este teorema resulta natural generalizar las extensiones PBW
torcidas originales, estas extensiones se llaman aqui extensiones PBW torcidas generali-
zadas, véase la seccion 1.2 definicidon 7, estos objetos incluyen en particular los anillos de
polinomios torcidos R[z, o, d] (incluso si o es un endomorfismo no inyectivo) y las algebras
envolventes de algebras de Lie libres sobre un anillo £ conmutativo (incluso si el algebra
de Lie es infinito dimensional). En la seccion 2.1 ejemplo 1 vimos que la construccion y
caracterizacion en el teorema 4 de la seccién 2.1, aplicada a las algebras de Lie libres sobre
un anillo £ conmutativo produce el teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt.

Las extensiones PBW torcidas generalizadas mas frecuentes en la teoria son las finitas
y biyectivas, véase la secciéon 1.2, estas extensiones coinciden con las extensiones PBW
torcidas biyectivas definidas anteriormente, por ejemplo en [5], y por lo tanto para estas
extensiones abandonamos el calificativo de generalizada, en particular este tipo de exten-
siones es la que se considera en el capitulo 3, donde se lleva a cabo un primer estudio de
los ideales primos en estas extensiones con la hipétesis adicional de la Noetherianidad del
anillo de coeficientes.
Resumimos a continuaciéon los principales resultados de este trabajo

En la seccién 1.1 reunimos algunos resultados estandar de la teorfa general de anillos,
principalmente algunas nociones relacionadas con localizacién en anillos no conmutativos.
En la seccién 1.2 damos la definicion de extension PBW torcida generalizada y algunas
consecuencias sencillas de la definicion.

En la seccion 2.1 el resultado principal es el teorema 4 como ya se menciond antes. En la
seccion 2.2 consideramos un anillo A, un homomorfismo de anillos ¢ : A — B y una ex-
tension PBW torcida o(A)[X], y abordamos el problema de construir o(A)[X] — o(B)[X]
que extienda a . Esto se hace en dos pasos, primero se extienden derivaciones de A a
B en el corolario 2, y segundo se aplica el teorema 4 de la seccién 2.1, para construir
o(B)[X] en la proposicion 6. En la secciéon 2.3 probamos algunas proposiciones conocidas
sobre extensiones PBW generalizadas quasiconmutativas y finitas, que permiten simplifi-
car algunas pruebas usando el método de graduacién, como ejemplo se prueba el teorema
conocido de la base de Hilbert para extensiones PBW generalizadas finitas y biyectivas.
Se prueba ademés un resultado nuevo sobre localizacién por sistemas multiplicativos del
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INTRODUCCION 11T

anillo de coeficientes invariantes por los endomorfismos asociados a la extension, que se
obtiene como corolario de la seccién 2.2.

El capitulo 3, como ya se dijo antes, es un primer estudio de los ideales primos en una
extension PBW torcida biyectiva.

En la seccion 3.1 se extienden ideales del anillo de coeficientes a la extension, aqui seguimos
parte de lo que se hizo en el articulo [2] para anillos de polinomios torcidos, los resultados
principales son las proposiciones 12 y 15. En la seccion 3.2 se modifica la técnica clésica de
contraccién y se le asocia a cada ideal primo de la extensiéon una o6rbita, por los automor-
fismos asociados a la extension, de ideales primos en el anillo de coeficientes, el resultado
principal es la proposicion 18, aqui seguimos parte de los que se hizo en el articulo [4] para
anillos de polinomios torcidos.

Finalmente en la seccién 3.3 presentamos como topico adicional la propiedad de Jacobson
para extensiones PBW torcidas biyectivas sobre un cuerpo, el resultado principal es la
proposicion 22, aqui seguimos los resultados relevantes de [1], donde se prueba esto para
algebras envolventes de algebras de Lie.

La mayor parte de los resultados son nuevos, exceptuando la secciéon 1.1 y parte de la
seccion 2.3.



CAPiTULO 1

Preliminares

En este capitulo se describen algunas definiciones, construcciones y propiedades de la teoria
general de anillos en la primera seccién; y de las extensiones PBW torcidas generalizadas
en la segunda seccioén.

En todo el trabajo consideramos s6lo anillos asociativos con unidad, pero no necesariamente
conmutativos.

1.1. Teoria general de anillos

Empezamos describiendo la teoria de localizacién por sistemas multiplicativos de Ore.

Definicion 1. Sea R un anillo y S C R; decimos que S es un subconjunto multiplicativo
de R sis1 €5y so €S implican s182 € S.
Decimos que S es un conjunto de Ore a izquierda si ademds se tiene

1. Sir € Rys €S cumplen rs =0 entonces existe s € S con sir = 0.

2. Parar € Rys €S existenr) € Ry sy €5 tales que s1r = rys.

Observamos que cualquier subconjunto multiplicativo de un anillo conmutativo es de Ore
(por ambos lados).

Definicion 2. Sea R un anillo y S C R un subconjunto multiplicativo. Sea A un anillo, y
¢: R— A un morfismo de anillos.
Entonces (A, ¢) es una localizacion de Ore de R con respecto a S por la izquierda si, y sélo
St,

1. ¢(s) es invertible en A para todo s € S.

2. Ker(¢) = {r € R| existe s € S, tal que sr = 0}.

3. Todo elemento en A es de la forma ¢(s) " té(r), conr € Rys€S.
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Notamos que S es un subconjunto multiplicativo de R si, y solo si, S’ = S U {1} es un
subconjunto multiplicativo de R; ademéas S es de Ore a izquierda si, y solo si, S’ es de Ore
a izquierda y (A, ¢) es una localizaciéon de Ore por la izquierda de R con respecto a S si,
y s6lo si, es una localizacion de Ore por la izquierda de R con respecto a S’

Por esta razon generalmente se asume que 1 € S.

Notamos también que para (A, ¢) una localizaciéon de Ore por la izquierda de R con respecto
aS, A=0si, ysolosi,0€S.

Finalmente ¢ es inyectivo si, y sélo si, los elementos de S son regulares, es decir para s € S
yr € R, sr=00rs=0 implica r = 0. El teorema principal es el siguiente.

Teorema 1. Sea R un anillo y S un subconjunto multiplicativo de R. Entonces una loca-
lizacion de Ore por la izquierda de R con respecto a S, (A, §) existe, si, y sdlo si, S es de
Ore a izquierda.

En este caso (A, ¢) cumple la siguiente propiedad universal:

1. ¢(s) es invertible en A para todo s € S.

2. SiT: R — B es un morfismo de anillos con 7(s) invertible en B para todo s € S,
existe un unico morfismo de anillos T : A — B tal que T¢p = .

Vemos entonces que el par (A, ¢), cuando existe, es unico salvo isomorfismo, cuando
existe se denota S~!R.
También se tienen las definiciones simétricas de un conjunto de Ore a derecha y de RS™1,
y la simetria de la propiedad universal implica que S™'R = RS™! cuando ambos existen.
Hay también una teorfa similar para médulos.

Definicion 3. Sea R un anillo y S C R un subconjunto multiplicativo de Ore a izquierda.
Sea M un R-mdédulo izquierdo y N un S™'R mddulo izquierdo. Suponiendo ¢ : M — N
un morfismo de R-mddulos.

Entonces (N, ¢) es una localizacion de Ore de M con respecto a S por la izquierda si, y
sélo si,

1. Ker(¢) ={m € M | eziste s € S, tal que sm = 0}.

2. Todo elemento en M es de la forma s~1¢p(m), conm € M y s € S.

Tenemos la siguiente propiedad universal.

Teorema 2. Sea R un anillo y S un subconjunto multiplicativo de Ore a izquierda de R.
Sea M un R-mddulo izquierdo. Entonces una localizacion de Ore por la izquierda de M
con respecto a S, (N, ¢) existe y cumple la propiedad universal:

e Si B es un ST'R mddulo izquierdo y T : R — B es un morfismo de R-mddulos,
entonces existe un 1nico morfismo de S~'R-mddulos T : N — B tal que T¢ = .

Se tiene también el isomorfismo de ST'R-mddulos N = S™'R®pr M.

Podemos denotar la localizacion del modulo M con respecto al sistema multiplicativo S,
por S~1M. Esta notacion es consistente con la introducida para anillos antes (la localizacion
de pR es g-1pST'R).
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Proposicion 1. Sea R un anillo y S un sistema multiplicativo de Ore a izquierda en R.
Si My — My — M3 es una sucesion exacta de R-mddulos izquierdos, entonces S™'M; —
S=IMy — STMjs (con morfismos naturales) es una sucesion evacta de S™'R-mddulos
izquierdos, en otras palabras ST'R es un R-mddulo derecho plano.

Si N C S™'M es un S™'R-submddulo de S~ M, entonces existe Ny C M un R-submddulo
de M tal que N = STINy.

Concluimos con una especificacion del teorema de Goldie (suficiente para los propositos
de este trabajo).

Teorema 3. Si R es un anillo Noetheriano y semiprimo, entonces existe el anillo total de
fracciones de R, es decir, existe D = ST'R con S el conjunto de elementos requlares de R.
Ademds D es semisimple; y D es simple si, y sélo si, R es primo.

Estos teoremas se pueden encontrar por ejemplo en [4] capitulo 6 (teorema de Goldie)
y capitulo 10 (anillo de fracciones).

Definiciéon 4. Dado R un anillo definimos Cr(0) como el conjunto de elementos regulares
de R. Para un ideal I C R definimos Cr(I) como el conjunto de elementos de R cuya
imdgen en R/I es reqular en R/I.

Definicién 5. Sean R un anillo, S un conjunto multiplicativo de R y M un R-mddulo
izquierdo. Se dice que M es libre de S-torsion si sm = 0 implica m = 0 para todo m € M
yseSs.

Se dice que M es libre de torsion si M es libre de Cg(0)-torsion.

Los siguientes dos lemas se usan en la seccion 3.2

Lema 1. Sea R es un anillo noetheriano, P es un ideal primo de R y o es un automorfismo
de R. Sea D el anillo total de fraciones de R/P. Sea D° el D-R-mddulo definido como:
por grupo abeliano se toma el mismo D, y la multiplicacion se define como d-a-r = dao(r)
para d,a € D yr € R.

Entonces D7 es simple.

Demostracion. El latice de sub-bimoédulos en D? es el mismo que en D, luego basta tomar
o la identidad.

Reemplazando R por R/P vemos que se puede tomar sin pérdida de generalidad P = 0.
En este caso tomemos S el conjunto de elementos regulares de R, de forma que D = S™!'R,
y tomemos £ C D un D — R-sub-bimoédulo.

Recordamos que D es simple y artiniano; vamos a ver que Es~! = F para s € S esto es
suficiente porque entonces E es un ideal de D y D es simple.

Para ver que Es~! = E, tomamos

...CEs?CEsCE

una cadena descendente de ideales izquierdos en D, como D es artiniano se concluye que

Es™t! = Es™ y multiplicando por la derecha por s~ ! se conluye lo que se busca.
O
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Lema 2. Sean R un anillo Noetheriano y P es un ideal primo de R. Sea gM un R-mddulo
izquierdo con anngM = P y libre de torsion como R/P mddulo. Entonces anngN = P y
N es libre de torsion como R/P-mddulo, para N un submddulo no nulo de M.

Demostracion. P C anngN y N es claramente libre de torsion como R/P-moédulo.
Reemplazando R por R/P suponemos sin pérdida de generalidad que P = 0. De forma
que R es primo y noetheriano.
Tenemos entonces que el anillo total de fracciones D = S~!R existe, (recordando que aqui
S es igual a el conjunto de elementos regulares de R) y D es una extension de R, simple y
artiniana.
Como M es libre de torsién, podemos identificar N € M C S~'M, luego E = annp(N) es
un D — R-sub-bimoédulo de D, y concluimos por el lema 1 que E=00 F=D.Si E=D
entonces N = 0, si E = 0 entonces anng(N) = 0 como se quiere.

O

1.2. Extensiones PBW torcidas generalizadas

En esta seccién se definen las extensiones PBW torcidas generalizadas y se dan algunas de
sus propiedades.

Primero recordamos la definicién original de una extensiéon PBW torcida que aparece
en [5].

Definicion 6. Sea A un anillo y R un subanillo de A. Entonces A se dice una extension
PBW torcida de R con indeterminadas X si

1. Ezisten z1,--- ,x, € A tales que {z{*---z% | a, € N para 1 < k < n} es una base
de RA.

2. Paral1<k<ny0#r¢eR, eriste 0# c; € R con x;7 — cirx; € R.

3. Para 1 <1i,j <mn, existe 0 # ¢;; € R con x;x; — ¢jjx;ix; € Yi<p<nRap + R.

Ahora definimos la generalizacion que proponemos en este trabajo.

Definicion 7. Sea R un anillo. Sea A un anillo y ¢ : R — A un homomorfismo de anillos.
Tomemos X = {x; | i € I} C A un conjunto indezado por un conjunto totalmente ordenado
1.

Denotamos Mon(X) = {x;, --x;, [In>0,ip €I paral <k <n, yip <---<i,} CA.
Se dice que A es una extension PBW torcida generalizada de R con indeterminadas X si

1. Mon(X) es una base del modulo rA.
2. Paraiv €1 yr € R se tiene x;r € Rx; + R1.

3. Parat el yjel coni<j, setiene

T;x; € inl‘j + Z Rz; + R1
1€l
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En este caso se denota A = o(R)[X].

En la definicion de Mon(X') tomando n = 0 se observa que 1 € Mon(X) y por lo tanto ¢
es inyectivo, por el item 1 en la definicion 7.

También se ve que para i € I y r € R existen tnicos o;(r) € Ry §;(r) € R con

zir = 0(r)x; + 0;(r)
por 1y 2 en la definicién 7.

Definicion 8. Si o es un endomorfismo del anillo R, 6 : R — R es una o derivacion si
es un morfismo del grupo aditivo de R y se tiene

d(ab) = o(a)d(b) + d(a)b.
También se dice que (0,9) es una derivacion.
Notese que esto implica §(1) = 0, de aplicar la férmula en la definicién a la identidad
1-1=1

Proposicion 2. Sea A es una extension PBW torcida generalisada de R. Sean o; : R — R
y §; : R — R determinados por

xir = oi(r)z; + 6;(r),

entonces o; es un endomorfismo del anillo R y §; es una o; derivacion.

Demostracion. Si i € I,a,b € R, z;ab = o;(a)z;b + ;(a)b = o4(a)oi(b)z; + 0i(a)d;(b) +
di(a)b, por otro lado z;ab = o;(ab)x; + d;(ab), notamos que x;, 1 son elementos de una base
de rA luego se concluye o;(ab) = o;(a)o;(b) y di(ab) = oi(a)d;(b) 4+ d;(a)b. También se
tiene x;(a + b) = z;a + ;b = oi(a)x; + 6;(a) + oi(b)x; + 6;(b), y por otro lado x;(a + b) =
oi(a+b)z;+ 0;(a+b), de aqui se sigue o;(a+b) = 04(a) + 04(b) y d;(a+b) = d;(a) + 0;(b).
Finalmente z;1 = 1z; luego 0;(1) = 1,6;(1) =0 O

En el caso particular en el que hay una sola variable X = {z} la extension se denota
A = R[z,0,0] y se va a probar que siempre existe cuando (¢,d) es una derivacion, y es
inica salvo isomorfismo. Esto se va a ver en el siguiente capitulo.

Definicién 9. Una extension PBW torcida generalizada A = o(R)[X] se dice

1. finita si I es finito.

2. quasi conmutativa si para 1 € I yr € R se cumple x;v € Rr;. Yparatr el yj el
con t < j se cumple x;x; € Rx;x;.

3. biyectiva st o; es un automorfismo y

Tjxi — CijT;T5 € E Rx; + R
el

con c;j € R invertible.
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Vemos que o(R)[X] esta siempre dotado de la filtracion estandar. En general si R, A son
anillos, ¢ : R — A es un homomorfismo de anillos y X C A es un subconjunto tal que
¢(R) U X generan a A como anillo, se define la filtracion estdndar en A como, para n € N
elementos en A, son sumas de elementos de A de la forma ¢(ro)x16(r1) - - - Tmd(rm) con
m<nyax €X.



CAPITULO 2

Propiedad Universal

En este capitulo se da la construcciéon fundamental de las extensiones PBW torcidas
generalizadas que motivé la definicién 7, y se da su caracterizacion por propiedad univer-
sal, esto se hace en la primera secciéon. En la segunda secciéon estudiamos la posibilidad de
extender el anillo de coeficientes de una extension PBW torcida generalizada, aqui usa-
mos el resultado de la primera seccién, junto con una manera muy general de extender
derivaciones. En la tercera seccién vemos unas consecuencias sencillas de las dos secciones
anteriores, el comportamiento de una extension PBW torcida generalizada al hacer la gra-
duacién por la filtracion estandar; y al hacer la localizacién por un sistema multiplicativo
del anillo de coeficientes invariante por los endomorfismos del anillo.

2.1. Construccién y caracterizaciéon de las extensiones PBW
torcidas generalizadas

Dada una extension PBW torcida generalizada A = o(R)[X], se tienen las siguientes
identidades

k

1. Para ¢ < jen Iy k en I existen anicos ¢, azj,

k

d;; € R tales que x;x; = c;jx;x; +

2. Parai € I yr € R existen tnicos 0;(r) € Ry §;(r) € R tales que z;r = o;(r)z;+d;(r).

Intuitivamente los parametros c;;, afj, d;j, 0; y 0; determinan por completo la extension
A, en lo que sigue se prueba esta afirmaciéon y se encuentran condiciones necesarias y sufi-
cientes sobre estos parametros que garantizen la existencia de una extension PBW torcida
generalizada A de R que cumple (1) y (2). Esto se consigue con una construccion explicita.
Para enunciar las condiciones y para la prueba del teorema es conveniente introducir algu-
nas definiciones.

Definicion 10. R un anillo y X un conjunto, al mdédulo libre con base las palabras en X
(es decir sucesiones finitas de elementos de X ) se le puede dar una estructura de anillo
por concatenacion y extension R—bilinear, el anillo resultante se demomina extension libre

7
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de R con coeficientes en X y con coeficientes que conmutan con variables y se denota
A=R<X >.

Definicién 11. R un anillo, I un conjunto totalmente ordenado y w una palabra en {x; :
i € I} UR (es decir una sucesion finita de elementos en el conjunto {x; :i € I} UR) la
complejidad de w denotada c(w) es la tripla de nimeros no negativos (a,b,c) donde a =
card{s : ws = x;} numero de z’s en w, b = card{(s,r) : s <r,x; =w(s),r; =w,,i < j} es
el numero de inversiones que involucran soélo x’s y ¢ = card{(s,r) : s < rws = z;, w, € R}
el nimero de inversiones del tipo (x;, 7).

Las triplas se ordenan con orden lexicogrifico (a,b,c) < (d,e, f) ssia<d oa=d,b<eo
a=d,b=-e,c< f, se sabe que es un buen orden.

La complejidad es una medida de que tan lejos esta una palabra de ser ordenada en el
sentido: w como en la definicion y de longitud n+m es ordenada si w =ry - - - rpx;, - - -
conn,m=>0,rmeRyipe€lparal <I<nyl<k<m;yademasii < - < iy
Denotamos T el conjunto de palabras en {x; : i € [} U R ordenadas y ZT el grupo aditivo
enZ < {x;:i€l}UR > generado por T
Observamos que para cualquier palabra w de longitud m en {z; : ¢ € I} U R, podemos
elegir el menor entero n tal que w, - - - wy, es ordenado, y encontramos que w € T o existen
tnicas palabras vy y vo tales que w = viz;svo cons € Ros=x;y j<iysve €T, en
efecto vo = wy11 - Wiy

m

Definiciéon 12. Sea R un anillo y I un conjunto totalmente ordenado. Sean {c;;}i<j,
{di;}icj, {afj}iq,k elementos de R los indices 1,7,k en I; tales que para i < j en I afj es
0 para casi todo k. Sean o;,0; : R — R un par de funciones para cada i € I. Se define
p: {palabras en {z;:i € [}UR} — Z < {x; : i € I}UR > por induccion en la complejidad

1. Siw €T entonces p(w) = w.
2. Siw=vix;rvy conr € R, yrve € T entonces p(w) = p(vioi(r)zve) + p(vid;(r)ve).

3. Siw = vizjrve, viva €T, 0 < j entonces p(w) = p(vicijzixjve) + Ekp(vlafjxkvg) +
p(vidijv2). La suma es sobre los k con afj # 0.

Esta definicion tiene sentido pues los tres casos son disyuntos y erhaustivos. Y adicional-
mente porque la complejidad de los términos en la derecha disminuye (incidentalmente esta
es la unica propiedad de la funcion de complejidad que se usa).

A la extension lineal de p, Z < {z; :i € [JUR > Z < {x; : i € [} UR > también la
llamo p.

Vemos que la imagen de p estd en ZT.

Mon = {II}_,x;, 141 < -+ <'ip,n >0}, y Fr(Mon) es el R—mddulo libre con base Mon.
Definimos también q : ZT — Fr(Mon) como la extension lineal de q(r1 ... TmTiy ... Ti,) =
(H?ZlTk)xil e Ty, -

Finalmente definimos h : Z < {x; : 1 € I} UR >— Fr(Mon) como h = qp y se denomina
funcion de reduccion.

Se enuncia el teorema principal
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Teorema 4. R, I, ai-“j,cz-j,ai,di,h,p,q como en la Definicion 12, entonces existe A exten-

sion PBW torcida generalizada de R con

1. xir = oi(r)x; + 0i(r).

2. 1T = cijjaixy + Ekafja:k +d;j, para i < j en I.
s, y solo st,

1. 0; es endomorfismo de anillos de R y 9; es o;-derivacion.
2. h(zjzia) = h(p(xjz;)a) parai < j ya € R.

3. h(zpxjz;) = h(p(xgz))x;) parai < j < k.

Y en este caso la inclusion v : R — A cumple la propiedad universal:
Si f : R — B es un morfismo de anillos, y y; € B son elementos de B indexados por I
tales que

1 yif(r) = f(oi(r)yi + f(di(r)).

2. yiyi = f(eij)yiy; + Zkf(afj)yk + f(dsj), parai < j en I.
Entonces existe un unico morfismo de anillos F' : A — B tal que Fv = f y F(x;) = y;

Demostracion. Llammamos t : Fr(Mon) — Z < {x; | ¢ € I} UR > la siguiente
funcion: un elemento de Fr(Mon) se escribe de forma tnica como Xrzz donde la su-
ma es sobre un conjunto finito de € Mon y rz # 0 son elementos de R; entonces
t(Xrzz) =Yrzz € Z <{z; |i € I} UR >.

Necesidad

Ya se vi6 que 1 es necesario, para 2 y 3 usamos la propiedad universal de Z < {x; :
i € I} UR > para encontrar un morfismo de anillos k : Z < {z; : i € [JUR >— A
con k(x;) = x;,k(r) = r; i € I,r € R. Probamos ahora que k(w) = h(w) como ambos
son lineales basta tomar w palabra, procedemos por induccion en c(w), sea w = wix;rws
con r € Ri € I,c(rwz) = (a,0,0); entonces h(w) = h(wyo;(r)ziws) + h(wid;(r)ws) =
k(wlai(r)xiwg) + k(wléi(r)wg) = k(wl)ai(r)xik(wg) + k(wl)&(r)k(wg) = k(wl)(di(T)J}i +
0i(r))k(w2) = k(w1)(zir)k(we) = k(wizirws) = k(w), primera igualdad es definicion de h,
segunda es induccion, tercera y sexta es porque k es morfismo de anillos que deja fijos x;
y R, quinta igualdad es hipdtesis 1.

Ahora vemos que h(p(zjz;)a) = h((cijwixj+2kafjmk+dij)a) = (cijxixj+2kafjmk+dij)a =
xjria = h(x;x;a) tercera y quinta igualdad es porque h es un morfismo de anillos que deja
fijos x;, R, hipdtesis 2 es la cuarta igualdad.

Reemplazando a por z; con k < ¢ < j se tiene condiciéon 3.

Suficiencia

Definimos ahora un producto en Fr(Mon) como axb = h(t(a)t(b)), se prueba a continua-
cion que h(ab) = h(a) * h(b), como ademéas conocemos h(a + b) = h(a) + h(b) y h es sobre
entonces A = (Fr(Mon),+,*) es un anillo.

Veamos primero que A resulta una extension PBW torcida generalizada de R.
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Para esto hay que ver que ¢ : R — A es un endomorfismo inyectivo y Mon es una base
de rA estructura inducida por ¢, aqui ¢(r) = r. Esto es claro si se prueba que r xp = rp
en este caso se vé que la estructura de R moédulo inducida por ¢ coincide con la ori-
ginal, si p = YrzZ como antes entonces r x p = h(rt(x)) = Xrryz = rp. Ademés se
requiere x; x r = o;(r)x; + 0;(r), si r = 0 ambos lados son 0, y si 7 # 0 entonces
x; xr = h(x;r) = qp(zir) = q(oi(r)z; + §(r)) = oi(r)z; + J;, primera igualdad es de-
finicion de *, tercera es definicion de p.

Similarmente si ¢ < j, zjxz; = h(zjx;) = cijxiwj—i-zkafjxk—i—dij = cijmi*xijEkafjxk +d;;.
Asi que para terminar se prueba O

Lema 3. h(ab) = h(a) x h(b), para a,b € Z < {x; | i € I} UR >.

Para este fin se enuncian
Lema 4. 1. h(a0b) = 0.
h(a(—r)b) = —h(arb).

h(a(r + s)b) = h(arb + asb).
h(alb) = h(ab).
(

AR

a(rs)b) = h(arsb).
a,b palabras r,s € R

Nota: La suma, resta , producto 1 y 0 en el lado izquierdo se refieren a las operaciones
del anillo R, en el lado derecho suma, resta, 0 se refieren a Z < {z; | i € [}JUR >y
Fr(Mon) si no se indica con paréntesis se entiende producto en Z < {z; | i € I} UR >
(concatenacion), el lema ayuda a evitar ambigiiedad (mo6dulo h).

Lema 5. z,y e Z<{x;|i € I}JUR >, a,be ZT.
Si q(a) = q(b) entonces h(xay) = h(xby).

Lema 6. Six,y,z € Z <{xz;|i€ 1} UR > entonces h(xp(y)z) = h(zyz).

Demostracion. Lema 4.

Parte 1 y 2 son consecuencia de 3 pues r — h(arb) resulta un morfismo del grupo aditivo
de R en el grupo aditivo de Fr(Mon).

Se procede a probar 3 por induccién en c(a(r + s)b). Supongamos primero que la primera
inversion de a(r + s)b esta contenida en b, entonces b = wyx;twe cont € Ro t = xj, i > j;
en este caso h(a(r+s)b) = h(a(r+ s)wip(zit)ws) = h(arwip(x;t)ws) + h(arwip(z;t)ws) =
h(arb)+h(asb), primera y tercera igualdad es definicion de p y h, y la segunda es induccion.
El caso en el que la primera inversion de a(r + s)b esta contenida en a es analogo, el caso
restante es a = a’x; y z;(r + s) es la primera inversion; en este caso h(a(r + s)b) =
h(d'o;(r+ s)xib) + h(ad;(r+s)b) = h(a'(oir +045)xib) + h(a' (6 + 6;5)b) = h(d'oi(r)z:b) +
h(a'6;(r)b) + h(ad'o;(s)x;b) + h(a'0;(s)b) = h(a'z;rb) + h(a'z;sb) = h(arb) + h(asb) primera
y cuarta igualdad es por definicién de h, segunda es poque o;,d; son aditivos en R por
hipétesis, y tercera es por induccién y reordenando la suma.

Falta el caso base cuando a(r + s)b no tiene inversiones, en este caso a = r1...7p, b =
$1...8,% donde rg, s, € Ry & € Mon, por definicion p deja fijos a a(r + s)b, ard, y asb;
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y h(a(r + s)b) = (IIrg(r 4+ s)llsg)x = (Ilrgrllsg)z + (rgsllsg)z = h(arb) + h(asb).

El caso base en 4 y 5 son similares y también los casos en el que la primera inversion
estda en a o b. Solo hago el caso a = a’x;, 2;(rs) o x;1 es la primera inversion: h(alb) =
h(a'o;(1)z:b)+h(a’6;(1)b) = h(a’lz;b)+h(a’0b) = h(a'x;b) = h(ab), aqui usamos definicion
de h, induccion y parte 1 ya probadas , ademas se usa o;(1) = 1 por hipdtesis en o; y que
0i(1) = 0, ver la discusion despues de la definicion 8.

Finalmente

h(a'zi(rs)b) = h(a'o;(rs)z;b) + h(a'd;(rs)b) = h(a'(o;(r)oi(s))x:b) + h(a' (os(r)di(s) +
3i(r)s)b) = h(d'oi(r)o;(s)x:b) + h(a'o;(r)d;(s)b) + h(a'd;(r)sb) =
h(a'o;(r)x;sb) + h(a’6;(r)sb) = h(a'z;rsb) = h(arsb)

Primera, cuarta y quinta igualdad es definicién de h, segunda igualdad son las hipotesis
en o; y 0; y tercera igualdad es la parte 3 ya probada e induccion (3 veces).
O

Demostracion. El lema 4 implica el lema 5.
a = ZpZETkL - - Thim(k)Tigy - - - Tigypy SUMA €8 sobre k finito, zj es entero, m(k),n(k) > 0
son enteros, rg, € R para todo ky 1 <n < m(k), ix, € I para todo ky 1 <n < n(k).

Escribimos tq(a) = S 4(Sker; k)i, - - - %, , donde se denota i = (i1, . .. ,in) CONEL, ..., iy €
I, Ly = {k: (g1 igny) = 1}, sk = 2615 m0s € Ry A= {i | Xper,sp # 0}
Es claro que existe una sucesion finita a = ag,a; ...,a, = tq(a) de elementos en ZT' que

cumple aj =w+ (rs)f, -1 =w+rsfioq=w+1f, g1 =w+ f;0aq,=w+ (r+s)f,
a1 =w+rf+sfioq=w+(-r)f,aqg_1=w—rf;o0a =w,aq_1=w+0f. Aqui f es
una palabra w € ZT r y s pertenecen a R; x,r,s,w dependen de [.

Vemos ahora que h(zayy) = h(z(w + (rs)f)y) = h(zwy) + h(z(rs)fy) = h(zwy) +
h(zrsfy) = h(x(w + rsf)y) = h(xa;—1y) aqui x,y son palabras; se usa que h es lineal
por definicion y el lema 4. Los otros casos para a;, a;_1 corresponden a los otros puntos del
lema 4.

Se concluye h(zxay) = h(xzagy) = h(xary) = --- = h(zany) = h(xtq(a)y), para z, y pa-
labras; pero como la identidad es lineal en z, y, esto es cierto para x,y € Z < {x; | i €
I} UR >, de aqui es claro el lema 5. O

Demostracion. El lema 5 implica el lema 6.

Empezamos notando que la identidad es lineal en x,y, z luego se pueden asumir que son
palabras.

A continuaciéon procedemos por induccion en c(xyz) .

Supongamos primero que la primera inversion (de derecha a izquierda) en zyz esta con-
tenida en z, 2 = wiz;sw2 con s € R, 0, s = z; y © < j; entonces por definiciéon
plzyz) = p(zywip(zjs)ws) induccion aplica en (z,y,z"), 2 es palabra en wip(x;js)ws,
asi que h(zyz) = h(zp(y)wip(x;s)we) = h(zp(y)z), la segunda igualdad es por la defini-
cion de h.

Supongamos ahora que la primera inversion de zyz esta contenida por completo en y, y =
wixjswy, s como antes; h(zyz) = h(zwip(z;s)wez) = h(xp(wip(xjs)wa)z) = h(xp(y)z)
primera y tercera igualdad es definicion de h, segunda es induccion para (x,y’, z) con
palabra en wip(z;s)ws.

Si no hay inversiones, o tienen parte en x entonces y es ordenado y p(y) = y.
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Finalmente se tiene el caso y = y'z;, z = s2/, j, s como antes. Suponemos primero que la
primera inversion de y esta contenida en 3/, de forma que 3y’ = wiz,s'wo, en este caso se
tiene

hxyz) = h(wzy'p(xjs)?’) = h(zp(y')p(z;s)2") = h(xp(wip(ers)wa)p(;s5)2') =
hzwip(axs)wap(x;s)z )= (xww(kas Jwawjsz') = h(zp(wip(zrs’)ws)z) = h(zp(y)2),

la primera, tercera, quinta y séptima igualdad son de la definicién de p. La segunda igualdad
es induccion en (x,y’,21) 21 es palabra en p(z;s)z’, la cuarta igualdad es inducciéon en
(x,y1,21), y1 es palabra en wip(xgs )wsy , la sexta igualdad es induccion en (z,y1, 2).

El altimo caso es y = y'zpxj, 2 = sz’ , (z;,s) como antes (una inversion). En este caso

h(zyz) = h(zy'zpp(x;s)z’) = h(zy'p(zrp(zs))z’) = h(zy'p(p(zre)s)z’) =
h(zy'p(zkxs)sz’) = h(xp(y'p(rrrs))z) = h(2p(y)2).

Aqui la primera y sexta igualdad son de la definicion de p, la segunda igualdad es induccién

n (zy',y1,2'), y1 una palabra en xyp(z;s), la cuarta igualdad es induccion en (zy/, 2, 2'),
y2 palabra en p(zpx;)s, la quinta es induccion en (x,ys, z), y3 palabra en y'p(zxz;), y la
tercera igualdad es gracias al lema 5, pues

qp(zp(zjs)) = h(zgp(x;s)) = h(p(zrz;)s) = qp(p(zrx;)s)

la segunda igualdad aqui son las hipdtesis 2 y 3 en el teorema 4. O
Para terminar la parte de suficiencia en el teorema:

Demostracion. Lema 5 y lema 6 implica lema 3.

h(a) = h(b) = h(tgp(a)tqp(b)) = h(p(a)p(b)) = h(ab), primera igualdad es definiciéon de «,
segunda igualdad es lema 5 dos veces (gtgp(a) = gp(a) pues gt es identidad, igual con b),
y tercera igualdad es lema 6 aplicado dos veces. O

Demostracion. Universalidad en el teorema 4.
Llamamos B =7 < {x; | i € I} UR > /G donde G es el ideal bilatero generado por:

1. parar,s € R
(a) (rs) —(r)(s).
(b) (1) + (s) — (r + ).
(c) 1—(1).
2. zir —oi(r)x; + 6;(r), parar € R,i € I.
3. TjTi — CijliLj — Zkafja?k — dz‘j, para ¢ < j en I.
R — B claramente cumple la propiedad universal deseada, nétese que los generadores en 1

de G son exactamente los que hacen que esta funcion sea un morfismo de anillos. Probamos
ahora que h : B — A es biyeccién, notar primero que h es la factorizacion de h a travez
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del mapa cociente 7 : Z < {x; | i € I} UR >— B y esta bien definida pues h anula los
generadores de G.
h tiene inverso por derecha =t, hrt = ht = 1. Vemos que 7t es inverso por izquierda, es
decir z = th(x) méd G parax € Z < {z; |i € I} UR >, esto se hace en dos pasos:
Primero ver que z = p(r) méd G para x € Z < {x; | i € I} UR >, como esto es
lineal en z basta para x palabra, y se usa induccién en c(z): si z no tiene inversiones
p(x) = = es inmediato, si x = wix;rwe, x;r la primera inversion de z, r € R, se tiene
p(z) = p(wioy(r)xws) +p(wi0;(r)we) = wio;(r)z;we+w1;(r)wy = wizirwe = x méd G,
primera igualdad es definicién de p, segunda es induccién, y tercera es por el numeral 2 en
la, definicion de G. Similarmente si = wix;x;wy la conclusion se obtiene del numeral 3
en definicién de G.
El segundo paso es ver a = tq(a) méd G si a € ZT, si esto se tiene entonces x = p(x) =
tgp(zr) = th(r) méd G como se requiere. Para ver y = tq(y) méd G, se recuerda la
discusion de la prueba del lema 5, a = ag = - - - = a,, = tq(a) mbd G basta ver por ejemplo
ar =1+ (a+bx=r+ax+bxr =a,_1 mdéd G que se obtiene de multiplicar el numeral
1.b en la definicion de G por z y sumar r, similarmente (—r) = —(r) méd G,(0) = 0
moéd G, (ab) = (a)(b) méd G, (1) =1 mdd G, prueba los otros casos, las dos primeras
identidades son consecuencia de 1.b pues bajo esta condicion R — B es un morfismo de
los grupos aditivos.

O

Notamos que en la prueba de suficiencia las condiciones 2 y 3 solo se usan en la parte
final de la prueba del lema 6, la condicién 1 solo se usa en la prueba del lema 4.
De aqui se puede obtener un refinamiento que consiste en considerar las palabras en x; y
M, M un conjunto que genere a R como anillo, la complejidad d(w) = (a, b, ¢), a,b como
en le definicion 11 pero ¢ = (eq,...,¢,) € N definido por: si z; es el k-ésimo objeto de la
forma z;, de derecha a izquierda en w, z; = w, entonces ¢, = card{r : w, € M,r > s},
estas tuplas ordenadas lexicograficamente forman un buen orden como antes. En lugar de d
se puede tomar cualquier funcién con valores en un conjunto bien ordenado que disminuya
al permutar una inversién de acuerdo con las reglas de conmutacion.
La induccién en el lema 6 es igual reemplazando r € R por r € M y haciendo uso del lema
4.
Se obtiene:

Corolario 1. St M genera a R como anillo y con la notacion del teorema 4 una condi-
cion suficiente para la existencia de una extension PBW torcida generalizada como en el
teorema son las condiciones 1 y 8 alli descritas junto con

2’ h(zjzia) = h(p(xjzi)a) parai < j ya e M.

Vemos que el teorema 4 generaliza la construccion usual del anillo de polinomios torci-
dos Rz, 0, d], en seguida se ve también que generaliza el teorema de Poincare-Birkhoff-Witt.

Ejemplo 1. Tomemos k un anillo conmutativo y V un k-médulo equipado con una funcién
[,] : V xV — V, bilineal, que a un par v1,vy € V le asocia [v1,v9] € V.
(V,[,]) se llama una k-algebra de Lie si
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1. [v,v] =0 para todo v € V.

2. [v1, [v2, v3]] + [v2, [v3, v1]] + [v3, [v1, v2]] = O para cualesquiera vy, ve y v3 elementos de

V.

A toda k-algebra asociativa A se le puede asociar una k-algebra de Lie dada por [a,b] =
ab — ba.

A toda algebra de Lie V se le puede asociar una tnica élgebra asociativa A y un morfismo
de algebras de Lie ¢ : V' — A (donde A se toma como algebra de Lie con la estructura
definida anteriormente) que cumple la propiedad universal:

Si B es un algebra asociativa 'y f : V — B es un morfismo de algebras de Lie (donde B
se toma como algebra de Lie con la estructura definida anteriormente) entonces existe un
punico morfismo de algebras F': A — B tal que F¢ = f.

Esta algebra asociativa se denomina el dlgebra envolvente del algebra de Lie V.

El teorema de Poincare-Birkhoff-Witt dice que si V' es un k-modulo libre con base {x; |
i € I} con I un conjunto totalmente ordenado entonces A es un k-modulo libre con base
Mon({o(x) | € I}).

Para ver esto como consecuencia del teorema 4 observamos que para ¢ < j y r € k se
tiene ¢(z;)r = ro(z;) v ¢(z;)o(xs) = d(xi)d(xj) + ¢([x), z4]), asi que la consecuencia del
teorema PBW dice que A es una extension PBW torcida generalizada de k.
Reciprocamente si una extensiéon PBW torcida generalizada A que cumple estas dos ecua-
ciones existe, entonces por la propiedad universal en el teorema 4 A es el dlgebra envolvente
de V.

Para terminar sélo hay que verificar las hipotesis del teorema con las dos ecuaciones:

La primera condicién se tiene pues la identidad de k, idj, es un endomorfismo de k y la
funcién constante a cero es una idg-derivacion.

Para la segunda condicion se calcula h(zjx;r) = h(z;rz;) = h(rejz;) = ro;x; + rzj, ;] y
por otro lado h(p(xjz;)r) = h(xiz;r)+h([xj, xilr) = h(aira;) +r(zy, x| = rexj+rle;, o)
y se verifica h(z;x;r) = h(p(xj, z;)r).

Para la tercera condicion se calcula

h(zprjz;) = hapeixy) + h(zgley, 2:]) = h(rirpr;) + h([Tg, vi);) + h(oglz, 25]) =
rixje + h(@ilzy, o)) + h[og, zidx;) + h(wglz;, 2i])

y por otro lado

hp(zpaj)es) = h(zjzes:) + h([zj, zelz:) = h(zjziey) + bz, o)) + by, 2plei) =
vivjg + h([zg, zioe) + h(zj(zi, o)) + h([z), ple) = zizjo, + (W(agleg, ) +
h({[zj, 2], zx])) + (h([zi, zklzj) + h([[2, 2x), 25])) + (W(zilzg, zp]) + h({[25, 24], 2:])) =
hagzjzi) + h([[zj, zi], 2] + [[26, 2i], 2] + [[25, 2k], 23]) = h(zpz;j2;)

donde la ultima igualdad es consecuencia de la segunda condiciéon en la definicion de alge-
bra de Lie.
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2.2. Extension del anillo de coeficientes

En esta seccién usamos el teorema 4 para examinar el caso en el que A es una extension
PBW torcida generalizada de R y B es una extension de R, y dar una construccion general
para extender A a una extension PBW torcida generalizada de B.

Primero damos una definicién que es 1til para la construccion de anillos con propiedades
universales prescritas.

Definicién 13. Dado un anillo A y un conjunto X, Ay < X >:=7Z < XU A > /I donde
I es el ideal bildtero generado por

1. (rs) — (r)(s).
2. (r)+(s) = (r+s).
31— (1).

Para r,s € A. A; < X > estd caracterizado por la propiedad universal v : A > A < X >
es un morfismo de anillos y si f : A — B es un morfismo de anillos y g : X — B es una
funcion entonces existe un unico morfismo de anillos F' : A; < X >— B con Fv. = f y
Fr =gz parax e X. A; < X > se denomina la extension libre de A por X.

Si{ro} CZ < XUA > entonces B=7Z[XUA|/(I+J) con J el ideal bildtero generado por
{ra} se llama la extension de A con generadores X y relaciones {ry}. Este anillo cumple
una propiedad universal andloga.

Ya se vi6 un ejemplo en la demostraciéon del teorema 4, presentamos un segundo ejem-
plo.

Ejemplo 2. R un anillo y S C R, se define R(S™!) como la extension libre de R con
generadores x; un simbolo para cada s € S y relaciones xg3s = sxs = 1. Este anillo cumple
la propiedad universal:

1. ¢: R— R(S™!) es un morfismo de anillos tal que ¢(s) es invertible en R(S™!) para
todo s € S.

2. Si f: R — B es un morfismo de anillos tal que f(s) es invertible en B para todo
s € S, entonces existe un tnico F : R(S™!) — B tal que F¢ = f.

En efecto la imagen de x5 en R(S™!) denotada por abuso de notacién xs es un inverso
multiplicativo de ¢(s) en R(S™!) luego el primer item es valido.
Para el segundo item observamos que la funcién F' cumple necesariamente

F(zs) = F(¢(s)) ™" = f(s)",

luego es tinica porque {zs | s € S} U ¢(R) genera a R(S™!) como anillo. Y F existe por
que f = Hidonde ¢ : R — Ry < {xs|se€ St > H:R <{zs|seSt>> By
H(xs) = f(s)~!; observamos entonces que H(zst(s) —1) = 0y H(:(s)xs — 1) = 0 luego
H(J) =0 donde I es el ideal de R} < {z5 | s € S} > tal que Ry < {zs|se€ S} > /J =
R(S™1) (véase la definicién anterior), luego existe F : R(S™!) — B tal que F'r = H donde
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7Ry <{xs|s€ 8} > R(S™!) es la proyeccién canénica; luego Hi = Frr = F¢ como
se afirma.

Por supuesto cuando S es un conjunto de Ore de R por la izquierda se tiene RS™! =2
R(S7Y).
Como otro ejemplo (sin detalles) mencionamos que con una construccion similar se puede
probar la existencia del algebra envolvente de Lie del ejemplo 1, en efecto para el algebra
de Lie V el algebra envolvente asociada es la k-algebra con generadores {z, | v € V} y
relaciones Ty — Ty — Ty Tpy — Ty ¥ TpToy — Ty — T[yw]; PATA V, W € Vyrek.

Proposicion 3. K es un anillo conmutativo, X un conjunto y f: X - K < X > es una
funcion entonces existe un unico endomorfismo fi de K < X > tal que fi(ra) = rfi(a)
para a € K < X >, re K; y fix = fa para x € X.

h: X — K < X > esuna funcion, entonces existe una unica f1-derivacion hy en K < X >
tal que hi(ra) =rhi(a) paraa € K < X > yr € K; y hyx = hx para x € X.

Demostracion. La primera afirmacion se obtiene tomando fi(zi, -+~ x;,) = f(ziy) -+ f(24,)
y extension K-lineal.

Para la derivacion se define hi(Z) para T una palabra en X por induccién en la longitud
de la palabra:

hi(1) = 0 para la palabra vacia. h1(zy) := f1(Z)h(y) + h1(Z)y por induccién. Y hy :
K[X] — K[X] es la extension K-lineal, esto prueba incidentalmente unicidad.

Cuando Z = 1 es la palabra vacfa entonces observamos h;y = hy para y € X.

Falta probar que hi(zy) = fi(x)hi(y)+hi(x)y como esto es K-lineal en z, y basta suponer
x,y palabras.

Se procede por induccion en la longitud de y, si y = 1 esto es cierto; supongamos y = 'z
con z € X, entonces hy(zy'2) = f1(xy )h(z) + hi(xy")z = f1(x) f1(y)h(2) + f1(x)hi(y)z +
hi(z)y'z = f1(x)h1(y)+hi(x)y en la primera igualdad se usa la definicion de hy en (zy/, 2),
en la segunda se usa induccion para (x,y’) y en la tercera se usa la definicion de hy en

(v, 2). O

Proposicion 4. Con la notacion de la proposicion 3{ro} C K < X >, I el ideal bildtero
en K < X > generado por los o, A=K <X > /1. Si fi(ra) =0 mdd I entonces existe
un tinico K-endomorfismo fa de A con fo(x + 1) = f(x)+ I para x € X.

Si ademds hi(rq) = 0 mod I entonces existe una unica fa-derivacion hy en A tal que
ho(x +1) = h(z)+ I para z € X.

Demostracion. fo v ho son la factorizaciéon por el cociente K < X >— A de f1 y ho
respectivamente. La ecuaciéon hy(ab) = fi(a)h1(b) + hi(a)b produce ho(ab) = fa(a)ha(b) +
hQ(C_L)I_).

Para terminar hay que probar que fo y ho estan bien definidas, como son aditivas basta ver
que fi(I) € Iy hi(I) C I, pero f{ *(I) es un ideal bilatero por ser f; un endomorfismo, y
contiene a r, por hipotesis, luego se concluye I C f| l(I ) como se requiere. Similarmente
se prueba que J = hl_l(l) N fl_l(I) N I es un ideal bilatero: J es un subgrupo aditivo; y si
hi(a) =0= fi(a) =a méd I y b € A entonces hi(ab) = fi(a)h1(b) + hi(a)b=0 méd I,
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fi(ab) = fi(a)f1(b) =0 méd I y ab =0 méd I entonces ab € J. De la misma forma si
beJya€ Aentonces ab € J y J es ideal bilatero. Como r,, € J entonces I C J. O

Proposicion 5. Si 0 es un endomorfismo de A y f : X — A} < X > es una funcion
entonces existe un unico endomorfismo g de A; < X > tal que g = 0 y gr = fx para
reX.

Si 0 es una o-derivacion en A y h: X — Ay < X > es una funcidn, entonces existe una
unica g-derivacion d en A; < X > tal que do =9 y dx = hx para x € X.

Demostracion. Sean G como en la definicion 13 y 7 : Z < XU A >= A < X > la
proyeccion candnica.

f:AUX 5 Z<XUA>estalquenfes fen X yesoen A. h: AUX 5 Z < XUA >
es tal que wh es hen X y es § en A. (§,d) es una derivacion de Z[X U A] que extiende a
( f , B), como en la proposicidén 3 para terminar por el teorema se prueban las condiciones
de la proposicion 4: por ejemplo 7g((r)(s)) = wg(rs) para r,s € R, en efecto wg((r)(s)) =
rf(r)f(s) = o(r)o(s) = o(rs) = mg(rs); o aditivo y preserva el uno son las otras dos
condiciones, y también es necesario wd((r)(s)) = wf(r)wh(s) + wh(r)w(s) = o(r)d(s) +
8(r)s = 6(rs) = md(rs). que § es aditivo y §(1) = 0 son las otras dos condiciones. O

Corolario 2. A, X, 0,6, f, g, h, d como antes. {ro,} C A; < X >, I el ideal bildtero
en Ay < X > generado por los ro, B = Ay < X > /I, ¢ : R — B candnico . Si
g(ro) = 0 = d(rq) moéd I entonces eziste una tnica derivacion (o1,01) en B tal que
o190 =¢0,01¢p=0¢0 , o1(x+1)= f(x)+1 ydh(x+1)=h(z)+1I parax e X

Demostracion. De las dos proposiciones anteriores. O

Este ultimo corolario es uno de los objetivos de la seccién.

Ejemplo 3. Como un ejemplo que constituydé una de las motivaciones principales del
tltimo resultado mencionamos el caso B = R[x,0,d], por la propiedad universal de B
observamos que B es la extension de R con generador x y relacion xr = o(r)x + 6(r).
Dado una segunda derivacion (01,01) : R — R, es comtn buscar extender a una deri-
vacion (og,02) : R[x,0,0] — Rx,0,0] con valores prescritos o2(z) = a € Rlz,0,0] y
d2(z) = b € Rz, 0,d]. Condiciones evidentes necesarias para la existencia de (o2, d2) pue-
den obtenerse de aplicar o2 y d2 a la identidad xr = o(r)x + d(r). El colorario implica que
estas condiciones son suficientes y la derivacion obtenida (o2, d2) es tnica.

Como una ilustracién calculamos explicitamente las condiciones necesarias y suficientes
para la existencia de (02,02) con o2(x) = x y d2(x) = 0. En este caso oa(ar) = zoy1(r) =
o(o1(r))x + d(o1(x)) y por otro lado oa(o(r)x + §(r)) = o1(o(r))x + 01(5(r)) de donde
obtenemos oo = 010 y do1 = 019. Analogamente da(z1) = oo(x)d2(r) +d2(x)r = xd1(r) =
0(01(r))z+6(01(r)) y por otro lado da(c(r)x+d(r)) = o2(o(r))da(x)+02(0(r))z+d2((r)) =
01(a(r))z + 61(6(r)), de donde obtenemos 0d; = 10 y 661 = §16. De forma que la deriva-
cion (o9, 02) que extiende a (o1,0d1) y cumple o2(z) = x y d2 = 0 existe si, y solo si, las dos
funciones en (o, d) conmutan con las dos funciones en (o1, d1).

Por supuesto se puede tomar en lugar de R[x,o,d] una extension PBW torcida gene-
ralizada, con resultados similares.
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Ejemplo 4. Tomemos ¢ : R — R(S™!) como en el ejemplo 2, y tomemos (o,d) una deri-

vacion de R tal que o(S) C S.

Entonces existen una tinica derivacion (o1,d1) de R(S™!) tal que o1¢ = ¢po y 519 = ¢9.

En efecto suponiendo que existen se tiene que o1(zs) = o1(¢(s)™1) = o1(¢(s))~! =

#(o(s))~! y de aplicando 7 a la ecuacion z5¢(s) = 1 se obtiene 6; (xsd)(s)) = 01(;1:3)51( (s))+

51(25)s = B(0(5)) " B(6(5))+61 (24)0(5) = 0 = 81(1) luego b1 (z,) = —6(a(5)) 1 H(8(5))(s)

luego el corolario 2 garantiza unicidad.

Si ahora prescribimos los valores (con la notacién de el corolario 2) f(zs) = ¢(o(s))™?

¥ hlzs) = —6(0())6(6(s))6(s) ! entonces se tiene g(zod(s)) = 9(6(s)zs) = 9(1) ¥
d(zs¢(s)) = d(é(s)xs) = d(1) por un argumento esencialmente idéntico al del parrafo an-

terior.

Luego se tiene existencia por la misma proposicion.

Nota: De la prueba observamos que es suficiente la hipotesis mas débil ¢(o(s)) es invertible

en R(S71).

Proposicion 6. B, R son anillos y ¢ : R — B es un morfismo de anillos. M C B es tal
que ¢(R)UM generan a B como anillo. Sea A es una extension PBW torcida generalizada
de R con

1. xir = oi(r)x; + 6;(r). Parai € I yr € R

2. xjx; = CijTiT; + Eka ST+ dij, parai < j en I.

h como en la definicion 12.

Supongamos ademas (o},9,) es una derivacion de B con oL = ¢o; y 6ip = $0;.

Entonces existe C' extension PBW torcida generalizada de B con
1. zr =ol(r)z; +6.(r). Paraie€ Il yr e B

i = oleij)wial + Ekqb(af;j)x;C + ¢(dij), parai < j en I.

s, y solo st,

a W(zjz,a) =N (p (xjz;)a) parai < jyae M.

I es la funcion en la definicion 12 con parametros las imdgenes por ¢ de los correspon-
dientes pardmetros de h.

Demostracion. Es consecuencia del corolario 1, condicion 1 esta en la hipdtesis, condiciéon
2 para ¢(a) € ¢(R) y condicion 3 se heredan de A. O

2.3. Aplicaciones

En esta seccién presentamos dos aplicaciones de las dos secciones anteriores.
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Proposicion 7. Si A es una extension PBW generalizada de R entonces Gr(A), el gradua-
do de A respecto a la filtracion estindar, es una extension quasiconmutativa de R. Gr(A)
es finita si A es finita y biyectiva si A es biyectiva.

Demostracion. Dotamos a A de la filtracion estandar, { A, },en y vamos a ver que A, es el
conjunto de sumas de elementos de la forma rZ donde r € A y T es un monomio en X con
m indeterminadas m < n. En efecto, llamemos B,, a el conjunto cuyos elementos son sumas
de elementos de la forma rZ donde 7 € A y Z es un monomio en X con m indeterminadas
m < n. De la definicién de la filtracion estandar todo elemento en A,y es una suma de
elementos de la forma rz;a donde a € A,,, si asumimos por inducciéon que a € B,, entonces
como B, es cerrado por sumas y multiplicacién por elementos de R a izquierda, basta
observar que x;rZ = 0;(r)x;T + 6;(r)T € Bp4+1 para r € Ry £ un monomio como en la
definicién de Bj, 1. Finalmente observamos por induccién en el nimero de variables en &
que z;Z = cx’' +d donde ¢ € R .z’ es el inico monomio que tiene exactamente las variables
en T y un z; adicional, d es suma de elementos de la forma ¢ty con t € Ry y con menos
variables que Z.

De aqui se sigue facilmente que rGr(A) es libre con base los monomios estandar en 7,
donde z; € A1/Ag C Gr(A) es la imagen de x;. Las otras condiciones en la definiciéon de
extension PBW torcida generalizada quasiconmutativa para Gr(A) son inmediatas.

Es claro que si A es finita entonces Gr(A) es finita y si A es biyectiva entonces Gr(A)
también es biyectiva (pues tiene los mismos endomorfismos asociados). O

Proposicion 8. Sea A = o(R)[X] es una extension PBW generalizada quasiconmutativa
de R. Parai € I sean X; ={x; | j <i} y X; = {z; | j < i}, entonces los R-submddulos
de rA generados por Mon(X; ) y Mon(X;) son subanillos de A, y si se denotan A; y
A;, se tiene que existe una unica extension (o},0.) de la derivacion (0;,9;) a A; tal que
A; = A [z, 0%, 0;]. Adicionalmente st A es biyectiva entonces o, es biyectiva.

Si A es finita existe una sucesion finita p(R) = Ay C -+ C A, = A tal que A; =
Ai_1[zs, 00,0, Si A es finita y biyectiva, entonces o, es biyectiva.

Demostracion. Llamamos Ay el R-submodulo de A generado por monomios de X; =
{:cj | j € J} donde J C I. Para ver que Ay es un subanillo basta ver que r1Z1r2Zy €
Ay para r1,r2 € Ry T1,T2 € Mon(X), multiplicando los términos en roZo con 1171
y recordando que Aj; es un R-modulo izquierdo vemos que basta observar Zr € Ay y
Txj € Ajparar € R,je Jyze Mon(Xy).

Pero observamos que Zr = o(r)Z con o un endomorfismo y Tx; = T Tir; = z CjiTiT; =
0'(¢ji)@'z;x; y se conluye por induccion en la longitud de z que Zz; = ry donde r € Ry
9 es el Gnico monomio que contiene s6lo a los términos de & y a x;.

Es claro que A; es una extension PBW torcida generalizada con una variable z; de A; .
Falta por ver que es biyectiva si A es biyectiva.

Para ver esto se toma 7 : A7 — A el endomorfismo determinado por 7¢ = o, ly
T(xj) = a;l(c;il)xj, para se tiene que 7 = o ' pues 70} y o/ coinciden con la identidad
en z; y en ¢(R).

Para ver que 7 esté bien definido solo hay que observar que la definicién es compatible con
las identidades xjr = 0(r)x; y xj2) = cpjxpx; por el teorema 4 y el colorario 2, aplicando
T se obtienen las identidades equivalentes

o7 (e )oj(o7 (r) = o7 Hos(r)o; (') (2.1)



CAPITULO 2. PROPIEDAD UNIVERSAL 20

o7 (e )ai(o7  (eg))ews = o7 (ery)o (e )ow(oy  (c3;1) (2:2)

Aplicacion de o] a xjr = 0;(r)x; y T;&) = CpjTrT; genera
¢ijoj(oi(r)) = oj(oi(r))ci (2.3)

cijoj(cin)cr; = oi(Crj)cinor(cij) (2.4)

La ecuacion (1) es la ecuacion (3) en v’ = o; '(r), multiplicando por ci_j1
izquierda; y aplicando o; *. Usando la ecuacién (1) en la ecuacion (2) para r = ¢, en la

izquierda y r = ci_j1 en la derecha se obtiene la identidad que resulta de multiplicar (4) por

a derecha y a

constantes adecuadas y aplicar o, L O

Proposicion 9. Su A es una extension PBW torcida generalizada finita biyectiva de R vy
rR es Noetheriano, entonces g4 A es Noetheriano.

Demostracion. Por las proposiciones 7 y 8 se reduce al caso A = R|[x,o] con ¢ un auto-
morfismo de R.

Este caso se prueba como el teorema de la base de Hilbert usual:

Si I C A es un ideal izquierdo entonces el conjunto J = {r € R | z'r + E;Kirkxk €
I para algunos i > 0,7, € R} C R es un ideal izquierdo de R y por lo tanto es finita-
mente generado J = R+ --- + r, R, se eligen entonces polinomios fi, -, f, € I con
términos principales 2™y, - - , 2™r,. Tomando ahora J; = {r € R | z'r + Sjyrpz*} para
0 <l < m, observamos de la misma forma que los J; son ideales izquierdos de R y por lo
tanto son finitamente generados, digamos por r1; - - -y, y tomando polinomios f;; € I con
término principal z!r; observamos que 41 es generado por {fi |1 <k <n}U{fy|1<
i < N,0<l<m}. O

Proposicion 10. Sean R un anillo, A es extension PBW torcida generalizada de R, y
S C R un subconjunto de R tal que 0;(S) C S para todo i € I, entonces existe una unica
extension PBW torcida generalizada de R(S~') como en la proposicion 6 , digamos B, y
se tiene B = A(S71).

Si A es biyectiva y 0;,(S) = S entonces B es biyectiva.

Si S es un sistema multiplicativo de Ore a izquierda en R entonces también lo es en A.

Demostracion. En el ejemplo 4 se ve que existen unicas extensiones de o;,d; a R(S™!) se
quiere aplicar la proposici(’)n 6.
Basta ver h(x;z;s~ ') = h(p(x;x;)s!). Se calcula

h(zjzit) = h(xjoi(t)zi) + h(z;6:(t)) =
hoj(oi(t))xj2) + h(9;(0i(t))z:) + k(o (0:(t))x5) + h(0;(d:(1))) =
aj(0i(t))cijaizs + Sgoj(oi(t))afier + 0j(0i(t))dij + 8;(0i(t))i + Uy( i(t))x; + 6;(0i(t))

h(p(a:jxi)t) = h(CZ'jQZiLL“jt) + Ekh(afjibkt) + h(d”t) = h(Cl’j.TiO'j(t)l’j) + h(Cij:L‘i(;j(t)) +
Ekh(afjak(t)xk) + Ekh(afj5k(t)) +dijt = cijoi(0j(t))ziz; + cijoi(o;(t))xj + cijoi(0;(t))zi +
cij0i(05(t)) + Ekafjak(t)xk + Eka%(sk(t) +d;j;t.

Igualando se obtiene
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at a;(0i(t))cij = cijoi(o;(t)).

bt oj(o(t))a; + 0;(03(t)) = cijoi(0;(t)) + aj;oi(t).

ct a;(0(t))al; + 0j(8:(t)) = ciji(05(t)) + afjoy (D).

dt oj(oi(t))af; = afon(t), k #4,5.

et o;(0i(t))dij + 0;(8:(t)) = €i0i(3;(t)) + Srafior(t) + dijt.

En as™! multiplicar por o(0;(s)) a izquierda y por o;(c(s)) a derecha y se obtiene ecuacion

equivalente as que es cierta.
En bs™! se multiplica por o;(c;(s)) a 1zqu1erda y por o;s a derecha, y teniendo en cuenta

la formula para §;(s™') = —o;(s)71d;(s)s™! se tiene la ecuacién equivalente a! 0i(s) —
0j(0i(s)) = 70'3'(O’i(S»CijO'i(O'j(S))_lo'i((sj( ) + o;(oi(t))at i;» en presencia de as, se reduce
a bs.

Anélogamente multiplicando ¢s™ por ¢(0;(s)) a izquierda y por o(s) a derecha y usa as
para reducir la ecuaciéon a cs.

Para ds™! se multiplica por oj(0;(s)) a izquierda y por o (s) a derecha y se obtiene ds.
Finalmente hay que probar es™!, multiplicando por o;(c;(s)) a derecha y por s a izquierda
se obtiene

dijs + 0j(0i(5))3;(d:(s71))s =
0i(0i(5))ci;0:(6;(s71))s + Bgoj(oi(s )afjék(s_l)s + 0;(0i(s))dij

y usando as,bs,cs,ds se obtiene

dijs + 0(0i(5))8;(8i(s71))s =
Cijoi(07(5))5:(8;(s71))s + Srakion(s)0u(s™)s — 5(8:(5))8;(s™1)s + ciydi(o;(5))d;(s™)s -
5;(0i(3))3i(5~1)s + cijo(8;())3i(s71)s + 05 (0i(5))dyy.

Ahora usamos las identidades

d(abe) = o(a)o(b)d(c) + o(a)d(b)c + 6(a)be

para obtener

B0 (51) = ~0(03(5) " 0(8)57) =~ (0(5) )y (Bu(s)) 0 (s71)
03(03(5) 1) (61(5))5 ™ — 65(03(5) )65 = 7307 (5))~ 73 (8s()a3 ()85 (s)s ™
05(0:(5))716;(3:(5)) s~ + 05(04(5)) 713 (04(5))or(s) L0y ()5~

Y de aqui

0(0i())0;(8:(s™1))s = 0(8i(5))oj ()71 8;(5) — 6;(8i()) + 8(0i(s))oi(s) ™ i (s).

Intercambiar (i, j) produce otra identidad. Al reemplazar estas identidades y reordenar en
la ecuacion equivalente a es™! obtenida antes se obtiene
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0j(0i(5))oi(s)~18i(s) = cijoi(0;(s))ari(s) i) =
i(5) — Brafion(s) + (0 ()) i(s)710 ()
0 3)+5j(01(3)) i(5)710i(s) — cijoi(3;(s))ai(s) TH0i(s) + 0 (o

/‘\ |
v
\_/

0= 0;(0i(s))dij + 6;(8i(s)) — €ij6i(6;(5)) — Spaj;or(s) — dizs

Esto es es. Esto termina la prueba de existencia de B.

Por propiedades universales el isomorfismo es claro.

Si 0;(S) = S entonces o; ' se extiende a R(S™!) luego o; : R(S™1) — R(S™!) es biyectivo
y B es extension PBW torcida generalizada biyectiva.

Ahora supongamos que S C R es de Ore a izquierda y x : A — B es el morfismo candnico,
basta ver que todo elemento b € B se expresa de la forma x(s)"!x(a), s € Sy que x(a) =0
implica sa = 0 para algtin s € S.

Tomemos b = YrzZ, suma es sobre £ € Mon y r, € ST'R, como S es de Ore a izuierda
existe un denominador comin 7z = s~z con Iz € R, asi que b = s ¢ con ¢ = Xlz7.
Tomemos ahora y(a) = 0 en B, a € A; se escribe a = ¥rzZ la suma sobre un conjunto
finito de & € Mon, rz # 0. De aqui se tiene 171z = 0 en S~ R para todos los coeficientes
que aparecen en la suma.

Por lo tanto existe sz € S con szrz = 0, pero como S es de Ore a izquierda existe s € S'y
tz con s = tzsz, es claro que srz = 0 y sa = 0 como se busca. O



CAPITULO 3

Ideales primos

En este capitulo se hace un primer estudio de ideales primos en una extension PBW
torcida finita y biyectiva. El anillo de coeficientes se toma Noetheriano. En la primera
primera seccién se toma un ideal invariante en el anillo de coeficientes, se extiende a
la extension PBW torcida, y se dan resultados sobre la clase de ideales en el anillo de
coeficientes que se extienden a ideales primos; los resultados en esta seccién son adaptados
del articulo [2]. En la segunda seccion se empieza desde un ideal primo de la extension y se
le asocia una 6rbita de un ideal primo de el anillo de coeficientes bajo los automorfismos
de la extension , aqui seguimos el articulo [3].

Finalmente en la tiltima seccién cubrimos como un tema adicional la propiedad de Jacobson
cuando el anillo de coeficientes es un cuerpo, aqui adaptamos resultados del libro [1].

En todo el capitulo todas las extensiones se asumen finitas.

3.1. Extension a ideales primos

En esta seccion damos algunos resultados parciales a la pregunta de para cuéles ideales
I de R es T A un ideal primo de A.

Empezamos con algunas definiciones.

Definicién 14. Dado un anillo R un sistema de automorfismos de R es un conjunto finito

Y ={o1, - ,0n} indexado por {1,--- ,n} tal que o; es un automorfismo de R para todo i.
Un sistema de Y-derivaciones A es un conjunto finito A = {61,---,0,} indexado por
{1, -+ ,n} tal que §; es una o; derivacion.

También decimos que (X,A) es un sistema de derivaciones de R.

Definicion 15. Dado un anillo R y un conjunto L de funciones de R es si mismo, decimos
que un ideal I C R es L-invariante si f(I) C I para todo f € L. Decimos que un ideal es
f-invariante si es { f }-invariante.

Por ejemplo para (3,A) un sistema de derivaciones de R podemos hablar de ideales %-
mwvariantes y A-invariantes.

23
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Un ideal se dice (3, A)-invariante si, y sdlo si, es ¥ U A-invariante (o equivalentemente si
es Y-invariante y A-invariante)

El siguiente lema se usa en lo que sigue sin mencién explicita

Lema 7. Si R es Noteheriano, o es un automorfismo e I es un ideal o-invariante de R,
entonces o(I) = 1.

Demostracion. Tenemos o(I) C I, aplicando o~ obtenemos
ICoi()yCco2(I)C---

Por Noetherianidad concluimos o~"(I) = o~ " !(I) y aplicando o"*! se obtiene I =
o(l) O

Definicién 16. Dado un anillo R y un conjunto L de funciones de R es si mismo, decimos
que un ideal I C R es L-primo si I # R, I es L-invariante y para todo par J, K de ideales
L-primos con JK C I se tiene J C I o K C 1.

R se dice L-primo si 0 es L-primo.

Lema 8. Sea R es un anillo y A es una extension PBW torcida biyectiva de R con sistema
de derivaciones asociado (X,A). Si I es un ideal de R (3, A)-invariante entonces IA es
un ideal de A. Ademas AJIA es una extension PBW torcida generalizada de R/I, y es
biyectiva si R es Noetheriano.

Demostracion. Para ver que IA es un ideal de A basta observar que z;I C IA para x;
una variable de A. Y en efecto x;a = o;(a)x; + di(a) € IA para a € I, pues I es (3,A)-
invariante.

Vemos que las condiciones o;(I) C I y 6;(I) C I son equivalentes a decir que existe una
derivacion (o}, 0!) en R/I tal que o(r+1) =oi(r)+ 1y 6;(r+1)=06(r)+1, se puede ver
directamente de la definicion que A/I A es una extension PBW torcida generalizada de R/I
con estas derivaciones, pero también es consecuencia de la proposicién 6 y la propiedad

universal.
Finalmente o] es biyectiva si 0;(I) = I (en este caso tiene inversa) y esta igualdad es valida
si R es Noetheriano por el lema 7. O

Proposicion 11. Si R es un anillo Noetheriano, A es una extension PBW torcida biyectiva
de R y el conjunto de automorfismos y derivaciones de R asociados a A es (X, A) ,si I es
un ideal X-primo y A invariante de R entonces I A es un ideal primo de A.

Demostracion. Reemplazando R por R/I podemos asumir sin pérdida de generalidad ue
I1=0.

Reemplazando A por Gr(A) (con la filtracion estandar) podemos asumir que A es qua-
siconmutativo ,véase la seccion 2.3, proposicion 7(y recordando que si Gr(A) es primo
entonces A es primo).

Recordando que A = R[z1,01] - [zn, 0p] (vVéase la seccion 2.3, proposicion 8), basta ver
que si A = R[z,0] y R es ¥ U {o}-primo donde ¥ = {01, ,0,} y 0; se extiende a A al
hacer o;(x) = ¢;x con ¢; € R invertible, entonces A es Y-primo.

En este caso tomamos I,J C A ideales Y-invariantes con IJ = 0. Definimos I; = {r €
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R : 12" + Speprpa® € I para algunos n > 0,1, € R}y J1 = {r € R : ra"™ + S rpa” €
J para algunos 7, € R}. Para r € I elegimos f = ra" + Spenrpa® € I con r, € R, para
a,b € R multiplicando f por a a izquierda y por 0~ "b a derecha observamos que arb € I7.
Para s € I; elegimos g = sz™ + Spemsia® € I con s, € R, considerando faz™ + ga™
vemos que 7 + s € . Calculando o;(f) € I observamos que o;(r)c;oi(c;) - ol (¢;) € It
y como ¢;oi(c;) - o7 (¢;) es invertible entonces o;(r) € I;. Finalmente considerando  f
observamos que o(r) € I;. Concluimos que I; es un ideal ¥ U {o} invariante de R. Por
supuesto esto tambien es cierto para Jj.

Ahora tomemos ¢ € J; elegimos h = tz! + Ly itpa® € J con t;, € R, haciendo el producto
fh = 0y viendo el coeficiente de z!™™ obtenemos ro™(t) = 0, como R es noetheriano y
J1 es o invariante concluimos que o~ "(t) € J; y por lo tanto rt = 0, es decir I;J; = 0.
Como R es ¥ U {0} primo concluimos I; =00 J; =0y de aqui I =0 o J = 0 como se

requiere. O

Como ejemplo vemos un caso particular, en el que las derivaciones se toman como 0.

Proposicion 12. Sea R un anillo Noetheriano y A una extension PBW-torcida biyectiva
con automorfismos asociados 3 y derivaciones asociadas todas 0.

Si I es un ideal de R X-invariante entonces 1A es un ideal primo de A si, y sdlo si, I es
un ideal X-primo de R.

Demostracion. Una direccién es la proposiciéon anterior, para la otra asumimos que I es
un ideal X-invariante pero no Y-primo, entonces existen J, K ideales >-invariantes no
contenidos en I con JK C I. Entonces JA y KA son ideales de A no contenidos en A
con JAKA CTA,y IA no es primo en A. O

Proposicion 13. Sea R un anillo Noetheriano, y % un conjunto de automorfismos. Sea I
un ideal de R ¥-primo, entonces I es semiprimo.

Demostracion. Reemplazando R por R/I podemos asumir sin pérdida de generalidad ue
I1=0.
En este caso J = Nil(R) es nilpotente pues R es Noetheriano, J" = 0. Pero J es siempre

Y-invariante, luego J = 0, es decir R es semiprimo. 0

Denotemos las palabras finitas en el alfabeto {1,---,n} por P,, para cada elemento
t = (t1,-+- ,tm) € P, definimos oy = oy, --- 0y, (como convencién si m = 0 entonces
Ot = Zd)

Tomemos I un ideal de R un anillo y definimos para k& > 0
Iy ={a € R:0ny0i,0n, - 6i;0n,(a) € I para 0 < j < k,1 <y, -+ ,i5 <n,ng, -+ ,n; € Pp}
Se tiene la siguiente identidad

J710(&‘;2'10—”1 T 5ijgnj (ab) = Z Ono@i1w(1)9n1 " ** Qjjw(5)9n; (a)anoﬁilw(l)anl t ﬁijw(j)anj (b)

la suma en la derecha es sobre w : {1,---,5} — {0,1}, apo = oy, Bro = 0Or, ap1 = 0y,
ﬁ’rl = 1d.
Esta identidad se prueba por induccién en j.
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Ahorasia € I,, b € I, y 0 < j < n+ m entonces para cada w : {1,---,5} — {0,1},
se tiene card{r : w(r) = 0} < n o card{r : w(r) = 1} < m. En el primer caso
TnoBivw(1)0n: * Bijuw(j)on; (b) € Iy en el segundo 0y, (1) 0ny ** * Qi () 0y (@) € I, con-
cluimos que 0y, 0iy0py -+ 05,00, (ab) € I 'y ab € Inym.
Es decir I,,1,,, C I,;4m, en particular sim = 0, Iy = Ry I,, es un ideal derecho, por simetria
I,, es un ideal bilatero.
También podemos ver que

Hk:Ink - Iank

por induccién en el numero de ks. En particular I7" C I,,.

Proposicion 14. Sea R un anillo Noetheriano, ¥ un sistema de automorfismos de R y A
un sistema de Y-derivaciones de R. Si R es (X, A)-primo, entonces

1. Nil(R) es X-primo.
2. Cr(0) = Cr(Nil(R)).

3. El anillo total de fracciones de R existe y es artiniano.

Demostracion. 1) Tomamos un ideal I C R, ¥-invariante con ranng(I) # 0 y maximal
con esta propiedad.

Vemos primero que I es Y-primo, en efecto si J, K son ideales Y-invariantes con JK C [
y J, K no contenidos en I entonces reemplazando J, K por J + I, K + I podemos suponer
I € J,K y por maximalidad de I conluimos que ranng(J) = 0 = ranng(K) y de aqui
rannp(JK) = 0 pues si 7 € R es tal que rJK = 0 entonces rJ C ranng(K) = 0y
r € ranng(J) = 0. Esto contradice 0 # ranng(I) C ranng(JK).

Vemos entonces que I es semiprimo por la proposicion 13 y por lo tanto Nil(R) C I.
Para la otra contenencia recordamos las convenciones de antes de esta proposiciéon

.ChLChL=1
y
ranngliy C ranngls - --
Por Noetherianidad tenemos que J = ranngl,, = ranngly,+1 = --- para algin m. Vamos

a ver que J es un ideal (3, A)-invariante, en efecto J es ¥-invariante porque I, es X-
invariante. Tomemos ahora a € J y b € I,,41 entonces ab = 0, o4(a) € J y 0;(b) € L,
luego o;(a)d;(b) =0, y de aqui

0 = 0;(ab) = 0i(a)d;(b) + di(a)b = d;(a)b

concluimos que d;(a) € J, y J es (3, A)-invariante.

También tenemos que L = lanngJ es un ideal (X, A)-invariante, en efecto L es Y-invariante
porque J es Y-invariante; y si tomamos a € L y b € J entonces ba = 0, 6;(b) € J, y por
tanto 0;(b)a = 0, y de aqui

0 = 0i(ba) = 0;(b)di(a) + 6;(b)a = o;(b)d;(a)
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es decir 0 = 0;(J)0;(a) = Jd;(a) y di(a) € L.

De la definicién de J y L tenemos I, C L, ranngl C J y JL = 0. Por la elecciéon de I,
tenemos ranngl # 0, de donde J # 0. R es (X, A)-invariante y JL = 0 implica L = 0.
Finalmente por la discusién antes de la prueba I™ C [, C L implica I, = I™ =0y
I C Nil(R).

2)La inclusion Cr(0) C Cr(Nil(R)) es cierta para anillos Noetherianos cualquiera, véase
[7]4.1.3 (ii).

Tomamos I = Nil(R) e I,, como en la prueba de 1, y observamos que

de forma que so6lo hay que probar que I, /1,41 es Cr(I)-libre de torsion. Para esto tomamos
s€ Cgr(I)yrel,consrel,r. Y tomamos j < n+ 1, recordamos la identidad

O'noéilo'ru : O'nj ST Zanoazlw YOny * " Qg ap(5)Ony (S)O'noﬁilw YOny * ﬁz]w O'nj( )

con las convenciones de la dlscuswn antes de esta proposicién. Vemos que el término en la
derecha pertenece a I (por definicion de Ini1) v 00, (8)0n0Biw(1)0ns *** Bijw(j)n; (1) € 1
siempre que w no sea constante a 0. Reduciendo moédulo I obtenemos

0 7(8)0ng0iy Oy < -+ 00, (1) € 1

con o una palabra en 0;. Como [ es X-invariante entonces Cr([) es X-invariante y o 7(s) €
Cr(I), 0ng0iyOny -+ 0i,0n,(r) € I 'y 7 € I11 como se requiere. Un argumento simétrico
prueba que si rs € I,,+1 entonces r € I 4.

3)Esto es consecuencia de 2 por el teorema de Small, véase [7] 4.1.4. O

En la siguiente proposiciéon resolvemos la pregunta del principio de la seccién para el
caso mixto (es decir automorfismos y derivaciones no triviales) para el caso algo restrictivo
de ideales semiprimos.

Proposicion 15. Sea R un anillo Noetheriano y A una extension PBW-torcida biyectiva
con deriwaciones asociadas (X,A). Si I es un ideal de R (3, A)-invariante y semiprimo,
entonces 1A es un ideal primo de A si, y sdlo si, I es un ideal X-primo de R si, y sdlo si,
I es un ideal (3, A)-primo de R.

Demostracion. Una direcciéon es la proposicion 11.

Ahora asumimos que I es un ideal (X, A)-invariante pero no (3, A)-primo, entonces existen
J, K ideales (X, A)-invariantes no contenidos en I con JK C I. Entonces JA y KA son
ideales de A no contenidos en IA con JAKA C TA,y IA no es primo en A. Esta es otra
de las implicaciones.

Finalmente si I es (3, A)-primo y semiprimo entonces la parte 1 de la proposicion anterior
aplicada a R/I implica que Nil(I) = I es X-primo. Esto termina la prueba. O

3.2. A cada ideal primo de la extension se le asocia una 6rbita
en Spec(R)

En esta seccion seguimos los resultados de [3] (especialmente la seccion 4), en el con-
texto de extensiones PBW torcidas.
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Proposicion 16. Sea T un anillo y 7M un T mddulo derecho. Si se tiene una susecion
de submddulos de M
My=0C M; C...

tales que M;/M;_1 es simple y M = U;M;, y tomamos N un subfactor simple de M
entonces existe i tal que M;/M; 1 =

Demostracion. N = Ni/Ny con No C Ny C M. Existe i tal que M; N Ny Q No, de lo
contrario como M = U;M; se tendria N; = Njy; se elige ¢ minimo con esta propiedad, de
forma que en particular M; N Ny/M;_1 N Ny # 0.

Tenemos morfismos inyectivos M; N Ny /M;_1 "Ny — M;/M;_1 y

M; NNy /M; Ny — N; como tienen dominios no nulos y rangos simples son isomorfismos,
en particular M; N Ny /M;—1 N Ny es simple y M;_1 N Ny € M; N Ny C M; N Ny implica
M;_1NNy=M;NNyy N = M,NNy/M;—1 NNy = M;/M;_1 que es el enunciado. O

Lema 9. Si R es un anillo Noetheriano y A es una extension PBW-torcida biyectiva de R,
st M es un subfactor de pAg, yb € M entonces el R— R bimddulo RbR es finitamentemente
generado por cualquiera de los dos lados.

Demostracion. Como M = B/C con C' C B C A, entonces se observa que basta probar el
lema para M = A.
En este caso si

b= Zraxa

acJ

donde J C N" es finito y r, € R, entonces RbR es un submoédulo izquierdo de X,cj Rz,
como R es Noetheriano se concluye el resultado. (El lado derecho es por simetria). O

Sea R un anillo Noetheriano por ambos lados y A una extensién de R, A un anillo
Noetheriano, tomemos P un ideal primo de A.

Siguiendo las pruebas en [3], llamamos C el anillo total de fracciones de A/ P, y tomamos
una serie de descomposicion de gCe, 0 = Cy € C7; C --- C C, = C, llamamos @Q; =
annp(C;/Ci—1). Vemos que @; es primo de R. Mas en general si Ay B son anillos y 4Mp
es un bimoédulo simple entonces annaM = {a € A | am = 0 para todo m € M} es un
ideal primode A. PN R C Q; vy Q1...Qm C PN R; en particular si () es primo minimal
con PN R C @ entonces Q € {Q1,...Qm}

Dado una tupla a = (ay,...,ay) € Z, denotambos o =07t .ol
Dados monomios estandar 7 = x{' ...z y § = x7" ...z, decimos 7 < 7 si

(Eak, at, ... ,an) < (Ebk, bl, ‘o ,bn)
en el orden lexicografico. Este orden es isomorfo a w.

Proposicion 17. Dado R, A,C,P y Q1,...,Qm como antes existe un B, R— R bimddulo
subfactor de A/QmA con con anngB = Q.,, annBr = Q; y B libre de torsion por ambos
lados como R/Qu,-R/Q;-bimddulo.
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Demostracion. Se encuentra en el lemma 2 de [8] O

Proposicion 18. Tomando A una extension PBW torcida biyectiva de R y con la notacion
de antes, para todo 1 < i < m existe a € N tal que 0*(Q;) = Qm

Demostracion. Se elige B un R-R bimoédulo, subfactor del R-R bimédulo A/Q,, A con
anngB = Qm y annBr = @, libre de torsién por ambos lados como R/Q,-R/Q; bimo-
dulo, podemos reemplazar B por RbR con b € B no nulo para concluir que sin pérdida de
generalidad B es finitamente generado como R moédulo por cualquier lado (véase el lema
2 en la seccion 1.1 y el lema 9).

D es el anillo de fracciones de R/Qp,, entonces D ®p B es un D-R bimodulo de longi-
tud finita con ann(D ®r B)r = Q;. En efecto D ®pr B es finitamente generado como
D-moédulo izquierdo luego es artiniano y noetheriano como D-R-bimédulo, es decir es de
longitud finita, y como B es libre de torsion como R/Q,, modulo se tiene también que el
morfismo B — D ®p B canonico es inyectivo luego ann(D ®r B)r = Q;. Ahora elegimos
M C D ®pgr B simple entonces M = D ®g By y reemplazando B por B; podemos suponer
sin pérdida de generalidad que D® B es simple. En efecto D®pg B es la localizacion del mo-
dulo izquierdo B por el sistema multiplicativo de elementos regulares de R/Q,,, de forma
que los submédulos de D @ g B son localizaciones de submoédulos de B, luego M = D® By
y aplicando de nuevo el lema 2 en la seccién 1.1 obtenemos lo que mencionamos antes.

D ® B es un subfactor de V.= D ®r A = D ®r A/QnA, pues D es un R/Q,, modulo
izquierdo plano.

p(D ®p A) es libre con base {1 ® | £ es un monomio estandar}.

Vi = Yy<zD(1 ® y) es una filtracion de pVg con los cocientes consecutivos Gz =
Yy<zD(1 ® §)/Y5<zD(1 ® §), D-R bimédulos isomorfo to D luego es simple (véase el
lema 1 en la secciéon 1.1). Y se tiene con ann(Gz)r = (6%) "1 (Qm).

Se concluye por la proposicién 16 que D®gr B = Gz para algun  y tomando los anuladores
derechos Q; = (0%) Q). O

Este resultado se puede interpretar como: a cada ideal primo de P de A la estrategia
clasica es asociarle el ideal de R obtenido por contraccion P N R, pero se observa en [3|
que esta asociacion no es adecuada en el caso R[z,0,d] con R no conmutativo y o y § no
triviales, esta proposicién se propone en ese articulo como una modificacién del método
clasico, que a un ideal primo P de A le asocia la orbita {r;, - -7, (Q1) | 1 <ix < n,7; =
0; 0T =0; 1} que contiene a todos los primos minimales de de R sobre PN R.

Sigue un resultado de localizacion.

Lema 10. Sea R un anillo Noetheriano y A un anillo Noetheriano con R C A, sea P un
ideal primo de A. Sea C' el anillo total de fracciones de A/ P, y una serie de descomposicion
de RCc, 0=Cy C Cy C --- C Cpy, = C, llamamos Q; = anng(C;/Ci—1).

Suponiendo que Q1,...,Qn son exactamente los primos minimales sobre PN R y que RaR
es noetheriano como R-mddulo por ambos lados, se tiene entonces que para C el conjunto
de elementos requrales de R/PNR, C es de Ore en R/PNR yen A/P y que C"'(R/PNR)

es artiniano.

Demostracion. Es una especializacion de [3] lema 4.5. O
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Proposicion 19. R Noetheriano y A extension PBW-torcida biyectiva de R, P un ideal
primo de A.Y sea C el conjunto de elementos regulares de R/P N R, entonces C es un
conjunto de Ore de elementos regulares en R/PNR y en A/P, yC~'(R/PNR) es artiniano.

Demostracion. Hay que ver por el lema anterior que con la notaciéon de la proposiciéon 18
{Q1,...Qn} es exactamente el conjunto de primos minimales de R/P N R.

Pero por la proposicion 18 R/Q; = R/Q; y por lo tanto la dimension de krull clasica de
R/Q;, ckdim(R/Q;) es un ordinal (pues R es Noetheriano) independiente de i.

En particular tomando @Q; cualquieray PN R C @ C @; con () un primo minimal con estas
condiciones, por la discusion antes de la proposicion 18 se conluye que @ € {Q1...Qn}
luego ckdim(R/Q) = ckdim(R/Q;) y esto implica ; = @ como se busca. O]

Proposicion 20. Sea R un anillo noetheriano, A un anillo y ¢ : R — A un morfismo.
Suponiendo que hay elementos x1,...,T, € A que junto con R generan a A como anillo y
que cumplen x;R+ R = Rx; + R, y, vjz;R + X Rz + R = Rxxj + X Rxy, + R; se tiene
entonces que rkdim(A) < rkdim(R) + n.

Demostracion. Dotamos a A de la filtracion estandar dada por los x;, como rkdim(A) <
rkdim(Gr(A)) reemplazando A por Gr(A) podemos suponer que z;R = Rz; y zjz;R =
.’Elij
Tomando Ry = ¢(R) y Ry, = YnRy_12} y reemplazando A por Ry y R por Ry_; se puede
asumir ademas que solo hay una variable y R es un subanillo de A.
En este caso A es Noetheriano por [7] 1.2.10 y por [7] 6.3.8 hay un ideal primo de A tal
que rkdim(A/P) = rkdim(A), reemplazando A por A/P y R por R/P N R suponemos
también que A es primo.
En este caso x es un elemento normal en A, luego x = 0 o x es regular en A; el primer
caso es trivial y en el segundo xr = o(r)x con o : R — R un automorfismo univocamen-
te determinado por esta ecuacion, de aqui se concluye que A = R[z,0], y en este caso
rkdim(A) = rkdim(R) + 1 por [7] 6.5.4.

O

3.3. Propiedad de Jacobson

En esta secciéon probamos que una extension PBW torcida finita biyectiva sobre un
cuerpo es de Jacobson.
Para las siguientes proposiciones seguimos las ideas de [1] 2.6.4 y 3.1.15. El orden total de
N" es dado por a <; b si a; < b para todo k, esto es un orden parcial.

Lema 11. S¢S C N entonces el subconjunto de elementos minimales So de S respecto al
orden total es finito.
Todo elemento en S es mayor o igual que un elemento en Sy

Demostracion. El conjunto de elementos minimales con respecto a S es un conjunto de

elementos incomparables en el orden total, si se elige a = (a1, -+ ,a,) € Sy cualquiera
entonces hay a lo méas Ypay + 2 elementos en Sy, en efecto Sy —a C {0, -+ ,a; — 1} X
Nty UNPL % {0, ,a, — 1} si hubieran més elementos el principio de casillas

permite encontrar dos elementos en N° x {k} x N*~1=% que resultan comparables. O
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En la siguiente prueba usamos otro orden en N*, a < b si
(lal,a1,...an) < (bl b1,...0yn)

con el orden lexicografico. Hemos denotado | a |= a1 + - - - + a,,. Notamos que N con este
orden es isomorfo N con el orden habitual.

Si A es un anillo conmutativo con un conjunto de automorfismos o; denotamos Ay, la
localizacion de A por el sistema multiplicativo S, = {Il,o(f) : o es palabra en o}, se
usa varias veces sin mencioén explicita que Ay, es un A-médulo derecho plano.

Usaremos también el siguiente lema elemental.

Lema 12. Sea A es un anillo y 4N es un A-mddulo. Sea {Mpg}g<q una cadena de sub-
modulos de N indexados por un ordinal o ( es decir Mg C M, para 5 < «y) tal que para
MﬁT = Y gM, = U,.gM, se tiene que Mﬁ/ME es proyectivo para f < «. Entonces
My = @pcolp con Lg = Mg/Mg . En particular si Mg/My es libre entonces My
también es libre.

La prueba es sencilla y se omite.

Lema 13. Sea R un dominio conmutativo y B una imagen homomdrfica de una extension
PBW-torcida biyectiva de R, entonces si pM es un B-mddulo finitamente generado, existe
f€R—0 tal que Ry, @r M es un Ry -mddulo libre.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad B es una extension PBW-torcida biyectiva de
R en las variables x1,...,x, vy pM = Bm. En efecto, como M es finitamente generado,
digamos con generadores my,--- ,my, entonces tomando My = Xy Bmy y My = M /My,
tenemos la sucesion exacta 0 — My — M — My — 0, como M; tiene menos genera-
dores que M podemos asumir por induccién que existe f € R — 0 tal que Ry, ®p My
es libre, y como Mj tiene un sblo generador, podemos suponer que Ry, ®@p M> es libre
para algin g € R — 0; entonces (por ejemplo por propiedad universal) Ry, ®r M =
Ry o ®R;, Rfo @R My es libre, y similarmente Ryy, ®gr Mp es libre, tensorisando la su-
cesion exacta 0 — My — M — My — 0 por Ry, , observamos que Ry, ®g M es libre y
fg € R—0 pues R es un dominio.

Sia=(ay,...,a,) € N denotamos 2% = z{* ... z%". Con el orden en N" de antes llama-
mos N, = ZbSaRxbm y N, = Zb<aRa:bm ambos son R-moédulos izquierdos; y denotamos
K, = N,/N; y I, = anng(zm) = {r € R| ra®m = 0} donde z%m es la imagen de z%m
en K.

Sia,b € N"y a <; ben el orden total entonces o(I,) C I, con o una concatenacion de
o; , en efecto sin pérdida de generalidad b = (ay,...,a; +1,...,a,) y si r € I, entonces
rx®m € N, , es decir ra®m = Y.cqrcx°m, ahora observamos que x;rx® = uo’i(r)berEclcxc
donde la suma en la derecha involucra solo ¢ € N™ con | ¢ |[<| b |, ( y por lo tanto ¢ < b)
y u € U(R). Multiplicando por u~'z; la ecuaciéon rz®m = Y.crex®m y con un calculo
similar para los términos de la derecha se obtiene o;(r) € I.

Tomamos S = {a € N" | I, # 0}, por el lema 11 hay un nimero finito de elementos
minimales en S con el orden total s1...s, € S y como R es un dominio conmutativo,
elegimos f € I;, N--- NI, no nulo.

Si K, es tal que I, # 0 entonces Ry, ®r K, es un Ry ,-modulo generado por z%m pero
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o(f)x®m =0y o(f) es invertible en Ry ,, de aqui Ry, ®r K, = 0.
Si K, es tal que I, = 0 entonces K, =g R en todo caso Ry, ®r K, es libre y por lo tanto
Ry, ®r M también lo es por el lema anterior. O

En la siguiente prueba usamos el siguiente lema

Lema 14. Supongamos R un dominio conmutativo con una coleccion de automorfismos oy,
i € 1, y supongamos que F' C R es Z/pZ con p primo o Z dependiendo de la caracteristica
de R . 0; se extienden a R[z] haciendo oi(x) = x. Tomamos f € Rlx] — 0 arbitrario.
Entonces existe g € T'[x] que no divide a ningin polinomio en S, € R[z].

Demostracion. Podemos reemplazar R por la clausura algebraica k del cuerpo de fracciones
de R (en efecto se sabe que o; se pueden extender a k).

Construimos fo =z y fp, = Hg<nfr + 1 polinomios no constantes en T'[z], y se observa
que si k # n entonces f, v fr no tienen raices en comun.

Suponemos por contradiccion que f,, | gn con g, € Sy, elegimos una raiz r de f,
entonces 7 es raiz de g, y por lo tanto r = o(ay) con a, una raiz de f, como f, es un
polinomio en T' y T es o;-invariante entonces a, es raiz de f,. El conjunto de raices de
f es finito luego para una subsucesion de f,, a, = a. Esto contradice la construccién de

- O

Proposicion 21. Sea R un dominio conmutativo y B es una imagen homomdrfica de
una extension PBW-torcida biyectiva de R , entonces para gM un mddulo simple y a €
Endp(pM) eziste una unica estructura de R[x]-modulo derecho sobre M que extiende a la
de B y tal que xm = a(m). Con esta estructura existe un polinomio f € R[z| tal que para
todo m € M existe g € Sy, con g(m) = 0.

Demostracion. C' = B|x] es la imagen homomorfica de una extension PBW-torcida biyec-
tiva sobre R[x]. Sia € Endp(pM) entonces hay una tnica estructura de C-moédulo derecho
sobre M que extiende la de pM y tal que zm = a(m). Y por el lema 13 existe f € R]x]
no nulo tal que N = R[z]s, ®r M es libre. Tomemos F' = Z/pZ o F = 7 con p primo
dependiendo de la caracteristica de R, tal que F' C R es el subgrupo aditivo generado
por 1. Entonces existe g € F[z] tal que g no divide ningtn polinomio en Sy, por el lema
anterior y por lo tanto g ¢ U(R[z]s,).

Ahora supongamos que N # 0 entonces el morfismo de R[z]¢,-mo6dulos 5(n) = gn no
es sobreyectivo (pues N es libre). Y por otro lado para h € Rz]s, y m € M se tiene
B(h ®m) =h® gm, como las imagenes de F' en B pertenecen al centro entonces el mapa
m +— gm es un morfismo de B-moédulos, y como g M es simple entonces es 0 o invertible, no
puede ser invertible pues se obtiene una contradiccion, y si es 0 entonces g € R[x] cumple
lo que se requiere.

Si suponemos ahora que N = 0 entonces es conocido que M es de Sy ,-torsién . Esto es
precisamente la conclusion del teorema.

O

Proposicion 22. Sea k un cuerpo y B es una imagen homomdrfica de una extension
PBW-torcida biyectiva de k, entonces Rad(B) = Nil(B).
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Demostracion. Tomamos C' = B[z] que es imagen homomorfica de una extension PBW-
torcida biyectiva de k[z], y tomamos a € Rad(B).

Suponemos que C(1 —ax) # C, entonces hacemos ¢ M = C/I donde I es un ideal derecho
maximal de C' que contiene a C'(1 — ax) entonces ¢ M es simple y si m; es la imagen de 1
en M entonces (1 — ax)my = 0.

Consideramos la funcién de M en si mismo X : m +— xm como x € Z(C') es un elemento del
centro de C, se tiene que X es un C-endomorfismo y es distinto de 0 pues X (amy) = m.
Concluimos que tiene inverso Y, y se tiene que para algin polinomio g € k[z], g(Y)m1 =0
en el sentido de la proposicion anterior. Observamos que sin pérdida de generalidad g(0) = 1
pues Y es inyectiva (y k es cuerpo).

Para un polinomio f = ¥r,z, € k[x] denotamos f(a)m; = Xrya"m; y observamos que
f(a)mi = f(Y)m1 para cualquier polinomio f. En efecto esta identidad es k-lineal en
f luego basta verificarla para f = x™ en este caso aplicando el morfismo X" se obtiene
my en ambos lados, como X es inyectiva se tiene la identidad. En particular g(a)m; =
(14 g1(a)a)ym; = g(Y')my = 0 esto contradice a € Rad(B).

Esta contradiccion muestra C'(1 — ax) = C, pero en este caso para un polinomio h € B[z],
h(z)(1 —az) =1 e igualando los coeficientes se puede ver que a” = 0. Es decir Rad(B) es
un ideal nil, y como B es noetheriano se obtiene Rad(B) = Nil(B) como se busca. O
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