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Resumen

Se construye un modelo de interacción relativista basado en el intercambio de un gluón, en el que se
utilizan espinores de Dirac de enerǵıa positiva. La formulación aqúı desarrollada, no utiliza aproximaciones
no relativistas y de esta forma, la interacción es construida completamente en el espacio del momentum.
El Hamiltoniano de interacción cuenta con una interacción vectorial y una interacción escalar y además se
introducen factores de apantallamiento con el fin de incluir efectos cuánticos de vaćıo. Para determinar los
parámetros libres del modelo se realiza un ajuste (fit) utilizando los valores experimentales de estados bien
establecidos tanto para el charmonium como para el bottomonium y se predice la parte alta del espectro
para ambos sistemas mesónicos. En general, se predice la estructura completa del charmonium y del botto-
monium, describiendo razonablemente bien. Los valores numéricos de los parámetros libres del modelo son
determinados teniendo en cuenta también las incertidumbres experimentales de las enerǵıas de las resonan-
cias utilizadas en el proceso de ajuste (fit).Aśı, se obtienen las incertidumbres de las masas de las resonancias
teóricas, de los parámetros del modelo y las correlaciones entre los parámetros libres del modelo.
Palabras clave: Charmonium, Bottomonium, quarks, efecto de apantallamiento, Bootstrap, Un gluon de
intercambio.
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Abstract

A relativistic interaction model is constructed based on one gluon exchange expression, in which positive
energy Dirac spinors are used. The formulation developed here, does not use nonrelativistic approaches, in
this way, the interaction is built completely in the momentum space. The Hamiltonian of interaction has a
vector interaction and a scalar interaction and also introduces screening factors in order to include quantum
vacuum effects. To determine the free parameters of the model an fitting is made using the experimental
values of well established states for both the charmonium and the bottomonium and the upper part of the
spectrum is predicted for both mesonic systems. In general, the complete structure of the charmonium and
the bottomonium is predicted in a good way. The numerical values of the free parameters of the model are
determined also taking into account the experimental uncertainties of the resonance energies used in the
fitting process. In this way, the uncertainties of the masses of the theoretical resonances, the parameters of
the model and also the correlations between the free parameters of the model are obtained.
Keywords: Charmonium, Bottomonium, quarks, screening effect, Bootstrap, One gluon exchance.
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Caṕıtulo 1

Introducción

En las últimas dos décadas la f́ısica hadrónica, en particular la espectroscoṕıa de mesones, ha sido objeto
de un creciente interés debido a la observación experimental de nuevas resonancias, obtenidas en diferentes
colaboraciones experimentales [1–7]. Algunos de estos estados se han acoplado muy bien a lo que los modelos
teóricos predećıan [8–13]. Sin embargo, otras resonancias se han convertido en auténticos retos para la co-
munidad cient́ıfica, puesto que no cumplen con las expectativas teóricas. Estos estados son conocidos como
X,Y y Z, los cuales son considerados como mesones charmonium-like y bottomonium-like. Todos ellos yacen
en la región de alta excitación de los mesones, cerca a los umbrales de decaimiento. Las hipótesis acerca
de la naturaleza de estos estados son tan variadas como los enfoques teóricos con los cuales se analizan.
Los candidatos a describir estos estados son: tetraquarks, mesones h́ıbridos, glueballs [1–4,7,14–22], estados
pertenecientes al charmonium ó bottomonium e incluso han sido interpretados como efectos cinemáticos
propios de las cercańıas de los canales de open charm y open bottom [23, 24].
A nivel general, la cromodinámica cuántica (Quantum Chromodynamics QCD) debe ser considerada, en
cualquier caso, como la teoŕıa de campo subyacente para el estudio de los sistemas hadrónicos, las princi-
pales caracteŕısticas de la QCD seran discutidas en la sección 2.1. Pero, como es conocido, en la región de
enerǵıa de los estados ligados no existen técnicas directas para obtener soluciones confiables para la QCD,
debido a que la QCD no es perturbativa en esa región de enerǵıa.
Debido a la dificultad del problema, los teóricos estudian el espectro mesónico (en particular, para las enerǵıas
donde están los estados X, Y y Z) desde diferentes enfoques que utilizan distintas aproximaciones.
Lattice QCD (LQCD) [25–28] (ver sección 2.2) constituye una herramienta teórica poderosa que, en princi-
pio, desde la QCD es capaz de calcular las amplitudes de dispersión y a partir de ellas construir el espectro
de las part́ıculas hadrónicas. Sin embargo, los complejos cálculos numéricos requeridos necesitan recursos
computacionales no siempre disponibles debido a su alto costo. Además, a pesar de los inmensos avances
teóricos [25, 26, 28] y técnicos que se han hecho, debido a las aproximaciones propias del método, aún los
resultados no son completamente satisfactorios [29–36] para los estados excitados y en particular para los
estados adyacentes a los umbrales de decaimiento, es decir, en la región donde yacen los estados X,Y y Z.
Otro enfoque relevante, con importantes desarrollos recientes, es representado por las ecuaciones integrales
de Dyson-Schwinger y Bethe-Salpeter [37–39]. El objetivo de estas ecuaciones es sumar diferentes clases
de diagramas de Feynman que representan la interacción entre quarks; sin embargo, debido a la compleja
naturaleza de la interacción fuerte, es necesario utilizar aproximaciones que generan varias limitaciones en
sus bases teóricas y en los resultados obtenidos para los espectros [40,41].
Por ultimo, un enfoque ampliamente utilizado, desde el comienzo de la f́ısica hadrónica y también en la ac-
tualidad, son los modelos de potencial no-relativistas y semi-relativistas [42–54]. Por décadas, estos modelos
han permitido estudiar la interacción fuerte entre quarks en sistemas ligados y además han dado pistas a los
experimentalistas en la búsqueda de nuevas resonancias. Las reducciones no relativistas tienen el propósito
de obtener una expresión que contenga potencias finitas del momentum para poder transformar anaĺıtica-
mente la interacción en una expresión local en el espacio de coordenadas y aśı facilitar los cálculos numéricos.
Desafortunadamente, estos enfoques de aproximación no relativista no tienen una completa fundamentación
teórica y podŕıan arrojar resultados no confiables, sobre todo, en regiones de alta excitación donde los efec-
tos relativistas no son despreciables, en particular en zonas de open charm y open bottom. Esto implica que
podŕıan producir predicciones teóricas no exactas para las masas de las resonancias y por lo tanto perjudicar
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12 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

la correcta asignación de los estados teóricos a las resonancias experimentales. Además, en los aśı dichos
modelos relativizados, en donde la enerǵıa cinética tiene forma relativista pero la interacción es una expre-
sión fenomenológica local, no se tiene en cuenta, de manera completamente satisfactoria, el hecho que los
quarks son part́ıculas de esṕın 1/2 representadas por espinores de Dirac. Por consiguiente, los resultados
obtenidos no son consistentes a nivel teórico ni adecuados para reproducir los datos experimentales. Aún aśı,
algunos de ellos pueden reproducir los espectros mesónicos con buena precisión debido al uso de parámetros
fenomenológicos y a la estructura de los potenciales que simulan las propiedades relativistas del sistema. En
todo caso carecen de consistencia teórica por no incluir la relatividad como primer principio necesario para
el estudio de la espectroscoṕıa hadrónica.
El lector puede dirigirse a la sección 3 para detalles adicionales.
Adicionalmente, en este tipo de modelos las incertidumbres experimentales no son incluidas en los modelos o
son tratadas de manera incompleta y por lo tanto queda sin determinar si las diferencias entre los resultados
experimentales y teóricos pueden ser absorbidas en las incertidumbres teóricas o son causadas por efectos
f́ısicos no tenidos en cuenta.
Lo discutido hasta el momento invita a continuar indagando acerca del espectro mesónico, ya que de esta
manera se profundiza en el estudio teórico de la poco conocida región no perturbativa de la QCD.

En base a lo anteriormente expuesto, el presente trabajo tiene como fin construir un modelo de interac-
ción relativista en el espacio del momentum para reproducir el espectro del charmonium y bottomonium. En
el modelo propuesto no se hacen truncamientos no relativistas y ademas se va a tener en cuenta la relatividad
utilizando, para representar los estados del quark y antiquark, los correspondientes espinores de Dirac que,
en todo caso, constituyen los “ladrillos” fundamentales de toda teoŕıa relativista para estos sistemas.
Debe recordarse que la relatividad es un elemento necesario y fundamental para el estudio teórico de sistemas
hadrónicos, debido a que permite un mejor acercamiento a la teoŕıa subyacente que establece la dinámica
entre entre hadrones que es la QCD. En esto radica la importancia del presente trabajo y su originalidad
debido a que podŕıa ser considerado como de los primeros (o quizás el primer) estudio Dirac-relativista de
este tipo de sistemas.
Para reproducir los espectros experimentales, en el presente trabajo, ha sido suficiente utilizar dos interaccio-
nes: una interacción vectorial basada en la expresión completa del intercambio de un gluón y una interacción
fenomenológica escalar; en las dos interacciones se utilizan espinores de Dirac de enerǵıa positiva. En ambas
interacciones se incorporan potenciales fenomenológicos V (v) y V (s) para la interacción vectorial y escalar
respectivamente, en los que se incluye el confinamiento de los quarks. Además, se introducen factores de
apantallamiento fenomenológico en el Hamiltoniano de interacción, lo cual es una novedad en los cálculos
que se realizan en el espacio del momentum. De hecho, toda la interacción es contruida en el espacio del
momentum debido a la estructura de los espinores de Dirac que se utilizan en el modelo. Por consiguien-
te, debido a que no se realizan reducciones no relativistas, la interacción no tiene transformada de Fourier
anaĺıtica, inhibiendo la obtención de una expresión anaĺıtica en el espacio de coordenadas. Por tal razón, es
necesario hacer todos los cálculos numéricos en el espacio del momentum.
Para resolver la compleja ecuación integral de autovalores para el operador Hamiltoniano se utiliza una técni-
ca variacional y se diagonaliza la matriz Hamiltoniana en una base ortonormal seleccionada. Los parámetros
del modelo se ajustan para reproducir las masas experimentales mejor establecidas del charmonium y bot-
tomonium. Este proceso de ajuste (fit) se hace de manera separada, teniendo en cuenta las incertidumbres
experimentales. Las incertidumbres, a su vez, son propagadas exactamente a los parámetros y al espec-
tro determinado teóricamente a través de la técnica estad́ıstica conocida como bootstrap. Este método es
computacionalmente costoso pero permite una rigurosa determinación, desde el punto de vista estad́ıstico,
de los parámetros del modelo y de sus incertidumbres y también permite la propagación de las incertidum-
bres al espectro calculado. Ademas, esta técnica posibilita la construcción de matrices de correlación de los
parámetros del modelo relativista. Para realizar los cálculos se construyeron diferentes subrutinas en len-
guaje FORTRAN y los ajustes fueron realizados en paralelo utilizando el protocolo MPI (Message Passage
Interface) y empleando las subrutinas de MINUIT [55].
La inclusión de las incertidumbres experimentales tiene como fin identificar las diferencias estad́ısticas sig-
nificativas entre el espectro teórico y el experimental, indicando cuales estados necesitan f́ısica más allá que
solo el sistema qq̄ descrito por la interacción del modelo que aqúı se propone. Adicionalmente el análisis
de las matrices de correlación arroja información sobre la independencia f́ısica de las diferentes piezas que
constituyen el modelo fenomenológico. Al hacer una búsqueda profunda en la literatura cient́ıfica, no se en-
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cuentran trabajos previos en modelos fenomenológicos de charmonium o bottomonium que hayan estudiado
las correlaciones entre parámetros o hayan asociado las incertidumbres experimentales a los parámetros o
al espectro predicho. Lo anterior implica que la inclusión de las incertidumbres experimentales en el ajuste
de los espectros del charmonium y bottomonium constituye otro aporte original del presente trabajo de
investigación.
La mejora en el fundamento relativista del modelo de interacción propuesto para el estudio de los mesones
pesados, responde a la necesidad de una descripción más adecuada del espectro mesónico y especialmente
de los estados excitados, los cuales experimentan los efectos relativistas con más intensidad que los estados
base, debido al rango de enerǵıa que en el que se encuentran. Asi mismo, lo efectos de producción de pares
pueden afectar el valor de la enerǵıa de los estados en regiones cercanas a umbrales de decaimiento. Por esta
razón fue añadido el factor de apantallamiento el cual tiene en cuenta este efecto de manera fenomenológica.
Se resalta además, que los estados X y Y 1 al yacer en esa misma zona de enerǵıa, generan un mayor interés
en una descripción más completa a nivel relativista. De esta manera, en el presente trabajo se utiliza el
modelo desarrollado para calcular teóricamente el espectro del charmonium y bottomonium y comparar las
predicciones realizadas con los datos experimentales en particular los de los estos estados X y Y . En esta
forma, en el contexto del modelo propuesto, se discute la naturaleza de estos estados.
El presente trabajo está organizado de las siguiente manera: en el caṕıtulo 2 se exponen antecedentes teóricos
importantes para este trabajo; en el caṕıtulo 3 se discuten brevemente unos enfoques teóricos alternativos,
actualmente relevantes, con los que se estudia el quarkonium y se mencionan algunos avances experimentales
recientes de relevancia para el presente estudio; en el caṕıtulo 4 se expone la ecuación relativista utilizada,
en el caṕıtulo 5 se construye el modelo de interacción relativista propuesto en este trabajo de tesis; en el
caṕıtulo 6 se describe el método estad́ıstico utilizado en la propagación de los errores experimentales en los
parámetros del modelo y en el espectro producido; en el caṕıtulo 7 se exponen en detalle tanto el método de
solución que se utiliza para resolver el Hamiltoniano propuesto como el procedimiento de propagación de los
errores experimentales lo cual es basado en el anterior caṕıtulo; en el caṕıtulo 8 se muestran y discuten en
detalle los resultados relacionados al charmonium. Se destaca que este caṕıtulo es basado en la publicación
realizada en mayo del presente año en la revista Physical Review D [56]. En el caṕıtulo 9 se exponen los
resultados del espectro relacionado con el bottomonium, resultados que serán sometidos a publicación y
finalmente, en el caṕıtulo 10 se tienen las conclusiones del trabajo de tesis.

1No se tiene en cuenta más el estado Z debido a que es un estado cargado, el cual no puede ser cc̄ solamente y por lo tanto,
no puede ser descrito por el modelo aqúı propuesto.
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Caṕıtulo 2

Marco teórico

2.1. QCD

La primera teoŕıa de campo cuántica y relativista fue la QED (Quantum Electro-Dynamics). En esta
teoŕıa se modelan las interacciones electromagnéticas a través del intercambio de fotones. Es ampliamente
conocido que el fotón carece de carga eléctrica debido a la sencilla simetŕıa U(1) que posee la QED [57]. La
QED, siendo una teoŕıa gauge (con grupo de simetŕıa U(1)) es renormalizable.
Además, es posible escribir la serie perturbativa asociada a la interacción como una serie de potencias de
la constante de estructura fina αem y representar gráficamente cada término de la serie por medio de un
diagrama de Feynman [58]. El pequeño valor de αem (elevado en cada término a la potencia correspondiente)
permite una descripción perturbativa, extremadamente útil, en particular, para el estudio de los procesos de
dispersión. Por consiguiente, los datos experimentales de estos procesos han sido reproducidos con un alto
nivel de precisión numérica por medio de la expansión perturbativa.
Con estos antecedentes, se construyó una teoŕıa apta para el estudio de las part́ıculas hadronicas que inclu-
ye el número cuántico de color, cuya existencia se ha verificado de manera fenomenológica en procesos de
dispersión e+e−. Adicionalmente, en la función de onda de la resonancia ∆++ (compuesta por tres quarks
u), el principio de Pauli puede ser satisfecho sólo introduciendo el número cuántico de color.
La teoŕıa aśı construida es la QCD (Quantum Cromo-Dynamics) que es una teoŕıa gauge y por lo tanto
renormalizable, la cual está basada en la simetŕıa no Abeliana SU(3) del color a nivel local. En más de-
talle es necesario recordar que las interacciones de los quarks en los hadrones son más complejas que las
electromagnéticas, pues existen tres diferentes “cargas” de color [59] debido a la simetŕıa ya mencionada.
Adicionalmente, las part́ıculas de intercambio, los gluónes, también tienen carga de color, en total oposición
al fotón. Bajo estas circunstancias el Lagrangiano de la QCD es:

L = −1

4
Gaµ,νG

µ,ν
a + ψ̄i(i(γ

µDµ)ij −mδij)ψj (2.1)

Donde Gaµ,ν = ∂µA
a
ν − ∂νAaµ + gfabcAbµA

b
ν (2.2)

Donde A es el campo gluónico, a, b y c son los ı́ndices de color, m es masa de los quarks, γµ las matrices
de Dirac, ψ el campo fermiónico asociado a los quarks y f son las constantes de estructura propias de la
simetŕıa SU(3), lo cual implica que la teoŕıa es no Abeliana. A causa de esta simetŕıa los bosones intermedia-
rios poseen carga de color y por lo tanto interaccionan entre ellos. Por último, los ı́ndices i, j están asociadas
a la representación irreducible asociada a SU(3).
La ecuación (2.1) expresa, en principio, todas las interacciones entre gluones y quarks. De esta manera, la
QCD permite la existencia de diagramas de Feynman como los que se muestran en la Figura 2.1
A diferencia de la QED el término de acoplamiento de las interacciones no se puede considerar como pertur-
bativo a todo valor del momentum transferido. En QCD la constante de acoplamiento αst (running coupling
constant) es perturbativa sólo en las regiones de alto momentum transferido. Esto es conocido como liber-
tad asintótica [60]. Esto permite calcular con técnicas perturbativas secciones eficaces en procesos de alta
enerǵıa. Los resultados teóricos son acordes a los datos experimentales, confirmando que la QCD es la teoŕıa
apta para el estudio de las interacciones hadrónicas.
Por el contrario, la descripción de estados ligados, que pertenecen a la región de baja enerǵıa, no puede ser

15
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Figura 2.1: Diagramas de Feynman fundamentales de la QCD.

realizada con las mismas técnicas.
A bajos valores de momentum transferido, αst tiene valores que no permiten expresar la interacción como
una serie perturbativa. De esta manera, configuraciones más y más complicadas de la Figura 2.1 vienen a
ser importantes en la interacción.
En todo caso, la interacción que describe el estado ligado debe incluir la expresión relacionada al intercambio
de un gluón (OGE One Gluon Exchange), el cual está representado en Figura 2.2 y es obtenido por medio
de dos diagramas (a) de la Figura 2.1. Teniendo en cuenta la importancia de este diagrama, se calculará el
factor de color asociado a este diagrama en el canal t, puesto que el único canal relevante que contribuye a
la amplitud en el estudio del Charmonium y del Bottomonium [61,62].

t

Figura 2.2: Diagrama asociado al intercambio de un gluon en un sistema qq̄.

Utilizando la reglas de Feynman de la QCD la amplitud de probabilidad asociada a este diagrama (Figura
2.2) se puede escribir en la forma

M = i
(
ū(p′1)c†3

)(
−
i
√
αstλ

aγµ

2

)
(u(p1)c1)

[
−iδabDµν(q)

] (
v̄(p′2)c†4

)(
−
i
√
αstλ

bγν

2

)
(v(p2)c2) . (2.3)

Donde λa,b son las matrices de Gell-Mann u y v son los espinores quark y antiquark respectivamente.
Finalmente ci es el vector asociado al color del quark y antiquark. −iδabDµν(q) es el propagador gluónico,
en algun gauge particular. En este trabajo se utilizará el gauge de Coloumb el cual es conveniente, cuando
se estudian estados ligados (ver ecuaciones (5.14) y (5.15)).

M = αst (ū(p′1)γµu(p1)) [Dµν(q)] (v̄(p′2)γνv(p2))

{
1

4

[
c†3λ

ac1

] [
c†4λ

ac2

]}
︸ ︷︷ ︸

A

. (2.4)

En la anterior ecuación la expresión en llaves (A) es el factor de color. Puesto que se esta considerando
un sistema mesónico (quarkonium) se sabe que el estado de color debe ser un singlete antes y después del

intercambio. El singlete se puede expresar como 1√
3
(rr̄ + bb̄+ gḡ), donde r =

1
0
0

, b =

0
1
0

 y g =

0
0
1

.
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Haciendo el cálculo correspondiente en el factor A se obtiene la siguientes expresiones:

A =
1

4

1

3
(λαmnλ

α
nm)

=
1

12
Tr(λαλα)︸ ︷︷ ︸

16

=
4

3

M =
4αst

3
(ū(p′1)γµu(p1)) [Dµν(q)] (v̄(p′2)γνv(p2)) . (2.5)

Se recuerda que la expresión (2.5) se puede obtener a partir de la correspondiente expresión de la QED solo
remplazando la constante de estructura fina α con 4αst/3.

Como se verá, a través del presente escrito, esta expresión (ecuación (2.5)) será parte fundamental de la
interacción propuesta y no se aproximará de forma no relativista (ver secs. (5.3) y (7.2)).
En la siguiente sección se discutirá brevemente un método no perturbativo, directamente relacionado con la
QCD, para estudiar los estados ligados.

2.2. Lattice QCD

Como ya se mencionó, obtener información de observables a bajas enerǵıas a partir de la QCD es dif́ıcil
debido a su compleja estructura y a la intensidad de la interacción que no permite un enfoque perturbativo
en regiones de estados ligados. Sin embargo, a finales de los setentas Keneth Wilson demostró la posibilidad
de abordar la QCD a nivel numérico [63] aprovechando el desarrollo computacional de la época.
La técnica del Lattice QCD (LQCD) es caracterizada por tres aspectos importantes. En primer lugar, no
se utiliza el normal espacio-tiempo de Minkowski con un tiempo f́ısico (representado por una variable real),
sino que este se reemplaza por una variable imaginaria, obteniendo un espacio cuadridimensional Euclideano.
De esta manera se evitan unas divergencias t́ıpicas de la teoŕıa de campo. El siguiente aspecto consiste en
aproximar el espacio tiempo Euclideano continuo con una grilla (ret́ıculo), es decir, se discretiza el espacio
tiempo. Por ultimo, se construyen las variables de campo bajo la invarianza gauge [64]. Una ventaja que
presenta esta descripción es que la discretización actúa como un esquema de regularización no perturbativa,
puesto que se crea un “cut-off” que regula la divergencias ultravioletas [65,66].
Debido a las limitaciones computacionales iniciales fue necesario realizar una aproximación en la cual no
se teńıa en cuenta el determinante fermiónico y por lo tanto la dinámica del mar de quarks era omitida.
Esta aproximación es llamada “quenched” QCD (QQCD). Sin embargo, recientemente se han incluido estos
grados de libertad, permitiendo trabajar bajo el enfoque “unquenched”.
Evidentemente las limitaciones que tiene el método están relacionadas precisamente a la discretización y a
la necesidad de utilizar un volumen finito, puesto que esto afecta el rompimiento espontaneo de la simetŕıa.
Adicionalmente al reducir el tamaño del “cubo” tetradimensional, el tiempo de cálculo crece de forma muy
rápida.
A pesar de estas dificultades, este método ha conseguido importantes resultados desde su utilización, debido
a que se fundamenta en las ecuaciones completas de la QCD y por lo tanto trata de manera relativista
y cuántica, en el espacio Euclideano discretizado, el problema no perturbativo. Bajo estas condiciones, es
posible calcular las amplitudes de dispersión. Estos resultados requieren de un análisis de amplitudes, que
utiliza modelos con parámetros libres, para poder encontrar los polos a los que son asociadas las resonancias.
De esta manera es posible extraer el espectro de un sistemas ligado.

En particular, los cálculos de Lattice indican que el confinamiento de los quarks crece linealmente con
la distancia de los quarks, soportando, de esta manera, el bien conocido potencial de Cornell [67], el cual
será presentado junto a otros potenciales en la siguiente sección. Se anticipa que una interacción con esta
caracteŕıstica será usada también en el modelo relativista propuesto en el presente trabajo.
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2.3. Modelos de potencial

A pesar de que en los años sesentas el modelo de quark ya se hab́ıa propuesto solo hasta mediados de los
setentas dicho modelo fue casi completamente aceptado a causa del descubrimiento del estado J/ψ el cual
pod́ıa ser explicado en términos del charm-anticharm. De esta forma los modelos de potencial se empezaron a
usar como primera herramienta para analizar los datos experimentales del espectro del charmonium. Debido
a que la masa del quark charm es lo suficientemente grande, se hizo la hipótesis que, en primera aproximación
fuera posible estudiar el charmonium con la ecuación no relativista de Schrödinger, agregando correcciones
relativistas. En otras palabras, se empezó la construcción de modelos dinámicos efectivos no relativistas para
el estudio de los sistemas hadrónicos. Estos modelos han sido definidos de quark constituyentes para subrayar
que, en estos modelos, los quarks no tienen (necesariamente) las mismas propiedades de los quarks de la
QCD, sino que representan grados de libertad efectivos para el estudio de las propiedades de las part́ıculas
hadrónicas. Existen estudios que intentan relacionar las propiedades de los quarks constituyentes con la
QCD.
En particular, en estos modelos los siguientes potenciales [68,69] son los más comunes:

V (r) = −4αst
3r

+ σr, (2.6a)

V (r) = −A+BLog(
r

a
), (2.6b)

V (r) = C +D(r/1GeV )k. (2.6c)

El primero de ellos, dado en la ecuación (2.6a), es el más usado debido a que sus términos son inspirados
en la QCD, donde αst se asocia de manera efectiva a la “running coupling constant” y σ es conocida
como “string tension” y son considerados como parámetros fenomenológicos ajustables con respecto a los
datos experimentales. Sus valores t́ıpicos son de 0.35 y 0.9GeV/fm. La parte tipo Coulomb se basa en
aproximación a un gluón de intercambio para la interacción. El confinamiento lineal es fundamentado en
cálculos de Lattice QCD. Por otro lado los potenciales (2.6b), (2.6c) son totalmente fenomenológicos. A
pesar de esto pueden reconstruir de buena forma el espectro del charmonium [70] [71]. Valores t́ıpicos de los
parámetros utilizados en estos potenciales totalmente fenomenológicos son A = −0.66GeV , B = 0.73GeV y
a = 1fm−1 y C = 8.06GeV además C = −0.8GeV , D = 6.870 y k = 0.1.

2.4. Modelos de potencial con efectos relativistas

Por completez se discute ahora la estructura general de unos modelos de potencial que tienen en cuenta
algunos efectos relativistas introducidos con el fin de mejorar la reproducción de los espectros del charmonium
o bottomonium. Esto es posible al tener en cuenta con técnicas perturbativas al primer orden, las correcciones
relativistas a la enerǵıa cinética, la interacción esṕın-órbita, la interacción esṕın-esṕın y tensorial. Estos
términos están sustentados en la reducción de Fermi-Breit [72] y permiten, además, reproducir de mejor
manera los estados más excitados de los espectros.
La expresión de Fermi-Breit tiene su origen en la amplitud (2.5) para dos part́ıculas de masa mq. Utilizando
el gauge de Coulomb y haciendo una expansión no relativista hasta términos 1/c2, es posible obtener una
expresión semirelativista de la interacción entre los quarks de masa mq. Calculando su transformada de
Fourier al espacio de coordenadas, se obtiene:

V (r; p)Fermi−Breit = −4αst
3r

+ σr +
4παst
3m2

qc
2
δ(3)(~r)− 2αst

3m2
qc

2
[
~p · ~p
r

+
(~r · ~p)(~r · ~p)

r3
]

+
4αst

3m2
qc

2
[
8π

3
δ(3)(~r)(~s1 · ~s2) +

3(~s1 · r̂)(~s2 · r̂)− ~s1 · ~s2

r3
] +

2αst
m2
qc

2

(~r × ~p) · (~s1 + ~s2)

r3
. (2.7)

Donde ~s1 y ~s2 son operadores de esṕın asociados a los dos quarks, ~p es el momentum relativo, r̂ es un
vector unitario en dirección de una part́ıcula a la otra y r la distancia entre quarks. Adicionalmente, el
factor 4/3 surge del elemento de matriz asociado al color (ver sección 2.1). El término lineal no surge de esta
aproximación, pero es incluido para tener en cuenta el confinamiento de los quarks. El término de Coulomb
es de orden c0, mientras que los otros términos son correcciones relativistas de orden c−2. En esta ecuación
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se observan las interacciones finas e hiperfinas que optimizan la posibilidad de reproducir mejor un espectro
hadrónico. Vale la pena resaltar que en muchos casos todos los términos fuera del Cornell (ecuación (2.6a))
son tratados de forma perturbativa. Es una suposición que podŕıa ser errónea y que algunos autores critican.
Por otro lado, existen otros modelos que tienen en cuenta más consideraciones que mejoran el apelativo de
relativista. Por ejemplo en la referencia [42] tienen en cuenta términos adicionales inspirados en la QCD, en
particular la dependencia de la “running coupling constant” αst con el momento transferido.
Adicionalmente, existen trabajos que generalizan la ecuación de Fermi-Breit y encuentran una expresión para
la interacción, hasta los términos de corrección relativista de orden c−2, partiendo de potenciales de orden
c0 con una dependencia espacial diferente a la del potencial de Coulomb. En particular en la referencia [47]
se encuentra la siguiente expresión para el Hamiltoniano:

Hg
int(~r, ~p ;~σ1, ~σ2) = V (r) +

1

c2
[ 1

8m2
1

(1 + 2κ1) +
1

8m2
2

(1 + 2κ2)
]
∇2V (r) +

1

c2
[
(

1

4m2
1

+
1

2m1m2
)(1 + 2κ1)~σ1

+ (
1

4m2
2

+
1

2m1m2
)(1 + 2κ2)~σ2

]
·~lV

′(r)

r
+

1

c2
1

m1m2
(1 + κ1)(1 + κ2)

[1
6
~σ1 · ~σ2∇2V (r)

− 1

4
[(~σ1 · ~̂r)(~σ2 · ~̂r)−

1

3
~σ1 · ~σ2]

(
− V ′(r)

r
+ V ′′(r)

)]
+

1

c2
1

8m1m2

[
{p2, V (r)}+ 2pαV (r)pα

]
+

1

c2
1

4m1m2

[
{pαpβ , r̂αr̂βW (r)}+ 2pαr̂αr̂βW (r)pβ

]
. (2.8)

En la anterior expresión los términos κi hacen referencia a las posibles contribuciones de los momentos
(cromo) magnéticos anómalos de las part́ıculas y es tomado para un sistemas de dos part́ıculas de masas
m1 y m2. Donde V (r) es el potencial de interacción y W (r) = − 1

2V
′(r). De esta ecuación se obtiene la

tradicional expresión de Fermi-Breit si V (r) es tomado como el potencial de Coulomb estándar. Es posible
obtener, con la misma técnica, una reducción no relativista para una interacción escalar. Utilizando las dos
interacciones se ha estudiado en esta aproximación, el espectro del charmonium [45].
A pesar de estas mejoras, las anteriores expresiones son, en todo caso, aproximaciones no relativistas. Como
se verá en el presente trabajo, la interacción vectorial del modelo propuesto (ver sección 5.3), parte de esta
misma amplitud (expresión (2.5)) pero sin realizar ninguna expansión no relativista.

2.5. Ecuaciones relativistas para estados ligados

De manera alternativa al LQCD y a los modelos de potencial, es posible abordar el estudio relativista
de sistemas ligados por la interacción fuerte a partir de ecuaciones integrales relativistas. Sin embargo, estas
ecuaciones no tienen, todav́ıa, una formulación teórica completa y satisfactoria. En otras palabras no existe
(para estos sistemas) una verdadera generalización de la ecuación de Schrödinger al caso relativista.
En esta sección se va a discutir brevemente la estructura de algunas de las muchas ecuaciones propuestas
en la literatura. Más precisamente se van a analizar las ecuaciones de carácter tridimensional que más di-
rectamente se relacionan con el Hamiltoniano utilizado en el presente trabajo. Algunos detalles sobre otras
técnicas relativistas utilizadas recientemente para el estudio de las part́ıculas hadrónicas serán examinadas
en el siguiente caṕıtulo (3).

Por medio de estas ecuaciones relativistas (si se quisiera encontrar resultados exactos a partir de la QCD
en la región de estados ligados) seŕıa, en todo caso, necesario sumar un conjunto infinito de diagramas de
Feynman. Infortunadamente, este procedimiento aún no es viable y es necesario recurrir a aproximaciones
que permitan expresar y resolver las ecuaciones integrales segun un modelo espećıfico. Una de estas aproxi-
maciones consiste en buscar una ecuación integral cuya solución represente la suma de un tipo de diagramas
de Feynman que se supone aporte de manera más significativa a la interacción. De esta manera al solucionar
dicha ecuación integral debeŕıa ser posible dar cuenta de las caracteŕısticas más importantes del sistema
f́ısico en cuestión.
Como punto de partida, se recuerda que, en general, la amplitud de dispersión para dos part́ıculas se puede
escribir de la siguiente forma:

T(p, p′, P ) = V (p, p′, P ) +

∫
k

V (p, k, P )G(k, P )T(k, p′, P ). (2.9)
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Donde p, k, p′ y P representan los cuadrimomentos relativos inicial, intermedio, final y el cuadrimomento
total del sistema, respectivamente. El tipo de integral, sea cuadridimensional o tridimensional depende del
particular modelo escogido. Por esta razón solo se ha utilizado en la ecuación (2.9) la notación general

∫
k
. El

funcional de estado de los cuadrimomentos p y P correspondientes, para un estado ligado, se puede escribir:

ψ(p) =

∫
d4kG(k, P )V (p, k, P )ψ(k) . (2.10)

Las elecciones para el propagador G y para la interacción V son propias de cada modelo.
Desde un punto de vista histórico es conveniente recordar que el complicado problema de la interacción entre
nucleones dio inicio, en los años setentas y ochentas, al estudio de diferentes métodos para reproducir los
espectros y los demás observables nucleares. A pesar del hecho que, en general, los sistemas nucleares son
considerados esencialmente “poco” relativistas, el estudio de los posibles efectos que la relatividad pudiese
tener, comenzó a tomar importancia en el ámbito cient́ıfico. Por lo tanto, se intentó calcular las correcciones
relativistas no sólo para la enerǵıa cinética, sino para los términos de interacción.
Con este propósito se estudiaron diferentes ecuaciones relativistas. Hipotéticamente, seŕıa conveniente que
dichas ecuaciones fueran de carácter 4-dimensional, de esta forma, seŕıan más aptas para representar una
interacción relativista, pero el funcional 4-dimensional no puede ser interpretado según los conceptos estánda-
res de la mecánica cuántica y no es, en general, una cantidad normalizable con técnicas estándares.
En base a lo anterior se discuten ahora brevemente las siguientes caracteŕısticas ideales, o requisitos, que la
ecuación relativista debeŕıa tener y las dificultades relacionadas con las diferentes elecciones [73].

i) La ecuación debe estar estrictamente conectada con la teoŕıa cuántica de campos subyacente. Esto se
puede alcanzar sólo de forma aproximada. Buenos resultados se han obtenido por medio de ecuaciones
tridimensionales que, además, presentan la ventaja de poder ser interpretadas y resueltas por medio de
las herramientas estándares de la mecánica cuántica.

ii) En este marco, se requiere que la ecuación, cuando se aplica a sistemas de dos part́ıculas ligadas por
la interacción electromagnética, debe tender a la ecuación de Dirac para un part́ıcula cargada en un
campo electromagnético en el caso en que la masa de la otra part́ıcula tienda al infinito.

iii) La ecuación debeŕıa asegurar un correcto tratamiento de las componentes de enerǵıa negativa de los
espinores de Dirac del quark y del antiquark, para que la ecuación no admita soluciones espurias no
normalizables (problema de la“continuum dissolution”). Este problema es particularmente relevante
cuando la ecuación se utilice para la descripción de sistemas muy relativistas (heavy-light mesons y
light-light mesons).

iv) La ecuación debe tratar de la misma manera las dos part́ıculas. En particular, en el caso de dos fermiones
indistinguibles, debe ser simétrica respecto al intercambio de las dos part́ıculas para permitir la correcta
antisimetrización de la función de onda del sistema.

A continuación se describen algunas de las principales ecuaciones relativistas que se suelen utilizar en la
investigación de espectros de estados ligados. Se anticipa que el problema es muy complejo y, por tanto,
no puede ser tratado de manera exhaustiva en la presente tesis. Además, se resalta que diferentes investi-
gaciones muestran que es muy dif́ıcil satisfacer simultáneamente los cuatro requisitos que se mencionaron
anteriormente.

2.5.1. Ecuación de Bethe-Salpeter

A través de la técnica diagramática de Feynman se ha logrado una gran precisión en la descripción aso-
ciada a procesos electromagnéticos. De esta manera se ha demostrado su gran efectividad en la comprensión
y en los cálculos asociados a estos procesos perturbativos. Dado el éxito mencionado, es natural utilizar estas
mismas herramientas teóricas para obtener una ecuación covariante para el estudio de un sistema ligado,
es decir, un sistema en el que las part́ıculas interactúan permanentemente. Bethe y Salpeter encontraron
una ecuación cuadridimensional que, en principio, permite estudiar de manera completamente relativista un
sistema de dos part́ıculas en estado ligado. Sin embargo, la naturaleza de la interacción (por ejemplo con
interacción fuerte) y la dificultad propia de la ecuación, no permite un sencillo desarrollo de la misma, como
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pronto se verá en la presente sección. Esta ecuación es considerada por razones históricas y conceptuales
(más que por los resultados directamente obtenidos de ella) como el punto de partida y el marco teórico
necesario para enfrentar el estudio de las ecuaciones relativistas.
Para construir la ecuación de Bethe-Sapeter es posible comenzar en el espacio de coordenadas y posterior-
mente pasar al espacio del momentum. De esta manera se parte de la siguiente expresión:

ψ(x3, x4) = −i
∫
d4x1d

4x2G(x3, x4;x1, x2)ψ(x1, x2), (2.11)

donde ψ(x1, x2) es el funcional de estado asociado a las dos part́ıculas de cuadricoordenadas x1 y x2 y que es
propagado en el espacio-tiempo por medio de G(x3, x4;x1, x2). En el caso de part́ıcula libre, el propagador
puede ser escrito como el producto del propagador de cada part́ıcula. Pero, para el caso no trivial en el que
śı existe interacción el propagador se complica.

= +

1

2

3

4

1

2

3

4

3

4

1

2

7

8

5

6

G V

Figura 2.3: Propagador de la interacción expresado como la suma de un propagador libre y un término
asociado a la interacción.

Es posible expresar el propagador en términos de un propagador libre y un término asociado a la in-
teracción, como está representado en la Figura 2.3. En esa figura la interacción V , que representa el kernel
de interacción, puede contener cualquier tipo de diagramas de Feynman. Algunos de estos diagramas están
constituidos por partes que pueden ser desconectadas al cortar dos ĺıneas fermiónicas. Estos gráficos son
llamados reducibles, de lo contrario son irreducibles; esto significa que la sumatoria infinita de todos los
gráficos irreducibles, iterados por el propagador, describe de forma completa toda la interacción.
En otras palabras, es posible reescribir la interacción representada en la Figura 2.3, utilizando los gráficos
irreducibles V a través de la iteración sucesiva [74] del diagrama que se muestra en la Figura 2.4.
La expresión asociada a la interacción de la Figura 2.4, en donde se han utilizado los diagramas irreducibles

G = G
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Figura 2.4: Propagador de la interacción expresado como la suma de un propagador libre y diagramas
irreducibles.

V en la interacción es:

G(x1, x2, x3, x4) = iG(x1, x3)G(x2, x4)

+

∫
d4x5d

4x6d
4x7d

4x8iG(x3, x5)iG(x4, x6)V(x5, x6, x7, x8)iG(x7, x8;x1, x2). (2.12)

Al reemplazar el propagador de la ecuación (2.12) en la ecuación (2.11) se obtiene:

ψ(x3, x4) = ψ0(x3, x4)+∫
d4x1d

4x2d
4x5d

4x6d
4x7d

4x8iG(x3, x5)iG(x4, x6)V(x5, x6, x7, x8)G(x7, x8;x1, x2)ψ(x1, x2)︸ ︷︷ ︸
ψ(x7,x8)

. (2.13)

La anterior ecuación es la ecuación de Bethe-Salpeter en el espacio de coordenadas, donde ψ0(x3, x4) repre-
senta el funcional de estado de dos part́ıculas libre. Renombrando los ı́ndices por sencillez de notación sin
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perder generalidad y utilizando el hecho de que los propagadores son funciones de Green, es posible escribir
la anterior ecuación para estados ligados, de la siguiente forma:

(i /∇1 −m1)(i /∇2 −m2)ψ(x1, x2) =

∫
d4x3d

4x4V(x1, x2, x3, x4)ψ(x3, x4), (2.14)

donde mi son las masas de la part́ıculas i = 1, 2 que forman el estado ligado y /∇i = γµi ∂µi
con i = 1, 2

el ı́ndice de cada part́ıcula. Fácilmente se puede obtener su transformada de Fourier, para finalmente ser
expresada en el espacio del momentum, tomando la siguiente forma:

(/p1
−m1)(/p2

−m2)ψ(p1, p2) =

∫
d4p′1d

4p′2V(p1, p2, p
′
1, p
′
2)ψ(p′1, p

′
2). (2.15)

Donde p1 y p2 son los cuadrimomentos de las dos part́ıculas, además /pi = γµpiµ para i = 1, 2.
A pesar de su aparente sencillez, esta ecuación aún en la actualidad no puede ser resuelta de manera com-
pletamente satisfactoria para interacciones f́ısicamente relevantes. En la práctica, para desarrollar modelos
de sistemas f́ısicos reales, se utiliza un propagador de quark que cumpla con su propia ecuación de Dyson
Schwinger [38], además es necesario realizar aproximaciones en el kernel de interacción. También, muchos
modelos usan una reducción tridimensional para obtener una solución de esta ecuación.
Como ya se hab́ıa comentado, en la forma del kernel se encuentra la suma de gráficos irreducibles de la teoŕıa
de campo subyacente. Por lo tanto el kernel define la aproximación en la cual la ecuación de BS será apli-
cada [75]. Para que la ecuación fuera exacta seŕıa necesario sumar todos los posibles diagramas irreducibles,
los cuales están constituidos por los (infinitos) diagramas “escalera” y “cruzados”. Se observa con claridad la
limitación de la ecuación de BS, puesto que no hay forma eficiente de sumar todos los diagramas necesarios.
Bajo estas circunstancias, se prefiere aplicar métodos de aproximación para conseguir resultados numéricos
para cantidades observables. Una aproximación usada con mucha frecuencia consiste en tener en cuenta sólo
los diagramas tipo “escalera”. Esta expresión es conocida como Ladder Approximation. Por supuesto, esto
genera problemas. Aparecen soluciones con enerǵıas complejas conocidas como soluciones abnormales [75],
originadas por no tener en cuenta los diagramas cruzados, además (en la aproximación de diagramas “es-
calera”) no se obtiene el ĺımite de Dirac cuando una de las masas tiende a infinito. El hecho de elegir unos

.   .   .   .   .

Figura 2.5: Graficos irreducibles tipo “escalera” y “cruzados”

diagramas y excluir otros, no es justificado a nivel teórico [76] y por tal razón, muchos trabajos basados en
esta técnica tienen profundas limitaciones en el estudio del espectro de hadrones.

2.5.2. Reducción tridimensional de la ecuación de Bethe Salpeter con la apro-
ximación de interacción instantánea

En la presente sección se describe un método espećıfico para obtener una (entre las muchas posibles)
ecuación relativista tridimensional.
Dado que se está estudiando un sistema de dos part́ıculas es conveniente pasar a coordenadas de centro de
masa. Además, en la práctica es conveniente suponer que la interacción (considerando en particular el Gauge
de Coulomb para la QED y la QCD) puede ser tratada de manera aproximada en el limite de interacción
instantánea (no relativista), eliminando, en la interacción, la dependencia de las componentes temporales de
los momentos relativos, es decir, V(p, p′, P )→ V(~p, ~p ′, P ) [77,78]. En aproximación instantánea y por medio
de la introducción del cuadrimomento total y del cuadrimomentum relativo, la ecuación (2.15) se puede
escribir como

(µ1 /P + /p1
−m1)(µ2 /P − /p2

−m2)ψ(p) = −(2πi)−1

∫
d4p′V(~p, ~p ′, P )ψ(p′), (2.16)

donde µ1 = m1

m1+m2
, µ2 = m2

m1+m2
y ψ(p) es la función de onda del sistema. Además, P es el cuadrimomentum

total asociado al centro de masa con E como componente cero (componente temporal), es decir, P = (P 0 =
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E, ~P ) y p representa el cuadrimomentum relativo con componente cero ε, es decir p = (p0 = ε, ~p), además

/pi = pµγiµ para i = 1, 2.

Si se multiplica la ecuación (2.16) por γ1
0γ

2
0 con facilidad se obtiene:

(µ1E −H1(~p) + ε) (µ2E −H2(~p)− ε)ψ(p) = − 1

2πi

∫
d4p′V′(~p, ~p ′, P )ψ(p′), (2.17)

donde V ′(~p, ~p ′, P ) = γ1
0γ

2
0V(~p, ~p ′, P ) y

H1(~p) = ~α1 · ~p+ β1m1, H2(~p) = −~α2 · ~p+ β2m2 y ~p = ~p1 = −~p2. (2.18)

Aprovechando la reducción a interacción instantánea, es posible integrar respecto a la componente cero ε. De
esta manera, es posible definir una función de onda estándar que solo dependa del trivector ~p, de la siguiente
forma

φ(~p ) =

∫
dεψ(ε, ~p ). (2.19)

Además es conveniente definir

F(ε, ~p ) = (µ1E −H1(~p) + ε) (µ2E −H2(~p)− ε) , (2.20)

Utilizando las anteriores definiciones la ecuación (2.17) toma la forma

F(ε, ~p )ψ(ε, ~p ) = − 1

2πi

∫
d3p′V′(~p, ~p ′, P )φ(~p ′). (2.21)

Se define preliminarmente los siguientes operadores de proyección de enerǵıa:

Λ1,2
± (~p) =

E1,2(~p)±H1,2(~p)

2E1,2(~p)
, con E1,2(~p) =

√
~p 2 +m2

1,2, (2.22)

con el fin de obtener ecuaciones independientes para los diferentes estados de enerǵıa, se aplican dichos
operadores de proyección a ambos lados de (2.21) obteniendo cuatro ecuaciones acopladas

F±±(ε, ~p)ψ±±(ε, ~p) = − 1

2πi
Λ1
±(~p)Λ2

±(−~p)
∫
d3p′V′(~p, ~p ′, P )φ(~p ′), (2.23a)

F∓±(ε, ~p)ψ∓±(ε, ~p) = − 1

2πi
Λ1
∓(~p)Λ2

±(−~p)
∫
d3p′V′(~p, ~p ′, P )φ(~p ′). (2.23b)

Donde se ha definido

ψ±± = Λ1
±(~p )Λ2

±(−~p )ψ(p), (2.24)

ψ∓± = Λ1
∓(~p )Λ2

±(−~p )ψ(p), (2.25)

F±±(ε, ~p) = (µ1E − E1(p) + ε± iδ)(µ2E − E2(p)− ε± iδ), (2.26)

F∓±(ε, ~p) = (µ1E − E1(p) + ε∓ iδ)(µ2E − E2(p)− ε± iδ). (2.27)

Se observa que el lado derecho de las ecuaciones (2.23) no depende de ε. Por lo tanto, es conveniente pasar el
apropiado F al lado derecho de la expresión (2.23). De esta manera es posible integrar, nuevamente, respecto
a ε con el fin de obtener una función de onda solamente dependiente de la parte espacial de cuadrimomentum
relativo, obteniendo las siguientes expresiones

φ±±(~p) = − 1

2πi

∫
dεF−1

±±(ε, ~p)Λ1
±(~p)Λ2

±(−~p)
∫
d3p′V′(~p, ~p ′, P )φ(~p ′), (2.28a)

φ∓±(~p) = − 1

2πi

∫
dεF−1

∓±(ε, ~p)Λ1
∓(~p)Λ2

±(−~p)
∫
d3p′V′(~p, ~p ′, P )φ(~p ′). (2.28b)
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Utilizando el teorema del residuo se encuentra que:∫
dεF−1

±±(ε, ~p) = ±(2πi)(E ± E1(~p)± E2(~p))−1, (2.29a)

∫
dεF−1

∓±(ε, ~p) = 0. (2.29b)

El anterior resultado implica que en aproximación de interacción instantánea, las combinaciones ±,∓ de la
función de onda son cero.
Finalmente pueden expresarse las ecuaciones (2.23) de la siguiente forma compacta:

(E −H1(~p)−H2(~p))φ(~p) =
{

Λ1
+(~p)Λ2

+(−~p)− Λ1
−(~p)Λ2

−(−~p)
}∫

d3p′V′(~p, ~p ′, P )φ(~p ′). (2.30)

La anterior ecuación es conocida como aproximación instantánea de Bethe-Salpeter. Se resalta que en cual-
quier reducción de la ecuación de BS obtenida con técnicas y aproximaciones diferentes, el término de
enerǵıas positivas, es decir, el término asociado a los proyectores Λ1

+(~p)Λ2
+(−~p) en la ecuación (2.30), es el

más importante puesto que representa el término dominante y, por lo tanto, debe estar presente en cualquier
descripción dinámica de un sistema ligado.
A pesar de la aparente sencillez de la ecuación (2.30), debe recordarse que en un sistema con interacción
fuerte el término V′(~p, ~p ′, P ) presenta gran dificultad y más aún cuando diferentes términos no locales de-
pendientes del momentum están presentes en dicha interacción.
La ecuación (2.30) en principio podŕıa ser utilizada directamente para el estudio del espectro mesónico pero,
considerando la dificultad de la solución numérica, por un lado, y, por otro, debido a las dificultades teóricas
relacionadas con la contribución de los espinores de enerǵıas negativas, se introducirá, en la caṕıtulo 4, una
versión simplificada de la ecuación (2.30) en donde dichas contribuciones no aparecen.

Se examinan ahora brevemente otras expresiones de ecuaciones relativistas tridimensionales, con el fin de ilus-
trar la variedad de los acercamientos propuestos, con las ventajas y desventajas correspondientes. Además,
por que orienta un posible desarrollo subsecuente al presente trabajo donde se estudien las contribuciones
de los espinores de enerǵıa negativa.

2.5.3. Ecuación de Gross o del espectador

La ecuación de Gross (G) representa una manera, diferente a la descrita anteriormente, de reducir en
forma tridimensional la ecuación de BS. En esta aproximación, en la ecuación de BS una de las dos part́ıculas,
por ejemplo la part́ıcula 1, es puesta on-shell con enerǵıa positiva. Esto significa que, para esta part́ıcula se
impone la condición p2

1 = m2
1 . Introduciendo esta condición en la función de Green se obtiene: GG(p′1, P ) =

δ+(p2
1
′ −m2

1)G(P − p′1)
Por lo tanto, la amplitud de dispersión (scattering), utilizando la ecuación (2.9) toma la forma

T(p̂2, p̂
′′
2) = V(p̂2, p̂

′′
2) +

∫
d3p′2
(2π)3

V(p̂2, p̂
′
2)S(p′2)T(p̂′2, p̂

′′
2). (2.31)

Donde p̂ representa un cuadrivector on shell. A partir de esta expresión, se obtiene, en forma integral, la
ecuación relativista tridimensional para el sistema ligado:

S−1
F ψ(p2) =

∫
d3p′2
(2π)3

V(p2, p
′
2)ψ(p′2), (2.32)

donde se ha introducido la notación p2 = P − p̂1.
La ecuación de Gross tiene la falla de no tratar de la misma manera las dos part́ıculas debido a que solo
una de ellas es tomada on-shell. Por consiguiente, si las dos part́ıculas son indistinguibles, no se obtiene
directamente, como solución, una función de onda antisimétrica. Por otro lado, considerando soluciones
aproximadas, es posible tomar funciones de onda de prueba ya antisimetrizadas y obtener, con una técnica
variacional, la mejor aproximación a la hipotética solución exacta, con la correcta simetŕıa. La ecuación de
Gross es bien comportada cuando la masa de la part́ıcula on shell tiende al infinito, pues correctamente
tiende a la ecuación de Dirac. La razón por la cual esta ecuación tiene un apropiado limite de “ecuación
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de Dirac de un cuerpo”, radica en el hecho que en la aproximación de un bosón de intercambio la ecuación
del espectador suma, de manera efectiva los principales términos de los diagramas escalera y cruzados, a
diferencia de la ecuación original de BS. Adicionalmente, haciendo un análisis más profundo al descomponer
la función de onda en sus componentes de enerǵıas, de manera similar a como se hizo en la sección 2.5.2,
es posible mostrar que en la ecuación de Gross son nulas las componentes φ−+ y φ−−; queda no nula la
componente φ+− y por supuesto φ++.
Finalmente, como ya se mencionó, vale la pena recordar que para el cálculo de observables la ecuación de
Gross puede ser simetrizada, de manera efectiva, mediante la inclusión de canales donde la “otra” part́ıcula
esté on shell [79].

2.5.4. Ecuación de Mandelzweig-Wallace

Esta ecuación integral involucra tanto espinores de enerǵıa positiva como negativa y fue construida
inicialmente para QED. Bajo este enfoque cumple con la condición de “ĺımite de un cuerpo”, de simetŕıa
ante intercambio y reduce a tres dimensiones la ecuación de Bethe-Salpeter. Incluye gráficos “escalera”
y gráficos “cruzados” en la aproximación eikonal [80] de manera que sean reproducidos los diagramas de
Feynman para los procesos de dispersión hasta orden α2.
A partir del análisis de la función de Green, suponiendo dos part́ıculas de igual masa, e implementando los
operadores de proyección es posible encontrar una forma para la función de Green inversa:

G−1 = γ1
0γ

2
0 [(
E

2
− Ĥ1)ρ̂2 + (

E

2
− Ĥ2)ρ̂1]. (2.33)

Donde ρ̂1,2 =
Ĥ1,2

E(~p) y se han utilizado las definiciones (2.18), pero para masas iguales. Vale la pena mencionar

que los operadores ρ̂i tienen autovalores +1 ó −1 dependiendo de la enerǵıa.
De esta manera es posible obtener la ecuación:

γ1
0γ

2
0 [(
E

2
− Ĥ1)ρ̂2 + (

E

2
− Ĥ2)ρ̂1]φ(~p) =

∫
d3p′

(2π)3
V (~p, ~p ′, P )φ(~p ′). (2.34)

Se obtiene aśı una ecuación no local de forma no Hamiltoniana (en donde la enerǵıa E aparece como un
parámetro interno y no como un autovalor). Como en la BS instantánea aparecen las componentes φ−−
y φ++, en cambio las componentes φ+− y φ+−, en la ecuación de Mandelzweig-Wallace son no nulas y
aparecen en canales cerrados, es decir, sin multiplicar la enerǵıa E. Esto impide que aparezcan soluciones
espurias relacionadas con la continuum dissolution. La ecuación trata las dos part́ıculas de la misma manera
admitiendo soluciones antisimétricas para fermiones indistinguibles. Ha sido aplicada al estudio de los núcleos
ligeros, considerando, en el caso de la simetŕıa SU(2) de isoesṕın, un término adicional que tiene en cuenta
el carácter no abeliano de este grupo de simetŕıa. El estudio de este término podŕıa ser generalizado al caso
de la simetŕıa SU(3) de color para la interacción entre quarks.

2.5.5. Ecuación de Blankenbecler-Sugar

Como ya fue mencionado, la ecuación de BS, al ser covariante, involucra cuadrivectores de momentum
cuya componente esta relacionada con la enerǵıa. De esta manera, se incluye la f́ısica del campo interactuante,
dando como resultado la adición de una variable asociada a la diferencia de tiempos o tiempo relativo entre
las dos part́ıculas.
Blankenbecler y Sugar [81] propusieron una reducción tridimensional en la cual el problema de la diferencia
de tiempos es suprimida. Para realizar esto, se parte de la aplicación de la condición “on-shell” sobre las
dos part́ıculas. En el caso (f́ısicamente muy relevante) de part́ıculas de igual masa en su centro de masa, la
enerǵıa de las part́ıculas tiene la forma estándar on-shell [82]:

E1,2(~p) = +
√
~p 2 +m2 . (2.35)

Se aclara que, de esta manera, se excluyen todas las componentes de enerǵıa negativa de los espinores de
Dirac de los quarks.
Aplicando esta condición en la función de Green de la ecuación (2.9), y haciendo la suposición de interacción
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instantánea, es posible integrar sobre la componente temporal. Por lo tanto al reemplazar la función de
Green [83]

GBbS(k0,~k) =
δ(k0)

2π3

m2

E(~k)

Λ1
+(~k)Λ2

+(−~k)

(E(~k))2 − E2 + iE
, (2.36)

en la ecuación (2.9) obtenemos una ecuación tridimensional para la amplitud de dispersión (scattering)
conocida como ecuacion de Blankenbecler-Sugar (BbS):

T(~p ′, ~p) = V(~p ′, ~p) +

∫
d3k

(2π)3
V(~p ′,~k)

1

2π3

m2

E(~k)

Λ1
+(~k)Λ2

+(−~k)

(E(~k))2 − E2 + iE
T(~k, ~p). (2.37)

Donde se ha definido ~p,~k, ~p ′ como trimomentos relativos inicial, intermedio y final. Esta ecuación presenta
una ventaja sobre la ecuación de Gross. Es invariante ante intercambio de part́ıculas. Es una reducción
tridimensional que permite ser trabajada a nivel numérico de manera práctica y efectiva. Sin embargo, las
anteriores cualidades conseguidas no son gratuitas. En efecto, la ecuación presenta ciertas carencias derivadas
de la reducción conseguida. Esta ecuación no da cuenta de los estados de enerǵıa negativa. Esto, por supuesto,
le resta cualidades propias de la teoŕıa de campos a la ecuación. Aún aśı, esta ecuación representa una forma
práctica de empezar el estudio de forma relativista un sistema de part́ıculas. En virtud de estas cualidades,
la ecuación de BbS puede ser considerada una generalización relativista de la ecuación de Schrödinger. De
hecho si se define V → ( m

E(~p) )
1
2V( m

E(~p ′) )
1
2 , T → ( m

E(~p) )
1
2T( m

E(~p ′) )
1
2 , luego de un poco de álgebra y tomando

los espinores de enerǵıa positiva, como lo sugiere la función de Green propuesta, se puede obtener:

T(~p ′, ~p) = V(~p ′, ~p) +

∫
d3k

(2π)3
V(~p ′,~k)

1

2π3

1

(E(~k))2 − E2 + iE
T(~k, ~p), (2.38)

la cual es básicamente la ecuación de Lippmann-Schwinger no relativista. De esta manera se resalta su rela-
ción con el formalismo de la ecuación de Schrödinger.
Se subraya que en modelos más complejos que incluyen las contribuciones de enerǵıa negativa, el término de
BbS siempre está presente. Por esta razón se puede afirmar que resolver esta ecuación representa, de alguna
manera, el necesario primer paso de un estudio relativista de sistemas ligados.

Se recuerda que existen muchas otras técnicas y expresiones posibles para obtener ecuaciones relativistas
tridimensionales. Entre estas debe mencionarse la ecuación de Dirac de dos cuerpos que se obtiene sumando
los Hamiltonianos libres de Dirac de las dos part́ıculas más el término de interacción. Esta ecuación tendŕıa
la ventaja de ser local (si la interacción lo es) y permitir, en unos casos, soluciones anaĺıticas exactas [84,85].
Por otro lado esta ecuación da lugar a soluciones espurias y, por consiguiente, al problema de la “continuum
dissolution”, es decir, soluciones no normalizables.
Se concluye este caṕıtulo recordando que las diferentes ecuaciones relativistas tridimensionales difieren esen-
cialmente por las contribuciones de los estados de enerǵıa negativa. Considerando esta profunda dificultad
de carácter teórico, como ya fue anticipado, en este trabajo se va a considerar una ecuación en la cual estas
contribuciones no aparezcan.



Caṕıtulo 3

Estado Actual del tema

En el presente caṕıtulo se describirán algunos avances recientes en la f́ısica hadronica en el ámbito
experimental y teórico. En cuanto a la parte experimental, se mencionaran sólo resultados experimentales
recientes, directamente relacionados con estados en las regiones de enerǵıa del charmonium y bottomonium,
los cuales son relevantes y útiles en el presente estudio. En la parte teórica, a partir de lo desarrollado en el
caṕıtulo anterior, se describen brevemente los principales métodos actuales que se utilizan para estudiar y
reproducir el espectro del charmonium y bottomonium.

3.1. Algunos aspectos experimentales

La espectroscoṕıa de hadrones ha estado en continuo trabajo, en particular, desde el 2003 cuando nue-
vas resonancias fueron halladas y verificadas en diferentes colaboraciones experimentales. Estos esfuerzos
experimentales han generado también importantes resultados recientes [86] que muestran la relevancia de la
f́ısica hadrónica en la actualidad. Algunas de estas resonancias cuentan con caracteŕısticas que poco encajan
en modelos tradicionales de quarks, ya sea por sus números cuánticos, por sus amplitudes de decaimiento
distintas a las esperadas o por su carga eléctrica no nula 1. En la actualidad continúa siendo motivo de
investigación y debate la clasificación de los nuevos estados encontrados, que en general son calificados como
hadrones exóticos, como por ejemplo X(3872) y X(3915), entre otros, los cuales se mencionaran en esta
sección y con más detalle en el caṕıtulo 8.
Algunos de estos estados yacen en la región de enerǵıa de alta excitación del quarkonium y por lo tanto es
posible que pertenezcan a un sistema qq̄. En años recientes se han observado algunos nuevos estados de este
estilo y se han corroborado los números cuánticos de otros estados ya establecidos.
Uno de ellos es el estado X(3915), observado hace pocos años [87], el cual podŕıa ser clasificado como χc0(2P )
(χ′c0), es decir, un estado del espectro del charmonium. Diferentes trabajos [24], [88], han colocado en duda
que esta asignación sea correcta.
El segundo, y quizás más importante, es la resonancia X(3872) descubierta en la colaboración Belle en el
2003 [89]. Debido a que se ubica en la vecindad del umbral D0D̄∗0 algunos autores se inclinan hacia la idea
que este estado es una molécula de D0D̄∗ [90], otros a que es una combinación de un charmonium y una
molécula hadrónica [91] [92]. Sus números cuánticos fueron materia de debate hasta hace poco. En julio de
2015, en el LHCb [93] fue posible verificar que sus números cuánticos son JPC = 1++. A causa de esto,
también es posible considerarla un estado del charmonium, en particular la excitación radial χc1(2P ).
Adicionalmente es necesario resaltar que recientemente LHCb determinó los números cuánticos del estado
X(4140) reportando 1++ [94] descartando los números cuánticos 0++ con los que generalmente era identifi-
cado este estado.
En cuanto al bottomonium, los pocos estados descubiertos encima de los umbrales de decaimiento parecen
estar bajo control en los modelos de potencial, excepto el estado Υ(10860) el cual cuenta con una discrepan-
cia en su anchura de decaimiento (ver sección 9.2.1).
Por último, otro reciente e importante hallazgo experimental realizado en el LHCb está asociado a la medi-
ción de la masa del estado χb1(3P ) [95], el cual representa un paso adicional en el estudio del sistema χb(3P )

1Estos estados cargados eléctricamente no pueden ser descritos con el modelo que en el presente trabajo se expone y por lo
tanto no serán considerados.
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perteneciente al bottomonium.
Todos estos resultados experimentales evidencian la importancia actual de la f́ısica hadrónica y motivan
el análisis teórico de sistemas mesónicos, en los cuales se enfoca el presente trabajo de tesis, en particular
en la reproducción teórica del espectro de estos sistemas ligados, con el fin investigar la naturaleza de las
interacciones entre quarks.

3.2. Aspectos teóricos

En la actualidad las diferentes técnicas con las cuales se aborda el estudio de los estados ligados se basan
en la teoŕıa fundamental de la interacciones fuertes QCD. En particular: Lattice QCD, ecuaciones integrales
tipo Dyson-Schwinger-Bethe-Salpether, adicionalmente, modelos de potencial relativista en el contexto de
modelos de quarks constituyentes.
Utilizando Lattice QCD se ha abordado la búsqueda del espectro de diferentes mesones, en particular del
charmonium y los estados charmonium-like ya mencionados, suponiendo diferentes combinaciones de quarks
[96], las que por supuesto son hipótesis válidas. En estos estudios sólo algunos estados charmonium-like
“encajan” con el fit realizado y otros no, sugiriendo que el problema de la composición de dichos estados
aún esta abierto. Algunas posibilidades podŕıan ser tetraquarks ó h́ıbridos quarks-gluon.
Adicionalmente, recientemente se han realizado grandes avances en el estudio de estados excitados de mesones
[97] utilizando técnicas variacionales dentro de los complicados cálculos asociados al LQCD. Ésto ha sido
posible debido al mejoramiento de las técnicas computacionales y al desarrollo de los supercomputadores y
por lo tanto, la precisión de los cálculos obtenidos han mejorado profundamente. Sin embargo, aun queda
trabajo por hacer en el estudio de estados cercanos a los umbrales de decaimiento en donde hasta el momento
los trabajos han sido de carácter exploratorio [98].
El formalismo de Dyson-Schwinger-Bethe-Salpeter (DSBS) representa una importante fuente de análisis de
sistemas ligados que en la actualidad tiene gran importancia. A nivel teórico representa hipotéticamente la
mejor forma de reproducir el espectro de mesones y bariones. Pero en la práctica se requiere de la conocida
aproximación rainbow-ladder con las limitaciones ya descritas (ver sección 2.5.1). En este formalismo y con
la aproximación mencionada, el reciente trabajo [99] resalta por su relativa mejora en la concordancia con los
datos experimentes, del charmonium, en particular los primeros estados excitados. En ellos se usa la DSBS
junto con la conocida interacción efectiva de Maris-Tandys. En general, todav́ıa no se obtienen resultados
satisfactorios con este método a pesar de la fuerte relación con la QCD que se impone en las investigaciones
actuales.
Adicionalmente se han hecho adelantos significativos en la solución de estas ecuaciones sin hacer reducciones
tridimensionales, es decir, directamente en el espacio de Minkowsky [100–102] [103]. Las aplicaciones que
hasta el momento se han hecho, están orientadas a casos no f́ısicos de part́ıculas escalares que intercambian
una part́ıcula escalar masiva; se espera generalizar esta técnica al caso de dos fermiones interactuantes
y confinados. A pesar que dista de la interacción entre quarks, los cuales son part́ıculas fermiónicas que
intercambian part́ıculas vectoriales, esta técnica representa un interesante avance teórico en la solución de
la ecuación de BS.
Actualmente otra posibilidad, sigue siendo el enfoque basado en modelos de potencial [104] [105] [106] los
cuales han sido de mucha ayuda en particular en el inicio del estudio de la f́ısica hadrónica y aún en la
actualidad permanecen útiles para brindar información acerca de la estructura de los mesones y bariones.
Evidentemente el enfoque no relativista de los primeros modelos, a pesar que describe en buena forma
sistemas como el charmonium cerca de sus estado base, ha tenido que ser mejorado para optimizar las
correcciones relativistas implementando potenciales tipo interacción Breit o derivados de él (más un potencial
de confinamiento) [45].
En años recientes los modelos de quarks no relativistas y relativizados han sido modificados para tener
en cuenta efectos de pares quark-antiquark del mar de Dirac que se introducen expĺıcitamente utilizando,
generalmente, el mecanismo de producción de pares en estados con números cuánticos 3P0. Bajo este enfoque
la función de onda “completa” se construye teniendo en cuenta la función de onda del mesón quark-antiquark
a orden cero |φ〉 y adicionándole los posibles estados de Fock debidos a la creación de pares |BC, ~p〉. Se obtiene



3.2. ASPECTOS TEÓRICOS 29

aśı una expresión de la siguiente forma:

|ψ〉 = A

(
|φ〉+

∑
BC

∫
d3p|BC, ~p〉 × 〈BC, ~p|T †|φ〉

Eφ − EB − EC

)
. (3.1)

De esta manera la corrección a la masa debida a este efecto se escribe:

δM =
∑
BC

∫
d3p
|〈BC, ~p|T †|φ〉|2

Eφ − EB − EC
. (3.2)

Se señala que B y C son los mesones creados del vaćıo, EB y EC representan sus respectivas enerǵıas. T † es el
operador de creación de pares y la suma

∑
BC

puede se hecha sobre una base completa de estados intermedios

accesibles [107] o en los canales que más interesen a un estado en particular [108].
Generalmente las consecuencias generadas por este efecto, que puede ser definido como una “polarización
del vaćıo”, debida a los pares-quark-antiquark, se ven reflejadas a grandes distancias disminuyendo la ac-
ción del potencial entre quarks. Por esta razón al considerar un potencial apantallado es posible introducir,
igualmente, el efecto neto de la generación de pares por medio de parámetros fenomenológicos en el término
de apantallamiento del potencial propuesto en el presente trabajo.
Por otro lado, recientemente se ha utilizado también la reducción tridimensional de Gross (con algunas
aproximaciones) en el estudio del charmonium y bottomonium [109, 110]. A pesar de que el formalismo no
trata de la misma manera las dos part́ıculas, se encuentran buenos resultados en la parte baja del espec-
tro. Al igual que en el presente trabajo, se utilizan solo espinores de enerǵıa positiva, para el charmonium
y bottomonium, considerando que ésta sea una apropiada aproximación, pero si utilizan los espinores de
enerǵıa negativa para otros sistemas más relativistas como mesones D y B. De esta manera de los cuatro
canales, que son el número de vértices acoplados que usan en el kernel, solo consideran uno. Los autores
obtienen diferentes ajustes con los cuales concluyen que pueden describir en buena forma el spin splitting en
los estados con J = 1 debajo del umbral DD̄. Utilizan un modelo con confinamiento pseudoescalar+escalar
y vectorial. Los diferentes términos de la interacción son mezclados utilizando un parámetro adicional. A
pesar de este excelente enfoque, que en principio debeŕıa ser apropiado para estados excitados, no hacen
mención de los estados X ó Y .
Por último, un interesante formalismo, cuyos fundamentos requieren todav́ıa un estudio más profundo por
parte de la comunidad cient́ıfica, está siendo usado para tratar estados ligados por interacciones fuertes, el
cual se fundamenta en la hipótesis de la simplicidad del vaćıo del light-front quantization. En la dinámica
del light front es posible cuantizar las variables dinámicas sobre coordenadas asociadas a un frente de onda
plana en el espacio de Minkowsky [111]. En ese contexto los estados de part́ıcula se pueden representar como
una expansión infinita de estados de Fock, en la cual, las funciones de onda del light front son los coefi-
cientes de la expansión. El Hamiltoniano de interacción se construye bajo el enfoque AdS/QCD, es decir,
suponiendo una correspondencia entre el espacio anti de Sitter y la QCD, y en este contexto, se proyecta
dicho Hamiltoniano sobre una base seleccionada [112]. Bajo tal hipótesis, es posible introducir una variable
holografica, en la base utilizada, que es mapeada a una dimensión extra en el espacio AdS. En particular
en los art́ıculos [113, 114] utilizando una base holográfica, logran escribir la interacción como un oscilador
armonico tridimensional, obteniendo un espectro satisfactorio del charmonium y del bottomonium. Se re-
salta que se han utilizado los estados debajo de los umbrales DD̄ y BB̄ para los ajustes en cada mesón.
El estado X(3872) es sobreestimado ligeramente y de esta manera, este modelo, lo sugiere como un posible
candidato a estado de charmonium. Por otro lado los estados X(3940) y X(4160) no se ajustan a este modelo
sugiriendolos de naturaleza diferente a cc̄.
Todos estos métodos son validos en la actualidad, todos tienen aproximaciones en su desarrollo y esto mues-
tra que la dificultad del problema de los estados ligados es muy seria y merece, por supuesto, ser estudiada
desde todos los enfoques posibles para seguir indagando en la naturaleza de la interacción efectiva entre los
quarks.
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Caṕıtulo 4

Ecuación relativista utilizada en el
presente trabajo

Después de revisar diferentes ecuaciones relativistas (ver sección 2.5) y teniendo en cuenta el fuerte trabajo
numérico que se requiere para resolver estas ecuaciones, la ecuación que se va a utilizar en el presente trabajo
es la ecuación (2.30), pero conservando sólo los espinores de enerǵıa positiva, según la misma lógica de la
ecuación de BbS. Para analizarla, se hace la expansión de la función de onda utilizando la propiedad de
completez de los espinores de Dirac de la siguiente forma:

φ(~p) = u1
+(~p)u2

+(−~p)φ++(~p) + u1
+(~p)u2

−(−~p)φ+−(~p) + u1
−(~p)u2

+(−~p)φ−+(~p) + u1
−(~p)u2

−(−~p)φ−−(~p). (4.1)

En donde, 1 ó 2, son ı́ndices de part́ıcula y donde las φαβ(~p) representan funciones espinoriales de dos
componentes (Pauli) asociadas a las proyecciones de enerǵıa αβ.
En el marco de la reducción de la BS se hab́ıa encontrado que φ−+ = φ+− = 0. Haciendo la hipótesis
adicional φ−− = 0 y recordando que:

H1(~p)Λ1
+(~p) = E1(~p)Λ1

+(~p), (4.2a)

H2(~p)Λ2
+(−~p) = E2(~p)Λ2

+(−~p), (4.2b)

es posible escribir la ecuación (2.30) de la siguiente manera:

[E − E1(~p)− E2(−~p)]u1
+(~p)u2

+(−~p)φ++(~p) = Λ1
+(~p)Λ2

+(−~p)
∫
d3p′U(~p, ~p ′)u1

+(~p ′)u2
+(−~p ′)φ++(~p ′). (4.3)

Donde se ha reemplazado por simplicidad de notación V′(~p, ~p ′, P ) → U(~p, ~p ′) la cual es una interacción
fenomenológica dependiente de las variables cinemáticas realmente usadas en los cálculos. Debe recordarse
que los proyectores de enerǵıa, definidos en la ecuación (2.22), también se pueden expresar como:

Λ1
+(~p ) =

∑
s

u1
+(~p)u1†

+ (~p), (4.4)

Λ2
+(−~p ) =

∑
s

u2
+(−~p)u2†

+ (−~p), (4.5)

en donde las sumas son realizadas sobre los espines, cuyos ı́ndices por brevedad no se han colocado en los
espinores. Dado que las masas del quark y del antiquark son iguales, en el centro de masa del sistema las
enerǵıas on shell cumplen E1(~p) = E2(~p) =

√
~p 2 +m2.

Multiplicando la ecuación (4.3) por u1†
+ (~p)u2†

+ (−~p) se obtiene

[E − E1(~p)− E2(−~p)]φ++(~p) = u1†
+ (~p)u2†

+ (−~p)
∫
d3p′U(~p, ~p ′)u1

+(~p ′)u2
+(−~p ′)φ++(~p ′). (4.6)
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Si se define la normalización de los espinores como u†(p)u(p) = 1 y además se define K(p) = 2
√
~p 2 +m2 y

la interacción como Hint(~p, ~p ′) = u1†
+ (~p)u2†

+ (−~p)U(~p, ~p ′)u1
+(~p ′)u2

+(−~p ′) la ecuación puede ser escrita como

Eφ++(~p) = K(p)φ++(~p) +

∫
d3p′Hint(~p, ~p ′)φ++(~p ′). (4.7)

Expresando la ecuación (2.30) de la forma (4.7) se pone de forma expĺıcita el uso de los espinores de enerǵıa
positiva y el hecho que la interacción misma contiene ahora la estructura de los espinores de Dirac. Con un
ligero cambio de notación, debido a razones de claridad y uniformidad con el art́ıculo publicado [56], esta es
la ecuación que se utilizará en el caṕıtulo 5 para calcular el espectro del charmonium y bottomonium (ver
ecuaciones (5.24) y (7.3)).
Se resalta que la anterior ecuación representa la manera más natural para escribir una ecuación Hamiltoniana
para dos part́ıculas relativistas de esṕın 1/2; el término cinético es la usual enerǵıa cinética relativista y el
término de interacción tiene correctamente en cuenta las propiedades de los espinores de Dirac (de enerǵıa
positiva) para las dos part́ıculas interactuantes. Se subraya que este último aspecto no es tenido en cuenta
en los modelos “relativizados” en los cuales la interacción tiene un carácter puramente fenomenológico,
los cuales casi siempre están en el espacio de coordenadas, por facilidad de computo. Sin embargo, una
interacción como la propuesta en el presente trabajo requiere de dif́ıciles cálculos en el espacio de momentum
que son posibles ahora gracias al reciente desarrollo computacional.
A pesar de que en el presente trabajo se busca una descripción relativista del charmonium y bottomonium
consideramos que un tratamiento con espinores de enerǵıa positiva es suficiente, como primer paso, para
el presente propósito de la misma forma en que se hace en [109, 110] para el charmonium y bottomonium.
Además, debido a la dif́ıcil dependencia del momentum en la interacción que se va utilizar, esta ecuación
ya representa, en śı misma, una compleja tarea numérica. Finalmente, si se tiene en cuenta el proceso de
ajuste y la propagación de errores (que requiere 1000 procesos de ajuste) esta ya es una tarea que requiere
de un alto esfuerzo y tiempo de computo. Evidentemente, la siguiente etapa en una futura investigación
incluirá estos estados de enerǵıa negativa y se determinará su importancia real en el cálculo de espectro del
quarkonium.
En el siguiente caṕıtulo se describe en detalle el modelo de interacción propuesto en el presente trabajo y
que será usado junto con la ecuación (4.7) en la reproducción del espectro del charmonium y bottomonium.



Caṕıtulo 5

Modelo espećıfico de interacción
relativista en el espacio del
momentum

Como ya se ha mencionado, los diferentes modelos semirelativistas o no relativistas en el espacio de
coordenadas son generalmente basados en la reducción no relativista de la interacción vectorial debida al
intercambio de un gluón (debe recordarse que esta interacción es considerada preponderante a cortas distan-
cias). Sin embargo, estas aproximaciones no relativistas podŕıan restar precisión al modelo particularmente
en la región de alta enerǵıa.
Es conveniente enfatizar que en el presente trabajo no se realizan las aproximaciones no relativistas men-
cionadas y que se utiliza el formalismo de los espinores de Dirac. Esto genera la necesidad de trabajar en el
espacio de momentum con expresiones fuertemente no locales, es decir, que el Hamiltoniano de interacción
depende de expresiones que requieren conocer la función de onda en todo el espacio para calcular la inter-
acción en un punto ~r. De forma más clara, este tipo de expresiones fuertemente no locales no permiten ser
transformadas, de manera anaĺıtica, al espacio de coordenadas por medio de una transformación de Fourier.
Con el fin de obtener una mejor reproducción del espectro, es usual adicionar una interacción escalar [45,115].
Esta interacción suele estar fuertemente conectada con el confinamiento de los quarks en el mesón. Una mo-
tivación adicional para agregar esta interacción se basa en el débil desdoblamiento esṕın-órbita que aparece
en el espectro mesónico. Esta caracteŕıstica requiere, a nivel teórico, la introducción de la interacción escalar.
Por otro lado, es conocido que en la parte alta del espectro los efectos de campo se hacen más importantes
y pueden modificar el espectro. Uno de estos efectos de campo consiste en la aparición de pares virtuales
quark-antiquark. El efecto global del acoplamiento de estos pares virtuales se traduce en un apantallamiento
que reduce, generalmente, los valores energéticos de los estados encima de las enerǵıas correspondientes a los
umbrales de decaimiento. Buscando una mejor descripción del quarkonium se han tenido en cuenta todos
los aspectos mencionados. El modelo de potencial propuesto está compuesto de una interacción vectorial y
un término escalar. Adicionalmente se ha considerado un factor de apantallamiento que tendrá en cuenta,
de manera fenomenológica, la producción de pares de quarks en regiones de alta enerǵıa.
En los siguientes apartados se construirá el modelo espećıfico del Hamiltoniano de interacción que será
usado para calcular el espectro de enerǵıas del charmonium y bottomonium. Pero para obtener una clara
descripción del Hamiltoniano, primero se presentan algunas definiciones que servirán como herramienta en
el desarrollo de la interacción fenomenológica y en la correcta descripción de los elementos de matriz con los
cuales se calcularán las enerǵıas de los sistemas estudiados.

5.1. Definiciones preliminares

Cómo es costumbre se trabajará en el centro de masa del sistema de dos cuerpos (cc̄ ó bb̄). Adicionalmente,
será utilizado el sistema natural de unidades, es decir, ~ = c = 1. Las cantidades en el bra y en el ket serán
etiquetadas con los indices a y b respectivamente. Por lo tanto, el tri-momentum del primer y segundo quark
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son escritos como:

~p1a = −~p2a = ~pa,

~p1b = −~p2b = ~pb.
(5.1)

Donde los tri-momentum relativos ~pa y ~pb serán las variables cinemáticas empleadas en los cálculos numéricos.
También es necesario introducir el tri-momentum transferido

~q = ~pb − ~pa, (5.2)

y el coseno del ángulo entre ~pa y ~pb
x = cos θ = p̂a · p̂b, (5.3)

tal que
~q 2 = ~p 2

a + ~p 2
b − 2papbx. (5.4)

Donde pa y pb representan el modulo de los respectivos tri-momentum ~pa y ~pb y adicionalmente p̂a = ~pa/pa
y p̂b = ~pb/pb son los correspondientes vectores unitarios.
Las enerǵıas de ambas part́ıculas (i = 1, 2), las cuales serán tomadas on shell, tienen la forma estándar:

E(~pia) = E(~pa) =
√
~p 2
a +m2,

E(~pib) = E(~pb) =
√
~p 2
b +m2,

(5.5)

donde m representa la masa del quark y antiquark.
Se introduce la diferencia de enerǵıa (para ambas part́ıculas) entre los estados del bra y el ket:

∆E = E(~pb)− E(~pa), (5.6)

y el cuadrado del cuadri-momentum transferido (Q2 > 0)

Q2 = ~q 2 − (∆E)2. (5.7)

Finalmente se presenta la definición estándar de los espinores de Dirac de enerǵıa positiva que serán usados
en el cálculo:

u(~pi, ~σi) =

√
E(~pi) +m

2E(~pi)

(
1

~pi·~σi

E(~pi)+m

)
χ, (5.8)

donde i = 1, 2 identifica cada part́ıcula, ~σi representan las matrices de Pauli y χ representa una función de
onda de esṕın genérica. Usando la ecuación (5.1), se toma ~pi = ~pia y ~pi = ~pib, para los estados del bra y del
ket, respectivamente. Los espinores son normalizados a u†(~pi, ~σi)u(~pi, ~σi) = 1.

5.2. Hamiltoniano total y efecto de apantallamiento

Partiendo de la teoŕıa de la QCD, el Hamiltoniano de interacción entre dos quarks debeŕıa involucrar
grados de libertad gluónicos y fermiónicos en expresiones no perturbativas de alta complejidad. Sin embargo,
en la práctica, obtener resultados anaĺıticos en la región no perturbativa de la QCD, hasta el momento, no
es viable. Aun aśı, el cálculo perturbativo de la amplitud asociada al OGE (One Gluon Exchange) brinda
información sobre la interacción a cortas distancias. Por tanto, se puede asumir que la interacción vectorial
es predominante a cortas distancias en el Hamiltoniano total. Por otro lado, la naturaleza exacta del confina-
miento no es conocida. Sin embargo, generalmente es considerada como la mezcla de una interacción vectorial
y una escalar. Esta caracteŕıstica escalar es generalmente incluida para representar de forma apropiada los
efectos esṕın-órbita.
Debido a lo anteriormente mencionado el Hamiltoniano total propuesto está conformado por la suma de un
término de interacción vectorial y un término de interacción escalar

H̄int(~pb, ~pa) = 〈~pb|H(v)| ~pa〉+ 〈~pb|H(s)| ~pa〉, (5.9)



5.3. INTERACCIÓN VECTORIAL 35

donde, por facilidad, no se han mostrado de forma expĺıcita las matrices asociadas al esṕın. Por otro lado,
los potenciales fenomenológicos estándar no permiten una buena reproducción en la parte alta del espectro
[116, 117], en parte por su limitada fundamentación relativista y en ocasiones por su poca cercańıa con
la teoŕıa de interacciones fuertes subyacente (QCD). Se requiere un tratamiento dinámico más completo.
Algunos efectos del vaćıo, predichos por la QCD, pueden ser adicionados por medio del unquenching del
modelo de quark, como en [118, 119]. Lo anterior significa que los efectos de creación de pares son adicio-
nados al Hamiltoniano teniendo en cuenta la contribución dada por el acoplamiento de los estados de cc̄ y
bb̄ al meson-meson continuum [118,120]. Debajo del umbral de decaimiento, este acoplamiento a los estados
del continuo da lugar a componentes virtuales qq̄ − qq̄ en la función de onda mesónica que modifican las
enerǵıas del charmonium [120] y bottomonium [107,121,122] a través del término de self-energy el cual esta
directamente relacionado a la creación de pares.
Parte de los efectos de la producción de pares pueden ser incluidos en una forma más fenomenológica al
introducir un factor de apantallamiento en la interacción en el espacio de coordenadas [116,123].
En este trabajo se introduce un efecto de apantallamiento fenomenológico incorporando factores que de-
penden del momentum en la interacción según el método que se expone a continuación. Se reemplaza el
Hamiltoniano de interacción estándar con un Hamiltoniano apantallado

H̄int(~pb, ~pa)→ Hint(~pb, ~pa) = Fs(pb)H̄int(~pb, ~pa)Fs(pa), (5.10)

donde los factores Fs(pa) y Fs(pb) toman en cuenta los efectos de apantallamiento. Se ha elegido la siguiente
función fenomenológica:

Fs(p) =
1 + ks

ks + exp (p2/p2
s)
. (5.11)

La forma particular del apantallamiento proviene del buen resultado obtenido en el proceso de ajuste y
superior a otras expresiones con las que se intentó modelar el apantallamiento. Además, por que cumple con
el propósito de acotar altas enerǵıas en las cuales se producen los pares quark-antiquark.
En la anterior ecuación (ecuación (5.11)) ks y ps serán determinados (como el resto de parámetros del modelo)
por ajuste (procedimiento de Fit) a las enerǵıas de las resonancias mejor establecidas experimentalmente del
charmonium y bottomonium. Los detalles del proceso serán dados en la Sección 7.3.

5.3. Interacción vectorial

Como ya se ha mencionado se utilizará como punto de partida para la interacción vectorial la expresión
asociada al OGE (fig 2.2), la cual suponemos como diagrama principal en la interacción que se propone
en el presente trabajo. La reducción no relativista de esta interacción ha sido parcialmente exitosa en la
reproducción del espectro de mesones y por lo tanto valida su utilización en el presente trabajo como parte
principal en la interacción vectorial entre quarks. En la sección 2.1 se ha escrito la expresión (ver ecuación
(2.5)) relacionada a este diagrama en un gauge no especificado y se ha calculado el valor del factor de color
correspondiente. Sin embargo, se utilizará, en adelante, el gauge de Coulomb en la interacción propuesta.
De esta forma se busca una mayor consistencia con el ĺımite no relativista, puesto que en este ĺımite se
obtiene la expresión de Fermi-Breit [72]. Sin embargo, a diferencia de la expresión 2.5 aqúı se utilizaran
también para los antiquarks, espinores de enerǵıa positiva. Este cambio, que es común en los trabajos que
estudian el charmonium, se fundamenta en la invarianza de la interacción bajo conjugación de carga.
Empleando el gauge de Coulomb, el elemento de matriz de la interacción vectorial entre fermiones puntuales
dada por el intercambio de un gluón es:

〈~pb|H(v)|~pa〉 =
4

3
αst

(
J0

1 J
0
2 D00 + Jα1 Jβ2 Dαβ

)
. (5.12)

Donde Jµi es la cuadricorriente de Dirac del quark (i = 1) y del antiquark (i = 2) y 4/3 es el factor de
color calculado en la sección 2.1. La cuadricorriente se expresa de forma estándar:

Jµi = Jµi (~σi; ~pb, ~pa) = ū(~pib, ~σi)γ
µ
i u(~pia, ~σi). (5.13)
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Además

D00 = − 1

~q 2
, (5.14)

Dαβ =
1

Q2

(
δαβ −

qαqβ
~q 2

)
. (5.15)

Si se quitara el factor 4/3 de color y se remplazara αst con α (la constante de estructura fina) se obtendŕıa
la interacción electromagnética estándar. Además, en la descripción del quarkonium es necesario incluir la
interacción asociada al confinamiento de los quarks. Esto se discutirá en la sección 5.4.1. Trabajos previos han
realizado esta inclusión partiendo de propiedades de invarianza relativista [45] para generalizar la ecuación
de Fermi-Breit, pero al final de cuentas, en esos cálculos se hicieron expansiones no relativistas.
Dado que se van a usar espinores de enerǵıa positiva es posible escribir la ecuación de continuidad en la
forma:

(∆E) J0
1,2 = ± ~q · ~J1,2, (5.16)

donde los signos + y − corresponden al quark y antiquark, respectivamente. Usando la ecuación (5.16) se
puede escribir la ecuación (5.12) de la siguiente forma (para más detalles ver apéndice B):

〈~pb|H(v)| ~pa〉 = V (v)(~q)

[
J0

1 J
0
2

(
1− (∆E)2

Q2

)
− ~J1 · ~J2

(
1 +

(∆E)2

Q2

)]
. (5.17)

La forma expĺıcita del potencial vectorial V (v)(~q) será suministrada en la sección 5.4.1. Al mirar, en particular,
el primer término de la ecuación (5.20a) se nota que la contante de acoplamiento efectiva de la interacción
fuerte αst y el factor de color han sido incluidos en la expresión V v(~q). En la expresión anterior, para la
componente cero del momentum transferido se ha tomado la expresión on shell q0 = ∆E con ∆E definido
en la ecuación (5.6). En todo caso se ha controlado que suprimiendo por completo esta cantidad, es decir,
poniendo q0 = ∆E = 0, no se modifican de manera sustancial las enerǵıas de los espectros.
Finalmente, se resalta que no fue añadido el término de momentum cromomagnético, lo cual parece ser
innecesario dada la calidad del espectro obtenido.

5.4. Interacción escalar

T́ıpicamente un término escalar, parcialmente responsable del confinamiento del quark [5, 124], también
es incluido en el Hamiltoniano de interacción empleado para estudiar el espectro del charmonium y del
bottomonium [46, 125]. También en el presente trabajo se encuentra que la interacción escalar es necesaria
para obtener una buena descripción del espectro del charmonium y bottomonium. Se escribe la interacción
escalar de la siguiente forma:

〈~pb|H(s)|~pa〉 = V (s)(~q) I1 I2, (5.18)

donde la forma expĺıcita del potencial escalar efectivo V (s)(~q) será dada en la siguiente subsección (ver sección
5.4.1). El vértice escalar es dado por:

Ii = Ii(~σi; ~pb, ~pa) = ū(~pib, ~σi)u(~pia, ~σi). (5.19)

5.4.1. Potencial escalar y vectorial

Con el fin de incluir diferentes efectos f́ısicos en la interacción efectiva propuesta, es necesario usar
expresiones fenomenológicas para los potenciales en el espacio del momentum. Existe una amplia variedad
de modelos para potenciales vectoriales y escalares [44, 45, 115]. Se han elegido los siguientes potenciales
efectivos, en los cuales, el segundo término en ambas expresiones corresponde a la tranformada de Fourier
del potencial lineal regularizado:

V (v)(~q) = −4

3

αst
~q 2

+ βv
3b2 − ~q 2

(~q 2 + b2)3
, (5.20a)

V (s)(~q) = A+ βs
3b2 − ~q 2

(~q 2 + b2)3
. (5.20b)
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La interacción vectorial de la ecuación (5.20a), es dada por el potencial de Cornell regularizado en el
espacio del momentum donde el término − 4

3αst/~q
2 en la ecuación (5.20a) corresponde al potencial fuerte

de carácter Coulombiano estándar, αst es la constante de acoplamiento efectivo y 4
3 es el factor de color,

calculado en la sección 2.1. El parámetro b ha sido introducido para evitar la singularidad de la interacción
1/q4 en el espacio del momentum, sin embargo, en el presente modelo no tiene significado f́ısico directo. Por
claridad, a continuación se expone la expresión correspondiente del potencial vectorial ecuación (5.20a) en
el espacio de coordenadas:

V (v)(r) = −4

3

αst
r

+ βvπ
2r exp (−rb), (5.21)

Se observa que el segundo término representa una interacción lineal regularizada con una función expo-
nencial decreciente. Por conveniencia se fijó b = 10−2 GeV, que corresponde a 1/b ' 20 fm. Como ya se
mencionó, este segundo término corresponde al confinamiento; el parámetro βv representa la intensidad del
confinamiento vectorial. El valor de b es elegido de tal forma, que evite problemas numéricos y recupere,
aproximadamente, el potencial de Cornell en la región espacial de interés. Considerando la interacción escalar
en la ecuación (5.20b), se tiene una constante fenomenológica representada por A, más un potencial lineal
regularizado en el espacio del momentum, análogo al término de confinamiento del potencial vectorial. Al
igual que el potencial vectorial, βs está relacionado con la intensidad del confinamiento y también se fija
b = 10−2 GeV.
En este trabajo, para realizar el ajuste (fit) de los datos experimentales, se usarán dos prescripciones diferen-
tes para la forma del potencial escalar. En la primera prescripción (potencial I) se ha elegido βs = 0, es decir,
se omite el potencial lineal regularizado. De esta manera permanece solamente el parámetro fenomenólogico
A. En la segunda prescripción (potencial II) el valor de βs 6= 0 es determinado por ajuste (fit) de los datos
experimentales. Se realizan estas dos prescripciones de manera separada con el fin de evaluar el impacto
del termino expĺıcito de confinamiento en la interacción escalar. En lo que sigue nos referiremos a estas dos
prescripciones de la siguiente manera:{

potencial I → modelo usando Ecs. (5.20) con βs = 0,

potencial II→ modelo usando Ecs. (5.20) con βs 6= 0.
(5.22)

En la primera prescripción, se tiene en cuenta de forma efectiva (sólo por medio de la constante A) a la
contribución escalar del confinamiento. Por el contrario en la segunda prescripción se usará de forma expĺıcita
la expresión de confinamiento donde βs, como ya se mencionó, representa la intensidad del confinamiento en
su parte escalar.

5.5. Ecuación integral para los sistemas cc̄ y bb̄

Ahora, es posible escribir la ecuación integral asociada al Hamiltoniano total, en el espacio del momentum
para el charmonium y bottomonium. En primero lugar, se introduce la enerǵıa cinética del quark y el
antiquark (ya sea del cc̄ o del bb̄) en el centro de masa:

K(~p) = 2
√
~p 2 +m2. (5.23)

De esta manera la ecuación integral Hamiltoniana tiene la forma (ver ecuación (4.7) en el caṕıtulo
anterior):

[K(~pb) +M0]Ψ(~pb) +

∫
d3paHint(~pb, ~pa)Ψ(~pa) = M Ψ(~pb), (5.24)

donde Hint(~pb, ~pa) es dada por la ecuación ecuación (5.9), M0 representa la enerǵıa fenomenológica de punto
cero del espectro de enerǵıas, M es la masa de la resonancia (que es el autovalor de la ecuación integral) y
Ψ(~p) es la función de onda de la resonancia. Por más claridad se recuerda que Ψ(~p) = φ++(~p) de la ecuación
(4.7).
Por brevedad en la interacción Hamiltoniana, las matrices de esṕın de Pauli no han sido escritas de forma
expĺıcita y también en la función de onda la enerǵıa y los números cuánticos del momento angular han sido
omitidos. La ecuación (5.24) es obtenida ejecutando una reducción tridimensional de la ecuación de Bethe-
Salpeter con una interacción instantanea y proyectando el resultado sobre los espinores de enerǵıa positiva
[126] como se explicó en el caṕıtulo 4. Se recuerda que los espinores de enerǵıa positiva están contenidos
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en el elemento de matriz Hint(~pb, ~pa) y Ψ representa la función de onda de Pauli que, en el caṕıtulo 7,
será expandida en una base apropiada para solucionar numéricamente la ecuación integral y para el extenso
proceso de ajustes (fit) requeridos en la propagación de incertidumbres experimentales.
Como ya se ha mencionado el proceso de ajuste en el presente trabajo será repetido varias veces con el fin
de propagar los errores experimentales a los resultados obtenidos. En el siguiente caṕıtulo, en la sección 6.2,
se describirá de forma general el proceso con el cual se realiza la propagación de errores, mejor conocido
como bootstrap, el cual será aplicado posteriormente en la reproducción del espectro del charmonium y
bottomonium.



Caṕıtulo 6

Uso del bootstrap en la propagación
de errores experimentales

Como en la mayoŕıa de estudios de sistemas ligados, el modelo que en el presente trabajo se utiliza tiene
diferentes parámetros los cuales deben ser ajustados (fit) a valores de observables conocidos experimental-
mente. Dicho ajuste hace parte del procedimiento estándar en el estudio de los sistemas ligados utilizando
modelos. Sin embargo, en el presente trabajo se utiliza un método más completo, en el cual se propagan los
errores experimentales a los parámetros y al espectro producido. Como pronto se verá, esto involucra 1000
procedimientos de ajuste y por lo tanto, es mucho más exigente computacionalmente.
El procedimiento introducido en el presente caṕıtulo, será base fundamental en la descripción de la pro-
pagación de los errores experimentales utilizando el modelo propuesto, en el estudio del charmonium y
bottomonium (esto será tratado en el siguiente caṕıtulo en la sección 7.3).
A continuación se describe a nivel general, la técnica estad́ıstica llamada bootstrap y como ella es utili-
zada en la propagación de las incertidumbres experimentales. En los siguientes caṕıtulos será usado en la
reproducción del espectro del charmonium y bottomonium.

6.1. Bootstrap

En los diferentes modelos usados para reproducir el espectro de mesones es necesario usar datos ex-
perimentales bien establecidos para ajustar los diferentes parámetros usados en los modelos. Estos datos,
evidentemente, tienen incertidumbres asociadas que deben reflejarse en los parámetros obtenidos, en la
reproducción de aquellos datos y también en las predicciones hechas por el modelo. Adicionalmente, el es-
tablecimiento de las correlaciones entre los parámetros propuestos representa un valor agregado que puede
brindar información valiosa.
Por estas razones se elige un método estad́ıstico conocido como Bootstrap que permite la propagación de los
errores y el cálculo de las correlaciones en el modelo propuesto en el presente trabajo.
Bootstrap es una técnica estad́ıstica de remuestreo ampliamente usada en todos los ámbitos cient́ıficos (por
ejemplo [127, 128]) a causa de su fácil manejo en el análisis estad́ıstico y su apropiado funcionamiento en
propagación de errores en modelos asociados a una muestra de datos. A pesar de sus múltiples ventajas esta
técnica solo alcanzó popularidad en las últimas décadas, debido al gran poder de computo al que se tiene
acceso en la actualidad.
Para describir este método, supóngase que se tiene una muestra de datos aleatoria Y = y1, y2, y3.....yn, cuyo
valor medio es ȳn. También se puede suponer, que los datos mencionados, provienen de cierta distribución
G con un valor esperado β.
En primera aproximación se podŕıa decir que β ≈ ȳn, aunque no es lo más indicado, debido a que, al tomar
otra muestra aleatoria el valor ȳn cambiaŕıa. Aún aśı, el análisis de estas posibles variaciones de ȳn permi-
tiŕıan un mayor acercamiento a una correcta estimación de β. Sin embargo, para encontrar la distribución
de β se necesitaŕıa G, la cual no es conocida.
Es posible obtener un estimado G∗ de la función de distribución “verdadera” G a través de un remuestreo
(Y ∗) del conjunto de datos aleatorios disponibles y que se supone provienen de la función de distribución

39
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verdadera. De esta manera se encontraŕıa un nuevo valor medio ȳ∗, el cual es llamado valor medio de boots-
trap (bootstraped sample mean).
El principio estad́ıstico en el que se basa el bootstrap reside en suponer que la distribución G∗ asociada al
remuestreo es una buena aproximación de la “verdadera” distribución G [129, 130]. Utilizando el anterior
principio es posible estimar un rango de incertidumbre en el que se encontrará el verdadero valor medio (β)
de la distribución G. Sin embargo, para obtener una buena aproximación se requiere de un alto número de
remuestreos, debido a que el principio mencionado es soportado por la ley de números grandes.
Por otro lado, cuando la distribución de datos es conocida y es asociada a un error experimental, es po-
sible utilizar la técnica estad́ıstica de bootstrap para propagar dichos errores estad́ısticos, a parámetros
que dependen de los datos asociados a dicha distribución. A continuación se describe como realizar esta
propagación.

6.2. Propagación de errores a través del Bootstrap

Bootstrap permite propagar los errores de una manera eficiente y teniendo en cuenta de forma completa
las correlaciones entre los parámetros de un determinado modelo. Supóngase que se tiene un dato Y con
su correspondiente incertidumbre experimental, a la cual se puede asociar una distribución estad́ıstica (por
ejemplo una distribución Gaussiana). A partir de esta distribución es posible hacer N remuestreos obtenien-
do un conjunto de N datos.
Adicionalmente, supóngase que se tiene un modelo teórico T (X), que depende de M parámetros X =
x1, x2, x3 · · ·xM y pretende reproducir los valores de los N remuestreos Y ∗1 , Y

∗
2 , Y

∗
3 · · ·Y ∗N .

Para obtener los valores apropiados de los parámetros X, en base a estos remuestreos se deben hacer N
ajustes (fits) para el vector de parámetros X del modelo T para cada remuestreo realizado [131] (ver Figura
6.1).
Aśı mismo, utilizando estos N conjuntos de parámetros, se pueden realizar predicciones que incluirán dichos

Distribución  
  de datos

N remuestreos

Figura 6.1: Esquema que describe la propagación de los errores usando bootstrap: Desde la distribución
asociada a los datos (experimentales) se obtienen los remuestreos que posteriormente serán usados en el
proceso de ajuste de los parámetros (fitting procedure).

errores estad́ısticos asociados a la distribución de la que se generó inicialmente el remuestreo .
Una vez encontrados estos conjuntos de parámetros es posible analizar la distribución estad́ıstica que cada
parámetro cumple. Haciendo un histograma de los resultados de cada parámetro, se determina śı la distribu-
ción que se encuentra es Gaussiana. Si aśı fuera, la caracterización de los rangos de incertidumbre, para cada
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parámetro, seŕıan sencillos de calcular. En caso contrario es conveniente solo tomar el 68 % del intervalo de
nivel de confianza [132]. De la misma forma es posible evaluar la incertidumbre de las posibles predicciones
que se puedan obtener con el modelo T al evaluarlo en todos los conjuntos de parámetros encontrados en el
proceso de ajuste.
En cuanto al fit, existen diferentes herramientas de software para realizar estos procesos de ajuste (fit). Por
ejemplo MINUIT [55] o STEPIT [133], siendo el primero de ellos el más popular debido a sus diferentes y
eficientes técnicas de minimización.
Todos estos programas requieren de un punto de partida para cada parámetro. Para garantizar la indepen-
dencia de cada ajuste, este punto de partida debe ser generado también de forma aleatoria, es decir, también
debe realizarse remuestreos en el programa de ajuste. Generalmente es usada una distribución lineal dentro
de un rango dispuesto a discreción del experimentalista.
En resumen, utilizando este conjunto de técnicas es posible propagar, de manera formal, los errores estad́ısti-
cos de una muestra, tanto a los parámetros de un modelo determinado como en las predicciones del mismo.
Este tipo de estudios estad́ısticos son de importancia capital debido a que solo de esta forma se puede evaluar
el alcance real de un modelo y de sus predicciones.
Como ya se ha mencionado, en el presente trabajo, este es el método elegido para realizar la propagación de
los errores experimentales en los parámetros del modelo y en el espectro reportado aqúı (ver sección 7.3).
Detalles de los generadores aleatorios utilizados se pueden encontrar en el apéndice E.
Dejando clara la manera como serán propagados los errores experimentales a través del bootstrap, en el
siguiente caṕıtulo se explicará en detalle el proceso de solución, de ajuste (fit) y de propagación de errores
espećıficamente para el charmonium y bottomonium, utilizando el método aqúı descrito.
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Caṕıtulo 7

Método de solución y procedimiento
de ajuste (fit)

En el caṕıtulo 5 fue desarrollado el modelo relativista que será usado para reproducir el espectro del
charmonium y bottomonium. Es necesario tener en cuenta que la ecuación integral a resolver tiene un kernel
conformado por expresiones no locales de dif́ıcil solución. En el presente caṕıtulo se describirá el método
de solución de la ecuación integral y de ajuste de parámetros. Con este fin, en la sección 7.1 se describe el
método de solución utilizado para encontrar el espectro del charmonium y bottomonium, en la sección 7.2
se abordará el cálculo del elemento de matriz. Finalmente, en la sección 7.3 se hablará acerca del proceso
de ajuste (fit), con el cual se buscará hallar los valores de los parámetros del modelo con los potenciales
definidos anteriormente y será descrito cómo, a través de la técnica estad́ıstica descrita en el caṕıtulo pasado
(caṕıtulo 6), se propaga el error experimental de las masas de los estados utilizados en el ajuste en todo el
espectro calculado y a los parámetros del modelo.

7.1. Método de Solución

Con el fin de determinar las enerǵıas de las resonancias del espectro del charmonium y bottomonium es
necesario solucionar la ecuación (5.24) la cual es una ecuación integral de Fredholm de segundo orden [134].
Existen diferentes métodos para solucionar este tipo de ecuaciones. En particular, se ha empleado un proce-
dimiento variacional en el presente trabajo.
Con este fin, primero se expresa la función de onda del sistema por medio de una superposición de las fun-
ciones de onda de una base de prueba dada. Usando el acoplamiento esṕın-órbita estándar las funciones de
onda son

Ψn,{ν}(~p) = Rn,L(p; p̄) [YL(p̂)⊗ χS ]J,MJ
, (7.1)

donde la función radial en el espacio del momemtum Rn,L(p; p̄) representa el factor radial de la función
de prueba, n es el número cuántico principal, p̄ es el parámetro variacional con dimensión de momentum,
YL,ML

(p̂) es el correspondiente armónico esférico y χS,MS
es la función de esṕın. Por conveniencia se introduce

la notación corta {ν} = L, S, J para los números cuánticos esṕın-angular de la base, es decir, el momento
angular orbital (L), el esṕın total (S = 0, 1) y el momento angular total (J). Para los cálculos presentados
en este trabajo se toma la proyección del momento angular total sobre el eje z como MJ = J . Los valores
de elementos de matriz que involucran los otros valores de MJ están directamente relacionados con los que
tienen MJ = J a través del teorema de Wigner-Eckart [135]. Por simplicidad no se considera la posibilidad
que diferentes valores de L sean mezclados por la interacción tensorial (presente dentro deHint). Estos efectos
han mostrado ser despreciables en modelos semirelativistas [45, 115]. Para la parte radial se seleccionó una
función de onda de oscilador armónico tridimensional

Rn,L(p; p̄) =

[
2n!

Γ(n+ L+ 3
2 )

] 1
2 sL

p̄
3
2

LL+ 1
2

n (s2) exp

[
−s2

2

]
, (7.2)
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donde LL+ 1
2

n (s2) son los polinomios de Laguerre generalizados y s ≡ p/p̄.
Ahora, se construye la matriz Hamiltoniana a partir de la ecuación (5.24), utilizando la base de oscilador
armónico de la ecuación (7.2), obteniendo

M{ν},nb,na
= M0δnb,na +

∫
d3pΨ†nb,{ν}(~p)K(~p)Ψna,{ν}(~p) +

∫
d3pb d

3paΨ†nb,{ν}(~pb)Hint(~pb, ~pa)Ψna,{ν}( ~pa).

(7.3)
Donde K(~p) esta definida en la expresión (5.23) y Hint(~pb, ~pa) es la interacción definida en la ecuación
(5.10). La matriz Hamiltoniana (7.3) será posteriormente diagonalizada con el fin de obtener los valores
propios de la ecuación. En la ecuación (7.3) las matrices de esṕın de Pauli en Hint(~pb, ~pa) no han sido
escritas expĺıcitamente. Se debe notar que una integración en seis dimensiones sobre ~pb y ~pa aparece en el
término de interacción. Sin embargo, se integra anaĺıticamente la parte esṕın-ángulo del elemento de matriz
aśı que solo una integración tridimensional sobre pb, pa y cos θ = x permanece. Para resolver la ecuación (7.3)
se usa el procedimiento variacional descrito a continuación [45].

a) Se fija el valor de p̄ y se realiza la diagonalización del Hamiltoniano completo. Posteriormente, se minimiza
la enerǵıa del estado base del sistema barriendo el parámetro variacional no lineal p̄ (ver apéndice F).

b) Se diagonaliza el Hamiltoniano utilizando este valor del parámetro variacional.

Se obtiene una buena convergencia numérica para los autovalores que representan la enerǵıa del sistema
estudiado, tomando las primeras diez funciones de onda de la base para cada estado. Por lo tanto, la matriz
Hamiltoniana 10× 10 es diagonalizada y minimizada a través de la técnica variacional estándar ya descrita.
Una vez la solución numérica es obtenida, se verifica en todo caso que la solución encontrada represente
una buena aproximación numérica. Para ello se substituye la solución numérica en la parte izquierda de la
ecuación (5.24) y se verifica que la ecuación integral sea satisfecha. De esta manera se garantiza que las
soluciones reportadas realmente cumplen la ecuación integral.

7.2. Cálculo del elemento de matriz

Para mayor claridad se calculará de manera expĺıcita el elemento de matriz en el espacio del momentum.
Para tal efecto, primero se escribirá la expresión de la interacción vectorial (ecuación (5.17)) y escalar
(ecuación (5.18)) de forma más expĺıcita. Con ese motivo se escriben, en primer lugar, algunas definiciones
útiles que simplificarán las expresiones asociadas a la interacción.
Se define entonces:

F (~p) =

√
E(~p) +m

2E(~p)
, R(~p) =

√
E(~p)−m

2E(~p)
, (7.4)

y

η = F (~pa)F (~pb), λ = R(~pb)R(~pa),

θ = F (~pb)R(~pa), φ = F (~pa)R(~pa). (7.5)

Adicionalmente se redefinen las interacciones escalar y vectorial de la siguiente forma:

〈~pb|H(v)|~pa〉 = H̄(v)(~pa, ~pb, ~σ1, ~σ2), (7.6)

〈~pb|H(s)|~pa〉 = H̄(s)(~pa, ~pb, ~σ1, ~σ2). (7.7)

Utilizando las anteriores definiciones junto con la ecuación (5.8) es posible escribir la ecuación (5.17) en la
forma:

H̄(v)(~pa, ~pb, ~σ1, ~σ2) = V (v)(~q)

{[
1− (∆E)2

Q2

] [
η2 + ηλ(~σ1 · p̂b)(~σ1 · p̂a) + ηλ(~σ2 · p̂b)(~σ2 · p̂a)

+ λ2(~σ1 · p̂b)(~σ2 · p̂b)(~σ1 · p̂a)(~σ2 · p̂a)
]

+
[
θ2(~σ1 · p̂a)(~σ2 · p̂a)(~σ1 · ~σ2) + θφ(~σ1 · p̂a)(~σ2 · p̂b)(~σ1 · ~σ2)

+ θφ(~σ2 · p̂a)(~σ1 · p̂b)(~σ1 · ~σ2) + φ2(~σ1 · p̂b)(~σ2 · p̂b)(~σ1 · ~σ2)
] [

1 +
(∆E)2

Q2

]}
.

(7.8)
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Donde las expresiones ∆E y Q2 han sido definidas en la sección 5.1.
De igual forma la ecuación (5.18) puede ser escrita como

H̄(s)(~pa, ~pb, ~σ1, ~σ2) = V (s)(~q)
{
η2 − ηλ(~σ1 · p̂b)(~σ1 · p̂a)− ηλ(~σ2 · p̂b)(~σ2 · p̂a)

+ λ2(~σ1 · p̂b)(~σ2 · p̂b)(~σ1 · p̂a)(~σ2 · p̂a)
}
.

(7.9)

Las anteriores expresiones (ecuaciones (7.8) y (7.9)) están compuestas de factores que dependen de los
ángulos, de los momentos y de los espines (p̂a, p̂b, ~σ1, ~σ2) y de factores “escalares” que solo dependen de
los valores absolutos de los momentos (pa, pb) y de x. Teniendo esto en mente, es posible escribir de forma
compacta el Hamiltoniano total dado por la ecuación (5.9). Por claridad, se considera por separado el término
vectorial (v) y el escalar (s), identificados por medio del supeŕındice τ = v, s, respectivamente:

H̄(τ)
int(~pb, ~pa, ~σ1, ~σ2) =

∑
τ

∑
k

H̄(τ),k(pb, pa, x)Λk(p̂a, p̂b, ~σ1, ~σ2). (7.10)

En la anterior ecuación el primer factor (H̄(τ),k(pb, pa, x)) representa el factor “escalar” (que no depende de
ángulos) y el segundo factor (Λk(p̂a, p̂b, ~σ1, ~σ2)) dependiente de las variables esṕın-ángulo. Adicionalmente
k etiqueta cada unos de los términos que aparecen en cada interacción. Desde ahora se dejará de lado la
notación con la barra teniendo en cuenta la definición (5.10), es decir se van a incluir los factores encargados
del apantallamiento en el Hamiltoniano de interacción, los cuales quedaŕıan incluidos en la parte de la
interacción que solo depende del valor absoluto del momentum.

Para separar apropiadamente lo que se puede integrar de forma anaĺıtica del resto es conveniente expandir
en polinomios de Legendre la interacción H(v),k(pb, pa, x) obteniendo la siguiente expresión:

H(τ)
int(~pb, ~pa, ~σ1, ~σ2) = 4π

∑
τ

∑
k

∑
`

H(τ),k
` (pb, pa)×

∑
m

Y`,m(p̂b)Y
∗
`,m(p̂a)Λk(p̂a, p̂b, ~σ1, ~σ2). (7.11)

donde H(τ),k
` (pb, pa) se puede obtener a partir de los polinomios de Legendre de la siguiente forma:

H(τ),k
` (pb, pa) =

1

2

∫ 1

−1

dxH(τ),k(pb, pa, x)P`(x). (7.12)

Donde P`(x) es un polinomio de Legendre de grado `.
El elemento de matriz de la parte angular en la ecuación (7.11), claramente factorizada, se puede calcular
anaĺıticamente utilizando el álgebra del momentum angular. De esta manera el último término a la derecha
en la ecuación (7.3) (que da cuenta del elemento de matriz de la interacción Hamiltoniana) teniendo en
cuenta de forma expĺıcita la función de onda de la expresión (7.1) y a su vez la base de prueba de la ecuación
(7.2), se puede escribir:

〈nb;L, S, J |Hint|na;L, S, J〉 = 4π
∑
τ

∑
k

∑
`

∫ ∞
0

∫ ∞
0

dpbp
2
bdpap

2
a

∫ 1

−1

dxRnb,L(pb)H(τ),k
` (pb, pa, x)Rnba,L(pa)P`(x)

×
∑
m

∫
dΩbdΩa [YL(p̂b)⊗ χS ]

†
J,MJ

Y`,m(p̂b)Λk(p̂a, p̂b, ~σ1, ~σ2)Y ∗`,m(p̂a) [YL(p̂a)⊗ χS ]J,MJ
. (7.13)

El segundo renglón de la anterior ecuación (ecuación (7.13)) corresponde a la parte de la interacción que
puede ser evaluada de forma anaĺıtica utilizando el álgebra de momentum angular. Por el contrario, la primera
parte de la expresión ecuación (7.13) presenta integrales que no tienen solución anaĺıtica. Estas integrales
en el espacio del momentum y en las variables pa, pb y x se resuelven utilizando un método de integración,
basado en un algoritmo global y adaptativo.
A pesar de que el término tipo-Coulomb en el potencial vectorial ecuación (5.20a) tiene una clara singularidad
tipo 1/q2, es posible evitarla al hacer el siguiente cambio de variable:

~u = (~pa − ~pb), (7.14a)

~v =
1

2
(~pb + ~pa), (7.14b)
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x =
1√

( 1
4u

2 + v2 − uvy)( 1
4u

2 + v2 + uvy)
(v2 − u2

4
), (7.14c)

donde y = ~u · ~v. El Jacobiano correspondiente a este cambio de variable es uno. Por lo tanto, integrando
respecto a y, u y v es posible superar la singularidad del término tipo Coulomb. Una ventaja adicional que
tiene este cambio de variable es que produce una convergencia más veloz para las integrales correspondientes
al elemento de matriz (para más detalles ver apéndice D).

7.2.1. Cálculo de la parte angular del elemento de matriz

El cálculo de esta parte del elemento de matriz deberá ser hecho para cada uno de los términos Λk(p̂a, p̂b, ~σ1, ~σ2).
Por conveniencia se utilizará en esta parte la notación bra-ket de Dirac. De esta forma, el elemento de matriz
angular en la ecuación (7.13) se puede expresar de la siguiente manera:

〈b : L, S, J ; a : `|Λk(p̂a, p̂b, ~σ1, ~σ2)|a : L, S, J ; b : `〉 =∑
m

∫
dΩbdΩa [YL(p̂b)⊗ χS ]

†
J,MJ

Y`,m(p̂b)Λk(p̂a, p̂b, ~σ1, ~σ2)Y ∗`,m(p̂a) [YL(p̂a)⊗ χS ]J,MJ
. (7.15)

Los números cuánticos se han descrito en la sección 7.1.
Mirando con detenimiento las ecs. (7.8) y (7.9) se observa que Λk(p̂a, p̂b, ~σ1, ~σ2) se compone de productos del
tipo (~σ1,2 · p̂a,b). Esta clase de expresiones pueden ser acopladas con [YL(p̂a,b)⊗ χS ]J,MJ

con el fin de evaluar
de forma directa el elemento de matriz. Utilizando el álgebra de momentum angular es posible mostrar que
(ver apéndice C):

(~σ1 · p̂) [YL(p̂)⊗ χS ]J,MJ
=
∑
L1,S1

q1(L, S, J ;L1, S1) [YL1(p̂)⊗ χS1 ]J,MJ
, (7.16)

donde

q1(J, S, J ;L1, S1) =
√

6(2L+ 1)(2S + 1)(2S1 + 1)(−1)S1−L1+S+J+1

〈1, 0;L, 0|L1, 0〉
{

1 1
2

1
2

1
2 S1 S

}{
L 1 L1

S1 J S

}
. (7.17)

La expresión

{
a b c
d e f

}
representa el śımbolo 6J . Además L1 = L − 1, L + 1 y S1 = 0, 1. Utilizando

operaciones de simetŕıa también se puede mostrar lo siguiente:

q2(J, S, J ;L1, S1) = (−1)S1+Sq1(J, S, J ;L1, S1). (7.18)

Con estos resultados, y utilizando las propiedades de ortonormalidad de los armónicos esféricos, es posible
obtener expresiones anaĺıticas para los diferentes valores de Λk(p̂a, p̂b, ~σ1, ~σ2). Por completez, se mostrará el
resultado expĺıcito para Λ(p̂a, p̂b, ~σ1, ~σ2) = (~σ1 · p̂b)(~σ1 · p̂a). De esta manera, se da una idea más clara de lo
que representan estos términos angulares en el elemento de matriz.
Para este término se tiene entonces que:

〈b : L, S, J ; a : `|(~σ1 · p̂b)(~σ1 · p̂a)|a : L, S, J ; b : `〉, =
∑
S′
q1(L, S, J ; `, S′)q1(L, S, J ; `, S′) (7.19)

donde ` = L − 1, L + 1 y S′ = 0, 1. En general, la parte angular el elemento de matriz es conformada por
expresiones al estilo de la anterior ecuación, que pueden ser encontradas en forma cerrada dados los números
cuánticos de un estado particular. En base a lo anterior, estas expresiones serán representados de la siguiente
manera:

〈b : L, S, J ; a : `|Λk(p̂a, p̂b, ~σ1, ~σ2)|a : L, S, J ; b : `〉 = Λ̃k,L,S,J;` (7.20)

De esta forma el elemento de matriz en la ecuación (7.13) completo queda:

〈nb;L, S, J |Hint|na;L, S, J〉 = 4π
∑
τ

∑
k

∑
`

Λ̃k,L,S,J;`∫ ∞
0

∫ ∞
0

dpbp
2
bdpap

2
a

∫ 1

−1

dxRnb,L(pb)H(τ),k
` (pb, pa, x)Rnba,L(pa)P`(x) (7.21)
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7.3. Procedimiento de ajuste (fit) y cálculo de incertidumbres

En el caṕıtulo 6 se describió, de manera general, como a través de la técnica llamada bootstrap es posible
propagar los errores experimentales. En la presente sección se aplicará dicho proceso espećıficamente para el
charmonium y bottomonium.
Los potenciales I y II (ver ecuación (5.22)), dependen de 7 y 8 parámetros respectivamente. Se tiene una
dependencia de m (masa del quark constituyente c y c̄ ó b y b̄), M0 (enerǵıa fenomenológica de punto cero del
espectro), αst (constante de acomplamiento fuerte efectivo), βv (intensidad del confinamiento vectorial), A
(constante escalar de interacción), y ks y ps (parámetros de apantallamiento), mientras que, con el potencial
II, se tiene una dependencia de los mismos parámetros más βs que representa la intensidad del confinamiento
escalar.

Para determinar los valores de los parámetros, las correspondientes incertidumbres y el espectro del
sistema qq̄ se ajustan las masas experimentales de las resonancias dadas en la tabla 8.4 es decir, los estados
base de cada JPC más las resonancias η′c y ψ′, cuyas enerǵıas están por debajo del umbral DD̄. De igual
forma se han utilizado estados bien establecidos para el bottomonium, consignados en la tabla 9.4, los cuales
están debajo del umbral BB̄. Haciendo esto procedemos de la siguiente forma [131]:

1. Se eligen aleatoriamente valores de las masas de las resonancias por muestreo de una distribución
Gaussiana acorde a las incertidumbres experimentales dadas en la tabla 8.4 para el charmonium y en
la tabla 9.4 para el bottomonium, obteniendo un remuestreo de la enerǵıa de los estados utilizados en
el ajuste (fit).

2. Se usa el método de mı́nimos cuadrados para minimizar la distancia al cuadrado:

d2 =
∑
i

(Ei −Mi)
2
, (7.22)

donde Mi representan las masas de estados bien establecidos, es decir, estados debajo de los umbrales
de decaimiento, en el rango experimental reportado en PDG, las cuales fueron obtenidas en el remues-
treo mencionado en el ı́tem anterior. Más precisamente, se utilizan en el proceso de ajuste las siguientes
resonancias, con números cuánticos JPC , indicadas entre paréntesis: i ≡ JPC =, 0−+ (ηc, η

′
c); 1−−

(J/ψ, ψ′); 0++ (χc0); 1+− (hc); 1++ (χc1) y 2++ (χc2) para el charmonium; para el bottomonium; 0−+

(ηb(1S)); 1−− (Υ(1S), Υ(2S), Υ(3S)); 0++ (χb0(1S), χb0(2S)); 1+− (hb(1P ), hb(2P )); 1++ (χb1(1P ),
χb2(2S) ); 2−− (Υ(1D)) y 2++ (χb2(1P ), χb2(2S)). Ei representan las enerǵıas teóricas correspondien-
tes, obtenidas por medio de los potenciales I y II al resolver la ecuación (7.3).
Estos ajustes (fits) son ejecutados usando MINUIT [55]. Vale la pena mencionar que los ajustes rea-
lizados para el charmonium y bottomonium se realizan de manera independiente.

Este procedimiento es repetido 1000 veces suministrando estad́ıstica suficiente para computar el valor es-
perado de los parámetros y del espectro de enerǵıas aśı como también de sus incertidumbres a 1σ (68 %)
de nivel de confianza (NC). Los valores esperados de los parámetros son computados como el valor medio
de las 1000 muestras. Para calcular las incertidumbres a 1σ de NC se toma el mejor 68 % de los fits y se
computan las diferencias entre el valor medio y el máximo de igual forma entre el valor medio y el mı́nimo
valor de las masas. De esta manera las incertidumbres reportadas no son simétricas. La tabla 8.1 suministra
los parámetros ajustados para ambos potenciales y en las tablas 8.2 y 8.3 se encuentran las matrices de
correlación, para el charmonium, de los parámetros para los potenciales I y II, igualmente en la tabla 9.1
están registrados los parámetros para ambos potenciales y en las tablas 9.2 y 9.3 se encuentran las matrices
de correlación, para el bottomonium. Estos resultados serán analizados en los caṕıtulos 8 y 9.
Vale la pena mencionar que el estado ηb(2S) no se ha utilizado en el proceso de ajuste (fit). Esta exclusión se
debe a que existió una ligera discusión al respecto del valor de la masa de este estado. Inicialmente la colabo-
ración BABAR [136] reportó un valor de masa del estado ηb(2S) entre 9974 y 10015 MeV. Posteriormente,
la colaboración CLEO [137] y Belle [11] reportaron valores de 9974.6 ± 2.3 ± 2.1 Mev y 9999.0 ± 3.5+2.8

−1.9

MeV, respectivamente. Por último, la colaboración Belle [138] buscó en la región de enerǵıa explorada por
CLEO con 17 veces más estad́ıstica y concluyeron que no se evidencia ninguna señal en esa región de enerǵıa.
A pesar de que el PDG ya ha añadido este resultado en sus registros, en el presente trabajo se consideró
conveniente dejarlo fuera del proceso de ajuste para intentar obtener este estado como una predicción. El
resultado será comentado en el caṕıtulo 9.
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Para la ejecución de los ı́tems mencionados y la obtención de los parámetros, matrices de correlación de
los parámetros y el espectro de los mesones, se construyó una serie de subrutinas en lenguaje FORTRAN.
Además fue necesario utilizar programación en paralelo utilizando el protocolo MPI (Message Passing In-
terface) para optimizar todo el proceso computacional. Sólo de esta manera fue posible realizar la gran
cantidad de procesos de ajuste que se llevaron a cabo para propagar los errores experimentales en el espectro
de enerǵıas y en los parámetros del modelo. En este proceso ha sido usado el cluster TOCHTLI del Instituto
de Ciencias Nucleares (ICN) de la Universidad Nacional Autónoma de México (UNAM).
Por lo tanto, siguiendo el método de diagonalización-minimización, descrito en la sección 7.1, junto con el
proceso de ajuste (fit) aqúı descrito (basado en lo explicado en el caṕıtulo 6) y a través de las herramientas
de software construidas, fue posible reproducir los espectros del charmonium y bottomonium, los cuales se
presentarán y analizarán en los caṕıtulos 8 y 9.



Caṕıtulo 8

Espectro del charmonium

En los caṕıtulos pasados se ha mostrado en detalle el modelo relativista y además se ha descrito el
método de solución que se empleó en la obtención del espectro del charmonium y bottomonium. En el presente
caṕıtulo, el cual está basado en la publicación [56], se presentarán los resultados concernientes al charmonium.
En primera instancia, se mostrarán los valores de los parámetros hallados en los procesos de ajuste utilizando
los dos potenciales. Posteriormente, se discutirán las matrices de correlación que surgen del proceso estad́ıstico
ya descrito. Adicionalmente, se mostrará el espectro del charmonium, tanto los estados utilizados en el ajuste
como los demás estados que serán tomados como predicciones del espectro. Se analizarán varios estados del
espectro que revisten especial interés, uno de ellos es el X(3872). Finalmente, se mostrarán las conclusiones
obtenidas en el presente caṕıtulo.

8.1. Parámetros del modelo y matrices de correlación

Utilizando el modelo relativista con los parámetros ya descritos y a través del proceso mencionado en el
caṕıtulo pasado se encontraron los resultados para los parámetros que se muestran en la tabla 8.1

Tabla 8.1: Parámetros ajustados de los dos potenciales considerados en la reproducción del espectro del
charmonium. Las barras de error son reportadas a 1σ (68 %) de NC (Nivel de Confianza), teniendo en
cuenta todas la correlaciones entre parámetros. (ver Seccion 7.3).

Parameter Potential I Potential II

m (MeV) 1455+30
−26 1364+46

−63

M0 (MeV) 108+21
−25 270± 45

αst 0.63+0.08
−0.06 0.544+0.027

−0.060

βv (GeV2) 0.0134+0.0009
−0.0014 0.004+0.001

−0.002

ks 59+11
−9 96+14

−10

ps (GeV) 0.698+0.065
−0.067 0.91+0.11

−0.06

A (GeV−2) 0.015± 0.004 −0.006± 0.002
βs (GeV2) 0 (fixed) 0.013+0.004

−0.003

Los valores de los parámetros obtenidos están cerca del rango usual de valores encontrados en otros
modelos de potencial, particularmente aquellos que son comunes en casi todos los modelos como m y αst.
Sin embargo, el potencial II obtiene un valor de masa del quark charm (≈ 1.3 GeV) un poco más cercano
al reportado en el PDG (Particle Data Group) el cual tiene un valor de 1.27± 0.03 GeV [139]. Vale la pena
resaltar que muchos modelos con muy buenos resultados en su ajuste y en las predicciones reportan masas del
quark charm lejanas del valor calculado y reportado en el PDG (por ejemplo [42,115,116]). Como se observa
en la tabla 8.4 estos valores de parámetros producen un excelente fit para ambos potenciales. Los parámetros
relacionados con el apantallamiento revelan una activación de este fenómeno precisamente en la cercańıa de
los umbrales de decaimiento DD̄. Para analizar el apantallamiento es conveniente definir el momentum
asociado al apantallamiento p j

1/2 (j = I, II etiquetan los potenciales I y II) que son definidos por Fs(p
j
1/2) =

1/2 (debe recordarse que Fs(0) = 1). Se define de esta manera puesto que, a ese valor, se puede considerar
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Figura 8.1: Función de apantallamiento, ecuación (5.11), para los potenciales I (ĺınea punteada azul) y II
(ĺınea roja). Para ks y ps se han usado los valores centrales de la tabla Table 8.1. Se resaltan los valores del
momento asociado al apantallamiento pI

1/2 (potencial I) y pII
1/2 (potencial II) definidos en la sección 7.3.

que el apantallamiento esta participando en la dinámica del potencial de manera importante. Siguiendo la
anterior definición se encuentra que pI

1/2 = 1.4 GeV and pII
1/2 = 1.9 GeV. Estos valores corresponden a la

enerǵıa cinética de apantallamiento

Ē j = 2

√
m2 +

(
p j

1/2

) 2

(8.1)

obteniendo ĒI = 4100 MeV y ĒII = 4700 MeV. Esto muestra que el efecto de apantallamiento es activo por
encima del umbral de decaimiento donde un efecto de saturación de enerǵıa debe ser introducido para la
interacción [140].
Antes de analizar el espectro producido se analizarán las matrices de correlación que se exponen en las tablas
8.2 y 8.3. A pesar que los potenciales I y II comparten el mismo tipo de potencial vectorial se debe tener
presente que se diferencian por el potencial escalar. La matriz de correlación del potencial I indica una alta
correlación entre parámetros. Particularmente se observa que la masa del charm tiene una alta correlación
con los parámetros tanto del potencial vectorial como del potencial escalar. Se debe notar la correlación
moderada entre el coeficiente βv y A. Esta correlación implica una conexión entre el confinamiento en la
interacción vectorial y la interacción escalar. Una importante correlación que vale la pena mencionar es
la existente entre los parámetros asociados al apantallamiento con los demás parámetros. Se observa una
apreciable correlación entre el parámetro ps y A. Siendo que el apantallamiento actúa en la región alta del
espectro, esto sugeriŕıa que la interacción escalar actúa también en regiones altas de enerǵıa. Por el contrario
se nota una baja correlación entre los parámetros de apantallamiento y los parámetros βv y αst indicando
que con este potencial la interacción vectorial influye más a bajas enerǵıa y la interacción escalar a altas
enerǵıas.

Tabla 8.2: Matrices de correlación para los parámetros del potencial I.
m M0 αst βv ks ps A

m 1
M0 −0.78 1
αst 0.86 −0.40 1
βv −0.88 0.39 −0.93 1
ks 0.11 −0.02 0.13 −0.23 1
ps 0.33 −0.34 0.05 −0.16 −0.62 1
A −0.76 0.59 −0.53 0.62 0.03 −0.70 1

Con respecto al potencial II, las correlaciones cambian drásticamente. La inclusión del parámetro βs y por lo
tanto del término de confinamiento de forma expĺıcita en la interacción escalar, rompe correlaciones que con
el potencial I eran muy fuertes, con excepción del parámetro M0. Se observa entonces en la tabla 8.3 como
los parámetros de la interacción vectorial se encuentran descorrelacionados entre ellos. Esto también sucede
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con los parámetros de la interacción escalar. Adicionalmente se observa la disminución de las correlaciones
de la masa m del quark charm con los demás parámetros. Sin embargo, se reporta en este potencial una
apreciable correlación entre βv y βs sugiriendo que en cualquier caso existe una fuerte correlación f́ısica entre
los términos de interacción vectorial y escalar de confinamiento.

Tabla 8.3: Correlation matrix for the parameters of potential II.
m M0 αst βv ks ps A βs

m 1
M0 −0.61 1
αst 0.40 0.31 1
βv −0.12 0.04 0.06 1
ks 0.31 −0.10 0.14 −0.23 1
ps 0.02 −0.20 −0.42 −0.17 −0.35 1
A 0.22 −0.18 0.09 −0.21 0.24 0.58 1
βs −0.29 −0.20 −0.52 −0.66 0.02 0.33 0.29 1

8.2. Espectro del charmonium

En esta sección se presenta el espectro del charmonium, en el cual se han propagado los errores ex-
perimentales a través de la técnica de bootstrap ya mencionada. En la tabla 8.4 se consignan los valores
encontrados para los estados usados en el proceso de ajuste.

Tabla 8.4: Estados del Charmonium usados en el ajuste usando los potenciales I y II comparados con las
masas experimentales obtenidas del PDG. n representa el número cuántico principal, L el momento angular
orbital, J el momento angular total y S el esṕın total del sistema quark-antiquark (charm-anticharm).

Nombre n 2S+1LJ Masas (MeV)
Potencial I Potencial II Experimental

ηc 1 1S0 2990+6
−12 2981+8

−12 2983.6± 0.6
J/ψ 1 3S1 3089.3+5.7

−6.5 3101+13
−10 3096.916± 0.011

χc0 1 3P0 3417.0+8.4
−5.9 3416+11

−13 3414.75± 0.31
χc1 1 3P1 3500.7+4.4

−3.4 3506.3+7.7
−7.1 3510.66± 0.07

hc 1 1P1 3514.9+5.9
−4.6 3521.0+6.5

−6.7 3525.38± 0.11
χc2 1 3P2 3579+5

−12 3563+8
−14 3556.20± 0.09

η′c 2 1S0 3646+7
−12 3647+10

−12 3639.2± 1.2
ψ′ 2 3S1 3674.9+5.4

−5.7 3679.2+9.2
−9.4 3686.109+0.012

−0.014

Ambos modelos presentan un excelente ajuste a los datos experimentales. Sin embargo, cabe notar que el
potencial II reproduce todos los estados ajustados dentro de 1σ de NC mientras que con el potencial I χc1
y χc2 caen marginalmente fuera de 1σ de NC (ver tabla 8.4 ó gráficas 8.2 y 8.3).
Si se observan las tablas de las predicciones de los estados 8.5 y la tabla 8.6 se observan diferencias marcadas
entre estados en la parte alta del espectro. Sin embargo, la estructura del espectro producido por ambos
potenciales es semejante. Se discutirán a continuación algunos de los estados producidos por los potenciales
I y II, acorde a la asignación espectroscópica n2S+1LJ de los números cuánticos.

8.2.1. X(3915), X(3872) y χc2(2P )

Para estos estados se asignan los números cuánticos 23PJ , con J = 0, 1 y 2 para X(3915), X(3872) [141]
y χc2(2P ) respectivamente. Los potenciales I y II son capaces de reproducir la división hiperfina de los
estados ajustados 1P (χc0, hc, χc1 y χc2) pero la estructura de los estados 2P no puede ser reproducida
con la misma precisión. En particular no es posible reproducir el hecho que el estado X(3915) tenga una
masa más alta que el estado X(3872). Sin embargo, se predice con buena precisión el estado χc2(2P ) dentro
de las incertidumbres de los dos potenciales. Estos estados yacen en la cercańıa del umbral D̄D∗ y por lo
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tanto aparecen efectos dinámicos y grados de libertad que no son considerados en el modelo. Estos efectos,
semejantes a efectos de umbral o mezclas moleculares en las funciones de onda, pueden ser responsables por
las desviaciones en las predicciones. El estado X(3872) es de particular interés y requiere de una cuidadosa
discusión. Esta resonancia fue descubierta por la colaboración Belle [89] y fue confirmada por la colaboración
CDF [142]. Varias interpretaciones han sido realizadas para describir esta resonancia cuyas propiedades
no pueden ser explicadas fácilmente dentro del marco estándar de un mesón qq̄ debido a la proximidad
del umbral de decaimiento D̄D∗ [120]. El estado X(3872) ha sido identificado como tetraquark [6, 44, 143,
144],como una molécula D̄D∗ [145–148], como un núcleo de cc̄ más un componente molecular [120] y como
un estado h́ıbrido [149]. En el contexto de un modelo de quark semirelativista hubo cierta controversia
sobre la asignación de sus números cuánticos. Sin embargo, esta cuestión ya fue resuelta al confirmarse
que sus números cuánticos son 1++ [93]. De esta forma, su asignación en modelos de quark suele ser 23P1.
Dentro del enfoque de la ecuación de Bethe-Salpeter esta resonancia ha sido identificada con el estado 33P1

con un valor de masa de 3912 MeV [38] pero, al mismo tiempo, un estado espurio 23P1 con 3672 MeV es
también obtenido. Otros cálculos con un formalismo similar obtienen un valor de masa de 3900 MeV, pero
incorporan el estado X(3872) dentro del proceso de ajuste [99]. Los cálculos semirelativistas en [45,150], que
emplean una interacción vectorial y escalar obtienen una masa de 3912 MeV para el 23P1 para ese estado.
El UQM obtiene una masa de 3908 MeV [119, 120, 122]. Un cálculo en el espacio de coordenadas con un
potencial apantallado también ha obtenido un buen resultado de 3901 MeV [151]. En general, los modelos
de quarks no relativistas o semi-relativistas tienden a sobrestimar la masa de esta resonancia con respecto
al valor experimental [46, 104, 115]. En el presente trabajo se obtiene 3903 y 3918 MeV con los potenciales
I y II, respectivamente. Estos resultados son razonables pero no están completamente de acuerdo con el
valor experimental. Este resultado, junto con la larga violación de isospin [1] previene la identificación con
un estado estándar del charmonium, indicando la necesidad de un modelo que incluya, en una forma más
precisa, los efectos de umbral debido a los canales DD̄ y D̄D∗. Para completar el análisis del multiplete se
comentará acerca del estado X(3915). Este estado ha sido descrito como un estado convencional del sistema
cc̄ [152] y también ha sido modelado como un tetraquark [153] y como molécula [154]. En el contexto del
cc̄, esta resonancia es identificada como un estado 23P0 [152]. Sin embargo, existen algunos argumentos que
cuestionan la validez de esta asignación e incluso ha sido propuesto que el X(3915) sea χc2(2P ) [155, 156].
Entre ellos se destaca la falta de señal en el decaimiento X(3915) → DD̄ [1]. Además, la diferencia de
enerǵıa entre la masa de X(3915) y su compañero de división hiperfina χc2(2P ) la cual es más pequeña de
lo esperado [1, 88, 157]. Con el presente modelo los valores esperados de las masas para el estado 23P0 son
aproximadamente ≈ 45 MeV (potencial I) y ≈ 20 MeV (potencial II) por debajo de los datos experimentales.
Por lo tanto con el modelo presentado en este trabajo no se describe este estado con buena precisión, pero
tomando en cuenta las incertidumbres generales en el modelo hadrónico, una interpretación de este estado
como un mesón cc̄ no puede ser excluida.

8.2.2. ψ(3770), ψ(4040), ψ(4160) y ψ(4415)

La región con números cuánticos JPC = 1−− corresponde a una de las zonas más pobladas por resonan-
cias por encima del umbral DD̄. Con estos números cuánticos, son reportados por el PDG como estados
pertenecientes al charmonium: ψ(3770), ψ(4040), ψ(4160) y ψ(4415) los cuales son generalmente interpreta-
dos como estados 13D1, 33S1, 23D1 y 43S1 respectivamente [1]. Utilizando el presente modelo, con ambos
potenciales, es posible reproducir la masa de estado ψ(3770) con aceptable aproximación. Esta diferencia
entre los valores teóricos y experimentales (50 MeV con el potencial I y 20 MeV con el potencial II) puede
estar relacionada con la proximidad del umbral DD̄.

El estado ψ(4040), el cual tiene una masa experimental de 4039 MeV, es generalmente identificado como
un estado 33S1 [1,7]. Sin embargo, el valor teórico obtenido con algunos modelos de potencial para el estado
33S1 es generalmente más grande que el valor experimental [45, 46, 104]. Con el modelo presentado en este
trabajo se puede describir este estado con suficiente precisión gracias a la inclusión de los factores de apan-
tallamiento y a su mejor fundamentación relativista. En particular el potencial I suministra una predicción
teórica, teniendo en cuenta las incertidumbres teóricas calculadas, en acuerdo con el valor experimental. El
potencial II también produce un valor de masa aceptable para este estado, donde el valor experimental cae
marginalmente fuera del margen de error teórico calculado con ese potencial.

El estado ψ(4160) es interpretado como la excitación radial de ψ(3770). La masa predicha por el modelo,
con ambos potenciales, es menor que la experimental, esta misma situación sucede en otros modelos apan-
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tallados [151,158]. Si se acepta que el ψ(4160) sea considerado como un estado puro 23D1 se concluiŕıa que
el presente modelo y los modelos de potencial apantallados no pueden reproducir este estado, sin embargo,
el presente resultado sugeriŕıa una naturaleza más elaborada de este estado [159,160].

Finalmente, la resonancia ψ(4415) se suele interpretar cómo un estado 43S1 [1] pero también como un
estado 53S1 en [151] donde las masas de los estados ψ se ven disminuidas por la inclusión de los efectos de
apantallamiento. Utilizando el modelo del presente trabajo, esta resonancia puede ser descrita de manera
tentativa en dos diferentes maneras (ver tabla 8.6). El potencial I sugiere que esta resonancia puede ser
identificada, de manera aproximada, como un estado 43D1 pero el potencial II lo sugiere como un estado
33D1. Estas inusuales asignaciones para ψ(4415) difieren de las asignaciones estándar provenientes de los
modelos de potencial semirelativistas [42, 115] donde esta resonancia es bien descrita como un estado 43S1.
Debe notarse que en el modelo propuesto aqúı el estado 43S1 tiene una masa 4311 MeV con el potencial I
y 4360 MeV con el potencial II, los cuales encajan de mejor manera con las resonancias X(4260) [Y (4260)]
y X(4360) [Y (4360)] respectivamente. Por lo tanto, el estado 43S1 no puede ser identificado como el estado
ψ(4415) con el modelo propuesto.

Tabla 8.5: Predicción de la parte alta del espectro del charmonium para los potenciales I y II comparados
con las masas experimentales e incertidumbres del PDG. Notación como en la tabla 8.4. Para la masa
experimental del estado X(4160) el primer error es estad́ıstico y el segundo sistemático [161].

Nombre n 2S+1LJ Masa (MeV)
Potencial I Potencial II Experimental

— 1 1D2 3788+20
−12 3789+9

−13 —
ψ(3770) 1 3D1 3723+41

−8 3749+7
−10 3773.13± 0.35

ψ(3823) 1 3D2 3782+30
−11 3788+9

−12 3822.2± 1.2
— 1 3D3 3849+13

−17 3817+14
−20 —

X(3915) [Y (3915)] 2 3P0 3867.9+5.5
−8.6 3884+14

−13 3918.4± 1.9
— 2 1P1 3908+11

−13 3923+11
−13 —

X(3872) 2 3P1 3903.5+9.3
−9.4 3918+13

−12 3871.69± 0.17
χc2(2P ) 2 3P2 3941+8

−16 3945+17
−14 3927.2± 2.6

ψ(4160) 2 3D1 4059+13
−20 4094+19

−20 4191± 5
X(3940) 3 1S0 4030+9

−71 4043+18
−19 3942± 6

ψ(4040) 3 3S1 4046+9
−13 4060+17

−11 4039± 1
— 3 3P0 4182+17

−47 4219+26
−21 —

X(4140) [Y (4140)] 3 3P1 4200+24
−31 4238+29

−22 4146.9± 3.1
X(4160) 4 1S0 4300+30

−100 4349+31
−26 4156+25

−20 ± 15

8.2.3. X(4260), X(4360) y X(4660)

Estas resonancias con JPC = 1−− fueron descubiertas por las colaboraciones BaBar [162] y Belle [163,164]
y confirmadas por los autores de la referencia [165]. Existen diferentes interpretaciones de la naturaleza de

Tabla 8.6: Predicción de estados que pueden ser interpretados de diferente manera dependiendo del potencial
usado. Notación como en la tabla 8.4.

Nombre Potencial n 2S+1LJ Mass (MeV)
Teoŕıa Experimental

X(4260) I 43S1 4311+33
−44 4251± 9

[Y (4260)] II —–

X(4360) I 33D1 4312+62
−53 4346± 6

[Y (4360)] II 43S1 4360+34
−28

ψ(4415)
I 43D1 4489+65

−78 4421± 4
II 33D1 4378+36

−29

X(4660) I ——
4643± 9

[Y (4660)] II 43D1 4620+54
−39
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estas resonancias: como estado h́ıbrido de charmonium [17,166], tetraquarks [167,168], moléculas [169], mesón
cc̄ [170] y algunos autores sugieren que estas señales son el producto de la interferencia entre diferentes canales
de resonancias [171–173]. En el contexto del charmonium son uńıvocamente determinados por su mecanismo
de producción pero algunas de sus caracteŕısticas, por ejemplo la ausencia de producción de open charm [168],
no encaja como un estado cc̄ [1,2]. Utilizando los dos potenciales propuestos se producen diferentes resultados
para estos estados. Debe notarse que en el contexto del modelo prepuesto, las predicciones en la región de
altas enerǵıas del espectro dependen fuertemente de la forma de la interacción escalar. El potencial I predice
que el estado 43S1, es decir, el estado ψ(4S) puede identificarse de forma aproximada a la resonancia X(4260)
[Y (4260)]. Esta asignación es razonable si se compara con el bottomonium 1. En particular, al comparar la
diferencia de masa experimental Υ(4S)−Υ(3S) ≈ 224 MeV con la de ψ(4S)−ψ(3S) ≈ 254 MeV, esta última
diferencia, realizada con los resultados del potencial I, muestra que dichas diferencias son comparables y por
lo tanto brinda un soporte para esta asignación. Adicionalmente, los autores de la refefencia [174] encuentran
una masa de ≈ 4260 MeV para el estado ψ(4S), en acuerdo con nuestra asignación.
Por otro lado, como en [151], con en el modelo propuesto utilizando el potencial I, se puede identificar el
estado 33D1 con la resonancia X(4360). Finalmente, se debe notar que el potencial I no puede reproducir la
resonancia X(4660) [Y (4660)].
Con el potencial II se observa una situación completamente diferente. Se identifican las resonancias X(4360)
[Y (4360)] y X(4660) en los estados 43S1 y 43D1 respectivamente pero con este potencial no se puede describir
el estado X(4260).
De esta forma se muestra como a causa de la diferencia de los potenciales en la interacción escalar genera
cambios visibles en la parte alta del espectro.

8.2.4. X(3940) y X(4160)

Estos estados fueron observados por la colaboración Belle en un proceso de doble producción charm [161,
175, 176]. Sus decaimientos sugieren que sus números cuánticos son JPC = 0−+. Han sido descritos en
diferentes formas: hibridos [177], moléculas [178,179], y como segunda (η′′c ) y tercera (η′′′c ) excitación radial
del estado ηc en el marco estándar del sistema cc̄ [180–182]. Tanto modelos del potencial semirelativistas y
no relativistas [104] obtienen masas para η′′c y η′′′c muy por encima de los valores experimentales de X(3940)
y X(4160), lo cual pone en duda esta asignación.

En [174] se asume que la diferencia de enerǵıa entre las resonancias ψ(3S)−ψ(2S) ≈ 353 MeV es similar
a la diferencia de enerǵıa entre ηc(3S) − ηc(2S), haciendo posible estimar la enerǵıa de η(3S). Los autores
encuentran que η(3S) ≈ 3992 MeV, que se acerca aproximadamente a la masa experimental del X(3940).
Esto lo identificaŕıa como un estado 31S0. Por otro lado, a pesar del análisis de decaimiento en [174] se
concluye que no es posible identificar la resonancia X(4160) con el estado 43S0. En el modelo de potencial
apantallado [151] la correspondencia entre la resonancia X(3940) y el estado 31S0 es ligeramente mejorada.
Ellos encuentran ηc(3S) = 3991 MeV, pero la diferencia entre la masa experimental del X(4160) y el valor de
la masa teórica del estado 41S0 (4250 MeV) es lo suficientemente grande para poner en duda esta asignación.
En el modelo propuesto, con el potencial I y la asignación 31S0 y 41S0, se obtienen los valores de 4030 MeV
y 4302 MeV para X(3940) y X(4160), respectivamente. Usando el potencial II, se obtiene para los mismos
estados los valores de 4043 MeV y 4349 MeV, respectivamente. Se observa en la tabla 8.5 y en la figura 8.2
que con el potencial I se obtiene una descripción aproximada de X(3940). Aun aśı, en general se concluye que
con el presente modelo relativista no es posible hacer una descripción apropiada de estas dos resonancias.

8.2.5. X(4140)

Esta resonancia fue observada por primera vez en la colaboración CDF (Collider Detector at Fer-
milab) [183] y después confirmada por la misma colaboración [184]. Ha sido interpretada como tetra-
quark [185–187], como una molécula [140,188,189], como un hibrido de charmonium [190] y como un estado
de cc̄ [123]. Recientemente, la colaboración LHCb (Large Hadron Collider beauty) [94] reportó 1++ como
sus números cuánticos, lo cual permite una interpretación de esta resonancia como un estado 33P1, es decir,
χc1(3P ), dentro de contexto decc̄ [191]. El valor de masa del estado 33P1 en los modelos de potencial relati-
vista [104] y apantallado [151] es calculado por encima de la masa experimental de las resonancia X(4140)

1Esto se debe a que las diferencias de enerǵıa entre estados son similares, es decir, (Mψ(2S) −Mψ(1S)) ≈ (MΥ(2S) −MΥ(1S))
y (Mψ(3S) −Mψ(2S)) ≈ (MΥ(3S) −MΥ(2S)). De esta forma se podŕıa esperar que pase lo mismo con los siguientes estados.
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[Y (4140)], sin embargo , teniendo en cuenta el potencial apantallado esta sobrestimación es solo de 40 MeV,
haciendo posible esta interpretación. Con el modelo propuesto en este trabajo con los potenciales I y II se
predice este estado aproximadamente 30 MeV y 70 MeV respectivamente, por encima del valor experimental.
De esta forma, se deja abierta la posibilidad de que este estado pueda ser compuesto por un sistema cc̄, pero
no de manera definitiva. Sin embargo, los efectos relativistas no parecen ser los causantes de la discrepancia
entre los datos experimentales y teóricos. Más efectos f́ısicos deben ser incluidos para proporcionar una mejor
descripción de este estado.

8.2.6. ψ(3823)

Esta resonancia fue observada por primera vez más de 20 años atrás [192]. Recientemente, fue observada
de nuevo por la colaboración Belle [193] y confirmada por BESIII [194]. En acuerdo con los modelos de
potencial semirelativsta [104, 115], el modelo aqúı propuesto describe razonablemente bien este estado con
ambos potenciales asignándoles un valor de ≈ 3785 MeV contra un valor experimental de 3822 MeV, con la
asignación estándar 13D2 (JPC = 2−−). En la referencia [151], fue encontrado un valor de masa de 3798 MeV,
similar al encontrado con el modelo aqúı propuesto. En el UQM (Unquenched Quark Model) [120] se obtuvo
una masa de 3736 MeV significativamente más baja que el valor experimental.

8.2.7. Resonancias faltantes (Missing resonances)

El modelo relativista que se ha propuesto en el presente trabajo, al igual que la mayoŕıa de modelos para
mesones (por ejemplo [42,115,116] entre otros), predice estados que no se han observado experimentalmente
todav́ıa. Los estados 11D2, 21P1, 33P0 y 13D3 pueden ser considerados de esta manera (cajas purpura en
figuras 8.2 y 8.3). El estado 11D2, como ya se ha mencionado, no es un buen candidato para el X(3872) y
constituye de esta manera un resonancia faltante que produce el modelo relativista propuesto. El estado 21P1

pertenece a la región de enerǵıa donde solo los mesones cargados Zc(3900) y Zc(4010) han sido ubicados.
Actualmente esta región de enerǵıas con estos números cuánticos no contiene estados asociados al sistema cc̄,
a pesar que la excitación radial del estado hc debeŕıa yacer ah́ı. El estado 33P0 fue identificado como X(4140)
sin embargo, recientemente se ha convertido en una resonancia faltante (ver Sección 8.2.5) al considerar los
últimos resultados del LHCb [94]. La última resonancia faltante que consideramos es el estado 13D3, también
permanece sin detectar, a pesar de que su valor de enerǵıa es cercano al umbral de open charm, región de
enerǵıa donde otros estados han sido observados.

8.3. Conclusiones del caṕıtulo

En el presente caṕıtulo se ha utilizado el modelo de interacción de Dirac relativista, desarrollado en el
caṕıtulo 5, en la reproducción y análisis del espectro del charmonium. Además se ha implementado de forma
exitosa el método de solución de la ecuación de autovalores y se ha aplicado el método de bootstrap para
propagar los errores experimentales al espectro y parámetros. De esta manera se han propagado de manera
exacta los errores estad́ısticos de los datos experimentales en los parámetros y en las enerǵıas, teniendo en
cuenta todas las correlaciones. En el proceso de ajuste (fitting) fueron usados estados bien establecidos del
charmonium, (ver Tabla 8.4): ηc, J/ψ, χc0, χc1, hc, χc2, η′c and ψ′, que se encuentran debajo de los umbrales
de open charm. En ambos casos se han obtenido excelentes resultados incluyendo el splitting entre hc, χc0,
χc1 y χc2. A partir de los parámetros obtenidos, se obtuvieron predicciones de los estados ubicados encima
del umbral de open charm y se calcularon las respectivas incertidumbres (ver Tablas 8.5, 8.6 y Figuras. 8.2,
8.3). La estructura completa del charmonium es descrita razonablemente bien y en acuerdo con los datos
experimentales disponibles.
Por otro lado, es posible concluir que el efecto de apantallamiento es relevante en la descripción del espectro
con los dos potenciales, particularmente para valores de enerǵıas por encima del umbral de open charm. A
partir de las matrices de correlación entre los parámetros del potencial I (tabla 8.2) y potencial II (tabla 8.3)
se observa una baja correlación entre los parámetros de apantallamiento y los parámetros de la interacción
vectorial. Sin embargo, ocurre lo contrario con la interacción escalar la cual es más relevante en la parte alta
del espectro debido a su relación con el confinamiento. Esto sugiere que los factores de apantallamiento toman
en cuenta de manera fenomenológica, sólo parcialmente, los grados de libertad asociados a los componentes
virtuales qq̄ que disminuyen la enerǵıa de los estados. A medida que crece la enerǵıa la reproducción del
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Figura 8.2: Espectro completo del charmonium obtenido con el potencial I (cajas rojas) comparado con el
espectro experimental tomado del PDG (cajas azules). Las cajas púrpura representan las missing resonances.
El tamaño de las cajas rojas incluyen las barras de error a 1σ (68 %) de NC. De la misma manera, el tamaño
de las cajas azules representan el error experimental de las masas de las resonancias. Las ĺıneas punteadas
representan las enerǵıas de open charm DD̄ y DD∗. Los cálculos de las incertidumbres tienen en cuenta
todas las correlaciones entre los parámetros (ver sección 7.3 para más detalles). En el eje horizontal se
reportan los números cuánticos JPC para los diferentes estados. Al lado derecho de la figura, las flechas
indican los estados que han sido usados en el proceso de ajuste (debajo del umbral DD̄) y las predicciones
del modelo del potencial I. Es importante notar que se ha usado la nomenclatura más reciente del PDG
donde los mesones vectoriales son también denominados como X en lugar de Y . Los estados en ambas
denominaciones se relacionan a continuación para mayor claridad: Y (4260)↔ X(4260), Y (4360)↔ X(4360),
Y (4660)↔ X(4660), Y (4140)↔ X(4140) y Y (3915)↔ X(3915).

espectro se torna más dif́ıcil, lo cual sugiere nuevos efectos de campo o grados de libertad que debeŕıan ser
incluidos en el modelo teórico. Evidentemente, se requieren nuevas investigaciones en este aspecto. Como ya
se mencionó se realizó un análisis estad́ıstico completo y de esa forma se determinó las incertidumbres de los
parámetros y sus correlaciones. Adicionalmente, el espectro fue calculado teniendo en cuenta de forma com-
pleta estas correlaciones entre parámetros. Una ampĺıa revisión bibliográfica revela que este tipo de análisis
de error en otros modelos de potencial hab́ıan sido limitados e incompletos. Este análisis de error ayuda a
identificar más fácilmente que estados requieren de efectos f́ısicos adicionales. En base a lo anteriormente
realizado se pudo analizar cada estado del espectro. En más detalle, el estado X(3915), X(3872) y χc2(2P )
son identificados como estados 23PJ con J=0,1 y 2, respectivamente. El χc2(2P ) es apropiadamente descrito
con ambos modelos de potencial. La masa del estado X(3872) es ligeramente sobrestimada, aproximada-
mente 3904 MeV con el potencial I y 3918 MeV con el potencial II, a pesar de la mejoras relativistas y la
inclusión de los errores. Esto señala que este estado es mayormente cc̄ y su masa esta ligeramente modificada
por efectos que no son tenidos en cuenta en el modelo propuesto en el presente trabajo.
El X(3915) no es descrito apropiadamente por el modelo. Esto implicaŕıa que este estado experimental no
es un simple estado cc̄ y que por lo tanto no hace parte del triplete mencionado.
También el modelo es capaz de describir la mayoŕıa de los estados ψ por encima del umbral DD̄, a saber:
ψ(3770) (13D1), ψ(4040) (33S1), ψ(4160) (23D1) y ψ(4415) (43D1 con el potencial I y 33D1 con el potencial
II). Sin embargo, los estados ψ(3770) y ψ(4040) son suficientemente bien descritos pero los estados ψ(4160)
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Figura 8.3: Espectro del Charmonium obtenido con el potencial II. Notación como en la figura 8.2.

y ψ(4415) no lo son.
Los dos potenciales producen resultados diferentes para las resonancias X(4260) [Y (4260)], X(4360)

[Y (4360)] y X(4660) [Y (4660)]. El potencial I produce un estado 43S1 que puede aproximadamente ser iden-
tificado con la resonancia X(4260). El estado X(4660) de la parte alta del espectro es reproducida dentro de
las incertidumbres del modelo con el potencial II sin embargo el potencial I no lo puede reproducir. El estado
X(4360) es reproducido con ambos potenciales pero con amplias incertidumbres. Las resonancias X(3940)
y X(4160) no son descritas apropiadamente esto apoya la hipótesis de que estos estados van más allá de la
descripción de un sistema cc̄. La resonancia X(4140) es reproducida aproximadamente con el potencial I,
sugiriendo una correspondencia con un estado 33P1 de cc̄. Sin embargo, no es reproducido apropiadamente
por el potencial II a pesar de las grandes incertidumbres en la predicción teórica. El estado ψ(3823) es
reproducido de manera aceptable, en acuerdo con los modelos de potencial semirelativista.
El confinamiento representa uno de los problemas más complejos en f́ısica hadrónica y por tal razón inves-
tigaciones adicionales deben realizarse con el fin de profundizar en el conocimiento de su naturaleza. En el
potencial II se utilizó de forma expĺıcita una expresión de confinamiento en la interacción vectorial y escalar,
el cual suministra ligeramente mejores resultados que el potencial I (en el cual el confinamiento se encuentra
en el potencial vectorial). El anterior resultado está de acuerdo con el argumento de disminución de la inter-
acción esṕın-órbita generada por la similaridad entre el término de confinamiento en las dos interacciones.
Adicionalmente, las bajas correlaciones entre los parámetros del potencial II, tabla 8.3 comparadas con las
del potencial I, tabla 8.2, permite establecer con más facilidad la conexión f́ısica asociada a cada término en
el potencial II que en el potencial I.
Los efectos relativistas son de vital importancia en un modelo que intenta describir de la manera más comple-
ta posible el espectro de un sistema como el charmonium, especialmente los estados perteneciente a lugares
altos del espectro. Teniendo en cuenta este aporte realizado en el presente trabajo y la inclusión de los
errores experimentales concluimos que es necesario realizar estudios dinámicos más profundos en este campo
de investigación. Interacciones más relacionadas con la QCD debeŕıan ser incluidas, aśı como también otros
efectos asociados a grados de libertad moleculares, componentes de tetraquark, canales acoplados y efectos
de umbral que probablemente mejoren la descripción de los estados experimentales, particularmente aquellos
cuya diferencia con las predicciones no pueden ser absorbidas por las incertidumbres estad́ısticas.
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Caṕıtulo 9

Espectro del bottomonium

A pesar de que el bottomonium es un sistema pesado en el que los efectos relativistas no debeŕıan ser re-
levantes, al menos en la parte baja del espectro, es interesante estudiar este sistema con el modelo relativista
que se ha desarrollado en el presente trabajo por varias razones. El primer motivo es verificar la consistencia
del modelo. Al ser un modelo relativista tiene que ser capaz de reproducir, sin dificultad, un sistema como
el bottomonium. La segunda razón proviene de la posible importancia de los efectos relativistas en la parte
alta del espectro del bottomonium. Finalmente, el serio tratamiento estad́ıstico que se ha utilizado en el
presente trabajo debe ser usado para la reproducción del bottomonium con el fin de propagar los errores
experimentales y mostrar sus efectos en el espectro teórico, a través del modelo que aqúı se propone.
En este caṕıtulo se realiza la reproducción y análisis del espectro del bottomonium a partir del modelo
relativista desarrollado en el presente trabajo (ver caṕıtulo 5). Al igual que con el charmonium, se utilizarán
dos formas de potencial, con la misma interacción vectorial y diferente interacción escalar (ver expresiones
(5.22)). Se discutirán los parámetros obtenidos en el proceso de ajuste y la matrices de correlación provenien-
tes del procedimiento estad́ıstico. Se mostrará el espectro completo dividiendo los estados en aquellos que
fueron utilizados en el proceso de ajuste y las predicciones del modelo. Al final se presentan las conclusiones
del análisis realizado en el presente caṕıtulo.

9.1. Parámetros del modelo y matrices de correlación

Los parámetros de los potenciales (5.22) usados para reproducir el espectro del bottomonium se han
obtenido siguiendo las indicaciones descritas en los caṕıtulos 6 y 7 y se han utilizado los estados bien estable-
cidos del bottomonium (ver tabla 9.4). Los parámetros encontrados al realizar el ajuste se han consignado
en la tabla 9.1. Ambos potenciales obtuvieron excelentes ajustes como se puede observar en la tabla 9.4 o
mejor aún en las figuras 9.2 y 9.3. Se puede observar que los mismos parámetros para ambos modelos tienen

Tabla 9.1: Notación como en tabla 8.1
Parameter Potential I Potential II

m (GeV) 4.52+0.13
−0.13 4.51+0.08

−0.09

M0 (GeV) 0.48+0.33
−0.27 0.47± 0.2

αst 0.39+0.09
−0.10 0.37+0.10

−0.10

βv (GeV2) 0.018+0.004
−0.001 0.017+0.003

−0.003

ks 98+22
−12 100+29

−20

ps (GeV) 1.55+0.23
−0.20 1.56+0.23

−0.21

A (GeV−2) 0.0011± 0.0010 −0.0013± 0.0013
βs (GeV2) 0 (fixed) 0.09+0.002

−0.002

valores muy similares. La diferencia que resalta en ellos son, evidentemente, los parámetros A y βs. Esto
de inmediato sugiere que la diferencia entre las dos formas propuestas de potencial escalar no afectan el
espectro, en la misma forma que en el charmonium.
A pesar de la similitud de los parámetros la adición del parámetro βv modifica ligeramente la matriz de

59
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correlación, aunque los valores teóricos para las masas de los estados fitteados y de los estados predichos por
ambos modelos son muy similares. Se analizará, de la misma forma que se analizó el charmonium, el apan-
tallamiento incluido en el potencial. Las gráficas asociadas a los factores de apantallamiento con los valores
obtenidos en el ajuste de los parámetros se muestran en la Figura 9.1. Utilizando la misma nomenclatura

0 1 2 3 4 5

0.2
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0.8
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Figura 9.1: Función de apantallamiento en el bottomonium, ecuación (5.11), para los potenciales I (ĺınea
punteada azul) y II (ĺınea sólida naranja). Para ks y ps se usaron los valores centrales de la tabla 9.1. Se
resaltan los valores del screening momenta pI

1/2 (potencial I) y pII
1/2 (potencial II) definido en 7.3.

introducida en la sección 8.1, se puede calcular una enerǵıa cinética de apantallamiento de ĒI = 11281 MeV
y ĒII = 11260 MeV. Estos valores indican que la enerǵıa donde el apantallamiento se activa esta muy por
encima de las enerǵıas de umbral de open bottom. Por consiguiente, el apantallamiento tiene efectos menos
relevantes para las resonancias estudiadas del bottomonium que para las del charmonium.

Tabla 9.2: Matriz de correlación para el potencial I.
m M0 αst βv ks ps A

m 1
M0 −0.89 1
αst 0.13 0.30 1
βv −0.08 −0.36 −0.87 1
ks −0.03 0.01 −0.09 0.03 1
ps 0.09 −0.09 −0.07 0.08 0.02 1
A −0.18 −0.10 −0.68 0.46 −0.12 −0.55 1

En la tabla 9.2 se encuentran las correlaciones de los parámetros del potencial I que pueden ser extráıdas
del análisis estad́ıstico realizado. Se observan algunas correlaciones fuertes entre los parámetros del modelo,
particularmente entre los parámetros αst y βv. Por otro lado, existe una moderada correlación entre el
parámetro A y los parámetros del potencial vectorial pero en mayor medida con αst. Lo anterior sugeriŕıa
que la interacción escalar también influiŕıa en la región de enerǵıas donde la interacción tipo Coulomb
está presente. También es importante resaltar la correlación existente entre los parámetros asociados al
apantallamiento y los demás parámetros del potencial. Se observa una moderada correlación entre ks y ps
con el parámetro en la interacción escalar A, y sin correlación con los demás parámetros. Puesto que el
apantallamiento actúa a altas enerǵıas, como ya se ha mostrado, indicaŕıa que la interacción escalar está
presente en esa región de enerǵıas.
Pasando a la matriz de correlación del potencial II (tabla 9.3), se observa un patrón de correlación ligeramente
modificado. En particular se debe notar que la correlación entre los parámetros de la interacción vectorial
es ahora moderada a diferencia del potencial I. Además vale la pena resaltar la correlación existente entre
βv y βs es decir, de las dos expresiones de confinamiento en ambas interacciones. Dicha correlación señala
la naturaleza escalar y vectorial que tiene el confinamiento, debido a la conexión que se identifica en la
correlación medida. Adicionalmente, se debe mencionar que los parámetros del apantallamiento se encuentran
correlacionadas con el parámetro fenomenológico A presente en la interacción escalar. Indicando nuevamente
que la interacción escalar es importante en la región de alta enerǵıa.

En este caso ambos potenciales producen buenos resultados y debido a que el potencial II esta ligeramente
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Tabla 9.3: Matriz de correlación para el potencial II.
m M0 αst βv ks ps A βs

m 1
M0 −0.76 1
αst 0.53 0.14 1
βv −0.26 −0.15 −0.58 1
ks 0.34 −0.29 0.06 −0.04 1
ps 0.13 −0.13 −0.05 0.03 0.36 1
A 0.42 −0.05 0.52 −0.32 0.48 0.77 1
βs −0.21 0.01 −0.31 −0.57 −0.03 0.07 −0.07 1

menos correlacionado se inclina levemente la preferencia a dicho potencial en comparación con el potencial
I.

9.2. Espectro del Bottomonium

Utilizando los resultados a 1σ de NC se ha reproducido el espectro del bottomonium. Dado que ambos
conjuntos de parámetros son muy similares, los espectros obtenidos, tanto los usados en el ajuste como las
predicciones, también lo son. Los estados utilizados en el ajuste se han consignado en la tabla 9.4 y en las
figuras 9.2 y 9.3 para ambos potenciales. Las predicciones del modelo se encuentran en la tabla 9.5. Como se
observa, se ha conseguido un excelente ajuste a los datos experimentales. Con ambos potenciales los estados

Tabla 9.4: Notación como en la tabla 8.4. Donde sólo se han colocado las incertidumbres estad́ısticas.
Nombre n 2S+1LJ Masas (MeV)

Potencial I Potencial II Experimental

ηb 1 1S0 9401.9+27.1
−24.1 9403.7+18.7

−14.3 9399.0± 2.3
Υ(1S) 1 3S1 9455+21

−23 9454.3+19.0
−15.7 9460.30± 0.26

χb0(1P ) 1 3P0 9856+22
−19 9857.7+14.2

−18.7 9859.44± 0.42
χb1(1P ) 1 3P1 9894.1+16.5

−15.0 9893+7
−10 9892.78± 0.26

hb(1P ) 1 1P1 9902+16
−16 9900.7+8.9

−9.6 9899.3± 0.8
χb2(1P ) 1 3P2 9926.5+14.1

−16.6 9923.4+11.7
−12.6 9912.21± 0.26

Υ(2S) 2 3S1 10017.4+19.6
−19.3 1001617

−15 10023.26± 0.31
Υ(1D) 1 3D2 10150.6+13.1

−18.7 10148.6+15.8
−13.9 10163.7± 1.4

χb0(2P ) 2 3P0 10231+17
−15 10233+12

−13 10232.5± 0.4
χb1(2P ) 2 3P1 10253+14

−15 10254.2+7.4
−10.5 10255.46± 0.22

hb(2P ) 2 1P1 10257.9+13.4
−14.3 10258.6+7.6

−10.2 10259.8± 0.5
χb2(2P ) 2 3P2 10273.9+13.0

−14.3 10273.6+9.4
−11.9 10268.65± 0.22

Υ(3S) 3 3S1 10361.5+24.7
−24.8 10364.1+14.3

−13.6 10355.2± 0.5

ajustados caen dentro de las incertidumbres teóricas. En general la estructura del espectro producida por
ambos potenciales es la misma. Esto implica, como ya se hab́ıa mencionado, que la variación sugerida entre
los dos potenciales escalares para el caso del bottomonium no genera grandes cambios en el espectro, a
diferencia del charmonium.
Como ya fue mencionado al final de la sección 7.3, el estado ηb(2S) no fue utilizado en el proceso de ajuste (fit).
Se resalta que el valor obtenido, como predicción del modelo con ambos potenciales, concuerda perfectamente
con el valor experimental reportado en el PDG [139] el cual es el valor obtenido en la colaboración Belle [11]
(ver tabla 9.5). A pesar de que esto no es una sorpresa, resulta interesante que el modelo propuesto genere
el valor de este estado como predicción, mostrando, de esta forma, las cualidades del modelo propuesto.
A continuación se analizarán las otras resonancias que también son predicciones del modelo relativista y que
al estar en la parte alta del espectro merecen especial atención.
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Tabla 9.5: Predicciones del modelo. Notación como en la tabla 8.4
Nombre n 2S+1LJ Masas (MeV)

Potencial I Potencial II Experimento
ηb(2S) 1 1S0 9999.8+21.5

−17.0 9999+20
−22 9999.0± 3.5

−−− 1 1D2 10153+14
−69 9999+20

−22 −−−
−−− 1 3D1 10129.6+11.0

−17.0 10128.5+13.9
−12.0 −−−

−−− 1 3D3 10173+15
−19 10169± 17 −−−

−−− 2 ,1D2 10445+17
−21 10446+15

−16 −−−
−−− 2 ,3D1 10427.2+16.6

−18.6 10429+14
−26 −−−

−−− 2 ,3D2 10443+17
−21 10444.4+14.7

−28.3 −−−
−−− 2 ,3D3 10460+19

−23 10461+18
−20 −−−

χb1(3P ) 3 3P1 10539+25
−26 10543+24

−40 10512.1± 2.1
−−− 3 1S0 10350.6+26.1

−24.6 10353.4+16.3
−19.2 −−−

−−− 3 1P1 10542+24
−26 10546+23

−40 −−−
−−− 3 3P0 10523.4+27.9

−26.0 10528+25
−38 −−−

−−− 3 3P2 10554+25
−28 10557+22

−42 −−−
Υ(4S) 4 3S1 10642+36

−39 10646+21
−46 10579.4± 1.2

Υ(10860) 5 3S1 10884+48
−53 10889+43

−79 10891.1± 3.2
Υ(11020) 6 3S1 11107+62

−66 11108+64
−109 10987.5+6.4

−2.5

9.2.1. Υ(4S), Υ(10860) y Υ(11020)

Estos estados pertenecen a la familia con números cuánticos 1−−. El descubrimiento de estos estados
se llevó a cabo en el análisis de la sección eficaz de colisiones e+e− [195, 196] a mediados de los ochenta.
Mediciones más recientes se pueden encontrar en [197]. El estado Υ(4S) es considerado como 43S1 y tiene
una masa experimental de 10579.4 ± 1.2 MeV. Utilizando un modelo no relativista [42] se encontró un
valor aproximado de 10630 MeV, con un modelo semirelativista [198] se obtiene 10607 MeV y utilizando
el formalismo de los canales acoplados [199] se encuentra un valor de 10603 MeV para el estado Υ(4S). A
pesar de que este estado es totalmente considerado como bb̄, generalmente es sobrestimado por casi todos
los modelos.
Utilizando el modelo relativista propuesto en el presente trabajo se encuentra el valor aproximado de 10642±
40 MeV, con ambos potenciales. Evidentemente el valor medio de este cálculo teórico no revela mejoras en
la descripción de este estado con respecto a otros modelos. Sin embargo, los resultados teóricos de los otros
modelos (modelo semirelativistas, canales acoplados, etc.) caen dentro del error teórico calculado para esta
resonancia en el presente trabajo. Es interesante ver que a pesar de la inclusión de efectos relativistas y de los
efectos de umbral de decaimiento, ya sea de forma fenomenológica o de manera más expĺıcita, no se obtiene
aún una descripción completamente satisfactoria de este estado. Esto sugiere, entonces, que efectos f́ısicos
adicionales debeŕıan ser incluidos en el modelo teórico para describir con mayor exactitud esta resonancia.

Por otro lado, el estado Υ(10860) es generalmente interpretado como Υ(53S1) por ejemplo en las refe-
rencias [42, 198,199]. Sin embargo, es conocido que las anchuras de decaimiento, por emisión de dos piones,
hacia Υ(1S), Υ(2S) y Υ(3S) calculadas a nivel teórico son dos ordenes de magnitud diferentes de las experi-
mentales [200]. Este discrepancia aun permanece como motivo de investigación [201]. Existen también otras
interpretaciones de este estado como Υ(6S) o como estado base de un sistema h́ıbrido hhb (1P ) [202, 203].
Utilizando el presente modelo relativista se obtiene una excelente reproducción de este estado como un Υ(5S)
(53S1) lo cual se puede ver tanto en la tabla 8.4 y en las figuras 9.2 y 9.3. De hecho, el valor medio obtenido
a 1 σ de NC, está a aproximadamente 5 Mev de diferencia del valor experimental. Esto implica que en el
contexto del modelo desarrollado, este estado es descrito apropiadamente como un estado bb̄.

Finalmente, el estado Υ(11020) es descrito mayormente como 63S1 de un sistema bb̄. Una clara excepción,
en este mismo contexto, es la asignación como 73S1 en la referencia [202] donde sugieren el estado 53S1 como
una resonancia faltante. En el presente modelo no se encuentra una descripción completamente satisfactoria
de este estado. De hecho se obtiene un resultado semejante a los de modelos no relativistas [42]. Esto sugiere
que en el contexto del presente modelo relativista otros efectos deben ser tenidos en cuenta para la correcta
descripción de este estado. Por otro lado, el apantallamiento que se produce con los parámetros obtenidos en
el procedimiento de ajuste (ver sección 9.1) resultó tener importancia cerca de 11.3 GeV. Esto implica que
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Figura 9.2: Espectro completo del bottomonium calculado con el potencial I (cajas purpura y verdes) com-
paradas con el espectro experimental obtenido del PDG [139], representadas por las delgadas cajas azules,
cuyo grosor es el error experimental (Exp dat). El tamaño de las cajas purpura y verde representan la barra
de error a 1σ de nivel de confianza. Las cajas púrpura son los estados usados en el ajuste (Estados Fittea-
dos), todas las cajas verdes (Predicciones) son las predicciones del modelo y las cajas verdes con borde rojo
representan los estados faltantes (Miss Res). Las lineas punteadas indican los umbrales BB̄, B∗B∗ y BsBs.

en este modelo el apantallamiento, aunque por encima de los umbrales de open bottom, no produce un efecto
suficiente para modificar los valores de este estado de alta excitación. Es necesario mencionar que usando el
formalismo de los canales acoplados [199] es posible obtener un valor de 11023 MeV, el cual es muy cercano
al valor experimental.

9.2.2. Estados χb(3P )

Hace 5 años fue estimado el baricentro (spin-weighted average) del sistema χb(3P ) (conformado por
χb0(3P ), χb1(3P ), y χb2(3P )) por la colaboración ATLAS (A Toroidal LHC ApparatuS) [204] y por la
colaboración D0 [205] con valores de 10530 ± 5(stat) ± 9(syst) MeV y 10551 ± 14(stat) ± 17(syst) MeV,
respectivamente. Sin embargo, aún no se ha podido medir de manera completa las masas de los estados
pertenecientes al sistema χb(3P ), excepto el estado χb1(3P ) para el cual fue recientemente publicado [95] un
valor de 10515.7+2.2

−3.9(stat)+1.5
−2.1(syst) MeV. En el modelo de potencial apantallado de la referencia [206], se

obtiene un valor de 10524 MeV para este estado (χb1(3P )). Con el formalismo de los canales acoplados [199] se
obtiene el valor de 10517 MeV el cual es más cercano al valor experimental que el anterior cálculo. Utilizando
UQM [107] se obtiene un valor de 10580 MeV, el cual se aleja del valor experimental por aproximadamente
60 MeV. En el presente trabajo se obtiene aproximadamente 10540 ± 30 MeV en ambos potenciales. A
pesar que el valor medio no es el valor experimental, este valor cae dentro de la incertidumbre teórica que
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Figura 9.3: Espectro del bottomonium obtenido con el Potencial II. Notación como en la figura 9.2

se obtiene con el presente modelo y por lo tanto se concluye que es posible describir el estado χb1(3P ) de
manera satisfactoria.

Debido a que no se conoce aún toda la estructura del χb(3P ) es importante analizar el “baricentro” del
sistema. Se define el baricentro mencionado de la siguiente manera [207,208]

M̄nP =
Mχb0(nP ) + 3Mχb1(nP ) + 5Mχb2(nP )

9
. (9.1)

Se presenta en la tabla 9.6 los resultados de los baricentros para n = 1, 2, 3 comparados con los datos
experimentales disponibles para estos estados utilizando el potencial I.

Al comparar los resultados teóricos y experimentales se observa una buena concordancia entre ellos, tanto
en los datos utilizados en el ajuste como en las predicciones. Particularmente, se nota que el dato relacio-
nado al baricentro del χb(3P ) se obtiene a 15 MeV y 6 MeV de los datos experimentales presentados en la
tabla [204,205], por lo tanto puede ser considerado como una buena predicción del modelo propuesto.
Adicionalmente se consignan los resultados de los baricentros para el sistema χb(nP ) en la tabla 9.7, uti-
lizando el potencial II donde, por comodidad, se han vuelto a escribir los datos experimentales para su
comparación. Esta vez las diferencias con los valores experimentales reportados para χb(3P ) en [204, 205]
distan a 19 MeV y 2 MeV respectivamente. Debido a que con ambos potenciales producen resultados simi-
lares, obviamente los baricentros para χb(nP ) son parecidos y por lo tanto no se obtiene mayor novedad con
respecto al potencial I.

Finalmente, es conveniente mencionar que se ha sugerido que posiblemente algunos de los estados χbJ(3P )
podŕıan ser la contraparte del estado X(3872) [122, 209] en el bottomonium o al menos representar parte
importante de dicho hipotético estado (que algunos autores llaman estado Xb). Una razón por la que esto
es factible es por la cercańıa con los umbrales de decaimiento BB̄,BB∗ y BsBs. En la referencia [209]
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Tabla 9.6: Resultados teóricos obtenidos del potencial I de los estados χbJ(nP ) comparados con los datos
experimentales disponibles. n es el número cuántico principal. M̄n representa el baricentro del sistema para
cada número cuántico n=1,2,3. En cuanto a los resultados teóricos, se han utilizado solo los valores medios
de χbJ(nP ) sin sus incertidumbres teóricas.

Teo: Potencial I Experimental
n 1 2 3 1 2 3

Mχb0(nP )(MeV ) 9856 10231 10523 9859.44± 0.42 10232.5± 0.4 −−−
Mχb1(nP )(MeV ) 9894.1 10253 10539 9892.78± 0.26 10259.8± 0.5 10515.7+2.2

−3.9

Mχb2(nP )(MeV ) 9926.5 10273.9 10553.8 9912.21± 0.26 10268.65± 0.22 −−−

M̄n(MeV ) 9907.8 10262.2 10545.4 9899.87± 0.7 10260.20± 0.36
10530± 10 [204]

10551± 0.14 [205]

Tabla 9.7: Resultados obtenidos con el potencial II comparados con los datos experimentales. Notación como
en la tabla 9.6

Teo: potencial II Experimental
n 1 2 3 1 2 3

Mχb0(nP )(MeV ) 9857 10233 10528.15 9859.44± 0.42 10232.5± 0.4 −−−
Mχb1(nP )(MeV ) 9893 10254.2 10542.9 9892.78± 0.26 10259.8± 0.5 10515.7+2.2

−3.9

Mχb2(nP )(MeV ) 9923.4 10273.6 10556.8 9912.21± 0.26 10268.65± 0.22 −−−

M̄n(MeV ) 9906 10262.6 10549 9899.87± 0.7 10260.20± 0.36
10530± 10 [204]

10551± 0.14 [205]

mencionan la posibilidad de que el estado χb1(3P ) sea parte de este hipotético estado Xb. En el contexto
del modelo presentado aqúı, no parece ser apropiada esta descripción. A diferencia del X(3872) el cual fue
reproducido de forma discreta por ambos modelos (ver sección 8.2.1), el estado χb1(3P ) identificado como
33P1 es descrito de mejor forma al tener en cuenta las incertidumbres teóricas calculadas. De esta forma, es
factible considerar que, según el presente modelo, el estado χb1(3P ) es un estado bb̄.

9.3. Resonancias faltantes (Missing Resonances)

Diferentes estados han sido observados recientemente debajo de los umbrales de open bottom. Aun aśı,
permanecen otros estados a bajas enerǵıas por ser encontrados experimentalmente. En el presente trabajo se
presentan resultados teóricos para once estados que tienen enerǵıas por debajo o muy cerca a los umbrales
de open bottom (≈ 10.6 GeV).
La importancia de estos estados es que podŕıan ser detectados en el LHC en experimentos que han comenzado
recientemente [210].
Se comenzará analizando el estado faltante ηb(3S) (31S0), para lo cual se hará una comparación con su
“compañero” de estructura fina Υ(3S) (33S1) el cual es conocido experimentalmente. Con este fin, en primer
lugar, se van a calcular las diferencias ∆Sn = n3S − n1S las cuales descienden a medida que n aumenta [1].
Utilizando los valores medios de enerǵıa de las tablas 9.4 y 9.5 para los estados n1S0 y n3S1 para n = 1, 2, 3
se observa que este patrón se cumple. En la tabla 9.8 se consignan los valores ∆Sn.

Tabla 9.8: Diferencias ∆Sn = n3S−n1S. Se observa como dichas diferencias disminuyen cuando n aumenta.
Todas las diferencias consignadas en esta tabla estan medidas en MeV. Los valores usados son los valores
medios consignados en la tablas 9.4 y 9.5.

∆Sn
Teórico

Experimental
Pot I Pot II

∆S1 53.1 50.6 61.3
∆S2 17.6 17 24.26
∆S3 10.9 10.7 −−−

La disminución de estas diferencias está de acuerdo con los datos experimentales. Dado que los datos
teóricos siguen este patrón experimental, la predicción de enerǵıa dada en el presente trabajo para la resonan-
cia ηb(3S) (31S0) la cual es aproximadamente 10350±20 MeV con ambos potenciales, puede ser considerada
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como razonable. Por lo tanto, esta nueva resonancia podŕıa ser observada experimentalmente en el rango de
enerǵıa reportado en este trabajo.
Por otro lado, los estados 33P0 y 33P2 ya han sido mencionados en la sección 9.2.2. En base a ese análisis es
posible afirmar que las predicciones realizadas cumplen de manera adecuada con los datos experimentales
disponibles para el baricentro de estas resonancias (ver sección 9.2.2) y en particular para la resonancia
χb1(3P ) recientemente observada. Aśı mismo, el estado 31P1 se diferencia de sus “compañeros” 33PJ por la
interacción fina y por lo tanto no debeŕıa ser muy diferente de esos estados. En la tabla 9.5 se observa como
su enerǵıa es cercana a la de los estados 33PJ . Por lo tanto, es posible considerarlo como una predicción
sensata.
Los estados 13D1 y 23D1 por semejanza con el charmonium y por su enerǵıa relativamente baja con respecto
a las enerǵıas de open bottom debeŕıan se parte del espectro del bottomonium, sin embargo, experimen-
talmente aun no se han detectado. De igual manera, los estados 23D2, 1

1D2, 2
1D2, 1

3D3 y 23D3 también
permanecen por ser observados experimentalmente.
Se espera que estas predicciones proporcionen pistas para observar estos estados de forma experimental. Su
detección podŕıa ser llevada a cabo en el LHC sin embargo, se estima que su tasa de producción no sea muy
alta pero aún aśı podŕıa ser posible su detección [210].

9.4. Conclusiones del caṕıtulo

En el presente caṕıtulo se ha utilizado el modelo de interacción relativista, desarrollado en el caṕıtulo
5 para reproducir el espectro del bottomonium. En dicho modelo se utilizó una interacción vectorial y dos
versiones diferentes para la interacción escalar. En el proceso de ajuste (fit) se han usado estados bien esta-
blecidos y que se encuentran por debajo de los umbrales de open bottom (ηb(1S), Υ(1S, 2S, 3S) hb(1P, 2P ),
χb0(1P, 2P ), χb1(1P, 2P ),χb2(1P, 2P ) y Υ(1D)). Se obtuvo un excelente ajuste a los datos experimentales
con ambos potenciales. Sin embargo, los resultados con las dos diferentes versiones de interacción escalar son
muy similares tanto en los estados fitteados como en las predicciones del modelo en la parte alta del espectro.
Por tanto, la variación sugerida y utilizada en el potencial escalar, asociado a la interacción escalar, muestra
una discreta relevancia en el bottomonium.
El apantallamiento incluido en el Hamiltoniano de interacción afectó el espectro de manera significativa
aproximadamente desde ≈ 11200 MeV, es decir, por encima de los umbrales de decaimiento. Esto implica
que el apantallamiento obtenido tuvo un es particularmente intenso y que , por lo tanto, su efecto tuvo
impacto moderado en el espectro del bottomonium.
Fue posible propagar el error estad́ıstico asociado a los datos experimentales, tanto a los parámetros utili-
zados como a los espectros obtenidos. De esta manera, también se obtuvo la matriz de correlaciones entre
los parámetros del modelo con ambos potenciales. Se destaca que al igual que el charmonium, se encontró
una correlación entre los parámetros de confinamiento escalar y vectorial, sugiriendo una vez más su relación
f́ısica. Aśı mismo, se encontró una disminución en las correlaciones entre parámetros utilizando el potencial
II, pero de forma menos marcada que en el charmonium.
El estado ηb(2S), que fue materia de un corto debate cient́ıfico (ver sec. 7.3), fue dejado fuera del fit y obteni-
do como predicción del modelo. El valor teórico obtenido concuerda perfectamente con el valor experimental
reportado por la colaboración Belle y PDG.
Por otro lado, se abordó también el análisis de los estados χbJ(3P ), en particular, el estado χb1(3P ) y el
baricentro del sistema. El valor experimental de la resonancia χb1(3P ) es obtenida dentro de la incertidum-
bre teórica calculada con ambos potenciales. De esta forma se concluye que el modelo predice de manera
razonable este estado indicando, que en el marco del modelo presentado aqúı, es descrito apropiadamente por
un sistema bb̄. Por lo tanto, en base a la buena reproducción de este estado en el marco del presente modelo,
se sugiere que el estado χb1(3P ) no puede formar parte del hipotético estado Xb. Adicionalmente, se calculó
el baricentro para el estado base y los dos primeros estados excitados. Al comparar los datos experimentales
con los datos teóricos se observa un acuerdo razonable por lo tanto se concluye que el modelo describe de
forma satisfactoria este grupo de estados.
La enerǵıa del estado Υ(4S), es sobrestimado en el presente modelo. El valor medio calculado para este
estado es semejante a los de otros modelos de potencial que tienen un enfoque semirelativista. Pero vale
la pena mencionar que, la incertidumbre teórica calculada con ambos potenciales contiene los resultados
teóricos de otros modelos (al menos los que en el presente trabajo se han citado), sin embargo, no contiene el
valor experimental de este estado. Este comportamiento, implicaŕıa que algún efecto f́ısico adicional debeŕıa
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tenerse en cuenta para la correcta descripción de este estado.
Continuando con los estados con números cuánticos 1−−, se encuentra el estado Υ(10860) el cual es identi-
ficado perfectamente, en el modelo aqúı desarrollado, como 53S1. Dentro de este contexto, esto confirma su
naturaleza bb̄. A pesar de esta predicción aun queda abierto el problema relacionado con el desacuerdo entre
teoŕıa y experimento en cuanto a su anchura de decaimiento por medio de dos piones.
El estado Υ(11020) el cual es bien reproducido por varios modelos de potencial, no se describe apropiada-
mente con el presente modelo. A pesar de que el potencial II tiene su limite inferior de incertidumbre teórica
cerca del valor experimental, no es posible considerarlo como una buena descripción del estado.
Se completa el estudio del espectro del bottomonium reportando algunos estados que aun no se han obser-
vado experimentalmente pero que hacen parte de las predicciones del modelo y que vienen a ser importantes
en la actualidad debido a que en las B-factories en LHC se estan llevando a cabo experimentos en los cuales
posiblemente se observen los estados que en el presente trabajo se reportan como faltantes.
Uno de estos estados es el 31S0 el cual tiene una enerǵıa aproximada de 10350 ± 20 MeV en ambos poten-
ciales. Al analizar la diferencia de enerǵıas ∆S = n3S − n1S se observó una buena concordancia con los
datos experimentales dando confianza a la predicción aqúı hecha y sugiriendo que el estado ηb(3S) debeŕıa
ser localizado en el rango de enerǵıas aqúı reportado. De igual forma se reportan los estados 11DJ , 21DJ ,
13DJ y 23DJ , excepto 11D2 el cual es conocido experimentalmente.
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Caṕıtulo 10

Conclusiones y perspectivas

Se presentarán ahora las principales conclusiones que se han obtenido en este trabajo de tesis.

1. Se construyó un modelo de potencial relativista, con espinores de Dirac de enerǵıa positiva, compuesto
de una interacción vectorial en la que se utilizó completamente el intercambio de un gluón sin apro-
ximaciones no relativistas en el espacio de momentum. El modelo también contó con una interacción
escalar, igualmente, en el espacio del momentum y sin aproximaciones no relativistas. Con este modelo
se reprodujo satisfactoriamente el espectro del charmonium y del bottomonium hasta altos grados de
excitación.

2. Utilizando el lenguaje de programación FORTRAN fue posible desarrollar diferentes subrutinas para
encontrar numéricamente el valor del elemento de matriz del Hamiltoniano. Además se pudo acoplar
al muy conocido programa MINUIT para realizar los procesos de ajuste de los parámetros libres y
de propagación de los errores experimentales a los parámetros y los espectros reportados. Téngase en
cuenta que este proceso fue realizado utilizando programación en paralelo.

3. El estado X(3872) se pudo reproducir de forma aproximada, pero no de forma completamente satis-
factoria. Esto implica que en su correcta descripción más efectos, probablemente, producidos por la
cercańıa del open charm, deben ser tenidos en cuenta para explicar apropiadamente este estado. Por
otro lado el estado de alta excitación X(4660)[Y (4660)] se pudo describir apropiadamente. Su asigna-
ción tentativa en el presente modelo es de 43D1 siendo este diferente a las asignaciones que se suelen
dar en modelos de potencial semi-relativistas.

4. El presente modelo no logra reproducir de manera satisfactoria los estados X(3940), X(4160) y X(4140).
Este hecho y otras investigaciones sugieren que estos estados no sean constituidos sólo por un sistema
cc̄ y que sea necesario considerar una estructura más compleja que incluya un número más alto de
constituyentes.

5. Con el modelo propuesto fue posible obtener una buena descripción del estado Υ(10860) como el
estado 53S1 del bottomonium. La enerǵıa predicha por el modelo concuerda satisfactoriamente con
la enerǵıa del estado mencionado. No sucede lo mismo con el estado Υ(11020) el cual no es descrito
apropiadamente.

6. En el contexto del modelo de interacción aqúı desarrollado, no hay necesidad de que el estado χb1(3P )
del bottomonium sea considerado como un buen candidato para el hipotético Xb, debido a que este
estado χb1(3P ) se pudo reproducir apropiadamente con el modelo propuesto, con más precisión que
el estado X(3872) del charmonium. Aśı mismo, y en base a la buena reproducción del baricentro del
sistema, consideramos que ninguno de los estados χbJ(3P ) es candidato a ser ese hipotético estado.

7. Se ejecutó un completo análisis de error estad́ıstico a través de una técnica llamada bootstrap con la
cual fue posible propagar los errores experimentales en los parámetros y en las enerǵıas de los espectros
obtenidas con el modelo aqúı desarrollado. De esta manera se determinaron las incertidumbres teóricas
tanto en parámetros como en las enerǵıas reportadas. Hasta donde sabemos no existe un análisis aśı de
completo en la espectroscoṕıa hadrónica en el contexto de los modelos de potencial. La importancia de
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este análisis radica en que permite identificar cuales desviaciones de los datos experimentales pueden
ser incluidas en las incertidumbres del modelo y cuales pueden estar relacionadas a efectos f́ısicos más
allá del esquema qq̄.

8. Los resultados obtenidos en el presente trabajo nos permiten inferir que la naturaleza de la interacción
entre los quarks es de carácter vectorial y también requiere una contribución escalar. Por lo tanto, en
el modelo aqúı desarrollado no se requiere otro tipo de interacción para la descripción del sistema qq̄.

9. A través del análisis de las correlaciones de los parámetros, concluimos que el confinamiento de los
quarks tiene participación vectorial y escalar y que se obtienen mejores resultados en la reproducción
del espectro utilizando el potencial II, es decir, con confinamiento de forma idéntica en el potencial
escalar y vectorial. Resaltamos que a pesar de que este resultado se daba por conocido es la primera
vez que se analiza a través de la técnica estad́ıstica utilizada en el presente trabajo.

10. El apantallamiento fenomenológico introducido en el Hamiltoniano de interacción resultó ser impor-
tante en la reproducción del espectro del charmonium particularmente al utilizar el potencial I pero de
menor impacto en el bottomonium. Sin embargo, en ambos sistemas es requerido dicho apantallamien-
to para producir un buen resultado en el proceso de ajuste llevado a cabo. Por lo tanto, de manera
natural se pudo relacionar este apantallamiento con el efecto producido por la aparición de pares de
quarks encima de la zona open charm y de open bottom.

A pesar de estos importantes resultados, en los cuales la exclusión de estados de enerǵıa negativa es
razonable, consideramos que este formalismo puede ser extendido a sistemas aun más relativistas como
mesones heavy-light y light-light. Esto brindaŕıa un panorama más general de la interacción que expe-
rimentan los quarks en un sistema ligado. Sin embargo, para este tipo de sistemas es completamente
necesario incluir los estados de enerǵıa negativa. Esto implicaŕıa trabajar con ecuaciones integrales
acopladas que complicaŕıan, en mayor medida, el trabajo computacional en su resolución.
De esta forma un subsecuente trabajo en mesones más relativistas debeŕıa incluir esta importante
caracteŕıstica.
Consideramos que de esta manera se complementaŕıa el estudio de las interacciones de mesones, al es-
tudiarlos con el presente modelo de interacción de Dirac relativista y de esta forma se podŕıa contribuir,
aún más, al estudio de sistemas interactuantes en el régimen no perturbativo de la QCD.
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Apéndice B

Obtención de la expresión inicial de la
interacción vectorial

En el presente apéndice se obtendrá de forma expĺıcita la expresión 5.17 asociada a la interacción vectorial.
Con este fin, debe notarse que la expresión 5.12 se puede expresar de la siguiente forma:

〈~pb|H(v)|~pa〉 = V (v)(~q)

(
J0

1 J
0
2 −

~q 2

4π
Jα1 Jβ2 Dαβ

)
, (B.1)

= V (v)(~q)

(
J0

1 J
0
2 − ~q 2

~J1 · ~J2

Q2
+

( ~J1 · ~q)( ~J2 · ~q)
Q2

)
. (B.2)

En la anterior expresión se ha utilizado el propagador en el gauge de Coulomb dado en las expresiones 5.14
y 5.15 con q0 = ∆E.
Ahora, utilizando la conservación de la cuadricorriente 5.16, la anterior expresión toma la forma:

〈~pb|H(v)|~pa〉 = V (v)(~q)

(
J0

1 J
0
2 − ~q 2

~J1 · ~J2

Q2
− (∆E)2J0

1 J
0
2

Q2

)
. (B.3)

Teniendo en cuanta que ~q 2

Q2 = 1 + (∆E)2

Q2 se puede obtener:

〈~pb|H(v)| ~pa〉 = V (v)(~q)

[
J0

1 J
0
2

(
1− (∆E)2

Q2

)
− ~J1 · ~J2

(
1 +

(∆E)2

Q2

)]
, (B.4)

la cual corresponde a la expresión usada en la interacción vectorial.
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Apéndice C

Cálculo de los términos angulares de
los elementos de matriz del operador
Hamiltoniano

Para mayor claridad, en este apéndice se estudiarán algunos factores angulares del elemento de matriz
Hamiltoniano (ver ecuación 7.10).
Al comparar las ecuaciones 7.8 y 7.9 con la expresión 7.10 es posible identificar los términos angulares. En
particular, para la interacción vectorial los elementos angulares son

Λ1(p̂a, p̂b, ~σ1, ~σ2) = 1, (C.1)

Λ2(p̂a, p̂b, ~σ1, ~σ2) = (~σ1 · p̂b)(~σ1 · p̂a), (C.2)

Λ3(p̂a, p̂b, ~σ1, ~σ2) = (~σ2 · p̂b)(~σ2 · p̂a), (C.3)

Λ4(p̂a, p̂b, ~σ1, ~σ2) = (~σ1 · p̂b)(~σ2 · p̂b)(~σ1 · p̂a)(~σ2 · p̂a), (C.4)

... (C.5)

Λ8(p̂a, p̂b, ~σ1, ~σ2) = (~σ1 · p̂b)(~σ2 · p̂b)(~σ1 · ~σ2). (C.6)

El tratamiento del primer término es obtenido, fácilmente, a través de la ortonormalidad de los armónicos
esféricos. De esta forma utilizando la expresión (C.1) en la ecuación (7.15) se obtiene

〈b;L, S, J ; a; `|1|a;L, S, J ; b; `〉 = δL`. (C.7)

La parte angular del segundo elemento de matriz seŕıa

〈b;L, S, J ; a; `|(~σ1 · p̂b)(~σ1 · p̂a)|a;L, S, J ; b; `〉 =∑
m

∫
dΩbΩa [YL(p̂b)⊗ χS ]

†
J,MJ

Y`,m(p̂b)(~σ1 · p̂b)(~σ1 · p̂a)Y ∗`,m(p̂a) [YL(p̂a)⊗ χS ]J,MJ
. (C.8)

Con el fin de evaluar la anterior expresión es necesario operar algunos de sus elementos de forma separada
para mayor claridad. Se comienza con la expresión

(~σ1 · p̂) [YL(p̂)⊗ χS ]J,MJ
, (C.9)

que por ahora se escribe sin las etiquetas a ó b por generalidad. Escribiendo la expresión (~σ1 · p̂) en base
esférica y desacoplando [YL(p̂a)⊗ χS ]J,MJ

se obtiene

(~σ1 · p̂) [YL(p̂)⊗ χS ]J,MJ
=
∑
µ

(−1)µσ−µ(
4π

3
)

1
2Y1,µ

∑
ML,MS

YL,ML
χS,MS

〈L,ML;S,MS |J,MJ〉. (C.10)

En esta última ecuación es posible acoplar los armónicos esféricos

Y1,µ(p̂)YL,ML
(p̂) = (

3

4π
)

1
2 (2L+ 1)

1
2

∑
L1,ML1

(2L1 + 1)
1
2 〈1, µ;L,ML|L1,ML1

〉〈1, 0;L, 0|L1, 0〉YL1,ML1
, (C.11)
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donde L1 = L− 1, L− 1. Por otro lado, es posible evaluar el término asociado al esṕın de la siguiente forma

σ−µχS,MS
=

∑
S1,MS1

χS1,MS1
χ†S1,MS1

σ−µχS,SMS
. (C.12)

Pero debe recordarse que

χS,MMS
=
[
χ1

1
2
⊗ χ2

1
2

]
S,MS

. (C.13)

Desacoplando las expresiones, haciendo un poco de algebra y utilizando el teorema de Wigner-Eckart se
puede obtener∑

S1,MS1

χS1,MS1
χ†S1,MS1

σ−µχS,SMS
=

∑
S1,MS1

−
√

6

{
1 1

2
1
2

1
2 S1 S

}
(2S + 1)

1
2 (−1)S1+2〈S,MS ; 1,−µ|S1,MS1

〉. (C.14)

Colocando todo esto en la expresión inicial, ecuación (C.9) se obtiene

(~σ1 · p̂) [YL(p̂)⊗ χS ]J,MJ
=

−
√

6
∑
µ

(−1)µ
∑

ML,MS

(2L+1)
1
2

∑
L1,ML1

(2L1 +1)−
1
2 〈1, µ;L,ML|L1,ML1〉〈1, 0;L, 0|L1, 0〉〈L,ML;S,MS |J,MJ〉{

1 1
2

1
2

1
2 S1 S

}
(2S + 1)

1
2 (−1)S1+2〈S,MS ; 1,−µ|S1,MS1〉

∑
J,MJ

〈L1,ML1 ;S1,MS1 |J,MJ〉[YL1 ⊗ χS1 ]J,MJ
.

(C.15)

Utilizando la identidad

〈S,MS ; 1,−µ|S1,MS1
〉 = (−1)−1−µ

√
2S1 + 1

2S + 1
〈S1,MS1

; 1, µ|S,MS〉〈L,ML;S,MS |J,MJ〉 (C.16)

y reorganizando los coeficientes Clebsch Gordan∑
ML,µ,MS1
ML1

,MS

〈L,ML; 1, µ|L1,ML1〉〈L1,ML1 ;S1,MS1 |J,MJ〉〈1, µ;S1,MS1 |S,MS〉〈S,MS ;L,ML|J,MJ〉

=

{
L 1 L1

S1 J S

}
[(2L1 + 1)(2S + 1)]

1
2 (−1)−(L+1+S1+J), (C.17)

es posible obtener el siguiente resultado

(~σ1 · p̂) [YL(p̂)⊗ χS ]J,MJ
=
∑
L1,S1

q1(J, L, S, L1, S1) [YL1
(p̂)⊗ χS1

]J,MJ
. (C.18)

La anterior ecuación permite escribir la siguiente expresión

(~σ1 · p̂)|a : L, S, J ; b, `〉 =
∑
L1,S1

q1(J, L, S, L1, S1)|a : L1, S1, J ; b; `〉. (C.19)

Donde

q1(J, L, S, L1, S1) =
√

6

{
1 1

2
1
2

1
2 S1 S

}{
L 1 L1

S1 J S

}
(−1)−L+1+J

√
(2S + 1)(2L+ 1)(2S1 + 1) (C.20)

Utilizando el anterior resultado, al reemplazar la expresión (C.2) en la ecuación (7.15) y junto con la orto-
normalidad de los armónicos esféricos, se tiene que

〈b;L, S, J ; a; `|(~σ1 · p̂b)(~σ1 · p̂a)|a;L, S, J ; b; `〉 =∑
Lb1

,Sb1
La1 ,Sa1

q1(J, L, S, Lb1 , Sb1)q1(J, L, S, La1 , Sa1)δ`,Lb1
δ`,La1

δSb1
,Sa1

. (C.21)
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Finalmente se obtiene

〈b;L, S, J ; a; `|(~σ1 · p̂b)(~σ1 · p̂a)|a;L, S, J ; b; `〉 =
∑
S′

q1(J, L, S, Lb1 , S
′)q1(J, L, S, La1 , S

′), (C.22)

donde ` = L − 1, L + 1 y S′ = 0, 1. De esta forma es posible evaluar el segundo término, que sólo depende
del esṕın-ángulo, en la ecuación ecuación (7.8).
Por otro lado, utilizando propiedades de operación bajo intercambio en las variables de esṕın es posible
obtener la siguiente relación

q2(J, L, S, L1, S1) = (−1)S+S1q1(J, L, S, L1, S1) (C.23)

De esta manera es posible evaluar el tercer término angular C.3, siguiendo el mismo razonamiento anterior-
mente expuesto. Por lo tanto se puede obtener la parte del elemento de matriz asociada al tercer término
C.3, el cual quedaŕıa

〈b;L, S, J ; a; `|(~σ2 · p̂b)(~σ2 · p̂a)|a;L, S, J ; b; `〉 =
∑
S′

q2(J, L, S, Lb1 , S
′)q2(J, L, S, La1 , S

′), (C.24)

donde ` = L− 1, L+ 1 y S′ = 0, 1.
Para hallar la parte angular del elemento de matriz con el cuarto término (C.4) se debe notar lo siguiente

(~σ2 · p̂a)(~σ1 · p̂a)|a;L, S, J ; b; `〉 =
∑
L1,S1

q1(J, L, S, L1, S1)
∑
L2,S2

q2(J, L1, S1, L2, S2)|a;L2, S2, J ; b; `〉, (C.25)

con L1 = L−1, L+1 y L2 = L−2, L, L+2. La anterior expresión , por brevedad, puede ser expresada como

(~σ2 · p̂a)(~σ1 · p̂a)|a;L, S, J ; b; `〉 =
∑
L′,S′

q12(J, L, S, L′, S′)|a;L′, S′, J ; b; `〉, (C.26)

en donde L′ = L− 2, L, L+ 2. Evidentemente el bra tiene forma semejante
A partir del anterior resultado, y de nuevo utilizando la ortonormalidad de los armónicos esféricos, es posible
evaluar el término C.4 de la siguiente forma

〈b;L, S, J ; a; `|(~σ2 · p̂b)(~σ1 · p̂b)(~σ2 · p̂a)(~σ1 · p̂a)|a;L, S, J ; b; `〉 =∑
L′,S′

L′′,S′′

q12(J, L, S, L′, S′)q12(J, L, S, L′′, S′′)δL′,`δL′′,`δS′,S′′

=
∑
S′

[q12(J, L, S, `, S′)]. (C.27)

Donde S′ = 0, 1 y ` = L+ 2, L, L− 2.
Los términos adicionales Λ5,Λ6,Λ7 Λ8 y los términos angulares de la interacción escalar se pueden calcular
de la misma manera.
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Apéndice D

Expresión completa de los elementos
de matriz

Aśı como en la sección anterior, se escribirán de forma expĺıcita algunos términos que en la expresión
7.10 dependen solo del momentum pa, pb y x. En particular, para la interacción vectorial (ecuación (7.8)) se
tiene

H̄(v),1(pb, pa, x) = V (v)(~q)
[
1− (∆E)2

Q2

]
η2, (D.1)

H̄(v),2(pb, pa, x) = V (v)(~q)
[
1− (∆E)2

Q2

]
ηλ, (D.2)

H̄(v),3(pb, pa, x) = V (v)(~q)
[
1− (∆E)2

Q2

]
ηλ, (D.3)

H̄(v),4(pb, pa, x) = V (v)(~q)
[
1− (∆E)2

Q2

]
λ2, (D.4)

... (D.5)

H̄(v),8(pb, pa, x) = V (v)(~q)
[
1 + (∆E)2

Q2

]
φ2. (D.6)

Solo con comparar las expresiones 7.9 y 7.10 se pueden encontrar los términos referentes a la interacción
escalar.
Habiendo identificado con claridad cada término de la interacción completa se escribirá de forma completa
el elemento de matriz Hamiltoniano.
Utilizando el cambio de variable en las ecuaciones 7.14 en la expresión 7.21 se obtiene

〈nb;L, S, J |Hint|na;L, S, J〉 = 4π
∑
τ

∑
k

∑
`

Λ̃k,L,S,J;`∫ ∞
0

∫ ∞
0

duu2dvv2

∫ 1

−1

dyRnb,L(u, v, y)H(τ),k
` (u, v, y)Rnba,L(u, v, y)P`(u, v, y) (D.7)

Los ĺımites de integración infinitos, para u y para v, no son convenientes a nivel numérico. Esto puede ser
evitado con un nuevo cambio de variable de integración. Si se define u = p̄t y v = p̄w donde las nuevas
variables t y w son adimensionales y la variable dimensional p̄ es el parámetro variacional. Por último se
define

t =
x1

1− x1
, (D.8)

w =
x2

1− x2
, (D.9)

con el JacobianoJ(x1, x2) =
1

[(1− x1)(1− x2)]2
(D.10)
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El elemento de matriz de forma expĺıcita seŕıa

〈nb;L, S, J |Hint|na;L, S, J〉 = 4π
∑
τ

∑
k

∑
`

Λ̃k,L,S,J;`∫ 1

0

∫ 1

0

dx1x
2
1dx2x

2
2

∫ 1

−1

dyRnb,L(x1, x2, y, p̄)H(τ),k
` (x1, x2, y)Rnba,L(x1, x2, y, p̄)P`(u, v, y)J(x1, x2) (D.11)

De esta manera la integral no genera ningún inconveniente y de hecho optimiza el proceso de integración.
Diversas verificaciones fueron hechas sobre estas integrales para garantizar el correcto resultado de las mis-
mas.



Apéndice E

Generadores aleatorios utilizados en
el bootstrap

El proceso estad́ıstico utilizado en la propagación de errores requirió de remuestreos sucesivos dentro del
rango experimental de los valores de las masas usadas en el proceso de ajuste (fitting procedure). Por esta
razón fue utilizado un generador Gaussiano de número aleatorios. De los posibles diferentes generadores se
utilizó el generador de Box-Muller por su fácil tratamiento numérico. En este método, a partir de dos valores
aleatorios es posible producir dos números Gaussianos aleatorios independientes de la siguiente forma

t1 =
√
−2 ln p1 cos (2πp2), (E.1)

t2 =
√
−2 ln p1 sin (2πp2). (E.2)

En las anteriores expresiones p1 y p2 son números aleatorios independientes, entre 0 y 1, provenientes
de una distribución uniforme. En fortran es posible obtener estos valores utilizando la función intŕınseca
random number.
Śı se define como σ como la desviación estándar y r̄ como el valor medio se tiene que el número aleatorio
Gaussiano centrado en el valor requerido es

r1 = σ · x1 + r̄, (E.3)

r2 = σ · x2 + r̄. (E.4)

De esta manera se generan valores Gaussianos aleatorios alrededor de la media r̄. Debe notarse que con este
método se producen dos numero aleatorios. Aśı que es común almacenar unos de ellos en la primera llamada
de la función y liberarlo la segunda vez que se llama o simplemente utilizar uno de ellos.
Por otro lado, en las subrutinas de ajuste se requiere dar un punto de partida a cada parámetro a ajustar.
En este caso se usa una distribución uniforme dentro de un rango de valores apropiados para cada valor.
Este valor de partida fácilmente puede ser obtenido por medio de la función intrinseca random number en
el fortran.
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Apéndice F

Método de solución de una ecuación
de valores propios para el estudio de
un sistema ligado en el marco de un
modelo de potencial

Cuando en mecánica cuántica no se puede determinar de manera anaĺıtica la solución de la ecuación
de autovalores para el Hamiltoniano, es posible proponer una función de onda, ya sea en el espacio de
coordenadas o de momentum con cierto parámetro variacional. Al barrer este parámetro variacional se
busca minimizar la enerǵıa y de esta manera se encuentra el estado base del sistema.
Si se desea construir un espectro de enerǵıas, es posible construir una matriz Hamiltoniana en términos de
una base variacional para posteriormente minimizar y diagonalizar la matriz Hamiltoniana. Esta tarea se
realiza, en general, a nivel computacional. El tiempo de computo depende de la complejidad del Hamiltoniano
y de la dimensión que la matriz Hamiltoniana tenga.
Por sencillez, es común trabajar en el espacio de coordenadas, sin embargo, realizar cálculos en el espacio
del momentum es estrictamente necesario en el caso de en ecuaciones relativistas como las descritas en la
sección 2.5 en particular la ecuación (4.7) que representa la ecuación que se utilizará con el modelo propuesto
en el presente trabajo.
En base a lo anterior, a continuación se describe de manera general el principio variacional como herramienta
clave en la técnica utilizada para obtener un espectro de un sistema ligado.

F.0.1. El principio variacional

Supongamos que cierto sistema f́ısico cumpla con la siguiente ecuación de autovalores:

H|φk〉 = Ek|φk〉 (F.1)

Sin embargo, si no es posible hallar los autovalores exactos del Hamiltoniano es posible utilizar un ket de
prueba |ψ〉 el cual deberá depender de un número finito de parámetros.
El valor esperado del Hamiltoniano en el estado |ψ〉 toma la siguiente forma:

〈H〉 =
〈ψ|H|ψ〉
〈ψ|ψ〉

(F.2)

El estado |ψ〉 puede ser escrito como una combinación lineal de los estados propios del Hamiltoniano:

|ψ〉 =
∑
k

ck|φk〉 (F.3)

Utilizando la expresión (F.2) y (F.3) se obtiene:

〈H〉 =

∑
k

∑
l ckc

∗
l 〈φl|H|φk〉∑

k ckc
∗
k

(F.4)
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A partir de valores propios (F.1) la anterior ecuación se puede expresar de la siguiente forma:

〈H〉 =

∑
k ckc

∗
kEk∑

k ckc
∗
k

(F.5)

〈H〉 =
|c0|2E0 +

∑
k=1 ckc

∗
kEk∑

k ckc
∗
k

(F.6)

Utilizando la expresión Ek = Ek + E0 − E0 la ecuación (F.6) se puede escribir de la siguiente forma [211]:

〈H〉 =

∑
k=1 ckc

∗
k(Ek − E0)∑
k ckc

∗
k

+ E0 (F.7)

Puesto que el factor Ek − E0 es mayor que cero, se concluye que:

〈H〉 > E0 (F.8)

El anterior resultado asegura que siempre la enerǵıa hallada con cualquier ket de prueba será mayor al estado
base exacto del sistema f́ısico.
En concreto, al variar los parámetros de los que depende el ket de prueba se busca minimizar el valor esperado
de la enerǵıa con el fin de acercarse lo máximo posible al valor exacto del estado base del Hamiltoniano.
El tipo de función de prueba más utilizado, consiste en la combinación lineal de un conjunto finito de N kets
pertenecientes a una base ortonormal:

|ψ〉 =
∑
n

cn|ϕn〉 (F.9)

Reemplazando la anterior ecuación (F.9) en la ecuación (F.2) se obtiene:

〈H〉 =

∑
m

∑
n cnc

∗
m〈ϕm|H|ϕn〉∑

n cnc
∗
n

(F.10)

Para encontrar los estados estacionarios del Hamiltoniano se realiza la variación del valor esperado del
Hamiltoniano respecto a los parámetros lineales c∗k y se coloca la siguiente condición ∂H

∂c∗k
= 0. Para aplicar

la condición mencionada es conveniente escribir la expresión (F.10) de la siguiente forma:

〈H〉
∑
n

cnc
∗
n =

∑
m

∑
n

cnc
∗
m〈ϕm|H|ϕn〉 (F.11)

Derivando respecto a c∗k se obtiene: ∑
n

〈ϕk|H|ϕn〉cn = 〈H〉ck (F.12)

La ecuación matricial (F.12) es una ecuación de valores propios de dimensión N, la cual aproxima , en
el espacio N-dimensional, a H|ψ〉 = E|ψ〉. Por tanto el cálculo de los autovalores de la ecuación (F.12)
proporcionará una buena aproximación a las enerǵıas del sistema f́ısico.
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[13] P. del Amo Sanchez et al., Observation of the Υ(13DJ) bottomonium state through decays to
π+π−Υ(1s), Phys. Rev. D 82 (2010) 111102. doi:10.1103/PhysRevD.82.111102.
URL https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevD.82.111102

[14] A. Esposito, A. Pilloni, A. Polosa, Hybridized tetraquarks, Physics Letters B 758 (Supplement C)
(2016) 292 – 295. doi:https://doi.org/10.1016/j.physletb.2016.05.028.
URL http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0370269316301757

[15] S. J. Brodsky, D. S. Hwang, R. F. Lebed, Dynamical picture for the formation and decay of the exotic
xyz mesons, Phys. Rev. Lett. 113 (2014) 112001. doi:10.1103/PhysRevLett.113.112001.
URL https://link.aps.org/doi/10.1103/PhysRevLett.113.112001

[16] A. Piloni, xyz : Four quark states?, Nuovo. Cim. 39. doi:10.1393/ncc/i2016-16235-8.
URL https://www.sif.it/riviste/ncc/econtents/2016/039/01/article/32
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