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Resumen

Se construye un modelo de interaccién relativista basado en el intercambio de un gluén, en el que se
utilizan espinores de Dirac de energia positiva. La formulacién aqui desarrollada, no utiliza aproximaciones
no relativistas y de esta forma, la interaccién es construida completamente en el espacio del momentum.
El Hamiltoniano de interacciéon cuenta con una interaccién vectorial y una interaccién escalar y ademas se
introducen factores de apantallamiento con el fin de incluir efectos cuanticos de vacio. Para determinar los
pardmetros libres del modelo se realiza un ajuste (fit) utilizando los valores experimentales de estados bien
establecidos tanto para el charmonium como para el bottomonium y se predice la parte alta del espectro
para ambos sistemas mesénicos. En general, se predice la estructura completa del charmonium y del botto-
monium, describiendo razonablemente bien. Los valores numéricos de los parametros libres del modelo son
determinados teniendo en cuenta también las incertidumbres experimentales de las energias de las resonan-
cias utilizadas en el proceso de ajuste (fit).Asi, se obtienen las incertidumbres de las masas de las resonancias
tedricas, de los pardmetros del modelo y las correlaciones entre los pardametros libres del modelo.
Palabras clave: Charmonium, Bottomonium, quarks, efecto de apantallamiento, Bootstrap, Un gluon de
intercambio.






Abstract

A relativistic interaction model is constructed based on one gluon exchange expression, in which positive
energy Dirac spinors are used. The formulation developed here, does not use nonrelativistic approaches, in
this way, the interaction is built completely in the momentum space. The Hamiltonian of interaction has a
vector interaction and a scalar interaction and also introduces screening factors in order to include quantum
vacuum effects. To determine the free parameters of the model an fitting is made using the experimental
values of well established states for both the charmonium and the bottomonium and the upper part of the
spectrum is predicted for both mesonic systems. In general, the complete structure of the charmonium and
the bottomonium is predicted in a good way. The numerical values of the free parameters of the model are
determined also taking into account the experimental uncertainties of the resonance energies used in the
fitting process. In this way, the uncertainties of the masses of the theoretical resonances, the parameters of
the model and also the correlations between the free parameters of the model are obtained.

Keywords: Charmonium, Bottomonium, quarks, screening effect, Bootstrap, One gluon exchance.
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Capitulo 1

Introduccion

En las ultimas dos décadas la fisica hadrénica, en particular la espectroscopia de mesones, ha sido objeto
de un creciente interés debido a la observacion experimental de nuevas resonancias, obtenidas en diferentes
colaboraciones experimentales [1-7]. Algunos de estos estados se han acoplado muy bien a lo que los modelos
tedricos predecfan [8-13]. Sin embargo, otras resonancias se han convertido en auténticos retos para la co-
munidad cientifica, puesto que no cumplen con las expectativas teéricas. Estos estados son conocidos como
X,Y y Z, los cuales son considerados como mesones charmonium-like y bottomonium-like. Todos ellos yacen
en la region de alta excitacién de los mesones, cerca a los umbrales de decaimiento. Las hipdtesis acerca
de la naturaleza de estos estados son tan variadas como los enfoques tedricos con los cuales se analizan.
Los candidatos a describir estos estados son: tetraquarks, mesones hibridos, glueballs [1-4,7,14-22], estados
pertenecientes al charmonium é bottomonium e incluso han sido interpretados como efectos cinematicos
propios de las cercanias de los canales de open charm y open bottom [23,24].

A nivel general, la cromodindmica cudntica (Quantum Chromodynamics QCD) debe ser considerada, en
cualquier caso, como la teoria de campo subyacente para el estudio de los sistemas hadroénicos, las princi-
pales caracteristicas de la QCD seran discutidas en la seccién 2.1. Pero, como es conocido, en la regién de
energia de los estados ligados no existen técnicas directas para obtener soluciones confiables para la QCD,
debido a que la QCD no es perturbativa en esa regién de energia.

Debido a la dificultad del problema, los tedricos estudian el espectro mesénico (en particular, para las energias
donde estén los estados X, Y y Z) desde diferentes enfoques que utilizan distintas aproximaciones.

Lattice QCD (LQCD) [25-28] (ver seccién 2.2) constituye una herramienta teérica poderosa que, en princi-
pio, desde la QCD es capaz de calcular las amplitudes de dispersién y a partir de ellas construir el espectro
de las particulas hadroénicas. Sin embargo, los complejos cdlculos numéricos requeridos necesitan recursos
computacionales no siempre disponibles debido a su alto costo. Ademads, a pesar de los inmensos avances
tedricos [25,26,28] y técnicos que se han hecho, debido a las aproximaciones propias del método, atn los
resultados no son completamente satisfactorios [29-36] para los estados excitados y en particular para los
estados adyacentes a los umbrales de decaimiento, es decir, en la regiéon donde yacen los estados X,Y y Z.
Otro enfoque relevante, con importantes desarrollos recientes, es representado por las ecuaciones integrales
de Dyson-Schwinger y Bethe-Salpeter [37-39]. El objetivo de estas ecuaciones es sumar diferentes clases
de diagramas de Feynman que representan la interaccién entre quarks; sin embargo, debido a la compleja
naturaleza de la interaccién fuerte, es necesario utilizar aproximaciones que generan varias limitaciones en
sus bases teéricas y en los resultados obtenidos para los espectros [40,41].

Por ultimo, un enfoque ampliamente utilizado, desde el comienzo de la fisica hadrénica y también en la ac-
tualidad, son los modelos de potencial no-relativistas y semi-relativistas [42-54]. Por décadas, estos modelos
han permitido estudiar la interaccién fuerte entre quarks en sistemas ligados y ademés han dado pistas a los
experimentalistas en la bisqueda de nuevas resonancias. Las reducciones no relativistas tienen el propodsito
de obtener una expresién que contenga potencias finitas del momentum para poder transformar analitica-
mente la interaccién en una expresion local en el espacio de coordenadas y asi facilitar los cdlculos numéricos.
Desafortunadamente, estos enfoques de aproximacién no relativista no tienen una completa fundamentacién
tedrica y podrian arrojar resultados no confiables, sobre todo, en regiones de alta excitacion donde los efec-
tos relativistas no son despreciables, en particular en zonas de open charm y open bottom. Esto implica que
podrian producir predicciones tedricas no exactas para las masas de las resonancias y por lo tanto perjudicar
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12 CAPITULO 1. INTRODUCCION

la correcta asignacion de los estados tedricos a las resonancias experimentales. Ademsds, en los asi dichos
modelos relativizados, en donde la energia cinética tiene forma relativista pero la interaccién es una expre-
sién fenomenolédgica local, no se tiene en cuenta, de manera completamente satisfactoria, el hecho que los
quarks son particulas de espin 1/2 representadas por espinores de Dirac. Por consiguiente, los resultados
obtenidos no son consistentes a nivel tedrico ni adecuados para reproducir los datos experimentales. Aun asi,
algunos de ellos pueden reproducir los espectros mesénicos con buena precisién debido al uso de parametros
fenomenoldgicos y a la estructura de los potenciales que simulan las propiedades relativistas del sistema. FEn
todo caso carecen de consistencia tedrica por no incluir la relatividad como primer principio necesario para
el estudio de la espectroscopia hadroénica.

El lector puede dirigirse a la seccién 3 para detalles adicionales.

Adicionalmente, en este tipo de modelos las incertidumbres experimentales no son incluidas en los modelos o
son tratadas de manera incompleta y por lo tanto queda sin determinar si las diferencias entre los resultados
experimentales y tedricos pueden ser absorbidas en las incertidumbres tedricas o son causadas por efectos
fisicos no tenidos en cuenta.

Lo discutido hasta el momento invita a continuar indagando acerca del espectro mesénico, ya que de esta
manera se profundiza en el estudio tedrico de la poco conocida regién no perturbativa de la QCD.

En base a lo anteriormente expuesto, el presente trabajo tiene como fin construir un modelo de interac-
cion relativista en el espacio del momentum para reproducir el espectro del charmonium y bottomonium. En
el modelo propuesto no se hacen truncamientos no relativistas y ademas se va a tener en cuenta la relatividad
utilizando, para representar los estados del quark y antiquark, los correspondientes espinores de Dirac que,
en todo caso, constituyen los “ladrillos” fundamentales de toda teoria relativista para estos sistemas.

Debe recordarse que la relatividad es un elemento necesario y fundamental para el estudio tedrico de sistemas
hadrénicos, debido a que permite un mejor acercamiento a la teoria subyacente que establece la dinamica
entre entre hadrones que es la QCD. En esto radica la importancia del presente trabajo y su originalidad
debido a que podria ser considerado como de los primeros (o quizés el primer) estudio Dirac-relativista de
este tipo de sistemas.

Para reproducir los espectros experimentales, en el presente trabajo, ha sido suficiente utilizar dos interaccio-
nes: una interaccién vectorial basada en la expresiéon completa del intercambio de un gluén y una interaccién
fenomenoldgica escalar; en las dos interacciones se utilizan espinores de Dirac de energia positiva. En ambas
interacciones se incorporan potenciales fenomenolégicos V(") y V() para la interaccién vectorial y escalar
respectivamente, en los que se incluye el confinamiento de los quarks. Ademads, se introducen factores de
apantallamiento fenomenolégico en el Hamiltoniano de interaccién, lo cual es una novedad en los cédlculos
que se realizan en el espacio del momentum. De hecho, toda la interaccién es contruida en el espacio del
momentum debido a la estructura de los espinores de Dirac que se utilizan en el modelo. Por consiguien-
te, debido a que no se realizan reducciones no relativistas, la interaccién no tiene transformada de Fourier
analitica, inhibiendo la obtenciéon de una expresion analitica en el espacio de coordenadas. Por tal razén, es
necesario hacer todos los célculos numéricos en el espacio del momentum.

Para resolver la compleja ecuacién integral de autovalores para el operador Hamiltoniano se utiliza una técni-
ca variacional y se diagonaliza la matriz Hamiltoniana en una base ortonormal seleccionada. Los pardametros
del modelo se ajustan para reproducir las masas experimentales mejor establecidas del charmonium y bot-
tomonium. Este proceso de ajuste (fit) se hace de manera separada, teniendo en cuenta las incertidumbres
experimentales. Las incertidumbres, a su vez, son propagadas exactamente a los parametros y al espec-
tro determinado tedéricamente a través de la técnica estadistica conocida como bootstrap. Este método es
computacionalmente costoso pero permite una rigurosa determinacion, desde el punto de vista estadistico,
de los parametros del modelo y de sus incertidumbres y también permite la propagacién de las incertidum-
bres al espectro calculado. Ademas, esta técnica posibilita la construccién de matrices de correlacion de los
parametros del modelo relativista. Para realizar los calculos se construyeron diferentes subrutinas en len-
guaje FORTRAN vy los ajustes fueron realizados en paralelo utilizando el protocolo MPI (Message Passage
Interface) y empleando las subrutinas de MINUIT [55].

La inclusién de las incertidumbres experimentales tiene como fin identificar las diferencias estadisticas sig-
nificativas entre el espectro tedrico y el experimental, indicando cuales estados necesitan fisica més alld que
solo el sistema ¢q descrito por la interaccion del modelo que aqui se propone. Adicionalmente el andlisis
de las matrices de correlacién arroja informacién sobre la independencia fisica de las diferentes piezas que
constituyen el modelo fenomenolégico. Al hacer una busqueda profunda en la literatura cientifica, no se en-
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cuentran trabajos previos en modelos fenomenolégicos de charmonium o bottomonium que hayan estudiado
las correlaciones entre pardametros o hayan asociado las incertidumbres experimentales a los pardmetros o
al espectro predicho. Lo anterior implica que la inclusién de las incertidumbres experimentales en el ajuste
de los espectros del charmonium y bottomonium constituye otro aporte original del presente trabajo de
investigacion.

La mejora en el fundamento relativista del modelo de interacciéon propuesto para el estudio de los mesones
pesados, responde a la necesidad de una descripciéon mas adecuada del espectro mesénico y especialmente
de los estados excitados, los cuales experimentan los efectos relativistas con més intensidad que los estados
base, debido al rango de energia que en el que se encuentran. Asi mismo, lo efectos de produccién de pares
pueden afectar el valor de la energia de los estados en regiones cercanas a umbrales de decaimiento. Por esta
razon fue anadido el factor de apantallamiento el cual tiene en cuenta este efecto de manera fenomenoldgica.
Se resalta ademas, que los estados X y Y'! al yacer en esa misma zona de energia, generan un mayor interés
en una descripcion mas completa a nivel relativista. De esta manera, en el presente trabajo se utiliza el
modelo desarrollado para calcular teéricamente el espectro del charmonium y bottomonium y comparar las
predicciones realizadas con los datos experimentales en particular los de los estos estados X y Y. En esta
forma, en el contexto del modelo propuesto, se discute la naturaleza de estos estados.

El presente trabajo estd organizado de las siguiente manera: en el capitulo 2 se exponen antecedentes tedricos
importantes para este trabajo; en el capitulo 3 se discuten brevemente unos enfoques teéricos alternativos,
actualmente relevantes, con los que se estudia el quarkonium y se mencionan algunos avances experimentales
recientes de relevancia para el presente estudio; en el capitulo 4 se expone la ecuacion relativista utilizada,
en el capitulo 5 se construye el modelo de interaccién relativista propuesto en este trabajo de tesis; en el
capitulo 6 se describe el método estadistico utilizado en la propagacién de los errores experimentales en los
parametros del modelo y en el espectro producido; en el capitulo 7 se exponen en detalle tanto el método de
solucién que se utiliza para resolver el Hamiltoniano propuesto como el procedimiento de propagacién de los
errores experimentales lo cual es basado en el anterior capitulo; en el capitulo 8 se muestran y discuten en
detalle los resultados relacionados al charmonium. Se destaca que este capitulo es basado en la publicacién
realizada en mayo del presente afio en la revista Physical Review D [56]. En el capitulo 9 se exponen los
resultados del espectro relacionado con el bottomonium, resultados que seran sometidos a publicacién y
finalmente, en el capitulo 10 se tienen las conclusiones del trabajo de tesis.

INo se tiene en cuenta més el estado Z debido a que es un estado cargado, el cual no puede ser ¢ solamente y por lo tanto,
no puede ser descrito por el modelo aqui propuesto.
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Capitulo 2

Marco teorico

2.1. QCD

La primera teoria de campo cudntica y relativista fue la QED (Quantum Electro-Dynamics). En esta
teoria se modelan las interacciones electromagnéticas a través del intercambio de fotones. Es ampliamente
conocido que el fotén carece de carga eléctrica debido a la sencilla simetria U(1) que posee la QED [57]. La
QED, siendo una teoria gauge (con grupo de simetria U(1)) es renormalizable.

Ademsds, es posible escribir la serie perturbativa asociada a la interaccién como una serie de potencias de
la constante de estructura fina ., y representar graficamente cada término de la serie por medio de un
diagrama de Feynman [58]. El pequeno valor de a.,, (elevado en cada término a la potencia correspondiente)
permite una descripcion perturbativa, extremadamente 1til, en particular, para el estudio de los procesos de
dispersion. Por consiguiente, los datos experimentales de estos procesos han sido reproducidos con un alto
nivel de precisién numérica por medio de la expansién perturbativa.

Con estos antecedentes, se construyé una teoria apta para el estudio de las particulas hadronicas que inclu-
ye el ntimero cuantico de color, cuya existencia se ha verificado de manera fenomenoldgica en procesos de
dispersién eTe~. Adicionalmente, en la funcién de onda de la resonancia At (compuesta por tres quarks
u), el principio de Pauli puede ser satisfecho sélo introduciendo el nimero cudntico de color.

La teorfa asi construida es la QCD (Quantum Cromo-Dynamics) que es una teorfa gauge y por lo tanto
renormalizable, la cual estd basada en la simetrfa no Abeliana SU(3) del color a nivel local. En mds de-
talle es necesario recordar que las interacciones de los quarks en los hadrones son mas complejas que las
electromagnéticas, pues existen tres diferentes “cargas” de color [59] debido a la simetria ya mencionada.
Adicionalmente, las particulas de intercambio, los gluénes, también tienen carga de color, en total oposicién
al foton. Bajo estas circunstancias el Lagrangiano de la QCD es:

1 -
L= GG +9ili(y Dp)ij — mis ) (2.1)
Donde Gf, = 9, AL — 0,A% + gf**“ALAY (2.2)

Donde A es el campo gluénico, a,b y ¢ son los indices de color, m es masa de los quarks, v* las matrices
de Dirac, 1 el campo fermiénico asociado a los quarks y f son las constantes de estructura propias de la
simetria SU(3), lo cual implica que la teorfa es no Abeliana. A causa de esta simetria los bosones intermedia-
rios poseen carga de color y por lo tanto interaccionan entre ellos. Por 1ltimo, los indices ¢, j estan asociadas
a la representacion irreducible asociada a SU(3).

La ecuacién (2.1) expresa, en principio, todas las interacciones entre gluones y quarks. De esta manera, la
QCD permite la existencia de diagramas de Feynman como los que se muestran en la Figura 2.1

A diferencia de la QED el término de acoplamiento de las interacciones no se puede considerar como pertur-
bativo a todo valor del momentum transferido. En QCD la constante de acoplamiento ay; (running coupling
constant) es perturbativa sélo en las regiones de alto momentum transferido. Esto es conocido como liber-
tad asintdtica [60]. Esto permite calcular con técnicas perturbativas secciones eficaces en procesos de alta
energia. Los resultados tedricos son acordes a los datos experimentales, confirmando que la QCD es la teoria
apta para el estudio de las interacciones hadroénicas.

Por el contrario, la descripcion de estados ligados, que pertenecen a la region de baja energia, no puede ser
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16 CAPITULO 2. MARCO TEORICO

kS

a) b) 0)

Figura 2.1: Diagramas de Feynman fundamentales de la QCD.

realizada con las mismas técnicas.

A bajos valores de momentum transferido, ay tiene valores que no permiten expresar la interaccién como
una serie perturbativa. De esta manera, configuraciones mas y mas complicadas de la Figura 2.1 vienen a
ser importantes en la interaccién.

En todo caso, la interaccion que describe el estado ligado debe incluir la expresién relacionada al intercambio
de un gluén (OGE One Gluon Ezchange), el cual estd representado en Figura 2.2 y es obtenido por medio
de dos diagramas (a) de la Figura 2.1. Teniendo en cuenta la importancia de este diagrama, se calculard el
factor de color asociado a este diagrama en el canal ¢, puesto que el inico canal relevante que contribuye a
la amplitud en el estudio del Charmonium y del Bottomonium [61, 62].

Figura 2.2: Diagrama asociado al intercambio de un gluon en un sistema ¢q.

Utilizando la reglas de Feynman de la QCD la amplitud de probabilidad asociada a este diagrama (Figura
2.2) se puede escribir en la forma

M= (ato)ed) (-2 ) (5" Dnta] (300l (- e (29)

Donde A*? son las matrices de Gell-Mann « y v son los espinores quark y antiquark respectivamente.
Finalmente ¢; es el vector asociado al color del quark y antiquark. —id%° Dyuv(q) es el propagador gluénico,
en algun gauge particular. En este trabajo se utilizara el gauge de Coloumb el cual es conveniente, cuando
se estudian estados ligados (ver ecuaciones (5.14) y (5.15)).

M = s @517 u(p)) D ) (00507 0(pa)) { § [ehaen] [elvve]}. (2.4)

A

En la anterior ecuacién la expresién en llaves (A) es el factor de color. Puesto que se esta considerando
un sistema mesénico (quarkonium) se sabe que el estado de color debe ser un singlete antes y después del
1 0 0
intercambio. El singlete se puede expresar como %(r? +bb+gg), donde r = [0, b= |1| yg= |0].
0 0 1



2.2. LATTICE QCD 17

Haciendo el cédlculo correspondiente en el factor A se obtiene la siguientes expresiones:

11
A== (A3 A
4 3( mn n'm.)
1
= —Tr(A*\)
12— —
16

4
3

4Oé5t

M=

(@(P1)7*u(p1)) [Duw (@)] (2(p2)7 v (p2)) - (2.5)

Se recuerda que la expresién (2.5) se puede obtener a partir de la correspondiente expresién de la QED solo
remplazando la constante de estructura fina o con 4 /3.

Como se verd, a través del presente escrito, esta expresiéon (ecuacién (2.5)) serd parte fundamental de la
interaccién propuesta y no se aproximard de forma no relativista (ver secs. (5.3) y (7.2)).

En la siguiente seccion se discutirda brevemente un método no perturbativo, directamente relacionado con la
QCD, para estudiar los estados ligados.

2.2. Lattice QCD

Como ya se menciond, obtener informacién de observables a bajas energias a partir de la QCD es dificil
debido a su compleja estructura y a la intensidad de la interaccién que no permite un enfoque perturbativo
en regiones de estados ligados. Sin embargo, a finales de los setentas Keneth Wilson demostro la posibilidad
de abordar la QCD a nivel numérico [63] aprovechando el desarrollo computacional de la época.

La técnica del Lattice QCD (LQCD) es caracterizada por tres aspectos importantes. En primer lugar, no
se utiliza el normal espacio-tiempo de Minkowski con un tiempo fisico (representado por una variable real),
sino que este se reemplaza por una variable imaginaria, obteniendo un espacio cuadridimensional Euclideano.
De esta manera se evitan unas divergencias tipicas de la teoria de campo. El siguiente aspecto consiste en
aproximar el espacio tiempo Euclideano continuo con una grilla (reticulo), es decir, se discretiza el espacio
tiempo. Por ultimo, se construyen las variables de campo bajo la invarianza gauge [64]. Una ventaja que
presenta esta descripcién es que la discretizacién actiia como un esquema de regularizacion no perturbativa,
puesto que se crea un “cut-off” que regula la divergencias ultravioletas [65,66].

Debido a las limitaciones computacionales iniciales fue necesario realizar una aproximacién en la cual no
se tenia en cuenta el determinante fermidnico y por lo tanto la dindmica del mar de quarks era omitida.
Esta aproximacién es llamada “quenched” QCD (QQCD). Sin embargo, recientemente se han incluido estos
grados de libertad, permitiendo trabajar bajo el enfoque “unquenched”.

Evidentemente las limitaciones que tiene el método estan relacionadas precisamente a la discretizacién y a
la necesidad de utilizar un volumen finito, puesto que esto afecta el rompimiento espontaneo de la simetria.
Adicionalmente al reducir el tamano del “cubo” tetradimensional, el tiempo de calculo crece de forma muy
rapida.

A pesar de estas dificultades, este método ha conseguido importantes resultados desde su utilizacién, debido
a que se fundamenta en las ecuaciones completas de la QCD y por lo tanto trata de manera relativista
y cudntica, en el espacio Euclideano discretizado, el problema no perturbativo. Bajo estas condiciones, es
posible calcular las amplitudes de dispersién. Estos resultados requieren de un anélisis de amplitudes, que
utiliza modelos con parametros libres, para poder encontrar los polos a los que son asociadas las resonancias.
De esta manera es posible extraer el espectro de un sistemas ligado.

En particular, los calculos de Lattice indican que el confinamiento de los quarks crece linealmente con
la distancia de los quarks, soportando, de esta manera, el bien conocido potencial de Cornell [67], el cual
serd presentado junto a otros potenciales en la siguiente seccién. Se anticipa que una interaccién con esta
caracteristica serd usada también en el modelo relativista propuesto en el presente trabajo.
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2.3. Modelos de potencial

A pesar de que en los afios sesentas el modelo de quark ya se habia propuesto solo hasta mediados de los
setentas dicho modelo fue casi completamente aceptado a causa del descubrimiento del estado J/1 el cual
podia ser explicado en términos del charm-anticharm. De esta forma los modelos de potencial se empezaron a
usar como primera herramienta para analizar los datos experimentales del espectro del charmonium. Debido
a que la masa del quark charm es lo suficientemente grande, se hizo la hipdtesis que, en primera aproximacién
fuera posible estudiar el charmonium con la ecuacién no relativista de Schrédinger, agregando correcciones
relativistas. En otras palabras, se empezo la construccién de modelos dindmicos efectivos no relativistas para
el estudio de los sistemas hadrénicos. Estos modelos han sido definidos de quark constituyentes para subrayar
que, en estos modelos, los quarks no tienen (necesariamente) las mismas propiedades de los quarks de la
QCD, sino que representan grados de libertad efectivos para el estudio de las propiedades de las particulas
hadrénicas. Existen estudios que intentan relacionar las propiedades de los quarks constituyentes con la
QCD.

En particular, en estos modelos los siguientes potenciales [68,69] son los mds comunes:

V(r) = —% +or, (2.6a)
Vir)=—A+ BLog(g), (2.6b)
V(r) = C + D(r/1GeV)*. (2.6¢)

El primero de ellos, dado en la ecuacién (2.6a), es el mds usado debido a que sus términos son inspirados
en la QCD, donde ay; se asocia de manera efectiva a la “running coupling constant” y o es conocida
como “string tension” y son considerados como parametros fenomenolégicos ajustables con respecto a los
datos experimentales. Sus valores tipicos son de 0.35 y 0.9GeV/fm. La parte tipo Coulomb se basa en
aproximacién a un gluén de intercambio para la interacciéon. El confinamiento lineal es fundamentado en
cdlculos de Lattice QCD. Por otro lado los potenciales (2.6b), (2.6¢) son totalmente fenomenolégicos. A
pesar de esto pueden reconstruir de buena forma el espectro del charmonium [70] [71]. Valores tipicos de los
pardametros utilizados en estos potenciales totalmente fenomenolégicos son A = —0.66GeV, B = 0.73GeV y
a=1fm 'y C =8.06GeV ademis C = —0.8GeV, D =6.870 y k = 0.1.

2.4. Modelos de potencial con efectos relativistas

Por completez se discute ahora la estructura general de unos modelos de potencial que tienen en cuenta

algunos efectos relativistas introducidos con el fin de mejorar la reproduccién de los espectros del charmonium
o bottomonium. Esto es posible al tener en cuenta con técnicas perturbativas al primer orden, las correcciones
relativistas a la energia cinética, la interaccién espin-érbita, la interaccién espin-espin y tensorial. Estos
términos estdn sustentados en la reduccién de Fermi-Breit [72] y permiten, ademds, reproducir de mejor
manera los estados maés excitados de los espectros.
La expresién de Fermi-Breit tiene su origen en la amplitud (2.5) para dos particulas de masa m,. Utilizando
el gauge de Coulomb y haciendo una expansién no relativista hasta términos 1/c?, es posible obtener una
expresién semirelativista de la interaccién entre los quarks de masa m,. Calculando su transformada de
Fourier al espacio de coordenadas, se obtiene:

da dra, Sy 75 (7P
0ot | gy 200 500y - 20t (28 (T D))y

Vir; ermi—Breit — —
(rip)r Breit 3r 3m2c? 3m2c?" r + r3
4ast 8 RN 3(§1 . f)(§2 . 7A’) — §1 . §2 2045t (FX }7) . (§1 + §2)
—3® : .27
3m362[ 3 ()51 - 52) + r3 I+ mZc? r3 (2.7)

Donde s7 y 83 son operadores de espin asociados a los dos quarks, P es el momentum relativo, # es un
vector unitario en direccién de una particula a la otra y r la distancia entre quarks. Adicionalmente, el
factor 4/3 surge del elemento de matriz asociado al color (ver seccién 2.1). El término lineal no surge de esta
aproximacién, pero es incluido para tener en cuenta el confinamiento de los quarks. El término de Coulomb
es de orden ¢, mientras que los otros términos son correcciones relativistas de orden ¢~2. En esta ecuacién
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se observan las interacciones finas e hiperfinas que optimizan la posibilidad de reproducir mejor un espectro
hadrénico. Vale la pena resaltar que en muchos casos todos los términos fuera del Cornell (ecuacién (2.6a))
son tratados de forma perturbativa. Es una suposicién que podria ser errénea y que algunos autores critican.
Por otro lado, existen otros modelos que tienen en cuenta mas consideraciones que mejoran el apelativo de
relativista. Por ejemplo en la referencia [42] tienen en cuenta términos adicionales inspirados en la QCD, en
particular la dependencia de la “running coupling constant” a,; con el momento transferido.

Adicionalmente, existen trabajos que generalizan la ecuacién de Fermi-Breit y encuentran una expresion para
la interaccién, hasta los términos de correccién relativista de orden ¢~2, partiendo de potenciales de orden
¥ con una dependencia espacial diferente a la del potencial de Coulomb. En particular en la referencia [47]

se encuentra la siguiente expresién para el Hamiltoniano:

L 11 1 1, 1 1 B
Hh (77301, 02) = V) + 5[5 (04 2m) + g (L 20) VAV + G (50 + 5 o)1+ 260
! 1 Vi) 1 1, .,
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+ (4m§ 2m1m2)< + :“62)0'2] l ” 2 mlm?( + Kl)( + ,‘f2) [60'1 0'2V V(’/‘)
1 . NP N 1_’ . V/ r 1 1 . i
- {1 AE ) = 3ol V)] e [ V) 2V ]
1 o Yo oA n
2 T, L2 PP W (1)} + 2% W (r)p®]. (2.8)

En la anterior expresién los términos k; hacen referencia a las posibles contribuciones de los momentos
(cromo) magnéticos anémalos de las particulas y es tomado para un sistemas de dos particulas de masas
my y ms. Donde V(r) es el potencial de interaccién y W(r) = —1V'(r). De esta ecuacién se obtiene la
tradicional expresién de Fermi-Breit si V(r) es tomado como el potencial de Coulomb esténdar. Es posible
obtener, con la misma técnica, una reduccién no relativista para una interaccién escalar. Utilizando las dos
interacciones se ha estudiado en esta aproximacion, el espectro del charmonium [45].

A pesar de estas mejoras, las anteriores expresiones son, en todo caso, aproximaciones no relativistas. Como
se verd en el presente trabajo, la interaccién vectorial del modelo propuesto (ver seccién 5.3), parte de esta
misma amplitud (expresién (2.5)) pero sin realizar ninguna expansién no relativista.

2.5. Ecuaciones relativistas para estados ligados

De manera alternativa al LQCD y a los modelos de potencial, es posible abordar el estudio relativista

de sistemas ligados por la interaccién fuerte a partir de ecuaciones integrales relativistas. Sin embargo, estas
ecuaciones no tienen, todavia, una formulacion tedrica completa y satisfactoria. En otras palabras no existe
(para estos sistemas) una verdadera generalizacién de la ecuacién de Schrodinger al caso relativista.
En esta seccion se va a discutir brevemente la estructura de algunas de las muchas ecuaciones propuestas
en la literatura. Mas precisamente se van a analizar las ecuaciones de cardcter tridimensional que més di-
rectamente se relacionan con el Hamiltoniano utilizado en el presente trabajo. Algunos detalles sobre otras
técnicas relativistas utilizadas recientemente para el estudio de las particulas hadrénicas serdn examinadas
en el siguiente capitulo (3).

Por medio de estas ecuaciones relativistas (si se quisiera encontrar resultados exactos a partir de la QCD
en la regién de estados ligados) serfa, en todo caso, necesario sumar un conjunto infinito de diagramas de
Feynman. Infortunadamente, este procedimiento atin no es viable y es necesario recurrir a aproximaciones
que permitan expresar y resolver las ecuaciones integrales segun un modelo especifico. Una de estas aproxi-
maciones consiste en buscar una ecuacion integral cuya solucion represente la suma de un tipo de diagramas
de Feynman que se supone aporte de manera més significativa a la interaccion. De esta manera al solucionar
dicha ecuacién integral deberia ser posible dar cuenta de las caracteristicas més importantes del sistema
fisico en cuestién.

Como punto de partida, se recuerda que, en general, la amplitud de dispersién para dos particulas se puede
escribir de la siguiente forma:

Tmmmzvmmm+lvmhmmhmﬂmﬂm- (2.9)
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Donde p, k, p’ y P representan los cuadrimomentos relativos inicial, intermedio, final y el cuadrimomento
total del sistema, respectivamente. El tipo de integral, sea cuadridimensional o tridimensional depende del
particular modelo escogido. Por esta razén solo se ha utilizado en la ecuacién (2.9) la notacién general | o El
funcional de estado de los cuadrimomentos p y P correspondientes, para un estado ligado, se puede escribir:

b(p) = / 2KG(k, P)V (p. k., P)i(k) - (2.10)

Las elecciones para el propagador GG y para la interacciéon V' son propias de cada modelo.

Desde un punto de vista histérico es conveniente recordar que el complicado problema de la interaccién entre
nucleones dio inicio, en los anos setentas y ochentas, al estudio de diferentes métodos para reproducir los
espectros y los demas observables nucleares. A pesar del hecho que, en general, los sistemas nucleares son
considerados esencialmente “poco” relativistas, el estudio de los posibles efectos que la relatividad pudiese
tener, comenz6 a tomar importancia en el &mbito cientifico. Por lo tanto, se intentd calcular las correcciones
relativistas no sélo para la energia cinética, sino para los términos de interaccién.

Con este proposito se estudiaron diferentes ecuaciones relativistas. Hipotéticamente, seria conveniente que
dichas ecuaciones fueran de cardcter 4-dimensional, de esta forma, serian m&s aptas para representar una
interaccion relativista, pero el funcional 4-dimensional no puede ser interpretado segin los conceptos estanda-
res de la mecédnica cuantica y no es, en general, una cantidad normalizable con técnicas estandares.

En base a lo anterior se discuten ahora brevemente las siguientes caracteristicas ideales, o requisitos, que la
ecuacion relativista deberia tener y las dificultades relacionadas con las diferentes elecciones [73].

1) La ecuacién debe estar estrictamente conectada con la teoria cudntica de campos subyacente. Esto se
puede alcanzar sélo de forma aproximada. Buenos resultados se han obtenido por medio de ecuaciones
tridimensionales que, ademds, presentan la ventaja de poder ser interpretadas y resueltas por medio de
las herramientas estandares de la mecanica cuantica.

11) En este marco, se requiere que la ecuacién, cuando se aplica a sistemas de dos particulas ligadas por
la interaccién electromagnética, debe tender a la ecuacién de Dirac para un particula cargada en un
campo electromagnético en el caso en que la masa de la otra particula tienda al infinito.

1) La ecuacién deberfa asegurar un correcto tratamiento de las componentes de energia negativa de los
espinores de Dirac del quark y del antiquark, para que la ecuacién no admita soluciones espurias no
normalizables (problema de la“continuum dissolution”). Este problema es particularmente relevante
cuando la ecuacién se utilice para la descripcién de sistemas muy relativistas (heavy-light mesons y
light-light mesons).

1v) La ecuacién debe tratar de la misma manera las dos particulas. En particular, en el caso de dos fermiones
indistinguibles, debe ser simétrica respecto al intercambio de las dos particulas para permitir la correcta
antisimetrizacién de la funcién de onda del sistema.

A continuacion se describen algunas de las principales ecuaciones relativistas que se suelen utilizar en la
investigacion de espectros de estados ligados. Se anticipa que el problema es muy complejo y, por tanto,
no puede ser tratado de manera exhaustiva en la presente tesis. Ademads, se resalta que diferentes investi-
gaciones muestran que es muy dificil satisfacer simultaneamente los cuatro requisitos que se mencionaron
anteriormente.

2.5.1. Ecuacion de Bethe-Salpeter

A través de la técnica diagramatica de Feynman se ha logrado una gran precisién en la descripcién aso-
ciada a procesos electromagnéticos. De esta manera se ha demostrado su gran efectividad en la comprension
y en los cédlculos asociados a estos procesos perturbativos. Dado el éxito mencionado, es natural utilizar estas
mismas herramientas tedricas para obtener una ecuacién covariante para el estudio de un sistema ligado,
es decir, un sistema en el que las particulas interactiian permanentemente. Bethe y Salpeter encontraron
una ecuacién cuadridimensional que, en principio, permite estudiar de manera completamente relativista un
sistema de dos particulas en estado ligado. Sin embargo, la naturaleza de la interaccién (por ejemplo con
interaccién fuerte) y la dificultad propia de la ecuacién, no permite un sencillo desarrollo de la misma, como
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pronto se verd en la presente seccién. Esta ecuacién es considerada por razones historicas y conceptuales
(méds que por los resultados directamente obtenidos de ella) como el punto de partida y el marco tedrico
necesario para enfrentar el estudio de las ecuaciones relativistas.

Para construir la ecuacién de Bethe-Sapeter es posible comenzar en el espacio de coordenadas y posterior-
mente pasar al espacio del momentum. De esta manera se parte de la siguiente expresion:

Y(x3,74) = —i/d4x1d4x2G(ﬂc3,z4;x1,x2)1/f($1,x2)7 (2.11)

donde 9 (x1,x2) es el funcional de estado asociado a las dos particulas de cuadricoordenadas 1 y 2 y que es
propagado en el espacio-tiempo por medio de G(z3,4;21,22). En el caso de particula libre, el propagador
puede ser escrito como el producto del propagador de cada particula. Pero, para el caso no trivial en el que
si existe interaccion el propagador se complica.

Figura 2.3: Propagador de la interaccién expresado como la suma de un propagador libre y un término
asociado a la interaccion.

Es posible expresar el propagador en términos de un propagador libre y un término asociado a la in-
teraccién, como esta representado en la Figura 2.3. En esa figura la interaccién V', que representa el kernel
de interaccién, puede contener cualquier tipo de diagramas de Feynman. Algunos de estos diagramas estan
constituidos por partes que pueden ser desconectadas al cortar dos lineas fermiénicas. Estos gréaficos son
llamados reducibles, de lo contrario son irreducibles; esto significa que la sumatoria infinita de todos los
graficos irreducibles, iterados por el propagador, describe de forma completa toda la interaccion.

En otras palabras, es posible reescribir la interaccién representada en la Figura 2.3, utilizando los graficos
irreducibles 'V a través de la iteracién sucesiva [74] del diagrama que se muestra en la Figura 2.4.
La expresién asociada a la interaccion de la Figura 2.4, en donde se han utilizado los diagramas irreducibles

8 6
4
G) |v
7 5 3

Figura 2.4: Propagador de la interaccién expresado como la suma de un propagador libre y diagramas
irreducibles.

V en la interaccion es:

G(x1,x2, 3, x4) = iG(x1, x3)G (22, 24)

+ /d4x5d4x6d4x7d4mgi(}’(x3,x5)iG(gc47wG)V(xs,x67x77x8)iG(x77x8; x1,x2). (2.12)
Al reemplazar el propagador de la ecuacién (2.12) en la ecuacién (2.11) se obtiene:

(w3, 4) = Y0 (23, 24)+

/ d4.’L‘1d4$2d4$5d4.’)§6d4$7d4$8iG($3, l’s)iG(fL‘4, xG)V($5, Lo, X7, l’g) G($C7, g, X1, xg)w(xl, $2) . (213)
P(27,28)

La anterior ecuacién es la ecuacién de Bethe-Salpeter en el espacio de coordenadas, donde ¥°(z3, z4) repre-
senta el funcional de estado de dos particulas libre. Renombrando los indices por sencillez de notacién sin



22 CAPITULO 2. MARCO TEORICO

perder generalidad y utilizando el hecho de que los propagadores son funciones de Green, es posible escribir
la anterior ecuacién para estados ligados, de la siguiente forma:

(in — ml)(iVQ — m2)¢($1, xg) = /d4$3d4$4V($1, $2,.’L'375L'4)1/1(£U371'4)7 (214)

donde m; son las masas de la particulas i = 1,2 que forman el estado ligado y YV, = Y0, con i = 1,2
el indice de cada particula. Facilmente se puede obtener su transformada de Fourier, para finalmente ser
expresada en el espacio del momentum, tomando la siguiente forma:

(p, —ma)(p, — m2)b(p1, p2) = /d4p’1d4p/2\7(p1,p2,p’l,p/g)l/J(p’l,p’Q). (2.15)

Donde p; y p2 son los cuadrimomentos de las dos particulas, ademas P, ="pin para i =1,2.

A pesar de su aparente sencillez, esta ecuaciéon aun en la actualidad no puede ser resuelta de manera com-
pletamente satisfactoria para interacciones fisicamente relevantes. En la practica, para desarrollar modelos
de sistemas fisicos reales, se utiliza un propagador de quark que cumpla con su propia ecuacién de Dyson
Schwinger [38], ademds es necesario realizar aproximaciones en el kernel de interaccién. También, muchos
modelos usan una reduccién tridimensional para obtener una solucién de esta ecuacion.

Como ya se habia comentado, en la forma del kernel se encuentra la suma de graficos irreducibles de la teoria
de campo subyacente. Por lo tanto el kernel define la aproximacién en la cual la ecuacién de BS sera apli-
cada [75]. Para que la ecuacién fuera exacta serfa necesario sumar todos los posibles diagramas irreducibles,
los cuales estan constituidos por los (infinitos) diagramas “escalera” y “cruzados”. Se observa con claridad la
limitacién de la ecuacién de BS, puesto que no hay forma eficiente de sumar todos los diagramas necesarios.
Bajo estas circunstancias, se prefiere aplicar métodos de aproximacion para conseguir resultados numéricos
para cantidades observables. Una aproximacién usada con mucha frecuencia consiste en tener en cuenta sélo
los diagramas tipo “escalera”. Esta expresion es conocida como Ladder Approximation. Por supuesto, esto
genera problemas. Aparecen soluciones con energfas complejas conocidas como soluciones abnormales [75],
originadas por no tener en cuenta los diagramas cruzados, ademds (en la aproximacién de diagramas “es-
calera”) no se obtiene el limite de Dirac cuando una de las masas tiende a infinito. El hecho de elegir unos

Figura 2.5: Graficos irreducibles tipo “escalera” y “cruzados”

diagramas y excluir otros, no es justificado a nivel tedrico [76] y por tal razén, muchos trabajos basados en
esta técnica tienen profundas limitaciones en el estudio del espectro de hadrones.

2.5.2. Reduccién tridimensional de la ecuacion de Bethe Salpeter con la apro-
ximacién de interaccion instantanea

En la presente seccién se describe un método especifico para obtener una (entre las muchas posibles)
ecuacion relativista tridimensional.
Dado que se estd estudiando un sistema de dos particulas es conveniente pasar a coordenadas de centro de
masa. Ademds, en la prictica es conveniente suponer que la interaccién (considerando en particular el Gauge
de Coulomb para la QED y la QCD) puede ser tratada de manera aproximada en el limite de interaccién
instantdnea (no relativista), eliminando, en la interaccién, la dependencia de las componentes temporales de
los momentos relativos, es decir, V(p,p’, P) — V(p,p’, P) [77,78]. En aproximacién instantdnea y por medio
de la introduccién del cuadrimomento total y del cuadrimomentum relativo, la ecuacién (2.15) se puede
escribir como

P+, — ) (el — p, ~ ma)ulp) =~ (2xi) " [ @V PO, (2.16)
donde py = %, o = m:ng y ¥(p) es la funcién de onda del sistema. Ademds, P es el cuadrimomentum

total asociado al centro de masa con E como componente cero (componente temporal), es decir, P = (P =
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E, ﬁ) y p representa el cuadrimomentum relativo con componente cero ¢, es decir p = (p° = ¢, p), ademds
p, = pty, parai=1,2.
Si se multiplica la ecuacién (2.16) por 7373 con facilidad se obtiene:

1 -
(1 E = Hy(9) + ) (n2B = Ha(p) =€) d(p) = —5 /d4p’\7’(p,p’, Py (p'), (217)
donde V'(p,p’, P) = vV (p, 0", P) y
Hy(p) = a1 -p+ Bimy, Ha(p)=—da-p+Pame y P=p1=—po (2.18)

Aprovechando la reduccién a interaccién instantanea, es posible integrar respecto a la componente cero €. De
esta manera, es posible definir una funcién de onda estandar que solo dependa del trivector 7, de la siguiente
forma

o(7) = / detp(e, 7). (2.19)

Ademsds es conveniente definir

f(e,ﬁ) = (ulE—Hl(m+6) (MQE—HQ(m—E), (220)
Utilizando las anteriores definiciones la ecuacién (2.17) toma la forma

Fle,fhle) = ——— / &PV (5,5, PYo(i). (2.21)

21

Se define preliminarmente los siguientes operadores de proyeccién de energia:

E12(p) £ Hy2(p)
2E1 »2(p)

con el fin de obtener ecuaciones independientes para los diferentes estados de energia, se aplican dichos
operadores de proyeccién a ambos lados de (2.21) obteniendo cuatro ecuaciones acopladas

AL () =

, con E1(p) = /P2 +m7,, (2.22)

Feslemvss(e) =~ ALOALCD) [ @9V @5 P)o) (2.93%)
Fre(ePirsle) = 5= ALDALCD) [ @V ET PG, (2.23b)
Donde se ha definido
Yar = AL(P)AL(=P) (D), (2.24)
Ve = Az (P)AL(=P)Y(p), (2.25)
Fix(6,0) = (1 E — Er(p) + € £10)(u2E — Ez(p) — € £149), (2.26)
Fri(e,p) = (mE — E1(p) + € Fid) (o E — Ea(p) — € £ 16). (2.27)

Se observa que el lado derecho de las ecuaciones (2.23) no depende de €. Por lo tanto, es conveniente pasar el
apropiado F al lado derecho de la expresion (2.23). De esta manera es posible integrar, nuevamente, respecto
a € con el fin de obtener una funcién de onda solamente dependiente de la parte espacial de cuadrimomentum
relativo, obteniendo las siguientes expresiones

66(0) = 5 [ dFLLEPALDNL(D) [ E9 VG PO (2.252)

br(P) = 5 [ deFELPALDAL(P) [ 9V G PO, (2.28D)
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Utilizando el teorema del residuo se encuentra que:

/de]:;i(e,ﬁ) = +(2mi)(E £ E1(p) + Ea2(p)) 7, (2.29a)

/ deF7i(e,p) =0. (2.29b)

El anterior resultado implica que en aproximacién de interaccién instantanea, las combinaciones =+, F de la
funcién de onda son cero.
Finalmente pueden expresarse las ecuaciones (2.23) de la siguiente forma compacta:

(B — Hi(p) — Ha(p)) 6(7) = { A} (D)AZ(=p) — AL(B)AZ (—p) } /dSp’V’(ﬁ,ﬁ’, P)¢(p"). (2.30)

La anterior ecuacién es conocida como aproximacién instantanea de Bethe-Salpeter. Se resalta que en cual-
quier reduccién de la ecuacién de BS obtenida con técnicas y aproximaciones diferentes, el término de
energfas positivas, es decir, el término asociado a los proyectores AL (5)A2 (—p) en la ecuacién (2.30), es el
més importante puesto que representa el término dominante y, por lo tanto, debe estar presente en cualquier
descripcién dinamica de un sistema ligado.

A pesar de la aparente sencillez de la ecuacién (2.30), debe recordarse que en un sistema con interaccién
fuerte el término V'(p,p’, P) presenta gran dificultad y més atn cuando diferentes términos no locales de-
pendientes del momentum estan presentes en dicha interaccién.

La ecuacién (2.30) en principio podria ser utilizada directamente para el estudio del espectro mesénico pero,
considerando la dificultad de la solucién numérica, por un lado, y, por otro, debido a las dificultades tedricas
relacionadas con la contribucién de los espinores de energias negativas, se introducird, en la capitulo 4, una
version simplificada de la ecuacién (2.30) en donde dichas contribuciones no aparecen.

Se examinan ahora brevemente otras expresiones de ecuaciones relativistas tridimensionales, con el fin de ilus-
trar la variedad de los acercamientos propuestos, con las ventajas y desventajas correspondientes. Ademas,
por que orienta un posible desarrollo subsecuente al presente trabajo donde se estudien las contribuciones
de los espinores de energia negativa.

2.5.3. Ecuacion de Gross o del espectador

La ecuacién de Gross (G) representa una manera, diferente a la descrita anteriormente, de reducir en
forma tridimensional la ecuacién de BS. En esta aproximacion, en la ecuaciéon de BS una de las dos particulas,
por ejemplo la particula 1, es puesta on-shell con energia positiva. Esto significa que, para esta particula se
impone la condicién p? = m? . Introduciendo esta condicién en la funcién de Green se obtiene: G (py, P) =
04 (pt" —mi)G(P —py)

Por lo tanto, la amplitud de dispersién (scattering), utilizando la ecuacién (2.9) toma la forma

o o &Py o A
T(p2, P3) =V(pz,p’z’)+/ﬁv(m,p&)s(ﬂz)‘ﬂpé,p’z’)- (2.31)
Donde p representa un cuadrivector on shell. A partir de esta expresion, se obtiene, en forma integral, la
ecuacion relativista tridimensional para el sistema ligado:

d3/

St p(p2) = / (2523\7(202,29’2)1&(17’2), (2.32)

donde se ha introducido la notacién p; = P — py.

La ecuacién de Gross tiene la falla de no tratar de la misma manera las dos particulas debido a que solo
una de ellas es tomada on-shell. Por consiguiente, si las dos particulas son indistinguibles, no se obtiene
directamente, como solucién, una funcién de onda antisimétrica. Por otro lado, considerando soluciones
aproximadas, es posible tomar funciones de onda de prueba ya antisimetrizadas y obtener, con una técnica
variacional, la mejor aproximacién a la hipotética solucién exacta, con la correcta simetria. La ecuacién de
Gross es bien comportada cuando la masa de la particula on shell tiende al infinito, pues correctamente
tiende a la ecuacién de Dirac. La razén por la cual esta ecuacién tiene un apropiado limite de “ecuacion
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de Dirac de un cuerpo”, radica en el hecho que en la aproximacién de un bosén de intercambio la ecuacién
del espectador suma, de manera efectiva los principales términos de los diagramas escalera y cruzados, a
diferencia de la ecuacién original de BS. Adicionalmente, haciendo un andlisis més profundo al descomponer
la funcién de onda en sus componentes de energias, de manera similar a como se hizo en la seccién 2.5.2,
es posible mostrar que en la ecuacién de Gross son nulas las componentes ¢—+ y ¢__; queda no nula la
componente ¢, _ y por supuesto ¢ .

Finalmente, como ya se menciond, vale la pena recordar que para el cdlculo de observables la ecuacién de
Gross puede ser simetrizada, de manera efectiva, mediante la inclusién de canales donde la “otra” particula
esté on shell [79].

2.5.4. Ecuacion de Mandelzweig-Wallace

Esta ecuacién integral involucra tanto espinores de energia positiva como negativa y fue construida
inicialmente para QED. Bajo este enfoque cumple con la condicién de “limite de un cuerpo”, de simetria
ante intercambio y reduce a tres dimensiones la ecuaciéon de Bethe-Salpeter. Incluye graficos “escalera’
y gréficos “cruzados” en la aproximacién eikonal [80] de manera que sean reproducidos los diagramas de
Feynman para los procesos de dispersién hasta orden a?.

A partir del anilisis de la funcién de Green, suponiendo dos particulas de igual masa, e implementando los

operadores de proyeccion es posible encontrar una forma para la funcién de Green inversa:

_ E . E .
G = 7573[(5 —Hip2+ (5 - H3)p1]. (2.33)

Donde p1 2 = % y se han utilizado las definiciones (2.18), pero para masas iguales. Vale la pena mencionar
que los operadores p; tienen autovalores +1 6 —1 dependiendo de la energia.
De esta manera es posible obtener la ecuacién:

R R 3.,/
38l — e+ (5~ B)inlotd) = [ G5V @ Yot (230

Se obtiene asf una ecuacién no local de forma no Hamiltoniana (en donde la energia E aparece como un
pardmetro interno y no como un autovalor). Como en la BS instantdnea aparecen las componentes ¢__
y ¢4+, en cambio las componentes ¢4_ y ¢4_, en la ecuacion de Mandelzweig-Wallace son no nulas y
aparecen en canales cerrados, es decir, sin multiplicar la energia E. Esto impide que aparezcan soluciones
espurias relacionadas con la continuum dissolution. La ecuacién trata las dos particulas de la misma manera
admitiendo soluciones antisimétricas para fermiones indistinguibles. Ha sido aplicada al estudio de los nicleos
ligeros, considerando, en el caso de la simetria SU(2) de isoespin, un término adicional que tiene en cuenta
el caracter no abeliano de este grupo de simetria. El estudio de este término podria ser generalizado al caso
de la simetria SU(3) de color para la interaccién entre quarks.

2.5.5. [Ecuacién de Blankenbecler-Sugar

Como ya fue mencionado, la ecuaciéon de BS, al ser covariante, involucra cuadrivectores de momentum

cuya componente esta relacionada con la energia. De esta manera, se incluye la fisica del campo interactuante,
dando como resultado la adicién de una variable asociada a la diferencia de tiempos o tiempo relativo entre
las dos particulas.
Blankenbecler y Sugar [81] propusieron una reduccién tridimensional en la cual el problema de la diferencia
de tiempos es suprimida. Para realizar esto, se parte de la aplicacién de la condicion “on-shell” sobre las
dos particulas. En el caso (fisicamente muy relevante) de particulas de igual masa en su centro de masa, la
energfa de las particulas tiene la forma estdndar on-shell [82]:

ELQ(ﬁ) = +\/ﬁ2 + m2 . (235)

Se aclara que, de esta manera, se excluyen todas las componentes de energia negativa de los espinores de
Dirac de los quarks.
Aplicando esta condicién en la funcién de Green de la ecuacién (2.9), y haciendo la suposicién de interaccién
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instantanea, es posible integrar sobre la componente temporal. Por lo tanto al reemplazar la funcién de
Green [83]

3(ko) m?  AL(K)A% (k)
2m B(k) (B(K))? — E2 4+4i&’

G s (ko, k) = (2.36)

en la ecuacién (2.9) obtenemos una ecuacién tridimensional para la amplitud de dispersién (scattering)
conocida como ecuacion de Blankenbecler-Sugar (BbS):

d*k

Ak e 1 mE ALBAL(-R)
(n)?

213 B(K) (E(K))? — E? 4 i€

T 5) = V' F) + / V(' Ry T(F. ). (2.37)

Donde se ha definido p, E, P’ como trimomentos relativos inicial, intermedio y final. Esta ecuacién presenta
una ventaja sobre la ecuaciéon de Gross. Es invariante ante intercambio de particulas. Es una reduccién
tridimensional que permite ser trabajada a nivel numérico de manera préctica y efectiva. Sin embargo, las
anteriores cualidades conseguidas no son gratuitas. En efecto, la ecuacion presenta ciertas carencias derivadas
de la reduccién conseguida. Esta ecuacion no da cuenta de los estados de energia negativa. Esto, por supuesto,
le resta cualidades propias de la teoria de campos a la ecuacién. Atn asi, esta ecuacién representa una forma
préactica de empezar el estudio de forma relativista un sistema de particulas. En virtud de estas cualidades,
la ecuacién de BbS puede ser considerada una generalizaciéon relativista de la ecuacién de Schrédinger. De
hecho si se define V — (J—ﬁ))%\?(ﬁ)%, T — (W’%)%‘J’(ﬁ)%, luego de un poco de dlgebra y tomando
los espinores de energia positiva, como lo sugiere la funcién de Green propuesta, se puede obtener:

3
RN R g T
(2m)? 213 (B(K))? — E? 4 i€
la cual es béasicamente la ecuacién de Lippmann-Schwinger no relativista. De esta manera se resalta su rela-
cién con el formalismo de la ecuacién de Schrodinger.
Se subraya que en modelos més complejos que incluyen las contribuciones de energia negativa, el término de
BbS siempre estéd presente. Por esta razén se puede afirmar que resolver esta ecuacion representa, de alguna
manera, el necesario primer paso de un estudio relativista de sistemas ligados.

T(p",p) = V(D" P) +/ (k,9), (2.38)

Se recuerda que existen muchas otras técnicas y expresiones posibles para obtener ecuaciones relativistas
tridimensionales. Entre estas debe mencionarse la ecuacion de Dirac de dos cuerpos que se obtiene sumando
los Hamiltonianos libres de Dirac de las dos particulas mas el término de interaccion. Esta ecuacion tendria
la ventaja de ser local (si la interaccion lo es) y permitir, en unos casos, soluciones analiticas exactas [84,85].
Por otro lado esta ecuacién da lugar a soluciones espurias y, por consiguiente, al problema de la “continuum
dissolution”, es decir, soluciones no normalizables.

Se concluye este capitulo recordando que las diferentes ecuaciones relativistas tridimensionales difieren esen-
cialmente por las contribuciones de los estados de energia negativa. Considerando esta profunda dificultad
de caracter tedrico, como ya fue anticipado, en este trabajo se va a considerar una ecuacién en la cual estas
contribuciones no aparezcan.



Capitulo 3

Estado Actual del tema

En el presente capitulo se describirdn algunos avances recientes en la fisica hadronica en el ambito
experimental y tedrico. En cuanto a la parte experimental, se mencionaran sélo resultados experimentales
recientes, directamente relacionados con estados en las regiones de energia del charmonium y bottomonium,
los cuales son relevantes y ttiles en el presente estudio. En la parte tedrica, a partir de lo desarrollado en el
capitulo anterior, se describen brevemente los principales métodos actuales que se utilizan para estudiar y
reproducir el espectro del charmonium y bottomonium.

3.1. Algunos aspectos experimentales

La espectroscopia de hadrones ha estado en continuo trabajo, en particular, desde el 2003 cuando nue-
vas resonancias fueron halladas y verificadas en diferentes colaboraciones experimentales. Estos esfuerzos
experimentales han generado también importantes resultados recientes [86] que muestran la relevancia de la
fisica hadrénica en la actualidad. Algunas de estas resonancias cuentan con caracteristicas que poco encajan
en modelos tradicionales de quarks, ya sea por sus ntmeros cuanticos, por sus amplitudes de decaimiento
distintas a las esperadas o por su carga eléctrica no nula '. En la actualidad contintia siendo motivo de
investigacion y debate la clasificacién de los nuevos estados encontrados, que en general son calificados como
hadrones exéticos, como por ejemplo X(3872) y X(3915), entre otros, los cuales se mencionaran en esta
seccién y con mas detalle en el capitulo 8.

Algunos de estos estados yacen en la regién de energia de alta excitaciéon del quarkonium y por lo tanto es
posible que pertenezcan a un sistema ¢q. En anos recientes se han observado algunos nuevos estados de este
estilo y se han corroborado los niimeros cuanticos de otros estados ya establecidos.

Uno de ellos es el estado X (3915), observado hace pocos anos [87], el cual podria ser clasificado como x.o(2P)
(XLo), es decir, un estado del espectro del charmonium. Diferentes trabajos [24], [88], han colocado en duda
que esta asignacién sea correcta.

El segundo, y quizds mds importante, es la resonancia X (3872) descubierta en la colaboracién Belle en el
2003 [89]. Debido a que se ubica en la vecindad del umbral D°D*? algunos autores se inclinan hacia la idea
que este estado es una molécula de D°D* [90], otros a que es una combinacién de un charmonium y una
molécula hadrénica [91] [92]. Sus nimeros cudnticos fueron materia de debate hasta hace poco. En julio de
2015, en el LHCb [93] fue posible verificar que sus niimeros cudnticos son J©¢ = 17F. A causa de esto,
también es posible considerarla un estado del charmonium, en particular la excitacién radial x.1(2P).
Adicionalmente es necesario resaltar que recientemente LHCb determiné los nimeros cudnticos del estado
X (4140) reportando 11+ [94] descartando los niimeros cudnticos 0 con los que generalmente era identifi-
cado este estado.

En cuanto al bottomonium, los pocos estados descubiertos encima de los umbrales de decaimiento parecen
estar bajo control en los modelos de potencial, excepto el estado T(10860) el cual cuenta con una discrepan-
cia en su anchura de decaimiento (ver seccién 9.2.1).

Por tltimo, otro reciente e importante hallazgo experimental realizado en el LHCD estéd asociado a la medi-
cién de la masa del estado x41(3P) [95], el cual representa un paso adicional en el estudio del sistema x;(3P)

1Estos estados cargados eléctricamente no pueden ser descritos con el modelo que en el presente trabajo se expone y por lo
tanto no seran considerados.
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perteneciente al bottomonium.

Todos estos resultados experimentales evidencian la importancia actual de la fisica hadrénica y motivan
el anédlisis tedrico de sistemas mesdnicos, en los cuales se enfoca el presente trabajo de tesis, en particular
en la reproduccién tedrica del espectro de estos sistemas ligados, con el fin investigar la naturaleza de las
interacciones entre quarks.

3.2. Aspectos tedricos

En la actualidad las diferentes técnicas con las cuales se aborda el estudio de los estados ligados se basan
en la teoria fundamental de la interacciones fuertes QCD. En particular: Lattice QCD, ecuaciones integrales
tipo Dyson-Schwinger-Bethe-Salpether, adicionalmente, modelos de potencial relativista en el contexto de
modelos de quarks constituyentes.

Utilizando Lattice QCD se ha abordado la busqueda del espectro de diferentes mesones, en particular del
charmonium y los estados charmonium-like ya mencionados, suponiendo diferentes combinaciones de quarks
[96], las que por supuesto son hipétesis vdlidas. En estos estudios sélo algunos estados charmonium-like
“encajan” con el fit realizado y otros no, sugiriendo que el problema de la composicién de dichos estados
aun esta abierto. Algunas posibilidades podrian ser tetraquarks 6 hibridos quarks-gluon.

Adicionalmente, recientemente se han realizado grandes avances en el estudio de estados excitados de mesones
[97] utilizando técnicas variacionales dentro de los complicados célculos asociados al LQCD. Esto ha sido
posible debido al mejoramiento de las técnicas computacionales y al desarrollo de los supercomputadores y
por lo tanto, la precisién de los célculos obtenidos han mejorado profundamente. Sin embargo, aun queda
trabajo por hacer en el estudio de estados cercanos a los umbrales de decaimiento en donde hasta el momento
los trabajos han sido de cardcter exploratorio [98].

El formalismo de Dyson-Schwinger-Bethe-Salpeter (DSBS) representa una importante fuente de andlisis de
sistemas ligados que en la actualidad tiene gran importancia. A nivel tedrico representa hipotéticamente la
mejor forma de reproducir el espectro de mesones y bariones. Pero en la practica se requiere de la conocida
aproximacién rainbow-ladder con las limitaciones ya descritas (ver seccién 2.5.1). En este formalismo y con
la aproximacién mencionada, el reciente trabajo [99] resalta por su relativa mejora en la concordancia con los
datos experimentes, del charmonium, en particular los primeros estados excitados. En ellos se usa la DSBS
junto con la conocida interaccién efectiva de Maris-Tandys. En general, todavia no se obtienen resultados
satisfactorios con este método a pesar de la fuerte relacién con la QCD que se impone en las investigaciones
actuales.

Adicionalmente se han hecho adelantos significativos en la solucion de estas ecuaciones sin hacer reducciones
tridimensionales, es decir, directamente en el espacio de Minkowsky [100-102] [103]. Las aplicaciones que
hasta el momento se han hecho, estan orientadas a casos no fisicos de particulas escalares que intercambian
una particula escalar masiva; se espera generalizar esta técnica al caso de dos fermiones interactuantes
y confinados. A pesar que dista de la interaccién entre quarks, los cuales son particulas fermidnicas que
intercambian particulas vectoriales, esta técnica representa un interesante avance tedrico en la solucién de
la ecuacion de BS.

Actualmente otra posibilidad, sigue siendo el enfoque basado en modelos de potencial [104] [105] [106] los
cuales han sido de mucha ayuda en particular en el inicio del estudio de la fisica hadrénica y atin en la
actualidad permanecen ttiles para brindar informacion acerca de la estructura de los mesones y bariones.
Evidentemente el enfoque no relativista de los primeros modelos, a pesar que describe en buena forma
sistemas como el charmonium cerca de sus estado base, ha tenido que ser mejorado para optimizar las
correcciones relativistas implementando potenciales tipo interaccién Breit o derivados de él (mds un potencial
de confinamiento) [45].

En anos recientes los modelos de quarks no relativistas y relativizados han sido modificados para tener
en cuenta efectos de pares quark-antiquark del mar de Dirac que se introducen explicitamente utilizando,
generalmente, el mecanismo de produccién de pares en estados con ntimeros cuanticos 2 Py. Bajo este enfoque
la funcién de onda “completa” se construye teniendo en cuenta la funcién de onda del mesén quark-antiquark
a orden cero |¢) y adiciondndole los posibles estados de Fock debidos a la creacién de pares |BC, p). Se obtiene
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as{ una expresién de la siguiente forma:

_ 3 (BC,AITTe)
) = A <|¢> +3 [ e x ey el (3.1)
BC
De esta manera la correccién a la masa debida a este efecto se escribe:
_ 5, |(BC,PIT"|9)
5Mfz/dpE — . Bo (3.2)
BC é

Se senala que B y C son los mesones creados del vacio, Ep v E¢ representan sus respectivas energfas. 7T es el

operador de creacién de pares y la suma Y puede se hecha sobre una base completa de estados intermedios
BC
accesibles [107] o en los canales que més interesen a un estado en particular [108].

Generalmente las consecuencias generadas por este efecto, que puede ser definido como una “polarizacion
del vacio”, debida a los pares-quark-antiquark, se ven reflejadas a grandes distancias disminuyendo la ac-
cién del potencial entre quarks. Por esta razén al considerar un potencial apantallado es posible introducir,
igualmente, el efecto neto de la generacion de pares por medio de parametros fenomenolégicos en el término
de apantallamiento del potencial propuesto en el presente trabajo.

Por otro lado, recientemente se ha utilizado también la reduccién tridimensional de Gross (con algunas
aproximaciones) en el estudio del charmonium y bottomonium [109,110]. A pesar de que el formalismo no
trata de la misma manera las dos particulas, se encuentran buenos resultados en la parte baja del espec-
tro. Al igual que en el presente trabajo, se utilizan solo espinores de energia positiva, para el charmonium
y bottomonium, considerando que ésta sea una apropiada aproximacion, pero si utilizan los espinores de
energia negativa para otros sistemas més relativistas como mesones D y B. De esta manera de los cuatro
canales, que son el nimero de vértices acoplados que usan en el kernel, solo consideran uno. Los autores
obtienen diferentes ajustes con los cuales concluyen que pueden describir en buena forma el spin splitting en
los estados con .J = 1 debajo del umbral DD. Utilizan un modelo con confinamiento pseudoescalar-escalar
y vectorial. Los diferentes términos de la interaccién son mezclados utilizando un pardametro adicional. A
pesar de este excelente enfoque, que en principio deberia ser apropiado para estados excitados, no hacen
mencién de los estados X 6 Y.

Por ultimo, un interesante formalismo, cuyos fundamentos requieren todavia un estudio més profundo por
parte de la comunidad cientifica, estd siendo usado para tratar estados ligados por interacciones fuertes, el
cual se fundamenta en la hipdtesis de la simplicidad del vacio del light-front quantization. En la dindmica
del light front es posible cuantizar las variables dindmicas sobre coordenadas asociadas a un frente de onda
plana en el espacio de Minkowsky [111]. En ese contexto los estados de particula se pueden representar como
una expansion infinita de estados de Fock, en la cual, las funciones de onda del light front son los coefi-
cientes de la expansién. El Hamiltoniano de interaccién se construye bajo el enfoque AdS/QCD, es decir,
suponiendo una correspondencia entre el espacio anti de Sitter y la QCD, y en este contexto, se proyecta
dicho Hamiltoniano sobre una base seleccionada [112]. Bajo tal hipétesis, es posible introducir una variable
holografica, en la base utilizada, que es mapeada a una dimensién extra en el espacio AdS. En particular
en los articulos [113,114] utilizando una base hologréfica, logran escribir la interaccién como un oscilador
armonico tridimensional, obteniendo un espectro satisfactorio del charmonium y del bottomonium. Se re-
salta que se han utilizado los estados debajo de los umbrales DD y BB para los ajustes en cada mesén.
El estado X(3872) es sobreestimado ligeramente y de esta manera, este modelo, lo sugiere como un posible
candidato a estado de charmonium. Por otro lado los estados X(3940) y X(4160) no se ajustan a este modelo
sugiriendolos de naturaleza diferente a ce.

Todos estos métodos son validos en la actualidad, todos tienen aproximaciones en su desarrollo y esto mues-
tra que la dificultad del problema de los estados ligados es muy seria y merece, por supuesto, ser estudiada
desde todos los enfoques posibles para seguir indagando en la naturaleza de la interaccion efectiva entre los
quarks.
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Capitulo 4

Ecuacion relativista utilizada en el
presente trabajo

Después de revisar diferentes ecuaciones relativistas (ver seccién 2.5) y teniendo en cuenta el fuerte trabajo
numérico que se requiere para resolver estas ecuaciones, la ecuacién que se va a utilizar en el presente trabajo
es la ecuacién (2.30), pero conservando sélo los espinores de energia positiva, segiin la misma légica de la
ecuacién de BbS. Para analizarla, se hace la expansion de la funciéon de onda utilizando la propiedad de
completez de los espinores de Dirac de la siguiente forma:

3(p) = uy (P)u (=) ¢+ () + vl (P)u (=)o (P) + vl (P)ud (—P)d—+(P) + ul (P)u2 (—p)p——(P). (4.1)

En donde, 1 6 2, son indices de particula y donde las ¢og(p) representan funciones espinoriales de dos
componentes (Pauli) asociadas a las proyecciones de energia af3.

En el marco de la reduccién de la BS se habia encontrado que ¢_; = ¢ = 0. Haciendo la hipdtesis
adicional ¢__ = 0 y recordando que:

Hi(D)AL (D) = E: (DAL (D), (4.2a)

Hy(P)AL(—P) = E2(P)A (), (4.2b)

es posible escribir la ecuacién (2.30) de la siguiente manera:

(B = BE1(p) — Ex(=p)u (9)u} (=P)¢++ (§) = AL (D)AT (—) /d?’p’U(ﬁ,ﬁ’)ﬁ(ﬁ’)ﬁ(—ﬁ'wﬂ(ﬁ’) (4.3)

Donde se ha reemplazado por simplicidad de notacién V'(7,p’, P) — U(p,p’) la cual es una interaccién
fenomenolégica dependiente de las variables cinematicas realmente usadas en los calculos. Debe recordarse
que los proyectores de energfa, definidos en la ecuacién (2.22), también se pueden expresar como:

Zu+ @l (), (4.4)
= Zu+ 713')u+ (=), (4.5)

en donde las sumas son realizadas sobre los espines, cuyos indices por brevedad no se han colocado en los
espinores. Dado que las masas del quark y del antiquark son iguales, en el centro de masa del sistema las

energfas on shell camplen E;(p) = E2 17) VD2 4+ m2.
Multiplicando la ecuacién (4.3) por u+ (ﬁ)u+ (—p) se obtiene

[E = E1(§) — Ba(=9))¢++(7) = uy (9)ul( ﬁ)/d?’p’U (00" )ul () (") bt (57). (4.6)
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Si se define la normalizacién de los espinores como u'(p)u(p) = 1 y ademéds se define K(p) = 24/p2 +m?2 y
la interaccién como Hn: (7, p’) = uf(ﬁ)ufj(—ﬁ)U(ﬁ, P )ul (5")ui(—p”’) la ecuacién puede ser escrita como

Byt (5) = K(p)dss () + / 0 o (5,54 (7). (4.7)

Expresando la ecuacién (2.30) de la forma (4.7) se pone de forma explicita el uso de los espinores de energia
positiva y el hecho que la interaccién misma contiene ahora la estructura de los espinores de Dirac. Con un
ligero cambio de notacién, debido a razones de claridad y uniformidad con el articulo publicado [56], esta es
la ecuacién que se utilizard en el capitulo 5 para calcular el espectro del charmonium y bottomonium (ver
ecuaciones (5.24) y (7.3)).

Se resalta que la anterior ecuacién representa la manera més natural para escribir una ecuacién Hamiltoniana
para dos particulas relativistas de espin 1/2; el término cinético es la usual energia cinética relativista y el
término de interaccién tiene correctamente en cuenta las propiedades de los espinores de Dirac (de energia
positiva) para las dos particulas interactuantes. Se subraya que este 1ltimo aspecto no es tenido en cuenta
en los modelos “relativizados” en los cuales la interacciéon tiene un caracter puramente fenomenoldgico,
los cuales casi siempre estan en el espacio de coordenadas, por facilidad de computo. Sin embargo, una
interaccién como la propuesta en el presente trabajo requiere de dificiles cdlculos en el espacio de momentum
que son posibles ahora gracias al reciente desarrollo computacional.

A pesar de que en el presente trabajo se busca una descripcién relativista del charmonium y bottomonium
consideramos que un tratamiento con espinores de energia positiva es suficiente, como primer paso, para
el presente propdsito de la misma forma en que se hace en [109,110] para el charmonium y bottomonium.
Ademis, debido a la dificil dependencia del momentum en la interaccién que se va utilizar, esta ecuacién
ya representa, en si misma, una compleja tarea numérica. Finalmente, si se tiene en cuenta el proceso de
ajuste y la propagacién de errores (que requiere 1000 procesos de ajuste) esta ya es una tarea que requiere
de un alto esfuerzo y tiempo de computo. Evidentemente, la siguiente etapa en una futura investigacion
incluird estos estados de energia negativa y se determinara su importancia real en el calculo de espectro del
quarkonium.

En el siguiente capitulo se describe en detalle el modelo de interaccién propuesto en el presente trabajo y
que serd usado junto con la ecuacién (4.7) en la reproduccién del espectro del charmonium y bottomonium.



Capitulo 5

Modelo especifico de interaccion
relativista en el espacio del
momentum

Como ya se ha mencionado, los diferentes modelos semirelativistas o no relativistas en el espacio de
coordenadas son generalmente basados en la reduccién no relativista de la interaccién vectorial debida al
intercambio de un gluén (debe recordarse que esta interaccion es considerada preponderante a cortas distan-
cias). Sin embargo, estas aproximaciones no relativistas podrian restar precisién al modelo particularmente
en la region de alta energia.

Es conveniente enfatizar que en el presente trabajo no se realizan las aproximaciones no relativistas men-
cionadas y que se utiliza el formalismo de los espinores de Dirac. Esto genera la necesidad de trabajar en el
espacio de momentum con expresiones fuertemente no locales, es decir, que el Hamiltoniano de interaccion
depende de expresiones que requieren conocer la funcién de onda en todo el espacio para calcular la inter-
accion en un punto 7. De forma més clara, este tipo de expresiones fuertemente no locales no permiten ser
transformadas, de manera analitica, al espacio de coordenadas por medio de una transformacién de Fourier.
Con el fin de obtener una mejor reproduccién del espectro, es usual adicionar una interaccién escalar [45,115].
Esta interaccién suele estar fuertemente conectada con el confinamiento de los quarks en el mesén. Una mo-
tivacién adicional para agregar esta interaccién se basa en el débil desdoblamiento espin-érbita que aparece
en el espectro mesénico. Esta caracteristica requiere, a nivel tedrico, la introduccién de la interaccién escalar.
Por otro lado, es conocido que en la parte alta del espectro los efectos de campo se hacen més importantes
y pueden modificar el espectro. Uno de estos efectos de campo consiste en la aparicion de pares virtuales
quark-antiquark. El efecto global del acoplamiento de estos pares virtuales se traduce en un apantallamiento
que reduce, generalmente, los valores energéticos de los estados encima de las energias correspondientes a los
umbrales de decaimiento. Buscando una mejor descripciéon del quarkonium se han tenido en cuenta todos
los aspectos mencionados. El modelo de potencial propuesto estd compuesto de una interacciéon vectorial y
un término escalar. Adicionalmente se ha considerado un factor de apantallamiento que tendrd en cuenta,
de manera fenomenolégica, la producciéon de pares de quarks en regiones de alta energia.

En los siguientes apartados se construira el modelo especifico del Hamiltoniano de interaccién que serd
usado para calcular el espectro de energias del charmonium y bottomonium. Pero para obtener una clara
descripcién del Hamiltoniano, primero se presentan algunas definiciones que serviran como herramienta en
el desarrollo de la interaccién fenomenoldgica y en la correcta descripcion de los elementos de matriz con los
cuales se calcularan las energias de los sistemas estudiados.

5.1. Definiciones preliminares

Cémo es costumbre se trabajara en el centro de masa del sistema de dos cuerpos (c¢ 6 bb). Adicionalmente,
serd utilizado el sistema natural de unidades, es decir, h = ¢ = 1. Las cantidades en el bra y en el ket seran
etiquetadas con los indices a y b respectivamente. Por lo tanto, el tri-momentum del primer y segundo quark
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son escritos como:

ﬁla = _ﬁ2a = ﬁaa
Db = —Dab = Pb-

(5.1)

Donde los tri-momentum relativos p, y pp seran las variables cinematicas empleadas en los calculos numéricos.
También es necesario introducir el tri-momentum transferido

q = Pb — Pas (5.2)
y el coseno del angulo entre p, v pp
T = cosl = Py - Do, (5.3)
tal que
52 22 52
7% =17y + Py — 2pape. (5.4)

Donde p, y pp representan el modulo de los respectivos tri-momentum p, y py y adicionalmente p, = p,/pa
Y Py = /Py son los correspondientes vectores unitarios.
Las energfas de ambas particulas (i = 1,2), las cuales serdn tomadas on shell, tienen la forma estdndar:

E(ﬁia):E(ﬁa): \/ﬁa2+m2> (5 5)
E(pin) = E(y) = /Py +m?,

donde m representa la masa del quark y antiquark.
Se introduce la diferencia de energia (para ambas particulas) entre los estados del bra y el ket:

AFE = E(ﬁb) - E(ﬁa)a (56)
y el cuadrado del cuadri-momentum transferido (Q? > 0)
Q=7 - (AE). (5.7)

Finalmente se presenta la definicién estdandar de los espinores de Dirac de energia positiva que seran usados
en el calculo:

o [EGyam( 1
ulpi, 0i) = = piGi X5 5.8
AT <Ez;i>+m (58)

donde 7 = 1, 2 identifica cada particula, ¢; representan las matrices de Pauli y x representa una funcién de
onda de espin genérica. Usando la ecuacién (5.1), se toma p; = Piq v Pi = Pip, Para los estados del bra y del
ket, respectivamente. Los espinores son normalizados a u' (5}, 7;)u(p;, &;) = 1.

5.2. Hamiltoniano total y efecto de apantallamiento

Partiendo de la teoria de la QCD, el Hamiltoniano de interaccién entre dos quarks deberia involucrar
grados de libertad gludnicos y fermiénicos en expresiones no perturbativas de alta complejidad. Sin embargo,
en la préctica, obtener resultados analiticos en la regién no perturbativa de la QCD, hasta el momento, no
es viable. Aun asi, el cdlculo perturbativo de la amplitud asociada al OGE (One Gluon Exchange) brinda
informacién sobre la interaccion a cortas distancias. Por tanto, se puede asumir que la interaccion vectorial
es predominante a cortas distancias en el Hamiltoniano total. Por otro lado, la naturaleza exacta del confina-
miento no es conocida. Sin embargo, generalmente es considerada como la mezcla de una interaccién vectorial
y una escalar. Esta caracteristica escalar es generalmente incluida para representar de forma apropiada los
efectos espin-érbita.

Debido a lo anteriormente mencionado el Hamiltoniano total propuesto esta conformado por la suma de un
término de interaccion vectorial y un término de interaccién escalar

Hint (P, 72) = (05| H™ |pa) + (b | H[p2), (5.9)
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donde, por facilidad, no se han mostrado de forma explicita las matrices asociadas al espin. Por otro lado,
los potenciales fenomenolégicos estdndar no permiten una buena reproduccion en la parte alta del espectro
[116,117], en parte por su limitada fundamentacién relativista y en ocasiones por su poca cercania con
la teoria de interacciones fuertes subyacente (QCD). Se requiere un tratamiento dindmico mds completo.
Algunos efectos del vacio, predichos por la QCD, pueden ser adicionados por medio del unquenching del
modelo de quark, como en [118,119]. Lo anterior significa que los efectos de creacién de pares son adicio-
nados al Hamiltoniano teniendo en cuenta la contribucién dada por el acoplamiento de los estados de cc y
bb al meson-meson continuum [118,120]. Debajo del umbral de decaimiento, este acoplamiento a los estados
del continuo da lugar a componentes virtuales g7 — ¢¢ en la funcién de onda mesoénica que modifican las
energfas del charmonium [120] y bottomonium [107,121,122] a través del término de self-energy el cual esta
directamente relacionado a la creacién de pares.

Parte de los efectos de la producciéon de pares pueden ser incluidos en una forma més fenomenoldgica al
introducir un factor de apantallamiento en la interaccién en el espacio de coordenadas [116,123].

En este trabajo se introduce un efecto de apantallamiento fenomenoldgico incorporando factores que de-
penden del momentum en la interaccién segin el método que se expone a continuacién. Se reemplaza el
Hamiltoniano de interaccién estandar con un Hamiltoniano apantallado

Hint(ﬁlﬂﬁa) — Hint(ﬁb;ﬁa) = Fs(pb)rHint(ﬁbaﬁa)Fe(pa)y (510)

donde los factores Fs(pa) v Fs(py) toman en cuenta los efectos de apantallamiento. Se ha elegido la siguiente
funcién fenomenoldgica:

14+ ks

Fy(p) = ks + exp (p2/p2)”

(5.11)

La forma particular del apantallamiento proviene del buen resultado obtenido en el proceso de ajuste y
superior a otras expresiones con las que se intenté modelar el apantallamiento. Ademds, por que cumple con
el propdsito de acotar altas energias en las cuales se producen los pares quark-antiquark.

En la anterior ecuacién (ecuacién (5.11)) ks y ps serdn determinados (como el resto de pardmetros del modelo)
por ajuste (procedimiento de Fit) a las energias de las resonancias mejor establecidas experimentalmente del
charmonium y bottomonium. Los detalles del proceso seran dados en la Seccién 7.3.

5.3. Interaccion vectorial

Como ya se ha mencionado se utilizard como punto de partida para la interaccién vectorial la expresién
asociada al OGE (fig 2.2), la cual suponemos como diagrama principal en la interaccién que se propone
en el presente trabajo. La reducciéon no relativista de esta interacciéon ha sido parcialmente exitosa en la
reproduccion del espectro de mesones y por lo tanto valida su utilizacién en el presente trabajo como parte
principal en la interaccién vectorial entre quarks. En la seccién 2.1 se ha escrito la expresién (ver ecuacién
(2.5)) relacionada a este diagrama en un gauge no especificado y se ha calculado el valor del factor de color
correspondiente. Sin embargo, se utilizara, en adelante, el gauge de Coulomb en la interacciéon propuesta.
De esta forma se busca una mayor consistencia con el limite no relativista, puesto que en este limite se
obtiene la expresién de Fermi-Breit [72]. Sin embargo, a diferencia de la expresién 2.5 aqui se utilizaran
también para los antiquarks, espinores de energia positiva. Este cambio, que es comun en los trabajos que
estudian el charmonium, se fundamenta en la invarianza de la interacciéon bajo conjugacion de carga.
Empleando el gauge de Coulomb, el elemento de matriz de la interaccién vectorial entre fermiones puntuales
dada por el intercambio de un gluén es:

— V)| = 4 @
BolH ) = 50 (J? J9 Doo + J& JE Dag) . (5.12)

Donde J! es la cuadricorriente de Dirac del quark (i = 1) y del antiquark (i = 2) y 4/3 es el factor de
color calculado en la seccion 2.1. La cuadricorriente se expresa de forma estandar:
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Ademas

1
Doy = _ﬁ’ (5.14)

1 daq
Dap = o (5aﬂ - qj) . (5.15)

Si se quitara el factor 4/3 de color y se remplazara o con « (la constante de estructura fina) se obtendria
la interaccién electromagnética estandar. Ademaés, en la descripcién del quarkonium es necesario incluir la
interaccion asociada al confinamiento de los quarks. Esto se discutird en la seccién 5.4.1. Trabajos previos han
realizado esta inclusién partiendo de propiedades de invarianza relativista [45] para generalizar la ecuacién
de Fermi-Breit, pero al final de cuentas, en esos cdlculos se hicieron expansiones no relativistas.

Dado que se van a usar espinores de energia positiva es posible escribir la ecuacién de continuidad en la
forma:

(AE) JYy =+ Ji2, (5.16)

donde los signos + y — corresponden al quark y antiquark, respectivamente. Usando la ecuacién (5.16) se
puede escribir la ecuacién (5.12) de la siguiente forma (para mds detalles ver apéndice B):

(po| H|p) = V) (q) [J? J3 <1 - (AQE2)2> —Ji - <1 + (AQEZ)QH . (5.17)

La forma explicita del potencial vectorial V(*) (¢) seré suministrada en la seccién 5.4.1. Al mirar, en particular,
el primer término de la ecuacién (5.20a) se nota que la contante de acoplamiento efectiva de la interaccién
fuerte ais; y el factor de color han sido incluidos en la expresion V¥(§). En la expresién anterior, para la
componente cero del momentum transferido se ha tomado la expresién on shell ¢° = AE con AE definido
en la ecuacién (5.6). En todo caso se ha controlado que suprimiendo por completo esta cantidad, es decir,
poniendo ¢ = AE = 0, no se modifican de manera sustancial las energias de los espectros.

Finalmente, se resalta que no fue anadido el término de momentum cromomagnético, lo cual parece ser
innecesario dada la calidad del espectro obtenido.

5.4. Interaccion escalar

Tipicamente un término escalar, parcialmente responsable del confinamiento del quark [5,124], también
es incluido en el Hamiltoniano de interacciéon empleado para estudiar el espectro del charmonium y del
bottomonium [46,125]. También en el presente trabajo se encuentra que la interaccién escalar es necesaria
para obtener una buena descripcién del espectro del charmonium y bottomonium. Se escribe la interaccién
escalar de la siguiente forma:

(| H |pa) = V(@) I I, (5.18)

donde la forma explicita del potencial escalar efectivo V(*)(7) sera dada en la siguiente subseccién (ver seccién
5.4.1). El vértice escalar es dado por:

Ii = Ii(G; b, Pa) = (i, 03 )u(Pia; 5i)- (5.19)

5.4.1. Potencial escalar y vectorial

Con el fin de incluir diferentes efectos fisicos en la interacciéon efectiva propuesta, es necesario usar
expresiones fenomenoldgicas para los potenciales en el espacio del momentum. Existe una amplia variedad
de modelos para potenciales vectoriales y escalares [44,45,115]. Se han elegido los siguientes potenciales
efectivos, en los cuales, el segundo término en ambas expresiones corresponde a la tranformada de Fourier
del potencial lineal regularizado:

I 404575 3b2 —q_'2
b2 _ 72
VO(@) = A+ fyap 1 (5.20D)

(672 + b2)3'
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La interaccién vectorial de la ecuacién (5.20a), es dada por el potencial de Cornell regularizado en el
espacio del momentum donde el término —3 . /¢? en la ecuacién (5.20a) corresponde al potencial fuerte
de caracter Coulombiano estandar, g es la constante de acoplamiento efectivo y % es el factor de color,
calculado en la seccién 2.1. El parametro b ha sido introducido para evitar la singularidad de la interaccion
1/q* en el espacio del momentum, sin embargo, en el presente modelo no tiene significado fisico directo. Por
claridad, a continuacién se expone la expresién correspondiente del potencial vectorial ecuacién (5.20a) en
el espacio de coordenadas:

4 At

3 r
Se observa que el segundo término representa una interaccion lineal regularizada con una funcién expo-
nencial decreciente. Por conveniencia se fijé6 b = 10~2 GeV, que corresponde a 1/b ~ 20 fm. Como ya se
menciond, este segundo término corresponde al confinamiento; el parametro (3, representa la intensidad del
confinamiento vectorial. El valor de b es elegido de tal forma, que evite problemas numéricos y recupere,
aproximadamente, el potencial de Cornell en la regién espacial de interés. Considerando la interaccion escalar
en la ecuacién (5.20b), se tiene una constante fenomenoldgica representada por A, més un potencial lineal
regularizado en el espacio del momentum, anédlogo al término de confinamiento del potencial vectorial. Al
igual que el potencial vectorial, 3, estd relacionado con la intensidad del confinamiento y también se fija
b=10"2 GeV.
En este trabajo, para realizar el ajuste (fit) de los datos experimentales, se usaran dos prescripciones diferen-
tes para la forma del potencial escalar. En la primera prescripcién (potencial I) se ha elegido 85 = 0, es decir,
se omite el potencial lineal regularizado. De esta manera permanece solamente el parametro fenomendlogico
A. En la segunda prescripcién (potencial II) el valor de 35 # 0 es determinado por ajuste (fit) de los datos
experimentales. Se realizan estas dos prescripciones de manera separada con el fin de evaluar el impacto
del termino explicito de confinamiento en la interaccién escalar. En lo que sigue nos referiremos a estas dos
prescripciones de la siguiente maneras:

VO (r) = + Bum?rexp (—rb), (5.21)

{potencial I — modelo usando Ecs. (5.20) con 35 = 0, (5.22)

potencial IT — modelo usando Ecs. (5.20) con S5 # 0.

En la primera prescripcién, se tiene en cuenta de forma efectiva (s6lo por medio de la constante A) a la
contribucion escalar del confinamiento. Por el contrario en la segunda prescripcién se usara de forma explicita
la expresién de confinamiento donde 5, como ya se menciond, representa la intensidad del confinamiento en
su parte escalar.

5.5. Ecuacién integral para los sistemas c¢ y bb

Ahora, es posible escribir la ecuacién integral asociada al Hamiltoniano total, en el espacio del momentum
para el charmonium y bottomonium. En primero lugar, se introduce la energia cinética del quark y el
antiquark (ya sea del ¢¢ o del bb) en el centro de masa:

K(7) = 2¢/p% + m2. (5.23)

De esta manera la ecuacién integral Hamiltoniana tiene la forma (ver ecuacién (4.7) en el capitulo
anterior):

K (53) + Mo () + / 0 paHin (B, 7o) (F0) = M U (Gi), (5.24)

donde Hint (Ph, Pu) es dada por la ecuacién ecuacién (5.9), My representa la energia fenomenolégica de punto
cero del espectro de energias, M es la masa de la resonancia (que es el autovalor de la ecuacién integral) y
U(p) es la funcién de onda de la resonancia. Por més claridad se recuerda que ¥(p) = ¢4 4 (p) de la ecuacién
(4.7).

Por brevedad en la interaccién Hamiltoniana, las matrices de espin de Pauli no han sido escritas de forma
explicita y también en la funcién de onda la energia y los nimeros cuanticos del momento angular han sido
omitidos. La ecuacién (5.24) es obtenida ejecutando una reduccién tridimensional de la ecuacién de Bethe-
Salpeter con una interaccién instantanea y proyectando el resultado sobre los espinores de energia positiva
[126] como se explicé en el capitulo 4. Se recuerda que los espinores de energfa positiva estdn contenidos
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en el elemento de matriz Hine(Dy, Pa) y ¥ representa la funcién de onda de Pauli que, en el capitulo 7,
serd expandida en una base apropiada para solucionar numéricamente la ecuacién integral y para el extenso
proceso de ajustes (fit) requeridos en la propagacién de incertidumbres experimentales.

Como ya se ha mencionado el proceso de ajuste en el presente trabajo sera repetido varias veces con el fin
de propagar los errores experimentales a los resultados obtenidos. En el siguiente capitulo, en la seccién 6.2,
se describird de forma general el proceso con el cual se realiza la propagacién de errores, mejor conocido
como bootstrap, el cual serd aplicado posteriormente en la reproduccién del espectro del charmonium y
bottomonium.



Capitulo 6

Uso del bootstrap en la propagacion
de errores experimentales

Como en la mayoria de estudios de sistemas ligados, el modelo que en el presente trabajo se utiliza tiene
diferentes pardmetros los cuales deben ser ajustados (fit) a valores de observables conocidos experimental-
mente. Dicho ajuste hace parte del procedimiento estandar en el estudio de los sistemas ligados utilizando
modelos. Sin embargo, en el presente trabajo se utiliza un método mas completo, en el cual se propagan los
errores experimentales a los pardmetros y al espectro producido. Como pronto se verd, esto involucra 1000
procedimientos de ajuste y por lo tanto, es mucho més exigente computacionalmente.

El procedimiento introducido en el presente capitulo, serda base fundamental en la descripciéon de la pro-
pagacion de los errores experimentales utilizando el modelo propuesto, en el estudio del charmonium y
bottomonium (esto sera tratado en el siguiente capitulo en la seccién 7.3).

A continuacién se describe a nivel general, la técnica estadistica llamada bootstrap y como ella es utili-
zada en la propagacion de las incertidumbres experimentales. En los siguientes capitulos serd usado en la
reproducciéon del espectro del charmonium y bottomonium.

6.1. Bootstrap

En los diferentes modelos usados para reproducir el espectro de mesones es necesario usar datos ex-
perimentales bien establecidos para ajustar los diferentes parametros usados en los modelos. Estos datos,
evidentemente, tienen incertidumbres asociadas que deben reflejarse en los parametros obtenidos, en la
reproduccion de aquellos datos y también en las predicciones hechas por el modelo. Adicionalmente, el es-
tablecimiento de las correlaciones entre los pardmetros propuestos representa un valor agregado que puede
brindar informacién valiosa.

Por estas razones se elige un método estadistico conocido como Bootstrap que permite la propagacion de los
errores y el calculo de las correlaciones en el modelo propuesto en el presente trabajo.

Bootstrap es una técnica estadistica de remuestreo ampliamente usada en todos los dmbitos cientificos (por
ejemplo [127,128]) a causa de su facil manejo en el andlisis estadistico y su apropiado funcionamiento en
propagacién de errores en modelos asociados a una muestra de datos. A pesar de sus miltiples ventajas esta
técnica solo alcanzé popularidad en las 1ltimas décadas, debido al gran poder de computo al que se tiene
acceso en la actualidad.

Para describir este método, supéngase que se tiene una muestra de datos aleatoria Y = y1, y2, y3.....yn, CuUyo
valor medio es ¥,. También se puede suponer, que los datos mencionados, provienen de cierta distribuciéon
G con un valor esperado 3.

En primera aproximacién se podria decir que 8 ~ ¥,, aunque no es lo mas indicado, debido a que, al tomar
otra muestra aleatoria el valor 7, cambiaria. Aun asi, el andlisis de estas posibles variaciones de 7, permi-
tirfan un mayor acercamiento a una correcta estimacién de . Sin embargo, para encontrar la distribucion
de 3 se necesitaria G, la cual no es conocida.

Es posible obtener un estimado G* de la funcién de distribucién “verdadera” G a través de un remuestreo
(Y*) del conjunto de datos aleatorios disponibles y que se supone provienen de la funcién de distribucién
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verdadera. De esta manera se encontraria un nuevo valor medio §*, el cual es llamado valor medio de boots-
trap (bootstraped sample mean).

El principio estadistico en el que se basa el bootstrap reside en suponer que la distribucion G* asociada al
remuestreo es una buena aproximacién de la “verdadera” distribucién G [129,130]. Utilizando el anterior
principio es posible estimar un rango de incertidumbre en el que se encontrard el verdadero valor medio (53)
de la distribucién G. Sin embargo, para obtener una buena aproximacién se requiere de un alto nimero de
remuestreos, debido a que el principio mencionado es soportado por la ley de nimeros grandes.

Por otro lado, cuando la distribuciéon de datos es conocida y es asociada a un error experimental, es po-
sible utilizar la técnica estadistica de bootstrap para propagar dichos errores estadisticos, a parametros
que dependen de los datos asociados a dicha distribucién. A continuacién se describe como realizar esta
propagacion.

6.2. Propagacion de errores a través del Bootstrap

Bootstrap permite propagar los errores de una manera eficiente y teniendo en cuenta de forma completa
las correlaciones entre los pardmetros de un determinado modelo. Supéngase que se tiene un dato Y con
su correspondiente incertidumbre experimental, a la cual se puede asociar una distribucién estadistica (por
ejemplo una distribucién Gaussiana). A partir de esta distribucién es posible hacer N remuestreos obtenien-
do un conjunto de N datos.

Adicionalmente, supéngase que se tiene un modelo teérico T(X), que depende de M pardmetros X =
21,%2, T3y y pretende reproducir los valores de los N remuestreos Y7, Y5, Y5 - - - Y5

Para obtener los valores apropiados de los pardametros X, en base a estos remuestreos se deben hacer N
ajustes (fits) para el vector de pardmetros X del modelo T para cada remuestreo realizado [131] (ver Figura
6.1).

Asi mismo, utilizando estos N conjuntos de pardmetros, se pueden realizar predicciones que incluirdn dichos

Fit A
Yy T(Ky)

Fity ——

— | Y T(X)

Fit o
A T(Xy

Distribucion
de datos

Fity
Yy (%)

N remuestreos

Figura 6.1: Esquema que describe la propagacion de los errores usando bootstrap: Desde la distribucion
asociada a los datos (experimentales) se obtienen los remuestreos que posteriormente serdn usados en el
proceso de ajuste de los pardmetros (fitting procedure).

errores estadisticos asociados a la distribucién de la que se gener6 inicialmente el remuestreo .

Una vez encontrados estos conjuntos de parametros es posible analizar la distribucién estadistica que cada
parametro cumple. Haciendo un histograma de los resultados de cada pardametro, se determina si la distribu-
cién que se encuentra es Gaussiana. Si asi fuera, la caracterizacién de los rangos de incertidumbre, para cada
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pardmetro, serian sencillos de calcular. En caso contrario es conveniente solo tomar el 68 % del intervalo de
nivel de confianza [132]. De la misma forma es posible evaluar la incertidumbre de las posibles predicciones
que se puedan obtener con el modelo T al evaluarlo en todos los conjuntos de parametros encontrados en el
proceso de ajuste.

En cuanto al fit, existen diferentes herramientas de software para realizar estos procesos de ajuste (fit). Por
ejemplo MINUIT [55] o STEPIT [133], siendo el primero de ellos el méds popular debido a sus diferentes y
eficientes técnicas de minimizacién.

Todos estos programas requieren de un punto de partida para cada parametro. Para garantizar la indepen-
dencia de cada ajuste, este punto de partida debe ser generado también de forma aleatoria, es decir, también
debe realizarse remuestreos en el programa de ajuste. Generalmente es usada una distribucién lineal dentro
de un rango dispuesto a discrecién del experimentalista.

En resumen, utilizando este conjunto de técnicas es posible propagar, de manera formal, los errores estadisti-
cos de una muestra, tanto a los parametros de un modelo determinado como en las predicciones del mismo.
Este tipo de estudios estadisticos son de importancia capital debido a que solo de esta forma se puede evaluar
el alcance real de un modelo y de sus predicciones.

Como ya se ha mencionado, en el presente trabajo, este es el método elegido para realizar la propagacién de
los errores experimentales en los pardmetros del modelo y en el espectro reportado aqui (ver seccién 7.3).
Detalles de los generadores aleatorios utilizados se pueden encontrar en el apéndice E.

Dejando clara la manera como seran propagados los errores experimentales a través del bootstrap, en el
siguiente capitulo se explicard en detalle el proceso de solucién, de ajuste (fit) y de propagacién de errores
especificamente para el charmonium y bottomonium, utilizando el método aqui descrito.
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Capitulo 7

Método de solucién y procedimiento
de ajuste (fit)

En el capitulo 5 fue desarrollado el modelo relativista que serd usado para reproducir el espectro del
charmonium y bottomonium. Es necesario tener en cuenta que la ecuacién integral a resolver tiene un kernel
conformado por expresiones no locales de dificil solucién. En el presente capitulo se describira el método
de solucién de la ecuacién integral y de ajuste de parametros. Con este fin, en la seccion 7.1 se describe el
método de solucién utilizado para encontrar el espectro del charmonium y bottomonium, en la seccién 7.2
se abordara el calculo del elemento de matriz. Finalmente, en la seccién 7.3 se hablara acerca del proceso
de ajuste (fit), con el cual se buscard hallar los valores de los pardmetros del modelo con los potenciales
definidos anteriormente y serd descrito como, a través de la técnica estadistica descrita en el capitulo pasado
(capitulo 6), se propaga el error experimental de las masas de los estados utilizados en el ajuste en todo el
espectro calculado y a los pardmetros del modelo.

7.1. Meétodo de Solucion

Con el fin de determinar las energias de las resonancias del espectro del charmonium y bottomonium es
necesario solucionar la ecuacién (5.24) la cual es una ecuacién integral de Fredholm de segundo orden [134].
Existen diferentes métodos para solucionar este tipo de ecuaciones. En particular, se ha empleado un proce-
dimiento variacional en el presente trabajo.

Con este fin, primero se expresa la funcién de onda del sistema por medio de una superposicion de las fun-
ciones de onda de una base de prueba dada. Usando el acoplamiento espin-érbita estandar las funciones de
onda son

U (03 (P) = R,.(p3 D) [YL.(D) ® X5y s, » (7.1)

donde la funcién radial en el espacio del momemtum R, 1(p;P) representa el factor radial de la funcién
de prueba, n es el niimero cudntico principal, p es el pardmetro variacional con dimensién de momentum,
Y7 i, (P) es el correspondiente arménico esférico y x s, ars s la funcién de espin. Por conveniencia se introduce
la notacién corta {v} = L, S, J para los nimeros cudnticos espin-angular de la base, es decir, el momento
angular orbital (L), el espin total (S = 0,1) y el momento angular total (J). Para los cdlculos presentados
en este trabajo se toma la proyeccién del momento angular total sobre el eje z como M; = J. Los valores
de elementos de matriz que involucran los otros valores de M ; estan directamente relacionados con los que
tienen My = J a través del teorema de Wigner-Eckart [135]. Por simplicidad no se considera la posibilidad
que diferentes valores de L sean mezclados por la interaccién tensorial (presente dentro de H;,,: ). Estos efectos
han mostrado ser despreciables en modelos semirelativistas [45,115]. Para la parte radial se seleccioné una
funcién de onda de oscilador arménico tridimensional

N

3
2

2n! Loosr —52
L (pip) = | ———— | Ly — |, 2
Ry, 1(p; D) {F(n—s—L—&—‘;’)} 5 L (S)exp[ 5 } (7.2)
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1
donde KTLL+2 (s?) son los polinomios de Laguerre generalizados y s = p/p.
Ahora, se construye la matriz Hamiltoniana a partir de la ecuacién (5.24), utilizando la base de oscilador
armonico de la ecuacién (7.2), obteniendo

M{V},nb,na = Moénb,na + /dgp \I/Lb,{u} (mK(m\Pna,{u}(ﬁ) + /dgpb d3pa\llilb7{y}(p_l;)Hint(ﬁbvﬁa)\pna,{y}(p_t;)-

(7.3)
Donde K(p) esta definida en la expresién (5.23) v Hint(Pb, Pa) es la interaccién definida en la ecuacién
(5.10). La matriz Hamiltoniana (7.3) serd posteriormente diagonalizada con el fin de obtener los valores
propios de la ecuacién. En la ecuacién (7.3) las matrices de espin de Pauli en Hint(Ph,P,) no han sido
escritas explicitamente. Se debe notar que una integracién en seis dimensiones sobre P, y p, aparece en el
término de interaccién. Sin embargo, se integra analiticamente la parte espin-angulo del elemento de matriz
asi que solo una integracién tridimensional sobre py, p, y cos @ = x permanece. Para resolver la ecuacién (7.3)
se usa el procedimiento variacional descrito a continuacién [45].

a) Se fija el valor de p y se realiza la diagonalizacién del Hamiltoniano completo. Posteriormente, se minimiza
la energia del estado base del sistema barriendo el pardmetro variacional no lineal p (ver apéndice F).

b) Se diagonaliza el Hamiltoniano utilizando este valor del pardmetro variacional.

Se obtiene una buena convergencia numérica para los autovalores que representan la energia del sistema
estudiado, tomando las primeras diez funciones de onda de la base para cada estado. Por lo tanto, la matriz
Hamiltoniana 10 x 10 es diagonalizada y minimizada a través de la técnica variacional estandar ya descrita.
Una vez la solucién numérica es obtenida, se verifica en todo caso que la solucién encontrada represente
una buena aproximacién numérica. Para ello se substituye la solucién numérica en la parte izquierda de la
ecuacién (5.24) y se verifica que la ecuacién integral sea satisfecha. De esta manera se garantiza que las
soluciones reportadas realmente cumplen la ecuacién integral.

7.2. Calculo del elemento de matriz

Para mayor claridad se calculara de manera explicita el elemento de matriz en el espacio del momentum.
Para tal efecto, primero se escribird la expresién de la interaccién vectorial (ecuacién (5.17)) y escalar
(ecuacién (5.18)) de forma mds explicita. Con ese motivo se escriben, en primer lugar, algunas definiciones
tutiles que simplificaran las expresiones asociadas a la interaccion.

Se define entonces:
PO = || R =[P (1.4

Adicionalmente se redefinen las interacciones escalar y vectorial de la siguiente forma:

(ol H|pa) = HY (B, B, 1, 52), (7.6)
(ol HO |pa) = H) (5, P, 31, 52).- (7.7)

Utilizando las anteriores definiciones junto con la ecuacién (5.8) es posible escribir la ecuacién (5.17) en la
forma:

[7 - - = = v AE 2
H(U)(pavpb701702) = V( )(q> { |:1 — ( Q2)

+ N3G Do) (02 - Do) (1 - Pa) (G2 - Pa)| + [0%(51 - Pa) (G2 - Pa) (G - G2) + 06(F1 - Pa) (G2 - Pb) (51 - T2)

+ 09(F - pa) (31 - ) (51 - T2) + ¢*(F1 - ) (T2 - Db) (51 - Fo)] [1 + (AE)T } .

} (02 4 A1 55)(@1 - ) + 1A - 56)(G2 - o)

QQ
(7.8)
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Donde las expresiones AE y Q2 han sido definidas en la seccién 5.1.
De igual forma la ecuacién (5.18) puede ser escrita como

H®) (B, b, 1,52) = V(@) {11” = nA(@1 - 1) (G1 - Ba) — nA(G2 - 1) (G2 - Pa) 9

+ N2(G1 - o) (G2 - Do) (61 - Pa) (G2 'ﬁa)} .
Las anteriores expresiones (ecuaciones (7.8) y (7.9)) estdn compuestas de factores que dependen de los
angulos, de los momentos y de los espines (pq, Py, 01,02) y de factores “escalares” que solo dependen de
los valores absolutos de los momentos (p,,py) y de z. Teniendo esto en mente, es posible escribir de forma
compacta el Hamiltoniano total dado por la ecuacién (5.9). Por claridad, se considera por separado el término
vectorial (v) y el escalar (s), identificados por medio del superindice 7 = v, s, respectivamente:

ﬁg;z(ﬁb’ﬁaa 6:1; 6!2) = Z Z 7:[(7)7k(pbapa7 x)Ak(ﬁaaﬁb, 6:15 6!2) (710)
T k

En la anterior ecuacién el primer factor (H(™)*(py, pa, x)) representa el factor “escalar” (que no depende de
angulos) y el segundo factor (Ag(Pg, Py, d1,02)) dependiente de las variables espin-dngulo. Adicionalmente
k etiqueta cada unos de los términos que aparecen en cada interaccion. Desde ahora se dejard de lado la
notacion con la barra teniendo en cuenta la definicién (5.10), es decir se van a incluir los factores encargados
del apantallamiento en el Hamiltoniano de interaccion, los cuales quedarian incluidos en la parte de la
interaccion que solo depende del valor absoluto del momentum.

Para separar apropiadamente lo que se puede integrar de forma analitica del resto es conveniente expandir
en polinomios de Legendre la interaccion H(”)’k(pb7 Pa,x) obteniendo la siguiente expresion:

H ) Bor Par 01, G2) = A7 DD S HT (0,pa) X D Yom(00)Y/ (Pa) Mk (B B, 51,52). (T.11)
T k £

m

donde ’Héﬂ’k(pb, Pa) se puede obtener a partir de los polinomios de Legendre de la siguiente forma:

. Lt ;
O npa) = 5 [ de WO o, ) P, (712)
—1

Donde Py(z) es un polinomio de Legendre de grado £.

El elemento de matriz de la parte angular en la ecuacién (7.11), claramente factorizada, se puede calcular
analiticamente utilizando el dlgebra del momentum angular. De esta manera el iltimo término a la derecha
en la ecuacién (7.3) (que da cuenta del elemento de matriz de la interaccion Hamiltoniana) teniendo en
cuenta de forma explicita la funcién de onda de la expresién (7.1) y a su vez la base de prueba de la ecuacién
(7.2), se puede escribir:

[e%¢] oo 1
(10 L 8, J | Higalnai 1, 8, 7) = 42 357 % /O /O dpwvidpar?, | AR, (S 1) o (00 Pi(o)
T k 4

> / A2 [V (50) @ Xs1) 1, Yo (50) Mk (Bas Bos 31, 32) Vi (P) [V (Ba) @ Xl ag, - (713)

El segundo renglén de la anterior ecuacién (ecuacién (7.13)) corresponde a la parte de la interaccién que
puede ser evaluada de forma analitica utilizando el dlgebra de momentum angular. Por el contrario, la primera
parte de la expresién ecuacién (7.13) presenta integrales que no tienen solucién analitica. Estas integrales
en el espacio del momentum y en las variables p,,p, v  se resuelven utilizando un método de integracion,
basado en un algoritmo global y adaptativo.

A pesar de que el término tipo-Coulomb en el potencial vectorial ecuacién (5.20a) tiene una clara singularidad
tipo 1/¢?, es posible evitarla al hacer el siguiente cambio de variable:

U= (Do — Db), (7.14a)

L 1.,
U= §(pb + Pa)s (7.14b)
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v ! w2 — ). (7.14c)

\/(iu2 + v2 — uvy) ($u? 4 v? + uvy)

donde y = u - ¥. El Jacobiano correspondiente a este cambio de variable es uno. Por lo tanto, integrando
respecto a y, u y v es posible superar la singularidad del término tipo Coulomb. Una ventaja adicional que
tiene este cambio de variable es que produce una convergencia mas veloz para las integrales correspondientes
al elemento de matriz (para més detalles ver apéndice D).

7.2.1. Calculo de la parte angular del elemento de matriz

El célculo de esta parte del elemento de matriz deberd ser hecho para cada uno de los términos Ay (pq, Py, 51, 02).
Por conveniencia se utilizard en esta parte la notacién bra-ket de Dirac. De esta forma, el elemento de matriz
angular en la ecuacién (7.13) se puede expresar de la siguiente manera:

(b:L,S,J;a: | Ak(Pa, Dy, 01,02)|a: L, S, J;b: 0) =

Z / dQydQy Y7, (Pp) ® XS]TJ,MJ Yo,m (Do) Mk (Pas Doy 015 52) Yy, (Pa) (YL (Do) @ X5y 01, - (7.15)

Los niimeros cudnticos se han descrito en la seccién 7.1.

Mirando con detenimiento las ecs. (7.8) y (7.9) se observa que Ak (P, P, 01,72) se compone de productos del
tipo (81,2 - Pa,b)- Esta clase de expresiones pueden ser acopladas con [Y7,(Pab) ® Xs] .0, Con el fin de evaluar
de forma directa el elemento de matriz. Utilizando el algebra de momentum angular es posible mostrar que
(ver apéndice C):

@ D) [YL(B) ® xslyar, = D, @(L, S, T3 L1, S1) [V, (B) @ X&)y, » (7.16)
Ly,51
donde

q1(J, S, J;L1,S1) = \/6(2L +1)(25 + 1)(25; + 1)(—1)S~La+S+I+1

_ 1 L N\ frL 1 L
<1,0,L,O|L1,0>{§ S (s, 7 s (™D

. b . [ -
La expresion {z . Jct} representa el simbolo 6J. Ademéds I, = L — 1,L + 1y S; = 0,1. Utilizando
operaciones de simetria también se puede mostrar lo siguiente:

¢2(J, S, J; L1, S1) = (=15 75¢1(J, S, J; L1, Sy). (7.18)

Con estos resultados, y utilizando las propiedades de ortonormalidad de los armédnicos esféricos, es posible
obtener expresiones analiticas para los diferentes valores de Ay (pq, Pp, 51, 02). Por completez, se mostrard el
resultado explicito para A(pg, Py, 1, 02) = (01 - D) (01 - Pa). De esta manera, se da una idea més clara de lo
que representan estos términos angulares en el elemento de matriz.

Para este término se tiene entonces que:

(b:L,S, J;a:l|(d1-pp)(F1-Pa)la: L,S,J;b:6), =>aq1(L,S,J;£,5)q:1 (L, S, J;¢,5) (7.19)
S/

donde f =L —1,L+1y S =0,1. En general, la parte angular el elemento de matriz es conformada por
expresiones al estilo de la anterior ecuacién, que pueden ser encontradas en forma cerrada dados los niimeros
cuanticos de un estado particular. En base a lo anterior, estas expresiones seran representados de la siguiente
manera:

(b:L,S, J;a: l|Ax(Pa, Py, G1,02)|a: L, S, J;b: €)= Ap.1.5.7.0 (7.20)

De esta forma el elemento de matriz en la ecuacién (7.13) completo queda:

<nb; La Sa J|Hint|na; Lv Sv J> = 471—2 ZZAk,L,S,J;Z
T k£

e’} [ee) 1
/ / dpbpl%dpapz / denb,L<pb)/H§T)7k(pbapaam)Rnba,L(pa>P€(x) (7'21)
0 0 1
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7.3. Procedimiento de ajuste (fit) y calculo de incertidumbres

En el capitulo 6 se describid, de manera general, como a través de la técnica llamada bootstrap es posible

propagar los errores experimentales. En la presente seccién se aplicara dicho proceso especificamente para el
charmonium y bottomonium.
Los potenciales I y II (ver ecuacién (5.22)), dependen de 7 y 8 pardmetros respectivamente. Se tiene una
dependencia de m (masa del quark constituyente c y 6 by b), My (energia fenomenoldgica de punto cero del
espectro), ag (constante de acomplamiento fuerte efectivo), 3, (intensidad del confinamiento vectorial), A
(constante escalar de interaccién), y ks y ps (pardmetros de apantallamiento), mientras que, con el potencial
II, se tiene una dependencia de los mismos pardametros mas 3, que representa la intensidad del confinamiento
escalar.

Para determinar los valores de los parametros, las correspondientes incertidumbres y el espectro del
sistema ¢g se ajustan las masas experimentales de las resonancias dadas en la tabla 8.4 es decir, los estados
base de cada JT'C més las resonancias 71/, y ¢/, cuyas energias estdn por debajo del umbral DD. De igual
forma se han utilizado estados bien establecidos para el bottomonium, consignados en la tabla 9.4, los cuales
estan debajo del umbral BB. Haciendo esto procedemos de la siguiente forma [131]:

1. Se eligen aleatoriamente valores de las masas de las resonancias por muestreo de una distribucién
Gaussiana acorde a las incertidumbres experimentales dadas en la tabla 8.4 para el charmonium y en
la tabla 9.4 para el bottomonium, obteniendo un remuestreo de la energia de los estados utilizados en
el ajuste (fit).

2. Se usa el método de minimos cuadrados para minimizar la distancia al cuadrado:

d* =" (B - M;)?, (7.22)
3

donde M; representan las masas de estados bien establecidos, es decir, estados debajo de los umbrales
de decaimiento, en el rango experimental reportado en PDG, las cuales fueron obtenidas en el remues-
treo mencionado en el item anterior. Mas precisamente, se utilizan en el proceso de ajuste las siguientes
resonancias, con niimeros cuanticos J¢, indicadas entre paréntesis: i = JF¢ = 07F (n,, n.); 17~
(J/, 9"); 07 (xe0); 117 (he); 17F (xe1) ¥ 27 (Xc2) para el charmonium; para el bottomonium; 0=+
(np(15)); 1= (T(15), T(25), T(39)): 0+F (xao(1S), x60(28)); 1+~ (ho(LP), ho(2P)); 1++ (1 (LP),
X62(25) ); 277 (Y(1D)) v 27T (xp2(1P), xp2(25)). E; representan las energias tedricas correspondien-
tes, obtenidas por medio de los potenciales I y II al resolver la ecuacién (7.3).
Estos ajustes (fits) son ejecutados usando MINUIT [55]. Vale la pena mencionar que los ajustes rea-
lizados para el charmonium y bottomonium se realizan de manera independiente.

Este procedimiento es repetido 1000 veces suministrando estadistica suficiente para computar el valor es-
perado de los pardmetros y del espectro de energfas asf como también de sus incertidumbres a 1o (68 %)
de nivel de confianza (NC). Los valores esperados de los pardmetros son computados como el valor medio
de las 1000 muestras. Para calcular las incertidumbres a 1o de NC se toma el mejor 68 % de los fits y se
computan las diferencias entre el valor medio y el maximo de igual forma entre el valor medio y el minimo
valor de las masas. De esta manera las incertidumbres reportadas no son simétricas. La tabla 8.1 suministra
los parametros ajustados para ambos potenciales y en las tablas 8.2 y 8.3 se encuentran las matrices de
correlacién, para el charmonium, de los pardmetros para los potenciales I y II, igualmente en la tabla 9.1
estan registrados los parametros para ambos potenciales y en las tablas 9.2 y 9.3 se encuentran las matrices
de correlacion, para el bottomonium. Estos resultados serdn analizados en los capitulos 8 y 9.

Vale la pena mencionar que el estado 1,(25) no se ha utilizado en el proceso de ajuste (fit). Esta exclusion se
debe a que existi6 una ligera discusion al respecto del valor de la masa de este estado. Inicialmente la colabo-
racion BABAR [136] reporté un valor de masa del estado 7,(25) entre 9974 y 10015 MeV. Posteriormente,
la colaboracién CLEO [137] y Belle [11] reportaron valores de 9974.6 4 2.3 & 2.1 Mev y 9999.0 4+ 3.5733
MeV, respectivamente. Por tltimo, la colaboracién Belle [138] buscé en la regién de energia explorada por
CLEOQ con 17 veces mas estadistica y concluyeron que no se evidencia ninguna senal en esa regién de energia.
A pesar de que el PDG ya ha anadido este resultado en sus registros, en el presente trabajo se considerd
conveniente dejarlo fuera del proceso de ajuste para intentar obtener este estado como una prediccién. El
resultado serd comentado en el capitulo 9.
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Para la ejecucion de los items mencionados y la obtencién de los parametros, matrices de correlaciéon de

los pardmetros y el espectro de los mesones, se construyé una serie de subrutinas en lenguaje FORTRAN.
Ademés fue necesario utilizar programacién en paralelo utilizando el protocolo MPI (Message Passing In-
terface) para optimizar todo el proceso computacional. Sélo de esta manera fue posible realizar la gran
cantidad de procesos de ajuste que se llevaron a cabo para propagar los errores experimentales en el espectro
de energias y en los pardametros del modelo. En este proceso ha sido usado el cluster TOCHTLI del Instituto
de Ciencias Nucleares (ICN) de la Universidad Nacional Auténoma de México (UNAM).
Por lo tanto, siguiendo el método de diagonalizaciéon-minimizacion, descrito en la seccién 7.1, junto con el
proceso de ajuste (fit) aqui descrito (basado en lo explicado en el capitulo 6) y a través de las herramientas
de software construidas, fue posible reproducir los espectros del charmonium y bottomonium, los cuales se
presentaran y analizardn en los capitulos 8 y 9.



Capitulo 8

Espectro del charmonium

En los capitulos pasados se ha mostrado en detalle el modelo relativista y ademés se ha descrito el
método de solucién que se empled en la obtencion del espectro del charmonium y bottomonium. En el presente
capitulo, el cual estd basado en la publicacién [56], se presentaran los resultados concernientes al charmonium.
En primera instancia, se mostraran los valores de los parametros hallados en los procesos de ajuste utilizando
los dos potenciales. Posteriormente, se discutiran las matrices de correlacién que surgen del proceso estadistico
ya descrito. Adicionalmente, se mostrara el espectro del charmonium, tanto los estados utilizados en el ajuste
como los demds estados que seran tomados como predicciones del espectro. Se analizaran varios estados del
espectro que revisten especial interés, uno de ellos es el X (3872). Finalmente, se mostrardn las conclusiones
obtenidas en el presente capitulo.

8.1. Parametros del modelo y matrices de correlacion

Utilizando el modelo relativista con los pardmetros ya descritos y a través del proceso mencionado en el
capitulo pasado se encontraron los resultados para los parametros que se muestran en la tabla 8.1

Tabla 8.1: Parametros ajustados de los dos potenciales considerados en la reproduccién del espectro del
charmonium. Las barras de error son reportadas a lo (68 %) de NC (Nivel de Confianza), teniendo en
cuenta todas la correlaciones entre pardmetros. (ver Seccion 7.3).

Parameter Potential I Potential 1T
m (MeV) 1455750 136473
My (MeV) 108732 270 + 45
gt 0.6370 08 0.54470 027
B, (GeV?) | 0.013470:5009 0.00415-062
ks 59741 96115
ps (GeV) 0.69815-0%2 0.91+5-11
A (GeV=2) |  0.015+0.004 —0.006 + 0.002
Bs (GeV?) 0 (fixed) 0.01315:003

Los valores de los pardmetros obtenidos estan cerca del rango usual de valores encontrados en otros
modelos de potencial, particularmente aquellos que son comunes en casi todos los modelos como m y ;.
Sin embargo, el potencial II obtiene un valor de masa del quark charm (& 1.3 GeV) un poco mds cercano
al reportado en el PDG (Particle Data Group) el cual tiene un valor de 1.27 £+ 0.03 GeV [139]. Vale la pena
resaltar que muchos modelos con muy buenos resultados en su ajuste y en las predicciones reportan masas del
quark charm lejanas del valor calculado y reportado en el PDG (por ejemplo [42,115,116]). Como se observa
en la tabla 8.4 estos valores de pardmetros producen un excelente fit para ambos potenciales. Los pardmetros
relacionados con el apantallamiento revelan una activacién de este fenémeno precisamente en la cercania de
los umbrales de decaimiento _DD. Para analizar el apantallamiento es conveniente definir el momentum
asociado al apantallamiento p] /2 (j = I II etiquetan los potenciales I y II) que son definidos por Fj(p; /2) =
1/2 (debe recordarse que Fy(0) = 1). Se define de esta manera puesto que, a ese valor, se puede considerar
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Figura 8.1: Funcién de apantallamiento, ecuacién (5.11), para los potenciales I (linea punteada azul) y 1T
(linea roja). Para ks y ps se han usado los valores centrales de la tabla Table 8.1. Se resaltan los valores del
momento asociado al apantallamiento p! /2 (potencial I) y leI/2 (potencial II) definidos en la seccién 7.3.

que el apantallamiento esta participando en la dinamica del potencial de manera importante. Siguiendo la

anterior definicién se encuentra que pll /2 = 1.4 GeV and 10111/2 = 1.9 GeV. Estos valores corresponden a la

energia cinética de apantallamiento
_ / N
E)=2y/m?2+ (plj/2) (8.1)

obteniendo E' = 4100 MeV y E™ = 4700 MeV. Esto muestra que el efecto de apantallamiento es activo por
encima del umbral de decaimiento donde un efecto de saturacién de energia debe ser introducido para la
interaccién [140].

Antes de analizar el espectro producido se analizaran las matrices de correlacion que se exponen en las tablas
8.2 y 8.3. A pesar que los potenciales I y II comparten el mismo tipo de potencial vectorial se debe tener
presente que se diferencian por el potencial escalar. La matriz de correlacién del potencial I indica una alta
correlacién entre parametros. Particularmente se observa que la masa del charm tiene una alta correlacion
con los parametros tanto del potencial vectorial como del potencial escalar. Se debe notar la correlaciéon
moderada entre el coeficiente 3, y A. Esta correlacién implica una conexion entre el confinamiento en la
interaccion vectorial y la interaccién escalar. Una importante correlacién que vale la pena mencionar es
la existente entre los parametros asociados al apantallamiento con los demds parametros. Se observa una
apreciable correlacion entre el pardmetro ps y A. Siendo que el apantallamiento actia en la regién alta del
espectro, esto sugeriria que la interaccién escalar actia también en regiones altas de energia. Por el contrario
se nota una baja correlacion entre los parametros de apantallamiento y los parametros 5, v g indicando
que con este potencial la interaccién vectorial influye méas a bajas energia y la interaccion escalar a altas
energias.

Tabla 8.2: Matrices de correlacién para los pardametros del potencial 1.

m My st By ks Ds A
m 1
My | —0.78 1

Olgt 0.86 —0.40 1

By | —0.88 0.39 -0.93 1

ks 0.11 -0.02 0.13 -0.23 1

Ds 0.33 —0.34 0.05 -0.16 -—0.62 1

A | —0.76 0.59 —0.53 0.62 0.03 —-0.70 1

Con respecto al potencial 11, las correlaciones cambian drasticamente. La inclusién del pardametro 55 y por lo
tanto del término de confinamiento de forma explicita en la interaccién escalar, rompe correlaciones que con
el potencial I eran muy fuertes, con excepcion del parametro M. Se observa entonces en la tabla 8.3 como
los parametros de la interaccién vectorial se encuentran descorrelacionados entre ellos. Esto también sucede
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con los pardmetros de la interaccién escalar. Adicionalmente se observa la disminucién de las correlaciones
de la masa m del quark charm con los demdas parametros. Sin embargo, se reporta en este potencial una
apreciable correlacién entre 3, y s sugiriendo que en cualquier caso existe una fuerte correlacion fisica entre
los términos de interaccién vectorial y escalar de confinamiento.

Tabla 8.3: Correlation matrix for the parameters of potential II.
m MO st ﬁv ks Ds A 55
m 1

My | —0.61 1

Qust 0.40 0.31 1

By | —0.12 0.04 0.06 1

ks 0.31 -0.10 0.14 —-0.23 1

Ds 0.02 -020 -042 -0.17 -0.35 1

A 0.22 —0.18 0.09 -0.21 0.24 0.58 1

Bs | —0.29 —0.20 —-0.52 —0.66 0.02 0.33 0.29 1

8.2. Espectro del charmonium

En esta seccién se presenta el espectro del charmonium, en el cual se han propagado los errores ex-
perimentales a través de la técnica de bootstrap ya mencionada. En la tabla 8.4 se consignan los valores
encontrados para los estados usados en el proceso de ajuste.

Tabla 8.4: Estados del Charmonium usados en el ajuste usando los potenciales I y II comparados con las
masas experimentales obtenidas del PDG. n representa el niimero cudntico principal, L el momento angular
orbital, J el momento angular total y S el espin total del sistema quark-antiquark (charm-anticharm).

Nombre | n25+1L; Masas (MeV)
Potencial I  Potencial 1T Experimental
Ne 118, 299075, 208175, 2983.6 + 0.6
J/¢ 138, 3089.3%37 310175 3096.916 & 0.011
Xco 13Py 3417.0753 3416713 3414.75 4+ 0.31
Xet 13P 3500.713%  3506.3777 3510.66 + 0.07
he 1P 3514.979%  3521.075° 3525.38 £0.11
Xe2 13P, 357917, 35631%, 3556.20 + 0.09
. 2185, 364617, 3647719 3639.2 + 1.2
g 238, 36749737 3679.2753 3686.10915-012

Ambos modelos presentan un excelente ajuste a los datos experimentales. Sin embargo, cabe notar que el
potencial IT reproduce todos los estados ajustados dentro de 10 de NC mientras que con el potencial T y.1
¥ X2 caen marginalmente fuera de 1o de NC (ver tabla 8.4 6 graficas 8.2 y 8.3).

Si se observan las tablas de las predicciones de los estados 8.5 y la tabla 8.6 se observan diferencias marcadas
entre estados en la parte alta del espectro. Sin embargo, la estructura del espectro producido por ambos
potenciales es semejante. Se discutirdan a continuacién algunos de los estados producidos por los potenciales
Iy II, acorde a la asignacién espectroscépica n?*1L; de los niimeros cuénticos.

8.2.1. X(3915), X(3872) y xe2(2P)

Para estos estados se asignan los niimeros cuénticos 23P;, con J = 0, 1 y 2 para X (3915), X (3872) [141]
y Xe2(2P) respectivamente. Los potenciales I y II son capaces de reproducir la divisién hiperfina de los
estados ajustados 1P (xc0, he, Xe1 ¥ Xe2) Dero la estructura de los estados 2P no puede ser reproducida
con la misma precisién. En particular no es posible reproducir el hecho que el estado X (3915) tenga una
masa mas alta que el estado X (3872). Sin embargo, se predice con buena precisién el estado x.2(2P) dentro
de las incertidumbres de los dos potenciales. Estos estados yacen en la cercania del umbral DD* y por lo
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tanto aparecen efectos dindmicos y grados de libertad que no son considerados en el modelo. Estos efectos,
semejantes a efectos de umbral o mezclas moleculares en las funciones de onda, pueden ser responsables por
las desviaciones en las predicciones. El estado X (3872) es de particular interés y requiere de una cuidadosa
discusién. Esta resonancia fue descubierta por la colaboracién Belle [89] y fue confirmada por la colaboracién
CDF [142]. Varias interpretaciones han sido realizadas para describir esta resonancia cuyas propiedades
no pueden ser explicadas facilmente dentro del marco estdndar de un mesén ¢¢ debido a la proximidad
del umbral de decaimiento DD* [120]. El estado X(3872) ha sido identificado como tetraquark [6, 44,143,
144],como una molécula DD* [145-148], como un niicleo de ¢¢ mis un componente molecular [120] y como
un estado hibrido [149]. En el contexto de un modelo de quark semirelativista hubo cierta controversia
sobre la asignacién de sus ntmeros cudnticos. Sin embargo, esta cuestiéon ya fue resuelta al confirmarse
que sus niimeros cudnticos son 1+ [93]. De esta forma, su asignacién en modelos de quark suele ser 23 P;.
Dentro del enfoque de la ecuacién de Bethe-Salpeter esta resonancia ha sido identificada con el estado 33 P;
con un valor de masa de 3912 MeV [38] pero, al mismo tiempo, un estado espurio 22P; con 3672 MeV es
también obtenido. Otros cédlculos con un formalismo similar obtienen un valor de masa de 3900 MeV, pero
incorporan el estado X (3872) dentro del proceso de ajuste [99]. Los cdlculos semirelativistas en [45,150], que
emplean una interaccién vectorial y escalar obtienen una masa de 3912 MeV para el 23 P, para ese estado.
El UQM obtiene una masa de 3908 MeV [119,120, 122]. Un cdlculo en el espacio de coordenadas con un
potencial apantallado también ha obtenido un buen resultado de 3901 MeV [151]. En general, los modelos
de quarks no relativistas o semi-relativistas tienden a sobrestimar la masa de esta resonancia con respecto
al valor experimental [46,104,115]. En el presente trabajo se obtiene 3903 y 3918 MeV con los potenciales
I y II, respectivamente. Estos resultados son razonables pero no estan completamente de acuerdo con el
valor experimental. Este resultado, junto con la larga violacién de isospin [1] previene la identificacién con
un estado estandar del charmonium, indicando la necesidad de un modelo que incluya, en una forma mas
precisa, los efectos de umbral debido a los canales DD y DD*. Para completar el anélisis del multiplete se
comentard acerca del estado X (3915). Este estado ha sido descrito como un estado convencional del sistema
cc [152] y también ha sido modelado como un tetraquark [153] y como molécula [154]. En el contexto del
cé, esta resonancia es identificada como un estado 23 P, [152]. Sin embargo, existen algunos argumentos que
cuestionan la validez de esta asignacién e incluso ha sido propuesto que el X (3915) sea x.2(2P) [155,156].
Entre ellos se destaca la falta de sefial en el decaimiento X (3915) — DD [1]. Ademsds, la diferencia de
energia entre la masa de X(3915) y su compaiiero de divisién hiperfina x.2(2P) la cual es més pequeiia de
lo esperado [1,88,157]. Con el presente modelo los valores esperados de las masas para el estado 2% Py son
aproximadamente a2 45 MeV (potencial I) y ~ 20 MeV (potencial IT) por debajo de los datos experimentales.
Por lo tanto con el modelo presentado en este trabajo no se describe este estado con buena precisién, pero
tomando en cuenta las incertidumbres generales en el modelo hadrénico, una interpretacion de este estado
como un mesén c¢ no puede ser excluida.

8.2.2.  (3770), 1(4040), ¥ (4160) y v (4415)

La regién con nimeros cudnticos J©¢ = 17~ corresponde a una de las zonas mas pobladas por resonan-
cias por encima del umbral DD. Con estos niimeros cuanticos, son reportados por el PDG como estados
pertenecientes al charmonium: (3770), 1(4040), 1(4160) y 1(4415) los cuales son generalmente interpreta-
dos como estados 13Dy, 335y, 23D y 43S respectivamente [1]. Utilizando el presente modelo, con ambos
potenciales, es posible reproducir la masa de estado 1(3770) con aceptable aproximacién. Esta diferencia
entre los valores tedricos y experimentales (50 MeV con el potencial Iy 20 MeV con el potencial IT) puede
estar relacionada con la proximidad del umbral DD.

El estado 1(4040), el cual tiene una masa experimental de 4039 MeV, es generalmente identificado como
un estado 335 [1,7]. Sin embargo, el valor tedrico obtenido con algunos modelos de potencial para el estado
325) es generalmente més grande que el valor experimental [45,46,104]. Con el modelo presentado en este
trabajo se puede describir este estado con suficiente precision gracias a la inclusién de los factores de apan-
tallamiento y a su mejor fundamentacién relativista. En particular el potencial I suministra una predicciéon
tedrica, teniendo en cuenta las incertidumbres tedricas calculadas, en acuerdo con el valor experimental. El
potencial IT también produce un valor de masa aceptable para este estado, donde el valor experimental cae
marginalmente fuera del margen de error tedrico calculado con ese potencial.

El estado 1(4160) es interpretado como la excitacién radial de 1(3770). La masa predicha por el modelo,
con ambos potenciales, es menor que la experimental, esta misma situacién sucede en otros modelos apan-
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tallados [151,158]. Si se acepta que el 1)(4160) sea considerado como un estado puro 23D; se concluirfa que
el presente modelo y los modelos de potencial apantallados no pueden reproducir este estado, sin embargo,
el presente resultado sugerirfa una naturaleza mas elaborada de este estado [159,160].

Finalmente, la resonancia 1)(4415) se suele interpretar cémo un estado 43S; [1] pero también como un
estado 5357 en [151] donde las masas de los estados 1 se ven disminuidas por la inclusién de los efectos de
apantallamiento. Utilizando el modelo del presente trabajo, esta resonancia puede ser descrita de manera
tentativa en dos diferentes maneras (ver tabla 8.6). El potencial I sugiere que esta resonancia puede ser
identificada, de manera aproximada, como un estado 43D, pero el potencial II lo sugiere como un estado
32D;. Estas inusuales asignaciones para 1)(4415) difieren de las asignaciones estdndar provenientes de los
modelos de potencial semirelativistas [42,115] donde esta resonancia es bien descrita como un estado 43S.
Debe notarse que en el modelo propuesto aqui el estado 43S, tiene una masa 4311 MeV con el potencial I
y 4360 MeV con el potencial II, los cuales encajan de mejor manera con las resonancias X (4260) [Y (4260)]
y X (4360) [V (4360)] respectivamente. Por lo tanto, el estado 42S; no puede ser identificado como el estado
1(4415) con el modelo propuesto.

Tabla 8.5: Prediccién de la parte alta del espectro del charmonium para los potenciales I y II comparados
con las masas experimentales e incertidumbres del PDG. Notacién como en la tabla 8.4. Para la masa
experimental del estado X (4160) el primer error es estadistico y el segundo sistemdtico [161].

Nombre n 29+, Masa (MeV)
Potencial I  Potencial I  Experimental
(— | 1 ;DQ 37885@ 3789}:23 —
(3770 13D, 372314 374917, 3773.1340.35
¥(3823) 13D, 3782190 378819, 3822.2+ 1.2
— 13Dy 3849713 3817+ —
X (3915) [Y(3915)] | 23R, 3867.975°2 3884713 3918.4 4+ 1.9
(— | 2 ;,Pl 3908%%3 39235% —
3872 23p 3903.579% 3918713 3871.69+0.17
Xc2(2P) 23P, 394118, 3945177 3927.2 4 2.6
¥ (4160) 23D, 4059155 4094135 4191 +5
X (3940) 315 403012, 4043175 3942+ 6
1(4040) 335, 404617, 4060™ 17 4039 + 1
— 33P 4182717 4219728 —
X (4140) [Y'(4140)] | 33P, 4200131 4238739 4146.9 + 3.1
X (4160) 418, 4300150, 4349730 4156733 £ 15

8.2.3.  X(4260), X (4360) y X (4660)

Estas resonancias con J¢ = 17~ fueron descubiertas por las colaboraciones BaBar [162] y Belle [163,164]
y confirmadas por los autores de la referencia [165]. Existen diferentes interpretaciones de la naturaleza de

Tabla 8.6: Prediccién de estados que pueden ser interpretados de diferente manera dependiendo del potencial
usado. Notacién como en la tabla 8.4.

Nombre | Potencial n25+1L; Mass (MeV)
Teoria  Experimental
X (4260) I 438 431175
[Y(4260)] 11 _— 4251+ 9
X (4360) I 3D, 43127733
[Y(4360)] 11 435, 43604:248; 4346 £ 6
I £°D; 4489753
X (4660) I
[Y(4660)] 11 43D, 4620'_"33 4643 + 9
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estas resonancias: como estado hibrido de charmonium [17,166], tetraquarks [167,168], moléculas [169], mes6n
cc [170] y algunos autores sugieren que estas senales son el producto de la interferencia entre diferentes canales
de resonancias [171-173]. En el contexto del charmonium son univocamente determinados por su mecanismo
de produccién pero algunas de sus caracteristicas, por ejemplo la ausencia de produccién de open charm [168],
no encaja como un estado ¢ [1,2]. Utilizando los dos potenciales propuestos se producen diferentes resultados
para estos estados. Debe notarse que en el contexto del modelo prepuesto, las predicciones en la region de
altas energias del espectro dependen fuertemente de la forma de la interaccién escalar. El potencial I predice
que el estado 43S, es decir, el estado 1/(4S) puede identificarse de forma aproximada a la resonancia X (4260)
[Y'(4260)]. Esta asignacién es razonable si se compara con el bottomonium !. En particular, al comparar la
diferencia de masa experimental Y (45) — Y (35) ~ 224 MeV con la de 1(45) —(35) ~ 254 MeV, esta ultima
diferencia, realizada con los resultados del potencial I, muestra que dichas diferencias son comparables y por
lo tanto brinda un soporte para esta asignacién. Adicionalmente, los autores de la refefencia [174] encuentran
una masa de = 4260 MeV para el estado 1(4S), en acuerdo con nuestra asignacion.

Por otro lado, como en [151], con en el modelo propuesto utilizando el potencial I, se puede identificar el
estado 33D; con la resonancia X (4360). Finalmente, se debe notar que el potencial I no puede reproducir la
resonancia X (4660) [Y (4660)].

Con el potencial II se observa una situacién completamente diferente. Se identifican las resonancias X (4360)
[Y'(4360)] y X (4660) en los estados 4357 y 43 Dy respectivamente pero con este potencial no se puede describir
el estado X (4260).

De esta forma se muestra como a causa de la diferencia de los potenciales en la interaccién escalar genera
cambios visibles en la parte alta del espectro.

8.2.4. X(3940) y X (4160)

Estos estados fueron observados por la colaboracién Belle en un proceso de doble produccién charm [161,
175,176). Sus decaimientos sugieren que sus nimeros cudnticos son JX¢ = 0~*. Han sido descritos en
diferentes formas: hibridos [177], moléculas [178,179], y como segunda (7)) y tercera (n!") excitacién radial
del estado 7. en el marco estdndar del sistema c¢ [180-182]. Tanto modelos del potencial semirelativistas y
no relativistas [104] obtienen masas para 7 y 1/’ muy por encima de los valores experimentales de X (3940)
y X (4160), lo cual pone en duda esta asignacion.

En [174] se asume que la diferencia de energfa entre las resonancias 1(35) — 1(2S5) ~ 353 MeV es similar
a la diferencia de energia entre 7.(35) — 1.(25), haciendo posible estimar la energia de n(3S). Los autores
encuentran que 7(3S) = 3992 MeV, que se acerca aproximadamente a la masa experimental del X (3940).
Esto lo identificarfa como un estado 3'Sy. Por otro lado, a pesar del anlisis de decaimiento en [174] se
concluye que no es posible identificar la resonancia X (4160) con el estado 43Sy. En el modelo de potencial
apantallado [151] la correspondencia entre la resonancia X (3940) y el estado 3' Sy es ligeramente mejorada.
Ellos encuentran 7.(3S5) = 3991 MeV, pero la diferencia entre la masa experimental del X (4160) y el valor de
la masa tedrica del estado 41 Sy (4250 MeV) es lo suficientemente grande para poner en duda esta asignacion.
En el modelo propuesto, con el potencial I y la asignacién 3'Sy v 4'Sg, se obtienen los valores de 4030 MeV
y 4302 MeV para X (3940) y X (4160), respectivamente. Usando el potencial II, se obtiene para los mismos
estados los valores de 4043 MeV y 4349 MeV, respectivamente. Se observa en la tabla 8.5 y en la figura 8.2
que con el potencial I se obtiene una descripcién aproximada de X (3940). Aun asi, en general se concluye que
con el presente modelo relativista no es posible hacer una descripciéon apropiada de estas dos resonancias.

8.2.5. X(4140)

Esta resonancia fue observada por primera vez en la colaboracién CDF (Collider Detector at Fer-
milab) [183] y después confirmada por la misma colaboracién [184]. Ha sido interpretada como tetra-
quark [185-187], como una molécula [140,188,189], como un hibrido de charmonium [190] y como un estado
de c¢ [123]. Recientemente, la colaboracién LHCb (Large Hadron Collider beauty) [94] reporté 1T+ como
sus nimeros cuanticos, lo cual permite una interpretacion de esta resonancia como un estado 32Pj, es decir,
Xe1(3P), dentro de contexto dece [191]. El valor de masa del estado 33P; en los modelos de potencial relati-
vista [104] y apantallado [151] es calculado por encima de la masa experimental de las resonancia X (4140)

1Esto se debe a que las diferencias de energia entre estados son similares, es decir, (My 25y — My(15)) = (My(25) — My(15))
y (My3s) — My2s)) = (My(3s5) — My (2s))- De esta forma se podrfa esperar que pase lo mismo con los siguientes estados.
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[Y'(4140)], sin embargo , teniendo en cuenta el potencial apantallado esta sobrestimacién es solo de 40 MeV,
haciendo posible esta interpretacién. Con el modelo propuesto en este trabajo con los potenciales I y II se
predice este estado aproximadamente 30 MeV y 70 MeV respectivamente, por encima del valor experimental.
De esta forma, se deja abierta la posibilidad de que este estado pueda ser compuesto por un sistema c¢, pero
no de manera definitiva. Sin embargo, los efectos relativistas no parecen ser los causantes de la discrepancia
entre los datos experimentales y tedricos. Mas efectos fisicos deben ser incluidos para proporcionar una mejor
descripcion de este estado.

8.2.6. 1(3823)

Esta resonancia fue observada por primera vez més de 20 anos atrds [192]. Recientemente, fue observada
de nuevo por la colaboracién Belle [193] y confirmada por BESIII [194]. En acuerdo con los modelos de
potencial semirelativsta [104,115], el modelo aqui propuesto describe razonablemente bien este estado con
ambos potenciales asignandoles un valor de ~ 3785 MeV contra un valor experimental de 3822 MeV, con la
asignacion estandar 12D, (JP¢ = 277). En lareferencia [151], fue encontrado un valor de masa de 3798 MeV,
similar al encontrado con el modelo aqui propuesto. En el UQM (Unquenched Quark Model) [120] se obtuvo
una masa de 3736 MeV significativamente méas baja que el valor experimental.

8.2.7. Resonancias faltantes (Missing resonances)

El modelo relativista que se ha propuesto en el presente trabajo, al igual que la mayoria de modelos para
mesones (por ejemplo [42,115,116] entre otros), predice estados que no se han observado experimentalmente
todavia. Los estados 11Dy, 2P, 32 Py y 13D3 pueden ser considerados de esta manera (cajas purpura en
figuras 8.2 y 8.3). El estado 1! Dy, como ya se ha mencionado, no es un buen candidato para el X (3872) y
constituye de esta manera un resonancia faltante que produce el modelo relativista propuesto. El estado 2! P
pertenece a la regién de energifa donde solo los mesones cargados Z.(3900) y Z.(4010) han sido ubicados.
Actualmente esta regién de energias con estos niimeros cudnticos no contiene estados asociados al sistema cc,
a pesar que la excitacién radial del estado h. deberfa yacer ahi. El estado 33 Py fue identificado como X (4140)
sin embargo, recientemente se ha convertido en una resonancia faltante (ver Seccién 8.2.5) al considerar los
tiltimos resultados del LHCb [94]. La 1ltima resonancia faltante que consideramos es el estado 12 D3, también
permanece sin detectar, a pesar de que su valor de energia es cercano al umbral de open charm, regiéon de
energia donde otros estados han sido observados.

8.3. Conclusiones del capitulo

En el presente capitulo se ha utilizado el modelo de interacciéon de Dirac relativista, desarrollado en el
capitulo 5, en la reproduccién y andlisis del espectro del charmonium. Ademas se ha implementado de forma
exitosa el método de solucién de la ecuacién de autovalores y se ha aplicado el método de bootstrap para
propagar los errores experimentales al espectro y pardmetros. De esta manera se han propagado de manera
exacta los errores estadisticos de los datos experimentales en los pardmetros y en las energias, teniendo en
cuenta todas las correlaciones. En el proceso de ajuste (fitting) fueron usados estados bien establecidos del
charmonium, (ver Tabla 8.4): 1., J/%, Xc0, X1, Pes Xe2, M. and ¥, que se encuentran debajo de los umbrales
de open charm. En ambos casos se han obtenido excelentes resultados incluyendo el splitting entre h., x.o,
Xe1 ¥ Xe2- A partir de los pardametros obtenidos, se obtuvieron predicciones de los estados ubicados encima
del umbral de open charm y se calcularon las respectivas incertidumbres (ver Tablas 8.5, 8.6 y Figuras. 8.2,
8.3). La estructura completa del charmonium es descrita razonablemente bien y en acuerdo con los datos
experimentales disponibles.

Por otro lado, es posible concluir que el efecto de apantallamiento es relevante en la descripcién del espectro
con los dos potenciales, particularmente para valores de energias por encima del umbral de open charm. A
partir de las matrices de correlacién entre los pardmetros del potencial I (tabla 8.2) y potencial II (tabla 8.3)
se observa una baja correlaciéon entre los parametros de apantallamiento y los parametros de la interaccion
vectorial. Sin embargo, ocurre lo contrario con la interaccion escalar la cual es mas relevante en la parte alta
del espectro debido a su relacién con el confinamiento. Esto sugiere que los factores de apantallamiento toman
en cuenta de manera fenomenolégica, sélo parcialmente, los grados de libertad asociados a los componentes
virtuales ¢¢ que disminuyen la energia de los estados. A medida que crece la energia la reproduccién del
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Figura 8.2: Espectro completo del charmonium obtenido con el potencial I (cajas rojas) comparado con el
espectro experimental tomado del PDG (cajas azules). Las cajas puirpura representan las missing resonances.
El tamafio de las cajas rojas incluyen las barras de error a 1o (68 %) de NC. De la misma manera, el tamafio
de las cajas azules representan el error experimental de las masas de las resonancias. Las lineas punteadas
representan las energias de open charm DD y DD*. Los célculos de las incertidumbres tienen en cuenta
todas las correlaciones entre los pardmetros (ver seccién 7.3 para més detalles). En el eje horizontal se
reportan los niimeros cuanticos JC para los diferentes estados. Al lado derecho de la figura, las flechas
indican los estados que han sido usados en el proceso de ajuste (debajo del umbral DD) y las predicciones
del modelo del potencial I. Es importante notar que se ha usado la nomenclatura mas reciente del PDG
donde los mesones vectoriales son también denominados como X en lugar de Y. Los estados en ambas
denominaciones se relacionan a continuacién para mayor claridad: Y (4260) <+ X (4260), Y (4360) <> X (4360),
Y (4660) < X (4660), Y (4140) < X (4140) y Y (3915) <> X (3915).

espectro se torna mas dificil, lo cual sugiere nuevos efectos de campo o grados de libertad que deberian ser
incluidos en el modelo tedrico. Evidentemente, se requieren nuevas investigaciones en este aspecto. Como ya
se mencioné se realizé un anélisis estadistico completo y de esa forma se determind las incertidumbres de los
parametros y sus correlaciones. Adicionalmente, el espectro fue calculado teniendo en cuenta de forma com-
pleta estas correlaciones entre pardmetros. Una amplia revisiéon bibliografica revela que este tipo de andlisis
de error en otros modelos de potencial habian sido limitados e incompletos. Este andlisis de error ayuda a
identificar mas facilmente que estados requieren de efectos fisicos adicionales. En base a lo anteriormente
realizado se pudo analizar cada estado del espectro. En més detalle, el estado X (3915), X (3872) y x2(2P)
son identificados como estados 23 P; con J=0,1 y 2, respectivamente. El y.2(2P) es apropiadamente descrito
con ambos modelos de potencial. La masa del estado X (3872) es ligeramente sobrestimada, aproximada-
mente 3904 MeV con el potencial I y 3918 MeV con el potencial 11, a pesar de la mejoras relativistas y la
inclusion de los errores. Esto senala que este estado es mayormente c¢ y su masa esta ligeramente modificada
por efectos que no son tenidos en cuenta en el modelo propuesto en el presente trabajo.

El X (3915) no es descrito apropiadamente por el modelo. Esto implicaria que este estado experimental no
es un simple estado c¢ y que por lo tanto no hace parte del triplete mencionado.

También el modelo es capaz de describir la mayorfa de los estados 1) por encima del umbral DD, a saber:
Y(3770) (13Dy), 1(4040) (33S1), ¥(4160) (23D;) y 1(4415) (43D; con el potencial I y 33D; con el potencial
IT). Sin embargo, los estados 1(3770) y 1(4040) son suficientemente bien descritos pero los estados 1(4160)
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Figura 8.3: Espectro del Charmonium obtenido con el potencial II. Notacién como en la figura 8.2.

y ¥(4415) no lo son.

Los dos potenciales producen resultados diferentes para las resonancias X (4260) [Y(4260)], X (4360)
[Y'(4360)] y X (4660) [Y (4660)]. El potencial I produce un estado 435; que puede aproximadamente ser iden-
tificado con la resonancia X (4260). El estado X (4660) de la parte alta del espectro es reproducida dentro de
las incertidumbres del modelo con el potencial II sin embargo el potencial I no lo puede reproducir. El estado
X (4360) es reproducido con ambos potenciales pero con amplias incertidumbres. Las resonancias X (3940)
y X (4160) no son descritas apropiadamente esto apoya la hipétesis de que estos estados van més alld de la
descripcién de un sistema c¢. La resonancia X (4140) es reproducida aproximadamente con el potencial I,
sugiriendo una correspondencia con un estado 3P, de cé. Sin embargo, no es reproducido apropiadamente
por el potencial II a pesar de las grandes incertidumbres en la prediccién tedrica. El estado (3823) es
reproducido de manera aceptable, en acuerdo con los modelos de potencial semirelativista.

El confinamiento representa uno de los problemas méas complejos en fisica hadrénica y por tal razén inves-
tigaciones adicionales deben realizarse con el fin de profundizar en el conocimiento de su naturaleza. En el
potencial II se utilizé de forma explicita una expresiéon de confinamiento en la interaccién vectorial y escalar,
el cual suministra ligeramente mejores resultados que el potencial I (en el cual el confinamiento se encuentra
en el potencial vectorial). El anterior resultado estd de acuerdo con el argumento de disminucién de la inter-
accion espin-orbita generada por la similaridad entre el término de confinamiento en las dos interacciones.
Adicionalmente, las bajas correlaciones entre los pardmetros del potencial II, tabla 8.3 comparadas con las
del potencial I, tabla 8.2, permite establecer con mas facilidad la conexioén fisica asociada a cada término en
el potencial II que en el potencial I.

Los efectos relativistas son de vital importancia en un modelo que intenta describir de la manera més comple-
ta posible el espectro de un sistema como el charmonium, especialmente los estados perteneciente a lugares
altos del espectro. Teniendo en cuenta este aporte realizado en el presente trabajo y la inclusién de los
errores experimentales concluimos que es necesario realizar estudios dindmicos mas profundos en este campo
de investigacién. Interacciones mas relacionadas con la QCD deberian ser incluidas, asi como también otros
efectos asociados a grados de libertad moleculares, componentes de tetraquark, canales acoplados y efectos
de umbral que probablemente mejoren la descripcién de los estados experimentales, particularmente aquellos
cuya diferencia con las predicciones no pueden ser absorbidas por las incertidumbres estadisticas.
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Capitulo 9

Espectro del bottomonium

A pesar de que el bottomonium es un sistema pesado en el que los efectos relativistas no deberian ser re-

levantes, al menos en la parte baja del espectro, es interesante estudiar este sistema con el modelo relativista
que se ha desarrollado en el presente trabajo por varias razones. El primer motivo es verificar la consistencia
del modelo. Al ser un modelo relativista tiene que ser capaz de reproducir, sin dificultad, un sistema como
el bottomonium. La segunda razén proviene de la posible importancia de los efectos relativistas en la parte
alta del espectro del bottomonium. Finalmente, el serio tratamiento estadistico que se ha utilizado en el
presente trabajo debe ser usado para la reproduccién del bottomonium con el fin de propagar los errores
experimentales y mostrar sus efectos en el espectro tedrico, a través del modelo que aqui se propone.
En este capitulo se realiza la reproduccién y anélisis del espectro del bottomonium a partir del modelo
relativista desarrollado en el presente trabajo (ver capitulo 5). Al igual que con el charmonium, se utilizaran
dos formas de potencial, con la misma interaccién vectorial y diferente interaccién escalar (ver expresiones
(5.22)). Se discutirdn los pardmetros obtenidos en el proceso de ajuste y la matrices de correlacién provenien-
tes del procedimiento estadistico. Se mostrara el espectro completo dividiendo los estados en aquellos que
fueron utilizados en el proceso de ajuste y las predicciones del modelo. Al final se presentan las conclusiones
del analisis realizado en el presente capitulo.

9.1. Parametros del modelo y matrices de correlacion

Los pardmetros de los potenciales (5.22) usados para reproducir el espectro del bottomonium se han
obtenido siguiendo las indicaciones descritas en los capitulos 6 y 7 y se han utilizado los estados bien estable-
cidos del bottomonium (ver tabla 9.4). Los pardmetros encontrados al realizar el ajuste se han consignado
en la tabla 9.1. Ambos potenciales obtuvieron excelentes ajustes como se puede observar en la tabla 9.4 o
mejor aun en las figuras 9.2 y 9.3. Se puede observar que los mismos pardmetros para ambos modelos tienen

Tabla 9.1: Notaciéon como en tabla 8.1

Parameter Potential I Potential 11
m (GeV) 4.527013 4.5170°08
My (GeV) 0.487033 0.47 £ 0.2
e | B O
B, (GeV?) 0.018;%)01 0.017;%;803
ks 98122 100720
ps (GeV) L5505 1567057
A (GeV=2) | 0.001140.0010 —0.0013 & 0.0013
Bs (GeV?) 0 (fixed) 0.0910:003

valores muy similares. La diferencia que resalta en ellos son, evidentemente, los parametros A y §s. Esto
de inmediato sugiere que la diferencia entre las dos formas propuestas de potencial escalar no afectan el
espectro, en la misma forma que en el charmonium.

A pesar de la similitud de los pardmetros la adicién del pardametro 3, modifica ligeramente la matriz de

99
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correlacion, aunque los valores tedricos para las masas de los estados fitteados y de los estados predichos por
ambos modelos son muy similares. Se analizard, de la misma forma que se analiz6 el charmonium, el apan-
tallamiento incluido en el potencial. Las gréficas asociadas a los factores de apantallamiento con los valores
obtenidos en el ajuste de los pardmetros se muestran en la Figura 9.1. Utilizando la misma nomenclatura

1.0 e

08 |
Fs(p) i \
0.6 \

0.4 -

0.2

T o ¢
p(GeV) Piy2

Figura 9.1: Funcién de apantallamiento en el bottomonium, ecuacién (5.11), para los potenciales I (linea
punteada azul) y II (linea sélida naranja). Para ks y ps se usaron los valores centrales de la tabla 9.1. Se
resaltan los valores del screening momenta pI1 /2 (potencial 1) y leI/2 (potencial II) definido en 7.3.

introducida en la seccién 8.1, se puede calcular una energia cinética de apantallamiento de E' = 11281 MeV
y E™ = 11260 MeV. Estos valores indican que la energfa donde el apantallamiento se activa esta muy por
encima de las energias de umbral de open bottom. Por consiguiente, el apantallamiento tiene efectos menos
relevantes para las resonancias estudiadas del bottomonium que para las del charmonium.

Tabla 9.2: Matriz de correlacién para el potencial I.

m MO st 51) ks Ds A
m 1

My | —0.89 1

st 0.13 0.30 1

By | —0.08 —0.36 —0.87 1

ks | —0.03 0.01 —0.09 0.03 1

Ds 0.09 -0.09 -0.07 0.08 0.02 1

A | —-0.18 -0.10 —0.68 0.46 —0.12 —0.55 1

En la tabla 9.2 se encuentran las correlaciones de los parametros del potencial I que pueden ser extraidas

del analisis estadistico realizado. Se observan algunas correlaciones fuertes entre los pardmetros del modelo,
particularmente entre los pardmetros ag y B,. Por otro lado, existe una moderada correlacion entre el
pardmetro A y los pardmetros del potencial vectorial pero en mayor medida con ag. Lo anterior sugeriria
que la interaccién escalar también influirfa en la regiéon de energias donde la interacciéon tipo Coulomb
estd presente. También es importante resaltar la correlacién existente entre los parametros asociados al
apantallamiento y los demds parametros del potencial. Se observa una moderada correlacion entre kg v ps
con el pardmetro en la interaccion escalar A, y sin correlacién con los demés parametros. Puesto que el
apantallamiento actia a altas energias, como ya se ha mostrado, indicaria que la interaccion escalar esta
presente en esa regién de energias.
Pasando a la matriz de correlacién del potencial I (tabla 9.3), se observa un patrén de correlacién ligeramente
modificado. En particular se debe notar que la correlacién entre los parametros de la interaccién vectorial
es ahora moderada a diferencia del potencial I. Ademaés vale la pena resaltar la correlaciéon existente entre
By v Bs es decir, de las dos expresiones de confinamiento en ambas interacciones. Dicha correlacion senala
la naturaleza escalar y vectorial que tiene el confinamiento, debido a la conexién que se identifica en la
correlacion medida. Adicionalmente, se debe mencionar que los pardmetros del apantallamiento se encuentran
correlacionadas con el pardmetro fenomenoldgico A presente en la interaccién escalar. Indicando nuevamente
que la interaccién escalar es importante en la regién de alta energia.

En este caso ambos potenciales producen buenos resultados y debido a que el potencial II esta ligeramente
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Tabla 9.3: Matriz de correlacion para el potencial II.

m MO st Bv ks Ps A BS
m 1
My | —0.76 1
Qst 0.53 0.14 1
By | —0.26 —0.15 —0.58 1
ks 0.34 —-0.29 0.06 —0.04 1
Ds 0.13 —-0.13 —-0.05 0.03 0.36 1
A 0.42 —-0.05 0.52 —0.32 0.48 0.77 1
Bs | —0.21 0.01 -0.31 -0.57 -0.03 0.07 —-0.07 1

menos correlacionado se inclina levemente la preferencia a dicho potencial en comparacién con el potencial
1.

9.2. Espectro del Bottomonium

Utilizando los resultados a 1o de NC se ha reproducido el espectro del bottomonium. Dado que ambos
conjuntos de parametros son muy similares, los espectros obtenidos, tanto los usados en el ajuste como las
predicciones, también lo son. Los estados utilizados en el ajuste se han consignado en la tabla 9.4 y en las
figuras 9.2 y 9.3 para ambos potenciales. Las predicciones del modelo se encuentran en la tabla 9.5. Como se
observa, se ha conseguido un excelente ajuste a los datos experimentales. Con ambos potenciales los estados

Tabla 9.4: Notacion como en la tabla 8.4. Donde sdlo se han colocado las incertidumbres estadisticas.

Nombre | n25+1L; Masas (MeV)
Potencial T Potencial 11 Experimental
m 115, 9401.97371  9403.771%7 9399.0 + 2.3
T(1S) 135, 9455721 9454.371%:0  9460.30 + 0.26
xeo(1P) | 13P 9856175 9857.7T 157 9859.44 4 0.42
xo1(1P) | 13P 9894.1715-0 9893*7, 9892.78 + 0.26
hy(1P) 1P 990271% 9900.7752 9899.3 + 0.8
xo2(1P) | 13P, 9926.5"157¢ 9923.4113% 9912.21 + 0.26
T(29) 238 10017.4%15:5 100167, 10023.26 + 0.31
T(1D) 13D, 10150.6773 7 10148.61155  10163.7+1.4
xo0(2P) | 23R, 10231717 10233713 10232.5 4+ 0.4
xo1(2P) | 23P, 10253713 10254.2774 10255.46 + 0.22
hy(2P) 2P 10257.971%3  10258.6770, 10259.8 4+ 0.5
x02(2P) | 23P, 10273.971%9  10273.67Y,  10268.65 + 0.22
Y(39) 338 10361.5755%  10364.17737% 10355.2 + 0.5

ajustados caen dentro de las incertidumbres tedricas. En general la estructura del espectro producida por
ambos potenciales es la misma. Esto implica, como ya se habia mencionado, que la variacién sugerida entre
los dos potenciales escalares para el caso del bottomonium no genera grandes cambios en el espectro, a
diferencia del charmonium.

Como ya fue mencionado al final de la seccién 7.3, el estado 7;,(25) no fue utilizado en el proceso de ajuste (fit).
Se resalta que el valor obtenido, como prediccién del modelo con ambos potenciales, concuerda perfectamente
con el valor experimental reportado en el PDG [139] el cual es el valor obtenido en la colaboracién Belle [11]
(ver tabla 9.5). A pesar de que esto no es una sorpresa, resulta interesante que el modelo propuesto genere
el valor de este estado como prediccién, mostrando, de esta forma, las cualidades del modelo propuesto.

A continuacién se analizardn las otras resonancias que también son predicciones del modelo relativista y que
al estar en la parte alta del espectro merecen especial atencion.
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Tabla 9.5: PreJcrllicciones del modelo. Notacién como en la tabla 8.4
L,

Nombre | n 2% Masas (MeV)
Potencial 1 Potencial 11 Experimento
n(29) 115, 9999.877.2 99997255 9999.0 + 3.5
S 11D, 10153745 9999729 -
— 13D, 10129.67150  10128.57139 —
- 13Dy 10173115 10169 + 17 —
-——— 2,1 Dy 10445757 10446712 -———
S 23D, 10427.27156 10429+ 14 -—-
-—— 2,2 Dy 10443137 10444.4755°7 -——=
- == 23Dy 10460733 10461155 - =
xp1(3P) 33P 10539122 10543725 10512.1 + 2.1
- = 3150 10350.6735%  10353.47153 -
- 31p 10542728 10546723 -—-
- 3%P 10523.47550 10528725 -
- 33p, 10554123 10557722 -——
Y (45) 438, 10642155 10646135 10579.4 4+ 1.2
T(10860) | 539 10884735 10889773 10891.1 + 3.2
T(11020) | 635, 11107+52 11108785, 10987.5753
9.2.1. Y(45), T(10860) y T(11020)
Estos estados pertenecen a la familia con numeros cuanticos 1~ ~. El descubrimiento de estos estados

se llevé a cabo en el andlisis de la seccién eficaz de colisiones eTe™ [195,196] a mediados de los ochenta.
Mediciones més recientes se pueden encontrar en [197]. El estado Y(4S) es considerado como 43S y tiene
una masa experimental de 10579.4 + 1.2 MeV. Utilizando un modelo no relativista [42] se encontré un
valor aproximado de 10630 MeV, con un modelo semirelativista [198] se obtiene 10607 MeV y utilizando
el formalismo de los canales acoplados [199] se encuentra un valor de 10603 MeV para el estado Y(4S5). A
pesar de que este estado es totalmente considerado como bb, generalmente es sobrestimado por casi todos
los modelos.

Utilizando el modelo relativista propuesto en el presente trabajo se encuentra el valor aproximado de 10642+
40 MeV, con ambos potenciales. Evidentemente el valor medio de este calculo tedérico no revela mejoras en
la descripcién de este estado con respecto a otros modelos. Sin embargo, los resultados tedricos de los otros
modelos (modelo semirelativistas, canales acoplados, etc.) caen dentro del error tedrico calculado para esta
resonancia en el presente trabajo. Es interesante ver que a pesar de la inclusion de efectos relativistas y de los
efectos de umbral de decaimiento, ya sea de forma fenomenolégica o de manera més explicita, no se obtiene
aun una descripcién completamente satisfactoria de este estado. Esto sugiere, entonces, que efectos fisicos
adicionales deberian ser incluidos en el modelo tedrico para describir con mayor exactitud esta resonancia.

Por otro lado, el estado Y(10860) es generalmente interpretado como Y(52S;) por ejemplo en las refe-
rencias [42,198,199]. Sin embargo, es conocido que las anchuras de decaimiento, por emisién de dos piones,
hacia T(15), T(25) y T(3S) calculadas a nivel tedrico son dos ordenes de magnitud diferentes de las experi-
mentales [200]. Este discrepancia aun permanece como motivo de investigacién [201]. Existen también otras
interpretaciones de este estado como Y(6S) o como estado base de un sistema hibrido hl(1P) [202,203].
Utilizando el presente modelo relativista se obtiene una excelente reproduccién de este estado como un Y(55)
(5291) lo cual se puede ver tanto en la tabla 8.4 y en las figuras 9.2 y 9.3. De hecho, el valor medio obtenido
a 1 o0 de NC, estd a aproximadamente 5 Mev de diferencia del valor experimental. Esto implica que en el
contexto del modelo desarrollado, este estado es descrito apropiadamente como un estado bb.

Finalmente, el estado YT(11020) es descrito mayormente como 625; de un sistema bb. Una clara excepcion,
en este mismo contexto, es la asignaciéon como 73S en la referencia [202] donde sugieren el estado 53S; como
una resonancia faltante. En el presente modelo no se encuentra una descripciéon completamente satisfactoria
de este estado. De hecho se obtiene un resultado semejante a los de modelos no relativistas [42]. Esto sugiere
que en el contexto del presente modelo relativista otros efectos deben ser tenidos en cuenta para la correcta
descripcién de este estado. Por otro lado, el apantallamiento que se produce con los parametros obtenidos en
el procedimiento de ajuste (ver seccién 9.1) resulté tener importancia cerca de 11.3 GeV. Esto implica que



9.2. ESPECTRO DEL BOTTOMONIUM 63

11200
6”91
11000 = Y(11020) e —
T(10860) === .,
) v\‘
10800 [~ -
B, B,
e R 3 B*B*
10600 [ —_— e R T iy
T(48) - - 3] BB
< o400 | — % Xb D, B
g 3 5 =, 35, 3
TU/ T(39) =) P 23P — 3]7 )P ,
% 10200 |- hy(2P) \io(2P) 0y1(2P) X02(2P) 1°D, i
= 3 15Dy
3 T(1°Dy) ‘
29 1'D
10000 [~ == 51, & 2) ‘ _
le(QS) ( llpl 3P 13P 15P2
=10 1P
o800 L hy(1P) — xu(1P)  Xn(1P) |
2600 - Mis§ F‘{es [
, Prediciones
9400 1S o Bpad —
- B==5 1(19) . o
m(1S) Estados Fitieados
} o _ | _ t —
it 0 + 1 1+ UH 1++ Q& 9 9 3

Figura 9.2: Espectro completo del bottomonium calculado con el potencial I (cajas purpura y verdes) com-
paradas con el espectro experimental obtenido del PDG [139], representadas por las delgadas cajas azules,
cuyo grosor es el error experimental (Exp dat). El tamano de las cajas purpura y verde representan la barra
de error a 10 de nivel de confianza. Las cajas purpura son los estados usados en el ajuste (Estados Fittea-
dos), todas las cajas verdes (Predicciones) son las predicciones del modelo y las cajas verdes con borde rojo
representan los estados faltantes (Miss Res). Las lineas punteadas indican los umbrales BB, B* B* y B, B;.

en este modelo el apantallamiento, aunque por encima de los umbrales de open bottom, no produce un efecto
suficiente para modificar los valores de este estado de alta excitaciéon. Es necesario mencionar que usando el
formalismo de los canales acoplados [199] es posible obtener un valor de 11023 MeV, el cual es muy cercano
al valor experimental.

9.2.2. Estados x,(3P)

Hace 5 afos fue estimado el baricentro (spin-weighted average) del sistema x;(3P) (conformado por
x10(3P), x61(3P), v xp2(3P)) por la colaboracién ATLAS (A Toroidal LHC ApparatuS) [204] y por la
colaboracién D0 [205] con valores de 10530 + 5(stat) + 9(syst) MeV y 10551 + 14(stat) + 17(syst) MeV,
respectivamente. Sin embargo, atin no se ha podido medir de manera completa las masas de los estados
pertenecientes al sistema x;(3P), excepto el estado xp1(3P) para el cual fue recientemente publicado [95] un
valor de 10515.7122(stat) T 55 (syst) MeV. En el modelo de potencial apantallado de la referencia [206], se
obtiene un valor de 10524 MeV para este estado (xp1(3P)). Con el formalismo de los canales acoplados [199] se
obtiene el valor de 10517 MeV el cual es mas cercano al valor experimental que el anterior calculo. Utilizando
UQM [107] se obtiene un valor de 10580 MeV, el cual se aleja del valor experimental por aproximadamente
60 MeV. En el presente trabajo se obtiene aproximadamente 10540 + 30 MeV en ambos potenciales. A
pesar que el valor medio no es el valor experimental, este valor cae dentro de la incertidumbre tedrica que
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Figura 9.3: Espectro del bottomonium obtenido con el Potencial II. Notacién como en la figura 9.2

se obtiene con el presente modelo y por lo tanto se concluye que es posible describir el estado x31(3P) de
manera satisfactoria.

Debido a que no se conoce atn toda la estructura del x;(3P) es importante analizar el “baricentro” del
sistema. Se define el baricentro mencionado de la siguiente manera [207,208]

_ M
MnP = X

wo(nP) +3My, (np) + 5My,, (nP)

: (9.1)

Se presenta en la tabla 9.6 los resultados de los baricentros para n = 1,2,3 comparados con los datos
experimentales disponibles para estos estados utilizando el potencial I.

Al comparar los resultados tedricos y experimentales se observa una buena concordancia entre ellos, tanto
en los datos utilizados en el ajuste como en las predicciones. Particularmente, se nota que el dato relacio-
nado al baricentro del x;(3P) se obtiene a 15 MeV y 6 MeV de los datos experimentales presentados en la
tabla [204,205], por lo tanto puede ser considerado como una buena prediccién del modelo propuesto.
Adicionalmente se consignan los resultados de los baricentros para el sistema x,(nP) en la tabla 9.7, uti-
lizando el potencial II donde, por comodidad, se han vuelto a escribir los datos experimentales para su
comparacién. Esta vez las diferencias con los valores experimentales reportados para x;(3P) en [204, 205]
distan a 19 MeV y 2 MeV respectivamente. Debido a que con ambos potenciales producen resultados simi-
lares, obviamente los baricentros para x;,(nP) son parecidos y por lo tanto no se obtiene mayor novedad con
respecto al potencial 1.

Finalmente, es conveniente mencionar que se ha sugerido que posiblemente algunos de los estados x5 (3P)
podrian ser la contraparte del estado X (3872) [122,209] en el bottomonium o al menos representar parte
importante de dicho hipotético estado (que algunos autores llaman estado X3). Una razén por la que esto
es factible es por la cercanfa con los umbrales de decaimiento BB, BB* y B,B;. En la referencia [209]
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Tabla 9.6: Resultados tedricos obtenidos del potencial I de los estados xps(nP) comparados con los datos
experimentales disponibles. n es el nimero cudntico principal. M,, representa el baricentro del sistema para
cada nimero cudntico n=1,2,3. En cuanto a los resultados tedricos, se han utilizado solo los valores medios
de xps(nP) sin sus incertidumbres tedricas.

Teo: Potencial I \ Experimental
n 1 2 3 1 2 3
M, (npy(MeV) 9856 10231 10523 9859.44 4+ 0.42 10232.5+0.4 - — =
My, (npy(MeV) | 9894.1 10253 10539 9892.78 + 0.26 10259.8 £ 0.5 10515.74_%3
My, npy(MeV) | 9926.5 10273.9 10553.8  9912.21 £0.26  10268.65 & 0.22 - ——
- 10530 = 10 [204]

M, (MeV) 9907.8  10262.2 10545.4 9899.87 £ 0.7 10260.20 £ 0.36 10551 + 0.14 [205]

Tabla 9.7: Resultados obtenidos con el potencial IT comparados con los datos experimentales. Notaciéon como
en la tabla 9.6

Teo: potencial 11 Experimental
n 1 5 3 1 2 3
Mo (MeV) | 9857 10233 10528.15 085044042 10232504 S—
My, mpy(MeV) | 9893 102542 10542.9 989278 £0.26  10259.8+0.5 10515.7+22
My (MeV) | 99234 10273.6 105568  9912.214£0.26  10268.65 & 0.22 __Z
Mo (Mev) | 9906 102626 10549 9809.87+0.7 10260204036 0000 £ 10 [204

10551 + 0.14 [205]

mencionan la posibilidad de que el estado x1(3P) sea parte de este hipotético estado X. En el contexto
del modelo presentado aqui, no parece ser apropiada esta descripcién. A diferencia del X (3872) el cual fue
reproducido de forma discreta por ambos modelos (ver seccién 8.2.1), el estado xp1(3P) identificado como
33 P, es descrito de mejor forma al tener en cuenta las incertidumbres tedricas calculadas. De esta forma, es
factible considerar que, segtin el presente modelo, el estado 41 (3P) es un estado bb.

9.3. Resonancias faltantes (Missing Resonances)

Diferentes estados han sido observados recientemente debajo de los umbrales de open bottom. Aun asi,
permanecen otros estados a bajas energias por ser encontrados experimentalmente. En el presente trabajo se
presentan resultados tedricos para once estados que tienen energias por debajo o muy cerca a los umbrales
de open bottom (= 10.6 GeV).

La importancia de estos estados es que podrian ser detectados en el LHC en experimentos que han comenzado
recientemente [210].

Se comenzard analizando el estado faltante 7,(3S) (31Sp), para lo cual se hard una comparacién con su
“compaiiero” de estructura fina YT (35) (325;) el cual es conocido experimentalmente. Con este fin, en primer
lugar, se van a calcular las diferencias AS,, = n3S —n'S las cuales descienden a medida que n aumenta [1].
Utilizando los valores medios de energia de las tablas 9.4 y 9.5 para los estados n'Sy y n3S; paran = 1,2,3
se observa que este patrén se cumple. En la tabla 9.8 se consignan los valores AS,,.

Tabla 9.8: Diferencias AS,, = n3S —n'S. Se observa como dichas diferencias disminuyen cuando n aumenta.
Todas las diferencias consignadas en esta tabla estan medidas en MeV. Los valores usados son los valores
medios consignados en la tablas 9.4 y 9.5.

AS, POt’l}eorlpcgt T Experimental
AS; | 53.1 50.6 61.3
ASy | 17.6 17 24.26
AS3 | 10.9 10.7 - ——

La disminucién de estas diferencias estda de acuerdo con los datos experimentales. Dado que los datos
tedricos siguen este patron experimental, la prediccion de energia dada en el presente trabajo para la resonan-
cia n,(39) (3190) la cual es aproximadamente 10350 +20 MeV con ambos potenciales, puede ser considerada
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como razonable. Por lo tanto, esta nueva resonancia podria ser observada experimentalmente en el rango de
energia reportado en este trabajo.

Por otro lado, los estados 3Py y 33 P, ya han sido mencionados en la seccién 9.2.2. En base a ese andlisis es
posible afirmar que las predicciones realizadas cumplen de manera adecuada con los datos experimentales
disponibles para el baricentro de estas resonancias (ver seccién 9.2.2) y en particular para la resonancia
X»1(3P) recientemente observada. Asf mismo, el estado 3! P; se diferencia de sus “compafieros” 32P; por la
interaccion fina y por lo tanto no deberia ser muy diferente de esos estados. En la tabla 9.5 se observa como
su energia es cercana a la de los estados 32P;. Por lo tanto, es posible considerarlo como una prediccién
sensata.

Los estados 12D; y 23D, por semejanza con el charmonium y por su energia relativamente baja con respecto
a las energias de open bottom deberian se parte del espectro del bottomonium, sin embargo, experimen-
talmente aun no se han detectado. De igual manera, los estados 23D, 1' Dy, 2 Dy, 13 D3 y 23D3 también
permanecen por ser observados experimentalmente.

Se espera que estas predicciones proporcionen pistas para observar estos estados de forma experimental. Su
deteccién podria ser llevada a cabo en el LHC sin embargo, se estima que su tasa de produccién no sea muy
alta pero ain as{ podria ser posible su deteccién [210].

9.4. Conclusiones del capitulo

En el presente capitulo se ha utilizado el modelo de interaccion relativista, desarrollado en el capitulo
5 para reproducir el espectro del bottomonium. En dicho modelo se utilizé una interaccién vectorial y dos
versiones diferentes para la interaccién escalar. En el proceso de ajuste (fit) se han usado estados bien esta-
blecidos y que se encuentran por debajo de los umbrales de open bottom (n,(15), T(1S,2S,3S) hy(1P,2P),
Xo0(1P,2P), xp1(1P,2P),xp2(1P,2P) y T(1D)). Se obtuvo un excelente ajuste a los datos experimentales
con ambos potenciales. Sin embargo, los resultados con las dos diferentes versiones de interaccion escalar son
muy similares tanto en los estados fitteados como en las predicciones del modelo en la parte alta del espectro.
Por tanto, la variacion sugerida y utilizada en el potencial escalar, asociado a la interaccién escalar, muestra
una discreta relevancia en el bottomonium.
El apantallamiento incluido en el Hamiltoniano de interaccién afecté el espectro de manera significativa
aproximadamente desde ~ 11200 MeV, es decir, por encima de los umbrales de decaimiento. Esto implica
que el apantallamiento obtenido tuvo un es particularmente intenso y que , por lo tanto, su efecto tuvo
impacto moderado en el espectro del bottomonium.
Fue posible propagar el error estadistico asociado a los datos experimentales, tanto a los pardmetros utili-
zados como a los espectros obtenidos. De esta manera, también se obtuvo la matriz de correlaciones entre
los parametros del modelo con ambos potenciales. Se destaca que al igual que el charmonium, se encontrd
una correlacién entre los pardmetros de confinamiento escalar y vectorial, sugiriendo una vez mas su relaciéon
fisica. Asi mismo, se encontré una disminucién en las correlaciones entre pardmetros utilizando el potencial
II, pero de forma menos marcada que en el charmonium.
El estado 7;,(25), que fue materia de un corto debate cientifico (ver sec. 7.3), fue dejado fuera del fit y obteni-
do como prediccién del modelo. El valor tedrico obtenido concuerda perfectamente con el valor experimental
reportado por la colaboraciéon Belle y PDG.
Por otro lado, se abordé también el andlisis de los estados x3s(3P), en particular, el estado xp1(3P) v el
baricentro del sistema. El valor experimental de la resonancia yp1 (3P) es obtenida dentro de la incertidum-
bre tedrica calculada con ambos potenciales. De esta forma se concluye que el modelo predice de manera
razonable este estado indicando, que en el marco del modelo presentado aqui, es descrito apropiadamente por
un sistema bb. Por lo tanto, en base a la buena reproduccién de este estado en el marco del presente modelo,
se sugiere que el estado xp1(3P) no puede formar parte del hipotético estado X;. Adicionalmente, se calcul6
el baricentro para el estado base y los dos primeros estados excitados. Al comparar los datos experimentales
con los datos tedricos se observa un acuerdo razonable por lo tanto se concluye que el modelo describe de
forma satisfactoria este grupo de estados.
La energia del estado Y(4S5), es sobrestimado en el presente modelo. El valor medio calculado para este
estado es semejante a los de otros modelos de potencial que tienen un enfoque semirelativista. Pero vale
la pena mencionar que, la incertidumbre teérica calculada con ambos potenciales contiene los resultados
tedricos de otros modelos (al menos los que en el presente trabajo se han citado), sin embargo, no contiene el
valor experimental de este estado. Este comportamiento, implicaria que algin efecto fisico adicional deberia
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tenerse en cuenta para la correcta descripcion de este estado.

Continuando con los estados con nimeros cudnticos 1~ 7, se encuentra el estado Y(10860) el cual es identi-
ficado perfectamente, en el modelo aqui desarrollado, como 53S;. Dentro de este contexto, esto confirma su
naturaleza bb. A pesar de esta prediccién aun queda abierto el problema relacionado con el desacuerdo entre
teoria y experimento en cuanto a su anchura de decaimiento por medio de dos piones.

El estado Y(11020) el cual es bien reproducido por varios modelos de potencial, no se describe apropiada-
mente con el presente modelo. A pesar de que el potencial IT tiene su limite inferior de incertidumbre teérica
cerca del valor experimental, no es posible considerarlo como una buena descripcion del estado.

Se completa el estudio del espectro del bottomonium reportando algunos estados que aun no se han obser-
vado experimentalmente pero que hacen parte de las predicciones del modelo y que vienen a ser importantes
en la actualidad debido a que en las B-factories en LHC se estan llevando a cabo experimentos en los cuales
posiblemente se observen los estados que en el presente trabajo se reportan como faltantes.

Uno de estos estados es el 315, el cual tiene una energia aproximada de 10350 & 20 MeV en ambos poten-
ciales. Al analizar la diferencia de energias AS = n3S — n'S se observé una buena concordancia con los
datos experimentales dando confianza a la prediccién aqui hecha y sugiriendo que el estado 7,(3S) deberia
ser localizado en el rango de energias aqui reportado. De igual forma se reportan los estados 1'D;, 2' D,
13D v 23Dy, excepto 1' Dy el cual es conocido experimentalmente.



68

CAPITULO 9. ESPECTRO DEL BOTTOMONIUM



Capitulo 10

Conclusiones y perspectivas

Se presentaran ahora las principales conclusiones que se han obtenido en este trabajo de tesis.

1.

Se construyd un modelo de potencial relativista, con espinores de Dirac de energia positiva, compuesto
de una interaccién vectorial en la que se utilizé6 completamente el intercambio de un gluén sin apro-
ximaciones no relativistas en el espacio de momentum. El modelo también conté con una interaccién
escalar, igualmente, en el espacio del momentum y sin aproximaciones no relativistas. Con este modelo
se reprodujo satisfactoriamente el espectro del charmonium y del bottomonium hasta altos grados de
excitacién.

. Utilizando el lenguaje de programacién FORTRAN fue posible desarrollar diferentes subrutinas para

encontrar numéricamente el valor del elemento de matriz del Hamiltoniano. Ademds se pudo acoplar
al muy conocido programa MINUIT para realizar los procesos de ajuste de los parametros libres y
de propagacién de los errores experimentales a los pardmetros y los espectros reportados. Téngase en
cuenta que este proceso fue realizado utilizando programacién en paralelo.

. El estado X (3872) se pudo reproducir de forma aproximada, pero no de forma completamente satis-

factoria. Esto implica que en su correcta descripcion mas efectos, probablemente, producidos por la
cercania del open charm, deben ser tenidos en cuenta para explicar apropiadamente este estado. Por
otro lado el estado de alta excitacién X (4660)[Y (4660)] se pudo describir apropiadamente. Su asigna-
cién tentativa en el presente modelo es de 43D, siendo este diferente a las asignaciones que se suelen
dar en modelos de potencial semi-relativistas.

El presente modelo no logra reproducir de manera satisfactoria los estados X(3940), X(4160) y X(4140).
Este hecho y otras investigaciones sugieren que estos estados no sean constituidos sélo por un sistema
cC y que sea necesario considerar una estructura mas compleja que incluya un nimero mas alto de
constituyentes.

. Con el modelo propuesto fue posible obtener una buena descripcién del estado Y (10860) como el

estado 525 del bottomonium. La energfa predicha por el modelo concuerda satisfactoriamente con
la energia del estado mencionado. No sucede lo mismo con el estado Y(11020) el cual no es descrito
apropiadamente.

. En el contexto del modelo de interaccién aqui desarrollado, no hay necesidad de que el estado x41(3P)

del bottomonium sea considerado como un buen candidato para el hipotético X3, debido a que este
estado xp1(3P) se pudo reproducir apropiadamente con el modelo propuesto, con més precisién que
el estado X(3872) del charmonium. Asi mismo, y en base a la buena reproduccién del baricentro del
sistema, consideramos que ninguno de los estados x4 (3P) es candidato a ser ese hipotético estado.

Se ejecutd un completo andlisis de error estadistico a través de una técnica llamada bootstrap con la
cual fue posible propagar los errores experimentales en los pardmetros y en las energias de los espectros
obtenidas con el modelo aqui desarrollado. De esta manera se determinaron las incertidumbres teéricas
tanto en parametros como en las energias reportadas. Hasta donde sabemos no existe un analisis asi de
completo en la espectroscopia hadrénica en el contexto de los modelos de potencial. La importancia de
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este andlisis radica en que permite identificar cuales desviaciones de los datos experimentales pueden
ser incluidas en las incertidumbres del modelo y cuales pueden estar relacionadas a efectos fisicos mas
alla del esquema qq.

Los resultados obtenidos en el presente trabajo nos permiten inferir que la naturaleza de la interaccién
entre los quarks es de caracter vectorial y también requiere una contribucién escalar. Por lo tanto, en
el modelo aqui desarrollado no se requiere otro tipo de interaccién para la descripcién del sistema qg.

A través del andlisis de las correlaciones de los pardmetros, concluimos que el confinamiento de los
quarks tiene participacién vectorial y escalar y que se obtienen mejores resultados en la reproduccion
del espectro utilizando el potencial II, es decir, con confinamiento de forma idéntica en el potencial
escalar y vectorial. Resaltamos que a pesar de que este resultado se daba por conocido es la primera
vez que se analiza a través de la técnica estadistica utilizada en el presente trabajo.

El apantallamiento fenomenolégico introducido en el Hamiltoniano de interaccién resulté ser impor-
tante en la reproduccién del espectro del charmonium particularmente al utilizar el potencial I pero de
menor impacto en el bottomonium. Sin embargo, en ambos sistemas es requerido dicho apantallamien-
to para producir un buen resultado en el proceso de ajuste llevado a cabo. Por lo tanto, de manera
natural se pudo relacionar este apantallamiento con el efecto producido por la aparicién de pares de
quarks encima de la zona open charm y de open bottom.

A pesar de estos importantes resultados, en los cuales la exclusién de estados de energia negativa es
razonable, consideramos que este formalismo puede ser extendido a sistemas aun mas relativistas como
mesones heavy-light y light-light. Esto brindaria un panorama mas general de la interaccién que expe-
rimentan los quarks en un sistema ligado. Sin embargo, para este tipo de sistemas es completamente
necesario incluir los estados de energia negativa. Esto implicaria trabajar con ecuaciones integrales
acopladas que complicarian, en mayor medida, el trabajo computacional en su resolucion.

De esta forma un subsecuente trabajo en mesones mas relativistas deberia incluir esta importante
caracteristica.

Consideramos que de esta manera se complementaria el estudio de las interacciones de mesones, al es-
tudiarlos con el presente modelo de interaccion de Dirac relativista y de esta forma se podria contribuir,
aun maés, al estudio de sistemas interactuantes en el régimen no perturbativo de la QCD.



Apéndice A

Participacion en eventos cientificos y
publicacién

Los resultados del presente trabajo de tesis fueron presentados en eventos cientificos tanto a nivel nacional
e internacional. Adicionalmente, se produjo una publicacién en la revista Physical Review D y actualmente
se esta preparando una publicacién adicional que pronto serd enviada a la misma revista.
Los eventos en los que se presenté el trabajo fueron:

1. The 32th Hamptom University Graduate Studies Program at Thomas Jefferson National Laboratory
accelerator Facility (En Estados Unidos)

2. Third Andean School on Nuclear Physics (En Colombia)

Publicacién:
D. Molina, M. De Sanctis, C. Ferndndez-Ramirez, Charmonium spectrum with a Dirac potential model in
the momentum space, Phys. Rev. D 95 (2017) 094021. doi:10.1103/PhysRevD.95.094021 [56].

En proceso de escritura:
Bottomonium spectrum with a Dirac potential model in the momentum space.
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Apéndice B

Obtencion de la expresién inicial de la
interaccion vectorial

En el presente apéndice se obtendra de forma explicita la expresién 5.17 asociada a la interaccién vectorial.
Con este fin, debe notarse que la expresién 5.12 se puede expresar de la siguiente forma:

-2
g v - v q (0%
Gl = V@) (3293 - Tt 7] D). (B.1)
LTdy D
= V() (J?JS -l Ot (D) (B.2)

En la anterior expresién se ha utilizado el propagador en el gauge de Coulomb dado en las expresiones 5.14
y 5.15 con ¢ = AE.
Ahora, utilizando la conservacién de la cuadricorriente 5.16, la anterior expresién toma la forma:

) ) o Jy (AE)2J0JY
(B H|pa) = V(@) (J? B g - ( )Q; : ) : (B.3)
Teniendo en cuanta que 22;22 =1+ (AQE;)Z se puede obtener:
o rr(0)| » AE)? - o AE)?
O =v @ [ (1- 555 ) - R (144550 ) . (B.4)

la cual corresponde a la expresion usada en la interacciéon vectorial.
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Apéndice C

Calculo de los términos angulares de
los elementos de matriz del operador
Hamiltoniano

Para mayor claridad, en este apéndice se estudiardn algunos factores angulares del elemento de matriz
Hamiltoniano (ver ecuacién 7.10).
Al comparar las ecuaciones 7.8 y 7.9 con la expresién 7.10 es posible identificar los términos angulares. En
particular, para la interaccién vectorial los elementos angulares son

A1 (Pas Py, 01, 02) = 1, (C.1)
Ao (Pa, Py, 01,02) = (G1 - Pu) (01 - Pa)s (C.2)
A3(Pa, Py, 01,02) = (G2 Pb)(02 - Pa)s (C.3)
Ay (Pa, Do, F1,02) = (G1 - Do) (T2 - Pb)(F1 - Pa)(F2 - Pa), (C.4)

(C.5)
As(Pa, Do, 01,52) = (01 - Db)(F2 - Pb) (01 - O2). (C.6)

El tratamiento del primer término es obtenido, facilmente, a través de la ortonormalidad de los armoénicos
esféricos. De esta forma utilizando la expresién (C.1) en la ecuacién (7.15) se obtiene

(b; L, S, Jya;£|1|a; L, S, J; b;£) = Ore. (C.7)
La parte angular del segundo elemento de matriz seria
(b; L, S, J;a;£|(G1 - pv)(G1 - Pa)la; L, S, J; b 4) =

Z/deQa [V2(By) @ x5 ar, Yeun (B0) (31 - D6) (51 - Pa) Vi (Ba) [Y2(Pa) © Xs]ynr, - (C-8)

Con el fin de evaluar la anterior expresion es necesario operar algunos de sus elementos de forma separada
para mayor claridad. Se comienza con la expresién

(01-D) [YL(D) ® x5l » (C.9)

que por ahora se escribe sin las etiquetas a 6 b por generalidad. Escribiendo la expresién (&7 - p) en base
esférica y desacoplando [YZ(p,) ® xs] 7., Se obtiene

A A . 4. 1
(@19 VL (0) @ Xslyar, = D (-D"0u(5) Y1 D Yiarxsws (L, My; S, Ms|J, My).  (C.10)
P My, Mg
En esta tltima ecuacién es posible acoplar los armonicos esféricos

R . 3.1 1 1
Ew#(p)YL’ML(p) = (E)é(QL + 1)é Z (2L1 + 1)é <1>/‘;L7ML|L17ML1><170; L70|L170>YL1JV1L17 (Cll)
Ly,Mrp,
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donde Ly = L —1,L — 1. Por otro lado, es posible evaluar el término asociado al espin de la siguiente forma
O—uXS,Ms = Z XS1,Ms, XTSthl O—puXS,Snmg - (0'12)
S1,Ms,
Pero debe recordarse que

2
1

JS’MS . (C.13)

XS,Myg = {XI% ® X

Desacoplando las expresiones, haciendo un poco de algebra y utilizando el teorema de Wigner-Eckart se
puede obtener

§ T _
XS1,Ms, XShJWsl O—puXS,Smg =

S1,Ms,
> i

S51,Mg,;

N

}(2S+1)5(—1)sl+2<S,MS;1,—,u|Sl,Mgl>. (C.14)

[T
)
it
[N

Colocando todo esto en la expresién inicial, ecuacién (C.9) se obtiene

(@1-9) [YL(D) @ xslar, =

—V6Y (=1 3T (2L+1)F > (2Ly+1)7# (1, 13 L, My Ly, Mg, ) (1,05 L,0|Ly, 0)(L, My; S, Mg|J, M)
Iz My, Ms Ly,Mp,
1
{;
2

Utilizando la identidad

1, [251+1
<SaMS;17_M|517MS1> = (_1) 1= 251_’_1 <SI7MS1;1;/-L|‘97MS><L’ML;S7MS|J7MJ> (016)

y reorganizando los coeficientes Clebsch Gordan

N[

} (25 + 1>%(—1)S1+2<S7 MS; 7_M|SlaM5'1> Z <L17ML1;513M51|J7 MJ>[YL1 by XSI]LLMJ'
J,M ;

N
o=

(C.15)

Z <L;ML7 17M|L17ML1><L17ML1;SlvMS1|J7 MJ><1,/14;51,MSI|S, MS><S; MS;LvML|J; MJ>

My ,p,Ms,
Mrp,,Ms

- {51'1 } le} (2L, + 1)(25 + 1))7 (—1)"EHHESHD - (C17)

es posible obtener el siguiente resultado
@1 D) VL) @ xs)yp, = 2 @1(J Ly S, Luy 81) [Yi, (B) © Xy, - (C.18)
Ly,51

La anterior ecuacién permite escribir la siguiente expresion

(@ -p)la: L,S, Jib,0) = > q1(J,L,S, L1, S1)|a: L, Sy, J; b; 6). (C.19)
L1,51
Donde
1 L L o1 L —Lt14J
@(J,L,8,L1,8)=v647 2 2 (-1) V(2S5 +1)(2L+1)(25, +1) (C.20)
18 Sfs% J S

Utilizando el anterior resultado, al reemplazar la expresién (C.2) en la ecuacién (7.15) y junto con la orto-
normalidad de los armonicos esféricos, se tiene que
(b; L, S, J;a; (1 - Pb) (61 - Pa)la; L, S, J; b £) =

> (], LS, Ly, Su,)a1(J, L, S, Lay, Sa, )0e.1,, 00,10, 05, 5., - (C-21)
Ly, Sy,
Lal ;Sal



7

Finalmente se obtiene

(b L, S, Jya;0(G1 - py)(G1 - Pa)las L, S, Tibi0) = > qu(J, L, S, Ly, , S)qn (J, L, S, La, . S'), (C.22)
S/
donde f =L —1,L+1y S =0,1. De esta forma es posible evaluar el segundo término, que sélo depende
del espin-dngulo, en la ecuacién ecuacién (7.8).
Por otro lado, utilizando propiedades de operacién bajo intercambio en las variables de espin es posible
obtener la siguiente relacion

¢2(J,L,S,Ly,81) = (=1)°T51¢y(J, L, S, L1, S1) (C.23)

De esta manera es posible evaluar el tercer término angular C.3, siguiendo el mismo razonamiento anterior-
mente expuesto. Por lo tanto se puede obtener la parte del elemento de matriz asociada al tercer término
C.3, el cual quedaria

<baLaSa J7a7£|(5:2 ﬁb)(52 ﬁa)'aaLaSa J7ba Z> = ZQQ<J,L7S, Lb17Sl>q2(J7L7S7 Laus/)a (024)
S/

donde /=L —-1,L+1y S5 =0,1.
Para hallar la parte angular del elemento de matriz con el cuarto término (C.4) se debe notar lo siguiente

(0_:2']30,)(5:1 'f)a)|a‘;L7S7 ‘]ab7€> = Z ql(‘LL)S)LhSl) Z QQ(JaL17517L2752)|G;L2a527J;b;£>7 (025)
L1,81 Lo,S2

con L1 =L—1,L4+1y Ly =L-2 L,L+2.La anterior expresién , por brevedad, puede ser expresada como

(62 'ﬁa)(arl 'ﬁa)|a;L757 J7 b7 g) = Z CI12(J7L»S» L/7S/)|G;L/7S/7J;b;€>, (026)
LS’

en donde L' = L — 2, L, L + 2. Evidentemente el bra tiene forma semejante
A partir del anterior resultado, y de nuevo utilizando la ortonormalidad de los arménicos esféricos, es posible
evaluar el término C.4 de la siguiente forma

(b; L, S, J5a; £|(G2 - Pu)(G1 - Do) (02 - Pa) (1 - Pa)la; L, S, J; b3 €) =

> (LS LS qra(J, L, S, L, 8")o10 61 1050 s
r.s
LII’S//

= la2(J, L, S, 4, 8")]. (C.27)
S/
Donde S’ =0,1y/¢{=L+2,L,L —2.
Los términos adicionales As, Ag, A7 Ag y los términos angulares de la interaccién escalar se pueden calcular
de la misma manera.
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Apéndice D

Expresion completa de los elementos
de matriz

Asi como en la seccién anterior, se escribiran de forma explicita algunos términos que en la expresion
7.10 dependen solo del momentum p,, pp y . En particular, para la interaccién vectorial (ecuacién (7.8)) se
tiene

A popa) = VO (@) [1 - GEF | n?, (1)
HO 2y, pasz) = V@) [1 = 555, (D-2)
A (y,pasz) = V@) [1 - 555 A, (D:3)
HOApypa,x) = VO [1- GEE] N2, (D4)

(D.5)
HOS(y,pasz) = V@) 1+ G55 6 (D-6)

Solo con comparar las expresiones 7.9 y 7.10 se pueden encontrar los términos referentes a la interaccién
escalar.

Habiendo identificado con claridad cada término de la interaccién completa se escribird de forma completa
el elemento de matriz Hamiltoniano.

Utilizando el cambio de variable en las ecuaciones 7.14 en la expresion 7.21 se obtiene

(no; L, S, | Hipt|na; L, S, J) = 4wy > > A ns.u
0

T k
[e’e} 00 1
/ / d’LLquU’UQ / danb,L(uvU7y)HéT)’k(’uﬁ’U7y)Rnba,L(u7/Uay)P[<u7/Uay) (D7)
0 0 -1

Los limites de integracion infinitos, para w y para v, no son convenientes a nivel numérico. Esto puede ser
evitado con un nuevo cambio de variable de integracién. Si se define u = pt y v = pw donde las nuevas

variables ¢t y w son adimensionales y la variable dimensional p es el pardmetro variacional. Por ltimo se
define

19!
t = D.8
o (D.3)
T2
= , D.9
=T (D.9)
con el Jacobiano J(x1,z2) = (D.10)

(1= 21)(1 —22)]?
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El elemento de matriz de forma explicita seria

(no; L, S, J| Hint|nas L, S, J) = 47 Y Y > Mg 500
T k £

1,1 1

_ 7),k _

/ / d$1$%d$2x§/ danb,L(wlaanyvp)H§ ) (‘Tl,l'g,y)Rnme(l'l,xQ,y,p)PZ(U,U,y)J(xl,I'Q) (D]‘]‘)
o Jo -1

De esta manera la integral no genera ningin inconveniente y de hecho optimiza el proceso de integracion.

Diversas verificaciones fueron hechas sobre estas integrales para garantizar el correcto resultado de las mis-

mas.



Apéndice E

Generadores aleatorios utilizados en
el bootstrap

El proceso estadistico utilizado en la propagacién de errores requirié de remuestreos sucesivos dentro del
rango experimental de los valores de las masas usadas en el proceso de ajuste (fitting procedure). Por esta
razon fue utilizado un generador Gaussiano de ntimero aleatorios. De los posibles diferentes generadores se
utilizo el generador de Box-Muller por su facil tratamiento numérico. En este método, a partir de dos valores
aleatorios es posible producir dos nimeros Gaussianos aleatorios independientes de la siguiente forma

t1 =/ —21np; cos (2mp2), (E.1)
to = /—2Inp; sin (27ps). (E.2)

En las anteriores expresiones p; y p2 son numeros aleatorios independientes, entre 0 y 1, provenientes
de una distribucién uniforme. En fortran es posible obtener estos valores utilizando la funcién intrinseca
random_number.

Si se define como o como la desviacién estandar y 7 como el valor medio se tiene que el nimero aleatorio
Gaussiano centrado en el valor requerido es

r=o0-x1+T, (E.3)
Ty =0 -Tg+T. (E.4)

De esta manera se generan valores Gaussianos aleatorios alrededor de la media 7. Debe notarse que con este
método se producen dos numero aleatorios. Asi que es comin almacenar unos de ellos en la primera llamada
de la funcién y liberarlo la segunda vez que se llama o simplemente utilizar uno de ellos.

Por otro lado, en las subrutinas de ajuste se requiere dar un punto de partida a cada parametro a ajustar.
En este caso se usa una distribuciéon uniforme dentro de un rango de valores apropiados para cada valor.
Este valor de partida facilmente puede ser obtenido por medio de la funcién intrinseca random_number en
el fortran.
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Apéndice F

Método de solucién de una ecuacion
de valores propios para el estudio de
un sistema ligado en el marco de un
modelo de potencial

Cuando en mecdnica cudntica no se puede determinar de manera analitica la solucién de la ecuacion
de autovalores para el Hamiltoniano, es posible proponer una funcién de onda, ya sea en el espacio de
coordenadas o de momentum con cierto parametro variacional. Al barrer este parametro variacional se
busca minimizar la energia y de esta manera se encuentra el estado base del sistema.

Si se desea construir un espectro de energias, es posible construir una matriz Hamiltoniana en términos de
una base variacional para posteriormente minimizar y diagonalizar la matriz Hamiltoniana. Esta tarea se
realiza, en general, a nivel computacional. El tiempo de computo depende de la complejidad del Hamiltoniano
y de la dimensién que la matriz Hamiltoniana tenga.

Por sencillez, es comun trabajar en el espacio de coordenadas, sin embargo, realizar calculos en el espacio
del momentum es estrictamente necesario en el caso de en ecuaciones relativistas como las descritas en la
seccién 2.5 en particular la ecuacién (4.7) que representa la ecuacién que se utilizard con el modelo propuesto
en el presente trabajo.

En base a lo anterior, a continuaciéon se describe de manera general el principio variacional como herramienta
clave en la técnica utilizada para obtener un espectro de un sistema ligado.

F.0.1. El principio variacional

Supongamos que cierto sistema fisico cumpla con la siguiente ecuacién de autovalores:

H|pr) = Ex|d) (F.1)

Sin embargo, si no es posible hallar los autovalores exactos del Hamiltoniano es posible utilizar un ket de
prueba [¢) el cual deberd depender de un nidmero finito de pardmetros.
El valor esperado del Hamiltoniano en el estado |¢) toma la siguiente forma:

(Y| H|v)
(H) = ~———= (F.2)
(¥])
El estado |¢) puede ser escrito como una combinacién lineal de los estados propios del Hamiltoniano:
) = ch\dw (F.3)
k
Utilizando la expresién (F.2) y (F.3) se obtiene:
_ >k 2 Ckc?<¢i|H|¢k> (F.4)
>k CkC,
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A partir de valores propios (F.1) la anterior ecuacién se puede expresar de la siguiente forma:

Dk CkCLER,
(H) = oo (F.5)

_ |col® Eo + > k1 CkCi Bk
>k CkC,

Utilizando la expresién Ey, = Ej, + Fo — Ey la ecuacién (F.6) se puede escribir de la siguiente forma [211]:

S ki (B — By)

(H)

(F.6)

H + E F.7

(1) R : (F.7)
Puesto que el factor E — Ey es mayor que cero, se concluye que:

(H) > Ey (F.8)

El anterior resultado asegura que siempre la energia hallada con cualquier ket de prueba serd mayor al estado
base exacto del sistema fisico.

En concreto, al variar los parametros de los que depende el ket de prueba se busca minimizar el valor esperado
de la energia con el fin de acercarse lo maximo posible al valor exacto del estado base del Hamiltoniano.

El tipo de funcién de prueba mas utilizado, consiste en la combinacién lineal de un conjunto finito de N kets
pertenecientes a una base ortonormal:

Reemplazando la anterior ecuacién (F.9) en la ecuacién (F.2) se obtiene:

= 2 nCh

Para encontrar los estados estacionarios del Hamiltoniano se realiza la variacién del valor esperado del
Hamiltoniano respecto a los pardmetros lineales ¢ y se coloca la siguiente condicién gg = 0. Para aplicar

k
la condicién mencionada es conveniente escribir la expresién (F.10) de la siguiente forma:

<H>ch02 = chncjn<@m|H“Pn> (F.11)

m n

(F.10)

Derivando respecto a cj, se obtiene:
> {erlHlpn)en = (H)cy (F.12)

n
La ecuacién matricial (F.12) es una ecuacién de valores propios de dimensién N, la cual aproxima , en
el espacio N-dimensional, a H|y) = E|¢). Por tanto el célculo de los autovalores de la ecuacién (F.12)
proporcionard una buena aproximacién a las energias del sistema fisico.
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