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Resumen

En esta tesis se estudia la probabilidad de que las reservas de una compania de seguros
no sean suficientes para cubrir todas sus obligaciones cuando sobre el modelo de riesgo co-
lectivo se supone que la frecuencia de las reclamaciones sigue un proceso no homogéneo de
Panjer. Dicho proceso fue definido por |Iseger et al.| (1997) y estudiado por |Jiménez M. and
Arunachalam| (2016).

Como resultado de la investigacion aqui realizada se obtuvieron propiedades nuevas del pro-
ceso no homogéneo de Panjer y se verificé que cuando la severidad de las reclamaciones en
el proceso de riesgo se distribuye exponencial, la probabilidad de ruina clasica es un caso
particular de la expresién aqui obtenida.

Palabras clave: Proceso no homogéneo de Panjer, proceso de conteo, probabilidad de

ruina, intensidades de transicién, severidad exponencial.
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Abstract

This thesis studies the probability that the reserves of an insurance company are not enough
to cover all their obligations when the collective risk model assumes that the frequency of the
claims follows an inhomogeneous Panjer process. This process was defined by [Iseger et al.
(1997) and studied by Jiménez M. and Arunachalam, (2016]).

As a result of the research carried out here, new properties of the inhomogeneous Panjer
process were obtained and it was verified that when the severity of the claims in the risk
process is exponentially distributed, the probability of classical ruin is a particular case of
the expression obtained here.

Keywords: Inhomogeneous Panjer process, countinf process, ruin probability, transition
intensities, Exponential claim amounts.
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Introduccion

La teoria de procesos estocdsticos es una herramienta matemética ampliamente estudiada
por su versatilidad a la hora de describir el comportamiento de situaciones reales que cam-
bian en el tiempo con cierto nivel de incertidumbre (probabilidad). En la rama de seguros,
los procesos estocasticos fueron empleados por autores como [Lundberg (1903) incluso antes
de ser definidos y hoy en dia siguen siendo un eslabén fundamental en el desarrollo de la
teoria de riesgo.

La teoria de riesgo colectivo es una de las caracterizaciones mas sencillas y poderosas dentro
de la teoria estadistica asociada a la dindmica de un portafolio, ya que permite describir el
comportamiento de una cartera de seguros en términos de la frecuencia de reclamacion y del
monto o severidad de las reclamaciones efectuadas en un periodo de tiempo determinado.
En la practica, para determinar las distribuciones que mejor se ajustan para modelar la
frecuencia y la severidad de las reclamaciones se emplean los datos historicos que posee la
compania; realizando pruebas de bondad de ajuste con diversas distribuciones hasta obtener
aquellas que mejor describen el comportamiento del portafolio.

En el modelo clasico de riesgo se supone que la frecuencia de reclamacién sigue un proceso
Poisson de media At y sobre este se calculan las probabilidades de solvencia, de no ruina
y de ruina como medidas que describen el comportamiento del capital de la empresa en
términos de sus ingresos y egresos. Sin embargo, el supuesto Poisson tiene limitaciones a
la hora de aplicar los resultados tedricos a datos reales, pues, entre otras cosas, bajo este
proceso se asume que todos los asegurados del portafolio tienen el mismo nivel de riesgo y
que los eventos previos no afectan el comportamiento de la cartera en el tiempo presente.
Por lo anterior, es necesario estudiar otros procesos de conteo que incluyan en su dinamica
estas caracteristicas y asi refinen el ajuste de datos reales.

En este trabajo se estudia un proceso estocastico de conteo basado en la recursién de [Panjer
(1981)) ¥ definido en [Iseger et al.| (1997)): el proceso no homogéneo de Panjer, el cual permite
generalizar algunos de los procesos de conteo clasicos méas empleados en la literatura y en
la practica. Algunas de las propiedades de este proceso fueron dadas en [Jiménez M. and
Arunachalam| (2016)) y también se muestran en esta tesis.

El objetivo principal de la tesis es estudiar la probabilidad de ruina sobre el modelo de ries-
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go colectivo propuesto por Lundberg| (1903) cuando las reclamaciones siguen un proceso no
homogéneo de Panjer y ver que las expresiones clésicas de ruina sobre el modelo cuando las
reclamaciones son de tipo Poisson, son caso particular de las obtenidas bajo el supuesto Pan-
jer. También se caracteriza el proceso de Panjer en términos de procesos estocasticos clasicos
y se presentan resultados nuevos que se obtuvieron durante el desarrollo de la investigacién
y que permiten relacionar las intensidades de transicién con las distribuciones marginales
del proceso.

Los resultados aqui obtenidos son relevantes en la medida en que se estudia con detalle el
comportamiento de un proceso estocastico de conteo inexplorado, hecho que permite ponerlo
en el ambito académico y practico como una alternativa diferente a las tradicionales para
modelar la ocurrencia de sucesos de tipo discreto en un intervalo de tiempo finito. Ademaés,
al ser los procesos clasicos de conteo casos particulares del proceso no homogéneo de Panjer,
los resultados que se obtienen en la teoria de riesgo sobre estos, se pueden generalizar em-
pleando el modelo aqui estudiado.

La tesis tiene la siguiente estructura: en el capitulo 1 se hace una presentacién general de los
conceptos necesarios para entender la teoria de ruina: procesos de conteo, modelo clasico de
riesgo y probabilidad de ruina en tiempo finito e infinito. Ademads se presenta la familia de
distribuciones de Panjer que servira para definir el proceso no homogéneo de Panjer.

En el segundo capitulo, luego de introducir el proceso no homogéneo de Panjer definido por
[seger et al.| (1997) se presentan algunas de las propiedades que tiene y que fueron estudiadas
previamente por |Jiménez M. and Arunachalam| (2016). También se caracteriza el proceso en
términos de procesos estocdsticos clasicos y se obtienen resultados nuevos sobre el compor-
tamiento de las probabilidades marginales del proceso y las intensidades de transicién que
se presentan como proposiciones en las ultimas secciones del capitulo.

En el tercer capitulo se revisan generalidades del modelo de riesgo cuando las reclamaciones
siguen un proceso Panjer y se establecen los supuestos necesarios para calcular la proba-
bilidad de ruina sobre este modelo. Finalmente se encuentra una aproximacion para dicha
probabilidad y se hacen los célculos cuando la severidad se supone que sigue una distribucién
exponencial.

La investigacion concluye mostrando que la expresion clasica para la probabilidad de ruina
en el modelo cldsico cuando las reclamaciones siguen un proceso Poisson es un caso particu-
lar de la obtenida cuando el proceso de conteo es el asociado a la recursiéon de Panjer. Por
ultimo, se plantean los nuevos problemas a abordar y las conclusiones de la tesis.

La aproximacion obtenida para la probabilidad de ruina asi como las propiedades nuevas del
proceso no homogéneo de Panjer que se obtuvieron en este trabajo fueron aceptadas para
ser socializadas a manera de péster en el ICAMI 2017.
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La teoria de riesgo colectivo fue propuesta por Filip [Lundberg (1903) en su tesis doctoral y
retomada por Harald (Cramér| (1930)). La teoria de riesgo colectivo considera dos problemas
fundamentales: aproximar la distribucién de la ganancia total en un portafolio y calcular la
probabilidad de que la reserva de la compania no sea suficiente para cubrir el pago de todas
las polizas: probabilidad de ruina.

En este capitulo se presentan los conceptos necesarios para entender la teoria de ruina sobre
el proceso de riesgo colectivo. Para ello se presentan algunos procesos de conteo clasicos y
se formaliza el concepto de probabilidad de ruina sobre el modelo clasico de riesgo para
finalmente introducir algunos casos particulares sobre distribuciones de severidad conocidas.
Ademas se presenta la familia de distribuciones de Panjer con miras a definir en el capitulo
2 el proceso estocastico que se empleard para modelar el proceso de reclamaciones en el
capitulo 3.

1.1. La familia de distribuciones Panjer

En [Panjer (1981) se presenta una familia de distribuciones de probabilidad de tipo discreto
mediante una recursion.

Definicién 1.1.1. Una distribucion de probabilidad de una variable aleatoria N que satisface
la relacion

(a+2)P(N=n-1), sin>k,

1-1
0, sin <k (1-1)

P(N:n):{

donde k € Z, a <1 ya+ [ >0, se dice que pertenece a la familia de distribuciones Panjer
de clase k y se denota P(a, B, k).

Tomando k = 0 en ([I-1]) se obtiene la expresién para la familia Panjer de clase 0:

(r+n71)an(1 _ Oz)r, si o + 6 > O,

n

—%7 sia+p8=0

donde r = O‘Tw
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1.1.1. Casos particulares

Para distintos valores de los pardmetros a 'y 8 en (I-1)), |[Jiménez M. (2013)) presenta algunas
distribuciones discretas bien conocidas las cuales se muestran en la tabla [1-1l

Tabla 1-1: Valores de o y 3 para algunas distribuciones

Nombre de la P(N =n) Valores fijos
distribucién « 16
Poisson %e‘* 0 A
B. negativa (Hzfl)p”q” 1—p| (r—1)q
Geométrica pg"; 0 <p<1 1—p 0
Binomial (Mprg™ ", 0<p<1 L 1 (m+1)2
Logaritmica Wiq)*l; 0<g<1 q —q

Si la distribucién de una variable aleatoria N satisface la relacién (1-1)) y los pardmetros «
y (3 son tales que o + 8 > 0 entonces:

1) E(N)=Var(N), cuando a = 0.
1) E(N) < Var(N), cuando 0 < a < 1.

1) E(N) > Var(N), cuando o < 0.

lo cual se puede usar como una regla empirica para determinar la distribucién discreta que
mejor modela el comportamiento de un conjunto de datos.

1.2. Procesos de conteo

Definicién 1.2.1. Un proceso estocdstico {N(t),t > 0} es un proceso de conteo si N(t)
representa la cantidad total de eventos que ocurren hasta el tiempo t, es decir, en el intervalo
(0,t]. Por lo tanto, un proceso de conteo N(t) debe satisfacer:

1) N(0)=0

1) N(t) >0
1) N(t) es un numero natural para todo t
1v) Sis <t entonces N(s) < N(t)

V) Para s <t, N(t) — N(s) es el numero de eventos que ocurren en el intervalo (s,t].
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1.2.1. Processo Poisson

El proceso de conteo mas empleado es el que se obtiene a partir de la bien conocida distri-
bucién Poisson: el proceso Poisson. A continuacién se presenta la definiciéon de dicho proceso
que da [Ross (1996).

Definicién 1.2.2. El proceso de conteo {N(t), t > 0} se dice que es un proceso Poisson de
pardmetro (o tasa) X\, (A >0), si:

1) N(0) =0.
11) El proceso tiene incrementos independientes.

1) El numero de eventos en cualquier intervalo de longitud t tiene una distribucion Poisson
de media \t. Esto es, para todot >0 y s >0

P(N(t+s)— N(s)=mn) :e_)‘t%, n=0,1,... (1-3)

Noétese que de la expresién dada en ((1-3) se tiene que el proceso tiene incrementos estacio-
narios.

Ademés, el proceso Poisson N (t) satisface las siguientes propiedades: (las demostraciones se
pueden consultar en Rincon| (2012)))

= Es un proceso de Markov; es decir,

P(N(ty) = 20 | N(t1) = 21, ., N(to_1) = 2p_1) = P(N(tn) = @0 | N(tu_1) = 2n_1)
(1-4)

para cualesquiera n tiempos 0 < t; <ty < --- <t, y cualesquiera estados
0<z <a3 <+ <y

» Para un t fijo, la variable aleatoria N(t¢) sigue una distribucién Poisson de pardmetro
At:

Py(t) = PIN(t) = n) = X" -x (1-5)

donde P,(t) representa la probabilidad de tener n ocurrencias del evento en el intervalo
(0,1].

= Si sy tson tales que 0 < s < t, y si k' y n son enteros que cumplen 0 < k < n.

pov === (1) () 0-9)

Entonces
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= Para cualquier ¢t > 0, y cuando h | 0,
1) P(N(t+h)—N(t) > 1) = A+ o(h).
11) P(N(t+h) — N(t) > 2) =o(h)
La ultima propiedad describe el comportamiento del proceso Poisson sobre el intervalo infi-
nitesimal de la forma (¢,¢ + h]. En un intervalo de tiempo pequetio solo pueden ocurrir dos

situaciones: hay un reclamo o no lo hay, donde la probabilidad de que no lo haya es igual a
1 — Ah+o(h).

Se tiene ademds que E[N(t)] = Var[N(t)] = At; es decir, la variabilidad del proceso Pois-
son tiene un comportamiento semejante a su media y por ello es adecuado para modelar
fenémenos cuya frecuencia de ocurrencia es equidispersa.

1.2.2. Proceso Poisson no homogéneo

Si el pardmetro A del proceso Poisson N (t) no es constante sino que es una funcién positiva y
localmente integrable A(t) que depende del tiempo, entonces se dice que N() es un proceso
Poisson no homogéneo.

Definicién 1.2.3 (Ross (1996)). El proceso de conteo {N(t),t > 0} es un proceso no ho-
mogéneo de Poisson con funcion de intensidad \(t), t > 0 si

1) N(0)=0.
1) {N(t),t > 0} tiene incrementos independientes.
1) P(N(t+h)—N(t)=1) = Xt)h + o(h).
1v) P(N(t+h) — N(t) > 2) = o(h).
Notese que el proceso Poisson no homogéneo pierde la propiedad de incrementos estaciona-
rios que tiene el proceso Poisson. Lo anterior se debe a que el comportamiento de la funcién

de intensidad depende no solo de la longitud del intervalo considerado sino también de sus
extremos.

Cox and Lewis| (1966) se refiere al proceso Poisson no homogéneo como proceso tiempo-
dependiente y define la probabilidad de que no haya ocurrencias del evento en el intervalo
(t,t + h] como

P(N(t+h) — N(£) = 0) = exp 4 — / Au)du (1-6)

t

donde A(t) es la funcién de intensidad asociada al proceso.
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1.2.3. Proceso Poisson Mixto

Definicién 1.2.4 (McFadden| (1965)). Un proceso Poisson mixzto N(t) es un proceso Poisson
con media A, donde A es una variable aleatoria no negativa que recibe el nombre de variable
de estructura.

Cuando la variable aleatoria A es continua, con funcién de densidad f(\), se tiene que

o
I
o
=
I
=
I
&

[P(N(t) = n|A)]

n

— /P[N(t) =n|A = A f(\)d\ = /eAt()\t!)nf()\)dA (1-7)

1.2.3.1. Caso particular

Definicién 1.2.5 (Proceso binomial negativo). Si la variable de estructura A de un proceso
Poisson mixzto sigue una distribucion Gamma entonces N(t) recibe el nombre de proceso
binomial negativo.

1.2.4. Proceso Pdlya

Definicién 1.2.6 (Fisz| (1980)). Un proceso estocdstico {N(t) : 0 <t < oo} cuyas distribu-
ciones marginales P, (t) satisfacen:

= Bo(t) = (ait)v

. pn(t):”(““)m,(fﬂn_l)) (ait>nP°(t): <U+Z_1) (ait)n(ait)v

con a > 0 es llamado un proceso Pdlya.

Bharucha-Reid (1960]) describe el proceso Pélya mediante el siguiente sistema de ecuaciones

diferenciales:
dpo(t) (%
= — Pyt
dt a+t o(t)
dP,(t v+ (n—1 v+n
(*) = ( )Pn_l(t) — P,(t) (1-8)

dt a+t a+t
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1.3. Otros procesos estocasticos

A continuacién se refieren dos tipos de procesos estocasticos adicionales:

1.3.1. Proceso de Nacimiento

Si en un proceso de conteo N(t) se supone que la probabilidad de que existan incrementos
en un intervalo dado, depende del estado actual del sistema entonces se obtiene una nueva
definicion del proceso.

Definicién 1.3.1 (Seal (1969)). Si N(t) es un proceso de conteo tal que sus probabilidades
marginales P,(t) satisfacen el sistema de ecuaciones diferenciales:

Py(t) = = Ao(t) Po(t)
Pl(t) = A1 (t) Poa(t) = N (£) Po(t)  para n>1 (1-9)
con condiciones iniciales
Py(0) =1 y P,(0)=0 Vn>1 (1-10)

entonces N(t) es un proceso de nacimiento puro con intensidades de transicion \,(t).

1.3.2. Proceso Poisson Compuesto

Definicién 1.3.2 (Blanco et al.|(2014)). Un proceso estocdstico {S(t),t > 0} es un proceso
Poisson compuesto si

S(t)=>_ Xy, t>0 (1-11)

donde {N(t),t > 0} es un proceso Poisson y {Xy, k = 1,2,...} son variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas.

1.4. Indice de dispersion

Dado un conjunto de datos de tipo discreto que dependen del tiempo, existe un test deno-
minado indice de dispersién establecido por |Cox and Lewis| (1966)) y dado por:
Var[N(t)]
ID(t) = ——— (1-12)
E[N(t)]
el cual permite determinar el proceso estocastico que mejor se ajusta para modelar el com-
portamiento de dicho conjunto de datos.
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De acuerdo al valor obtenido en ([1-12]) sobre los datos, es posible emplear el criterio asf:

1. Equidispersién: si ID(t) = 1, es decir, si la varianza observada de los datos es similar
a su media, se ajusta un proceso Poisson.

2. Sobredispersién: si ID(t) > 1, esto es, cuando la varianza observada de los datos
excede su media, se sugiere usar un proceso binomial negativo.

3. Subdispersidn: si ID(t) < 1 es porque la varianza observada de los datos es mas
pequena que su media y por tanto deberd emplearse un proceso estocéstico binomial.

Cuando los datos no dependen del tiempo y por tanto se busca ajustar una variable aleatoria
y no un proceso estocastico, el test de dispersién coincide con la regla empirica propuesta
anteriormente en los casos particulares de la familia Panjer.

1.5. Modelo clasico de riesgo

Lundberg (1903) propone un modelo de riesgo que no requiere considerar cada pdliza en el
portafolio. Por el contrario, la distribuciéon del monto total depende tnicamente de la dis-
tribucion del nimero de reclamaciones en un periodo determinado y de la distribucién del
monto (severidad) de las reclamaciones efectuadas en ese periodo.

Sean N(t) el nimero de reclamos que ocurren en el tiempo (0,t] y X} la variable aleatoria
que representa el monto del k-ésimo reclamo. Se asume que las X} son no-negativas, inde-
pendientes e idénticamente distribuidas con funcién de distribucién acumulada (cdf), Fi(x),
transformada de Laplace, £(-), y media finita, px. Ademads, son independientes del proceso
de frecuencia, N(t). El proceso estocéstico

N(t)

S(t)=> X (1-13)

describe el total de reclamos pagados por la compania hasta el tiempo t. El proceso N(t) es
un proceso de conteo y la distribucion asociada a la severidad debe ser preferiblemente de
cola pesada.

El proceso S(t) definido en resulta ser un proceso estocastico compuesto y por tanto,
si X es tal que tiene la misma distribucién que las Xj, entonces se satisface (ver [Panjer
(2006]) ):
E[S(t)] = E[N(t)]E[X] = E[N(t)]ux (1-14)
Var[S(t)] = E[N(t)|Var[X] + Var[N(t)](E[X])?
= E[N(t)]o% + Var[N(t)|u%. (1-15)
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En el modelo clasico de riesgo se asume que el proceso de conteo N(t) es un proceso Poisson
de media \t.

Bajo el supuesto de reclamaciones siguiendo un proceso Poisson se tiene que A es constante
y por tanto se estd asumiendo que todos los asegurados en el portafolio tienen el mismo nivel
de riesgo. Sin embargo, en muchas situaciones el portafolio de una compania aseguradora
esta diversificado en el sentido en que el riesgo asociado a diferentes grupos de asegurados
es significativamente distinto. Por ejemplo, en seguros de automoviles se desea hacer una
diferencia entre conductores hombres y mujeres o entre conductores de distintas edades. En
ese caso, se requiere que los reclamos sean modelados mediante un proceso Poisson en el que
la intensidad varia de un grupo de clientes a otro.

Existe evidencia empirica de que si la volatilidad del proceso de riesgo se mide en términos
del indice de dispersién dado en entonces, empleando los datos de frecuencia de recla-
macion, se obtienen frecuentemente valores mayores que 1; es decir, Var[N(t)] > E[N(t)].
Lo anterior sugiere que es necesario considerar procesos de conteo sobredispersos como los
de tipo binomial negativo.

1.6. Probabilidad de ruina

Sobre el modelo clasico de riesgo surge la Probabilidad de Ruina como una medida que
indica la factibilidad de que las reservas que constituyen la compania sean insuficientes para
afrontar las pérdidas derivadas de sus contratos.

1.6.1. Modelo de tiempo continuo

Bowers et al.| (1997) presenta la generalizaciéon del modelo de riesgo cuando el tiempo se
considera continuo. Para ¢t > 0, sea U(t) el excedente del asegurador en el tiempo t. Se define
el proceso de excedentes como:

U(t)=U(0)+ P(t) — S(t) (1-16)
donde,

» {P(t) | t > 0} es el proceso de primas, que mide todas las primas recaudadas hasta el
tiempo ¢ (netas de gastos),

» {S(t) | t > 0} es el proceso de “pérdidas”, que mide todas las pérdidas pagadas hasta
el tiempo t,

» U(0) = w es el capital inicial en el tiempo t = 0.
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Si se asume que las primas son recibidas continuamente a una tasa anual constante, ¢ > 0
con ct definida como

ct = (1+0)E[S(t)] (1-17)

con 6 el recargo relativo por seguridad, entonces ([I-16]) se puede escribir de la siguiente
forma:

Ult)=w+ct —S(t) 0<t<oo (1-18)
con S(t) definido como en (|1-13]).

En el modelo ([1-18)) se ignora el interés y los factores distintos a las primas y a los reclamos
que podrian afectar al excedente.

1.6.2. Evento de Ruina

Se entendera por ruina el evento en el cual el excedente toma un valor negativo por primera
vez.

Definicién 1.6.1 (Probabilidad de solvencia). Sobre el modelo de tiempo continuo la pro-
babilidad de solvencia se puede definir en dos casos dependiendo si el tiempo considerado es
finito o no:

1. Horizonte infinito:

o(w) = P{U, >0, ¥t >0 | Uy = w} (1-19)

2. Horizonte finito [0,t]:

P(w,t) == P{U; >0, Vt tal quet <t | Uy=w} (1-20)

El proceso de excedentes dado en ([I-18) puede llegar a ser negativo en ciertos momentos.
Cuando esto ocurra por primera vez, se dice que la ruina ha ocurrido.

Sea
T, =min{t | U(t) < 0} (1-21)

el tiempo en que ocurre la ruina. En el caso en el que U(t) > 0, para todo ¢, la ruina nunca
ocurre y se denota T}, = co.
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1.6.3. Probabilidad de ruina antes del tiempo ¢

Denotando ¢ (w, t) la probabilidad de que U(-) tome un valor negativo antes del tiempo t,
se tiene:

Y(w,t) = P(T, < t) (1-22)

Definicién 1.6.2 (Probabilidad de no ruina). La probabilidad del evento complementario
definido en se conoce como la probabilidad de no ruina:

dlw,t) =1—=Y(w,t)=P{U(T) >0 | U(0)=w} 0<7<1 (1-23)

1.6.4. Probabilidad de ruina eventual

La probabilidad de que U(t) tome en alguna ocasién un valor negativo, se conoce como
probabilidad de ruina eventual y es una cota superior para 1 (w,t):

Y(w) = lim Y(w,t) (1-24)

t—o00

Hay que tener en cuenta que si ¢ > uy entonces cualquier realizacién del proceso U (t) tendra
una tendencia que crece sin cota para t — oco. Si el capital inicial de la compania es infinito,
entonces la probabilidad de ruina se define como cero:

lim ¢(w) =0 (1-25)

w—r00

1.6.5. Coeficiente de ajuste para la probabilidad de ruina

La mas sencilla y conocida de las aproximaciones para la probabilidad de ruina eventual fue
propuesta por Lundberg y desarrollada por (Cramér (1930):

Y(w) ~ e (1-26)

donde R es el llamado coeficiente de ajuste (o coeficiente de Lundberg) y es la tinica raiz
positiva de la ecuacién:

In[Mx(r)] —ecr=0 (1-27)

donde Mx(r) es la funcién generadora de momentos de la variable aleatoria X que tiene la
distribucién comin de las variables X}, (severidad del k-ésimo reclamo) y ¢7 se define como
en ([1-17)).

R

Se cumple ademas que la expresion e es una cota superior para la probabilidad de ruina

en tiempo infinito (Cramér (1930))), esto es:

P(w) < e ™ (1-28)
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Dado que no siempre es posible resolver de manera explicita la ecuacion fundamental de
Lundberg ([1-27) entonces se plantean varias aproximaciones para el coeficiente de ajuste.
Dos de ellas se encuentran en [Jiménez M. and Moreno (2017):

1. Solucién por series de potencia
Empleando el desarrollo de Taylor para la funciéon generadora de momentos de X,
My (r) se tiene que la ecuacién de Lundberg se puede expresar como

2

pr + 02% A cr (1-29)
donde pu = E[X]y 0% = Var[X]. De (1-29), el coeficiente de ajuste se puede aproximar
mediante:

~ -~ C — /l,
R~ 2= (1-30)

2. Solucién numérica
Aplicando el método de Newton-Raphson a la funcion

f(r)=W[Mx(r)] —cr (1-31)

se obtiene

In[Mx(r,)] — crp

- Mi(ra) - ch(rn)Mx(r")’ rn 70 (1-32)

T'nt1l = Tn
De (|1-32)) se puede aproximar el valor de R tomando como valor inicial la cota superior
dada en (|1-30)).

Sobre el modelo clasico de riesgo 1) es posible calcular el valor de R al reemplazar las
expresiones ((1-14)) y (1-15]) en (1-30]) obteniendo:

20E[N(t)|E[X]
E[N(t)|Var[X]+ Var[N(t)|(E[X])?

R~ (1-33)

Dividiendo tanto el numerador como el denominador de (1-33)) entre E[N(t)] se tiene una
expresién equivalente para R en términos del indice de dispersién del proceso N (t) definido

~ 20E[X]
R~ 1-34
Var[X]| + (E[X])2ID(t) (1-34)
Noétese que si N(t) es un proceso Poisson de media At entonces ((1-34)) toma la forma:
- 20p1x
R = 1-35
ElX? (1-35)

donde la expresién Oux recibe el nombre de recargo por seguridad.
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1.7. Probabilidad de ruina en horizonte infinito

1.7.1. Monto de reclamos constante

En Seal (1969) se estudia el caso en el que la suma de los reclamos totales en el modelo de
riesgo es igual a b y se calcula la probabilidad de que el primer reclamo ocurra en el instante
7 como el producto de las probabilidades de los eventos independientes:

1. Ninguin reclamo ocurra en el intervalo (0,7 — dr) y

2. Un reclamo ocurra en el intervalo (7 — dr, 1)

Bajo el supuesto de que N(t) sigue un proceso Poisson de pardmetro At se tiene que las
probabilidades mencionadas en los eventos anteriores son e *” y Adr respectivamente. Asf,
la probabilidad de que el primer reclamo ocurra en el instante 7 es

e dr (1-36)

lo cual indica que el tiempo que transcurre entre dos reclamos consecutivos, sigue una dis-
tribucion exponencial.

Reescribiendo ([1-17)), la prima cobrada, queda ct = (1 + 0)Auxt = (Aux + «)t entonces la
probabilidad de no ruina se establece como

[e*p(w+cer —b)Adr, siw>0
0

p(w) = (1-37)
0 stw <0
que empleando transformada de Laplace y algunas técnicas de integracion conduce a:
1% i k
-1 A
H(w) = B(0)e=? ( k;') <—eib) (w—kb)*, — w>0 (1-38)
~ k! c
En Seal (1969) también se obtiene
c—b
¢(0) = (1-39)

1.7.2. Monto de reclamos aleatorio

Ahora se estudia la probabilidad de ruina en horizonte infinito sin el supuesto de que la
suma de todos los reclamos es igual a una constante sino que depende de la distribuciéon de
la severidad de los siniestros. De manera andloga a como se definié la probabilidad de no
ruina en ([1-37), en este caso se tiene:

o= [T (] T b ter - ()i ) X (1-40)
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En [Arfwedson| (1950) y Arfwedson (1954) se halla una expresién para ->¢(w) y mediante
transformadas de Laplace se establece que:

o) = 0) £ s | (141)

donde F(r) denota la transformada de Laplace de la funcién de densidad de la severidad;
esto es, F(r) = L{fx(y)} y L7'(-) representa el operador de la transformada inversa de
Laplace.

El denominador de ([1-41J)
g(r)=cr— A+ AF(r) (1-42)

se conoce como la ecuacion fundamental de Lundberg y tiene al menos dos raices no negati-
vas, una de las cuales es r = 0.

Si se evalula en —r se obtiene:
g(—r) = —cr — A+ AF(-r)
Como F(—r) = Mx(r) entonces:

g(—=r)=AX(Mx(r)—1) —cr (1-43)

1.7.3. Casos particulares

Sobre el modelo clésico de ruina, es decir, asumiendo que N (t) sigue un proceso Poisson de
media At, se establecen aproximaciones para la probabilidad de ruina en horizonte infinito
para algunas distribuciones de severidad especificas. Las pruebas se pueden consultar en
Cizek et al. (2005).

1.7.3.1. Ruina sin capital inicial

Cuando w = 0 la expresién para ¢(w) es exacta y es igual a

0
= — 1-44
50) = — (1-44)
de donde la probabilidad de ruina en este caso es
1
P(0) =1—¢(0) = 174 (1-45)

Noétese que la férmula depende tinicamente del recargo relativo por seguridad # sin importar
la tasa media de reclamos A ni la distribucion de las severidades. Aqui la probabilidad de
ruina es inversamente proporcional al recargo relativo, 6.
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1.7.3.2. Severidad Exponencial

Suponiendo que X ~ exp(y), la probabilidad de no ruina en el modelo clésico es de nuevo
una expresion cerrada y viene dada por:

bw) =1- ——expd - wl. (1-46)
i)

P(w) = Lexp{—i w} (1-47)

1.7.3.3. Severidad Gamma

Grandell and Segerdahl (1971) muestran que la probabilidad de ruina cuando la severidad
sigue una distribucién Gamma de media 1 y n < 1 se puede calcular mediante:

_ 0(1 — R/n)e né sen(n)
1+(1+60)R—(14+6)(1—R/n) m

(W) 1 (1-48)

donde R es la solucién no negativa mas pequena de la ecuaciéon dada en ((1-42)) asociada a la

distribucién Gamma y el término

:L,nef(x+1)wndx

= /0 [27 (14 (1 +0) (2 + 1)) — cos(nm)]? + sen2(nm)

(1-49)

De (|1-48) se obtiene la aproximacion de Cramér-Lundberg expuesta en |(Grandell and Seger-
dahl| (1971):

0(1— R/n)e "™

X0 0R=(1+0)(1 =R/ (1-50)

P(w) ~



2 Proceso no homogéneo de Panjer

En la segunda seccién del capitulo anterior se presentaron algunos procesos de conteo que
se pueden ajustar para modelar la frecuencia de reclamaciones N () en el modelo clésico
de riesgo . En este capitulo se presenta el proceso estocéastico de Panjer como una
alternativa para describir el comportamiento de la frecuencia de reclamaciones. Ademaés, se
establecen algunas propiedades asociadas a este.

2.1. Definicion del proceso

Sea N(t) el numero de reclamos que ocurren en el intervalo de tiempo (0,¢] con ¢ > 0y
N(0) = 0. La probabilidad de que ocurran exactamente n reclamos se denota por

Pu(t) = P[N(t) =n], n=0,12,... (2-1)

En [seger et al. (1997)), se presenta el proceso de conteo asociado a la recursién de Panjer
como una alternativa para modelar el proceso del nimero de reclamos

Pu(t) = (a(t) + @) Poi(t), Yn>0 (2-2)

n
donde «(t) y S(t) son funciones de ¢t con a(t) < 1. Nétese que para ¢ = 1 se obtiene la

expresion dada en ([1-1f).

Con el objetivo de simplificar la notacién, se escribird oy y [; en lugar de «(t) y B(t)
respectivamente.

2.1.1. Ejemplos

De la expresién recursiva (2-2)) se obtiene una forma equivalente para determinar si un
proceso estocdstico N (t) es un proceso no homogéneo de Panjer, a saber,

= — 2-3
P T n (2:3)
Es decir, si al calcular el cociente PPf(lt()t) se obtiene una expresion de la forma ([2-3)) entonces

el proceso N(t) es un proceso no homogéneo de Panjer.
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Ejemplo 1 (Proceso binomial negativo clésico). (Seal (1969)) Sea N(t) un proceso binomial

RA@::<”+Z_1)(5it>W(6it>n

Se considera el cociente:
n— n L'(y+n)

P (YD) (R e
B n )

)
Paa(t)  (177) ()7 (GR)" T R () )

negativo cldsico con

donde 9,y > 0.

o+

v+n-—1 t ot +t(fy—l)

on §+t) S+t n({0+1t)
—CYt‘i‘é
n

t(y—1 . . ‘ ,
donde oy = #t y By = (gﬂ ). Como ay < 1 entonces se tiene que el proceso binomial negativo

clasico es un proceso no homogéneo de Pangjer.

Ejemplo 2 (Proceso Yule-Furry). (Bharucha-Reid (1960)) Sea N(t) un proceso de Yule-
Furry tal que

s

—~
~

SN—
I
o

P,(t)=e M1 —e)" ! n>1
con A > 0.

En este caso

Pn(t) _ e—)\t(l _ e—)\t)n—l N, N &
Poa(t) e (1 —e)n? oo

donde ay =1 — e y B, = 0. Como oy < 1 entonces se tiene que el proceso de Yule-Furry
es un proceso no homogéneo de Panger.

Ejemplo 3 (Proceso Binomial Negativo Generalizado). (Arbous and Kerrichl (1951)) El
proceso N (t) es un proceso binomial negativo generalizado si

Pu(t) = (’V e 1) eI(1 — 0y (2-4)

con vy, 8 > 0.
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Considerando de nuevo el cociente:

Pn(t) B (’Y+Z*1)679'yt(1 _ 67015)71
P._i(t) (7*7;?;2)6—9%(1 — e~0t)n—1

Se tiene:

conoy=1—e"ypB =(v-1) (1 — efet). Es claro que ay < 1 y por tanto el N(t) resulta
ser un proceso no homogéneo de Panjer.

Jiménez M. and Arunachalam| (2016) presentan el proceso descrito en (2-2) como Proceso
no Homogéneo de Panjer y calculan las expresiones para «; y ; que permiten obtener los
procesos de conteo asociados a algunas de las distribuciones presentadas en la tabla [I-1]
dichas expresiones se encuentran en la tabla

Tabla 2-1: Funciones de «; y 3, para algunos procesos de conteo (Jiménez M. and Aruna-
chalam| (2016)))

Nombre del proceso P,(t) Funciones
estocastico Q;y By
Poisson (A1) e 0 Y
n!
. y+n—1 S \' [/ t \" t t(y—1)
B. t
HesAHVO ( n )((5+t> 5+t) |o+t| o+t
) t\" t
Geométrico (5—4-75) (5——i-t> yo>0 512 0
. m\ (t\" A t (m+ 1)t
B 1 - 1—= t
inomia (n) (5) ( 5) ,t<o s 51

donde § es una constante tal que O(t) = fot A(v)dv = fot d~'dv es la funcién de intensidad

del proceso.
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2.2. Propiedades del proceso no homogéneo de Panjer

A continuacién se listan algunas de las propiedades que se encuentran en |Jiménez M. and
Arunachalam| (2016):

Teorema 2.2.1. Sea N(t) como en (2-2). Si . + B; > 0 entonces se definen

ar + B o
Pt = ) Ky =
(6% 1 — O

(2-5)

donde py y Ky son funciones de t, entonces la funcion generadora de probabilidades de N (t)
estd dada por

1—ky(z—1)" sia, #0
Galzn) = BNO) = 40 =l e 26)
exp{fi(z — 1)} siop =0
Demostracion.
La prueba se puede ver en Jiménez M. and Arunachalam| (2016)). O
Si adicionalmente se define
ay + By
= 2-7
6= 32 (2-7)

entonces en ([2-5)) se tiene que p; = &;/k;. Notese que si oy tiende a cero entonces &; tiende a f3;.

Suponiendo que en la funcién de intensidad ©(t), se cumple que A(v) = §~! en este caso,
tanto x; como & son de tipo lineal en ¢ y la funcién p; es constante. A saber:

& = &, Ke=HKt 'y pr=p (2‘8>

Bajo este supuesto, se tiene que:

Tabla 2-2: Valores para &, £y p (Jiménez M. and Arunachalam| (2016]))

Nombre del proceso | Binomial | Geométrico | Binomial
estocastico Negativo
£ vo1 51 mo~t
K 61 61 —01
p gl 1 —m

Noétese que p v k son no negativos siempre que 0 < ay < 1.
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Si los parametros p; v k; satisfacen (2-8)) entonces de (2-6|) se tiene:

1+kt)™" i 0
O A S 29)

exp{—0;} siay=0

De manera equivalente, Py(t) se establece como:
t
Rylt) = exp{—(0)} 0= [ 2 (2-10)
= exp{— con = v. -
0 P1—¢® ' 1+ ro

0

Derivando sucesivamente ([2-9)) se obtiene una expresion general para la n-ésima derivada de
P() (t)

F(p+n)( —K
L pyt) = ['(p) 1+ wt

(—=6)"Po(t) si oy =0
A partir de la funcién generadora de probabilidades definida en (2-6|) se tiene la expresion

>nP0(t) siay #0
(2-11)

general para calcular P,(t):

p+n—1 .
() (). ( )a?Po(t) si oy # 0
Pu(t) = —GNn(,O’ b_ " (2-12)
' B po) siap =0

n!
Empleando (2-11)) es posible reescribir P,(¢) como:

P,(t) = (_n—ll)nt”Pé”) (t) n>0 (2-13)

Teorema 2.2.2. Sea N(t) como en con oy y By tales que se cumple (@ Entonces
P,(t) satisface la relacion

Poa(t)  —t Pm(@) _n+p Kt Klp+n) t (2.14)
Pt) n+1 pWy)y  n+ll+st 14kt n+l
donde P{" (1) = L Py(t).
Demostracion.
La prueba se puede consultar en |Jiménez M. and Arunachalam| (2016). O]

Corolario 2.2.1. Si N(t) satisface con oy Yy By como en (@ y t es fijo entonces la

media y la varianza de N(t) estin dadas por:

prt st oy #0

2-15
/Bt st ay = 0 ( )

EIN(1)] = {

Var[N(t)] = (1 + kt)E[N(t)] (2-16)
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Noétese que de ([2-15)) se tiene que si oy # 0 entonces:

lim EING)] = pK. (2-17)

t—o00 t

De ([2-15)) y (2-16]) es posible calcular el indice de dispersién definido en ((1-12)) para el proceso
no homogéneo de Panjer:

(1+ kt)E[N(t)]
EIN(®)]

ID(t) = = 1+4nt (2-18)

Como ID(t) > 1 (siempre que 0 < a; < 1) entonces por el criterio mencionado en la seccién
1.4, se tiene que el proceso no homogéneo de Panjer describe modelos sobredispersos y por
tanto, es una opcioén adecuada para modelar la frecuencia de reclamaciones de un portafolio
con distintos niveles de riesgo entre sus asegurados.

2.3. Proceso no homogéneo de Panjer en términos de
procesos clasicos

En esta seccién se caracteriza el proceso no homogéneo de Panjer en términos de los procesos
estocasticos clasicos presentados en el capitulo 1.

2.3.1. Proceso no homogéneo de Panjer como proceso de nacimiento
puro

Derivando la expresién (2-13) se tiene
vy (=D om) (=1)" 5t
Pl (t) = n (Tt Py (t) | + Tt Py (1) (2-19)
Por la primera igualdad de la expresién (2-14]) se obtiene

Pit) = SPult) + %tnpgm(t) (M)

1+ kKt
n k(p+n)
_tpy - p g 220
p(0) ~ L p (2-20)
Despejando P,(t) de (2-14) y sustituyendo en (2-20) se llega a:
K(p+n—1) k(p+n)
Py="2PT0 " p = P p g, 92-21
) =" e - p (221)
Como caso particular de (2-11)) se tiene que
Pi(t) = ==L Pyt). (2-22)

1+ Kkt
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Denotando

An(t) = %. (2-23)

De (2-21)), (2-22) y (2-23) se tiene que el proceso no homogéneo de Panjer satisface el sistema

de ecuaciones diferenciales dado por:

Po(t) = —Xo(t) Po(t)
P/(t) = A1(t)Puq(t) — A\p(t)Po(t)  para n>1 (2-24)

con condiciones iniciales
Py(0) =1 y P,(0)=0 Vn>1 (2-25)

Lo anterior coincide con la definicion de proceso estocastico de nacimiento puro dada en
(T.3.1).

Asi, si N(t) satisface (2-2]) entonces N(t) es un proceso no homogéneo de nacimiento puro
con intensidades de transicion A, (t).

Reemplazando los valores de la tabla (2-2)) en (2-23]) se obtienen las expresiones de las
intensidades de transicién A, (t) para los procesos de conteo clésicos:

Tabla 2-3: Expresiones para \,(t) en procesos de conteo clasicos

Proceso Binomial | Geométrico | Binomial

estocastico | Negativo

An(t)

Y+n 1+n m—n
0+t 0+t 0—t

2.3.2. Proceso no homogéneo de Panjer como proceso Poisson mixto

En Lundberg (1964)) se establece un conjunto de equivalencias las cuales satisface el proceso
no homogéneo de Panjer definido en (2-2)) y se presentan a continuacion:

Teorema 2.3.1. Sea N (t) un proceso no homogéneo de Panjer con intensidades de transicion
An(t) y distribucion marginal P,(t). Los siguientes enunciados son equivalentes:

1) A\ (t) satisface la relacion Aiq1(t) = A\ (t) — f\/:—gg paran=0,1,...

1) A(t) y Po(t) cumplen la relacion P,(t) = X, _1(t)Py—1(t) paran =1,2,...

11) N(t) es un proceso Poisson mizto.
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Demostracion.

1) Derivando ([2-23) se obtiene

2
y, (1) =~ )
(1+ Kt)
de donde

—?(ptn)

A(t) — Null) _ rlptn) i

" Al LTwt  sletn)

Cklptn) | K Klpt(nt1)
— = = a1 (2).
1+ kt 1+ Kt 1+ Kt

11) De la tltima igualdad dada en (2-14)) se tiene

PAt) _slpt(n—1)t
P, 4(t) 1+ Kt n

y usando ([2-23))

Pa(t) = %)\nl(t)Pnl(t).

(2-26)

(2-27)

(2-28)

111) De acuerdo a la definicién (|1.2.4) es necesario expresar P,(t) como en (I-7) para una

funcién de densidad f(\) asociada a la variable aleatoria A.

. . . 1
Asumiendo que A sigue una distribucion gamma de parametros p y —, esto es,
K

A ~ Gamma(p,1/k) entonces (1-7) toma la forma:

[e.9] o0

n!

t" 1
Pty = [~ e —t ey = & e A(HHE) \mro=1 g\
kL(p) !

0

Haciendo u = A (t + %) se tiene du = (t + %) d\ y asi,
1 w \"N 1
P,(t) = — —u d
®) KP n!F(p)/e (t—i—l/m) t+1/k "

n ntp
_ " ! L /e_”u”+p_1du
kP n!l(p) \t+1/k
0

_I(n+p) t" K\ £\’
 nll(p) ke \ 1+ kt 1+ Kt

_ (p +n— 1)Q?P0(t)

n
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donde la tltima igualdad se obtiene de (12-5]).

Esto implica que N(t) es un proceso Poisson mixto donde la variable de estructura sigue
una distribucién gamma. Ademads, por la definicién (1.2.5) también se cumple que el
proceso no homogéneo de Panjer es un proceso binomial negativo.

Lo cual completa la prueba. O]

La siguiente proposicién también se encuentra en Lundberg (1964) y presenta la expresion
general para calcular las probabilidades de transiciéon de un proceso Poisson mixto:

Proposicién 2.3.1. Sea N(t) un proceso Poisson mizto con distribucion marginal P,(t).
Entonces, para 0 < s <t, m <n se tiene:

Pon(s,t) = P(N(t) =n | N(s) = m) = (”) (f)m (1 - ;)"‘m 1528) (2-29)

Demostracion.
La prueba se puede encontrar en |Lundberg| (1964)) o en |Grandell (1997)). O

Al reemplazar la expresién para P, (t) dada en (2-12)), cuando oy # 0 se tiene en (2-29)) que
las probabilidades de transicién para el proceso no homogéneo de Panjer son:

Prn(s,t) = P(N(t) =n | N(s) =m)

“WEeTEy

()@ () [ By
DTS e

De ([2-30)) es facil encontrar una expresién para las probabilidades conjuntas del proceso:

P(N(t) =n,N(s) =m) _ <n> (f)m (1 s>"*m P,(t)

P(N(s) =m) m) \t ot P.(s)

De donde,

P(N(t) = n, N(s) = m) = (") (f)m (1 - f)”_m P.(t) (2-31)

siendo P, (t) como en (2-12)).

Haciendom =n,n=n+1,s=tyt=1t+h en (2-30) y tomando el limite cuando h tiende
a 0 se tiene:

. Poaa(t,t+h)
lim
h—0 h

= )‘n(t)
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es decir, las intensidades de transicién A, (t) representan las probabilidades de transicion
instantédnea del proceso N (t).

McFadden| (1965]) establece un par de propiedades adicionales que también cumple el proceso
no homogéneo de Panjer:

Proposicion 2.3.2. 1. Si A es la variable de estructura del proceso, entonces
E[A] = —F}(0) (2-32)
2. Las intensidades de transicion son tales que
(n+1)
F, t
M) = -2 239
By (t)

Demostracion.

1. En el proceso no homogéneo de Panjer la variable de estructura A sigue una distribucién
gamma de pardmetros p y 1; de donde, E[A] = pk.
Por otro lado,

PiOliy = —pr(1 + t) 71|y = —pr. (2:34)
Y asi, se cumple (2-32)).
2. De la segunda y la ltima igualdad en (2-14]) se tiene
—t PV wk(p+n)

n+1 pme 14kt n+ 1
De donde, empleando la notacién propuesta en ([2-23), la relacién (2-33)) es evidente.

]

La siguiente proposicién (también dada en McFadden| (1965)) permite determinar que el
proceso no homogéneo de Panjer no tiene incrementos independientes:

Proposicién 2.3.3. Sea N(t) un proceso Poisson mizto. Si N(t) tiene incrementos inde-
pendientes entonces sus intensidades de transicion satisfacen:

Ao(t) = Ai(t) (2-35)

Demostracion.
La prueba se puede encontrar en McFadden| (1965). ]

Por lo establecido en el Teorema ([2.3.1)) se sabe que el proceso no homogéneo de Panjer es
un proceso Poisson mixto con A\o(t) y Ai(t) tales que:

_Hp k(p+1)
M) = F e = M) (2-36)

de donde, por contrarreciproca de la proposiciéon anterior, se concluye que N(t) no tiene

incrementos independientes.
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2.3.3. Proceso no homogéneo de Panjer como proceso Pdlya

En (2-12) se establecié una expresién para P,(t) en términos de ay y Py(t):

Pa(t) = (p+"_1> "Py(t).

1
> ( i ) siempre que oy # 0, y de la igualdad

Dado que Py(t) = (1 + Kt)P =
para k; dada en se tiene en

R

K

() () o

Haciendo a = + y p = v en (2-37) se tiene, de acuerdo a la definicién (1.2.6), que el proceso
no homogéneo de Panjer es también un proceso Pélya.

1+/<at

En [Lundberg| (1964) hay una caracterizaciéon del proceso Pélya en términos de una serie
de equivalencias que el proceso no homogéneo de Panjer satisface. Dichas caracteristicas se
resumen en el siguiente teorema:

Teorema 2.3.2. Sea N(t) un proceso no homogéneo de Panjer con intensidades de transicion
M (t). Los siguientes enunciados son equivalentes:

1) N(t) es un proceso Pélya o un proceso Poisson.
1) \,(t) es, para cada t fijo, lineal en n.

1) A, (t) es el producto de dos factores: uno que depende unicamente de n y el otro solo
depende de t.

1v) Eziste una transformacion A(t) = L(e® — 1) con a € R tal que el proceso N4(t)

definido como N4(t) = N(A(t)) es un proceso de nacimiento homogéneo.
Demostracion.
1) Ver deduccion de (2-37)).
11) Por la definicién de A, (t) dada en se tiene que para cada t fijo:

/f(p—i-n): ko _ K
1+ kKt 1+rxt 1+kt

An(t) = (2-38)

lo cual claramente es una funcién lineal de n.
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II1)

V)

Kp b(t) = K

Si se denotan a(t) = y entonces, ([2-38) se puede reescribir como
1+ kKt 1+ kKt
A(t) = a(t) +b(t)n (2-39)
Usando (2-23)) es claro que:
Ap(t) d
t) = Xo(t b(t) = -4 = ——In[Ao (). 2-40
a(t) =Xo(t) vy b(t) o)~ nAo(t)] (2-40)

Entonces, A, (t) se puede expresar en términos de Ao(t) como:

lt) = lt) = 3203 (2-41)
De se tiene que
A(t) =k(p+n)- N —:mf' (2-42)

Esto es, \,(t) se puede expresar como el producto de dos factores: uno que solo depende
de n y otro que solo depende de t.

Para ver que el proceso N“4(t) asociado a N(t) es de nacimiento homogéneo hay que
probar que las intensidades de transicién A2 (¢) no dependen del tiempo t y que P2(t)
satisface ([2-24)).

De acuerdo a |Grandell (1997) se tiene

AL () = Aa(A() A'(1) (2-43)

Para el caso del proceso no homogéneo de Panjer, si se sustituye la transformacion A(t)
en la expresion ([2-23) entonces (2-43)) queda:

p+n aat
c—e" =a(p+ 2-44
e ) R >

Aa(t) =
Luego, A2(t) no depende de t y se denota como \2.

Ahora bien, como N4(t) = N(A(t)) entonces de (2-12)) cuando a; # 0 se tiene:

( r (5 = 1)) )n< 1 )p
1+k (%(e“t — 1)) 1+& (%(e“t - 1))

|
s (L A

e (1—e™)" (2-45)
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Nétese que la expresion (2-45) es equivalente a (2-4)); es decir, el proceso homogéneo
asociado al proceso no homogéneo de Panjer es el proceso binomial negativo generali-
zado.

Como caso particular de (2-45)), cuando n = 0:

P(t) = et (2-46)
cuya derivada es
d —a
L pA) = ~(ap)e (247
De (2-44)) es claro que \y' = ap y asi (2-47)) es equivalente a:
d
LRt = xR0 249

Por otro lado, tomando logaritmo natural en (2-45|) se tiene:

ptn—1
n

mgﬁ@):m{( )}+nmu—eﬂw—wn (2-49)

Derivando (2-49)) respecto a t se obtiene:

Lod 4, n Cat
P;?(t)% n (t) - 1 _6,at(a'e ) a’p

De donde,
iPA(t) S (S e L PA(t)
a1 —eat P)in
= T PN +anP ) — alp+ ) PA()
—e a
—1
=na (p o ) (1 —e et —a(p +n)PA(t)
n
-2
—alprn- ("1 e g i) (250)
n J—
Asi, empleando ([2-44)) se tiene que la expresion (2-50)) es equivalente a:
d
SR = NP - ARG nz1 (2:51)

Luego, de y (2-51)) se tiene que el proceso estocdstico PA(t) asociado al proceso no
homogéneo de Panjer satisface las ecuaciones diferenciales dadas en con intensi-
dades de transicién independientes del tiempo A7, es decir, es un proceso de nacimiento
puro homogéneo.
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2.4. Propiedades adicionales

En esta seccion se establecen otras propiedades del proceso no homogéneo de Panjer.

2.4.1. Funcién generadora de probabilidades

Si p v k satisfacen ([2-8)) entonces la funcion generadora de probabilidades definida en ([2-6|)
es:

(I14+rkt(l—2)" sia#0
exp{—0F(1 —2)} siax=0

Empleando la definicién de Py(t) dada en (2-9)) se obtiene que (2-52)) se puede escribir como:

Gn(zit) = E[ZNV] = { (2-52)

Gn(zit) = E [2NU] = Py(t(1 - 2)) (2-53)

2.4.2. Expresiones para P,(t) en términos de \,(t)

A continuacién se enuncian y demuestran una serie de resultados que permiten caracterizar
el proceso no homogéneo de Panjer en términos de sus intensidades de transicién.

Proposicién 2.4.1. Si N(t) es un proceso no homogéneo de Panjer y sus intensidades de

transicion son A\, (t) dadas por entonces

P.(t) t
RO “Xaa(t) 21 (2-54)

Demostracion.

De la tltima igualdad establecida en (2-14]) se obtiene:

Pt) _ Rlpt (-1t
P,_1(t) 1+ Kt n

Reescribiendo la anterior expresién en términos de la definicién de A, (t) dada en (2-23) se
llega a:

t
— 5)\”_1 (t)

lo cual es lo que se deseaba probar. O
Proposicién 2.4.2. Sea N(t) un proceso no homogéneo de Panjer con intensidades de
transicion A\,(t), entonces

t

)(mﬁ)"exp - / An(v)dv para  n>0 (255

p+n—1
n

no = (
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Demostracion.
Para n = 0, de la primera ecuacién en (2-24)) se tiene:

Fy(t) = =o(t) Po(t)

de donde,

t

In(Py(t)) = / —o(v)dv (2-56)

0

y asi,
¢
Py(t) = exp —/)\o(v)dv : (2-57)
0

Nétese que ([2-57)) coincide con la expresiéon dada en (2-10)).

Para n > 0, reescribiendo (2-12)) cuando ay # 0:

) = (HZ_ 1) (1ffet>n (Hlfﬁf)p

= (7 et esp (o mpmaci -+ k)

n
t
-1
_ (’”” )(m)" exp{ — / An(v)dv (2-58)
n
0
Esto es, (2-55) se cumple para todo n > 0 y la prueba estd completa. O

Observaciéon 2.4.1. Si en la expresion se hace la sustitucion p = & /K, mencionada

en se obtiene:
Po(t) = (1 + ) ~5/% (2-59)
y tomando el limite cuando k tiende a 0, es decir, cuando oy — 0, se obtiene:

lim (1 + t)~St/Rt = =& (2-60)

Kk—0

y esta expresion coincide con Py(t) de un proceso Poisson de media &t.

Corolario 2.4.1. Sea N(t) un proceso no homogéneo de Panjer. Si Py(t,t + h) denota la
probabilidad de que no ocurran reclamaciones en el intervalo (t,t + h), es decir,
Py(t,t+h)=P(N(t+h) — N(t) =0) entonces

Py(t+h) = Po(t) - Bo(t,t+h) para t,h>0. (2-61)
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Demostracion.
Usando (2-57)) en la expresién (|1-6|), para N(t) se tiene:
t+h t+h t
Py(t,t+h) =exp{ — / Mo(v)dv p =exp ] — /)\o(v)dv—/)\g(v)dv
t 0 0
t+h
expq — [ Ao(v)dv
t Py(t)
exp 4 — [ Ao(v)dv
0
Por lo tanto,
Py(t +h) = Py(t) - Py(t,t +h) para t,h>0.
[

La relacién dada en (2-61) implica que, para 0 ocurrencias, el proceso no homogéneo de
Panjer tiene incrementos independientes.

El siguiente lema establece una propiedad de las intensidades de transicion que se empleara
mas adelante en la demostracion del teorema.

Lema 2.4.1. Sea N(t) un proceso no homogéneo de Panjer con intensidades de transicion
An(t). Entonces se satisface

moy
jzo )\jgg = Xo(t) = Apya(t)  para  m > 0. (2-63)

Demostracion.
En (2-27)) se estableci6 una relacién entre las intensidades del proceso N (t). Dicha relacién
se puede reescribir como:

= 2(0) = A (), (2-64)

Asi, (2-63)) resulta ser la m-ésima suma parcial de una serie telescépica y por tanto,

TNt
Z ]Et; = Xo(t) = Amy1(t)  para todo m > 0.
oA

J

>
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Teorema 2.4.1. Sea N(t) un proceso no homogéneo de Panjer con intensidades de transicion
A(t) y Po(t) = P(N(t) = 0). Entonces, la n-ésima derivada de Py(t) estd dada por:

i&%(»=a@@w4—wnai&@0faw >l (2-65)

Demostracion.
La prueba se hace por inducciéon matematica sobre n. Para n = 1 se tiene:

Pyt (HA ) 1) = ~Malt)Po(1) (2-66)

lo cual coincide con la primera ecuacién dada en ([2-24]).

Hipdtesis de induccién. Se supone que 1) se cumple para n = m, es decir,

M (t) = (H)\ )

Se prueba que se cumple para n = m + 1, como

m+1 m
P () = = P (t)

dt

entonces, por la hipdtesis de induccién se tiene que:

f#”wzgkﬂw ﬂ&@)mw

j=0

:vw%-,Awﬂ%@+ew«Aw0%m

Jj=0
-1

:44W<HMm)<_Xg)%@—ew(_AAOMO%M

j=0 j=0

m—

|
—_
~—
3
+
=
>
.
=
~—
N——
=
=

Usando la expresion (2-63)), esta tltima igualdad es equivalente a:

HW“%@=<—wm“<f1&@Qz%@ (2-67)

J=0

Asi, por principio de induccién se tiene que (2-65|) se cumple para todo n > 1y la prueba
queda concluida. ]
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Corolario 2.4.2. Si N(t) es un proceso no homogéneo de Panjer con intensidades de
transicion \,(t) entonces

Put) = (H 2y <t>) Py(t) (2-68)

Demostracion.

Reemplazando ([2-65)) en la expresién para P,(t) dada en (2-13) se obtiene el resultado.
]

Corolario 2.4.3. Sea N(t) un proceso no homogéneo de Panjer con intensidades de transicion
An(t). Entonces, para todo n > 0, P,(t) satisface

Pu(t) = (’“L” - 1) (p Dot ))nPo(t). (2-69)

n

Demostracion.

En (2-68)) se tiene:

n—1
" Ai(t
Pt = (H a )Ao<t>) Ro(1) (2-10)
Por la definicién de A, (t) dada en (2-23)), reemplazando en (2-70]) se obtiene:

o= (2) (f[@w)) olt)" Po(t)

_1D(p+n) (t\" n
=R (2) Outrr )

() (e

Completando asi la prueba del corolario. O

2.4.3. Aproximacion para Py(t,t + h)

A continuacién se presenta una expresion para calcular la probabilidad de que no ocurran
eventos en el intervalo (¢,t + h), es decir, Py(t,t + h) en términos de la intensidad A\g(t).

Es claro que la funcién Py(t) definida en (2-9)) es continua para t > 0 y ademads es analitica
pues Pé”) (t) existe para todo n > 1. Asi, es posible expresar Py(t + h) como una serie de
Taylor de la forma:

oo hm
o(t+h) = W (2-71)

=0
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Reemplazando en (2-71)) la expresién para la m—ésima derivada de Py(t) obtenida en (2-65)
se llega a:

ol (2-72)

Pt +h) =B+ 3 [(—nm (ﬁ w>) Ro)

Como Py(t + h) satisface (2-61)), entonces (2-72)) es equivalente a:

" i(—m% (m_ /\j(t)>] (2-73)

J=0

Po(t) - Po(t,t + h) = Py(t)

Sea n = m — 1 entonces:

Py(t,t+h) =1+ Z(—l)"“ (nhj:m (H Aj(t)>

=0
_ — (=h
_l_h;(wr

(H w) (274

Expandiendo los primeros términos de (2-74)) se tiene:

)n
1)!

Py(t,t 4+ h) =1 — hXo(t) + (%hQAO(t)Al(t) — %h?’)\o(t))\l(t))\g(t) + - ) (2-75)

Si se divide la expresion en paréntesis entre h y se toma el limite cuando h — 0, dicho limite
tiende a cero y asi es posible escribir:

Py(t,t +h) =1—h\(t) + o(h) (2-76)
De donde, si h se toma pequeno entonces:
Po(t,t+h) = 1—hA(t) (2-77)
Como Py(t,t+ h) = P(N(t+ h) — N(t) = 0) entonces
P(N(t+h)—N(t)>0)=1— Fy(t,t +h)

Dado que el proceso no homogéneo de Panjer N(t) es un proceso de nacimiento puro entonces
se tiene que en un intervalo de tiempo infinitesimal solo pueden existir dos situaciones: hay
un nacimiento o no lo hay. Asi,

P(N(t+h) — N(t) > 0) = P(N(t + h) — N(t) = 1)

= Pi(t,t+h)
Luego, de (2-77)) se tiene:
Pi(t,t +h) = hXo(t) (2-78)

siempre que h sea infinitesimal.



3 Probabilidad de ruina en horizonte
infinito

En este capitulo se presenta una alternativa para calcular la probabilidad de ruina en hori-
zonte infinito cuando en el proceso de riesgo se supone que el proceso de reclamaciones
N(t) se puede modelar mediante un proceso no homogéneo de Panjer tal como se definié en
el capitulo anterior.

3.1. El modelo de riesgo con reclamaciones siguiendo un
proceso no homogéneo de Panjer

Sea S(t) como en (1-13)) el proceso de reclamos pagados hasta el tiempo ¢t donde N(¢) es un
proceso no homogéneo de Panjer tal que P, (t) satisface (2-2)) y sus pardmetros k y p cumplen
(2-8)). A continuacion se muestran algunas propiedades que tiene S(t) definido como antes:

3.1.1. Media y varianza

Si N(t) es un proceso no homogéneo de Panjer entonces reemplazando las expresiones para

la media y la varianza de N(¢) dadas en (2-15)) y (2-16)) en las respectivas para S(t) dadas
en ([1-14) y (1-15) se obtiene:

Kt-pux siag#£0
EIS()] = {; tu" e (1)
t - X Loy =

Var[S(t)] = E[N(®)] (0% + (1 + xt)p%)

B {p,‘it (0% + (1 +rt)u%) sia;#0

. (3-2)
By (0% + 1%) sia, =0

3.1.2. Tasa de recoleccion de primas
El proceso de excedentes definido en ([1-18)) es:

Ut)=w+ct—S(Et)  0<t<oo (3-3)
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donde w es el capital inicial de la compania y ¢ > 0 es la tasa anual constante de recolecciéon
de primas tal que ct se define como en ((1-17)).

Por lo obtenido en (3-1)) se tiene que si N(t) es un proceso no homogéneo de Panjer entonces
ct es:

o {(1+¢9)plit-,ux siap #0 (3-4)

(1+0)8-pux  sia=0
donde @ es el recargo relativo por seguridad.

Nota 3.1.1. Como el proceso no homogéneo de Pangjer N(t) es de nacimiento puro entonces
cuando se emplea para modelar el proceso de reclamaciones en , los macimientos se
interpretan como reclamaciones dentro del portafolio asequrado.

3.2. Probabilidad de ruina eventual

En la seccion 1.6.5 se presenté la aproximacion de Cramer-Lundberg para calcular la proba-
bilidad de ruina eventual:

Y(w) ~e ™

donde R es el llamado coeficiente de ajuste y es la tinica rafz positiva de la ecuacién de
Lundberg dada en (|1-27)).

En la aproximacién por series de potencia de la solucién de (1-27)) se obtuvo la expresion
(1-30]) cuya realizacion sobre el modelo de riesgo (|1-13)) es:

~ 20E[X]
R~ 3-5
Var[X]| + (E[X])2ID(t) (3-5)
siendo I D(t) el indice de dispersién del proceso de reclamaciones definido en ((1-12)).
Nétese que si ID(t) = 1, es decir, si el proceso de reclamaciones es un proceso Poisson

entonces la expresién [3-5| coincide con la dada en [1-35]
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3.3. Probabilidad de ruina en horizonte infinito

Al considerar el comportamiento de S(t) en un intervalo de tiempo pequeno (7,7 + d7) hay
cuatro posibles escenarios (Cramér| (1930)):

1. No ocurren reclamaciones en (7,7 + dr),
2. Un reclamo ocurre en (7,7 + d7) pero la severidad de este no causa la ruina,
3. Un reclamo ocurre en (7,7 + d7) y su severidad causa la ruina,

4. Ocurren dos o més reclamos en (7,7 + d7).

De acuerdo con McFadden| (1965), se tiene que para el proceso no homogéneo de Panjer
N(t) las intensidades de transicién \,(7) definidas en representan la probabilidad de
tener un reclamo en el intervalo (7,7 + dr) dado que se han registrado n reclamaciones en
el intervalo (0, 7].

Se estudia el caso en el cual la reclamacién ocurrida en (7,7 4+ dr) es tal que su severidad
causa la ruina. Para calcular la probabilidad de ruina es preciso saber la probabilidad de que
ese primer reclamo ocurra en el instante 7 4+ d7. Dicha probabilidad es igual al producto de
las probabilidades de los eventos independientes:

1. No ocurre ningin reclamo que cause la ruina en el intervalo (0, 7] y

2. Ocurre un reclamo que causa la ruina en el intervalo (7,7 + d7)

Asi, la probabilidad de que el primer reclamo que causa la ruina ocurra en el instante 7+ dr
cuando el proceso N(t) es no homogéneo de Panjer es igual a:

Po(T)Ao(T) (3-6)

3.3.1. Monto de reclamos aleatorio

Cuando la suma de todos los reclamos depende de la variable aleatoria X, se tiene que la pro-
babilidad de no ruina esta dada por (1-40) cuya expresién bajo el supuesto de reclamaciones
modeladas mediante un proceso no homogéneo de Panjer es:

[e%e} w—+tcT

b(w) = / / O+ er — 9 fxdy | () Po(P)dr w0 (3.7)

0

Por la primera ecuacién de (2-24)) se tiene que (3-7)) es equivalente a:

0 w+cT

d(w) = —/ / d(w+ et —y)fx(y)dy | dPy(T) w>0 (3-8)

0
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Dado que el evento de ruina no se puede tener antes del instante en el que ocurre el primer
reclamo entonces, notando como f a la funcién de densidad de la variable aleatoria X, ¢(w)
se puede calcular como un valor esperado de la forma:

p(w) = Elp(w + T —Y)]
= ¢(w + cd1)Py(7, 7 + dT)

w—+tcdr
L Pi(r7 4 dr) / B+ cdr — y) f(y)dy + ofdr) (3.9)

Usando las aproximaciones obtenidas en (2-77)) y (2-78)) con h = dr, la expresion (3-9)) resulta

(W) ~ 3w + cdr) (1 = Mo(r)dr)
+ Ao(r)dr /0 (w + cdr — ) F(y)dy + o(dr) (3-10)

Empleando los dos primeros términos de la expansion en serie de Taylor de la funcién
(w4 cdT) se tiene que:

B() = [6(w) + ¢/ (@)dr] (1 = Ao(7)d7)
FAo(r)dr /0 Y ot edr — ) )y + ofdr) (3-11)
de donde,
A(w)Ao(7)dT = ¢/ (w)dT (1 — No(7)dT)
+ Ao(r)dr /0 T wt edr — ) f)dy + ofdn) (3-12)
dividiendo entre d7 y tomando el limite cuando dr tiende a cero se obtiene:
o) a(r) ')+ olr) [ 0w =) F)dy (3-13)
Ahora bien, derivando respecto a w y luego resolviendo la integral por partes se tiene:
olr)6 () 2 () + ()00} () + Malr) [ uleo = )0}y
~ /() + Mlr)o0)f w) = alr) [ oy 1)
/() + Xa(r)O(0) () = D) (60 = DFWI + D) [ o = 1)
De donde,

Mo(7)¢ (w) & ¢ (w) + Ao(T)d(w) (0) + Ao(7) /Ow ¢(w —y)df (y) (3-14)



40 3 Probabilidad de ruina en horizonte infinito

La expresion (3-14)) establece la relacién que debe satisfacer la probabilidad de no ruina ¢(w)
en el modelo de riesgo cuyas reclamaciones siguen un proceso no homogéneo de Panjer.

Para hallar el valor de la probabilidad de ruina (w) basta calcular

(W) =1=¢w) (3-15)

donde ¢(w) es la solucién de la ecuacion ((3-14]).

3.3.2. Caso particular

A continuacién se presentan los calculos de la probabilidad de ruina empleando la expresién
cuando la severidad de las reclamaciones sigue una distribucién exponencial. Final-
mente se verifica que la expresién presentada en la seccion 1.7.3 es un caso particular de la
aqui obtenida.

3.3.2.1. Severidad Exponencial

Sea X ~ exp(y) la variable aleatoria que tiene la distribucién comin de las X} en (1-13).
Entonces

fy) = fx(y) =~e (3-16)
de donde
dfd—(yy) = —%e Wdy (3-17)

y asi, reemplazando en se obtiene:
()0 () % () + 1a(r)ol) +Aalr) [ 0l =) (=17 ) dy
~ o)+ (o) = (M) [ oo = unemay) (39

La integral entre paréntesis se puede despejar de (3-13)) y al reemplazarse en (3-18)) se tiene
que:

Mo(7)¢ (w) = ¢ (w) + ey (w) (3-19)

La relacién dada en (3-19)) es una ecuacién diferencial de segundo orden, la cual se reescribe
como:

o)+ (v -2 ) =0 (3-20)
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Ao(T)

con v — == > 0, cuya solucion general esta dada por:
A Ao(T
qb(W) = Xo(7) + Bexp {_ <'7 - 0( )) CU} (3—21)
B ¢
con Ay B constantes reales.
Puesto que:
L ¢(oco) =1y

2. siw=0en entonces
$(0)Ao(7) = c¢'(0) (3-22)

Asi, A=~ — ’\OT(T) y reemplazando dS—QlI) en d3—22l) se obtiene:
A A
plw)=1-— 2o(7) exp {— (’y — M) w} (3-23)
cy c
Ahora bien, reemplazando la expresién para \o(7) dada en (2-23)) y la de ¢ dada en (3-4)
donde px = 1/ en (3-23) se llega a:

L o
@) 7(1+0)pm% (1—1—9)pm%

B 1 (1+6)(1+ k) —1
R R T eXp{_ A+ 6)(1 % ) W} (3-24)

Luego, de (3-15|) se tiene que la probabilidad de ruina en horizonte infinito en el modelo de
riesgo cuando las reclamaciones siguen un proceso no homogéneo de Panjer y las severidades

se distribuyen exponencial de media 1/v se establece mediante:
B 1 (14+0)(1+rr)—1
Plw) = (1+6)(1+ k1) exp{ (14+6)(1+ k1) R

donde 6 es el recargo relativo por seguridad y x es como en ([2-5)).

(3-25)

Por la expresién para el indice de dispersion del proceso no homogéneo de Panjer obtenida

en (2-18)), se tiene que (3-25|) se puede reescribir como:

B 1 (1+60)ID(r) — 1
) = (raro P ot ) .

Nétese que si ID(7) = 1, es decir, si las reclamaciones siguen un proceso Poisson clésico

entonces (13-26) queda:

1 0
Y(w) = T390 {—mVW} (3-27)

Lo cual coincide con la expresién ((1-46|) presentada en el capitulo 1 y confirma que el proceso
Poisson es un caso particular del proceso no homogéneo de Panjer.
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3.4. Simulaciones

En esta seccién se presentan algunos calculos de la cota de Cramér-Lundberg sobre el mo-
delo de riesgo en el que la frecuencia de las reclamaciones sigue un proceso no homogéneo
de Panjer y las severidades se distribuyen de forma exponencial.

En el primer capitulo se presenté una cota para la probabilidad de ruina eventual que de-
pende del coeficiente de Lundberg, R. Con base en la expresion para R obtenida en (3-5)),
aqui se calcula la cota de Cramér-Lundberg para distintos valores de w, vy, 6 e I D(t).

En las tablas 1} y 1} se encuentran los valores de R para distintas magnitudes de 7,
0 e ID(t).

Tabla 3-1: Coeficiente de ajuste R para = 0.1.
~y 1 1 1 0,5 0,5 0,5 2 2 2
ID(t) | 0,95 1 1,2 0,95 1 1,2 0,95 1 1,2
0,1026 | 0,1 | 0,0909 | 0,0513 | 0,05 | 0,0454 | 0,2051 | 0,2 | 0,1818

ool

Tabla 3-2: Coeficiente de ajuste R para 6 = 0,2.
0 1 1 1 0,5 10,5 05 2 2 2
IDB)] 095 | 1| 1,2 | 09 | 1 | 1,2 | 095 | 1 | 12
0,2051 | 0,2 | 0,1818 | 0,1026 | 0,1 | 0,0909 | 0,4102 | 0,4 | 0,3636

5

Notese que la estimaciéon del coeficiente de ajuste sobre el modelo propuesto tiene un com-
portamiento inversamente proporcional al valor del indice de dispersion.

La cota de Cramér-Lundberg estd dada por:

P(w) < e B (3-28)

cuyos valores sobre el modelo de riesgo siguiendo un proceso Panjer con severidades distri-

buidas exponencialmente se presentan en las tablas (3-3)), (3-4)) y (3-5)).
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Tabla 3-3: Cota de Cramér-Lundberg para § = 0,1y v =1

o—Fw

ID(t) 0,95 1,1 1,2 1,5

w R 0,1026 0,1 0,0952 0,0909 | 0,08
10 0,3586 0,3679 0,3858 0,4029 | 0,4493
20 0,1286 0,1353 0,1489 0,1623 | 0,2019
30 0,0461 0,0498 0,0574 0,0654 | 0,0907
40 0,0165 0,0183 0,0222 0,0263 | 0,0408
20 0,0059 0,0067 0,0085 0,0106 | 0,0183
60 0,0021 0,0025 0,0033 0,0043 | 0,0082
70 0,0008 0,0009 0,0013 0,0017 | 0,0037
80 0,0003 0,0003 0,0005 0,0007 | 0,0017
90 9,798 x 10~° 0,0001 0,0002 0,0003 | 0,0007
100 | 3,513 x 107 | 4,54 x 107 | 7,31 x 107 | 0,0001 | 0,0003

Tabla 3-4: Cota de Cramér-Lundberg para § = 0,1y v =2

o B

ID(t) 0,95 1 1,1 1,2 1,5

R 0,2051 0,2 0,1905 0,1818 0,16
10 0,1286 0,1353 0,1488 0,1623 0,2019
20 0,0165 0,0183 0,0222 0,0263 0,0407
30 0,0021 0,0025 0,0033 0,0043 0,0082
40 0,0003 0,0003 0,0005 0,0007 0,0017
50 | 3,513 x 107° | 4,539 x 107° | 7,309 x 10~° 0,0001 0,0003
60 | 4,517 x 1075 | 6,144 x 1075 | 1,088 x 107 | 1,829 x 107> | 6,773 x 107>
70 | 5,807 x 1077 | 8,315 x 1077 | 1,619 x 107¢ | 2,969 x 107¢ | 1,367 x 10>
80 | 7,467 x107% | 1,125 x 1077 | 2,411 x 1077 | 4,819 x 1077 | 2,761 x 1076
90 | 9,599 x 1079 | 1,523 x 1078 | 3,589 x 107® | 7,823 x 10~® | 5,574 x 1077
100 | 1,234 x 1079 | 2,061 x 1079 | 5,342 x 1072 | 1,269 x 1078 | 1,125 x 1077
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Tabla 3-5: Cota de Cramér-Lundberg para § = 0,1y v= 0,5

e—Rw

ID() | 0,95 1 1,1 1,2 1,5
B[ 0,0513 | 0,05 | 0,0476 | 0,0454 | 0,04

10 | 0,5988 | 0,6065 | 0,6211 | 0,6347 | 0,6703
20 | 0,3586 | 0,3679 | 0,3858 | 0,4029 | 0,4493
30 | 0,2147 | 0,2231 | 0,2397 | 0,2557 | 0,3012
40 | 0,1286 | 0,1353 | 0,1489 | 0,1623 | 0,2019
50 | 0,0770 | 0,0821 | 0,0925 | 0,1030 | 0,1353
60 | 0,0461 | 0,0498 | 0,0574 | 0,0654 | 0,0907
70 | 0,0276 | 0,0302 | 0,0357 | 0,0415 | 0,0608
80 | 0,0165 | 0,0183 | 0,0222 | 0,0263 | 0,0408
90 | 0,0099 | 0,0111 | 0,0138 | 0,0167 | 0,0273
100 | 0,0059 | 0,0067 | 0,0085 | 0,0106 | 0,0183

Nétese que para valores fijos de 0 y w, los procesos de reclamacion sobredispersos (I D(t) > 1)
tienen cotas mas grandes en comparacion con los subdispersos, es decir, si las reclamaciones
tienen variabilidad superior a su media, la probabilidad de ruina aumenta. Al comparar las
columnas de ID(t) = 1 con las de los casos sobredispersos, se evidencia el hecho de que el
modelo clésico tiende a subestimar la probabilidad de ruina.

También es valido observar que a mayor valor de 7, en este caso menor media de severidad,
menor es la cota superior para la probabilidad de ruina pues los siniestros no son en promedio
tan costosos de cubrir.



4 Conclusiones

El proceso no homogéneo de Panjer al ser un proceso estocastico que cumple gran cantidad
de propiedades, se convierte en uno de los procesos de conteo mas versatiles y completos
que se encuentran en la literatura. Ademads, al ser una generalizacion de los procesos de
conteo clasicos es posible estudiar todas las aplicaciones que estos han tenido y expresarlas
en términos del proceso de Panjer.

El indice de dispersién es una herramienta metodoldgica que permite inferir el tipo de proceso
estocéstico discreto que mejor describe el comportamiento de un conjunto real de observa-
ciones. En este trabajo se mostré ademas que el indice de dispersion caracteriza de forma
unica al proceso no homogéneo de Panjer y facilita la obtencion de los procesos de conteo
clasicos.

Las intensidades de transicién que representan al proceso no homogéneo de Panjer como un
proceso de nacimiento puro, no solo describen la probabilidad de que el proceso se encuentre
en determinado estado sino que ademas permiten caracterizar las probabilidades marginales
del proceso y sus respectivas derivadas.

La teoria desarrollada en esta investigacién constituye una base cimentada para realizar tra-
bajos futuros sobre la probabilidad de ruina modificando algunos supuestos iniciales. Por
ejemplo, si en el modelo de riesgo no se asume que la severidad y las reclamaciones se
comportan de forma independiente sino que existe una correlacion entre ellas o cuando la
distribucion de la severidad es distinta a la exponencial.
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