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Resumen

Debido a su inherente naturaleza turbulenta, la din�amica de los oc�eanos es muy compleja.

Podemos modelar los principales patrones de transporte de la circulaci�on oce�anica en meso-

y submeso-escalas, O (0,1-100 km, horas-meses) utilizando enfoques de sistemas din�ami-

cos, pero la riqueza extrema en microescalas O (0,001-10 m, segundos) y sus patrones de

circulaci�on, hace que la evaluaci�on de los fen�omenos de transporte oce�anico sea una tarea

extraordinariamente complicada. En la microescala podemos encontrar ecosistemas de arre-

cifes coralinos, que en los �ultimos a~nos han cobrado notoria importancia por los efectos que

pueden generar sobre la hidrodin�amica del 
ujo incidente, en �areas que van desde la biolog��a

hasta la ingenier��a debido a su papel como estructuras de protecci�on costera. A pesar de los

estudios realizados para comprender la hidrodin�amica en torno a estos ecosistemas, a�un no

existe una idea clara de c�omo los diferentes tipos de geometr��a de las colonias de coral condi-

cionan los patrones de transporte que se desarrollan en el 
ujo. Uno de los tipos de t�ecnicas

que m�as contribuye a la comprensi�on de los patrones de transporte y a la descripci�on de

la topolog��a del 
ujo es la conocida con el nombre de Estructuras Coherentes Lagrangianas

(LCS por sus siglas en ingl�es), que es una generalizaci�on de las variedades inestables y esta-

bles de puntos hiperb�olicos en sistemas dependientes del tiempo. En esta tesis evaluamos la

viabilidad de utilizar el concepto LCS para describir las propiedades de transporte y mezcla

en 
ujos altamente 
uctuantes a microescala alrededor de geometr��as de coral. En particular,

estudiamos los patrones de transporte inducidos por la interacci�on entre una ola solitaria y

objetos sumergidos de diferente geometr��a, que se aproximan a la geometr��a presente en los

corales. Usamos datos de velocidad de las salidas del modelo RANS-VOF. Los escenarios

analizados consisten en la variaci�on del n�umero de Reynolds, la relaci�on entre la altura de la

ola, H, y la profundidad del agua, h, con la altura del coral, L (H=L y h=L , respectivamente)

y la forma de �este. Los patrones de transporte se estudian mediante el c�alculo de estructuras

coherentes lagrangianas con la implementaci�on del m�etodo del exponente de Lyapunov de

tiempo �nito (FTLE por sus siglas en ingl�es), y se comparan con el campo de vorticidad y

el campo de criterio Q (Okubo-Weiss). Encontramos que el campo de vorticidad tiene una

mejor correlaci�on con el campo FTLE (geometr��a LCS) que con el campo Q, lo que sugiere

que la topolog��a de 
ujo est�a m�as controlada por el proceso de vorticidad obtenido por un


ujo cortante que por los mismos v�ortices(regiones de rotaci�on pura). Para los corales repre-

sentados por geometr��as rectangulares, las LCS tienen forma de espiral, se forman sobre y

en la parte posterior del coral. Ambas LCS permanecen adheridas al objeto sumergido una

vez que h=L y H=L comienzan a disminuir. Para los corales con geometr��as triangulares, la
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geometr��a de las LCS se caracteriza por una doble espiral que permanece unida a la cres-

ta del coral. La doble espiral es generada por un anillo vorticial(vortex ring) que aparece

cuando la ola pasa sobre el coral. Cuando la altura del coral comienza a ser comparable con

la profundidad del agua, los patrones LCS descritos anteriormente comienzan a deformarse

debido a la falta de profundidad del agua para evolucionar, por lo tanto, para las geometr��as

triangulares y rectangulares, tenemos un proceso de ruptura de olas, donde parece que el

LCS act�ua como un \falso fondo" generando inestabilidades en la ola incidente que inducen

la ruptura de la misma. Las LCS m�as cercanas a la super�cie libre tambi�en parecen controlar

la curvatura de la misma despu�es de que se produzcan las roturas. Las LCS para el coral

triangular presentan valores mayores del campo FTLE que el rectangular, lo que sugiere que

los corales que tienen una forma aproximadamente triangular aumentan la mezcla del 
ujo

con un gran impacto en la dispersi�on del material transportado (es decir, nutrientes, ox��geno,

etc.), respecto a las geometr��as rectangulares.

Palabras clave: Corales, vorticidad, ola solitaria, estructuras coherentes Lagrangianas



Abstract

Title: Lagrangian Analysis of Wave Dynamics around Coral Reefs.

Owing to its inherent turbulent nature, ocean dynamics is highly complex. We can model the

main transport patterns of the ocean circulation at meso- and submeso-scales, O(0.1-100 km,

hours-months) using dynamical systems approaches, but the extreme richness at microscales

O(0.001-10m, seconds) circulation patterns, makes the assessment of water pathways and the

study of oceanic transport phenomena an extraordinarily complicated task. At microscales

we can �nd coral reef ecosystems, which in recent years have gained notorious importance

regarding the e�ects they can generate on the hydrodynamics of the incident 
ow, in areas

from biology to engineering due to their role as structures of coastal protection. Despite

the studies carried out to understand the hydrodynamics around these ecosystems, there

is still not a clear idea of how the di�erent types of geometry of the coral colonies condi-

tion the transport patterns that develop in the 
ow. One type of techniques contributing

most to the understanding of transport patterns and the description of 
ow’s topology is

the one known under the name of Lagrangian Coherent Structures, which is a generalization

of the unstable and stable manifolds of hyperbolic points in time independent systems to

�nite-time and time-dependent systems. In this thesis we evaluate the feasibility of using the

LCS concept to describe the transport and mixing properties in highly 
uctuating 
ows at

microscales around coral geometries. In particular, we study the transport patterns induced

by the interaction between a solitary wave with submerged objects of di�erent geometry,

that approximate the geometry present in corals. We use velocity data from RANS-VOF

model outputs. The analized scenarios consist in variation of Reynolds number, the ratio

between the wave height, H, and the water depth, h, with the coral heigth, L (H=L and

h=L, respectively) and shape. The transport patterns are studied through the computation

of Lagrangian coherent structures with the implementation of the �nite-time Lyapunov ex-

ponent (FTLE) method, and compared with the vorticity �eld and the Q criterion �eld. We

found that vorticity �eld has a better correlation with the FTLE �eld (LCS geometry) than

the Q �eld, suggesting that the 
ow topology is controled more for vorticity process obtained

by a shear 
ow than for vortices itself (pure rotation regions). For corals represented by rec-

tangular geometries, the LCS have an spiral form, and are formed above and at the lee side

of the coral. Both LCS remain attached to the submerged object once h=L and H=L starts

to decrease. For the corals with triangular geometries, the LCS geometry is characterized by

a double spiral that remains attached to coral’s crest. The double spiral is generated by a

vi



vii

vortex ring that appears when the wave pass over the coral. When coral’s height starts to

be comparable to the water depth, the LCS patterns described above, start to be deformed

due to the lack of water depth to evolve, so for both triangular and rectangular geometries,

we have a wave breaking process, where it seems that the LCS acts like a \fake bottom"

generating instabilities in the incident wave that induce the break of it. The closest LCS

ridges to the free surface also appears to control the curvature of it after the breaks takes

place. The LCS for the triangular coral presents larger values of the FTLE �eld than the

rectangular one, suggesting that corals that have an approximately triangular shape increase

the 
ow mixing processes with a large impact on the spreading of the transported material

(i.e nutrients, oxygen, etc), with respect to the rectangular ones.

Keywords: Corals, Vorticity, solitary wave, Lagrangian coherent structures
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Introducci�on

Los arrecifes de coral son los ecosistemas marinos con mayor diversidad por unidad de �area y,
posiblemente, el ecosistema marino m�as diverso del planeta (McIntyre, 2010). En las �ultimas
d�ecadas se ha evidenciado una p�erdida progresiva de masa de coral, debido principalmente
a procesos de blanqueamiento y otros efectos antropog�enicos m�as directos (Pratchett et al.,
2011). Esto ha generado cambios considerables en la evoluci�on de estos ecosistemas, al al-
terarse las interacciones biol�ogicas que condicionan su desarrollo (Rogers et al., 2014). Esta
p�erdida repercute directamente la econom��a de cientos de comunidades costeras alrededor
del mundo (Cinner et al., 2012 ; Cinner et al., 2013 ; Wilson et al., 2010), las cuales est�an
en riesgo debido al aumento del nivel del mar y los eventos de oleaje extremo (Gracia et al.,
2018). Por estas razones, los arrecifes de coral han sido objeto de estudio durante las �ultimas
d�ecadas, tanto a nivel biol�ogico c�omo a nivel de protecci�on costera, donde han tomado un rol
signi�cativo c�omo una de las estructuras naturales de protecci�on costera m�as importantes
(Harris et al., 2018)..

El entendimiento de los procesos din�amicos presentes en los arrecifes de coral son de vital
importancia para mitigar las consecuencias biol�ogicas, ecol�ogicas y sociales que se producen
ante la continua degradaci�on de estos ecosistemas. Para una correcta comprensi�on de los
mecanismos que intervienen en el desarrollo de estos ecosistemas, es necesario conocer con
detalle c�omo es la interacci�on de estos con el 
ujo incidente. Sin embargo, la mayor��a de
estudios se centran en analizar los cambios en los arrecifes, debido a efectos del cambio de
temperatura del mar (Brown and Cossins, 2011 ; Nilsson et al., 2010 ; Putnam and Edmunds,
2011 ) o por la acidi�caci�on(Andersson and Gledhill, 2013 ; Edmunds et al., 2013), evaluando
c�omo diferentes especies reaccionan a aumentos de temperatura (Schoepf et al., 2015 ; Krish-
nan et al., 2011), o llegando a determinar que las concentraciones deCO2 previstas para
�nal de siglo pueden reducir la cobertura de algunas especies en m�as del 45 % (Doropoulos
et al., 2012). Si bien estos factores son de vital importancia, uno de los principales aspectos
que condiciona el desarrollo de los arrecifes de coral (aunque todav��a poco explorado) son
los procesos hidrodin�amicos que se desarrollan en la interacci�on del 
ujo con la complejidad
estructural de los corales.

La hidrodin�amica presente en los arrecifes de coral puede estudiarse dependiendo de la escala
que se desee analizar, desde las escalas m�as grandes donde se eval�ua el efecto de arrecifes
completos hasta las escalas turbulentas donde se eval�uan colonias o espec��menes individua-

2



Introducci�on 3

les. A continuaci�on se profundiza en cada una de las escalas a las que se ha estudiado la
hidrodin�amica en estos ecosistemas.

Escala de arrecife (100m a 1000m): A esta escala la in
uencia de los arrecifes de coral
en la hidrodin�amica radica principalmente en la manera en que se desarrolla el 
ujo en la
super�cie libre (oleaje) al interactuar toda la columna de agua con la estructura arrecifal.
Estudios a esta escala han demostrado que las corrientes que se desarrollan en la zona del
arrecife se encuentran condicionadas por la altura de ola presente en la super�cie libre en el
momento en que esta pasa sobre la regi�on en la que se encuentra el arrecife (Hearn, 1999).

Por otra parte una serie de experimentos de laboratorio demostr�o que el comportamiento
del 
ujo se encuentra fuertemente condicionado por la distancia relativa entre el oleaje in-
cidente y la cresta del arrecife (Gourlay, 1996), mostrando que cuando el nivel medio del
mar se encuentra lo su�cientemente lejos del arrecife el 
ujo en �este se desarrolla bajo un
balance entre los gradientes de presi�on y de fricci�on presentes en el 
ujo. Por otra parte, ante
una distancia relativa menor, donde el arrecife se encuentra muy cerca de la super�cie, se
genera la rotura del oleaje en la cresta del arrecife, generando unas corrientes super�ciales
condicionadas por la disminuci�on de la altura de la ola.

Estudios m�as recientes han sido llevados a cabo mediante modelaci�on num�erica donde se
busca cuanti�car los efectos de la fricci�on que podr��a aportar el arrecife seg�un su estado de
salud (Osorio-Cano et al., 2019a). En �este estudio se demostr�o que la fricci�on de fondo apor-
tada por el arrecife de coral es importante al evaluar c�omo este tipo de estructuras ayudan
a disipar la energ��a del oleaje incidente, y mostrando que esta importancia depende de las
condiciones del oleaje incidente c�omo la altura y periodo de la ola.

Flujo sobre arrecifes a escalas de 1 a 10m: A esta escala una caracter��stica que em-
pieza a adquirir mucha m�as importancia respecto a las escalas anteriores es la rugosidad
que presentan los arrecifes de coral. Trabajos previos han demostrado que los coe�cientes de
dragado en estos pueden llegar a ser hasta 10 veces mayor que los encontrados en camas de
arena (Lugo-Fern�andez et al., 1998). Sin embargo, la di�cultad en cuanti�car el coe�ciente
de dragado del arrecife radica en que no se tiene una rugosidad uniforme debido a la varie-
dad de especies de corales presentes. Adicionalmente, en estos ambientes tambi�en se tiene
un aporte de estructuras c�omo rocas o esponjas. A pesar de la complejidad estructural que
presentan estos ambientes, se han hecho aproximaciones en laboratorio en donde, si bien no
se posee la geometr��a compleja de las estructuras coralinas, se ha evaluado c�omo la distribu-
ci�on de grupos de cilindros puede ejempli�car las distribuciones que pueden encontrarse en
los arrecifes de coral, mostrando que el coe�ciente de dragado depende del radio o longitud
caracter��stica de los cilindros y del espaciamiento entre ellos.
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Cabe resaltar que si bien la complejidad y rugosidad de las diferentes especies de coral limitan
la capacidad de dar una conclusi�on que pueda generalizarse a todos los posibles escenarios,
si se ha demostrado que por esta misma complejidad, los arrecifes generan una transferencia
de masa por unidad de �area mucho mayor que la mayor��a de las estructuras de ingenier��a
(Bilger and Atkinson, 1992).

Flujo a escala de una colonia o esp�ecimen de coral (cm-m): En esta escala la ma-
yor��a de estudios se han centrado en analizar c�omo la estructura rami�cada del coral afecta
la hidrodin�amica del 
ujo incidente. Estudios se han llevado a cabo tanto con espec��menes
reales c�omo estructuras cil��ndricas dise~nadas para replicar estas estructuras, mostrando que
los corales con mayor densidad de ramales tienden a desviar la mayor parte del 
ujo hacia
afuera, mientras que las menos densas permiten el desarrollo de 
ujo a trav�es de sus rama-
les (Chamberlain Jr and Graus, 1975). c�omo ya se ha mencionado, los corales poseen una
geometr��a especialmente compleja, la cual cobra mayor importancia al analizar este tipo de
escalas, ya que a diferencia de las estructuras de ingenier��a, los corales son estructuras vivas
que se adaptan a las condiciones del 
ujo, ya que variaciones en �este pueden llevar a una
calci�caci�on local del coral o condicionar la manera en que �este crece y se orienta con el �n
de absorber mejor los nutrientes del ambiente.

A ra��z de lo mencionado, se puede notar que los diferentes factores que permiten caracterizar
la in
uencia que tienen las estructuras de coral sobre la hidrodin�amica (y viceversa) var��an
su importancia de manera signi�cativa dependiendo de la escala analizada. En cada una de
estas escalas, si bien se tiene un conocimiento de los patrones de transporte desarrollados
alrededor de los arrecifes, y el c�omo �estas estructuras disipan la energ��a del oleaje, ninguno
de estos estudios ha presentado un an�alisis de c�omo es la propia topolog��a del 
ujo o la
deformaci�on del 
uido cuando estas estructuras interact�uan con el oleaje incidente.

Una de las herramientas mas utilizas para el estudio de la topolog��a del 
ujo son las llamadas
estructuras coherentes lagrangianas (LCS por sus siglas en ingl�es), las cuales se obtienen al
aplicar conceptos de din�amicas no lineales a la din�amica de 
uidos, y son estructuras que en
el estudio de fen�omenos de transporte emergen c�omo lineas materiales que separan regiones
del 
ujo con diferente din�amica(separatrices), describiendo c�omo es el transporte del 
ujo en
torno a ellas. Espec���camente, la aproximaci�on mediante de LCS se basa en la identi�caci�on
de lineas materiales que juegan un papel determinante para la identi�caci�on de regiones del

ujo que atraen o repelen part��culas vecinas durante un intervalo de tiempo de�nido. Es por
esto que las LCS son consideradas el esqueleto del 
ujo del 
uido, controlando los patrones
de transporte emergentes (Peacock and Haller, 2013).

A trav�es del an�alisis de las LCS podemos entonces, obtener c�omo es la geometr��a del 
ujo del

uido, identi�cando las estructuras mas relevantes que controlan los procesos de transporte
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(Haller, 2015), desarrollados en este caso alrededor de arrecifes de coral. Esta aproximaci�on
lagrangiana ya ha sido utilizada para entender los procesos hidrodin�amicos presentes en el

ujo al interactuar con organismos vivos. Peng and Dabiri (2009) mediante la identi�caci�on
de LCS observaron c�omo los movimientos de una medusa generan una regi�on de captura de
presas que se encuentra separada del resto. En Krieger et al. (2020) se mostr�o c�omo las LCS
pueden haber tenido un papel importante en la captura de part��culas del ambiente durante
las principales transiciones evolutivas de la historia. En Samson et al. (2019) aplicaron est�as
t�ecnicas para estudiar c�omo el 
ujo generado por el coral pulsante interacciona con el 
u-
jo ambiental, encontrando que durante la expansi�on y contracci�on, se generan regiones de
mezcla entre los tent�aculos, donde las part��culas que se ven atrapadas en estas regiones no
se ven expulsadas hasta 6 pulsos despu�es.

Estudiar la evoluci�on de las LCS alrededor de arrecifes de coral, permitir��a entender c�omo es
la topolog��a del 
ujo y su deformaci�on cuando una ola incidente pasa sobre el arrecife. As��,
se podr��a determinar cuales son las condiciones f��sicas a las que se encuentran expuestos es-
tos ecosistemas, y c�omo estas se ven modi�cadas seg�un la geometr��a de la estructura coralina.

Bajo la descripci�on del problema planteado, las preguntas claves para el desarrollo de este
proyecto de investigaci�on son las siguientes:

>C�omo la morfometr��a de los arrecifes de coral modi�ca el desarrollo de procesos
de transporte y la cinem�atica del 
ujo alrededor de estos ecosistemas?

>C�omo los procesos de transporte se ven condicionados por la morfometr��a del coral
con la que interact�ua el 
ujo?

>C�omo var��an estos procesos dependiendo de la distancia relativa entre el coral y la
super�cie libre?

>C�omo se ve afectado el desarrollo de la super�cie libre por los cambios que generan
en el 
ujo las diferentes morfometr��as de los arrecifes de coral?

>c�omo in
uyen las diferentes morfometr��as en el desarrollo de procesos de transporte
cerca al coral?, particularmente, >c�omo afectan los procesos de acumulaci�on y disper-
si�on de part��culas en esta regi�on?

>Cuales son los posibles impactos que los procesos hidrodin�amicos desarro-
llados por la complejidad estructural de los corales y las condiciones del

ujo presentes para diferentes morfometr��as, pueden tener a nivel biol�ogico
y en t�erminos de protecci�on costera?

Para dar respuesta a estas preguntas, esta tesis se divide seg�un los siguientes objetivos.
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Principal: Determinar c�omo la cinem�atica y los procesos de transporte desarrollados en
diferentes condiciones de oleaje, se ven modi�cados por la interacci�on del 
ujo con diferentes
morfometr��as presentes en los arrecifes de coral.

Espec���cos:

Identi�car ante condiciones de oleaje equivalentes, c�omo las diferentes morfometr��as
presentes en los arrecifes de coral (rectangular y triangular), modi�can el desarrollo de
los procesos de transporte, al condicionar los patrones desarrollados por las estructuras
coherentes lagrangianas.

Determinar c�omo los efectos en la cinem�atica del 
ujo y los patrones de transporte,
var��an dependiendo de la profundidad a la que se encuentra la morfometr��a evaluada,
y c�omo esto condiciona el desarrollo de la super�cie libre y la existencia de procesos
de rotura.

Identi�car mediante la evoluci�on de las estructuras coherentes lagrangianas, regiones
del 
ujo aisladas que permitan establecer c�omo se produce la acumulaci�on y dispersi�on
de part��culas, cerca a las diferentes estructuras coralinas.

Determinar los posibles impactos que los cambios en los patrones de transporte desa-
rrollados en el 
ujo, producto de las variaciones en la morfometr��a de los arrecifes de
coral, pueden tener en estos ecosistemas a nivel biol�ogico y en t�erminos de protecci�on
costera.



1. Morfometr��a e hidrodin�amica de los
arrecifes de coral

En el estudio planteado, se debe resaltar que la estructura coralina con la que interact�ua
el 
ujo presenta una una complejidad estructural (Figura1-1 ) a la que se le debe prestar
especial atenci�on a la hora de analizar el efecto que �esta tiene sobre la hidrodin�amica.

Figura 1-1 .: Geometr��a presente en diferentes tipos de coral. Modi�cada de Cresswell et al.
(2020)

1.1. Modelaci�on de la geometr��a de los arrecifes de coral

Debido a la di�cultad que conlleva hacer mediciones sobre espec��menes de coral reales con
diferentes morfometr��as, la modelaci�on num�erica es una herramienta efectiva que permite
replicar los fen�omenos de inter�es (procesos de transporte en este caso). De este modo se
obtiene un mayor control sobre las variables que describen el 
ujo. Sin embargo, la misma
modelaci�on de �estas estructuras conlleva un elevado coste computacional dada la complejidad
que los caracteriza.�Esta limitaci�on puede aliviarse haciendo una aproximaci�on de esta mor-
fometr��a mediante geometr��as mas simples. Diferentes estudios que buscan la reconstrucci�on
de arrecifes a partir de registros fotogr�a�cos o de video, pueden ayudar a determinar cuales
son las morfometr��as que emergen en estos ecosistemas al hacer la reconstrucci�on. Andono
et al. (2012) mediante el uso de c�amaras de bajo coste y registros de transectos lineales
sobre arrecifes, logr�o una precisi�on del 87 % en reconstrucci�on de los arrecifes muestreados
(Figura 1-2), donde parte signi�cativa de la super�cie de los corales est�a constituida por
formas simples, c�omo estructuras piramidales. Estos resultados son similares a los encontra-
dos por Beall et al. (2010), quienes a trav�es de registros de v��deo y t�ecnicas de visi�on por
computadora, mostraron que la reconstrucci�on generada est�a dominada por estructuras pira-
midales y trapezoidales (Figura1-3). Young et al. (2017) demuestran c�omo �estas estructuras
c�ubicas, trapezoidales y piramidales empiezan a emerger a medida que la resoluci�on de la
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reconstrucci�on aumenta, y contin�uan evolucionando hacia estructuras m�as complejas (Figu-
ra 1-3). Este comportamiento tambi�en fue observado en el trabajo realizado por Fukunaga
and Burns (2020), donde los corales reconstruidos siguen presentando estructuras simples,
pero organizadas hacia formas m�as complejas a diferentes escalas (Figura1-4), dando lugar
a estructuras que podr��an considerarse autosemejantes. Teniendo en cuenta lo anterior, es
posible mediante simulaciones num�ericas con geometr��as m�as simples, representar de mane-
ra aproximada la topolog��a de los arrecifes a pesar de que �estas disminuyan la complejidad
estructural de estos ecosistemas.

Figura 1-2 .: Reconstrucci�on arrecife de coral Andono et al. (2012)

Figura 1-3 .: Reconstrucci�on arrecife de coral Beall et al. (2010)
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Figura 1-3 .: Reconstrucci�on arrecife de coral Young et al. (2017).� representa el tama~no
de pixel y S(� ) su �area super�cial

Figura 1-4 .: Reconstrucci�on arrecife de coral para especiesP.meandrina y
P.compressa(Fukunaga and Burns (2020))

1.2. Hidrodin�amica en los arrecifes de coral

En los arrecifes de coral, los procesos hidrodin�amicos pueden variar en un amplio rango de
escalas espaciales, desde decenas de kil�ometros a cent��metros (Monismith, 2007). Diferentes
estudios han logrado establecer c�omo la ecolog��a y estado de salud de los arrecifes de coral
est�an ��ntimamente conectadas con las din�amicas del 
ujo sobre los mismos (Hearn, 2001).
Esto, sumado a los procesos de degradaci�on presentados en las �ultimas d�ecadas, la comple-
jidad estructural y sus efectos en la hidrodin�amica, los ha convertido en objeto de estudio
recientemente (Graham and Nash, 2013). Stocking et al. (2018) demostraron c�omo los pro-
cesos turbulentos est�an condicionados por los cambios en la rugosidad super�cial del coral,
encontrando que el transporte de calor por 
uctuaciones turbulentas puede variar entre un
5 y 35 % a medida que la rugosidad aumenta, y c�omo cambios morfol�ogicos pueden mejorar
la e�ciencia del transporte de calor alrededor de la colonia, lo que concluye que los corales
cuya morfometr��a facilite la generaci�on de procesos de transporte m�as e�cientes, ser�an ca-
paces de mitigar los procesos de calentamiento y sobrevivir m�as f�acilmente a procesos de
blanqueamiento. La importancia de los procesos turbulentos tambi�en ha sido reportada en
otros estudios donde se ha observado que sobre el coral se generan esfuerzos turbulentos
signi�cativos que modi�can los procesos de mezcla y el transporte de larvas hacia el interior
o exterior del coral (Hossain and Staples, 2020 ; Reidenbach et al., 2006).
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Otros estudios han analizado c�omo la hidrodin�amica es responsable del transporte de nu-
trientes necesarios para el desarrollo de los corales (Hearn, 2011 , Chindapol et al., 2013),
determinando que los ramales aislados de corales rami�cados presentan mayor tasa de cap-
tura de part��culas producto de la interacci�on de los p�olipos con las part��culas transportadas
por el 
ujo (Sebens et al., 1997), y que la adici�on de nuevos p�olipos est�a condicionada por
las velocidades del 
ujo sobre las colonias (Fabricius et al., 1995). Los diferentes procesos
metab�olicos de los corales tambi�en han sido objeto de estudio en este aspecto, determinando
que la hidrodin�amica es un factor fundamental para entender los procesos de fotos��ntesis,
crecimiento y respiraci�on (Mass et al., 2010 ; Patterson et al., 1991 ; Dennison and Barnes,
1988). Vogel and Eaton (1985) demostraron que el transporte de masa alrededor del coral
est�a fuertemente condicionado por la separaci�on de los ramales, afectando de igual manera
el transporte de otras cantidades f��sicas c�omo el momentum o el calor

El segundo eje de inter�es para estudiar la interacci�on entre 
ujo y los arrecifes de coral, radi-
ca en su funcionalidad c�omo estructuras de disipaci�on de energ��a. Esto ocurre debido a que
la compleja morfometr��a que presentan los arrecifes de coral genera sistemas hidrodin�amicos
diferentes a los que se pueden encontrar en otros ecosistemas marinos m�as simples (algas,
ostras, etc), especialmente en la interacci�on del oleaje y las corrientes con estos ecosistemas
extremadamente rugosos (Hearn, 2001).

Monismith et al. (2015) encontr�o c�omo un arrecife con mejor estado de salud generaba mayor
protecci�on contra el oleaje que aquellos en mayor estado de degradaci�on; comportamiento
que se ha corroborado mediante simulaciones num�ericas donde dependiendo de las condi-
ciones del oleaje y la rugosidad del arrecife se llegaron a alcanzar valores de disipaci�on de
energ��a entre 77 y 94 % (Osorio-Cano et al., 2019a). Respecto a otras con�guraciones del
lecho marino, se ha encontrado que los coe�cientes de arrastre sobre los arrecifes de coral
pueden ser de hasta 10 veces los encontrados en lechos de barro o arena (Lugo-Fern�andez
et al., 1998, Roberts and Murray, 1975), algo que cobra importancia cuando la altura de
los elementos rugosos son comparables a la profundidad del agua, donde la disipaci�on de la
energ��a del oleaje es causada por el arrastre (dragado) de estos elementos (Huang et al., 2012
; Monismith et al., 2015, Osorio-Cano et al., 2019b).

Uno de los mecanismos que explican c�omo los arrecifes de coral afectan otros procesos de
mayor escala, c�omo por ejemplo la super�cie libre, est�a relacionado con la generaci�on de
vorticidad(Wolanski, 1994), la cual pueden inducir la rotura del oleaje (C�aceres-Euse et al.,
2022).A pesar de esto, la falta de conocimiento de c�omo son las diferentes morfometr��as de
los arrecifes, y de c�omo �estas afectan la hidrodin�amica, limita la parametrizaci�on de estos
ecosistemas en los modelos num�ericos, lo que conlleva a una mala representaci�on de las condi-
ciones reales. A esta di�cultad hay que a~nadir que los resultados de los estudios realizados en
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campo sobre arrecifes espec���cos, puedan no ser extrapolables a otros arrecifes(Monismith,
2007).

Teniendo en cuenta que los procesos de degradaci�on pueden volverse m�as frecuentes(Hoegh-
Guldberg, 1999), es probable que disminuya la rugosidad de fondo por la p�erdida de estos
ecosistemas (Sheppard et al., 2005 ; Wild et al., 2011), generando as�� un aumento de eventos
de oleaje extremo que pueden inducir a procesos de erosi�on o inundaci�on (Sheppard et al.,
2005 ; Baldock et al., 2014 ; Quataert et al., 2015). Esto puede tener un fuerte impacto en las
comunidades costeras, por lo que para poder hacer predicciones mas precisas, es necesario
conocer en profundidad c�omo es la evoluci�on del 
ujo tras interactuar con este tipo de
estructuras coralinas.

1.3. Geometr��as simples en interacci�on con el 
ujo

Si bien los estudios mencionados en la secci�on 1.1 muestran que la geometr��a de los co-
rales puede aproximarse por geometr��as m�as simples, es importante determinar cuales son
las geometr��as que emergen sobre transectos o per�les que sean paralelos a la direcci�on de
propagaci�on del 
ujo con el que interact�uan. Es decir, en un 
ujo 2D, en el que el oleaje se
propaga de un extremo a otro, >cu�ales son las geometr��as de los arrecifes de coral con los
que se encuentra dicho oleaje?.

Las Figuras1-5,1-6 y 1-7 muestran la geometr��a emergente de estos ecosistemas al observar
sus per�les en diferentes estudios (Shaked et al., 2005; Duvall et al., 2020; Hearn, 2011). Se
puede observar que sobre estos per�les priman las geometr��as triangulares y rectangulares.
Es decir, en un an�alisis de 
ujo 2D, �estas geometr��as son las que afectar��an el desarrollo del

ujo incidente, una vez se simpli�ca la geometr��a de los corales. Por lo anterior, �estas son
las geometr��as que se tendr�an en cuenta para el an�alisis de patrones de transporte a trav�es
de las LCS. Los detalles de los escenarios a evaluar (geometr��a y condiciones de oleaje) se
pueden consultar en la secci�on 4.1.

Figura 1-5 .: Per�l arrecifal Shaked et al. (2005)
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Figura 1-6 .: Per�l arrecifal Duvall et al. (2020)

Figura 1-7 .: Per�l arrecifal Hearn (2011)



2. Estructuras coherentes lagrangianas
(LCS)

Las trayectorias desarrolladas por part��culas de 
uidos son usualmente sensibles a las condi-
ciones iniciales (Haller, 2015). Esto genera que en 
ujos no estacionarios (i.e. dependientes
del tiempo) los procesos de transporte asociados al mismo presenten naturaleza ca�otica (Peng
and Dabiri, 2009). Para abordar �este problema, en las �ultimas d�ecadas se han desarrolla-
do nuevas aproximaciones y herramientas para estudiar fen�omenos de transporte en 
ujos
complejos, a partir de la aplicaci�on de conceptos de la teor��a de sistemas din�amicos no li-
neales (teor��a del caos) a la din�amica de 
uidos. Una de las t�ecnicas m�as usadas es la que
se conoce con el nombre de estructuras coherentes lagrangianas (LCS por sus siglas en ingl�es).

A diferencia de la perspectiva Euleriana (la cual estudia el 
ujo centrado en un punto �jo
del espacio), en el enfoque Lagrangiano las propiedades del 
ujo se observan siguiendo las
trayectorias de las part��culas del 
uido, permitiendo conocer la evoluci�on y cambios en sus
velocidades a lo largo de sus trayectorias a medida que son advectadas por el 
ujo. Al
centrarse en c�omo las part��culas son advectadas, el enfoque lagrangiano es el enfoque natural
para el estudio de fen�omenos de transporte que emergen por los procesos de advecci�on
(Peacock and Haller, 2013).

2.1. De�nici�on de LCS

Las estructuras lagrangianas coherentes pueden considerarse c�omo el an�alogo para sistemas
no aut�onomos (dependientes del tiempo) de las variedades estables e inestables que se en-
cuentran bien de�nidas para sistemas aut�onomos; siendo una variedad un objeto geom�etrico
que generaliza la noci�on intuitiva de \curva" (1-variedad) y de \super�cie" (2-variedad) a
cualquier dimensi�on. Las LCS son entonces l��neas materiales hiperb�olicas que dividen el 
ujo
en regiones din�amicamente distintas (c�omo las variedades estables e inestables para sistemas
invariantes en el tiempo).�Estas lineas materiales tienen la propiedad de que no pueden ser
atravesadas por el 
ujo, por lo que act�uan c�omo barreras al transporte, controlando el mo-
vimiento de las part��culas en torno a ellas, y por tanto revelando un esquema global de los
patrones de transporte. Algo a destacar es que cuando se tienen 
ujos permanentes, las LCS
corresponden a las propias lineas de corriente. Lo anterior se puede observar en la Figura
2-1, donde para un 
ujo compuesto por un doble giro (que se explicar�a m�as a detalle en la

13



14

secci�on 2.4.1) la LCS que separa los dos giros del 
ujo (x = 1;0) coincide con la linea de
corriente presente en la misma zona.

Figura 2-1 .: Comparaci�on lineas de corriente (superior) y LCS (inferior) para 
ujo perma-
nente

�estas l��neas materiales (LCS) pueden atraer o repeler part��culas vecinas. Las LCS atrayentes
son lineas materiales que atraen el 
ujo cercano a una tasa exponencial a medida que pasa
el tiempo (an�alogas a las variedades inestables), causando que las parcelas de agua cercanas
se deformen siguiendo la geometr��a de la LCS. Las LCS repelentes, identi�can lineas donde
las part��culas que hay a cada lado divergen de manera exponencial (an�alogas a variedades
estables), causando que part��culas que inicialmente se encontraban agrupadas alrededor de
la separatriz, se separen a una tasa exponencial. En �este estudio nos enfocamos en encontrar
las LCS atrayentes (i.e. variedades inestables). Lo anterior es producto de que las LCS atra-
yentes tienen una interpretaci�on directa al representar las \trayectorias" m�as relevantes, las
cuales son las que controlar�an el transporte a largo plazo.
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Una de las propiedades a resaltar sobre las LCS es el car�acter objetivo de su de�nici�on. Es
decir, que su estimaci�on no depende de la posici�on del sistema de referencia. Desde un punto
de vista Euleriano, la estructura del 
ujo observada a partir de campos de velocidad o de
lineas de corriente, no se mantiene invariante bajo (por ejemplo) rotaciones dependientes del
tiempo o traslaciones del sistema de referencia. Para resolver esto, el c�alculo de las LCS se
basa en seguir la posici�on de part��culas individuales mientras son advectadas por el 
ujo. En
�este estudio, analizamos c�omo son las LCS que emergen de la interacci�on de una onda solitaria
con estructuras sumergidas cuya geometr��a representa la geometr��a de ecosistemas de coral
tras su reconstrucci�on. Adem�as, analizaremos c�omo �estas LCS gobiernan el transporte en
estos sistemas, y c�omo impactan en la distribuci�on �nal de part��culas advectadas.

2.2. Aplicaci�on de LCS a diferentes escalas
espacio-temporales

Las LCS han sido usadas para el estudio de patrones de transporte en un amplio rango
de escalas temporales y espaciales.Hern�andez-Carrasco et al. (2012) aplicaron los conceptos
de LCS para el estudio de patrones de transporte en la super�cie oce�anica global, anali-
zando c�omo las LCS en diferentes regiones del oc�eano se encuentran in
uenciadas por la
variabilidad estacional. En �este estudio se presenta una escala temporal de a~nos, donde se
utilizaron datos de resoluci�on temporal diaria para captar de manera m�as adecuada la con-
�guraci�on de las LCS. La escala espacial por su parte es de cientos de km y se trabaj�o con
una resoluci�on espacial de aproximadamente 0.1� (11 km aprox) tanto zonal c�omo meridional.

La identi�caci�on de las LCS se ha aplicado a escalas incluso mayores, donde las escalas
temporales var��an de a~nos a d�ecadas y las escalas espaciales son planetarias. Ejemplos como
estos son los observados en el estudio de los vientos presentes en el v�ortice polar (Figura
2-2) o en los jets zonales presentes en la mancha roja de J�upiter (Figura2-3) observados en
Haller (2015).

En escalas m�as peque~nas se ha utilizado la aproximaci�on de LCS para identi�car el desarrollo
de los patrones de transporte en un 
ujo alrededor de una medusa (Sapsis et al., 2011), de
modo que se lograra identi�car la manera en la que captura sus presas mediante la creaci�on de
corrientes hacia sus tent�aculos (Figura2-4). En �este caso la escala espacial es de cent��metros,
mientras que la temporal es de segundos, correspondiente a varios ciclos de movimiento de
la medusa. La resoluci�on temporal de los datos utilizada corresponde a un 1/30s (campo
de velocidades tomado con PIV - particle image velocimetry a una frecuencia de 30 Hz), y
una resoluci�on espacial 1mm. Otros an�alisis similares de identi�caci�on de LCS alrededor de
medusas presentan caracter��sticas espacio-temporales similares (Shadden et al., 2006 , Peng
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Figura 2-2 .: Estructuras lagrangianas coherentes en el v�ortice polar. Tomado de Haller
(2015)

Figura 2-3 .: Estructuras lagrangianas coherentes en la atm�osfera de J�upiter. Tomado de
Haller (2015)

and Dabiri, 2009). Al igual que el estudio realizado por Samson et al. (2019) sobre un coral
pulsante, donde de busc�o identi�car los patrones de transporte desarrollados en el 
ujo tras
cada pulso realizado por el coral (Figura2-5).

Figura 2-4 .: LCS presentes en el 
ujo generado por movimientos de medusa. (Sapsis et al.,
2011)

Respecto a la aplicaci�on de las LCS mencionadas a peque~nas escalas, los estudios mencio-
nados (
ujo alrededor de medusas y corales) han evaluado las din�amicas de transporte a
n�umeros de Reynolds relativamente bajos, y no se tiene ning�un estudio preciso para 
ujos
con n�umeros de Reynolds altos. Esto, es precisamente lo que se analiza en el presente trabajo.
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Figura 2-5 .: LCS presentes en el 
ujo tras el movimiento de un coral pulsante en un per��odo
de pulsoT. Modi�cado de Samson et al. (2019)

2.3. M�etodos de c�alculo de LCS

Existen muchos m�etodos para calcular �estas estructuras, c�omo por ejemplo el de la fun-
ci�on M (Mendoza and Mancho, 2012), los campos mesocr�onicos (Mezi�c et al., 2010) o los
m�etodos de m�aximo estiramiento (stretching en ingl�es), c�omo son los exponentes de Lyapu-
nov de tiempo y tama~no �nito, FTLE (Shadden et al., 2005) y FSLE (Artale et al., 1997;
Hern�andez-Carrasco et al., 2011) respectivamente. En �este trabajo hemos estimado las LCS
identi�cando los m�aximos locales del campo de los FTLE.

2.3.1. M�etodo de los exponentes de Lyapunov de tiempo �nito

El m�etodo de exponentes de Lyapunov de tiempo �nito (FTLE por sus siglas en ingl�es)
es un m�etodo propuesto por Shadden et al. (2005), el cual ha sido altamente usado con el
�n de entender patrones de transporte en 
uidos (Haller and Yuan, 2000; Shadden et al.,
2005Lin et al., 2020;Harrison and Glatzmaier, 2012; Sapsis et al., 2011), usado en numerosas
�areas, abarcando desde ecolog��a marina, c�omo lo es la din�amica del plancton (Huhn et al.,
2012), o el comportamiento de los grandes predadores (Scales et al., 2018), hasta campos de
oceanograf��a f��sica (Beron-Vera et al., 2008) y astrof��sica (Hadjighasem and Haller, 2016).
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C�alculo de FTLE para 
ujos 2D

El m�etodo de FTLE busca medir el grado de separaci�on de part��culas vecinas a medida
que �estas son advectadas por el 
ujo durante un intervalo de tiempo de�nido (tiempo de
integraci�on T). En otras palabras, el valor del exponente de Lyapunov de tiempo �nito es el
promedio Lagrangiano (es decir a lo largo de la trayectoria) de la expansi�on o contracci�on
m�aximas (dependiendo de si se calcula hacia delante o hacia atr�as en el tiempo) que sufren las
part��culas cercanas tras ser advectadas por el 
ujo. Para calcular los FTLE debemos primero
calcular las trayectorias de las part��culas, las cuales se obtienen de resolver la ecuaci�on del
movimiento dada por:

dX
dt

= ~v(X; t ) (2-1)

donde v es el vector de velocidad (u, v), t es el tiempo yX la posici�on de la part��cu-
la en funci�on del tiempo (trayectoria), la cual depende de la posici�on y tiempo inicial
x0; t0 : X 0 = X (x0; t0). �este campo de velocidad se integra para obtener las trayectorias
lagrangianas en funci�on del tiempo y la posici�on inicialX (X 0; t). En �este estudio, �esta ecua-
ci�on diferencial ordinaria de primer orden se integra mediante el m�etodo Runge-Kutta de
cuarto orden.

Basados en las anteriores de�niciones, el grado de separaci�on de part��culas vecinas advecta-
das desde un tiempo inicialt0 hasta un tiempo �nal t0 + T ,se calcula a trav�es del gradiente
del tensor de deformaci�on y haciendo uso de un esquema de diferencias �nitas central.

G =

"
xR (to+ T )� xL (to+ T )

2� x
xT (to+ T )� xB (to+ T )

2� y
yR (to+ T )� yL (to+ T )

2� x
yT (to+ T )� yB (to+ T )

2� y

#

(2-2)

dondexR ,xL , xT , xB representan las posicionesx; y de las part��culas vecinas respecto a otra
part��cula del 
ujo. Los sub��ndices R,L,T,B representan los vecinos de la derecha (right),
izquierda (left), arriba (top) y abajo (bottom), respectivamente; � x y � y representan la
distancia entre puntos de malla en direccioneŝi y ĵ . �esta de�nici�on del tensor gradiente
representa la versi�on discreta del Jacobiano del mapa de 
ujo, siendo �este� t

to
, una funci�on

que toma puntos en su posici�on inicial enX 0 y tiempo t0 y en su posici�on en el tiempot.
En el caso 2D, el mapa de 
ujo est�a de�nido c�omo:

� t
to

: R2 �! R2 : X 0 �! � t
to

(X 0) = X (t; t 0; X 0) (2-3)

Una vez calculado el tensor gradiente, y tras multiplicarlo por su traspuesta, se obtiene
el tensor de deformaci�on \derecho" de Cauchy-Green (right - Cauchy Green deformation
tensor) �
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� = GGT (2-4)

�este tensor nos permite tener en cuenta �unicamente la deformaci�on pura (independiente de
la rotaci�on), debido a que la rotaci�on pura no deber��a ejercer deformaciones en el 
ujo.

La mayor deformaci�on ocurre en la direcci�on del vector propio asociado al m�aximo valor
propio � de �. El valor de FTLE asociado entonces a la part��cula cuyos vecinos sonxR , xL ,
xT ,xB est�a dado por:

� (t0) =
1

jTj
Ln (

p
� ) (2-5)

Despu�es de calcular� para todas las part��culas de la malla, se obtiene un campo escalar de
FTLE (compuesto de cada� (x; y)) cuyos m�aximos locales identi�can las estructuras cohe-
rentes lagrangianas. Respecto al c�alculo de las LCS atrayentes o repelentes, se puede ver en
la Figura 2-6 que si la integraci�on se hace hacia adelante en el tiempo, los m�aximos locales
del campo de Lyapunov estar�an asociados a las LCS repelentes (variedades estables). Para el
caso de los LCS atrayentes, se debe realizar una integraci�on hacia atr�as en el tiempo, resul-
tando en la deformaci�on de la parcela del 
uido mostrado en el panel derecho de la Figura2-6.

El campo de FTLE muestra regiones de deformaci�on exponencial de parcelas en el 
ujo,
durante cierto intervalo de tiempo, y sus m�aximos (LCS) representan separatrices o barreras
de transporte que dividen el 
ujo en regiones din�amicamente diferentes.

Figura 2-6 .: Esquema de LCS repelentes (izquierda) y atrayentes (derecha)

En �este punto es importante mencionar que para el 
ujo que se explicar�a a continuaci�on
(doble giro), se presenta en el Anexo A un c�odigo en Python que permite el c�alculo de
las LCS para el mismo. Lo anterior para facilitar la asimilaci�on del procedimiento te�orico
explicado para el c�alculo de las LCS por el m�etodo de FTLE.
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2.4. C�alculo de LCS en 
ujos te�oricos y reales

La mejor forma de entender c�omo las estructuras coherentes lagrangianas capturan la din�ami-
ca del sistema, es a trav�es de su aplicaci�on directa a diferentes tipos de campos de velocidad.
Inicialmente se trabaja el 
ujo conocido c�omo eldoble giro, el cu�al es un 
ujo te�orico (don-
de se conocen las ecuaciones del sistema) dise~nado especialmente para ver las bondades de
las LCS. Posteriormente se trabaja nuevamente eldoble giropero �esta vez discretizando el
campo de velocidades para trabajarlo c�omo si fuera resultado de una simulaci�on num�erica.
Lo anterior debido a que existen muy pocos 
ujos reales de los cuales se puedan conocer sus
ecuaciones de movimiento. Finalmente, se presenta el c�alculo de las LCS para un campo de
velocidades sobre el oc�eano ��ndico.�Este caso sirve para determinar c�omo se realiza el c�alculo
cuando se tienen part��culas que salen del dominio espacial, y c�omo ser�a la estrategia para la
selecci�on del tiempo de integraci�on T, y dem�as par�ametros num�ericos del campo de FTLE.

2.4.1. Doble giro continuo

El primer escenario analizado es el caso del doble giro, �este es un campo de 
ujo te�orico el
cual viene dado por las siguientes expresiones:

 (x; y; t ) = Asin (�f (x; t ))sin(�y ) (2-6)

siendo la funci�on de corriente, A es una variable que determina la magnitud de las veloci-
dades,x la coordenada longitudinal,y la latitudinal y f la funci�on expresada c�omo:

f (x; t ) = a(t)x2 + b(t)x (2-7)

con:

a = �sin (wt)

b(t) = 1 � 2�sin (wt)

dondew representa la frecuencia de oscilaci�on (rad=s) y � controla la variaci�on de la posici�on
de los dos giros, de modo que� = 0 implica que ambos giros no var��an su posici�on.

Seg�un �estas ecuaciones y la relaci�on de las componentes de la velocidadu y v con la funci�on
de corriente, se obtiene el campo de velocidades dado por:

u = � �Asin (�f (x))cos(�y ) (2-8)



2.4 C�alculo de LCS en 
ujos te�oricos y reales 21

v = �Acos (�f (x))sin(�y )
@f
@x

(2-9)

El ejemplo t��pico para la con�guraci�on de �este sistema viene dado porA = 0;1, � = 0;25 y
W = �= 5 rad=s. Lo anterior implica que el 
ujo presenta una periodicidad 2�=w = 10s.

�Este 
ujo se caracteriza por la formaci�on de trayectorias hiperb�olicas.�Estas son trayectorias
en las cuales se da una expansi�on del 
ujo en una direcci�on y una compresi�on en otra. En el
caso de un 
ujo incompresible, cualquier expansi�on debe estar en equilibrio con una contrac-
ci�on. En terminolog��a de sistemas din�amicos, esto implica la existencia de variedades estables
e inestables sobre la trayectoria hiperb�olica, por lo que se espera una separaci�on exponencial
en trayectorias de part��culas cercanas y donde la agitaci�on, y por tanto la mezcla, sea alta.

En �este caso (continuo) se hace uso de las ecuaciones enunciadas para calcular la velocidad en
cualquier punto del dominio. Bajo lo anterior se calcularon estructuras coherentes mediante
el m�etodo planteado, para part��culas espaciadas cada 0.05m (dx = dy = 0;05m), con pasos
de tiempodt = 0;1s y con 10 segundos de tiempo de integraci�on T (casoE1-C1 ). De igual
manera se repiti�o el proceso disminuyendo el distancia de separaci�on inicial entre part��culas,
con un dx = dy = 0;01m (casoE1-C2 ), el cual se utiliz�o para realizar la comparaci�on con
el doble giro discreto que se explicar�a m�as adelante (Figura2-11).

Las Figura 2-7 y 2-8 presentan para el escenarioE1-C1 dos instantes de tiempo (t = 10s
y t = 13s, respectivamente) en los que se aprecia la evoluci�on de dos part��culas (marcadas
c�omo peque~nos c��rculos en rojo y en naranja) junto al campo de velocidad (campo Euleriano)
en el panel superior, y junto a las LCS (campo Lagrangiano) en el panel inferior. Se puede
observar c�omo las part��culas roja y naranja tienden a alinearse a lo largo a los m�aximos
del campo de FTLE, donde las variedades inestables representan las barreras de transporte
(separatrices) que controlan la deformaci�on del 
ujo, impidiendo el paso de las part��culas de
un lado de las LCS al otro.�Esta informaci�on es dif��cil de inferir a partir de la perspectiva
Euleriana, ya que la existencia de trayectorias hiperb�olicas que forman las separatrices del

ujo, �unicamente se detecta estudiando la deformaci�on del 
ujo desde la perspectiva lagran-
giana. Es posible sin embargo, relacionar los campos de LCS con campos de vorticidad, tal
c�omo veremos en el cap��tulo 4.
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Figura 2-7 .: Evoluci�on doble giro continuo: t = 10;0s

Figura 2-8 .: Evoluci�on doble giro continuo: t = 13;0s

Algo importante a recalcar y que se dar�a por hecho para los dem�as 
ujos analizados, es que
para todas las integraciones num�ericas realizadas por el m�etodo de Runge-Kutta de orden
4, se comprob�o la estabilidad num�erica asegurando que el n�umero de Courant(C = udt=dx)
fuera menor que 1 para las velocidades medias en ambas direcciones.
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2.4.2. Doble giro discreto

Para �este caso, se gener�o una malla con distanciamientos iguales a los del casoE1-C2 a
partir de las ecuaciones del 
ujo, de modo que solo se tuvieran valores de velocidad sobre
los v�ertices de �estas celdas. De �este modo, para el c�alculo de las trayectorias es necesario la
implementaci�on de un esquema de interpolaci�on, debido a que a diferencia del caso anterior,
no se hace uso de las ecuaciones de velocidad para calcular la nueva velocidad de la part��cula
tras cada paso de tiempo. Para esto se hizo uso de un esquema de interpolaci�on bilineal
en espacio, de modo que para una part��cula cuya posici�on �este en medio de una celda, su
velocidad vendr�a dada por las velocidades de los 4 v�ertices de esa celda, y cada uno de ellos
tendr�a un peso seg�un la cercan��a de la part��cula c�omo se puede ver en la Figura:2-9.

Figura 2-9 .: Esquema de interpolaci�on bilineal

Matem�aticamente, las expresiones de la velocidad interpolada vienen dadas por:

u = (1 � r x )(1 � r y)u1 + r x (1 � r y)u2 + r x r yu3 + (1 � r x )r yu4 (2-10)

donde el sub��ndicei de las velocidades representa cada uno de los v�ertices, siendo 1 el inferior
izquierdo, 2 inferior derecho, 3 superior derecho y 4 superior izquierdo. Por su parter x y
r y representan la distancia porcentual (respecto adx y dy) entre la posici�on de la part��cula
y el v�ertice inferior izquierdo. De �este modo, seg�un la posici�on de la part��cula en la Figura
2-9 se tendr��a un r x peque~no y unr y alto, por lo que las velocidades con m�as peso dentro
de la interpolaci�on ser��an los v�ertices 1 y 4 (respectivamente), y los menores de los v�ertices
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3 y 2 (respectivamente). Cabe mencionar que �esta interpolaci�on tambi�en se podr��a realizar
a nivel temporal; sin embargo, para todos los 
ujos analizados aqu�� se trabaj�o con un paso
de integraci�on dt del m�etodo RK4 equivalente al valor de la resoluci�on temporal de los datos.

Para mostrar la diferencia relativa de las posiciones de las part��culas al integrar a partir del
caso continuo y discreto, se presenta en la Figura2-10 la trayectoria de una part��culas que
inicia sobre un v�ertice, y su evoluci�on tras los primeros 10 segundos de integraci�on (panel
izquierdo). Adicionalmente se muestra la distancia entre �estas part��culas en cada instante
de tiempo (panel derecho). Se puede notar que si bien la diferencia de posici�on parece tener
una tendencia creciente, se debe tener en cuenta que el tiempo de integraci�on T es 10 se-
gundos, siendo este un detalle relevante debido a que �este 
ujo presenta una periodicidad de
2�=w = 10 rad=s, por lo que cadat = 10;0s la din�amica del 
ujo se repite. Del panel derecho
se puede observar que la diferencia m�axima es de 0.04m en un dominio cuya direcci�on m�as
corta corresponde a 1m; es decir, la separaci�on entre la part��cula al pasar de un escenario
continuo a uno discreto es del 4 % respecto a la extensi�on m��nima del dominio.

Figura 2-10 .: Trayectorias (izquierda) y diferencia de posici�on enm (derecha), entre una
part��cula advectada en el doble giro continuo (linea continua) y la misma
part��cula advectada en el doble giro discreto (linea discontinua)

M�as all�a del ejemplo mostrado, la interpolaci�on bilineal ha demostrado ser e�ciente a la hora
de representar las trayectorias de las part��culas en 
ujos discretos, independientemente de si
estos son peri�odicos o no. Para comprobar esto se realiza una comparaci�on entre los campos
de FTLE. Las Figuras2-11 y 2-12 presentan una comparaci�on entre el caso continuo (panel
izquierdo) y el caso discreto (panel derecho) parat = 10;0s y t = 11;0s. De �estas Figuras
se puede observar que si bien se tienen diferencias en las regiones de valores m��nimos (zonas
azules), las LCS presentan una distribuci�on espacial y magnitudes equivalentes para ambos
escenarios (valores m�aximos), mostrando c�omo las estructuras coherentes lagrangianas son
robustas e invariantes ante los errores num�ericos generados por la discretizaci�on del 
ujo.
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Figura 2-11 .: LCS para el 
ujo de doble giro continuo (izquierda) y discreto (derecha) en
t = 10;0s

Figura 2-12 .: LCS para el 
ujo de doble giro continuo (izquierda) y discreto (derecha) en
t = 11;0s

2.5. LCS en el oc�eano Indico

Para la determinaci�on de los patrones de transporte en el oc�eano ��ndico se hizo uso de datos
obtenidos de la base de datos HyCOM,la cual debe su nombre a las iniciales del modelo uti-
lizado para la generaci�on de �este tipo de datos. HyCOM (Hybrid Coordinate Ocean Model)
es un modelo que se comporta c�omo un modelo sigma en aguas poco profundas, c�omo un
modelo de coordenadas \z-level" en la capa de mezcla o regiones no estrati�cadas, y c�omo un
modelo de coordenadas isopicnas en regiones estrati�cadas. Al hacer esto, el modelo combina
las ventajas de diferentes tipos de sistemas coordenados para la ejecuci�on de simulaciones
(casi en tiempo real) de circulaci�on costera y de oc�eano abierto (Wallcraft et al., 2009).
Los datos utilizados est�an compuestos de las velocidades super�ciales del oc�eano (u y v)
con una resoluci�on espacial de 0.08� (latitudinal c�omo longitudinalmente) y una resoluci�on
temporal de 6 horas, para los a~nos entre 1997 a 2015 (18 a~nos). Con estos datos se realiz�o el
c�alculo de los campos de FTLE para la �epoca del monz�on de verano y el monz�on de invierno.

Inicialmente se calcul�o una climatolog��a de ambas velocidades, de modo que se pudieran
calcular los campos de FTLE para el ciclo anual con pasos de tiempo cada 6 horas. �este
c�alculo se realiz�o tanto para el verano e invierno, particularmente en los per��odos abarcados
entre 20 de Julio a las 12:00 h - 7 de Agosto 12:00h para verano y entre 21 de Enero 12:00h
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a 8 de Febrero 12:00h.

Para la implementaci�on del m�etodo de integraci�on RK4 y el posterior c�alculo del campo de
FTLE es necesario determinar el tiempo de integraci�onT y la resoluci�on de la malla de los
FTLE. Para lo anterior se realiz�o el c�alculo de las LCS para diferentes diferentes valores de
T de 15,10,7 y 5 d��as con una resoluci�on espacial de 0.08� con el �n de analizar la sensibi-
lidad del campo de FTLE al tiempo de integraci�on. La Figura2-13 presenta el campo de
los FTLE para el mismo paso de tiempo (dt=6h) con los 4 diferentes tiempos de integraci�on
(T=15, 10, 7 y 5 d��as).

Figura 2-13 .: Campo de FTLE (hacia atr�as) para el oc�eano ��ndico con tiempos de integra-
ci�on de 15, 10, 7 y 5 d��as.

Para cuanti�car mejor las diferencias entre los 4 escenarios se calcularon las funciones de
distribuci�on de probabilidad(PDF) para cada uno de los campos de FTLE, con el �n de
determinar variaciones en los valores m�aximos (que representan las LCS dominantes) seg�un
el tiempo de integraci�on. Se puede notar en la Figura2-14 que si existe una sensibilidad
importante al tiempo de integraci�on, donde a menor tiempo de integraci�on, mayores son los
valores m�aximos; lo que quiere decir que al integrar durante un menor per��odo de tiempo,
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fen�omenos de escalas temporales m�as peque~nas son captados, de modo que aumenta el n�ume-
ro de LCS presentes en el 
ujo. Sin embargo, para efectos de visualizar las estructuras de
mayor permanencia a escala de semanas(es decir mayor coherencia temporal), se seleccion�o
c�omo tiempo de interacci�on T = 10 d��as.

Figura 2-14 .: PDF del campo de FTLE para los diferentes tiempos de integraci�on sobre el
oc�eano ��ndico.

Una vez de�nido el tiempo de integraci�on, se realiz�o el c�alculo de las LCS variando la ma-
lla del campo de FTLE,es decir variando la resoluci�on del campo de FTLE. Se realiz�o �este
c�alculo para una resoluci�on espacial de 0.08, 0.055, 0.04� . Las Figuras2-15 y 2-16 mues-
tran lo equivalente a las Figuras mencionadas para el an�alisis del tiempo de integraci�onT.
Si bien de la Figura2-15 se puede notar que existen zonas donde los valores de FTLE son
mayores para un � m�as peque~no, la Figura2-16 muestra que los cambios en las PDFs al
aumentar la resoluci�on de la malla no es signi�cativo, posiblemente debido a que los pro-
cesos dominantes de transporte en la regi�on no ocurren a esas escalas, por lo que no hay
ganancia de informaci�on al trabajar con una malla m�as �na. Por lo anterior los par�ametros
para el c�alculo de los campos de FTLE sonT = 10 d��as, con una resoluci�on espacial de 0.08� .

Un detalle relevante y por el cual la presentaci�on del an�alisis para �este 
ujo se considera
necesario, es el hecho de que a diferencia deldoble giro, las part��culas en �este 
ujo realista
oce�anico pueden salir del dominio, lo que genera que sobre las fronteras de �este, algunas
part��culas salgan de la regi�on de estudio antes de que se complete el tiempo de integraci�on
de T = 10 d��as. Para �estas part��culas, se opt�o por calcular el valor del FTLE con un tiempo
de integraci�on equivalente al tiempo que tardan �estas en salir del dominio, menos un paso
de tiempo. Es decir, si una part��cula tarda 8 d��as en salir del dominio, el c�alculo se realiza
con la �ultima posici�on de �esta que se encuentre dentro del dominio, es decir, con la posici�on
en T = 7 d��as con 18 horas.

Teniendo de�nidos tanto el par�ametro del tiempo de integraci�onT c�omo la resoluci�on espa-
cial del campo de FTLE, se realiz�o el c�alculo de las LCS para la temporada de invierno y
verano de la climatolog��a. Si bien no se tiene un campo de LCS para comparar los resultados
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