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INTRCDUCCION

En el mundo de las Matemdticas es bien conocida la importancia de poder

estudiar una estructura matemdtica compleja a fravés de atra aparentemente

mas sencilla; este hecho motiva especialmente el estudio sobre isomorfismos

(y sobre homeomorfismos). En este trabajo se pretende presentar como con-
tenido central algunos resultados sobre anillos de polinomios isomorfos, ani-
llos invariantes y anillos fuertemente invariantes, publicados en el articulo :
Isomorphic Polynomial Rings -D.B. Coleman and E.E. Enochs-, basado en la
siguiente pregunta: Pueden existir anillos no isomorfos Ay B, tales que
sus anillos de polinomios A[X] y B[XJ sean isomorfos? En este estudio
se han logrado establecer condiciones suficientes pora que A y B sean iso -
morfos cuando A[X] y B[X] lo son; pero no se ha encontrado un par de

anillos A 'y B que tengan la prapiedad indicada en la pregunta anterior.

gL . . . .z
Un objetivo especial de este trabajo es el de lograr una mejor comprensién
del tema, para lectares con conocimientas bdsicos en Algebra Abstracta; vy
se pretende alcanzar complementando con algunos conceptos tedricos y ejem-

plos y realizando una presentacion mds didactica de algunas pruebas, con lo



ayuda de ofros articulos y textos.

Se inicia con una parte del estudio sobre Radical de Jacobson de anillos
de polinomios, presentado por S.A. Amitsur en {2'\, en la que aparecen

algunos resultados que se usan mds adelante.

En la seccidn 1 se presentan los conceptos de anillo invariante y anillo

fuertemente invariante y una relacion entre ellos.

En la seccidn 2 "La imagen de X bajo sobreyecciones", se hace una exten-
sién del teorema 3 de [4], en el que Gilmer caracteriza los B-algebra ho-
momorfismos del anillo de polinomios B[X] en BLX], como sobreyecciones
o isomorfismos segin los coeficientes de la imagen de la indeterminada X.

Se concluye esta seccidn con un resultado muy Gtil en e! estudio sobre ani-

llos fuertemente invariontes (ver (2.5)).

En la seccién 3 se establecen condiciones pera que un anillo sea fuertemen-
te invariante, con base en e! conjunto de unidades del anillo y bajo lo con-
dicion de no tener elementos nilpotentes diferentes de cero; se presenta en
F

esta seccién una caracterizacién de las unidades de A(XJ, bajo condicio -

nes especiales y una equivalencia de esta caracterizacidn con la relacién

J(A[X]) = 77[)(}, donde J(A{X]) es el radical de Jacobson del anillo



A[X] y )Y el conjunto de elementos nilpotentes de A; se muestran ade-
més dos ejemplos para ver que dicha caracterizacién no se tiene para cual-
quier anillo A y ademés no es necesaria para que un anillo sea fuertemente
invariante. Finalmente se prueba un teorema que usando el radical de Ja-

cobson da condiciones para que un anillo A sea fuertemente invariante.

La seccién 4 trata sobre dominios fuertemente invariantes, a partir de un
dominio de integridad D se considera una cadena de extensiones que es usa-—
da para establecer una condicidn suficiente para que un dominio sea fuerte-
mente invariante que finalmente se utiliza para probar que el anillo D, de

los enteros algebraicos de un campo de nimeros algebraicos L, es fuertemen-

te invariante.

Con excepcién de la seccidn 0, mientras no se indique lo contrario los ani-

Hlos se consideran con unidad.




0. RADICAL DE JACOBSON DE ANILLOCS DE POLINOMIOS

Sea R un anillo y R{X) el anillo de polinomios en una indeterminada

conmutativa X sobre R. El radical de Jacobson de R es:

J{R) =4 X&R/ xi + xy es cuasi-regular a la derecha

para toda i€ Z y todo y e R.

(ver [6-), prop. 3.7).

S.A. Amitsur probs en (2] que J(R[X]) = N[X} donde N = J(R[X]J)NR
y N es un nilideal en R, Presentamos a continuocién algunas proposiciones

preliminares para concluir con la prueba de dicho resultado.

Proposicion 1
Sean R y R' anillos cualesquiera y sea (p: R — R" un homomorfismo sobre-

yBctivo de anillos. Entonces @(J(R)) C J(RY).

Prueba
Para empezar veamos que la imagen, bajo el homomorfismo de anillos

r

de un elemento cuasi-regular a lo derecha es también cuasi-regular a la




derecha : si a es cuasi-regular a lo derecha en R, con cuasi-inverso a',
se fiene a ta' - aa' = 0 y asi (?(a) + 4?(0') ~ QG(U) g@ {a")
= (P(c +a' - aga') = QO (0) = 0, lvego Q(o) es cuasi~regular a la

derecha en R', con cuasi-inverso gD (a').

Ahora: Si ve¢ (P<J(R)>, sed u = $U(x) con x € J(R) entonces

u=P(x)y xi+xy es cuasi-regular a la derecha para todo i€ Z vy
fodo ye R, asi vi + uPly) = @(x)i + @ (x)P(y) = W(xi + xy)
es cuasi -regular o la derecha para todo i€ Z y todo ye R y como ¢
es sobre, ui * uv es cuasi-regular a la derecha para todo 1€ Z y todo

ve R, es decir v eJ(R').

Nota :

Si ademds § es inyectivo, se tiene @Y J(R)D> = J(R"):

Para ver que J(R') & (J(R)), sea veJ(R') y xeR tal que

u = So (x); asi, para tode i€ Z y todo y€R, @ (xi +xy) =
Px)i + $(x) @(y) =vi + uv con veR' y por tanto @ (xi + xy)

es cuasi ~regular a la derecha en R'; sea @ (z) su cuasi-inversq, en-

fonces gD((xi +xy) +tz -~ (xi txy)z) = W(_xi +xy)+ {0(2)— @(xi"'xy)fg(z
=0 y como (J es inyectivo, se tiene que (xi *+xy) +z - (xi+xy)z =0,

es decir que xi + xy es cuasi-regular a la derecha en R, con cuasi-inverso z;

por lo tanto x & J(R) y u = Sp(x)é W(J(R)>




Corolario

J(R) es invariante bajo automorfismos del anillo R, En particular: Si 4)

es un automorfismo de REX\, se tiene :

(p CIRXY = JRIXD).

Proposicion 2

Sea R un anillo cualquiera, p un ndmero primo y RP = )l XER/pX = 0\3.

Enfonces :

i) Rp es un ideal de R y asi RP[X} es un ideal de R|X]).

i) Rp es un algebra sobre el campo finito Z

iii) En el anillo R}EI)IX] donde RFE]) =

p*

Zp X Rp es el anillo obtenido

por adjuncién de una unidad a Rp (ver 7, p. 36) se verifica
(x +1)° = xP +1.

iv) Sea g(x)¢ Rp[)’(] tal que gi{x + 1) = g{x); entonces:
g(x)€R X" - X]. |

v) Si h(xP - x)éJ(Rp{X]) entonces h (xP - x)E J(Rp LXP - XJ)

Prueba :

i) OéRp; si x,yeRp entonces px = py = 0, luego p{x -y) =0
y plxy) = 0; ademds para todo xéRp yreR, prx)=r(px) =r.0=0

y pixr) = (px)r=20r = 0. Por lo tanto Rp es ideal de R y asf

RPLX] es ideal de RlX\.




i) Rp es un subanillo de R y puede ser considerado como Z,-médulo, ya
que pcro/\é—zp y oéRp, p(la) = (pA)a = )L(pc)=0 y ade-
mas si /\E,ZP y o,béRp se tiene que (la)b = a(Ab) = A (ab);

por lo tanto R_ es una Zp=olgebrc.

P

iii) En Rp(l) = ZP x R, lo unidad es (1,0) y se verifica:
p(1,0) = (p,0) = (0,0)(ver 7 , p. 36); asi en el desarrollo del

binomio (x + 1)P los Onicos téminos que no anulan son xP y 1, es

decir (x + 1P = xP + 1,
iv) Sea g(x)¢ RPLX] tal que g(x + 1) = gl(x).

1) Supongamos aue grad g(x) = k<p y sea v elemento de Zp;
entonces por induccidn sobre ‘v, se obtiene g(x + v} = g(x)
Lolx +1)=g(x) = g(x +2) =g((x +1) +1) = g(x+1)=g(x)
Ahora
glx+ (v-1)) =g(x) = glx+v)=gl(x+{v-1))+1)

=glx +(v - 1)) = g(x].

Si g(x) = b, *bhyx + ... +.bk xk, se sigue que para cada v

elemento de Z_:

P
glv) + 9 (vix + ... "‘gk(v)xk
_ k
—bo+b1x+...+bkx.
y por lo tanto g(v} = b, para todo v elemento de Z, luego




g(x) = b, tiene al menos p raices distintas (los elementos de
Zp). Pero grad (g(x) - b ) = grod g(x) = k¢p

luego gi{x) - by = 0 y asi g{x) = boe Rp‘

Ahora: Si g{x) es un polinomio de grado arbitrario, entonces

en R}S])[X), existen h(x) y k(x) tales que:
g(x) = h(x)(xP - x) + k{x) con grad k(x)< p

{en realidad como g{x) Rp[x), se debe tener h{x) y k(x)

en R 1X}).

Entonces: g{x + 1) =h{x + 1){x + 1)P - (x +‘l))'+k(x +1)
glx + 1) = h{x + 1)(P = %)+ ki{x + 1) (por iii).

Como g(x + 1) = g{x), se tiene que:

[hix + 1) = h(x) ) (<P - ) = k(x) - k(x + 1)

El polinomio k{x) - k{x + 1) es de grada menor que p vy

L hix +1) - h(x)J (xP - x) es cero o de grada mayor o igual

que p. Por lo tanta fa igualdad anteriar se espera solo si

hix + 1) =h(x) y ki{x) = k{x +1), lvego por {1} puesto

que grad k(x)< p, se sigue que k(x) = k0€Rp y tenemos asi

que: gi{x) = h{x)(xP - x) + kg

Probemos chora por induccion que g(x)é Rp {xP - x ]

En efecta:




(i) Si grad g(x)gp, 9{x) = by€Ry ERPLXP - x].

(ii) Supongamos que si (n - 1)p<grod g(x)<np, nelN, en-
tonces g(x)é_Rp[xp - x}  (Hip. de induccién).

(iti) Si npzgrad g{x)e« {n + 1)p entonces, como:
g(x) = hi{x){(xP - x) + ko’ donde hi{x + 1) = h(x)e RP[XB
y odemés (n - 1)p <grad h(x)<np, se concluye por hips-
tesis de induccion que h{x)¢ Rp lxp - x] y por lo tanto

g(x)e Rp pr - x].

v) Si h{xP - x)& J(RPLXJ), consideremos el ideal a derecha:

D =D

_ h{xP-x)i + h{xP-x
h(xp_x)“{( )i + h( ) (x)

ieZ, g(x)c Rp[xp - x}&

Sea k{x)€ D, entonces k{x) = h{xP - x)i + h{xP - x) g{(x) para
algin i€ Z y algin g(x)eRp[xP - x}, yoosi ki{x +1) = k(x)

(ya que por (iii), (x + 1P = ( +1) = xP = x).

Como h(xP - x)eJ(Rp[x]) y k{x)€D, claramente k(x)€ J(R, X\
(por ser éste un ideal de Ry [X]); enfonces su cuasi-inverso k'(x) estd
determinado de manera Unica, el cuasi-inverso de k{x + 1) es K'(x + 1)
y como k(x + 1) =k(x), se tiene k'{x +1) = k'(x); ademds

k'(x)€ Rple y por lo tanto k'(x)¢ Rp pr - x] {por (iv)).

De lo anterior se concluye que el idedt D es cuasi-regular en

Rp[xp— x} y como h(xP-x)e D, se sigue que h(xP - x)eJ(Rp[xp— x ).

I—




Lema 1:

Si N = J(R{X)) 11 R entonces :

J(RIX]) #3105 implica N # {07

Supongamos que J = J(R(X}) # l[O‘\ y N =1JnR = 'LO}

Podemos elegir un polinomio f{x)& J, diferente de cero y de grado mini-
mo; sea f(x) = A Tapx t ... Fa, x" tal polinomio, entonces nz !
yaque JAR = tof.

Consideremos el automorfismo de RlX]) g(x} _5‘/_) g{x +1), como
f(x)€ J, entonces W(f{x)) = f{x +1)€J (ya que J es invarionte ba-
jo automorfismos de R[X]), asi folx) = flx +1)-f(x)eJ, pero

grad fo(x)< grad f(x) y asi la minimalidad del grado de f(x) implica

fo(x) = 0, esdecir: f(x +1) = f(x)y f{x+1)— f{x) =

n-1
na, x +...+(o]+02+...+cxn)=0, de donde no, = 0.
Consideremos dos casos :
1) Si R es de coracteristico cero, entonces Rp = {0} para todo primo p,

y asi para todo entero m 7 0 y todo elemento a 3 0 en R, se tiene
ma 7 0, por lo tanto, si f(x) = aj + aXx+ ... +a, x" con a, # 0,
¥ como na = 0, sé concluye n = 0, es decir f{x) = a5 €R y

. 4
a, 7 0, pero f(x)€J luego f(x)€ JNR, yos:’JﬂR?’—'},OI

Contradiccion.

10




2) Si R no es de caracteristica cero existe un primo p, tal que RP 7+ 50}
como na, = 0 y ademas n»1 (ya quesi n =1, ay =0, pero
JAR =i 0‘], luego f{x) = a, = 0, lo que contradice la eleccidn

de f(x) # 0).
, ez*
Semm:mm{k /kon:OYk7]§

Sea p un nimero primo que divide a m, entonces (%)On # 0 y cla-

ramente (-pm-)c:nf Rp’ sea h(x) = (Z)f(x) entonces h(x) € J y

-

grade de h{x) = grado de f{x),

Ademas ph{x) € J y el grado de ph(x) es menor que el grado de

f(x), entonces, por la minimalidad del grade de f(x) en J, ph{x} =0
y asi hix)é€ RP[X].

Se concluye entonces que h(x)e RPZX] f1J, hix} # 0 vy el grodo

de h(x) es minimo con respecto a los elementos no nulos de J; pero
RplX]ﬂJ = J(R,[XI), lvego h(x) J(Ry (X)), Ademés como
h(x)eJ y J es invarionte bajo el outomorfismo (£ de RIX],

tal que g{x) —L g{x + 1), entonces hi{x + 1}€J y por lo

tanto h(x + 1) - h(x) = h (x)e J y el grado de h_(x) es menor
que el grado de h(x) y osi la minimolidad del grado de h{x} en

J, implica h (x) = 0, es decir hix +1) = h(x); pero

h(x)e RplLX] , luego por proposicion 2 {iv), h{x)e Rplxp - x} .

11



’;_horc sabemos que h{x) € Rp (xP - x] y h(x)eJ (RP[XJ), luego

a roposicion 2 (v), se tiene h(x)e J(R, [xP - x]).
| prop

Consideremos el isomorfismo :

.

P R\ — RXP - x]

5

g(x) > g(xP - x)
n la proposicidn 1 y la nota que fe sigue, tenemos:

‘<J(RPLX3)> = J(Rpl_xp - x]), entonces h(x) = 90 (g(x)) =
P -~ x) para algln polinomio g()()é.J(Rp ) = JQRP IXle J,
- el grado de g(x) es menor que el grado de h{(x) (pues grado

de h(x)> 1) y se contradice asi la minimalidad del grado de h{x}

vl.usién: J(RIXD 7 {0 % implica N # ‘03 .

12




N = J(R{X}) AR es un nilideal de R.

eba
';Como J(RIXY) es un ideal en R X}, entonces J(R{X]) es un sub-
~ grupo aditivo del grupo aditivo R|X), también R es subgrupo aditivo
RIXY. Ademéds si a€ J(RIX))/ R y re R, entonces :
are J(RIX}) AR
"Q.y rae J(RIX))n R
‘ go N = J(RIX}) AR es un ideal en R.

2

Sea re N € J, entonces r(rx) = r“xeJ. (Por ser J un ideal de

2

. g(x) el cuasi-inverso de r“x, enfonces:

g(x) + r2x - g(x)(r*x) = 0

g(x) = -r?x + g(x)(r2x) (1)
glx) = -r2x + (-r2x + g(x)(sz))(rzx)
g(x) = - 2x = (2x)? + g(x)(Px)’

y sustituyendo sucesivamente (1) en cada nuevc expresion de g{x), se

+] ntl

= -2y - (r2x)2—(r2x)3— —(rzx)n -(r2><)n "'Q(X)(F?X)

n

comparamos coeficientes de x" en la igualdad anterior, encontramos

13




2n

que r“" = 0 y por lo tanto r es nilpotente; conclyimos entonces

que N es un nilideal en R.

TEOREMA

JREX)) = NIX) donde N = J(R|X})N R.

Prueba

Como N ¢ J = J(RIX)) y J esun ideal de R[X], entonces

NIXY ¢ J.

Consideremos e! homomorfismo candnico ¥ : RIX] — R[X]/ND(]’

cuyo nicleo es N|X] € J, entonces:

IN)= IR g = AT IRIXD % J(Rlxl/mx])

por Prop. 1.

Veamos que J (R'x]/N\X]){;— J(R[XJ)/N[X]:

] - -’
Si para cada anillo denotamos por A( el anillo obtenido por adjuncién

de unidad a A y si N'IX] = 503 X N[X], es facil prabar que

/)Y N 2= ® 1 )

2

(1)

Ademas, en general J{A' ") = J(A) {(ver & , Prop. 1 4.3, p. 16).

Luego J((Rr)(])(])) = J(RIX}) Y

(1)
J(Rtx]/Nm) . J((Rli/lel)(l)) -y (RIxXD) /N'[X])




'[X} = N{X}, se tiene que

S RO g = IR )

R
de lo anterior vemos que es suficiente probar que :

R /N 1x}) € J /i /nx)

L AT . . ”
Mostremos entonces esta Ultima inclusion :

)eJi(RlX})“)/N-ix) entonces r(x)E (], para todo ideal
o dérecha de RIX] /N [x)y ast r(x)€ /) para todo ideal /%
imal @ derecha, de (R} X] )“) tal que N']X]g/}, (por el teore-
{mespondencia); vero como NIX] & J(R]x]) = J(Rlxk(

ces N'Ixl g JRixIT) ¢ /3 pora todo ideal meximal a derecha
de RIXD™M wego r()e JRIXTTY 3 or lo fonto -

e

4 j;.(RixyN[XI) = JRIXI) iy = Y/NIx)

i'R/N enfonces Rlx]/NlX]; E,X]
:.SI
RUNIX] ——— RIXJ/NIX]

p(x) ——> plx) + N[X]

---ccién a RU N [X] del homomorfismo canénico ¥ de R[X]en

UNIVERSIDAD NACION A

S L P RPN A,
15
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Q(}/lel, se tiene Ker ()(/ = Ker T~ = le] Y
R UN[X1> :{ m€ RLX}/N[XI: p(x)ER U N[X]}

p(x)€T (R UNIX]D
& p(x)e RIXV/ iy ¥ PO)E R UNIX]

“ p(x)eR 6 ;(T) = 0

et

> p(x)e Ry 6 plx) =0

1P(X)€ R

el nto R UN[X\/NIX = R
é/le (R UNIXDAGx)) = [Jﬂ(RUNlX])J/N[x]

B ( JnR)UNlX])/NIX] (pues NIXY € J)

_ N U NJ| /N[x]

SR AR {0y i JRIXD) =18 Jpor toma 1); pero

R[x1) = J(RIX]/NIX]) = J/N[X]' Por lo tanto J/NIX] =16})

onde J = N|[X].

il

NI[X], donde N = J(R[X])/T R y N es un

J(R[X])




1. ANILLOS INVARIANTES Y FUERTEMENTE INVARIANTES

(1.1} Un anillo A es llamado invariante si para cualquier anillo B tal
que los anillos de polinomios A{X] vy B[X] son isomorfos, se

tiene que A y B son isomorfos.

2) Un anillo A es fuertemente invariante si todo isomorfismo :
G A[X] —_— Bl)q es tal que T (X) es un B-generador de

BIx]1.

Proposicién : Todo anillo A fuertemente invariante, es invariante.

Pruelf_ :

Sea A un anillo fuertemente invariante y B un anillo tal que
G: AlX] ——> B[X] es un isomorfismo, entonces T {X) es un

B~generador de BIX} y asi B [U'\X)] = BlX ]

17




Consideremos el B-algebra isomorfismo :

(- BIX) — B|X]

T(x) X

¥
iy

"_“éntonc'es (P o 07 A[X] —3 B(X] es tal que

(Peq-)(X) = ¢(U“(X)) = X y asi la imagen bajo (000- del

1, entonces AIX}/(X) = BlXJ/(x)

~——t

/Xy

>

/ixy

'o:AzAw] Bl Xx]

18



B

2, LA IMAGEN DE X BAJO SOBREYECCIONES

B un anillo y B{X} un anillo de polinomios sobre B;

x) = by + b]x t ... tb, x" induce un B-endomorfismo sobre

yectivo) si y sélo si V/(x) = byx + ...t b, x" induce un

B - endomorfismo sobre (respectivamente inyectivo).

onsideremos la aplicacién (f: BIX] —> B{X] tal que

1l

by * x y sea “f": B(X] R B[X] tal que

+ x, enfonces:

) (x) = F(J)) =T (b, +x) = - by + (b +x) = x

Jo tanto | admite inversa, es decir ( es biyectiva y Ly |
ra: (Yo d)(x) = W(dx))

W (by + x)

W (be) + ¢ (x)

by * byx + ... b, x"

=P

19



' {Fuego: gz/ o g = (P .

Y en consecuencia @ (p es sobre si y sélo si {/ es sobre; (p es
'.fnyectivo si y sélo si {4/ es inyectivo.

£

posicitn :

B-endomorfismo h: B[X] — BlX] inducido por

3

)=x+h2x2 + h3x + ... +hnxn, con hif.B es inyec~

P ebCl :

"pEBIX} Y P T P, +p]x +p2x2 t oo+ op, x" . Enfonces

7

o h(x€) = pp (h(x))

pk(x + h2x2 + ...t hn x”)k

i

20
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i

Esto es:

(Po +@o) + (P] x * @]) + (P2X2 +g02)+'-° +(ann+@n) =0 (v

-

 En consecuencia: p, = 0 (por ser el Gnico coeficiente de x® en

o
("I)) y asi:
;3= h(0) = hip,) = py x° + @y, de donde 0, = 0.

®
De manera que el Unico coeficiente de x en (1) es py y osf

0, ¥y 0= h(0) =h(py) =p;x+Q@y; lvego Py =0

r.fs;:'u que pora 1=r<k, p. =0y (. = 0; entonces p =0

por ser el Unico coeficiente de XK en (1)) y 0=h(0) =h(p)

ff- xk Q- Luego ¢, = 0.

De lo anterior se deduce que p = 0 y asi Ker h = 0 , es decir

es el centro de un anillo B, enfonces CI{X ] es el centro del

de polinomios B[X].




"l DE COLOMBIA

B3 AV Y R e
~ las siguientes afirmaciones son equivalentes:

.. 1) bo' b], cee, bn pertenecen al centro de! anillo B, b] es ung
unidad y b2, bs, ..., bn son nilpotentes.

~ (2) El B-algebra homomorfismo de BIX] en B[X] inducido por

X — b +bh J-(‘F..."'bnxn es sobre.

o 1

El B-algebra homomorfismo de B[X] en B{X] inducido por

X —_— bo + b] x + ...+ bn %N es un isomorfismo.

"-u eba :
1) == 2)1 Sean by, by, ..., b, elementos det centro de B, tales
‘V"Aife b] es una unidad y by, ..., b son nilpotentes.

‘ (P: Ble —_ B[X] el B-algebra homomorfismo inducido por

"."'——5 (-P(X) = Z bixi,
3 i=0

veamos que (P es sobreyectivo: Sea C el centro de By sea f la

-sh‘-iccién de (P a C[X}; como biE.C para todo iG{O,],..., n}

L

entonces I (x) = i b. x'€ C[X], ademés F(C) = C y Ces
A anillo conmufc:tivlo—c?on identidad (por ser el centro de B), enton-
stﬁsondo el teorema de Gilmer para el caso conmutativo (Teorema
n (4 J concluimos que f es un Tsomorfismo de C{X1 en C['X}-)
lo tanto existe p€& C{X] tal que P(p) = f(p) = x y como

< B[X], entonces 90 es sobre.

22
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}donde b, es una unidad y by, bg, ..., b

1) = 3)] Sean by, by, ..., b, elementos del centro de B

A

n elementos nilpotentes;

éE:)mo 1) => 2), (P es sobre.

Veamos ahora que (,0 es inyectivo. El endomorfismo h inducido por
~1 -1

x s h(x) = x4 (b2)  byxZ + .t (bM) b K"

nyectivo (ver proposicién 2.2).

'?'_eandomorﬁsmo g inducido por x — g(x} = b] x, es biyecti-

X Tt br;' x" (por ser los bi centrales)

g es biyectivo y h es inyectivo entonces [})= g, h es inyec-

por la proposicién (2.1) concluimos que W es inyectivo,

23




3) = 2)] . Es obvio.

o

"2) =5 1)] . Sea C el centro de By supongamos que el B-algebra

Pl
‘homomor fismo gﬂ inducido por x — by + by x+ ... +b, x" es so-
T

entonces :

C|X1 es enviado mediante (p en ClIxX] (por ser ClX] el cen-

fro de B[X]}) y por lo tanto bo, by, v, b, son cenirales.

i

Veamos que b] es una unidad: Sea B = B/(b]) y sea b€ B,

n

nces por 2), la aplicaciédn x ———> b_ + bl x t ...t bn X

o}

ce un B-homomorfismo sobre W : BX ] —- E[X]; pero co-

: b] ] O’ se fiene que x f——-—-———)EO +E‘2X2+"' +bn xn = (//(x).

decir :

£8) Wx) + 5 (W) o+ g (WO =B

b4

de donde b = 0 (pues en el polinomio de la izquierda el coeficien-
de x es cero); por lo tanto b € {by) (contradiccion t). Luego

es uno unidad.

Veamos que b2, ba, o vy bn son nilpotentes: Sea:

'b0+b]x+...+bn><n, y
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. a, 2 by
= x+b b x2+...+b ' b x

Pue fb.que el B-algebra homomorfismo (,D, inducido por x ——y

obre, existe :

E A
.

k n
- qfx) = Z q; x', tal que
i=0

= (p(q(x)) = (P(Z qixi) = 3 qi((p(x))i = Zéqi Y.
‘ i=0 =0 =

,,.B[-X] = B{Y); ademés por la proposicién (2.1) y por ser
una unidad, el homomorfismo inducido por x ¥—> z es sobre y

r lo tanto BlX] = B[Z]; en consecuencia B[Z ] = B|X] = B\»Y].

Si X =C +CZ+Cz%+ ... +C Z", con GEB,
m I

r

2

1,2,..., m ( , entonces:

1 2 -1
b2x +,...+b] b, xM)

+ G (x + by b2x2 + ... +b]'] b x")

+ Cl(x+b]"
1

+ Cy(x +b]'] b, N +b]"1 b x")

T+ Cm(><+b]_] b2 ><2+ + b7 bn xn)m

e obtiene de la anterior igualdad :

}

'i_
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k. = _ _ N -1
.le] by +C, =0 = C, = C b, = -b b

LI 1 2

1 i

- _ I
by #2 Cyb " by +Cy = 0 = Cy=2(by by

2
2 3 )

BRC b

-1

1

1“-Como todos los b; son elementos de C y Ces un subanillo de B en-
_.ﬁfonces Cor G Gy, G5 estan en C; y continuando el proceso se
puede probar que paro todo i € ))O, 1,2, ..., mg , G €&C; luego por

la versidén correspondiente para el casc conmutativo, se tiene que pa-

ra ié)lZ, 3, 00, n}, by b; es nilpotente y como by es cenfral, se

concluye que para i¢ {2, K ni, b. es nilpotente.

1

rolqrio :
A y B anillos con identidad y sea G : A[X] — B[X]

;,; homomorfismo sobre, tal que 0 (A)C B, entonces T (A) = B,

U es sobre, y T(A)E B, se tiene:
B[x]) = T (alx]) =T (an[o)]c 8 {o0)];

més como U (X)€ BIX], B[O_(X))C B [X]; asi que
X)] = B[X}; entonces el B-algebra endomorfismo :

-‘ {X] — B[X] inducido por X F—=> [ {X) es sobre y por el

26




remc anterior, f es un isomorfismo, Asi f—}o T AlX] — B[Xl

-1

es sobre y (fh]OO")(A)C_B y (f ,a)(x) = x.

ntonces (f_]‘,G") envia (x) en (x), luego (fh]

omo f(B) = B entonces f(f_]o aT){(A) = f(B) = B, ésto es:
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3. UNIDADES DE UN ANILLO DE POLINOMIOS, A |X]

cidn: Si B es un anillo, denotaremos por B* el grupo de uni-

dades de B.

un anillo. Entonces (A[X})* = AV s y sdlo si A no tie-

: elementos nilpotentes diferentes de cero.

que A tiene elementos nilpotentes diferentes de ce-
- )
sea ae A, a # 0 tal que @ = 0 para algin entero positivo k,

onces 1 *+ ax es una unidad no constante de A{X] ya que:

x)( 1 -ax +a?x% - oo + K71 xk_T)

2 2 4 kT k- 2

a%)é+ox~... +ax -« x2+... k_]xk_]+0

+1

qa
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_].SupongomOS que A no tiene elementos nilpotentes diferentes

-§ea_f(><) = Z a; x € A{X] una unidad (n2 1) y sea

b m .
.]iig(x) = Z bi x! el inverso de f(x); entonces:

m+1

+m

= 0o by tagbyx tagb, x2+...+o]box to.tayb o x

e

1y

+ootapb "

- CGmo nzl, ab_ =0, veomos por induccién que:

upongamos que a. b = a b = ... =a b =0 paa 50
1
~y veamos que: ap b(m_s)_] =0 =aq, bm—(sﬂ )
"'.;. :
ntm~ (s+1)

onsideremos el coeficiente de x n f(x)g(x), éste es:

" R bm“(Sﬂ)_ Tana bm-—s * =2 bm-sﬂ HEEE n-(s+1) bm =0

-
LR §e

como a_ bm—k =0 pora k eiO, Y., sj, entonces :

.f"a 2
ek qn) = (bm-k an)(bm._k on)
A = bm-k (Cln bm_k) Cln
= 0
go. bm-k a_ es un elemento nilpotente, asi que bm-k a, = 0,




e e g g RO

e 6{0,1,..., s}. Por lo tanto, multiplicondo h por o, se

ha, = a, br-(s+1)% T 9oy byos O Feee F Q- (s+1) bm %
% Pm-(s+1) % -

'que:

b2 = (ab )b

a-{s+1} % Pm={st1) 9n/ Pp=(s+1)

= 0

go a, bm—(sﬂ) = 0 pues A no tiene elementos nilpotentes dife-

rentes de cero.

consecuencio o by, = 0 y como a, b = b,a, = 1, es decir
~es una unidad, entonces a, = 0 paro todo n 21 y osi los uni-
s de A [X]) son las trivioles, es decir, (A[X])’r = A",

plo 1

a * *

es un dominio de integridad, entonces (DlX]) =D.

52
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s .
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 Gomo Ap no tiene elementos nilpotentes diferentes de cero, cualquie-
ra sea el ideal primo P de A, entonces ﬁAP = 1 0}; pero para fto-
; _;da parte myltiplicativa S de A, se tiene que:

S']}/ZA =ﬂ5_]A (ver [ 5], p. 48), asi que para S = A - P,

b se tiene (ﬁA)P = WAP = 10 j, para todo ideal primo P de A,

luego ?/(A :)l()\ (ver [5], p. 50). En consecuencia, por (3.1),

B
4
1 *

(A[X])" = A

- Gorolario :
Si A es un anillo sin elementos nilpotentes diferentes de cero y ge-

*®
nerodo como anillo por A enfonces A es fuertemente invariante.

. Prueba :

 Sea T: AlX} — B[Xl un isomorfismo de anillos. Sea b €B
 al que existe re€ z* que satisface b" = 0, entonces por ser

- un isomorfismo existe ae€ A, tal que 0 (a) = b, entonces

1_?{]'-(q") = (g(a))f =b" =0, ycomo ¢ es 1-1, se tiene que
sﬁr = 0; pero A no tiene elementos nilpotentes diferentes de cero

)

'y por lo tanto @ =0, y asT b = 0 (a)= T(0) = 0; se concluye
‘enfonces que B no tiene elementos nilpotentes diferentes de cero y

i<

@3.1) (BlX])* = B . Ademds, como U es un isomorfismo,

a unidades en unidades, asi que T(A*) =B" y ya que A" ge-

31
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nera a A como anillo, para todo a€ A, a es suma finita de pro-
ductos finitos de unidades de A, entonces O (A)C B y por ser

sobre, se concluye por {2.5) que T (A) = B.

Asi: B[X] = U‘(A)\_U'(x)} = B{O'(x)]; lvego T {x) es un

B - generador de B[X.S y por lo tanto A es fuertemente invariante.

(3.5) Ejemplo 3

El anillo Z de los nimeros enteros es fuertemente invariante.

(36) E'[emplo 4

Todo anillo de division es fuertemente invariante.

Ejemplo 5

El anillo A = Z{i) = )O +bi/o,b€ Z} de los enteros Gaussianos,

es fuertemente invariante.
* L -
En efecto, A = 1, -1,1, -i

A=Z(i) =X A* > y ademds Z (i) no tiene elementos nilpoten-

tes diferentes de cero.

Corolario :

Todo aniltlo local, sin elementos nilpotentes diferentes de cero, es
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fuertemente invariante.

Basta demostrar que A es generado como anillo por AT,
En efecto, si A es un anillo local y Wrsu ideal maximal, entan-
ces A - A"C 777 (ver 15), prop. 1.5, pdg. 4), ademés ?7[ no
contiene unidades (ya que si u€777 y u es una unidad,

1 = vule 77, luego 77= A), entonces }77= A- A"y ya

que 77 es el Unico ideal maximal de A, entonces el radical de
Jacobson de A es 777 y se tiene que x € )7, si y solo si para to-
do ye A, 1 -~ xy€ A*, enfonces 1 - xy = vé& A" para todo
y €& A, en particular para y = 1, se tiene entonces 1 - x = ue-:A*,

*
luego x = 1 - u, es decir, x es generado por elementos de A .,

*
Luego todo elemento de A es generado por elementos de A y como
A no tiene elementos nilpotentes diferentes de cero, entonces por

(3.4), A es fuertemente invariante.

TECREMA
Sea A un anillo con centro C. Si C no tiene elementos nilpoten-
tes diferentes de cero y C es generado por C" entonces A es fuerte-

mente invariante.




ey

yE COLOMBIA

JOTECAS
L 10 \

Sea ¢ : AlX] —b BIX] un isomorfismo y sea D el centro de

B, entonces T (CIiX}) = DIX]. Ahora: Como C no tiene ele-
mentos nilpotentes diferentes de cero y C es generado por C*, en-
tonces por (3.4) C es fuertemente invariante y como :

6: CIX) —> D)X} es un isomorfismo, se tiene que G (x) es un

D - generador de D[X].
Veamos que O (x) es un B-generador de B Ix1:

Como T (x) es un D-generador de DLXL entonces el homomorfis-
mo de D[X] en D[X] inducido por x > 0 (x} es sobre, luego
por el teorema (2.4) G (x) = b, + by x, donde b] es una unidad
y by y by son centrales (by =bg = ... =b, =0, ya que D no

tiene elementos nilpotentes diferentes de cero, pues C no los tiene y
CIX} es isomorfo a DIx]); por lo tanto el homomorfismo de B{X]}
en BIX] inducido por x —% (" (x) es un isomorfismo y asi @ (x)

es un B-generador de BIX]. En consecuencia A es fuertemente in-

variante.

Corolario :

Si A es un anillo, cuyo centro es un compo, entonces A es fuerte~
mente invariante. En particular, todo anillo simple es fuertemente

invariante.
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Prueba

1) Si el centro C de A es un campo, entonces C no tiene elemen-
*
tos nilpotentes diferentes de cero y C es generado por C , lye-

go por {3.9) A es fuertemente invariante.

2) Si A es un anillo simple entonces los Unicos ideales de A son
Ay {Oz, luego A es un anillo local y su Gnico ideal maximal
- *
es 10\, asi A = A - {Ok, por lo tanto el centro C de A
es un anillo conmutativo y todos sus elementos diferentes de ce-
ro son unidades, es decir C es un campo y por (1) A es fuer-

femente invariante.

- (3.11) Corolario :

Todo anillo artiniano  semisimple es fuertemente invariante.

(3.12) Ejemplo 6:

El anillo Mo (Z2 ), de las matrices 2 x 2 con componentes en Zyg
es fuertemente invariante. También M, (Q): anillo de matrices

2x 2 con componentes racionales es fuertemente invariante.

Prueba

Es suficiente probar que M2 (Z5) es anillo simple.

Sea Dﬂ, un idecl de M2. (Z,), og_, o {0& y sea A €l, tal que




L

A % 0, entonces A es equivalente por filas a una de los siguien-

tes matrices :

{‘10 10} 01} 11]
F, = . F, = . F, = . F, =
] 0 1 2 0 0 S Y lo o

Ademas si A es equivalente a F;, i Eﬂ], 2, 3, 4}'exis’re una mafriz

P que es producto de malrices elementales tal que PA = F, y como

AE .i_ entonces F; € og-

i) Si A es equivalente a Fy, entonces F, E.og._ y asi ] Q-oL,

luego OQ_= Mo (Zz)-

i) Si A es equivalente o Fp, entonces Fp& i y ademas :
0 1 i 0 0 1 o 1
T 0 0 0 1 0 0 0
i 0 110 1 0 0
,Uego F3€ y SI F5 = =
1 0JLt0 0 0 1

F5€i, luego Fp + F5 = le-i, luege Oﬁ,*—’ Mo (22).

iii) Si A es equivalente a Fa, F3€a€’: entonces por ii) F5 EaZ

Y como @

0 1
Fo = Fg [ } entonces  Fo 60@ .
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y asi F2+F5 =I€0L.

Por lo tanto oﬂ,= M2 (ZZ)‘

iv) Si A es equivalente a F4’ F4 gir entonces F2€9£ pues

F2 = F4
0 1
1 0 1 1 0 1
Ahora : F2 + F4 = + = = F3 éﬂz‘
0O 0 0O 0 0 0

y por ii) F5€‘7Q, luego: F, + Fg = Iéi

Por lo tanto Oﬁ\,-"— My (Z5).

Andlogamente el anillo MQ(QQ) de las matrices 2 x 2 con compo -
nentes racionales es un anillo simple y por lo tanto es fuertemente

invariante.

(3.13) A continuacién extenderemos el teorema (3.1) y anotaremos condicio-

. *
nes necesarias para que (A LX-}) conste de elementos de la forma:

a. +ta, x+ ... ta x"

o ! n donde a_ es unidad y Ay, g, e, @

r (o] n

son elementos nilpotentes.

(3.14) Lema 1:

Si aes un ideal de un anillo A, tal que (A/a) no tiene elemen-

tos nilpotentes diferentes de cero, y si q, +ayx+... +a,x" es

o
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una unidad en AlX], entonces a. es una unidad y Ay, Qg ee, @

0
estan en Q .

Prueba

Sip=a, tayx+ ... fa x" es una unidad en A[X], entonces

existe q = bo +b1x+ +bmxm, tal que :

1 = pgq =(00 tapxt... +onx”)(b0 thyx t.. 4 bmxm)

r

luego ag b, = 1 = boo es decir a. es una unidad.

o’ o

Consideremos chora el homomorfismo canénico :

#_‘ A[X] — (A/&)le definido por :
T bty = T b
1=0 i=0

n
como Y’ envia unidades en unidades, "r"(p) = E a; x' es una
i=0

unidad en (A/Q)[x], pero por (3.1) [(A/Q) [x]] * z-(A/Q)*

ya que (A/&) no tiene elementos nilpotentes diferentes de cero, en-

n »
tonces 3 a: x' es una unidad de A/d ; asi que:
n 1=0

.z]'cl—ixi = 0 y por lo tanto E] 252 = ... =a, =0, es de-
|=

Gir, Ay, Gpgevey 9 estan en Q
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(3.15) Gorolario :
Si el conjunto ?7 de los elementos nilpotentes de A, forma un ideal
de A, entonces una unidad en A[X] tiene la forma:

n *
a, tayx * ... ta x, donde a € A y ay, 02,...,on6 77

Prueba

Si 77 es un ideal de A, tomese Q = 77 en el lema (3.14), pues

A/?T no tiene elementos nilpotentes diferentes de cero.

(3.16) Proposicién:
Sea A un anillo, tal que para x, y en A, xy =0 implica yx = 0;
entonces dado un elemento x en A, tal que para algln entero posi-

tivo k, <K = 0 Y Yy Yoreeer Y, elementos de A, se verifica

XYpq XYy ver XY T 0.

Prueba

Si XK = 0, entonces xK y1 = 0 vy esto por hipatesis implica :
xk] Y% = 0 vy xk1 YyxYa = 0. Por lo tanto xk_z,y] X YopX = 0

y por induccién se llega a XYy XYy eer xy, = 0.

(3.17}) Lema 2:
Sea A un anille tal que para x, y en A, xy =0 implice yx = 0.
Entonces el conjunto 77 de los elementos nilpotentes de A es un ideal

de A.
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Prueba

i} Sean x€.7?, y € A, enfonces existe un entero positivo k, tal
que K =0 y por la proposicién anterior se verifica (xy)k =0
es decir xyé??; ademds como XY| XYg e x'yk = 0 enton-
Ces Y XY XYy e XY X 7 0 y para y: =y, i€ 41, coes k}

se tiene (yx)k =0, y asi yxé)’(.

k

ii) Sean x,z€ ?/[ y sean k y r enteros positivos tales que x* =0
r . s k+r s
y z = 0, entonces en la expansidn de (x - z) ', cada térmi-

no es un producto en el que aparece x repetida como factor al

menos k veces o z repetida al menos r veces y como conse -

cuencia de la proposicidon anterior todos sus términos son iguales

k+r .
a cero, lvego (x - z) = 0, es decir x- z € 7Z

{3.18) TEOREMA
Sea A un anillo que satisface las hipdtesis de (3.17). Entonces

*
AlX]" consta de elementos de la formo :
Go+ax+...+axn

1 n™ /

*
con a € Ay Qyreess g elementos nilpotentes de A,

Prueba

Por (3.17) y (3.15), las unidades de ATX ] son de lo forma indica-
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(3.19)

da en el enunciade anterior.

*
i : = + + ..o ta X"
Reciprocamente :  Sea y = a a x a X s con a & A
Y ays Gyseee ap nilpotentes; podemos asumir a, = 1 y asi el in-

verso de y en el anillo de series formales de potencias de x,

m

...+ m 4 = .
Al[x]}, es 1 +b]x oot b ox ... donde b, chciz“'
y iyt 32 .ot ik =m vy existe un entero positivo N suficiente-
mente grande, tal que para todo mz N, en cada sumando de bm apa-
rece al menos un a, repetido como factor k; veces donde ki es el

ki

orden de nilpotencia de a; (es decir a;’ = 0); luego por (3.16) se

sigue que para todo m %N, bm =0 y por lo tanto el inverso de y

pertenece @ AIX], es decir y es una unidad en AIX].

Notacion
En lo que sigue para un anillo A, J(A) denota el radical de Jacob-

son de A y N = JAIXT) NA.

Nota:

De acuerdo con los resultados presentados en el Lema 2 y en el Teo-
rema central de lo seccién 0, se tiene J(A[X]) = NIX], donde

N = J(A\X‘) A y N es un nilideal en A; asi resulta intere-

sante el estudio de la siguiente proposicion :

41
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(3.20) Proposicidn :
Sea A un anillo cuyos elementos nilpotentes forman un ideal 77de

A. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes :

) I =Y 1x)
w
i) A[X] consta de elementos de la forma a, tayxt...ta, x"

a_ son elementos nilpotentes de

*
donde ooéA Y ayr Gg, .-y

A,

Prueba

[1) = i))]. Es inmediato por (3.15).
[ii) =% i)}. Supongamos que ii) es cierta y sea:
p(x)€ J(A[X]), p(x) =p, + Py x et p X",
enfonces para fodo q(x)€ AX], 1 - p(x)q(x) es una unidad en
A[XJ, en particular 1 + p(x).x es una unidad en Al X], es decir
2

1+ pg x +p]x + ... _,_pnxnﬂ esta en A[X]*; luego por ii):

Por Pyrees P, sON elementos nilpotentes de A y asi p(x)e€ V(IX]

Ahora :  Sea p(x)éﬁlX], es decir p(x) = p, * p]x+...+pnxrl
donde para iéiOﬂ,...,n}, pieﬁ, y sea :

s q(x) = 9, * 9y X ooty X" elementos de A[X], entonces
como 77 es un ideal, los coeficientes de p(x)q(x) son sumas fini-

d duct + q. . L€ A ideal d
tas de productos plqj con ple‘ﬁ, qJ y como 77 es ideal de

A, tH - q. €M, deci € X, i
se tiene p; qJ ?{ es decir p(x)q(x} )1]_ I, luego por ii)
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1 - p(x)q{x) es una unidad de A['Xl y asi (por proposicién 2.4

en [6), p. 5), p(x)& J(A[X]).

(3.21) Consecuencios :

1)

Si el conjunto (}T de elementos nilpotentes de un anillo A es
un ideal de A, entonces por (3.15) la afirmacidn ii) en (3.20)

es cierta y por consiguiente : J(ATXT) =7Y \X‘S

Si A es un anillo tal que }/ C J(AIX]), entonces como J(A[X])
es un ideal de A[X] (ver 3.8 en [6), p. 9), se tiene que
7’( |X) << J(A[X)), pero J(AIX])) = NIX], donde

N = J(AIX)) N A; ademés N es un nilideal de A y asi
NE 77 y por lo tanto N[X]C N1X], lvego:

J(ATX]) = NIx] =R Ix].

En particular si A es conmutativo, 77 g_J(A[X]) y 77 es
un ideal de A (ver [6]}, p. 23), entonces se satisface (3.20)
y se tiene que J(A]X]) = N[X] es equivalente a i) y a

ii) de (3.20).

Si A es anillo conmutativo y ?? es el nilradical de A, enton-
ces ?Y IX] es el nilrodical de A]X] (ver 15], ej. 2ii), p. 12)
pero por (2} 7?[)(] = J(A[X]) = N[X], luego N X}, es

nilradical de A[X].
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4) Si A es un anillo Artiniano, ’)z = J(A) (ver prop. 6.8 en
[63 ), luego ’)7 es un ideal de A y por (3.15) las unidades

n

de A[X) tienen la forma oy +ayx + ... ta x con

o}

*
a, € Ay G s Qg e, A, nilpotentes; luego por (3.20)

JATXY) = (Janix).

5y Si A es un anillo artiniano o derecha entonces J{A) es un
ideal nilpotente, luego J{A)C ?7 y asi (J(AN]X] C%lXJ
y si ademds 7? es un ideal de A, ~entonces por (3.15) y (3.20)

JAIXY) = W Ix) y ast (anix) @ Jalx).

6) Si A es un anillo conmutativo con unidad tal que todo ideal no

contenido en el nilradical, contiene un elemento idempotente di-
ferente de cero, entonces ’)7= J(A) (ver {6] prop. 6.10) y

por (3.20): J(AIX])) = (J(AD[X].

(3.22) Observacién 1:

*
En general A[X] 'y e! conjunto de clementos de la forma
n * .
a, tayx ... ta x’ con g€ Ay Ay, Gy ey 9 nilpo~

tentes no son comparables, ésto lo verificamos mediante los ejem-

plos siguientes:

Ejemplo 7:

Sea Mo (@) el anillo de las matrices de orden 2 x 2 can compo-
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nentes en el conjunto de los nimeros racionales. El elemento :

2 1 0 0 © 0 1
Y=AO+A'IX+A2X= + x -+ X2
0 1 1 0 0 0
es tal que Ao es una unidad de Mz(@), Ay A2 son elementos

nilpotentes; veamos que Y no es una unidad en (Mz(g@))lx]

En el anillo de series formales (Mg (@N[IX]}, consideremos el in-
verso de Y como :

1 0
Y'={ ]+ Byx + ByxZ b 4B X"+

0 1
y veamos que para todo k,

12 si k= 0 (mod 3)

B, =4 -Ay  si k=1 (mod 3)

~A k =2 (mod 3)

2 si
] 0

Esto puede verificarse si iguvalamos YY' q [ J y comparamos

0 1
coeficientes; antes efectuamos los productos Ay Ay y A, Ap .

SOl ] N B

WIS 76D Ty TN R
UN Vi KSIDAD NAC fONA:

BIBLIOTRN A CRYTYR &
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y se tiene: A Ay + A Ay = I
ademas : A'I =0 y A

Consideremos ahora los coeficientes de YY'

AoBy = (L)Y =1,  (pues A, = 1, = By)

El coeficiente de x :

El coeficiente de x2 :
- ' _ 2 _
0 = A By + AyBy + AyB, = By - Ay + Ay = By + A
lvego By = - Ap
3:

El coeficiente de x
0=A083+A182+A281:BS—A]A2—A2A]=BS—12

luego B3 = 12

4

El coeficiente de x

It

B4+A

N o

0 = A, By +A183+A282=B4+A]—A

luego By = —A]

Generalicemos por induccidn :
I, si k=0 (mod 3)

1 (mod 3)

il

Supongamos que By =4 -A si k

- A2 si k

1

2 (mod 3)
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ket en YY' e5:

El coeficiente de x
0 = Ay By * Ay B ARy = By + AYB +HAB

yoasi By = <A B - Ay B

i) Si k+t1=0 (mod 3} entances k =2 (mod 3) vy
k-1=1 (mod 3), lvego B = -A, y By = - Ay,

c:sr que Bk+] = A-I A2 + A2 A] = _]:2

ii) Si k+1=1 (mod 3) enfonces k =0 (mod 3) y
k = 1= 2 (mod 3), luego B =1, y By = = Ay

por lo tanto B4y = —A] t Ay, = - A

iti) Si k + 1= 2 {(mod 3) entonces k =1 (mod 3} vy
k -1=0 (mod 3), lvego B = -Ay Yy By = I

. 2
y asi By = —A] - AZI2 = - Ay

Asi queda probado que Y'é (Mz(@))[XJ, es decir Y no es una

unidad en (M2(@))[X]

Ejemplo 8:

En el anillo (M, (@) [X], el elemento
] | 10

Z = AO + A'IX = + X
-1 ) 10
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es una unidad y no tiene coeficientes nilpotentes.

Prueba
i R
Al = L
© 2 |1 1
" 1 0 1 0 o 1 0 0 0
AO Z = + = X = t X
2
0 1 2 0 0 1 10
. 1 o} fo o
, X . _ +
Ao Z es una unidad ya que si Y o 1 R L
. -1
se verifica (Ao ZYY = ]2

N o o] \[1 -1
Ahora : YAO = > + X

v Z(YA) =1,

Luego YA;] es el inverso de Z en Al_X], es decir Z es una

unidad de A[X].

Sin embargo A] no es nilpotente pues A]2 = A] y por lo tanto

k
Ay = A % 0 para todo entero positivo k.

(3,23) Observacidn 2:

La condicién ii) de (3.20) no es necesaria, para que un anillo sea
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fuertemente invariante; . se puede concluir facilmente de los ejemplos
6, 7y 8 que N\z(@) es fuertemente invariante y no verifica dicha

condicién.

Concluiremos esta seccién con un teorema que establece condiciones
para que un anillo sea fuertemente invariante mediante el radical de
Jacobson y en este sentido la proposicién (3.20) y en particular su

condicién i1) es atil,

(3.24) TEOREMA
Sea A un anillo y R = J(A} si se verifica J(A[X]) = RLX.)

y A/R es fuertemente invariante; enlonces A es fuertemente inva-

rianfe.,

Sea B un anillo cualquiera y sea @ : A{X] — BLX] un iso-
morfisma de anilloes, camc el radical de Jacobson es invariante ba-

jo isomorfismos (ver proposicién 1y nota 1 en la seccién 0}, enton-
ces T (J(AIX])) = J(B[X])), pero por hipdtesis J(A]X]) = R[X]
y ademds J(B[X]}) = MIX], donde M = J(BIX}) (VB es un nil-
ideal en B (ver Lema 2 y teorema en la Seccién 0), luego,

G—(RLX]) = M{X]. Sea T(x) = b, +byx + ... bnxn, b€ B

y consideremos el isomorfismo SI/: (A/R)lX] —_— (B/M)[X]dado
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por : (/= 47, T @

!

A gy > 20 /mix)

’ e
Ax] —— B [x]
N4

donde: O es el isomorfismo inducido por T .

Q. ArIx] —— AlX}/R]X]

Z_;:Ei xi > ZO: a; xi

~ B[XJ/MIX] —— Ewlx]
En: by ! \‘“"—'35:; !
=0 i=0

.Se tiene : W(x) = Eo + E] x *t ...t gn x"  donde bi denota la

clase b; + M en B/M. Como A/R es fuertemente invariante V(x)
es un (B/M)—generc:dor de (B/M)[X] y por lo tanto:

(B/M)[Y(x )] = (B/M)[X]; asi el homomorfismo de :

(B/M)IX} —_— (B/M)IX.B inducido per x > W(x) = Eo +_l;1x+.,_ +

es sobre y por (2.4) E] es una unidad en B/M y E2r"‘r En son

—— - —

nilpotentes en B/M y by, by, ..., by, son centrales. Como M es

un nilideal en B, M £ J(B) vy E] es una unidad en B/M existe

c]é_B tal que b]cl - leM C J(B); asi que b]c]— YV =y € J(B),
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eatonces bycy = 1 +y y 1ty es una unidad en B (ver 2.4 en

(6)), por lo tanto by es una unidad en B,

Ahora : Como Ez,..., 5

, son elementos nilpotentes en B/m, exis-

r

- r2 n
ten enteros positivos ro, ..., r tales que b2 PR bn pertene-

r nf

cen a M; y como M es un nilideal en B, se concluye que:
r2 n o

b2 ,+e-, b son elementos nilpotentes en B y por lo tanto b2, vee, b

n £on

son elementos nilpotentes en B.

De lo anterior se puede concluir usando (2.4) que G (x) es un

B -generador de B\Xx y asi A es fuertemente invariante.

(3.25) Corolario :
Todo anillo artiniano (o izquierda o a derecha) es fuertemente inva-

riante.

Si A es artintano (a izquierda o a derecha), entonces J(A) es un
ideal nilpotente de A y J(A) =7? , donde }7 es el conjunto de
elementos nilpotentes de A (ver 6.8 y 6.9 en |6]); asi que por
(3.15) y (3.20) se fiene J(AIX)) = (JADIX]. Ademds A/j(a)
es artiniano (a izquierda o a derecha) y por 6.12 en 6], A/J(A)

es semi-simple, luego A/_](A) es fuertemente invariante (por 3.11).
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De lo anterior se concluye, usando (3.24) que A es fuertemente

invariante .
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4. DOMINIOS FUERTEMENTE INVARIANTES

(4.1) Sea D un dominio de integridad y sea K el campo de fracciones

de D.

*
Sea SO={X€<D>/X?&0}
donde (D*>: es el anitlo generado por las unidades de D,

Definimos :

-1 d/s d -1
Dy = 5 D:{//SGSOAC’ED}QK (con <7 ° d)
e <D}V
¥y sea S] = {X ] /X%OS
-1 _Jdsfs
Dy = %y Dr{ /seS],\ déD]}

Para n » 1, definimos:

R B d/s
Dn - Sn_] Dn—'l N { /seSn_] ~ d&Dn__]}

y Snz{XE<D:>/x%0}
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(4.2) Observaciones:

1) Cada S, i€ {O, 1,2, T, es un subconjunto multiplicativamen=-

te cerrado de D; .

En efecto: 1€5; y si s, s' son generados por las unidades de

D;, también ss' es generado por los unidades de D;, es decir

ss'€ 5.
~1 - . cr
2) Para nxz]1, Dn = Sn—] Dh-1 es un dominio de integridad.
Por 1) D] = S;] D es onitlo conmutativo con unidad;
d d dy d
ademas : d.2 - = 12 - 0
SV 5, Sy
==,»“’d]d2=O:—>d]:Ood2“0
d d
= _l = (0 & _‘2 = 0
3 52

~S
4) D = U Dn es un dominio de integridad.

neZ+
S ~
5 D, =D

S _

—~ —~
Dm: D < Dy. Veamos que D, = D:

Sea «x G,S entonces x = -g— donde S es suma finita de produc-

]
tos finitos de unidades de D y de€D;




6)

7)

Pero, dadas Upr Ugyever U unidades de D, existe ne z*
tal que v, , u U v u-] u—.| estdn en D

17 L k Y 1 7 2 recr Y n
y como D_ es dominio de integridad, las sumas finitas de pro-
ductos finitos de elementos de D, estan en Dy. Ademds exis-
te meg Z+, tal que d€D yaque de D, luego %—E D+
donde N = mdx (n,m) y como D1 C D se concluye que

DTZD'

S5i denotamos por K, n€& INg, el campo de fracciones de D,

se tiene que ¥ neZ', K¢ K, & K, .

th que: DT D, C Dy Ky y K, esel menor cam-

n

po que contiene a Dy K el menor caompo que contiene a D]

Pero ademas: Como D C D] < K, entonces K] < K; luego
K = Ky, andlogamente pora todo n,
D = Dy € Dy C...<Db 1 C D, - Kn-]’ luego Ky < Kn-]

yosTVn,K=K =...=K]=K.

n n-1

¢

El campo de fracciones de D es K (igual al campo de fraccio~

nes de D).

~

En efecto: Sea F el campo de fracciones de D; como para

todo n€Z+, Dn < K entonces D = LJZJr DnC K.
ne

luego F C K.

55



(4.3)

~ -~
Ademds DCF y DC D, lvuegp DC F y como K es el campo

de fracciones de D, se tiene que K<C F.

K.

it

Conclusién: F

TECREMA

~

Sea D un dominio de integridad tal que D = K. Enionces D es

un anillo fuertemente invariante.

Prueba :

I

Sea E un anillo, tal que D[X] E[{X]); como D es un dominia
de integridad, no tienerelementos nilpotenies diferentes de cero;
entonces E no tiene elementos nilpotentes diferentes de cero, luego

* *

por (3.1) E[X] = E° (1)

Sea Y : DIX] —» E{X] wun isomorfismo, por (1), si:

Sié <D*> enfonces "W(Si)é <E*>, asi :

Y7 oylx] ——— g 1]

T iy L (dp) i

es un isomorfismo, extensidn de Y . Inductivamente, cualquier iso-
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(4.4)

mor fismo ﬂ: ' D, [X] —— En lXJ puede ser extendido a

un isomorfismo Tnﬂ: Dnﬂlh)(] ] EnHlX ]

Por lo tanfo existe un isomorfismo [ : 5 IX}] —> E [X]
Como D = K, todas las constantes no nulas de D LXJ son unida~
des; ademas E{X]* = E* y todo isomorfismo envia unidades en

~ T d

unidades, asi E [X]* = By se sigue que U'(S) C E

Ahora, si G'(D)#’E, existe d € D tal que 0 (d) es un polino-
mio no constante y por las extensiones, ¢ (d) & T 5) y asi

o (5)¢ (4 {contradiccién ! ).
luego T (D)C E y por el Gorolario (2.5), (D) = E vy asi

U°(x) es un E-generador de E{X], luego D es fuertemente inva-

riante.

Un campo de nimeros algebraicos es cualquier extensién finita del

campo @ de los nimeros racionales.

Sea L un campo de nimeros algebraicos, Z e! conjunto de los

ndmeros enteros y IL la clausura entera de Z en L. IL es un
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(4.5)

subanillo de L, llamado el anillo de enteros algebraicos de L, .

Asi que: ol es un entero algebraico de L si existe un polino-

mio mdnico irreducible f(x)€ Z X}, tal que f{¢) = 0.

Corolario :
Sea D el anillo de los enteros algebraicos en un campo de nimeros

algebraicos L . Enfonces D es fuertemente invariante.

Prueba
Sea K el campo de fracciones de D. Sea S el conjunto de ele-

mentos diferentes de cero en el anillo generado por las unidades de

-1

D, veamos que Dy =5 D =K ycsfr5=K:

En efecto: Si déD y d # 0, sea f(x)€ Z[X] el polinomio

monico imeducible tal que f(d) = 0 y d = dy, do, .us, dn las
raices de f, entonces para i€ {1,2, cony n}, d.€ D y ademés

d] d2 S donde o es el término independiente de f{x).

Sea t = dydg ... d , entonces dt = + a, con a€ Z y t€D,
o1

es decir —]—:i—;— y as

d
Luego para todo d €D, d F# 0,

d
k€ K, enfonces k = °l con d], dr €D, d27é0, pero

d2
LI d . dt _d
3, — con t€D y seZ, por lo tanto a0 : <
1

%E,Z- D. Ahora: Sea

con d'€D y seZ; como consecuencia K = Z ' D; pero
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I

Z CS yasi K z ' p -y s p y claramente s p C K,

Tp = k.

lvego Dy =5
Ast D = D] = K y por el teorema (4.3) D es fuertemente in-

varianfe.

Nota: Si L esun campo y A es un subanillo de L , tal que ).

es algebraico sobre el campo de fracciones de A, entonces para

-~
cualquier subanillo B de L tal que A C B, B es el campo de
fracciones de B. Por lo fanto cualquier subanillo de una extensién
algebraica del campo de los nimeros racionales es fuertemente in-

variante.
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