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Resumen y Abstract Vil

Resumen

Titulo: Estudio tedrico de las propiedades de transporte asociadas a un punto cuantico de
grafeno
El presente trabajo aborda el estudio teorico de los niveles de energia de un sistema de punto cuantico
de grafeno sometido a un potencial coulombiano, mientras que las propiedades eléctricas y térmicas
se analizaron para un potencial constante. Primero se definen las variables del modelo en presencia
del potencial V(r) = —ae/r para desarrollar el hamiltoniano de Dirac-Weyl y hallar el sistema de
ecuaciones de Weyl desacopladas que se solucionaron por el método féormula, el método WKB y el
método perturbativo. Las soluciones por el método formula requieren de condiciones de campo
magnético cercano a cero y de valores de a cercanos a ~1071% Jm/C, para cumplir las restricciones
impuestas sobre r y que sea aplicable el método. Con respecto a las propiedades eléctricas, se
encontr6 que el nimero de portadores de carga del grafeno depende del cuadrado de la temperatura
en el régimen de bajas temperaturas. Para el punto cuédntico de grafeno la resistencia eléctrica
presenta una relacion inversa con el radio y directa con la longitud magnética, mientras que sus
portadores de cargaa T — 0 depende de parametros propios del modelo. Por tltimo, las propiedades
termodinamicas se hallaron con la funcidn de particion para el sistema a un potencial constante en
dos regimenes: 1) bajas temperaturas (T << 516,16 K) y ii) altas temperaturas T > 516,16 K), y se
determinaron los potenciales termodindmicos asociados; se destaca que la entropia y el calor
especifico se ven considerablemente influenciados por los parametros de campo magnético,

potencial eléctrico constante Vj y la relacion de flujos ¢

Palabras clave: puntos cuanticos de grafeno, método féormula, potenciales termodinamicos,

funcion de particion.
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Abstract

Title: Theoretical study of the transport properties associated with a graphene quantum dot

This paper addresses the theoretical study of the energy levels of a graphene quantum dot system
subjected to a Coulomb potential, while the electrical and thermal properties were analyzed for a
constant potential. First, the model variables are defined in the presence of the potential V(r) =
—ae/r to develop the Dirac-Weyl Hamiltonian and find the decoupled Weyl equations, which were
solved using the formula method, the WKB method, and the perturbative method. The solutions
using the formula method require magnetic field conditions close to zero and a values close to
~1071% /m/C to satisfy the restrictions imposed on r and for the method to be applicable. Regarding
the electrical properties, it was found that the number of charge carriers in graphene depends on the
square of the temperature in the low-temperature regime. For the graphene quantum dot, electrical
resistance exhibits an inverse relationship with radius and a direct relationship with magnetic length,
while its charge carriers at T — 0 depend on parameters specific to the model. Finally, the
thermodynamic properties were found using the partition function for the system at a constant
potential in two regimes: i) low temperatures (T << 516.16 K) and ii) high temperatures (T >
516.16 K), and the associated thermodynamic potentials were determined. It is noteworthy that
entropy and specific heat are considerably influenced by the magnetic field parameters, the constant

electric potential V), and the flux ratio .

Keywords: graphene quantum dots, formula method, thermodynamic potentials, partition

function.
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1. Preliminares

1.1 Introduccion

El presente trabajo doctoral se divide en dos partes, en la primera se determina el espectro de energia
y la funcién de onda asociada a un sistema de punto cuantico de grafeno en presencia de un potencial
externo V(r) = —ae/r tipo coulombiano; para su estudio tedrico se modela el sistema por medio
del hamiltoniano de Dirac-Weyl y se buscod solucionar las ecuaciones diferenciales de Weyl
desacopladas por el método formula, el método WKB y el método perturbativo, lo que permite un
desarrollo del problema desde diferentes aproximaciones de la mecanica cuantica. Se da mayor
relevancia en la tesis al método formula debido a que constituye una alternativa relativamente nueva
para la solucion de sistemas cuanticos y simultaneamente permite profundizar e indagar en las
condiciones para su aplicacion en problemas spinoriales y corroborar su fiabilidad con lo reportado
en la literatura y con los otros métodos. Al aplicar el método férmula fue necesario considerar dos
restricciones a la variable r con el fin de solucionar las ecuaciones diferenciales y se planted
complementar el método al considerar condiciones de frontera de la funciéon de onda solucion para
hallar el espectro de energia, dado que el método por si mismo en el problema de estudio no fue
suficiente para solucionar completamente el modelo. Se destaca que el espectro de energia del
sistema presenta una dependencia inversa con el radio del punto, R, y a diferencia del modelo en
presencia de un potencial constante V;,, los niveles de energia para las componentes spinoriales y 4 (1)
y xg(r) no coinciden, pero se preserva la dependencia con la raiz cuadrada del numero cuantico tan

caracteristica de estos sistemas [1] [2] [3] [4].

Esta primera parte termina con un analisis general de la ecuacion de Dirac -Weyl en presencia de
cualquier potencial V(1) y el método féormula, se encuentra una ecuacion general para las ecuaciones
de Weyl desacopladas a cualquier potencial V(r) de interés, y al comparar esta ecuacion con la
canonica del método formula se concluye que este método es limitado en su aplicacion para
potenciales que no sean constantes o cero, dado que las ecuaciones que se obtienen no cumplen con
una transformacion de la forma r = r(s) que permita reescribir las ecuaciones a una forma analoga

a la de la ecuacién canonica del método. Se propone como alternativa considerar posibles
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restricciones y/o aproximaciones a las ecuaciones de Weyl desacopladas con el fin de encontrar una
ecuacion que admita la aplicacion del método, aspecto que se realizo con éxito en la tesis y que se

ha usado en otros articulos cientificos para problemas similares [4] [5] [6].

En la segunda parte se abordan las propiedades eléctricas y los potenciales termodinamicos para el

modelo de punto cuantico de grafeno sometido a un potencial constante.

De los potenciales termodindmicos se destaca que se aborda el problema para dos regimenes: altas
temperaturas (T > 516,16 K) y bajas temperaturas (T < 516,16 K) con el fin de realizar las
aproximaciones de la funcion de particion por medio de integrales. Se encontrd que la entropia y el
calor especifico del sistema son susceptibles a las variables de campo magnético, potencial eléctrico
y en menor medida a la relacion de flujos ¢. Los resultados hallados se reportan como novedosos
dado el enfoque analitico que se da para hallar la funcion de particion por medio de integrales y con
ello los potenciales termodinamicos, que contrasta con trabajos similares donde se halla la funcion

de particion por medio de evaluaciones numéricas y simulaciones [4] [7] [8].

El estudio de las propiedades eléctricas se baso en la densidad de estados para hallar el nimero de
portadores de carga de electrones y huecos, que en este caso al ser grafeno intrinseco su niimero
coincide n, = ny [9]; conociendo el nimero de portadores de carga se procedi6é a determinar la
conductividad eléctrica del modelo. Se encontraron algunas diferencias entre lo reportado en la
literatura para grafeno bidimensional [10] [11] [12] y lo expuesto en la tesis, estas diferencias se
pueden sustentar en el esquema de aproximacion usado para las integrales del numero de portadores
de carga, en el caso de la tesis se usé la aproximacion de Sommerfeld. Por ultimo, se halld la
resistencia eléctrica del punto cudntico de grafeno con el fin de compararlo con la literatura y
concluir que los resultados tedricos se encuentran en orden de magnitud (k{2) acorde con mediciones

experimentales para el grafeno y materiales dopados con puntos cuanticos de grafeno. [13] [14]

1.2 Justificacion e importancia de la investigacion

La importancia y relevancia del presente trabajo doctoral radica en ampliar y profundizar los estudios
teoricos del modelo de punto cuantico de grafeno sometido a un potencial del tipo coulombiano
V(r) = —ae/r con el fin de conocer el espectro de energia que exhibe, los parametros fisicos que
son relevantes en sus propiedades eléctricas y térmicas, y a su vez fundamentar y reportar los
métodos matematicos para la solucion analitica del hamiltoniano de Dirac — Weyl y sus posibles

limitaciones.
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La importancia de la investigacion radica en

)

iii)

La eleccion del potencial tipo coulombiano como el V (1) de interés del trabajo investigativo
se fundamentd en la revision de la literatura con relacion a los estudios teoricos del
hamiltoniano de Dira-Weyl para puntos cuanticos de grafeno, donde se estudiaron potencial
cero [1] [2] [15], potencial de gap inhomogéneo constante [4] [3], potencial electrostatico
con energia de gap constante [16] con soluciones numéricas para la dispersion y la
polarizacion, y puntos cuanticos de grafeno con heteroestructuras en el modelo de estado de
colapso atémico con un potencial supercritico de coulomb [17] [18] [19] ; la revision de
literatura permite identificar como vacio del conocimiento el potencial tipo coulombiano en
puntos cuanticos de grafeno por métodos analiticos y aproximados de la mecanica cuantica,
lo que complementa lo reportado en la literatura y permite ampliar el conocimiento en este
campo de investigacion.

El considerar la funcion de particion candnica cuantica Z como enfoque para las propiedades
termodinamicas se fundamentd en la revision de literatura, donde se destacan estudios
numéricos y de simulacion para puntos cuanticos de grafeno sometido a un potencial cero
[7] [8] ¥ a un potencial constante de gap & [4], por lo que se encontro relevante ampliar y
complementar los analisis numéricos y de simulacion con soluciones analiticas para la
funcion de particion y los potenciales termodinamicos del modelo de punto cuéntico de
grafeno sometido a un potencial constante.

Las propiedades eléctricas del modelo de punto cuantico de grafeno se abordaron
considerando el numero de portadores de carga para hallar la conductividad eléctrica y para
la resistencia eléctrica se propone un modelo de conduccion de electrones que describen
orbitas circulares en el borde del punto cuéntico, aspectos que complementan y contrastan
con la literatura para el nimero de portadores de carga [10] [11] [12], en el enfoque para los
limites de temperatura y aproximaciones por medio de la integral de Sommerfeld, mientras
que los resultados del modelo propuesto para la resistencia eléctricas se verificaron con

resultados experimentales reportados en la literatura [13] [14]

La justificacion de la investigacion se centra en tres componentes basicos:

Interés y motivacion: La motivacion de la investigacion surge de los estudios realizados
durante la maestria, enfocados a determinar y analizar de forma teodrica los niveles de
energia de un punto cuantico de grafeno sometido a un potencial V,, resultados que fueron

novedosos dado el enfoque y que demostraron la presencia de un gap energético al
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considerar una diferencia de potencial Vy [2]. Con el fin de profundizar los estudios
realizados en la maestria y los reportados en la literatura, se encontr6 el interés de indagar
en los potenciales termodinamicos y las propiedades eléctricas del modelo a un potencial
V, y adicionalmente, contrastar los resultados del sistema al considerar un potencial tipo
coulombiano, con el proposito de identificar como varian las propiedades del punto
cuantico segun su potencial. Ademas, la tesis doctoral tiene como punto de partida ampliar
los estudios teodricos y analiticos de la funcion de particion, potenciales termodinamicos y
del espectro de energia para los sistemas de punto cudntico de grafeno, disciplinas en las
que los estudios numéricos, de simulacién y experimental son los que prevalecen [4] [7]
[20][21] [22] [23] [24] [25] [26] [27] [28] [29]

e Utilidad: el desarrollo de estudios tedéricos de puntos cudnticos de grafeno permite
fundamentar y predecir propiedades del material en el ambito electronico, magnético,
termodinamico, optico y de conduccion [30] [31] [32] [33] [34] [35] [36] [37], sin incurrir
en costos de sinterizacion, manejo de residuos toxicos generados por su manufactura y
reproducibilidad, que dependen en gran medida del método con el que se sinteriza el punto
cuantico de grafeno (método hidrotermal, deposicion quimica de vapor, ablacion laser,
sintesis bottom up y exfoliaciéon mecénica y electroquimica) [38] [39] [40]; en este contexto
la utilidad de la tesis doctoral se traduce en brindar un cimiento tedrico de la variacion del
espectro de energia del punto cudntico de grafeno segtn el potencial y de las propiedades
termodinamicas y eléctricas que exhibe, ademas de ser un estudio de bajo costo,
reproducible y que podria tener posibles aplicaciones en nuevos dispositivos electronicos,
computacionales y biomédicos [20] [33] [35] [41]

e Novedad del problema: esta se centra en: i) modelar el punto cudntico de grafeno por
medio de la ecuacion de Dirac-Weyl, ii) el desarrollo de los niveles de energia y la funcion
de onda por el método formula, iii) complementar el estudio hallando la funcion de particion
asociada al modelo de potencial constante V,, iv) determinar de forma teorica las
propiedades eléctricas y potenciales termodindmicos del modelo de punto cuantico de
grafeno a una diferencia de potencial V, y v) como varian los niveles de energia y las

propiedades del material al modificar el tipo de potencial al que se somete el sistema.
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1.3 Objetivos

1.3.1 Objetivo general

Analizar de forma tedrica las propiedades térmicas y eléctricas asociadas a un sistema de punto

cuantico de grafeno de geometria circular.

1.3.2 Objetivos especificos

e (Calcular la funcién de particion asociada a un punto cuantico de grafeno en presencia de una
diferencia de potencial V.

e Determinar los niveles energéticos del sistema de punto cuantico en presencia de un
potencial variable V ().

o Comparar las propiedades térmicas y eléctricas de cada modelo.

o Contrastar los resultados obtenidos de las propiedades teéricas del modelo con lo reportado

en la literatura.






2. Fundamentos teoricos

2.1 Grafeno

El grafeno es una forma alotropica del carbono bidimensional (2D) que presenta una estructura de
red hexagonal plana tipo colmena; la importancia del grafeno radica en la gran diversidad de las
propiedades que exhibe dentro de las que se destacan: propiedades Opticas, térmicas, magnéticas,
eléctricas y biomédicas [30] [31] [32] [33] [34] [35] [41], por lo que se ha convertido en un material
altamente estudiado en la Gltima década [31] [42], e incluso por algunos autores se le ha dado el
calificativo del sucesor del silicio en la nueva era, en virtud de sus aplicaciones en transistores,
transporte eléctrico y dispositivos electronicos [33]

El espectro energético del grafeno se caracteriza por presentar una relacion de dispersion lineal en
la primera zona de Brillouin alrededor de los puntos no equivalentes k y k' [42], lo que da origen a
superficies conicas en su estructura de bandas.

[lustracion 1 Modelo de la estructura de bandas del grafeno. Los vértices del hexano forman los

puntos de Dirac k y k', localizados en las coordenadas k = (2_7;’ 3\2/§a) yk'= (2_2’ - 3\2/_%) con a el

parametro de red del grafeno cuyo valor es 1,42A.

En cercania a los puntos de Dirac, el grafeno exhibe algunas peculiaridades que lo hacen cobrar un
mayor interés en su estudio, dentro de las que se destacan:
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e Son los tnicos puntos en la estructura hexagonal plana del grafeno donde se tocan las bandas
de conduccién y de valencia, formando asi un semimetal, el cual también se puede describir
como semiconductor sin gap energético [42].

e Aunque el grafeno se considera un semiconductor sin gap, como nanoestructura de punto
cudntico es sensible a potenciales externos cuya presencia ocasiona un gap de energia en el
espectro de energia [2] [4] [43] [44]

e Las cuasiparticulas del grafeno en los puntos de Dirac se denominan fermiones de Weyl y
se caracterizan por presentar una masa efectiva igual a cero, esta caracteristica peculiar lo

convierte en un material de interés [31] [45].

Algunas formas alotropicas del grafeno se presentan a continuacion [46]:

e Grafito 3D: consiste en un numero infinito de capas de grafeno apiladas entre si y unidas
debido una interaccion débil entre cada capa. El grafito tres dimensional se considera un
semimetal dado que presenta un pequefio solapamiento entre las bandas de conduccion y de
valencia en su estructura de bandas en el nivel de Fermi.

e Peliculas ultrafinas de grafito 2D: consiste en un numero finito de capas de grafeno
apiladas entre si. Las propiedades electronicas de baja energia dependen de la interaccion
entre capas, el nimero de capas y la forma en la que se apilan las capas.

e Cintas de grafeno 1D: consiste en una tira de grafeno que se alargan infinitamente en una
direccion (normalmente esta direccidn coincide con el eje x) mientras que su ancho es finito
a lo largo del otro eje (usualmente el eje y). Sus propiedades electronicas pueden ser
manipuladas controlando la estructura geométrica: el ancho de la cinta y las esquinas de la
cinta.

e Nanotubo de carbono 1D: consiste en grafeno envuelto en un sistema cilindrico. Un
nanotubo de carbono infinito se puede clasificar como: un metal sin gap, un semiconductor
de gap estrecho o un semiconductor de gap moderado, segun la forma como se enrolle el
grafeno en el sistema. Las propiedades fisicas, magnéticas, y Opticas dependen de la
geometria del sistema. Es posible sinterizar nanotubos de carbono finitos de dimension cero
(0D) empleando técnicas experimentales como el microscopio de efecto tunel, de esta forma
es posible reducir el tamafio y dimensionalidad del nanotubo y ademas proveer al nuevo

material de propiedades fisicas unicas y de gran interés cientifico.
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2.1.1 Ecuacion de Dirac-Weyl

La ecuacion de Dirac es una ecuacion relativista de la mecénica cuantica que permite describir el
comportamiento de particulas de spin 1/2 [47] [48]. Si se considera una particula con masa m la

ecuacion de Dirac es [49]

oW ~
iha =c(o P + mco,)¥ ey

Donde c es la velocidad de la luz, o es el vector de las matrices de Pauli para particulas de spin 1/2,
p el operador momentum y W es un spinor. Es posible reescribir la ecuacion (1) como un

hamiltoniano al usar la definicion del operador cuantico H

_ 0
— 2
H_lhat (2)

Asi el hamiltoniano de Dirac para particulas de masa m es

H = c(o-p) + mc?a, 3)
Una de las primeras aplicaciones de la ecuacion (3) fue descrita por Berry y Mondragon en 1987
[49] donde se busco modelar el neutrino por medio del hamiltoniano de Dirac, para ello es necesario
reescribir el término de masa como mc? — mc? + V(r) y suponer que m = 0, debido a que para la

época el neutrino era considerado como una particula sin masa.

mc? - V(r) 4)
De esta forma la contribucion de la masa en el hamiltoniano se sustituye por un potencial escalar

V(r) y se obtiene un hamiltoniano de Dirac para particulas de spin 1/2 sin masa

H=c(o-p)+V(r)o, (5)
En las ultimas décadas la ecuacion de Dirac para particulas sin masa ha adquirido un mayor interés
en el campo de la fisica de bajas energias, especificamente en el campo del estudio tedrico del
grafeno. Las cuasiparticulas del grafeno en los puntos de Dirac presentan una masa efectiva igual a

cero, lo que lo convierte en un candidato a la ecuacion de Dirac para particulas sin masa.

La ecuacion de Dirac-Weyl para el grafeno circular [1] [2] es una variante de la ecuacion de Dirac

para particulas sin masa que permite modelar las cuasiparticulas del grafeno en los puntos de Dirac,
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donde su masa efectiva se hace cero. Dada la geometria circular del grafeno la ecuacion de Dirac-

Weyl se escribe como [1] [2]

H= vf(ﬁ + e?l) Ot WV (r)o, (6)
Donde vy es la velocidad de Fermi para el grafeno, A es el vector potencial magnético, Oy esel
vector de matrices de Pauli en coordenadas cilindricas, T es un pardmetro intrinseco del material que
permite diferenciar entre los puntos k y k', puede tomar un valor de 7 = 1 0o T = —1 segtn el punto

de Dirac de interés y el ¥ (r) actia como un potencial escalar que sustituye el término de masa en el

modelo.

2.2 Método Formula

El Método Formula (“Formula Method”) es un método matematico desarrollado en el 2015 por los
fisicos Babatunde James Falaye, Sameer M. Ikhdair y Majid Hamzavi [50]. El método consiste en
realizar una transformacion de la ecuacion de Schrodinger a una forma especifica y conocida, que

permite determinar los niveles de energia y la funcion de onda del sistema cudntico.

El método presenta facilidades para determinar los niveles de energia y la funcion de onda de
sistemas altamente complejos, dado que solo se requiere realizar una transformacion a la ecuacion
de Schrodinger por medio de un cambio de variable adecuado para que el ejercicio se convierta en

un problema algebraico.

Toda ecuacion de Schrodinger que se pueda expresar por medio de un cambio de variable adecuada

del tipo
W) =%¥(s) - s=s(r) (7
A la forma
ki —k As?+Bs+C
w(s) +ﬁqﬂ(s) + (52(1 _ zgs)z)ws) -0 @®)

Puede solucionarse aplicando el método formula. Con k4, k5, k3, A, B y C constantes, que segun sea
el sistema de interés pueden contener informacion de la energia, frecuencia de oscilacion, fase, el
nimero cuantico principal, nimero cudntico magnético, nimero cuantico angular; en general se

puede afirmar que estas constantes contienen la informacion especifica del sistema.
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Siempre y cuando sea posible transformar la ecuacion de Schrédinger en la ecuacion (8), los valores
de la energia y la funcion de onda solucion del sistema se hallan por medio de las siguientes

ecuaciones [50] [2]

_ 292
ke —ks? = [F 522 — o (b — (s — k)% — 44)
2 2k, 5 . 9
1—2n 1 — ks =0 — Energia ©)
2[ . —2—1,(3(k2 — [z — k)2 —4A)]
k Y
— Kot (1 ks _ R2 o _, Funcion de
W(s) = Npskot(1 — kegs) 2F1( mt Qs+ ks) 0 2k4+k1,k3s) i (10)
Ademas
(1—k) /(A —k)2—4C
k4’i = 2
(11)
. _1+k1 ke [1+k1 kzr A+B+C
T 202 2ks 27 20 2k, ki ks

Se destaca que las ecuaciones descritas anteriormente corresponden para valores de k3 # 0. En el

caso especifico que k3 = 0 se tiene que

k; k;
=——+ [[=) -4 (12)
s 2~ (2)
B — kyk, — nk,1? 5
— = E { 13
2k, + ki + 2n ] ks” =0~ Energla (13)
Y(s) = ank‘*ie_ksiiFl (—n; 2kgy + ky; ksy + ky)s) — Funocrl;(c)ircll de (14)

Los alcances del método formula se describen en [2] donde se hallan los niveles energéticos y la
funcidn de onda de los siguientes sistemas: una particula libre, oscilador arménico unidimensional,
oscilador esférico y una particula sometida al potencial de Hylleraas. Los resultados obtenidos en
[2] coincidieron en su mayoria con los reportados en la literatura; ademas su desarrollo brindé la
oportunidad de contribuir al método para mejorar la precision de los resultados al considerar las
constantes k, y ks como raices (k44 y k54 ),y asi complementar los niveles energéticos y la funcion

de onda de los sistemas estudiados.






3. Analisis teorico de un punto cuantico de grafeno
sometido a un potencial tipo coulombiano
V(r) = —ae/r

En el presente capitulo se expone el desarrollo matematico y las aproximaciones realizadas para
hallar los niveles de energia y la funcion de onda de un sistema de punto cuantico de grafeno

sometido a un potencial tipo coulombiano

3.1 Definicion de variables

El hamiltoniano de Dirac- Weyl en geometria cilindrica para un punto cuantico de grafeno es [1] [2]

qH= vf(’ﬁ + eﬁ) 0y, +TV(r)o, (15)
Donde 7 es un parametro intrinseco del material que permite diferenciar entre los puntos k y k', V(1)
es el potencial escalar de interés que sustituye la masa y los operadores P y 4 estan definidos como
d 10 d ~  (Br ¢4
p=-in(Lr+1Lp125)a= (2 tm)g ’
p ! arr rc’)go(p azz 2 2mr ¢ (16)

Se destaca que la definicion del operador vector potencial magnético A4 cumple con el gauge de

Landau y de Coulomb, tal que

VxA= Bé} Transformadas gauges (17)
V-A=0
Las matrices de Pauli en coordenadas cilindricas son [1] [2] [48]
(0 e,  _. (0 —e\. _ _(1 0
Jr_(eiq’ 0 )’U“’_l(eiq’ 0 )’GZ_(O Y (18

Se considera una barrera de potencial V(r) definida como

V(r)parar <R
© parar >R

V@) = {

; con R el radio del punto cuantico (19)
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El potencial V (r) de interés para el estudio de la tesis doctoral es del tipo coulombiano, por lo que

el potencial V(r) queda definido como

ae

- <
V@) = " parar <R

© parar >R

; con R el radio del punto cuantico (20)

El potencial V(r) es el encargado de realizar el confinamiento de los portadores de carga en el
grafeno y ademas de darle la forma teodrica de punto cuantico, al confinar el sistema al plano r — ¢.

De forma grafica el potencial tiene la siguiente forma

V(r) 4

A

I\

ae

v

Grafica 1. Bosquejo del potencial v(r)

El potencial V() en la region r < R produce un campo eléctrico definido como

Fe Vo — v(r) 1(6A+16A+6A)( ae)
- TvVe = e earr ra¢‘” azz

(21)
a .
E 2’

Como el vector potencial magnético A cumple con el gauge de Landau y de Coulomb entonces

T rQ z
1 0 10 0
VxA=—|or rdp 0z
r Br ¢ap
0 r(F+5m) B
_1 [laﬁ_ir(ﬂ+%)]?_ 9B _ 901 (22)
r{lrdp 0z \2 2nr Jdr 0z

0 (Br? (g 100] 1(2Bn) R
+[ <T+E X Z}—?{T}Z‘Bz
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~ aA 10 aA Br ¢4 10 ¢A3>
v A_(ar r6<p(p 9z ) (2 +2nr>(p r6<p( 2nr 0 (23)

Por lo que la eleccion del vector potencial magnético como A = ( + %) @ cumple con generar
un campo magnético en direccion Z (22) y una divergencia igual a cero (23).
En la teoria gauges [51] se le puede sumar un vector v al vector potencial magnético, tal que
A=A+v (24)
Como A’ debe de cumplir con que su rotacional sea el campo magnético entonces
VXA =VXx(A+a)=VxA+VXxa=B+VXxv (25)

Por lo que la invariancia gauge se mantiene si el vector & cumple con

Vxv=0 (26)
De esta forma es posible reescribir el vector & como un gradiente de una funcién escalar
v=Vi @7)
Si al vector potencial magnético A4 se le sumar VA
- ¢AB
A = ( ) +VAa 28
2 2mr ¢ (28)

Entonces el A’ debe de cumplir con la invariancia gauges en el rotacional, que lo cumple dado la
definicion de VA, pero para que se mantenga invariante bajo el gauge de coulomb (divergencia igual

a cero) se debe de cumplir ademas que

0 10 0 buap )
V- (A+VA) <—T+;%(p aZ ) (2 +m)(p+Vﬂ.
29)
NI (
ra¢( +o )+ V=0
Por lo que
2, _
Vea=0 (30)

SiA’ cumple con (27) y (30) entonces se conserva la invariancia gauges

3.2 Desarrollo del hamiltoniano de Dirac-Weyl

El hamiltoniano de Dirac — Weyl en la region r < R es:
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— N . Tae
H=vf(p+eA)-amp—TJZ 3D

Se procede a operar el producto punto entre el momentum canénico (ﬁ + eﬁ) y el vector de matrices

de Pauli 7, ,

— (0 _ 190 _ 0, Br  dup\ . R . Tae
H = Vr (-lh(ET-F;%(p-l'&Z) + e(7+ﬁ>¢> ' (arr+a¢(p) —TO'Z
(32)
— d eBr e¢up ik 0 Tae
e
vf( L N R r 0@ % r
Ahora se determinan los valores propios del operador A
ﬁlp—[ ( _ha +(eBr+eq§AB iha) ) Tae ]lP—ElP
B AN 2 2nr T 0@ % PG

La funcién de onda solucion W es una funcién tanto de la componente radial r como de la
componente azimutal ¢, por separacion de variables se puede escribir la solucion como el producto
de dos funciones independientes, tal que W (r, @) es

Y(r, @) = P(p)R(r) (33)

Ademas, la funcion de onda W(r, @) es un spinor de Weyl

Y, @) = (V1 (r, ), Y2 (r,9)) = (P1(@)xa(r), @ (@) xs(r)) (34)

La solucién por separacion de variables de la componente azimutal ®(¢) tiene la forma de una onda
plana que depende del numero cudntico magnético m, esta solucion ya ha sido registrada y estudiada

en [1] [2] de forma que se conoce
D1(p) =™ ; Dy(p) = ielm+1)e (35)

Por lo tanto, la funcién de onda W(r, @) es

W, @) = (0 x4(r), i’V ()
(36)

W(r,cp)T=(e”""’xA(r),iei<m+1><ﬂx3(r))T=( e y4(r) >

iei(m+1)(pXB (T‘)

Se utiliza la funcion de onda transpuesta para convertir el vector columna en un vector fila y asi

poder operar con las matrices de Pauli de spin 1/2.



Capitulo 3 31

El problema ahora se reduce a determinar las componentes radiales de la funciéon de onda y,4(r) y

Xxg(T)

d eBr e¢uz ih 0 Tae e™m®y (1)
(e o) )
[vf< ! ar"”’ 2 + 2nr v 0 %o T 9z ie‘(m“)‘/’)(B(r)

_gf €M
(el 0, (1)

Desarrollando el lado izquierdo de la igualdad y reemplazando las matrices de Pauli (18), se tiene

(37

que

(2l o)y )G (e
ar\eiv 0 2 2mr  rade) \e® 0 r N0 =1\ ielmtDey (1)

L 0 ( ie™Pyp(r) (eBr epap ih 0\ ([ —ie™?yp(r) Tae(  e™Py,(r)
vf ih i(m+1)e +1i ( + - ) i(m+1)e - _ipim+)e
or\e xa(r) 2 2mr 1 0@/ \e xa(r) r ie xs(r)

Se realizan las derivadas con respecto a r y ¢, se factorizan los términos exponenciales e'™? y

(38)

ie!m+1® para que al igualarlo a la energia se puedan cancelar y por ultimo se simplifica la expresion

para asi llegar al sistema de ecuaciones de Weyl acopladas por la componente radial

9 B h
D, (h ngr) + (e ZT + ez(f:f + Tm) Y8 (r)> =(E+ Tff—e) 14 ()

(39)

0 B h 1
2)v; <—h ngr) N (ezr N eij:f N (mr+ ))XA(T)) _ (E B ?) 2o (1)

3.2.1 Forma desacoplada de las componentes radiales

El problema para resolver (39) radica en desacoplar el sistema de ecuaciones, para ello se despeja

xp(r) de (39) 2)

vf Oxa(r) [eBr? egup ~
r—aae| g T\t A+ D X)) =X () (40)

Se reemplaza (40) en (39) 1)
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i} vp Axa(r) eBr? e,y
vf<halEr—rae<_hr or +< 2 + 2m +h(m+1)>){A(r)>}

eBr e¢p,; hm vf Oxa(r) (eBr? e¢up (41)
+(T+ 2nr +T)[Er—rae<_hr ar +< 2 + 21 +h(m+1)>){A(r))}>

_ Er + tae

= r xa(r)

De (41) se pude factorizar la velocidad de Fermi al cuadrado y pasarla a dividir al otro lado de la

igualad para analizar los dos términos de la izquierda.

d 1 0xa(r) eBr?  egup
ha Er—vae (—hr or + > + o +am+1) | xa(r)
1 0%xa(r) (ehBr? ehdup ERh%r \ox,(r)
— _ 32 2 (42)
Er — tae e or? 2 + 21 +hTm + Er — tae or

+| enB £ enbr’ 1+ EMPas | p2n 41
ener Er — tae 2 2n (m ) | 2a(r)

Analizando el segundo término de la izquierda

Er — tae 2nr r

1 B h d Br?
(ez—r L s —m) (—hr x;r(r) + (e ZT + 6‘21’23 + hA(m + 1)) )(A(r)>

Er — tae

1 ehBr? eh Oxa(r
(_( n ¢A3+h2m> Xa(r)

2 21 ar (43)
e?B?r3 N e?Bo pr N eBh(2m + 1)r e*¢?,, . epph(2m + 1)
4 27 2 4m3r 2mr
m?m(m + 1)
+ f) Xa(r)

Por tultimo, se suman los términos (42) y (43), la suma se reemplaza en el lado izquierdo de la
igualdad de (41) y se procede a simplificar la expresion, para ello se operan los términos semejantes,
se ordena la ecuacion en funcion de las derivadas de la componente radial y, () y se divide toda la

expresion por —h?r, para finalmente llegar a la ecuacion diferencial tipo Schrodinger:
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aZXA (r) _ E xa(r)
or? Er —tae Or
e?B%*r?  e?Bo,p N eB(2m+3) e*¢?,. epp(2m+1)
4h2 2mh? 2h 4m2h2r2 2mhr?

44
+m(m+1) t2q%e? — E%r? (44

r2 v)?hzrz

__E (eBr N edap N (m+ 1))] a() = 0

Er —tae\ 2h  2mhr r

Al introducir las definiciones de: longitud magnética Iz = /h/eB , fluxén ¢y = h/e y la relacion

entre flujos tipo Aharonov-Bohm fluxén { = ¢ 45/, se simplifica la expresion

0a)  E g
or? Er —tae Or
r2 ¢ 2m+3 (¢ 2m+1) m@m+1)
Tl tert Tz et e T (45)
+12a2e2—E2r2 E T +{+m+1 )= 0
vih2r? Er—tae\23 ' r 1 J|*AVT

Analizando los términos de 1/r2 se tiene que

Z+iCm+ D) +mm+1)=m*++2m{+{+m=m*+2m{+{*)+{+m

(46)
?+Cm+1D)+mm+1)=m+Dm+J+1)
Por lo que la ecuacion de Weyl desacoplada para la componente radial y4(r) simplificada es
0% xa(r) _ E dxa(r)
or? Er —tae Or
2 2m+2(+3 M+Om+7+1) N t?a%e? — E%r?
4l 212 r2 vih?r? (47)
E r m+{+1
_Er—rae<ﬂ+ r >]XA(T) =0

De forma analoga a lo descrito se realiza para la componente yg (r); para este caso se despeja y4(1)
de (39) 1) y se reemplaza en (39) 2), y luego de realizar todas las operaciones, simplificaciones e
implementacion de las definiciones de longitud magnética y relacion de flujos ¢, se llega a la

siguiente ecuacion desacoplada de Weyl para la componente yg (1)
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62)(3(7') _ E dxp(r)
or? Er + tae oOr
r? 2m+2{—1 (m+{)(m+(+1)+rzazez—E2r2
4l 202 r2 vZh2r? (48)
E r m+{
L rTs =0
+ Er + tae <Zl§ + T >] x5(r)

3.3 Solucion de las componentes radiales de W': niveles de
energia y funcion de onda

Las ecuaciones de Weyl desacopladas para el modelo de punto cuantico de grafeno sometido a un

potencial tipo coulombiano son

1 0% xa(r) _ E dxa(r)
or? Er —tae Or
r> 2m+2{+3 (m+{)(m+(+1)+rzazez—E2r2
413 213 72 vih?r?
E r m+{+1
‘M(ﬁ*f)]m) =0
(49)
2) 0% xp (1) _E ox(™)
or? Er + tae Or
r? 2m+2{—-1 (m+()(m+(+1)_l_Tzozzez—EZr2
413 213 72 vih?r?
E r m+{
Er + tae <ﬁ+ T >]X3(r) =0

Con el fin de aplicar el Método Formula para solucionar las componentes radiales W(r), se hace
necesario realizar un cambio de variable adecuado que permita transformar las ecuaciones descritas

en (49) en la forma canodnica del método formula

ki —k,s As?+ Bs+C
‘~P”(s)+—£ 1 2 )qﬂ(s)+

(1 — kss) Ak () =0 (50)

Si se factoriza el término 1/r2(Er — tae)? y 1/r?(Er + tae)? en las componentes sin derivada de

(49) para y4(r) y x5 (r) respectivamente, y se organiza el corchete en potencias de r se llega a
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62)(A(r) _ E Oxa(r)
or2 Er —tae Or

1 E? Etae 2(m+ {+ 1)E? + t?a?e?® E*
pirrrsmn v | byl LAl Gl L 7 =)
r2(Er — tae)? |\ 41} 203 413 vih?

(2E3rae (4m+47 + 5)Erae> 5
+ > r
2lg
1
(2m + 2 + 3)t%a?e? 5\ s D
+ 22 +(m+{—-1Dm+{+DE*|r
2ET3 3 3
( +(0C2m+2{-D(m+{+ 1)Erae>r
v}
2a?e?
+lMm+Om+J+1)+ oy 2a?e?| x4(r) =0
f
0% xp(1) B oy
or? Er +tae oOr
1 E*r® Etaer® <4(m+€)E2 + (tae)? E* ) .
- - T
r2(Er + tae)? | 413 20 4l3 vfh?
N (4m +4{ - 1)Etae  2E’tae) ,
212 vfh?
(52)

N ((Zm +2¢ — 1) (tae)?

5 +(m+()(m+(+2)E2>r2
20

E(tae)
<(m +)(@2m+ 2{ + 3)Etae + T)r
Yy

+ <(m +Om+7+1)+ (rae)2> (tae)?| xg(r) =0

232
vffl

La forma de las ecuaciones diferenciales descritas en (51) y (52) se asemejan en los coeficientes a la
ecuacion canonica del método formula (50), con la diferencia del grado del polinomio dentro del
corchete, siendo este superior a orden dos; ademas no es posible encontrar un cambio de variable
r =r(s) adecuado que permita transformar las ecuaciones de Weyl desacopladas a la forma

candnica del método formula.

Se propone realizar dos aproximaciones que permitan disminuir el orden del polinomio dentro del

corchete:

1. Se considera que la variable r es mucho menor que la longitud magnética [, tal que:

r <l (53)
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Esta restriccion sobre la variable r genera que en el sistema se suprima el efecto del campo
magnético B en la solucion del espectro de energia y la funcion de onda, por lo que el campo
magnético sobre el sistema debe ser débil o incluso cero. En caso de ser cero, se puede ver
como una transicion del gauge de Landau a un gauge puro, donde la region no exhibe un
campo magnético pero su vector potencial magnético 4 es diferente de cero, por lo que la
fase Aharonov — Bohm que es propia de este material se conserva

2. Se considera que
r L tae/E (54)

Por lo que la variable r debe de ser mas pequefia que el cociente entre Tae y la energia, lo
que le da fisicamente un mayor peso al potencial externo en el sistema, y en consecuencia,
se espera que la solucion del espectro de energia y la funcion de onda sean susceptibles a la
eleccion del parametro a.
Al considerar las aproximaciones (53) y (54) en las ecuaciones de Weyl desacopladas (49), los
términos que dividen a la longitud magnética se hacen cero y las sumas o restas entre la variable r y

el término Tae/E se aproximen solo a tae/E, por lo que se logra reducir el sistema

0%a(r)  E 9xa(r)

or? Tae Or
2m+20+3 (m+O(m+7+1) 12a?e?
- 21% r2 vih?r? (53)
E m+{+1
aﬂ—T—ﬂ“@—o
Factorizando el término 1 /72
0%0a(r) | E 0xa(r)
or? Tae Or
1[2m+27+3 2a?e?
—r—Z[TT2+(m+5)(m+{+1)+W (56)
E(m+{+1)
+ TT] )(A(T) =0

, . 2m+24+3 , .,
Como r < lg entonces el término Tfrz es cero, asi la ecuacion para y,(r) se reduce a
B
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0%x.(r) ia)(A(r) 1 E(m+7+1) ?a?e?

or? Tae Or T2 Tae r+t(m+Oim+d+1)+ v)ghz ]XA(r) =0 (57)

De forma analoga se hace para la componente yg (1)

0%xg(r) E 0xg(r) 1[E(m+Q) T2a?e?
%_ﬁg—r_r_z[ﬁﬂr(erO(erPrl)+W]XB(T)=0 (58)

Las ecuaciones (57) y (58) cumplen con la forma candnica del método formula, por lo que es posible
aplicarlo al considerar el cambio de variable trivial 7 = s y comparar sus coeficientes con los de

(50), para asi identificar las constantes k4, k,, k3,4, B,y C.

Para y4(r)
E E(m+{+1) 2a?e?
ky=——3B=———"—7—"—;C=—(m+ +{+1)———
e — o+ O0m+{+ 1) = (59)
Para yg(r)
ko=t =—ED g -l 60
27 tae’ tae - Qm+¢ vfh? (60)
Mientras que las constantes k4, k3 y A son cero para ambas componentes spinoriales.
Se procede a determinar las constantes k, y ks de cada ecuacion
Para y,(r)
k—1+1 1+4 1)) v¢h2 + 412a2e?
4i—5_m ( + (m+§)(m+{+ ))Uf + 41t°a“e
E E \2 E
ks, =5—+ |(-5—) =1mae (61)
7 2tae — 2tae {Tge

Para yg(r)

ky,

1 1
=4 252 27202
2_vah\/(1+4(m+()(m+(+1))vfh + 41202¢
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t 2tae ~ Tae -

E F \2 0
pp—— z{ ;
Tae

Los niveles de energia de la componente y 4 (7) se hallan con la ecuacién

2

_Em+{+1) E

Tae + (kay + n)% E N _ 62
—|—) =0 (62)
2ky, +2n Tae
Se puede factorizar la energia
E2 ([ky, +n—-—m—-0—17*
e ~1l=0 (63)
(tae)? 2ky, +2n

La solucion de (63) para la energia E admite mateméaticamente dos soluciones: i) la solucion trivial
E = 0 y ii) cualquier valor para la energia E sin restricciones, soluciones que fisicamente no son
relevantes para la tesis doctoral, por lo tanto, la ecuacion para la energia por el método férmula no
es suficiente para este problema especifico; cabe destacar que no se reemplaza el valor de la constante

ks, debido a que no depende de la energia, y que lo mismo ocurre para el caso de ks_.

La funcién de onda se halla con la ecuacion (14)

1, 1 E
sts=— [(1+4(m+)(m+{+1)) v2h2+4122e2 ———
xa(r) = N)(Am r2 vah\[( m+{)(m+{+1)) v} T202e . meZFl <—n; 1

(64)
+ L\/(l +4(m+(m+ { + 1)) v2h2 + 412a%e? L
~veh s "Tae
De forma analoga se realiza para la componente yg (1)
E?2 ([m+{+ky, +n)
ey —1t=0 (65)
(tae)? 2ky, +2n

La solucion de (65) para E no permite hallar valores para la energia que sean relevantes para la tesis,

de igual forma que ocurre para la componente y 4 (7).

La funcién de onda se halla con la ecuacion (14)
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1 244720202 _E_
Yo r) =N r2+2vfh\/(1+4(m+{)(m+{+1)) vffl +412a eraer 1F1 <_n. 1

(66)

1 Er
252 202 . _
—hJ(1+4(m+{)(m+Z+1))vh + 4120%e? ; p—

Del método formula fue posible extraer la funcion de onda radial para el sistema de punto cuantico
de grafeno, pero es insuficiente para hallar los niveles de energia de cada componente spinorial; se
propone emplear la funcion de onda radial y las condiciones de frontera para asi hallar la

cuantizacion de la energia.

En la condiciéon r = R la funcion de onda se anula, por lo que

1

Ll (1+4m+)(m+q+1)) v2r2 +412a2e2  —L R
xa(R) =0 =Ny, R Zoph | (HHmHDm g4 ) o aeiate e "R (‘ ;1
ii\/(l +4m+O(m+ 7+ 1)) v}?hz + 41202¢2 ;ﬁ
vfh Tae

(67)

l L 222 274202 L
xa(R) = 0 = ng Rziwfh\/(1+4(m+()(m+(+1)) vih?+4tla?e? R F, (_ 1

ih\/(1+4(m+()(m+f+1)) v2h2+4r aze? ;—%)

2+ hJ(1+4(m+()(m+Z+1)) vfh2+41'2a2 e?

Como el polinomio R f no puede ser cero, exceptoen R = 0,

la funcidn exponencial no es cero, excepto en el caso de r —» o y r - —oo (no tiene sentido fisico
b

y la constante de normalizacion N, am Y Ny, SO0 distintas de cero, el factor que pude anular la

funcién de onda en la condicién de frontera es el polinomio de la funcién hipergeométrica

confluente.

F(-nm1 +i\/(1 +4(m+(m+{ + 1)) v2h? + 412a%e? ER) Z o
~ veh s "tae

(68)

1 222 2202 ER
Ao 1t (4 40n 4 Ot D) 4 aeate? ) =0

De las ecuaciones (68) se obtiene la cuantizacion de la energia por lo que se procede a expandir en

series de potencias la funcion hipergeométrica confluente, como sigue [52]
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n_ (-n)yx? (—n)p x™
Fi(—n;cx) =1-- — — 69
L (=n, ;¢ x) Cx+ o, 2+ +(C)n i (69)
Donde la notaciéon (—n),, es el simbolo de Pochhammer, definido como
I'(a+n)
(@), = W =ala+1D(a+2)..(a+n—-1) (70)

Se considera la expansion en series a primer orden n = 0 (estado base) y a segundo orden n =1

(primer estado excitado):

e n=0
En el estado base, se tiene que la serie de potencias asociada a la funcion hipergeométrica confluente

para cada componente es:

veh + J(l +4m+Om+7+1)) vih? + 412a?e? ER

1 F 1 0; ae | =1
Xat I veh Tae
(71)
F| 0 vfhiJ(1+4(m+c>(m+c+1>) ViRt +drtater  pp 1
Xp: f1| U veh " tae |
Asi
%J_rﬁ\[(1+4(m+()(m+€+1)) vih?+at?a?e? __E p
Xa(R)=0=N,, R**" ¢ e
(72)

1, 1 2
sts——= |(1+4(m+)(m+{+1)) vih2+412a2e? _E
R? vah\[( (m+)(m+¢+1) f etae
m

A primer orden la expansion no permite que se anule las componentes spinoriales de la funcion de

onda, por lo que se procede a segundo orden.

e n=1
En el primer estado excitado, se tiene que la serie de potencias asociada a funcidon hipergeométrica

confluente para cada componente es
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veh + \/(1 +4m+Dm+7+1)) vFh? + 4T2a2e? ER\

c Fiy 1 .
X4 1\ vfh Tae
—1_ UfhER
Tae (vfh + \/(1 +4m+Om+7+1)) v}ZhZ + 472¢2e2 >
(73)

vfhi\/(1+4(m+{)(m+f+1)) vih? + 4T2a2e? ER

xg: F11 1; ;——

\ vfh Tae

vrhER

Tae (vfh + \/(1 +4m+ O(m+{ + 1)) vFh? + 412a2e? >

Entonces se busca los valores de energia para los cuales la funcion hipergeométrica a segundo orden

se hace cero.

Para y,
vrhER
1- ! =0
tae <vfh A \/(1 +4(m + ) (m+ ¢ + 1)) vih? + 4t2a%e? >
(74)
Tae Tae
Exama = g & vthJ(l +4(m+(m+ + 1)) vEh? + 4t2ae?
Para yp
Se realiza de forma analoga a la componente y 4
Tae tae
Expma =~ % v iR \/(1 +4(m+ ) (m+{ +1)) vih? + 4r2a’e? (75)

Cabe destacar que los niveles de energia para y, y xp no coinciden entre ellos, algo que contrasta
con los resultados obtenidos en la tesis de maestria para un potencial constante [2], donde los niveles

de energia para ambas componentes si coinciden.
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3.4 Funcion de onda solucion y niveles de energia para el
sistema.

La funcion de onda solucion W(r, ) para el sistema de punto cuantico de grafeno sometido a un

potencial coulombiano es:

N, AT ) Pt e (- ET
Him 1t " rae
P(r, o) = L . (76)
iN,, riim\/(1+4(m+€)(m+€+1)) veh?+ariaZe emr+l(m+1)(p1F1 (—n; o _E)
" Tae
Con
= ! 242 24202
a_livf_h (1+40m+m+{ + 1)) vih? + 412a%e (77)
Y los niveles de energia
Tae  Tae
Exams = ® * vth\](l +4(m+O(m+{ + 1)) vEh? + 412a2e?
(78)
Tae  Tae
= 2
E)(Bm'1 =~ t vth\/(l +4m+Om+ {7+ 1)) vth + 472g2e2

Se destaca la relacion inversa de la energia con el radio del punto cuantico, dependencia que ha sido
reportado para sistemas de punto cuantico [17] [18] [53]; ademas a medida que R toma valores mas
grandes, mucho mayores al orden de nandémetros, se recupera el espectro de energia sin gap
caracteristico del grafeno extendido, lo que concuerda con lo esperado.

3.5 Graficas de los niveles de energia en funcion del nimero
cuantico magnético m

Se consideraron valores de m = 0,+1,+2,+3 para las graficas de la energia en funcion de la
relacion de flujos ¢ y de m = 0,1,2 para las demas graficas, con el fin de ilustrar el comportamiento
de la energia en funcion del nimero cuantico magnético m.

3.5.1 Niveles de energia en funcion de la relacion de flujos E,,, = f({)

El radio del punto cuantico de grafeno considerado fue de R = 20 nm y de R = 5 nm para realizar

las graficas de la energia en funcion de la relacion de flujos ¢
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Energia vs £ Energia vs £
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Grafica 2 Energia en funcion de la relacion de flujos ¢ para un radio de 5 nm y un valor de la
constante @ = 4 * 1071% ym/C. Al lado izquierdo se encuentran los niveles de energia para la
componente y, vy al lado derecho para la componente yg
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Grafica 3. Energia en funcion de la relacion de flujos ¢ para un radio de 20 nm y un valor de la
constante @ = 4 * 1071% Jm/C. Al lado izquierdo se encuentran los niveles de energia para la
componente y, y al lado derecho para la componente yg

Los niveles de energia exhiben una dependencia del tipo raiz cuadrada con el parametro de relacion

de flujos ¢, con una brecha de energia que se ensancha a medida que la relacion de flujos ¢ aumentan,
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lo que permite que el sistema gradué por medio del flujo Aharonov — Bohm el valor de la brecha de
energia y le da relevancia a la presencia del vector potencial magnético en el modelo. La brecha de
energia del sistema disminuye a medida que el radio del punto cuantico aumenta, lo que sugiere que
los puntos cuanticos de grafeno mas grandes tienden a presentar una menor separacion entre los
estados de electrones ocupados y los estados de hueco correspondientes [54]; la brecha en el estado

base para ambos radios es de Gapg,,_, =0 R=z0nm) = 0,101eVy GapE(m:O,(:O,R:Snm) =0,407eV,y

se destaca que tanto para la componente y, como para yg coinciden.

3.5.2 Niveles de energia en funcion del radio del punto cuantico E,,, =
f(R)
La relacion de flujos considerada para realizar las graficas de energia en funcion del radio del punto

cuantico fuede { =3y { = 0,5

Energia vs Radio del punto cuantico Energia vs Radio del punto cuantico
C=3; c=4e-10 J'm/C C=3; c=4e-10 J'm/C
T b
30 - 30 -
m=[0 m=[
m=1 m=1
20 m=2 (7 20 m=2 (7
10 F 1 10
2 0 2 0
L L
-10 -10
-20 -20
-30 : -30 :
1 ] 10 1 ] 10
Fadio del punta cuantica [nm] Fadio del punta cuantica [nm]

Grafica 4. Energia en funcion del radio del punto cuantico para un { = 3 y un valor de la constante
a = 410719 Jm/C. Al lado izquierdo se encuentran los niveles de energia para la componente x4

y al lado derecho para la componente yp
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Energia vs Radio del punto cuantico Energia vs Radio del punto cuantico
=048, o=4e-10 I*m/C =048, o=4e-10 I*m/C
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Grafica 5. Energia en funcion del radio del punto cudntico paraun ¢ = 0,5 y un valor de la constante
a =4x1071% Jm/C. Al lado izquierdo se encuentran los niveles de energia para la componente x4
y al lado derecho para la componente yg

Las Grafica 4 y Gréfica 5 muestran que a medida que el radio del punto disminuye la energia crece
rapidamente y a medida que el radio del punto aumenta la energia disminuye, lo que genera que la
brecha de energia también lo haga. Cuando r es muy grande en comparacion con los parametros
propios del modelo, los electrones dejan de estar confinados y se compartan como electrones
clasicos, por lo que la diferencia entre los niveles de energia se vuelve casi nula y el sistema tiende

al continuo, la energia tiende a cero.

3.5.3 Niveles de energia en funcién de la constante a E,,, = f(a)

Si se grafican los niveles de energia en funcion del pardmetro a se puede observar el comportamiento

de las curvas y la relevancia que tiene el pardmetro en el sistema.

Inicialmente se considera el caso donde el parametro a se encuentra en intervalo de valores de [0,2]
Jm/C con el fin de identificar qué ocurre en estos ordenes de magnitud con los niveles de energia y

si la cuantizacion se mantiene.
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Energia vs o Energia vs o

R=5nm; =2 R=%5nm; =2
% 10" L:

E [eV]

os 1 15 2 o o5 1 15 2
o [J'miC] o [I'miC]

Grafica 6. Comportamiento de la energia en funcion de la constante a en el intervalo [0,2]

De la Grafica 6 se puede concluir que visualmente la cuantizacion de la energia, que esta ligada al

nimero cuantico m, no es apreciable en el intervalo de valores considerados para a.

Al analizar la ecuacion (78), se advierte que la cuantizacion del modelo depende del término
(1+4(m+(m+{+ 1) vih® + 412a”e?, que para valores de @ que en orden de magnitud
superen por mucho al primer término se espera que el modelo sufra una transformacion del discreto

al continuo. Por ejemplo, si a es igual a 2 J/m/C

(1+4(m+m+7+1))1,112 % 10756 + 4,106 x 10737~4,106 * 10737 (79)
La cuantizacion de la energia en (79) se suprime, debido a que el término que contine al niimero
cuantico m esta en el orden de 10~>¢ mientras que el segundo término esta en el orden de 10737 por
lo que al sumarlos el resultado tiende al valor de menor orden de magnitud y elimina la cuantizacion

de la energia para « = 2 Jm/C, lo que resulta en un sistema que tiende al continuo.

Para que se cuantice la energia, la constante a debe ser del orden de magnitud del segundo sumando

de la raiz de (78), asi
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(1+4m+Dm+{+ D) vir> = (1+4m+Dm+{+1)) 1,112 107°° (80)

Por lo que el término que contiene la constante a dentro de la raiz debe de ser del orden de 10™>°
en magnitud para que ambos términos sean equiparables y no se suprima la cuantizacion de la energia

que se encuentra en los términos de (80), asi se espera que a en orden de magnitud sea de

_ 1,112 * 10-56
a(en orden de magnitud)~ e—2~6,582 * 10710 (81)

Para valores de orden de magnitud cercanos a 1071° el modelo exhibe un espectro de energia

discreto, y mantiene la energia en orden de magnitud coherente.

Con el fin de confirmar el orden de magnitud hallado para « en (81), se grafica la energia en funcion

de a para el intervalo [0,3] * 107° Jm/C

Energia vs £ Energia vs £
F=4nmm; =2 F=45nmm,; (=2

Ta L

m=0

E [eV]
E [&V]

o [miC] 400 o [miC] L 4g®

Grafica 7. Niveles de energia para valores de a entre [0,3 * 10™°]

De la Grafica 7 se observa que la cuantizacion de la energia es ahora visible con una brecha de

energia que crece a medida que la constante a lo hace; se puede concluir que para a en érdenes de
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magnitud de 10~° se comienzan a manifestar efectos cuanticos, siendo incluso un orden de magnitud

mayor al encontrado en (81).

3.6 Analisis de resultados

Uno de los principales problemas que se encontrd al solucionar el sistema de ecuaciones
diferenciales descrito en (49) es el poder transformar el sistema de ecuaciones a la forma canoénica
del método formula (50). En el proceso se evidencid que el tipo de ecuacion diferencial del sistema
desacoplada para el potencial tipo coulombiano no permite hallar un cambio de variable, o en su

defecto, una equivalencia algebraica que cumpla a cabalidad con el método férmula, esto debido a:

i) Polinomio del numerador de orden superior: el modelo en si mismo presenta una alta
complejidad a la hora de encontrar cambios de variable que permitan disminuir el orden
del polinomio del numerador de las componentes sin derivar, por lo que luego de realizar
una reorganizacion algebraica de (51) y (52), no se encontré un cambio de variable que
disminuya el orden del polinomio de 6 a 2 para poder aplicar el método féormula.

i) Cambio de variable: Se encontrd que el mayor obstaculo para hallar el cambio de
variable es el factor que multiplica a la componente de primera derivada del sistema de

ecuaciones diferenciales (49)

E E
82
Er—raeyEr+Tae (82)
iii) El tipo de potencial: aunque al inicio del planteamiento del problema en el

hamiltoniano de Dirac — Weyl (31), se pens6 que el método féormula era aplicable para
solucionar los niveles de energia y la funcion de onda del sistema, como se realiza con
éxito en [1], [2] y [3], al desarrollar las ecuaciones de Weyl desacopladas, se concluye
que el tipo de potencial y la naturaleza spinorial del modelo no permiten que sea posible
aplicar el método formula a cabalidad.
Por lo que las ecuaciones (49) no cumplen con las condiciones necesarias para poder aplicar el
método formula estrictamente; para poder abordar el problema se proponen las aproximaciones
descritas en (53) y (54), con el fin de disminuir el orden del polinomio del numerador de las
componentes sin derivar y de eliminar el problema con el factor (82) de las componentes con primera
derivada, de esta forma se encuentra un sistema de ecuaciones diferenciales (57) y (58) que si

admiten solucion por el método formula.
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La propuesta de realizar aproximaciones/restricciones sobre los parametros propios del modelo en
las ecuaciones diferenciales para aplicar el método formula se fundament6 en la literatura [4] [5] [6],
donde se reportan algunos problemas con potenciales que no admiten una transformacion de la forma
r — r(s) que sea directa, sino que se hace necesario aproximar las ecuaciones diferenciales antes de
aplicar el método formula. En los trabajos realizados por [5] y [6], se aproxima el potencial de Morse
y el de Mobius modificado por medio del esquema de aproximacion de Pekeris y por series para
1/r2, respectivamente. Mientras que en [4] se aplica una aproximacion similar a la usada en la tesis
(53) con el fin de hacer que el término 72 /1% — 0 y sea posible aplicar condiciones de frontera en la

funcion hipergeométrica confluente para hallar los niveles de energia del sistema.

Al aplicar el método férmula a las ecuaciones (57) y (58), se hall6 la funciéon de onda spinorial del
modelo de punto cuantico de grafeno en presencia de un potencial coulombiano; en el casoder = 0

la funcion de onda es

w(0,0) = () (83)

Por lo tanto, la funcién de onda en los puntos extremos r =0 y r = R se anula, debido al

confinamiento al que esta sometido el modelo por la presencia del potencial V(r).

La solucién para la energia por el método formula tiene dos posibles soluciones: la primera es la
solucion trivial E = 0y la segunda es considerar cualquier valor para E, lo que es insuficiente para
fines de la tesis, razon por la cual se aplicé condiciones de frontera a la funcion de onda,
aprovechando W(r, ¢) se anula en los puntos extremos, con el fin de determinar el espectro de energia
del modelo. El aplicar condiciones de frontera para complementar el analisis del método formula, es
un aporte significativo de la tesis que permite ampliar la versatilidad del método para futuras

investigaciones.

Para el estado base no se encontrd que exista una forma de anular la funcion de onda en r = R, dado
que la funcion hipergeométrica confluente en n = 0 es una constante, asi a primer orden la funcioén

hipergeométrica confluente no se anula y no es posible hallar los niveles de energia.

Para el primer estado excitado, si es posible encontrar una solucion para E que anule la funcion de

onda en la condicion r = R, lo que da como solucion

E _ Tae n Tae
Xam1i R T vhR

\/(1 +4(m+(m + ¢ + 1)) vEh? + 412a2e? (78)
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E _ Tae n Tae
XBmi R T v hR

\/(1 +4(m+Dm+{+1)) vih? + 4T2a2e?

Al comparar el espectro de energia (78) con lo reportado en la literatura para puntos cuénticos de
grafeno a potencial cero [1] [2] [4] y potencial constante [2] [3] desarrollados por el método formula,
se destaca: 1) la dependencia inversa con el radio del punto cuantico R que no se aprecia en los otros
modelos, ii) la ausencia de la longitud magnética debido a la restricciéon impuesta sobre r que
suprime el campo magnético para el modelo, iii) la dependencia de variables caracteristicas del
sistema como @, e y Ty iv) se preserva la relacion entre la energia y el nlimero cuantico dentro de

una raiz cuadrada, relacion caracteristica de estos modelos [1] [2] [3] [55]

Se encontraron trabajos de puntos cudnticos de grafeno en presencia del potencial de Coulomb como

impurezas en heteroestructuras [17] [18] [19] donde el espectro de energia reportado es

mn
hv —(m+d)’
By = r_fﬁ e () L g (84)
0
Donde B es el nimero de carga nuclear multiplicado por la constante de estructura fina del grafeno,
1y es un radio de corte y Ej, es la energia del punto de Dirac.
x? %3

k 4
. .y . — —-X X
Si se desarrolla la expansion en series como e™ = Z,‘:’:O% =1-x+ T e tEt hasta

segundo orden de (84) se obtiene que

2

_hoeB B \/nznzﬁz — ?n? (m + %)

To To g (m B %)2 + Ep

nm

(85)

2

_hyB hyp \/ﬂzﬂz - m? (m + %)
T To B2 — (m n %)2

La aproximacion (85) es mas precisa cuando el exponente de (84) tiende a cero, por lo que se cumple

Eym +Ep

para valores de m grandes.

Al contrastar el espectro de energia hallado en la tesis (78) con lo reportado en la literatura (84) se
encontré que: i) ambos espectros de energia reportan una dependencia inversa con el radio, en la
tesis es con el radio del punto cuantico R y para [17] [18] [19] es con un radio de corte 1y, ii) los

parametros de los que depende la energia cambian, esto se debe a la definicion del potencial de
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coulomb, en la tesis se defini6 el potencial como V(r) = —ae/r y en la literatura Vg = hvef /7,
iii) la energia reportada en la literatura presenta un comportamiento exponencial, que al desarrollar
en series hasta orden dos, mismo orden usado en la tesis para el desarrollo de la funcion
hipergeométrica confluente, comparte varias similitudes con lo reportado en la tesis, lo que ratifica
en estructura los resultados hallados y iv) las diferencias que se observan en ambos espectros de
energia, se debe a que los trabajos de [17] [18] [19] consideran un enfoque de planteamiento y origen
del problema distinto al de la tesis, donde se considera el potencial de coulomb como una impureza

en el grafeno.

La separacion entre niveles de energia consecutivos para puntos cuanticos de grafeno en presencia
del potencial coulombiano es [56] [57] [58]
a1 hvg

AE ~ —— 86
R (86)

Donde a; es una constante adimensional de orden uno.

Los niveles de energia E,, de la tesiscon m = 0y m = 1 son

Tae tae 5 472¢2e2
Brans =+ J(LHHEHO) +
(87)

Tae Tae
E,, =-—+

472022
XA1'1 R R

\/(1+4(§2 +30+2) + VI

E —F es

La separacion entre niveles AE,, | Xar Xaon

47222

AE, = 2| [(1+ 42 2
Exa =% (1+4(2+30+ ))+W

(88)

4 272,52
—J(1+4((2+Z)) +va2;';2e

Se destaca que la separacion entre niveles de energia AE, , de (88) es exactamente igual para la
componente yp positiva, mientras que, para el signo negativo de la raiz, cambia el signo del delta a

negativo.

Sea
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472022 412q%e?
A= (1+4((2+3{+2)) +W - (1+4((2+6))+W (89)

Entonces la separacion entre niveles de energia para la tesis es

Tae
AEyuxs =R

(90)

El parametro A tiene un valor de 1,663 para una relacion de flujos { = 0, por lo que cumple con ser
una variable adimensional de orden de unidad; Para R = 2,5nm, { =0y a =4 % 1071%m/C la
separacion entre los niveles de energia es de 266,1 meV, que es cercano con lo reportado por [56]
con un valor aproximado de 250 meV para un punto cudntico de grafeno en presencia de un potencial

coulombiano y sin presencia de , lo que da veracidad a los calculos realizados en la tesis doctoral

para el potencial coulombiano.

Una simetria del espectro de energia para sistemas de punto cuantico de grafeno en presencia de un
potencial de gap dual A, (interno) y A, (externo) reportada en [54] es con respecto T , donde se dice
que: “a medida que R aumenta, se hace evidente que los niveles de energia tienen una forma lineal,

lo que demuestra la simetria E(m,t) = E(m,—1)”. En la tesis el espectro de energia para cada

componente
Tae tae
E.P: —+ J(1+4(m+§)(m+(+1)) vfh? + 4t2a?e?
R 'Uth
Xa= Tae  tae
E.N: T - vth\/(l +4(m+ ()(m +{+ 1)) v}ZhZ + 4120222
o1
Tae tTae
EP:——+ J(1+4(m+{)(m+(+1)) vFh? + 412ae?
R Uth
X = Tae  tae
E.N:——— vth\/(l +4(m+O(m+{ + 1)) vEh? + 412a2e?

Donde E. P es la energia positiva y E. N es la energia negativa. Los niveles de energia descritos en

(91) no cambian para 7, mientras que si T — —T entonces

Tae Tae s .
EP: == (1+4m+ O+ + 1)) vih? + 412a2e
Xa = d (92)

rae e \[(1 +4m+Om+{+1)) vfzhz + 41%20%e2

EN: ——+
R 'Uth
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Tae Tae
EP:— — (1+4m+(m+ ¢ + 1)) vFh? + 472a2e?
R 'Uth
A ™
E.N: 228, 1% (1+4(m+(m+ 7+ 1)) vh? + 412a2e?
R~ vhR f

Se observa que la energia positiva de y, para —t se convierte en la energia negativa de yz paraty
la energia negativa de y, para —t se convierte en la energia positiva de yp para T , de forma analoga

ocurre para la componente g , tal que

EXAi,XBi(t) * EXAi.XBi(_t)

E)(Ai(_t) - EXBi(t)

En conclusion, el cambio de signo del parametro T cambia el signo de la energia y la componente a

93)

la que pertenece, rompiendo la simetria con respecto a t.

Una de las condiciones para poder llegar a los niveles de energia (78), fue considerar que r < lg lo
que condiciona la intensidad del campo magnético en el punto cuantico; como la longitud magnética

es inversa al campo magnético

h  256%1078
= L2226 10 (94)
eB VB
La relacion entre el campo magnético y la variable r es
« 2,5657 x 1078 B « 6,58 x 10716 95)
—_— % —
r N =

Por lo tanto, el campo magnético del sistema no puede tomar cualquier valor. De (95) se consideraron

dos posibles casos para que se cumpla la condicion

i) El primer caso es considerar que el campo magnético tiende a cero, por lo que la longitud
magnética tiende a un valor “muy grande” y cumpla la condicion r < [z, este caso no
afecta al estudio realizado dado que aun si el campo magnético es nulo en la region
interna del punto cuantico, el flujo Aharonov-Bohm y el vector potencial magnético 4
son distintos de cero en la region de interés. En consecuencia, la region de estudio sufre
una transicion del gauge de Landau a un gauge puro.

i) El segundo caso consiste en evaluar la condicion (95) para una cota inferior del tamafio

del punto cuantico de r = 10 nm y superior de r = 70 nm [38] [41] [59] [60].
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B <K 6,58T - parar =10nm
(96)
B« 0,13T »parar =70nm

De (96) se corrobor6 numéricamente que el campo magnético debe de ser muy pequefio

para que se cumpla la condicion r < l.

De las graficas se destaca

Se encontro6 que la constante @ debe de tener un valor especifico que sea equiparable con los
términos de cuantizacion (80) para que el sistema sea discreto, en caso contrario el sistema
tiende al continio y no hay cuantizacion de la energia. Como la constante a esta ligada al
potencial externo se verifica lo enunciado en la tesis de maestria [2], donde se demostrd que
los niveles de energia del sistema son susceptibles a potenciales externos, y que para ciertos
valores de estos potenciales la cuantizacion desaparece.

La eleccion del valor del parametro a de 4 * 10719 Jm/C usado en la Grafica 2, Grafica 3,

Grafica 4 y Gréfica 5, se debe a que se considero el orden de magnitud hallado en la ecuacion

(81) para a.
Energia vs o Energia vs o
R=&nm, =2 R=&nm, (=2
Lo, 6

0. . . 0B .
m=10 m=0 |
m=1 m= 1

0k m= 2 04r m=z [3

E [&V]
E [eV]

2 4 B 0 2 4
o [miC] g e [MC] g

Grafica 8. Energia en funcion de la constante a para valores entre [0,6] * 10710 jm/C
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Al comparar el comportamiento de la energia de la Grafica 7 con la Grafica 8, se concluye

que para un valor de 1071° Jm/C se resalta de forma visual la cuantizacion de la energia y

su comportamiento con respecto a las variables propias del sistema

e Losniveles de energia para las componentes y, y yp difieren en el signo del primer término

de la ecuacion (78), lo que produce que los niveles de energia negativos para la componente

Xp sean mayores a los de y,, y de forma contraria ocurre con y,, donde los valores de

energia positiva son mayores a los de y5.

De forma ilustrativa se consideraron valores de m = 0,1,2 para elaborar las graficas y observar el

comportamiento de los diferentes parametros con el espectro de energia, aun asi, el valor de m esta

condicionado por los términos dentro de la raiz de (78) que dan positivo.

(1+4m+m++ 1) vin? + 412a%e? = 0

Al desarrollar la ecuacion en funcion de m se tiene que

5 1 12a%e?
m?2+mQR{+ 1)+ +{+- +—h2 >0
Vr
Lasra1cesde(98)cona—1b—(2(+1)yc—(2+(+ +“§h§

_ 1+Tae_
mi_ ( Z_Uffll

son

7

(98)

99)

Dado que las raices son imaginarias la ecuacion cuadratica en m no corta al eje x, por lo tanto, la

relacion (99) es siempre positivo o negativa. Al reemplazar m = —10 en (98)

Zg2e?
>0

90+(2—19(+ L2 e Ik

(100)

La ecuacion (100) es siempre positivo para cualquier valor de {, en consecuencia m puede tomar

cualquier valor entero desde —oo a

Por ultimo, de las ecuaciones (62) y (65) se deriva una restriccion a la constante kg

Xa: k4i=_(m+(+1+n)

Xpi kg =M+ —n

(101)
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Al reemplazar el valor de k, , (61)en (101) y despejar a

2
vfh\/(m+{+n+§> _(1+4(m+()(m+(+1))
T 2

%a = e 4
(102)
veh 1\ (1+4m+Om+7+1)
e s

Si se sustituyen los valores de la velocidad de Fermi, # y la carga eléctrica del electron, se encuentra

que

2
“XA=6,58*10_1°\/(m+{+n+;> _(1+4(m+(i(m+(+1))

(103)

2
Uy :6'58*10_10\/(m+{—n—%> _(1+4(m+§i(m+(+1))

Que en orden de magnitud coincide con lo hallado en la ecuacion (81), por lo que el sistema mantiene

la consistencia en los resultados de la tesis doctoral.



4. Métodos matematicos alternativos: solucion del
sistema de ecuaciones de Weyl desacopladas para
un potencial tipo coulombiano

A continuacion, se presentan dos alternativas para hallar los niveles de energia y/o la funcion de
onda para el sistema de ecuaciones de Weyl desacopladas (49): 1) el método WKB vy ii) el método

perturbativo.

4.1 Método WKB

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones de Weyl desacopladas

1 SOZXA(r) _ E xa(r)
or? Er —tae Or
2 2m+2{+3 (m+()(m+(+1)+rzazez—E2r2
413 213 72 vih?r?
E r m+{+1
_Er—me(ﬂ-{_ r >]XA(r) =0
(104)
2) 862)(3(1') _ E dxp(r)
or? Er + tae Or
r?2 2m+2{—-1 (m+()(m+(+1)+rza2e2—E2r2
4l 213 12 vih?r?
E r m+{
T =0
Er + tae <Zl§ T )]XB(r)

Donde el parametro ¢ en la segunda derivada tiende a 0.

La estructura del sistema de ecuaciones descritas en (104) cumple con lo registrado en [61] :

ey +alx)y’ +b(x)y =0 (105)
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Con una solucion general y(x) aproximada a la superposicion de dos soluciones linealmente
independientes y; (x), y, (x) de la forma
b(x) b(x)

fmdx n C; o mdx—%fa(x)dx

e (106)

y(x) ~ C1e_

Con g,a(x) y b(x) los coeficientes de la ecuacion diferencial (105). En virtud de la semejanza de
las ecuaciones de Weyl desacopladas descritas en (104) con la ecuacion diferencial del método WKB
(105), se procede a aplicar el método como una alternativa para hallar las funciones de onda y los

niveles de energia del modelo.

4.1.1 Componente y4(7)

Al comparar las ecuaciones (104) y (105) se tiene que

) £
alr) = —-——
Er — tae
(107)
by = — | 2mA 243 At H D) rRare’ BT E (v m+4l+1
©T 4l 213 2 Ufzflzrz Er —tae\ 212 T

Con los coeficientes €, a(x) y b(x) se pueden hallar las integrales de las exponenciales

i) Integral de [ % dr: se procede a realizar la integral, simplificar y agrupar términos
semejantes
b(r) ~ r* taer® tae(2m+2{+3 E’ 2m+2¢+3 E? 1) ,
f@ "= 161t T 12E1 _T( 20 _vfzfﬂ)r ( 42 _2vf2h2_4_l§>r
108)
Tae t2a?e? \1 2ae? (
+T<(m+()(m+(+ 1)+W>;+<(m+z+ D(m+7-1) +W)ln(r) +c
ii) Integral de [ a(r)dr:
j d f( £ d) In(E )+ (109)
a(r)dr = ——————dr | =—In(Er —tae) + ¢
@) Er —tae 2

Reemplazando las integrales (108) y (109) en (106), y simplificando la expresion con las propiedades
del logaritmo, se llega a la solucion para la componente radial y4(7)

c’' C',(Er — tae) *roxa

Xa() ~——e M 4 - RING (110)
T XA

Con
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rt  taer® tae <2m+2{+3 E? ) <2m+2(+3 E? 1 ) 5
r

e TaEg EN\ 2 ww) T\ 4 mpw 4
+T(X€ ( + )( 4 +1)+12a2e2 1
p\mreimEe vih? |1 (111)
T2q?e?
Sy, =m+{+ 1)(m+(—1)+—v2h2
f
4.1.2 Componente yp
Al comparar las ecuaciones (104) y (105) se tiene que
)=t
w= Er + tae
2 2m+20—1 (m+)m+{+1) t2a?e? — E*r? E r om+c (112)
b(r)=_E+ 213 r? + vih?r? +Er+me<ﬁ+ r )]

Con los coeficientes €, a(r) y b(r) se pueden determinar las integrales de las exponenciales

. b . . . .
i) Integral de | % dr: se procede a realizar la integral, simplificar y agrupar términos
semejantes
fb(r)d ot taer? 2m+2¢ -1 E? N 1) , tae2m+2{-1 E?
am " T 1elr T 12EL 42 2vne T ag)" T E 202 vZnz )"

113)
Tae 2a%e? \1 T2a%e? (
_T<(m+()(m+(+1)+W>;+((m+{)(m+{+2)+W>ln(r)+cl

ii) Integral [ a(r)dr:

E
f a(r)dr = f —mdr = —In(Er + tae) + ¢, (114)

Reemplazando las integrales (113) y (114) en (106), y simplificando la expresion con las propiedades

del logaritmo se llega a la solucion para la competente radial yz (1)

' ' 14,6y
2o () ~ d'y o Map (™) _ d',(Er + tae) "érxs o) (115)
roxs E
Con
‘L'Zazez
Oy =M+ D(m+7+2) + (116)

22
vfh
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r# taer? 2m+2¢—1 E? 1\ , tae(2m+2{—-1 E?
Ny () = o4+ — - r

+ —~ +—
161% ' 12EI% 412 2vZh? 413 E 212 vZh?

Tae (m+ Om 4 +1)+12a2e2 1
E |\ Qlm+¢ vfzhz r

4.1.3 Funcion de onda solucion para la componente radial
La funcion de onda solucion para el sistema de ecuaciones de Weyl descrito en (104) por el método
WKB es

' C',(Er — tae)*rdxa

1) xa(r) ~6—1e"7m(” + exa™
r XA E

(117)

d'y () d',(Er + tae)t*erdxs
B —
r‘SXB € E

En la condicion limite = R la funcién de onda se anula, tal que

ean(r)

2) xg(r) ~

c’ C',(ER — tae)+<R%a

1 _
1) xa(R) ~——e xa® Mea® =
) XA( ) RSXA e + E e

(118)

14 14 ER 1+5R5X
d'y o~ Mep(®) _ d',(ER + tae) B

nXB(R) =0
R8XB E ¢

2) xg(R)~

Por lo que

. C'y(tae — ER)™¢R*%x4
C 1= E

” d',(ER + tae) < R*°xs
1 =
E

RING)

(119)

ezan(R)

De (119) se deduce que las constantes C3, d3,7,,(R) ¥ 1, (R) pueden tomar cualquier valor; si se
considera que las fases de las componentes spinoriales y,4(r) y xg(r) en la condicion de frontera
r =R sonn,,(R)=Ay ng(R) =B, se puede encontrar un sistema de ecuaciones que permite

hallar la energia.
R*  taeR® ‘rae<2m+2(+3 E? ) <2m+2§+3 E? 1 )RZ

r’)(A(R) =

1614 12E1X E 202 vZh? 4z 20Ph? 42
120
2T a4 )y "
g | mtOm+< vZn? |R

Si se multiplica por E a ambos lados y se organiza la ecuacion en potencias de la energia se tiene

que



Capitulo 4 61

R* . taeR , ((m+{+1DR* R* TaeR?
— 5Lt 2 r—A|E— 4
2vih? vih? 215 1615 1215
(121)
2m+27+3)taeR (m+(m+J+ Drae 13a3e3
- - + +—5==0
215 R vehR
De forma andloga se realiza para la fase de la componente Y (R)
B R? . taeR R* N (m + QR? B TaeR3
vazhz vfzhz 1613 212 1213
(122)

(2m+2{ - DraeR (m+(m+{+ Drae t3a’e® 0
21% R vZh?R

Resolviendo las ecuaciones (121) y (122) se halla el espectro energético por el método WKB.

4.1.4 Espectro de energia

Para el espectro de energia es necesario hallar las raices de los polinomios (121) y (122); a
continuacion, se describen los pasos para aplicar el método de Cardano [62] que es usado para

determinar las raices de polinomios de orden tres, como es el caso de la energia en este sistema.

i) Se parte de un polinomio definido como
ax3+bx?+cx+d=0 (123)
ii) Se definen las variables q,p, u, v
2b% — 9abc + 27a%d 3ac — b? 3(—q — VA 3[—q + VA
q= p=——u= |/ p= = (124)
27a3 ’ 3a?2 '’ 2 2
Con
A= g7+ o p? (125)
27
iii) La solucion se escribe en funcion de las variables u y v como
b
X=u+v—— (126)
3a
De (121) y (122) se pueden determinar los coeficientes del polinomio de orden tres
R? TaeR (m+{+1)R?* R*
0 = b, =2 = — 4 (127)

—— —— i Cya =
Xa Zv)?hz Xa v]?hz Xa 212 160}
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taeR® (2m+2{+3)taeR (m+(m+J{+ Drae 13a3e3

=— +
Xa 121} 212 R vFh2R
R? . TaeR R* (m+QR?
a == = ———; C = — ;
xB 2vfh? " XE vfh2' B 16l 212
(128)
_taeR® (2m+2{—DraeR (m+{(m+J+ Drae t3a’e’
B 120 212 R vFh2R
Con (124) y (127) se determinan las constantes g y p para la componten y 4
2taevi h? R*  (4m+4{+ 7)R? FmaOmac 4+ 35t%2a2%e? 24 129
Da =7 g 2413 613 m+Olm+¢ Y
4vih? [ 3R* 3(m+{+1)R? N 2a”e? 3 ] (130)
p = — [
xa 3R? |321} 412 vih? 2
De forma analoga se realiza para la componente yp
_ 2taevih? R*  (4m + 4 — 3)R? ma D4 35t2a%e? 2 131
s = g3 2413 612 ma O+ Dt e ~3 (131)
_ 4vER?[(3R*  3(m+()R* ta?e? 3 132
Pxs =~ 3p2 |\3283 412 vERZ 2 (132)

Con las constantes G, ,, Dy ,, 4y, Y Py S€ determina el valor de A para cada componente spinorial

343\ 2 [1242,2 4 2
XA=<2vf > [Ta e ( R (4m+ 47+ 7)R AT+

R3 vZh? \ 2415 612

2.2,2 2
+35r a‘e _% (133)
2717]??12 3
64 <3R4 3(m+{+1)R? 12a%e? 3A>3
729\3213 412 vih? 2
. 20303\* [r2a2e? (  R* (4m+4{—3)R2+( Ml D)
= \TR3 vZh? \ 2403 612 m+Oim+¢
(134)

+3512a292 2 \* 64 3R4+3(m+()R2_|_Tzaze2 3 \°
27vZR? 3 729\321% 412 vZh2 2

Al reemplazar las constantes q,,,p,, ¥ A, en (126) se halla la energia para la componente y,
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1
3
2tae [ Taevih® R*  (4m+ 47+ 7)R? 35t2a%e? 24 A,
= _— 1 - |22
Fa=73g * ( RS | 2403 612 T Ot A D+ T 4

<‘raevf2h2 [ R*  (4m+ 47+ 7)R?

Z
= S G L S e S i ] f)

2414 612 27v2h?

. (135)

De forma analoga se realiza para yg

2tae Taev}h? R*  (4m+4¢—3)R? 357%a%e? A,
= — _ |——— - - 1 — — —E
Evw =33 +< RE | 2403 612 T O+ A D+ e

( ‘raevfhz[ R* (4m+47—3)R? 35t2a%e? 2 ]

S Bk i 1 -y
2413 612 FmEOm+ 1)+ 27vFR? 3

Las soluciones a la ecuacion cubica de la energia (121) y (122) que corresponden al espectro de
energia del modelo por el método WKB son las descritas en (135) y (136), las demas raices solucion

dependen del discriminante A, , y A, como lo describe el método de Cardano [62]. Se destaca la

dependencia inversa con el radio que coincide con lo reportado en la tesis por el método formula.

4.2 Método perturbativo

El hamiltoniano de Dirac-Weyl para un potencial coulombiano es

~ N N o~ Tae
q =vf(p+eA)-ar,(p—702 (137)

La funcion de onda y los valores propios de la energia para un sistema de punto cuantico de grafeno

sometido a un potencial externo cero [1] [2] son

_rZ 2
F—+imeo T
N, rmti+le 4lf F, < nm+{+1; 2l2>

XAm
W(r, @) = ; (138)
+l(m+1)(p r
Ny, ir™*+2e i Fy < nom+{+2; 212>
Epm =+ lL\/Z(m+Z+n+1) (139)

Es posible escribir el hamiltoniano como
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—~ = -\ o~ Tae ~0 1 T3
H=vf(p+eA)-a'mp—ToZ=H +H (140)

Donde el primer término vy (’ﬁ + e?l) * 0y, es el hamiltoniano sin perturbar y el segundo término

Tae .,
—- 0z ¢s la perturbacion.

La aproximacion a primer orden del método perturbativo no degenerado, es el valor medio o valor

esperado de la perturbacién en el estado no perturbado [63], es decir:

E), = (PR|H'|w2) (141)
Para aplicar el método perturbativo se procede a considerar como perturbacion el potencial

coulombiano y las funciones de onda W(r, ¢) (138) como las funciones de onda del sistema sin

perturbar, de forma que:

E = (lp,2|—“:—e|w,2> (142)

Como el operador H' actlia sobre el ket y este es un operador de multiplicacion en un factor 1/

entonces se pueden extraer del bra-ket las constantes

E! = —tae <1P,?| % |1P,?> = —tae <lp,?| %w,?) (143)

El bra-ket esta definido como

(W|®d) = foo‘{’*cbdx (144)

Al reemplazar la definicién (144) en (143) con WQ las funciones de onda (138) y realizar las

operaciones entre vectores se llega a

2 T r2\)’
m| r2m+i+l) g 215 {Fl (—n; m+{+ Lﬁ)}
B

2 $r—zz )
| r2m+3+2) 5 213 {Fl (—n; m+d{+ 22%)} dr

R
E, = —anaej |NXA
0

(145)
+ [Ny

Bm

Para realizar las integrales de (145) se procede a expandir en series de potencias la funcion
hipergeométrica confluente. Se considera la expansion en series a primer orden n = 0 (estado base)

y a segundo orden n = 1 (primer estado excitado):
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e Estadobasen =20
En el estado base, se tiene que la serie de potencias asociada a la funcion hipergeométrica confluente

para cada componente es:

r? r?
Xa: Fil{Oom+{+ L —)=1; xp: H{O,m+{+2,—]|=1 (146)
215 213

Reemplazando (146) en (145)

R ;i ;i
E(S — —27rraef |NXAm|2r2(m+Z+1)e 213 + |NXBm|2r2(m+{+2)e 213 dr (147)
0

La integral (147) se realiz6 en WolframAlpha, y se simplifico la expresion que se obtiene de [64]

' 2a ,bx? 1 -a—1 1 2 1
jxaex dx = —=(=b) 2[F(a+—,—bt)—F(a+—>] (148)
0 2 2 2
Con I'(a, x) la funcion gamma incompleta definida como [65]
I'(a,x) =f t¢letdt (149)
X
Definiendo las constantesa; =m+{+1, a, =m+J{+2yb=— Lpara integrar usando (148)

213

o 1)7m0 (1 = 3 R 3
0—n‘rae<ﬁ> |NXAm| <ﬁ> [F<m+(+z,ﬂ)—f‘(m+{+z)]
s
o |z(i)2[r<m+¢+5ﬁ)_r<m+q+é>]>
em! \202 2213 2

Como la funcién gamma incompleta inferior esta definida como [65]

(150)

X
y(a,x) = _[ t¢le~tdt = a 'x*F,;(a; 1 + a; —x)
0 (151)

I'(a,x) +vy(a,x) =T(a)
De esta forma la diferencia entre las funciones gamma incompletas y la funcion gamma de la
ecuacion (150), se pueden reescribir como la funcion gamma incompleta inferior y a su vez como la

funcion hipergeométrica confluente usando (151).



66 Estudio tedrico de las propiedades de transporte asociadas a un punto cuantico de grafeno

3\ ! 3 5 R?
E} = —mtaeR?Mm+9) |N)(Am|2 (m +{ +§) R¥Fi{m+ 7+ 5 m +{+

FHRTH
(152)
+ N |2< + +5>_1R5F + +5- + +7- R
Ny, |"\ 0+ ¢ 45 imAlhpmt it —op
Por ultimo, la energia en la correccidn a primer orden del estado base es
'Ufh
Eom =x—=——2(m+{+1)
B
INya, I°R? 3 5 R?
— nTaeR?M+9) %F1<m+§+§;m+(+z;—ﬁ)
m+{+5 B (153)
INys, I°R®

F( +{+5 +(+7 RZ)
1lm =;m STy
mtg+d 2 2" 202

e Primer estado excitadon = 1
En el primer estado excitado, se tiene que la serie de potencias asociada a funcion hipergeométrica

confluente para cada componente es:

2

F. Lm+{+1 r 1 r
: -1;m == | =1-—
Xar 212 25(m + ¢ + 1)
(154)
r? r?
Rl -1,m+{+2,—)=1-—
A 1( ¢ 21§> 2E(m+{+2)
Reemplazando (154) en (145) y simplificando se llega a
R —r? 2(m+{+2) i% 2(m++3) $%
r_ 2 2(m+{+1) +21§ _r e s r e "®
& Z"T“efo Wl 7 ¢ Em+]+1)  Am+{+ 12
2 e (155)
=12 a(m+g+3), 22 2m+q+4) , 22
2| ,2(m+{+2) +21,23 _r e s r e "
* s | 7 ¢ T EBmrcro Taimicr2 ||V

Las integrales de (155) tienen la misma forma que las desarrolladas en (148), cona; =m+{+1

a,=m+{+2a3=m+{+3a,=m+{+2ag5= m+(+3a6=m+{+4yb=—i

213’

Por lo que su solucién expresada como la funcion hipergeométrica es
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INyay!“R? 3 5 R
E] = —mtaeR2M+0) Xm 3ﬂ<m+5+§nn+i+?——ﬁ>
m+{+7 2B
Ny 2B +T+1) =[Ny, |7\ RS 5 7  R?
+ o o F<m+(+—;m+(+—;——)
( Zm+{+1) mAl+2 ! 2 2" 203
2 (156)
Vs Ny B b(mtctlmecsd &
M+ + 12 Bm+{+2) m+(+% \m 2’ ™M 27203
. Nss R® F( poadimage R2>
m —-m — =
4l§(m+(+2)2m+5+%1 2 2 202
Por ultimo, la energia en la correccion a primer orden del primer estado excitado es
Eim=%t——y2m+{+2)
B
Ny | “R? 3 5 R
—nmdﬂm“)—ﬁﬂ—gﬂ(m+z+5nn+(+?—§ﬁ>
m+{+7 B
INyg, PEM+ T +1) = [Ny, |? RS ( 5 R?
F m+(+—nn+(+ﬂ———)
( Bm+{+1) me g+ ! 2 2’ 23)  (157)
INy,, 2 [Nys, I? R’ 7 9 R?
+ n - o Film+{+sm+{+s;——5
<4lg(m+§+1)2 IZ(m+{+2) m+€+% 1( €*2 €*3 zzg)
INys, |2 R® 9 11 R?
F 55 52
Tt o122 9 1(’““2 mEits 2z§>

m+{+5
Las ecuaciones (153) y (157), son las energias en la correccion a primer orden para el sistema de
punto cuantico de grafeno sometido a una pequea perturbacion del tipo coulombiano, considerando
la expansion en series de potencias de la funcidén hipergeométrica para el estado base n =0 y el

primer estado excitadon = 1.

4.3 Analisis de resultados

La ecuacion (104) aunque no corresponde estrictamente a las ecuaciones de Weyl desacopladas para
el modelo de punto cuantico de grafeno sometido a un potencial tipo Coulombiano, si permite
encontrar una posible solucion a sistemas de ecuaciones diferenciales que en estructura se asemejan,
y que a su vez pueden dar resultados que guarden similitud y coherencia con los resultados expuestos
en la tesis doctoral, con el fin de contrastar diferentes métodos para el problema del potencial

coulombiano.
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El espectro de energia por el método WKB (135) y (136) se puede reescribir, si se remplaza el

3h3
valorde A,y A, .se factoriza el término v;; -~ de la raiz cubica y se definen las variables
auxiliares
A _t2a%?( R* (4m+4(+7)R2+( L Om + +1)+3512a262 24\°
1= p2nz \ 2413 612 mm < 27vIR? 3
64 <3R4 +3(m+(+ 1)R2+12a2e2 3,4)3
729\ 3213 412 vZh? 2
(158)
A _ T*a’e? R* (4m+4(—3)R2+( L Oma +1)+3512a262 2
= pZpe \ 7 24l] 612 m+tm+< 27vER 3
64 (3R4 3(m+R? t2a2e? 33)3
729\321% 412 vZh? 2
Lo que reduce la energia a la siguiente expresion
c _ 2tae  vsh|(tae R* (4m+4(+7)R2+( O +3572aZe2
=3 TR (\vn| 24l 602 mA O+ D
1
2A ; 3
e ’AXA
Tae R*  (4m +4{ + 7)R? 357%q2%e?
= - 1+ ="
(vfh[ 2412 612 T Om+ C Dt =
1
24] [V
T3 * [Bxa
(159)
£ = 2‘rae+vfh Tae R* (4m+4{—3)R2+( OmA 1 3572a%e?
= 73R TR\ upn| 2403 612 MmO+ D+
1
2 3
R
N Tae R* (4m+4{—3)R2+( L Om 4 +1)+35‘L'2052e2
veh | 2402 612 m+m+¢ 27v7h?

2 3
2l o)
Las energias (159) guardan ciertas similitudes con las halladas por el método férmula en el capitulo

. P . Tae .. .
3, conservando un primer término que es de la forma — > Positivo para la componente x4 y negativo

;. . h ..
para la componente yp, y un segundo término que tiene el factor % que coincide con el hallado con
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el método formula; mientras que la principal diferencia radica en la presencia de términos que
dependen del radio del punto R dentro de una raiz cubica y que en el método WKB si se preserva la
relacion con la longitud magnética I, aspecto que se suprime en el método formula debido a las

aproximaciones realizadas para su aplicacion en el sistema.

Los resultados por el método WKB se puede comparar numéricamente con los resultados hallados

por el método formula

EOXA =0,189¢eV Método WKB
Eo,, = 0,093 eV}m =0,{ =0,R =5nm,a =4+ 10-10]%",3 =1mT,A=0,B=-1
(160)
Eoy, = 0284 eV Método foérmula
Eoy, = 0,124 eV}m =0,{ =0,R=5nm,a=4x10"1°Jm/C

Con un porcentaje de error entre ambos métodos de 33,45 % para y, y de 24,31% para yp

La eleccion del campo magnético se realizo considerando la restriccion de B para el método formula
(95), que da como resultado un B «< 26.33 T para R = 5 nm, por lo que el campo magnético del
orden de mT cumple con la condicion; adicionalmente A y B en el método WKB son constantes que
segun su valor dan resultados de energia reales o imaginarios, con el fin de registrar soluciones reales
se selecciond su valor. Con estas consideraciones con relacion a los parametros fisicos de cada
método, se obtiene un resultado numérico que es comparable y que en orden de magnitud y valor es
semejante entre cada método. El hecho que no sean iguales las soluciones para el espectro de energia
se debe al enfoque del planteamiento y las aproximaciones realizadas para aplicar satisfactoriamente

cada método.

Un caso particular de estudio para hallar las raices del polinomio cubico es cuando las constantes g

y p son cero, de forma que:

R* (4m+4{+7)R2+( Ot +1)_|_35120c2e2 2A
241% 612 m+Om+¢ 27vFh? 3

(161)

[E»R4 3(m+{+ 1)R?> t2%a?e? 3A]—0
321 412 vZh2 2

Se despeja A de la segunda ecuacion para remplazarla en la primera y asi obtener una ecuacion en

funcion del radio R unicamente, por ultimo, se procede a simplificar la expresion
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1, @m+20+3) 2312q%e?

R? - -2 =0
121 22 (m+Om+ ¢+ D)= g (162)

Definiendo la variable auxiliar v = R? y multiplicando por 12[% toda la expresion se llega a

92l3t%a%e®

vZ+ (12m+ 120+ 18)I13v—12(m+ O)(m + { + DIj — TR 0 (163)
f

La ecuacidén (163) es una ecuacion cuadratica con respecto a v por lo que se pueden hallar las raices

con la formula cuadratica

9272q%e?\2
vy = —(6m + 67 + 9)I% + 12| 48m? + 120m + 96m{ + 4872 + 120 + 81 + 5T (164)
f

Dado que v = R? solo tiene sentido fisico la raiz positiva, despejando R se llega a

1
1 2
22,2

Tae>i—6m—6(—9 (165)

Ry, =l (48m2 +120m + 96md{ + 487> + 120 + 81 + W

De forma analoga se hace para la componente yg, se toma la raiz positiva y se despeja R

1

1 2
92‘[20.’282 2 (166)

Ry, = lp || 48m” +96my — 24m + 4807 — 240 + 9 + ——— | —6m —6( +3
f

El orden de magnitud del radio del punto esta directamente relacionado con la longitud magnética
del sistema, por lo que para un campo magnético de 1 T el radio del punto cuantico es del orden de
R~25,66 nm y este empieza a disminuir a medida que el campo magnético aumenta. El orden de
magnitud para el radio R hallado por el método WKB se encuentra dentro de los rangos reportados

por la literatura para tamafos de puntos cuanticos de grafeno [41].

Un aspecto a resaltar es que para que los radios R, y R, coincidan se tiene que cumplir que

1
2.,2,2\2

92t°ae”\?
—( 48m? + 96m{ — 24m

(48m2 +120m +96m{ +487% + 1200 + 81 + — ———
v
f

(167)

5 927%2a%e?\2
F4807 — 240 + 9+ — | —12=0
f

En este caso con p = q = 0 la solucioén a la energia (126) se reduce a
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2tae 2tae
P T T (169

La ecuacidn (168) presenta una relacion inversa con el radio del punto cudntico que coincide con lo
reportado en el método férmula, pero no se aprecia la cuantizacion de la energia. Sin embargo, en la
condicion p = g = 0 el radio del punto cuantico se cuantiza, de forma que al reemplazar (165) y

(166) en (168) se recupera la energia cuantizada

1
2
2tae 927t%a?%e?\2
oy = 48m? + 120m + 96m{ + 48¢% + 120 + 81 +f —6m—6{—9
4 3l 9vsh?
_(169)
1 )
2tae 92t%a%e?\2
E, = - 48m2+96m(—24m+48(2—24(+9+f —6m—6(+3
B 3l 9vsh?

Se destaca que en esta solucion la energia depende de la longitud magnética de forma inversa similar
a lo hallado en [1] [2], pero la relacion con el nimero cuantico m y la relacion de flujos ¢ es inversa

con la raiz cuadrada, por lo que el comportamiento de la energia (169) difiere al del método férmula

El método perturbativo requiere conocer las constantes de normalizacion para hallar un valor
numérico de la energia; la normalizacion para la funcion de onda (138) al simplificar la expresion e

integrar en @ es

j W(r, 0) W (r, @)dV

r2 2
f | | 2(m+{+3 ){ﬂ(F ( n m+{ +1; 27‘122>> (170)

_r? 2\
+ Ny 2(mg+3),, zz?g(F < nom+ ¢ +2; 212)) dr

En el estado base la funcion hipergeométrica confluente es una constante (146), por lo que al integrar

(170) usando (148) con a; = m+{+%,a2 =m+(+§,b= 2lzyt—Rsellegaa

f Y(r, @) ¥Y(r,p)dV
=-r

21\ R?
Ny (ﬁ) [F<m+(+2,ﬁ>—l"(m+(+2)] a71)

21\ R2
+ [Ny, <ﬁ> [F<m+{+3212>—[‘(m+(+3)] =
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2
Despejando |NX Am| se tiene que

|N |2 _ 1 1
Xam| — —m-{-2 2 -
()" (e 2B - rmrc 20|
21y 215 (172)
+ | |2 i_m_g_Brm+(+3R—2 —T(m+{+3)
XBm| \ 212 "212
2 . . . .
De (172) se deduce que |NXBm puede tomar cualquier valor, por ejemplo, si se considera un
2 2
|NXBm| =1lconm=0, {=0,B=1T y R = 25 nm la constante de normalizacion |NXAm| es
1,92 * 102°. La energia (153) por el método perturbativo para estos parametros es
Eogo =0,027 eV (173)

El valor (173) no es comparable con el método formulado, debido a que a la intensidad del campo
magnético de un tesla supera la condicién de la longitud magnética (95) para el método formula;
Ademés la longitud magnética en la solucidén no perturbada acttia como el radio del punto, por lo
que para poder comparar ambos métodos se requiere longitudes magnéticas similares al radio R,

condicioén que no cumple la restriccion sobre B para el método formula.

Por ultimo, con relacion al método perturbativo se tiene como principal limitante que la integral
(145) no se puede realizar analiticamente dado que es la integral de las funciones hipergeométricas
de cada componente x4 y xp clevada al cuadrado, por lo que se recurrié a expandirla en series de
potencias y asi realizar la integral, considerando solo el estado base n = 0 y el primer estado excitado
n = 1. Los resultados (153) y (157) tienen como particularidad que presentan una relacion explicita
con el radio del punto cuantico y que es proporcional a potencias de R, aspecto que contrasta con los
resultados por el método WKB y el método formula, donde la relacién con el radio es de forma
inversa; las soluciones a la energia por el método perturbativo conservan la clasica raiz cuadrada
propia de estos modelos de punto cuantico de grafeno [1] [2] [3] y permite presentar otra alternativa

para solucionar el sistema de ecuaciones de Weyl desacopladas para el potencial tipo coulombiano.



5. Ecuacion general para las componentes radiales
desacopladas de un sistema de punto cuantico de
grafeno sometido a un potencial V(1)

En el presente capitulo se buscod encontrar una formula general para las ecuaciones desacopladas de
Weyl que surgen al desarrollar el hamiltoniano de Dirac-Weyl para un potencial V (r), con el fin de

simplificar los calculos a realizar para futuras investigaciones tedricas en este campo.

5.1 Definicion de variables

Las variables de interés del modelo para hallar las ecuaciones de Weyl desacopladas son las mismas
que se describen en el capitulo 3, por lo que esta seccion solo se centra en definir el potencial de
interés.

El objetivo es hallar el sistema de ecuaciones de Weyl desacopladas para cualquier potencial externo
V(r) en el hamiltoniano de Dirac-Weyl, por lo que se define el potencial escalar como

V(r) parar <R

coparar >R (174)

V() = {

De tal forma que el potencial V(1) es el encargado de confinar los portadores de carga del punto

cuantico de grafeno en la region r < R.

5.2 Desarrollo del hamiltoniano de Dirac-Weyl

En la region r < R el potencial a considerar es V(r) por lo que el hamiltoniano de Dirac-Weyl es
H= vf(ﬁ +ed)- O,y t1V(r)o, (175)

Desarrollando el hamiltoniano

eBr egup ihc’)) ]+ v 176
2 2nr 1 0@ Ip| TV (1) (176)

— d
H =vf [—ihgcrr + (
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La funcion de onda W es una funcién de la componente radial r y de la componente azimutal ¢, que
se define igual que en el capitulo 3, como un spinor de Weyl y cuya solucion azimutal es conocida

[1][2] [3]. Los valores y vectores propios del operador hamiltoniano son

0 eBr e¢up ih 6) e™m®y,(r)
[Uf( lharar-l_( 2 T omr 7 1) 0¢)+TV(T)GZ] ielM+Dey (1)

_g €™
(el 0, (1)

Operando las matrices de Pauli con la solucion azimutal de la funcion de onda, realizando las

(177)

derivadas con respecto a ¢, y simplificando la expresion se llega al sistema de ecuaciones de Weyl

acopladas por la componente radial

Oxg(r) (eBr e¢p,p hm
vf(h or +( 2 " omr T

ﬁwﬁ=w—meM) (178)

2 B A(m + 1
vy (—h xsr(r) + <e2r + ez(f:‘f + (mr ))XA(r)> =(E+v@®)xs() (179

5.2.1 Forma desacoplada de las componentes radiales

Para desacoplar las ecuaciones de Weyl se despeja yg (1) de (178) y se reemplaza en (179)

. (h % vy (_haxA(r) . <@ , as , hm+ 1)>XA®)]

E+1tV(r) ar 2 2nr T

eBT e¢AB
(T 2nr (180)

hm vy dxa(r) eBr e¢pus h(m+1)
+ T) [E + vV (r) <_h ar + <T + 27r + T )XA(r)>l>
= (E =V ()xa(

El primer término de la izquierda de (180) luego de realizar las derivadas y agrupar términos

semejantes es

1 [_ ,0%xa() <ehBr N ehop N r2(m+1) h%t 6V(r)) Ox4(r)

E+1V(r) or? 2 2nr r E+1V(r) or ar
ehB ehduz; h2(m+1)
(T_ 2mr? r? (181)
T ehBr eh¢,p h2(m+ 1)\ oV (r)
E+ vV (r) < 2 + 2mr + r ar xa(r)

El segundo término de la izquierda de (180) luego de realizar las operaciones de los paréntesis y

sumar términos semejantes es
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1 ehBr N eh,p N h2m\ 0y, (1)
E+1V(r) 2 2nr T or

e?B?*r?  e?B¢,s; eBh(2m+1) e?¢piz eduph(2m+1)

< 4 + 21 + 2 4m2r? 2mr? (182)
h2m(m + 1)
+r—2>XA(T)]

Por ultimo, sumando los términos (181) y (182), simplificando los términos semejantes, dividiendo

entre —h? e igulando a cero se llega a

*xa(r) (1 T 6V(T)> dxa(r)

or? r E+ w(r) or ar
e?B?r? e?B¢yup eB(m+1) e?¢p3p  eppm m?—1
_( 4n? 2mh? h 4m?n?r?  mhr? r? (183)
2V2(r) — E? T eBr e¢p,p m+1\0V(r)
vfzhz CE+ TV (r) (ﬁ 2mhr T ) or )XA(r) =0

Aplicando las definiciones de longitud magnética lp, fluxon ¢ y relacion entre flujos ¢, se tiene

que la ecuacion desacoplada de la componente radial y,(r) es

a2){14(7”)_ 1+ T aV(r)\ 0xa(r)
or? r E+tV(r) or or

> m+{+1 (Mm+0*-1 1%V3(r)—E?
Bl @ 12 r2 v]?hz (184)
T r m+{+1\oV(r) ) =0
E+tV(r)\203 r ar ) XAl =

De forma analoga a lo descrito se llega a la ecuacion desacoplada de Weyl para la componente radial

Xxg(T)

0%x5(r) <1 . avm) 0xt5(r)

or? r E—1V(r) or or
> m+{ Mm+Om+7+2) 12V2%(r)—E?
_ <@ T > M (185)
T r m+J\oV(r) _ 0
_E—TV(r)<ﬁ T > or >XB(r)_

5.3 Verificacion de la ecuacion general desacoplada de Weyl
para potenciales V()

En la presente subseccion se consideran algunos potenciales V() reportados en la literatura con el

fin de verificar las ecuaciones (184) y (185).
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i) Potencial cero: V(r) =0
Para un sistema de punto cuantico de grafeno sometido a un potencial externo V(r) = 0, lo que
implica que su derivada es cero, se tiene que el sistema de ecuaciones de Weyl desacopladas

aplicando la ecuacion general es:

0%xa(r) 10x4(r) > m+{+1 m+?*-1 E? ) = 0
or? r or 41} 1? 2 v2p2 XA\ =
5 b 4 (186)
0%xg(r) 10yxg(r) r? +m+(+(m+6)(m+{+2) E? ) =0
or? r or 4l 12 r2 vih? At =
Como el término (m + {)(m + ¢ + 2) se puede ver como
m+m+{+2)=m?2+2m{+2m+2{+*+(1—-1)
=m?+2mi+2m+2(+3?+1) -1 (187)

m+Om+{+2)=m+{+1)?—-1
Al reemplazar (187) en la segunda ecuacion (186) se obtiene el mismo sistema de ecuaciones de

Weyl desacopladas para un potencial V' (r) = 0 reportado en [1] [2]

i) Potencial constante: V(r) = eV,
Para un sistema de punto cuéntico de grafeno sometido a una diferencial de potencial V constante,

por lo que su derivada es cero, se tiene que el sistema de ecuaciones Weyl desacopladas aplicando

la ecuacion general son

0%y (r) 10y, 2 m+4+{+1 (Mm+?*—-1 12V -E?
e (71 S e T PAG R
T r v2h

or? r or
0%xg(r)  10yxg(r) 2 m+{ Mm+Om+7+2) t2e?VE—E?
—— —\—= + xe(r) =0
or? r or 4l 12 r? vih?

Al reemplazar la relacion (187) en la segunda ecuacion de (188), se recupera el sistema de ecuaciones

(188)

de Weyl desacopladas reportadas en [2]

iii) Potencial tipo coulombiano: V(r) = — %

Para un sistema de punto cuantico de grafeno que se somete a un potencial externo tipo coulombiano
V(r) = —ae/r, cuya derivada es

av(r) ae
or 12

(189)



Capitulo 5 77

Se tiene que el sistema de ecuaciones de Weyl desacopladas aplicando la ecuacion general y

simplificando la expresion es

®xa(r) E  dxar) [r?  m+{+1 n (m+0)%-1 n ?a’e?-E*r?
ar2 Er—tae Or 413 12 T2 vihtr?
Tae 1 m+{+1) _
Er-tae (21123 + r2 )XA(Y) =0
(190)
92xp(r) __E  oxg(n) i + m+¢ + (m+)(m+7+2) n t2a?e?-E?r? _
ar? Er+tae Or 413 12 T2 vih?r?

Tae 1 m+{ _
Er+tae (ﬁ + r2 )) x(r) =0
Para que la ecuacion (190) coincida con los resultados reportados en el capitulo 3, es necesario

realizar un analisis de los términos que tienen en el denominador 72 y 3

m+{+1+(m+()2—1 Tae (1 m+(+1)

2 2 T B — 2 2
l; r Er —tae \ 213 r

_m+{+1 m+{P-1 1 m+{+1 Tae <1 m+(+1) 1 m+{+1

12 72 212 r2  Er—tae\212 r2 212 T2
(191)
_2m+20+3 (m+{O(m+7+1) (1+ Tae ) 1 m+{+1
B 212 r2 Er —tae/ \21% r?
_2m+20+3 (m+Om+7+1) E r m+{+1
- 212 72 Er —tae \213 r
m+ m+{)(m+J+2 Tae 1 m+
S A O+ g 4) 1 m+
l; r Er + tae \ 21 r
_m+(+(m+()(m+{+2) 1 m+¢ Tae 1 +m+{ 1 m+¢
I r2 212 r?  Er+rtae\2l5  r? 212 r?
(192)

_2m+2{—1 (m+()(m+(+1)_|_(1 Tae )(1 m+{>

21% r? CEr+tae/\23 " r?

_2m+270—-1 (m+()(m+{+1)+ E r m+(
B 212 r2 Er + tae \213 r

Al sumar y restar los términos % y m;iﬂ en (191) es posible operar algebraicamente para que la
B

ecuacion coincida con la reportada en el capitulo 3; de igual forma ocurre en (192) al sumar y restar

L. 1 m+{
los términos — y —~=
2lg T2

Los potenciales de interaccion considerados y desarrollados en i), ii) y iii) verifican y reproducen los
resultados de la tesis y los reportados en la literatura [1] [2], por lo que se confirma como aporte de

la tesis doctoral las ecuaciones generales de Weyl desacopladas (184) y (185) para cualquier
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potencial de interés; con el fin de ampliar los posibles potenciales de interaccion para el sistema de
punto cuantico de grafeno, se proponen otros dos potenciales para hallar las ecuaciones de Weyl
desacopladas.

iv) Potencial radial de la forma: V(r) = ar
Para un sistema de punto cuantico de grafeno sometido a un potencial de la forma V (r) = ar, cuya

derivada es a, se tiene que el sistema de ecuaciones de Weyl desacopladas aplicando la ecuacion

general es
0%xa(r)  E+2tar dxa(r) [ r*  m+i+1  (m+{)*-1  tPa’r?-E*
or? r(E+tar) or 413 12 r2 vih?
Ta T m+J+1 _
E+tar (Zlé + r )) Xa(r) =0
(193)
% xg(r) _ E-2tar 9xp(r) i n m+{ n (Mm+(Mm+7+2) " T2q%r2—E? _
ar2 r(E-tar) or 4y 12 T2 vih?
Ta T m+{ _
E-tar (Zlé + r )) xg(r) =0
V) Potencial cuadratico de la forma V(r) = ar?

Para un sistema de punto cuantico de grafeno sometido a un potencial externo cuadratico de la forma
V(r) = ar?, cuya derivada es ar, se tiene que el sistema de ecuaciones de Weyl desacopladas

aplicando la ecuacion general es

% xa(m _ E+3tar? dy,(r) _ (i m+{+1 n (m+0)?-1 n T2q?r*—E? _

ar2 r(E+tar?) or 413 12 T2 vih?

2 2
ki (;Té+m+{+1)>)(A(r)=O

E+Tar?
(194)
0%xp(r)  E-3tar dxp(r) i+m+i n (m+)(m+{+2) n t?a’r*-g*
or? r(E-tar?) or 4% 12 r2 vih?

2ra (%+m+()>)(3(r) =0

E-tar?

Se destaca la versatilidad, rapidez y sencillez con la que es posible hallar las ecuaciones de Weyl
desacopladas con (184) y (185) para los potenciales considerados en iv) y v), sin recurrir a todo el
desarrollo matematico y separacion de las componentes spinoriales y,(r) y xg(7) , lo que reduce el
tiempo y facilita el trabajo del investigador que desee estudiar un sistema de punto cuantico de
grafeno que cumpla con las condiciones descritas al inicio del capitulo y que se modele por medio

del hamiltoniano de Dirac-Weyl (175) con un potencial V() que sea de su interés; entonces el
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problema del investigador consiste en identificar el método matematico de solucion de la

componente radial de la funcion de onda spinorial W(r, @) y los niveles de energia del sistema

5.4 El método formula y las ecuaciones de Weyl desacopladas

Se busca enlazar las ecuaciones generales descritas en (184) y (185) con la ecuacidon canonica del
método formula, con el fin de delimitar el alcance del método para sistemas spinoriales complejos
como es el caso del sistema de punto cudntico de grafeno estudiado por medio de la ecuacién de
Dirac Weyl.

La ecuacion canonica del método formula es

(ky — ky5) As?+Bs+C
lIJII l_IJI
() + s(1 —k3s) () + s2(1 — kgs)?

Y(s)=0 (195)
Se tiene que todo cambio de variable que transformé las ecuaciones (184) y (185) en la forma
canonica del método formula (195), se pude solucionar por medio de las ecuaciones ya definidas y
reportadas en [50] para la funcion de onda y los niveles de energia.
Si se considera el cambio de variable

xXa(m) = xa(s) . x5() = xp(s) (196)

r=r(s) '’ r=r(s)

De forma que las primeras derivadas y segundas derivadas con relacion al cambio de variable son

9 oar(s) d 9 1 \a

—_—= _ 5 — = ——|—

ds ds Or or dr(s) | os (197)
ds

Para la segunda derivada se aplica la definicion de segunda derivada y se emplea la relacion (197)

92 90 1 \olf 1 \o| [ 1 \|lof 1 \o 1 o2
orz  oror - ar(s) |as|\ ar(s) Jas| — \ ar(s) ||as\ ar(s) &4_ ar(s) |as? (198)
ds s ds ds ds

Considerando la relacion

0 ( 1 ) 1 9%r(s)
s\ 2 (s) =- 27 552 (199)
s rass <ara(ss)) s

Se puede simplificar la ecuacion para la transformada de la segunda derivada (198)
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2 90 2?2 1 9%r(s) d / \a
a2 ~aror o <ar(s)s o957 05 \ar@) /a (200)
ds

El potencial V (r) transforma como

B av(r) 1 av(s)
V(r) =V(s); o ares) | s (201)
ds
Reemplazando las relaciones (197), (198) y (201) en la ecuacion (184) se tiene que
1 9 1 ] 1 62 1 T 1 \av(s) 1 \ayxa(s)
ar(s) ||as\ ar(s) %-l— 6r(s) 9s2 xa(s) = r(s) +E +tV(s)\ or(s) | as ar(s) ds
ds ds " 0s ds ds
r2(s) m+4+{+1 (Mm+?>—1 12V%(s)—E?
_< T T vZR2 (202)

T r(s) m+{+1 1 v(s) o
- E+1V(r) E + r(s) ar(s) ds XA(S) =
ds
Agrupando los términos semejantes y simplificando, se llega a que la ecuacion para y4 (s) aplicando

el cambio de variable r = r(s) es

0%x4(s) 1 90%r(s) 1 or(s) T AV (s) \dxa(s)
ds2 | or(s) 09s2 + r(s) ds E+1V(s) ds ds
ds
o\ [r2(s) m+7+1 (Mm+?—1 12V2(s) — E2
B < s ) 413 12 * r2(s) vfh? (203)

T (r(s) m+{+ 1) 1 \av(s) 2a(s) = 0

CE+1V(s)\ 203 r(s) or(s) | os
ds

De forma analoga se llega a la ecuacidn para yg(s) aplicando el cambio de variable r = r(s)

9% x5(s) 1 9%r(s) odr(s) 1 T aV(s) \oxg(s)
ds2 | ar(s) as2 + ds r(s) E—1V(s) ds ds
ds
S\’ [r2(s) m+¢ (Mm+Dm+7+2) 12V2(s) — E2
B < ds ) 41% 12 r2(s) + v2h? (204

T (r(s) m+ () 1 \aV(s) 2o(s) = 0

E—-twV(s)\ 202  r(s) or(s) | 0s
ds
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Ahora se comparan los coeficientes de (203) y (204) con los coeficientes de la ecuacion canodnica

del método formula (195)

1 9%r(s) 1 or(s) T V() (kg —kys)
*1a) or(s) 0s? r(s) ds  E+tV/(s) ds  s(1—kss)
ds
)\ [r2(s) m+{+1 (m+D2—-1 72V2(s)— E?
xa) T < ds > 4l 12 * r2(s) vfh? (205)
T r(s) m+J+1 1 \oV(s)| As’+Bs+C
T E+1V(s) ( 212 r(s) ) ar(s) | ds | s2(1—k3s)?
ds
1 9%r(s) odr(s) 1 T V() (kg —kys)
*1a) or(s) 0s? ds r(s) E—1V(s) ds  s(1—kss)
ds
)\ [r2(s) m+¢ (Mm+Om+¢+2) t2V2(s)—E? 206
“xe) T ( ds > ad r2(s) vZh? (206)

T r(s) m+{ 1 \oV(s)| As*’+Bs+C
E —1V(s) ( 212 * r(s) > ar(s) | ds | s2(1—k3s)?
ds

Siempre que se cumplan estas igualdades al seleccionar el cambio de variable y el potencial, el

método formula seria aplicable.

5.5 Analisis de resultado

Las ecuaciones (184) y (185) permiten encontrar de forma sencilla y rapida el sistema de ecuaciones
de Weyl desacopladas para un potencial V() de interés, lo que facilita el trabajo del investigador al
no incurrir en calculos extra para su trabajo, ademas reduce el problema a identificar el potencial que
se desea estudiar y el método matematico para solucionar las ecuaciones diferenciales.
Durante la subseccion 5.3 se prueban tres potenciales que han sido estudiados en [1] [2] y [3] para
la ecuacion de Dirac-Weyl, de lo que se concluye que:
i) Para que los resultados de las ecuaciones de Weyl desacopladas (186) y (188) coincidan
con los resultados reportados en [1] [2] y [3], es necesario considerar la relacion de

equivalencia (187) que permite expresar las variables de forma idéntica a la literatura.
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ii)

Se probo la ecuacion general (184) y (185) con el potencial de interés de la tesis doctoral,
comprobando que al considerar las relaciones de equivalencia (191) y (192), se
recuperan las ecuaciones de Weyl desacopladas reportadas en el capitulo 3.

Ademas de lo hecho en la seccion 5.3 se puede generalizar la relacion del potencial para cualquier
tipo de potencia n, sea:

V(r) =a,r"

(207)
Con «a,, una constante con dimensiones segun sea la potencia n del potencial yn € R

Comportamiento %) a diferentes potencias

|
4451 v
FI.
i
35+ 1
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]
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Grafica 9 Comportamiento de la funcion V() en funcion de diferentes potencias de r con @y = 1,
a, = 05, ag = 25y a_p, = 1.

La derivada del potencial con respecto a r es

av(r)

_ n-1
= a,nr
or n

(208)

De forma que al reemplazar (208) en (184) y (185), agrupar términos semejantes y simplificar, se
obtiene que:



Capitulo 5 83

0%2xa(r) E+ (A +n)ta,r"dyxs(r)

or? (E + ta,r™)r or

r? m+{+1 (m+*-1 tlair"—E?
41} 12 r? vFh?

Ta,n rit
<—+ (m+{+ 1)r"‘2> xa(m) =0

CE +ta,rt\202
(209)
%xg(r) E—(1+n)ta,r"dxs()
or? (E —ta,m™)r or
r? m+¢ (m+()(m+(+2)+rza,21r2"—E2
4l 12 72 vfh?
Tapn r”+( £y ) =0
E —ta,r"\2[3 m+Or XB\T) =
Cuando se consideran = 1,n = 2 o incluso n = —1, se replica lo reportado en la seccion 5.3 para

el potencial V(r) = ar, V(r) = ar? yV(r) = _¥

De la seccion 5.4 se tiene que las ecuaciones con cambio de variable (205) y (206) permiten realizar
una comparacion de forma directa con los coeficientes del método férmula, lo que permite identificar

si es posible o no aplicar el método formula para ese potencial V (7).
Se puede concluir que:

1) Con un potencial constante V (s) = a, la derivada del potencial con respecto a r(s)

es cero, por lo que se eliminan los términos

T av(s) T r(s) m+{+1 1 av(s)
E+1V(s) ds "E+1V(s) <21§ + r(s) ) or(s) | os
ds

(210)

T r(s) m+{¢{ 1 av(s)
E—1V(s) < 212 * r(s) > or(s) | os
ds

Al considerar el cambio de variable 7 = v/s en la ecuacién que resulta del potencial

constante, da como resultado para la componente y 4
(ky — k3s)

0=~ "hs)

(211)
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1< s2 <E2—12a m+{+1> (m+{)2—1> As? +Bs+C
52

— | — + — —
161} 4vih? 412 4 s2(1 — k3s)?
Por lo que las constantes del método formula son

k25=k1 _>k1=k2=0yk3=0

1 - E?—7t?’a m+{+1 = (m+{)?-1 (212)
165"~ avE 4z T 4

A=

Que coinciden con lo reportado en [1] y [2] para @ = 0 y @ = eV,,. De igual forma
se pueden encontrar las constantes del método férmula para la componente y g, solo
reemplazando el potencial constante y el cambio de variable r = /s en (206)

i) En el caso de un potencial variable, encontrar un cambio de variable adecuado que
permita definir los coeficientes de las ecuaciones diferenciales con los del método
formula es una tarea compleja, dado el término

T av(s)
E +1V(s) 0s

(213)

Que como se menciona en el capitulo 3 es dificil de tratar para disminuir a orden
dos el polinomio del numerador de los términos que acompaiian la primera derivada.
Para el potencial coulombiano fue necesario aplicar aproximaciones para hallar la
funcién de onda y los niveles de energia por el método formula.
Por tltimo, la intencidn del capitulo fue la de presentar una ecuacion general para cualquier potencial
V(r) de las ecuaciones de Weyl desacopladas, (184) y (185), y una forma alternativa para hallar y
verificar el cambio de variable del método formula (205) y (206), con el fin de simplificar, optimizar
y compactar la informacidon en cuatro ecuaciones para ser revisada con mayor detalle por cada
investigador que desee abordar el estudio de puntos cuanticos de grafeno modelados con la ecuacion
de Dirac-Weyl y que considere el método formula como una posible opcion para solucionar las

ecuaciones diferenciales.



6. Funcion de particion y propiedades
termodinamicas de un punto cuantico de grafeno
sometido a un potencial constante

En el presente capitulo se hace el desarrollo matematico para hallar la funcion de particion asociada
al sistema de punto cuantico de grafeno sometido a un potencial constante V = eV, y se calculan los

potenciales termodinamicos.

6.1 Consideraciones de la funcion de particion

La funcion de particion canonica para sistemas cuanticos esta definida como [66]

Z=Tr(e7H) = ) ebin (214)
n=0

Donde § = 1/kgT y E,, son los niveles de energia del sistema cuantico.
Se tiene que la sumatoria de la funcion de particion (214) converge si se cumple que
i) n es entero
i) La funcion e PEn es positiva y mondtona decreciente en el intervalo (0, o)

Si (214) cumple con los dos items anteriores entonces [67]:

f e PEndn — Existe y tiene un valor finito (215)
0

Para hallar la funcion de particion se recurre a aproximaciones por medio de integrales de la
sumatoria en dos regimenes distintos.
i) Para un exponente > 1: Régimen de bajas temperaturas

La aproximacion para un exponente mayor a 1 es [67]
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oo
(00)

Z e BEn < e=FFo 4 f e PEndn (216)
0

n=0
En el caso extremo donde el exponente de la funcion crece “muy rapido” se tiene que la sumatoria

se aproxima a

oo
(0]

Z e BB ~ ¢=FFo +f e BEndn (217)
0

n=0

ii) Para un exponente << 1: Régimen de altas temperaturas
La aproximacion de la serie cuando el exponente es menor a 1 se hace en el limite asintotico, por lo
que se emplea la formula de Euler-Maclaurin [6] [67] [68]

[oe]

© 1 1 ’ 1 " 1 14
=BEn —-BEn _|e—BE —[e=BEn] — —_[g=BEn ~BEn
Ze fo e dn+2[e 0]+12[e | 720[6 | +30240[(e ) ]+ (218)

n=0

Donde la notacién prima (',””,V, ...) indica el orden a la derivada que se toma y estas se evalian

entre cero e infinito

6.2 Funcion de particion para un sistema de punto cuantico de
grafeno sometido a un potencial constante V = eV,

Los niveles de energia para un sistema de punto cudntico de grafeno sometido a un potencial

constante V = eV, son [2]

252
Enm = j—zvf Mo D) | r2e22 (219)

Ig

La funcion de particion canonica (214) para los niveles de energia del modelo (219) es

Zv]% h2(m+n+{+1)

® _ + 2,212
7=)e p [ D (220)
n=0

La sumatoria se hace solo sobre el nimero cuantico principal n dejando fijo el nimero cuantico

magnético m, de forma que se reescribe la ecuacion (220) como
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o Bvgh T2e2]2VZ

——*— [2n+2(m+{+1)+

z=Ye " l ot 221)

n=0
. Bvsh t2e213V¢ .
Definiendo las constantes a = ——, b =2yc = 2m+ 7+ 1)+ 5,z > Se tiene que
B f
7 = z e—a\/bn+c (222)
n=0

La expresion (222) es mas compacta y sencilla para realizar las operaciones correspondientes. El
objetivo es hallar la funcidén de particion para los dos regimenes: i) bajas temperaturas y ii) altas
temperaturas.

i) Régimen de bajas temperaturas
En el régimen de bajas temperaturas se observa que el exponente crece rapidamente, por lo que es
posible aproximar la sumatoria de la funcion de particion (222) a la integral (217)

©o

Ziowr ~ €”VC + f e—avbntegy (223)
0
. . . . . ab
La integral (223) se realiza definiendo el cambio de variable u = avbn + ¢; du = N dn e
integrando por partes:
” —avbn+c 2 -u
e dn=———(u+1e (224)
0 a“b
Volviendo a la variable original para evaluar los limites de integracion
*® 2 ® 2
f e~ wbntcqn = — (avbn + ¢ + 1)e~avbnte| = %(1 + ay/c)e ®Ve (225)
0 0
De forma que la funcién de particion en el régimen de bajas temperaturas es
2 G
Ziowr = [1 + (1 a\/E)] e=ave (226)

ii) Régimen de altas temperaturas
En el régimen de altas temperaturas se observa que el exponente no crece rapidamente, sino que
tiende al limite asintdtico de la exponencial (exponente mucho menor a 1), por lo que se puede
aproximar la sumatoria de la funcion de particion (222) por medio de la formula de Euler-Maclaurin

(218) [6] [67] [68]
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1700 fee]

1 1
[e—a bn+c

f e—avbntc g, o 1 [e—a\/E] + i [e—a bn+c] _
0 2 o 720

12
+ 1 (e—a bn+c)V
30240

El primer término de la aproximacion es la integral (225), el segundo término solo es evaluar la

ZHigtht ~
0 (227)

+ .
0

funcion en n = 0 (dado que en n = oo la funcion se hace cero). Para fines de la tesis se considera la

aproximacion de la funcion de particion hasta el tercer término de la serie.

1 2
Zyigthr ~ [5 + %(1 +avc) + ] ealc (228)

ab
24+/c

En resumen, las funciones de particion para los dos regimenes en las variables originales son

Bvgh T2e212V¢
Tzezlzzavoz Iy 2(m+{+1)+ v}hz

242
vfh

2 Bush
ZlOWT ~ |1+ ﬁznghz 1+ lB

\}Z(m+(+1)+

1 12 Bush

T2e2[2V¢
Zuigtnr * |5+ o 1+ —

272
vfh

l \]2(m+{+1)+
B (229)

Bush T2e212VZ

N Bush J jZ(m““)*ng

2,2]12Y72
1213\/2(m+(+1)+M

272
vfh

6.2.1 Propiedades termodinamicas

Las propiedades termodinamicas que se pueden calcular con la funcion de particion Z son: la energia
libre de Helmholtz (F), la energia interna (U), la entropia (S) y el calor especifico (C) [67] [69]
[70]

91n(Z) oF oU
; S=kpB?o=; C= —ksﬁzﬁ

(230)

Dado que las derivadas se realizan en funcion de f3, se redefine la variable auxiliar a de las
Uffl

ecuaciones (226) y (228), como a’ = <> de forma que
B

2 /
ZlowT = [1 + m(l + ,3(1,\/5)] e‘ﬁa Ve (231)
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e~Pa'Ve (232)

1
ZHigthT ‘82 lzb (1 + .Ba

i) Régimen de bajas temperaturas

Primero se procede a determinar el logaritmo natural de la funcion de particion

In(Z,owr) = —Ba’\c+In| 1+ 2 > (1 + ﬁa’\/z) (233)
B%a’“b

Con la ecuacion (233) se puede calcular la energia libre de Helmholtz

FlowT—a\/_—Eln 1+ 7 (1 + Ba'vVe) (234)

Derivando (233) con respecto a f§ se pude calcular la energia interna U

] 2
Uiowr = = 35 —Ba’ve+1In| 1+ b (14 Ba'Ve)

(235)
2
e o)
B2a’’b +2fa'\c + 2 \B
Derivando (234) con respecto a 8 y multiplicando por el factor kg2 se llega a la entropia S
Siowr = ksB? = a\/_——ln 1+ e (1+ pa'Ve)
aﬁ B
(236)
2kp(2 + pa'\e
= kg In 1+ En (1+Ba'Ve) |+ 23( pa'e)
B2a’“b+2(1 + Ba'Vc)

Derivando (235) con respecto a 8 y multiplicando por el factor —kz 32 se llega al calor especifico C

2
B2a'’b + 2Ba’'\c + 2

Ciowr = kBEZ a'\c+ ( +a\/_)

4k (B3a*bVe + 2a’(3b + ) + 4pa'Vc + 2) @7
- (Bza’zb +2Ba'\c + 2)2
ii) Régimen de altas temperaturas
Primero se procede a determinar el logaritmo natural de la funcién de particion
In(Zyigenr) = —Ba'Ne + ln 2+ 5 ,2b (1+ Bae) + a\/b_ (238)
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Con la ecuacion (238) se puede hallar la energia libre de Helmholtz

1 (1 Ba'b
FngthT—a\/_—Eln< 5 ,Zb(1+/3a\/_)+ 4\/_> (239)

Derivando (238) con respecto a f§ se pude calcular la energia interna U

2 Ba'b
e
i (409507

Unigent = ﬁ( /Ba\/_+ln

240
e ﬁ3a’3b2 — 48Ba’c — 96/c (240)
=a'VJc—
12p3a"2b\c + 48B(Vc + Ba'c) + B*a’3b?
Derivando (239) con respecto a § y multiplicando por el factor k32 se llega a la entropia S
2 pa'b
Shi =k Ve ——1 1 !
HigthT = Bﬁ a'e n( B2 lzb( +pa \/E)+24\/E)]
k1<1 (1+ Ba'Ve) + ’b>
= n - a
B ,32 2} 244/ (241)

_k < B3a’*b? — 96+/c — 48Ba’c )
1282a"2b\c + 48Vc(1 + Ba'Vc) + p3a'3b?

Derivando (240) con respecto a f y multiplicando por el factor —k 32 se llega al calor especifico C

c . /32 e p3a’>b? — 48Ba’c — 96y
. — a C —
Higtht = b 12B3a"2bvc + 48B(Vc + Ba'c) + p*a’3b?
k
CHigthr = Z [—3,36a’6b4 +192B%a"*b%¢c (242)

(12820 byc + 48(Ve + Ba'c) + B3a®b?)”
+883a’°bvc(60b + 19¢) + 11528%a’%c(2¢ + 3) + 9216Ba'y/c?
+ 4608c]

6.3 Analisis de resultados

El limite de las temperaturas se hallé considerando el exponente de la funcion de particion (220)

> 1 = Bajas temperaturas
« 1 - Altas temperaturas

2,272
0

2
\/2vfh m+n+7+1) (243)

I3

Como f = 1/kgT se despeja T de (243)
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1 ZUfhz(m+n+{+1)

T K — 5 2e2VZ > Bajas temperaturas
kg lg
(244)
2vfh2(m+n+{+1)
T > . B + 12¢2V¢ — Altas temperaturas
B B

Paran=0,m=0,{ =0,5V, =2mV y B = 1T se tiene un estimado de la temperatura de

T « 516,16 K — Bajas temperaturas

T > 516,16 K — Altas temperaturas (245)

Con el limite temperaturas ya establecido (245) se puede graficar la funcion de particion para ambos

regimenes con el fin de observar su comportamiento en funcion de 8

Funcidn de particion Zvs B Funcidn de particion Zvs B
Bajas temperaturas Altas Temperaturas
T e [100,150] kK T e [1000,15000] K
0.o7 T T T 3000
0.06 - seg b
00sr
2000 -
0.04
E ) 1500
nr WE
003
1000 -
002r
0.01 soor
D 1 1 1 D 1
4 5 G 7 g a 2 4 G
B4 w0 B 140 «n™

Grafica 10. Comportamiento de la funcion de particion a bajas y altas temperaturas.

El valor de la funcion de particion a bajas temperaturas es pequeflo en comparacion con los valores
para el régimen de altas temperaturas, lo que es de esperar dado que la contribucidon que prevalece a

bajas temperaturas es la exponencial.

; — 1 we\| ,—-Ba'Ve _,-pa’Vc
Jim Zygr = Jim [1 + p (1+pa )] e e (246)

ﬁZ a’ 2
Mientras que a altas temperaturas los términos que prevalecen son los del polinomio de 8

pa'b 2 2a'\/c
—Ba'Ve _ 247
4\5] ¢ (ﬁZa'Zb ¥ ﬂa%) (247

(1+ﬂa

llmZngthT ~ llm 'zb
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En [66] se toman los primeros términos de la sumatoria para la aproximacion a bajas temperaturas
de sistemas cuanticos; aplicando esta aproximacion al sistema de punto cuantico de grafeno sometido
a una diferencia de potencial constante, la funcion de particion a bajas temperaturas y hasta el tercer

término de la sumatoria es

2v2h2(m4n+J+1
w _ﬁ] 2 (12 D ooy
Zpowr = Z e B ~ e Pu 4 g7Baz 4 g=Fs
& (248)
eBlaztaz) 4 oB(as+az) 4 pB(ar+az)
- eB(ai+az+az)
20202 (m+q+1) 20202 (m+q+2) 2v2h2(m+{+3)
Cona, = fT +12e2V}, a, = fT +12e2V¢ y a3 = fT +12e2V§

Con el fin de observar las diferencias entre las aproximaciones (226) y (248) se grafican ambas

funciones de particion

Funcidn de particidn Zvs B Funcin de particidn Zvs
Bajas temperaturas Bajas temperaturas

Te [100,150] K T e [100,150] K
007 . ‘ . ‘ . 0.5 . . . . .
0.045 b J
006 1
004 1
005 1
0035 1
004 1 oosh |
- -
£ £
r r
omlb | o025t 1
ooz 1
ooz 1
ooisf 1
ootk 1
o 1
o . ‘ . ‘ . 0008 . . . . .
45 & £5 6 E5 7 75 45 5 &5 B BS 7 75

B 14] 10 B [14] x 1025

Grafica 11. En la izquierda se encuentra la grafica para Z;,,,r con la aproximacion por integrales de
la tesis, mientras que a la derecha se emplea la aproximacion de primeros términos de la sumatoria
descrita en [66]

El comportamiento de ambas graficas es similar, aunque se observa que los valores de la grafica de
la izquierda son ligeramente mayores a los de la derecha; la diferencia entre ambas graficas a una
temperatura de 150 K es de 0,019, mientras que esta diferencia va disminuyendo a medida que 8

aumenta llegando a 0,007 para T = 100. Se espera que ambas aproximaciones (226) y (248) tiendan
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a coincidir a medida que se toman mas términos de la sumatoria para la funcion de particion a bajas

temperaturas.

Las graficas de entropia y calor especifico en el régimen de bajas temperaturas en funcion de £ son

Entropia vs B
Bajas termperaturas
Te[1,150] K

Calor especifico vs B
Bajas Temperaturas
Te[1,150] K

248

26 B

2.4 4

22 B 1 B

08[ b

SLUWT
[N
1
e

n2r B

12 I I ! 0 I 1
1} 2 4 B &} 1} 2 4 B

B 107 BIIAN ™

Grafica 12. Entropia y calor especifico en el régimen de bajas temperaturas con B=1T, { = 0,5,
m=0yV,=02mV

Se observa que tanto la entropia como el calor especifico del sistema crecen rapidamente a medida
que S disminuye, esto se debe a que tanto en (236) y (237) la variable §§ esta dividiendo, por lo que
a medida que § — 0 estas cantidades fisicas tienden a crecer rapidamente; la entropia tiene un valor
mimo 1,391 x 10723 J /K y el calor especifico llega a valor minimo de 1,602 * 10725 J /K todo a
1 K de temperatura.

El comportamiento de la entropia y el calor especifico en el régimen de bajas temperaturas cuando

[ tiende a oo, es decir T = 0, es

lim S li kl<1+ +2'C>+ s
1m = 11m n
pow T o | Bza’*b  Ba'b) " g2a’*h +2(1+ Ba'Vc)
(249)
2kga’c
+ % Ve =0
(ﬁa’zb gt Za’\/E)
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3 2
a'’by/c a“(3b+c
llm ClOWT = 4‘kB llm \/_ + ( )
foo foo 20 2\ 20 2\
Bla?b+ +o5]  BZ|a?b+ + =5
B B B B
(250)
4a'\/c N 2 _ 0
2 21—
e <a,2b L2ave 2\ (B2a’b+2Bave +2)
I3 B?

Que la entropia y el calor especifico sean cero cuando T — 0 concuerda con la teoria, dado que se
espera que la cantidad de desorden en el nanomaterial disminuya a medida que el movimiento
vibracional de las particulas disminuye drasticamente por accion de la baja temperatura, cumpliendo
asi la tercera ley de la termodinamica [71] y generando que la energia necesaria para aumentar la
temperatura en el sistema se reduzca de igual manera.

Al graficar las curvas de entropia y calor especifico en funcion del campo magnético B y el potencial
eléctrico constante V,, se observa la influencia de estos parametros en los potenciales

termodinamicos.

Entrapia vs Calor especifico vs B
Bajas ternperaturas Bajas Terperaturas
Te[1180] K Te[1,180] K

T
B=1T

B=Z0 T

B=0.003T

T
B=1T

B=20 T

B=0.003 T

SLUWT
L
CLOWT

8
B 18] 10 B0 w10

Grafica 13. Entropia y calor especifico para diferentes valores del campo magnético con { = 0,5,
m=0yV,=02mV.
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Entrapia ws 5 Calor especifico vs B
Bajas temperaturas Bajas Termperaturas

Te[1,150] K Te[1,180] K

73 -23

B T T T 16
00002

padin
wEnze | 14
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ety
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551

45
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g 35l
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2 4
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]

g
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Grafica 14. Entropia y calor especifico a diferentes valores de potencial eléctrico V con { = 0,5,
m=0yB=1T

Si se analizan los puntos extremos de la temperatura en la Grafica 13 y Grafica 14 y las variables de

entropia y calor especifico se dividen en kg se puede concluir de forma numérica como afecta el

campo magnético y el potencial eléctrico a los potenciales termodinamicos

B=1T » C/kg = 1,115; S/kg = 1,979

VT B éSZOer B=20T - C/kg =0,352; S/ky = 1,249
o= B =30mT - C/ky = 1,988; S/kz = 6,462
251
r—1x ( B=1T~ C/ks=0012; S/ky=1,007 @1
iy B=20T > C/ky =0,002; S/kg = 1,001
Vo=02mV
B =30mT - C/kg = 0,207; S/ky = 1,139
~ Vo=02mV > C/kg=1116; S/kg = 1,980
TB—_liOTK { Vo=1V = C/kg = 1,023; S/kp = 4,053
= Vo=20mV - C/kg =1,116; S/ky = 2,003
252
_ g (Yo =02mV > C/ky=0012; S/ky = 1,008 (252)
E: 1’; { Vo =1V — C/kg = 0,218; S/kg = 1,123

Vo =20mV - C/kg =0,013; S/kp = 1,008
De (251) y (252), se corrobord que a medida que el campo magnético disminuye la entropia y el
calor especifico aumentan significativamente. Con relacion al potencial eléctrico se concluye que
afecta en mayor medida a la entropia que al calor especifico a temperaturas de 150 K, presentando

una relacion proporcional al potencial eléctrico; para el calor especifico se observa una mayor



96  Estudio teorico de las propiedades de transporte asociadas a un punto cuantico de grafeno

variacion en su valor para potenciales eléctricos de 1 V en todo el barrido de temperaturas, como se
ve en la Grafica 14, pero se destaca que a 150 K el mayor valor de calor especifico no es para el
potencial de 1V, a diferencia de lo que ocurre con la entropia. Tanto en la variacion del campo
magnético como del potencial eléctrico, la entropia se aproxima a 1 y el calor especifico a cero a una
temperatura de 1 K.

Al graficar los potenciales termodinamicos en funcion de la relacion de flujos ¢ se tiene que

Entropia vs B Calor especifico vs B
Bajas temperaturas Bajas Termperaturas
Te[1,080] K Te[1,180] K

3z T T T 1.6 T T T

F0 s [0
24 24
=4 a4

28 B

26 B

2.4 b

LowT
LowT

22 B 08R B

0BH B

02f B

1.4¢F g

12 I ! I 0 I T
1} 2 4 5 g 1} 2 4 5

B[] ¥ 107 B[] ¥ 107

Grafica 15. Entropia y calor especifico a diferentes valoresde { conVy = 0,2mV, m =0y B =
1T

De la Grafica 15 se destaca que la influencia de la relacion de flujos ¢ en los potenciales
termodinamicas no es tan significativa en comparacion con los parametros de potencial eléctrico y
campo magnético, siendo el calor especifico el que presenta una mayor influencia por la variaciéon
de la relacion de flujos ¢, similar a lo que ocurre en la Grafica 14.

La relevancia del potencial eléctrico V; y la relacion de flujos ¢ en el calor especifico se debe a que
el modelo matematico (237) presentan una mayor contribucion de la constante ¢ en comparacion
con la entropia (236), lo que repercute en la capacidad del material de aumentar su temperatura y de
almacenar el calor.

En el caso de altas temperaturas, las graficas de entropia y el calor especifico en funcién de la

variable  son
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Entropia vs Calor especifico vs B
Altas temperaturas Altas Temperaturas

T & [1000,15000] K T & [1000,15000] K
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Grafica 16. Entropia y calor especifico en el régimen de altas temperaturas con B=1T, { = 0,5,
m=0yV,=02mV

En el intervalo de temperaturas considerado en la Grafica 16 se observa un leve incremento en los
valores iniciales para la entropia y el calor especifico en comparacion con los del régimen de bajas
temperaturas, ademas, se evidencia una diferencia notoria en las curvas de entropia y calor especifico
en comparacion con la Gréfica 12, esto se debe a la contribucion de términos de orden superior en
[ en el régimen de altas temperaturas, lo que se traduce en una curva que decrece mas lentamente y
que no se encuentra ajustada alrededor de cero; el valor minimo que adquiere en este régimen la
entropia es de 1,734 x 10723 J/K y para el calor especifico es de 1,382 % 10723J/K a una
temperatura de 1000 K.

La funcion de particion en el régimen de altas temperaturas es poco realista dado que su temperatura
de estudio debe de ser mucho mayor a 516,16 K (245), y aunque el intervalo considerado de 1000 K
a 1500 K se encuentran dentro del rango del punto de fusion del grafeno, que es de 4510 K [72], en
nanoestructuras este depende de la cantidad de atomos de carbono, la geometria, dopaje y
sinterizacion del material; en el caso de puntos cuanticos de grafeno simulados y policaprolactona
dopados con puntos cuanticos de carbono se encuentra que este valor bajaa 70 K [73] [74]

Por ultimo, se encontraron tres trabajos para sistemas de punto cuantico de grafeno sometidos a un
potencial de gap § [4] y a potencial cero [7] [8], los dos primeros trabajos abordan una solucion para
los niveles de energia basados en la funcién hipergeométrica confluente y presentan una

particularidad en la definicién del vector potencial magnético A, dado que ellos introducen un
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término de la forma BR? /7 que conserva la invariancia gauge de Landau y Coulomb, pero que difiere
al definido para la tesis, por lo que los niveles de energia que obtienen presentan algunas diferencias
en comparacion con los empleados (219) para calcular la funcidén de particién (214). Mientras que
el ultimo trabajo parte de la solucién del hamiltoniano de forma matricial y soluciona el sistema
empleando funciones de Green.

Tanto en los trabajos de [4] y [7] se calcula la funcion de particion del modelo de punto cuéntico de
grafeno por medio de calculos numéricos y simulaciones tomando los primeros términos de la
sumatoria (n = 1 hasta n = 10), sin expresar una solucion analitica de la funcion de particion y de
los potenciales termodindmicos; ambos trabajos presentan como caracteristica principal que los
potenciales termodindmicos son sensibles a la presencia de campos magnéticos débiles y del
potencial externo, aspecto que concuerda con lo registrado en la tesis (251) y (252). Mientras que en
[8] se emplean aproximaciones por medio de la integral de Mellin-Barnes y de la funcion zeta de
Hurwitz para hallar analiticamente la funcion de particion y los potenciales termodinamicos, los que
guardan ciertas similitudes con los reportados en la presente tesis aun teniendo en cuenta que los
esquemas utilizados para la solucion de los niveles de energia y la funcion de particion son distintos.
Las curvas de calor especifico registradas en la tesis se asemejan en forma con las reportadas en [7],
guardando diferencias en sus valores dado que el trabajo de [7] es para un punto cuantico de grafeno
a potencial cero, pero se concluye que el calor especifico cercano a 0 K tiene un valor de 0 y a
medida que la temperatura aumentan este también lo hace a un valor finito, a diferencia de lo que se
reporta en [4] donde a medida que la temperatura aumenta el calor especifico tiende igualmente a

C€ro.



7. Propiedades eléctricas

En el presente capitulo se realiza el desarrollo matematico para determinar la densidad de estados,
numero de potadores de carga, conductividad y resistencia eléctrica del modelo de punto cuantico

de grafeno.

7.1 Consideraciones
El numero de portadores de carga por unidad de volumen por definicion se escribe como [75]:

dn = D(E)f(E)dE (253)
Con D(E): densidad de estados, f(E): funcion de distribucion, n: numero de portadores de carga

por unidad de volumen y E: energia

La densidad de estados para d dimensiones en funcion del nimero de onda esta definida como [76]:

1 AN 1 )
Dal) = o5 —ak _S((zn)d)ﬂdkd ' (259

Donde d indica la dimension, s el spin o polarizacion, con un valor de s = 2 para electrones y {4
es una constante de integracion angular con valor de 0 = 2, Q, = 2my Q3 = 4m.
Para pasar la densidad de estados del espacio del numero de ondas D (k) al espacio de energias D (E)

se emplea la relacion

D4(E) = Dd(k)% (255)

Donde es necesario conocer el tipo de relacion de dispersion de las cuasiparticulas que se desean

estudiar; para el caso del grafeno, donde sus cuasiparticulas en los puntos de Dirac se comportan

como electrones no masivos, se tiene que la relacion de dispersion es lineal [10] [11] [12] [77]
E(k) = hvgk (256)

Por lo que la densidad de estados de electrones y huecos para el grafeno es:
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Dy(E)p =—=—; E>0
2( )e Tl'flzng
(257)
D,(E)p=———; 0>E
2( )h_ T[flzvfg
Mientras que la funcion de distribucion es la de Fermi-Dirac, definida como
E) = —1 258
F(E) = e(E-W)/kpT 4 1 (258)
Siendo u el potencial quimico, que cumple con la condicion [75]
u(T =0) = Ef (259)

El comportamiento de la funcion de distribucion de Fermi-Dirac depende la temperatura, razon por

la cual se consideraron dos limites: i) cuando T tiende a 0 y ii) cuando T es “pequefia” pero finita.
i) Cuando T - 0

Para el caso cuando la temperatura tiende a cero la funcion de distribucion de Fermi-Dirac (258) se

convierte en la Heaviside

1

fT—)O = e (E-w)/kpT 1 = O(Ef - E) (260)

ii) Cuando T es “pequeiia” pero finita
Para poder obtener una expresion relevante a T bajas y finita se busca un desarrollo adecuado para

la integral [75]

o 1
I =f0 F(B) ~gmpmrigr 7 4E (261)

Siendo F(E) una funcion que depende de la energia y que cumple con la condicion F(0) = 0.
La integral (261) se puede aproximar por la expansion de Sommerfeld a bajas temperaturas como
[78] [79]:

2 4

1=f”p(E)dE+”—(k TY2F' (1) + o (kg T)*F"" (1) + - (262)
. 6 B W T 3608 H

Donde la notacion prima (") indica el orden de la derivada que se toma de la funcion F(E).
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7.2 Numero de portadores de carga y densidad de carga para el
grafeno

Para el grafeno se tiene que el nimero de portadores de carga de electrones y de huecos es

E 1
Ane = Trzg? eEmrkaT 110
263
dny, = £ 1 ! dE -
Mt = _nhzvf (  e(E-W/ksT 4 1)
Integrando a ambos lados se tiene que
1 Etop E

fle = nhzvfzjo eE-W/kpT 4 1 dE

(264)

_ 1 0 E dE
=" nhzvj?f 1+ eW—E)/kpT

Epottom

Para determinar los limites de integracion Eiop, y Eporrom S€ considera el comportamiento de la

funcién densidad de estados por la distribucion de Fermi-Dirac vs la energia, tal que

a) b)

Dengidad de estados electrones™uncion de distribucian vs energia Densidad de estados huecos™uncion de distribucion vs energia

g g
= T
@ =
) =
T 1 [
o e
]
]
|
0 —E,
) . 9
Energia Energia

Grafica 17 Comportamiento de la densidad de estados multiplicada por la funcion de distribucion de Fermi -Dirac vs
la energia en unidades naturales. a) el comportamiento para la grafica de los electrones, donde se observa que la funcion
tiende a cero a medida que la energia aumenta. b) el comportamiento de la grafica para huecos, donde se observa que
la funcion tiende a cero para energias negativas

De la Grafica 17 se observa que la contribucion de la funcion a energias altas en los electrones tiende

a cero, lo mismo ocurre para los huecos, pero a energias negativas, por lo que es posible considerar
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que los limites de integracion son E;y,, = 0y Eporrom — —o0, sin incurrir en contribuciones que

alteren los calculos del nimero de portadores de carga. [80]

_ 1 * E JE
e = nhzvfz,l;) e(E-W/kpT 4 1
(265)

1 (°  E,+E
n, = f d

B nhzvf w1+ eW=E)/kgT

Debido a que el sistema de grafeno para este estudio se considera como un semiconductor intrinseco,
sin dopaje, se tiene que el nimero de portadores carga de electrones y de huecos coincide [9] [12]
[80]; por lo que los siguientes calculos se centran en los electrones.

La densidad de carga esta definida como [75]: “el nimero de cargas por unidad de volumen (n)
multiplicado por la carga del electron (e).” De esta forma la densidad de carga de electrones para el

sistema de grafeno se puede calcular como

e @ E
Pn, = €Ne = nhzv]g_];) e(E-W)/kpT 4 1 dE (266)

Para el desarrollo de la integral (265) se van a considerar tres casos.
i) T-0
En este régimen de temperatura la funcion de distribucion de Fermi-Dirac se convierte en la

Heaviside, de esta forma la integral (264) se puede desarrollar como

1 e 1 Er
Ne = —— EO(Ef — E)dE = —— EdE
¢ nhzv}?fo (Er —E) nhzvffo
(267)
1 2
e = 2mh2vf Er
La densidad de carga asociada al régimen de temperatura cuando T tiende a cero es
__ ¢ 2
pne—-ZHhZV%E% (268)

Con el fin de realizar la Grafica 18 y observar el comportamiento de la densidad de estados y el
niumero de portadores de carga con la energia de Fermi, se seleccion6 un intervalo de energia de
Fermi de [0,9] eV .Se destaca el comportamiento parabdlico con respecto a la energia de Fermi a
temperatura cercanas a cero T — 0, donde la densidad de portadores inicia en cero para una energia

de Fermi igual a cero y asciende hasta casi 4,77 C = m™2 para una energia de Fermi de 9 eV’.
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Grafica 18. Numero de portadores y densidad de carga de electrones vs Energia de Fermi, para valores
de energia de Fermi comprendidos entre 0 y 9 eV

ii) T baja
En este régimen de temperatura se considera la aproximacion para la integral descrita en (262), por

lo que el nimero de portadores de carga para el sistema a tercer orden se puede hallar como

2 4

7T
Ne = nhz U F(E)dE + —(kBT)ZF W +—

360 (kg TY*F"" () (269)

La funcién F(E) para este caso es:

2
dE?

Considerando las derivadas de la funcion F(E) (270) y reemplazando en (269) se tiene que

F(E) = E; F’(E)=C;LE(E)=1; F"(E) = (E)=0 (270)

-1 EdE kgT)“(1 n kgT)*(0
ne—m“ ) + 15 (T O)|

1 2, m?kpT?
fle = 2mh2vf # 3

271)

La densidad de carga asociada al régimen de bajas temperaturas es
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e ,  TM2kBT? @)
Pn, = U
¢ 2mh?vf 3
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Grafica 19. Numero de portadores y densidad de carga para el sistema a temperaturas bajas y un
potencial quimico de u = 3,8 elV/

Se observa que el numero de portadores y densidad de carga presentan una relacion parabolica con
respecto a la temperatura, donde el punto inicial de la curva depende del valor del potencial quimico,
por lo que el sistema a temperatura cero ya presenta una cantidad de electrones asociada al primer

término de la ecuacion (271).

iii) Para cualquier T
En el régimen de cualquier T se debe de desarrollar la integral (265) para ello se implement6 la

integral en WolframAlpha [81] de lo que se obtiene

° X — h271i a/b
SG—a/b 11 dx = b“Liy(—e%?) (273)
0

Donde Li, es una funcion polilogaritmica, definida como [82]

2 k _,x\—k
Li,(—e*) = —% - %mz(eX) — z % (274)
1

La definicion (274) es valida para cuando e* > 1.

De esta forma, el nimero de portadores de carga del grafeno para el régimen de cualquier T es
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_ 1 o E JE
e = nhzv)?fo e(E-W/kpT 4 1
X (275)
ne = ———— (kgT)? Li(—e*/*8T
e T[hzvfz ( B ) ( )

Aplicando la definicion de la funcion polilogaritmica (274) y reemplazando en (275) se tiene que

_ ! (kgT)? m? 1(#)2 zk:(—e”/kBT)_k
e T T rnepZ e 6  2\kpT 4 K2

. (276)
1 w2k} T (—er/ksT) ™
2 B 2m2
= —+ 2kfT Z—
e 2mh?v} [M Tt ks k2
1
La densidad de carga asociada es
K —k
e m2kiT? (—eH/kBT)
_ 2 B 272y N © 277
n = T [u F T 2K3T Z > 77)

7.3 Conductividad eléctrica

La movilidad de los portadores de carga estd definida como: “la velocidad media por unidad de

campo eléctrico (€).” [9] [51] [75]

_ (ve,h)
nl'lne'h - 8

(278)

La conductividad eléctrica esta definida como: “la densidad de carga (p,,) multipicada por la
movilidad (,une h).” En un semiconductor contribuye tanto los electrones como los huecos a la

conductividad eléctrica [9] por lo que

0 = Pn Un, + Pryliny, (279)
Dado que el grafeno que se estudia en la tesis es un semiconductor intrinseco, la densidad de carga
de electrones y de huecos es la misma [9], por lo que se puede factorizar y solo sumar las movilidades
de electrones y huecos para hallar la conductividad eléctrica.
La conductividad eléctrica se determina para los siguientes tres casos
e ParaT -0

De forma general se tiene que la conductividad eléctrica del grafeno en este régimen es
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eE?

070 = m (Hn, + tny) (280)

e ParaT bajas y finitas

De forma general se tiene que la conductividad eléctrica del grafeno en este régimen es

e ,  mkET?
OT pajas = u

T 3 ](ﬂne + ny) (281)

e Para cualquier T

De forma general se tiene que la conductividad eléctrica del grafeno en este régimen es

21,2

k -k
e m2k3T? —eH/ksT
ue + TB + 2k3T? Z%‘ (tn, + ) (282)
1

O- =
T 2nh2vj§

7.4 Portadores de carga para un sistema de punto cuantico de
grafeno

La densidad de estados para sistemas cero dimensionales, como puntos cuanticos, se define como la
delta de Dirac [11] [59] [83] [84] [85] [86] [87]

D(E)op = gs6(E — Ey) (283)
Con E, los niveles de energia del sistema cuantico y g; = 2 por la degeneracion de spin.

La funcién de distribucion de Fermi-Dirac (258) se ve modificada al incluir los niveles de energia
del sistema cuantico, tal que

1
eEn-mw)/kpT 4 1

(B = (284)

El ntimero de portadores de carga por unidad de volumen (253) al incluir la densidad de estados
discreta (283) y la funcion de distribucion de Fermi-Dirac (284), se convierte en una sumatoria sobre
los niveles de energia E,

1
ne = man(E)f (En) (285)

Con R el radio del punto cuantico. Los niveles de energia E,, que se desarrollan son los del modelo
de punto cuantico a un potencial constante V (219) conm = 0
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2v2R2(n+C + 1
) E—\/ ! (12 ¢ )+rze2V02
" (286)

=
n =
€ 1R2 n (\[vahz(n+(+1)

7z rzeZV()Z—pL>/kBT
B
+1

Una forma de abordar la sumatoria es considerar el caso de T — 0 donde la funcion de distribucion
de Fermi-Dirac se convierte en la Heaviside, tal que

2 a0 2720212 veh l512e2V;
ne—mzn6<E—K\]2(n+(+1)+ g >@<Ef o jZ(n+z+1)+7 (287)

e

A
f(E)
AAAAA — 6(E — E,)
— G)(Ef - n)
Erp E
v

[lustracion 2. Esquema de la delta de Dirac y de la funcion Heaviside

La funcion Heaviside actua sobre la delta limitando su valor hasta la energia Er, por lo que el limite
superior de la sumatoria cambia de n — oo a un ng. Igualando la energia de Fermi con los niveles de
energia del sistema se halla una ecuacioén con ng

veh 1212e2V2
lB vfh
Despejando el ny
I12E2 131222
ne= e (O 1+ m (289)
Entonces
nr
2 veh 12122V
ne=—225 F-22 20+ 5+ D+t (290)
TR 4 lg fh
n=

La ecuacion (290) enuncia que fisicamente por cada nivel de energia se tienen dos electrones, y la
sumatoria va hasta el nivel ng, por lo que el nimero de portadores de carga a temperatura T — 0 es
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1 [I2EZ
Ne = 2np = [BF <2((+1)+

lgTZQZVOZ
R [vne R @0

272
veh

Se destaca la dependencia del numero de portadores de carga con el cuadrado de la energia de Fermi
que coincide con la hallada para el grafeno en (267), mientras que se presentan términos adicionales

que dependen de los parametros propios del modelo como la longitud magnética, la relacion de
flujos, el potencial V, y el radio del punto cuéntico de grafeno R.

Mirmero de portadores de carga vs Radio

T—0
E= 480, V= 2my, B= 1T,y (=0

16 T T T T T

Mirmero de portadores de carga [m2]

1 1
il 5 10 15 20 25 30
Radio del punto cudntico [nm]

Grafica 20. Numero de portadores de carga del punto cuantico de grafeno vs el radioRaT — 0

Mamero de portadores de carga vs Campo magnético B

T—=0
EF= 4.5, VD= 2y, R=10nm, y (=0

Mimero de portadores de carga [m2]

| | |
1 14 2 25 3 35 4 45 A
Campo magnética B [T]

Grafica 21. Numero de portadores de carga del punto cuantico de grafeno vs el campo magnético a
aT -0
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De las Grafica 20 y Grafica 21 se destaca la dependencia inversa con el radio del punto cuantico y
con el campo magnético B, con valores de portadores de carga n, que se encuentran en orden de
magnitud cercanos a los reportados para el grafeno a T — 0 Gréfica 18, lo que da consistencia a los
resultados. Se puede concluir que a mayor confinamiento magnético del punto cuantico de grafeno,
la distribucion y el movimiento de los portadores de carga se ven afectados, lo que repercute en un
menor nimero de portadores de carga n, a una temperatura cercana a cero

7.5 Resistencia eléctrica de un sistema de punto cuantico de
grafeno

La corriente eléctrica esta dada por la carga del electrén dividida entre el tiempo de transito a través

del punto. [88]

e

[ = (292)

ttrans
Considerando que los electrones de conduccion del nanomaterial de punto cuantico de grafeno
describen orbitas circulares debido a la influencia de un campo magnético fuerte y del acople spin
orbita [59] [84] [88] [89] [90] [91], se tiene que es posible realizar una aproximacion del
comportamiento de los electrones de conduccion del punto cuantico en el borde de este; por lo tanto,
se propone en esta tesis modelar su comportamiento como un movimiento circular uniforme con una

velocidad angular w, caracteristica

[lustracion 3, Los portadores de carga se mueven en orbitas
circulares alrededor del borde del sistema r = R

La ecuacioén de movimiento para el modelo es

@ = wt (293)
Si los portadores de carga dan una vuelta completa (27), entonces el tiempo que le tarda a la cuasi

particula dar este recorrido es

21
t=— 294
o (294)

Reemplazando (294) en (292) para hallar la corriente eléctrica
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wce
21

(295)

Como la relacion de dispersion es lineal en cercania a los puntos de Dirac (256), se puede hallar la
variacion AE como

AE = g—iAk = vrhAk (296)
Para determinar el nimero de estados en un rango Ak, es necesario determinar el nimero de
longitudes de onda permitidas [63]. Si se considera que las longitudes de onda recorren todo el
perimetro de la circunferencia, con el nodo localizado en un punto arbitrario en la condicion limite

r=R.

Ilustracion 4. Esquema de las longitudes de
onda que recorren la circunferencia.

En el perimetro del punto cuantico (2mR) se tiene que las longitudes de onda permitidas son

2(2mR) 4mR
= =— 297
N N N @97
Como A = 2w /k entonces
N
ky = — 298
T (298)
Con (298) se puede determinar la diferencia en el nimero de onda entre dos niveles seguidos.
2 1 1
k= ——— = 299
S TR T aT: (259)
Por lo que el numero de estados en un rango Ak es
) Ak
(nimero de estados)p, = - = 2RAk (300)
2R

Para determinar el nimero de estados cuanticos en un rango de energia AE, se multiplica por 2 la

ecuacion (300) dado que se contempla el spin [88] y se despeja Ak de la ecuacion (296)
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4R
(nimero de estados cuanticos)y = 2(2RAk) = HAE (301)
f

La corriente total en el rango AE es igual al nimero de estados cuanticos en AE multiplicado por la
corriente por estado, de forma tal que

ot = (o g ) 28 2 2R0eC 302
total = vfh 21 a 27Tl7fh ( )

Por tltimo, si el punto cudntico estad sometido a una diferencia de potencial de la forma AU = eAV,

con AU = AE, entonces:

; _ (4R A )9 2che2AV 303
total = Ufh 2n B nvfh ( )
Sil = L , entonces la resistencia del sistema es
Resistencia
Resistencia = —2" (304)
esistencia = R

Reemplazando la frecuencia ciclotronica por la expresion reportada en [31]

V2mlgh
Resistencia = ——— (305)
4Re?
Resistencia vs Radio
B=10T
40 T T T T T T T T T
35+
30r

Resistencia [K]
[}
=

15

1
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o
[3u]
=
o

Grafica 22. Resistencia vs radio del punto cuantico de grafeno para un campo magnético de 10 T

La relacion de la resistencia eléctrica en funcion del radio es inversamente proporcional y presenta

valores de resistencia altos para cuando el radio del punto cuantico se acerca a cero. el intervalo de
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radios considerados fue de Inmy 20 nm [41] y el comportamiento de la grafica fue el esperado

segun el modelo matematico.

7.6 Analisis de resultados

Se pueden contrastar los resultados de la densidad de estados y el numero de portadores de carga

con lo reportado en la literatura:

ii.

Densidad de estados: la densidad de estados (257) difiere en un factor de 1/2 con
relacion a lo reportado por [10] [11] [12], es posible que la diferencia radique en la
literatura que siguen para hallar la densidad de estados y la dimensionalidad que
manejan para el sistema de grafeno; para lo expuesto en la tesis se considerd
bidimensional el sistema de grafeno y se siguio lo reportado en [76] para hallar la
densidad de estados segun la relacion de dispersion y la dimensionalidad del modelo.

Numero de portadores de carga: el nimero de portadores de carga de la tesis se reduce
en un factor de dos en comparacion con lo reportado en la literatura [10] [11] [12]; esta

diferencia produce un aumento en el valor de la energia de Fermi en T — 0 para una

2 2

concentracion de portadores dada, si se toman, = 1*10®m 2 yn, = 1% 10m"

ne =1x10%m™2 - E = 0,165 eV
(306)
n,=1%10"m™2 > Er = 0,522 eV

Si se compara (306) con los resultados de [10] se tiene el siguiente porcentaje de error:

[0,12 — 0,165] 16, -2
%EF=T*1OO=37,5%—)7’13=1*10 m-
’ (307)
10,37 — 0,5217] 17 2
%ER = 037 *100 =41% > n, =1%10""m~

Por lo que a una concentracion n, dada los resultados de la tesis presentan un aumento
en la energia de Fermi en comparacion con lo reportado en la literatura.

Mientras que para T bajas, en el caso de u = 0, los resultados de la tesis coinciden con
lo reportado en [10] [11] [12], aun cuando la densidad de estados que se hall6 en la tesis
difiere en un factor de 1/2 con relacion a la de la literatura; dado que no se presentan
detalles de como se realiza la integral (264) con la densidad de estados de [10] [11][12],
se considera que el hecho que coincidan los resultados en u = 0 se debe al tipo de

aproximacion desarrollada en la integral; en el caso de 1a tesis se emple6 la aproximacion
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de Sommerfeld y se mostré el paso a paso para desarrollar la integral, aspecto que no se

encontro documentado en la literatura.

_ mkET? _, para elcasodeu =0,

€ T-bajas 6h2vf2 coincide con la literatura (308)
En el caso de cualquier temperatura se tiene que la contribucién del término
k -k
(_e#/ksT)
2K3T? Z S (309)
1

Se aproxima a cero, debido a que el orden de magnitud del exponente p/kg es cercano
apu=10%*(eV)™1, lo que es valor grande en comparacion con las variables propias del
modelo, en consecuencia, la exponencial de un nimero grande elevado a un nimero
entero negativo tiende a cero.

iil. Contraste del comportamiento del niimero de portadores de carga: si se considera
un potencial quimico de u = 6 meV se puede observar el comportamiento de los

resultados de [10] [12] y los de esta tesis

Mdmero de portadaores de carga vs Temperatura

T — Bajas
10"
3 T T
Nimero de portadores de carga Tesis con pe 0006 e
— — — Nimero de portadores de carga reportada por Jena r
a5l * Mimero de portadores de carga reportade por hassicotte con pe 0,006 &' 1

]

Mamero de portadores de carga [rm2)

1
1] 50 100 150
Temperatura [K]

Grafica 23. Numero de portadores de carga vs temperatura para temperaturas bajas y un potencial
quimico de u = 6 meV
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El comportamiento de las graficas a potenciales quimicos pequefios se asemeja, lo que
es de esperar dado que en u = 0, las tres graficas son iguales. Cuando se consideran
potenciales quimicos mayores al orden de meV, la curva que predomina es la de la tesis,
lo que se traduce en un mayor nimero de portadores de carga, esto se debe a la relacion
cuadratica con respecto a i que se encontro en la tesis.

v. Temperatura ambiente: en el caso de temperatura ambiente [9] [92], el valor de kgT
es kgT ~ 1072 eV y para una diferencia de E — u de 0,5 eV, es posible aproximar la
funcién de distribucion de Fermi - Dirac (258) a

f(E) = ; ~ e~ (E-W)/kpT (310)
e(E-1w)/kpT 4 1

Al aplicar la aproximacion (310) para el grafeno, se tiene que el numero de portadores

de carga es
1 o k3T? &
n, . =——| Ee"E-W/ksTqp = —B__ oksT 311
€ambiente T[hzng_fo nhzng ( )
Y su conductividad eléctrica es
ek3T? K1
O-Tambiente = T[hzng ekBT(Mne + :uTlh) (312)

Los resultados del niumero de portadores de carga a temperatura ambiente (311)
contrasta con los resultados de (276), al presentar una contribucioén de un solo término
que es producto de una funcion cuadrica con respecto a la temperatura y otra exponencial
con relacion al potencial quimico ¢y T, por lo que se presenta un aumento significativo
en el niimero de portadores de carga con respeto a los de (276). Cabe destacar que para
que los resultados de cualquier temperatura (276) coincidan con los de la aproximacion
a temperatura ambiente, es necesario considerar que: i) kgT ~ 1072 eV y ii) E — u sea
0,5 eV, para asi poder reemplazar en la integral del nimero de portadores de carga la
aproximacion para la funcion de distribucion de Fermi - Dirac (310).
En el caso de los portadores de carga de electrones/huecos para el punto cuantico de grafeno se
encuentra que a T — 0 presenta una relacion cuadratica con la energia de Fermi, aspecto que coincide
con el del grafeno bidimensional desarrollado en la tesis; su principal diferencia radica en la
presencia de parametros propios del modelo de punto cuantico de grafeno en presencia de un

potencial constante. La funcionalidad de n, con la relacion de flujos { y el potencial constante V, es
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Grafica 24. Numero de portadores de carga del punto cuéantico de grafenovs { aT — 0
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Grafica 25. Numero de portadores de carga del punto cuantico de grafenovs VyaT — 0
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De la Grafica 24 y Grafica 25 se observa que la contribucion de los términos 2({+ 1) y

I57%e?V§ /vfh? en comparacion con el primer término del numero de portadores de carga (291)

12E2/ vf h? es muy pequefia, por lo que su contribucién a n, es casi nula; por ejemplo para { = 1,

B=1T,Vy,=15mV y Er = 4,5 eV se tiene que
I5EF

znz - 0% 10% 20+ 1) =4

léTZEZVOZ
f
De esta forma es posible aproximar la ecuacion (291) unicamente a la contribuciéon del primer

término

I3E;

Ne ¥ ——— 14
e~ TR2vZn2 (314)
Por lo que los portadores de carga en el punto cuantico de grafeno a T — 0 se ven modificados por

el campo magnético y el radio del punto principalmente.

Por ultimo, la resistencia eléctrica del punto cuantico de grafeno dio en el orden de K para un
campo magnético de 10T y un intervalo de radio del punto entre [1,20] nm, y evidencia una relacion
inversa con el radio del punto cuantico Grafica 22. En contraste, se encontraron tres referencias que
mencionan la resistencia de sistemas de grafeno. En [93] se realizan dos muestras de grafeno con
dos formas diferentes: en linea recta y en forma serpenteante, y se reporta experimentalmente una
resistencia de 4,5 kQ) y 15K (), respectivamente, lo que se encuentra en rangos de magnitud con lo
hallado en la presente tesis, mientras que en [13] y [14] realizan muestras de puntos cudnticos de
grafeno en domos de o6xido de silicio y grafeno decorado con cobalto para sensores de 6xido de
nitrogeno, con resistencias que van del orden de 1KQ a 100KQ y 1 KQ a 3,7 KQ para las muestras
decoradas con cobalto a diferentes temperaturas y campos magnéticos, lo que corrobora que el

campo magnético influye en la resistencia del material, como se encontr6 en la tesis (305).



8. Conclusiones

Se determind el espectro de energia para un sistema de punto cuantico de grafeno en presencia de un

potencial tipo coulombiano por medio del método formula y se complementd su estudio con el

método WKB y el método perturbativo, de estos resultados se destaca:

El espectro de energia que se hall6 presenta una relacion explicita con el radio del punto
cuantico aspecto que contrasta con lo reportado en [1] [3] [2] donde no se presenta una
relacion con el radio R. Tanto los resultados hallados por el método férmula como los del
método WKB coinciden con una relacion inversa con el radio, mientras que por el método
perturbativo la relacion es en potencias de R para la energia del estado perturbado.

Se encontrd que el sistema de punto cudntico de grafeno es sensible a los potenciales
externos, por lo que fue necesario restringir el valor de la constante a del potencial
coulombiano a valores que se encuentran en el orden de 10™° Jm/C a 1071° Jjm/C , lo que
permite que el sistema exhiba cuantizacion.

Para poder aplicar el método formula fue necesario realizar dos aproximaciones a las
ecuaciones de Weyl desacopladas: la primera fue que r < lg y la segunda que r K tae/E,
lo que condiciona el valor del campo magnético y de la constante a. Se demostrd que para
cumplir con la primera restriccion es necesario considerar campos magnéticos cercanos a
cero, o incluso cero, lo que suprime los efectos del campo magnético en el espectro de
energia hallado por el método féormula y para la segunda restriccion se tiene que la constante
a debe estar en orden de magnitud de 1071° Jm/C.

Para el método WKB se considerd un enfoque distinto, donde la contribucion del término

de la segunda derivada (104) es casi nula, esto implica que los coeficientes de la primera

derivada ( ) y del término sin derivada ( de las ecuaciones diferenciales (51)

)
r2(Er¥rae)?

Er+tae
y (52) tienen mayor peso; esta condicion no es dificil de cumplir considerando que el radio
del punto cuantico esta en nandémetros y las variables propias del sistema se situan en orden

de magnitud similares (~107%), por lo que al estar en el denominador produce que los
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coeficientes de la primera derivada y del término sin derivada tengan mayor peso en la
ecuacion diferencial y admite solucion por el método WKB. Los resultados hallados
presentan una estructura matematica similar a los del método férmula, aunque su mayor
diferencia radica en la presencia de términos que son raices cubicas de las variables propias
del sistema, y ademas en este caso no se pierden los efectos explicitos del campo magnético
externo y por ende de la longitud magnética l.

e Al comparar los resultados de la energia por el método formula y el método WKB (160) se
encontrd un porcentaje de error entre ambos métodos de 33,45% para E,,, y 24,31% para
E,, (160), en condiciones de campo magnético del orden de mT, lo que cumple con la
restriccion impuesta para el campo magnético en el método formula; la diferencia en el
espectro de energia de ambos métodos se debe al tipo de planteamiento fisico y matematico
que requiere cada uno para su aplicacion, lo que restringe parametros propios del modelo
como el campo magnético o la constante a del potencial coulombiano.

e Para el método perturbativo, se consideraron las soluciones de los niveles de energia para el
potencial constante y el sistema se sometié a una perturbaciéon del tipo coulombiano
—tae/r; los resultados se plantearon para el estado base n = 0 y el primer estado excitado
n = 1y se destaca que se asemejan a los del método formula en la presencia de una raiz
cuadrada, pero los demas términos que contribuyen a la energia son de forma polindomica
con respecto al radio del punto R, lo que es una relacion novedosa en los sistemas de punto
cuantico de grafeno, que contrasta con la relacion inversa con el radio reportada en la
literatura [55]. En la energia del estado no perturbado E,, la longitud magnética hace las
veces de radio en el espectro de energia.

e El método perturbativo presenta como limitante la integral (145) que analiticamente no es
posible de realizar y que ademas es necesario hallar por normalizacion las constantes [N, , |
Y [Ny, |5 en el caso del estado base m = n = 0 se calcul6 una energia de Eqg = 0,027 eV
(173) que, aunque no es comparable con los resultados del método férmula dado que el
campo magnético de 1 T no es del orden de mT, la energia si presenta similitud en el orden
de magnitud entre los tres métodos.

e Ladiferencia de energia entre dos niveles consecutivos AE para el método WKB y el método
perturbativoconR = 2,5n1m,{ =0,B=1T,a =4 *1071° Jm/C es de

AE, , = 140,01 meV

AEystodo wkp = {AEXB — —94,88 meV 315)
AEMe’todo perturbativo — 25,24 meV
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Al comparar (315) con respeto al AE = 250 meV reportado en la literatura [56] [57] [58],
se encuentra un porcentaje de error de 90% para el método perturbativo y de 44% y 62%
para el método WKB en sus componentes AE,, , y AE, respectivamente.
El método formula en primera instancia termina siendo por si mismo insuficiente para solucionar el
sistema de punto cuantico de grafeno en presencia de un potencial tipo coulombiano, debido a que
no es posible encontrar una transformacion de la forma r = r(s) que cumpla con la ecuacion
canonica (8). Sin embargo, si se realizan aproximaciones sobre el sistema de ecuaciones de Weyl
desacopladas, es posible hallar un sistema que si admite solucidén por el método formula, lo que
complementa y enriquece al método al proponer como alternativas aproximaciones en las ecuaciones
diferenciales para asi encontrar el cambio de variable r = r(s) que cumpla con (8), y a la vez aplicar
condiciones de frontera en la funcidon de onda solucion para hallar el espectro de energia, aspectos
que no fueron considerados por los autores del método [50] y que dan relevancia e importancia al
trabajo doctoral.
Los resultados hallados por el método féormula, el método WKB y el método perturbativo son
novedosos y presentan alternativas para solucionar sistemas fisicos complejos; las condiciones para
aplicar cada método son diferentes, sin embargo, si se considera como criterio la diferencia entre los
niveles de energia consecutivos AE reportada en la literatura [56], se encuentra que el método
formula fue el mas cercano en valor con 266,1 meV (90), seguido del método WKB con 140 meV
y el método perturbativo seria el ultimo con 25,2 meV, en consecuencia se concluye que el método
formula aun realizando las aproximaciones descritas en (53) y (54) presenta un AE mas cercano a la
literatura.
Como resultado extra de la tesis en el apartado del método formula se demostré una ecuacion general
para todo potencial variable V(r) de las ecuaciones de Weyl desacopladas, lo que reduce el tiempo
del investigador en hallar las ecuaciones diferenciales de problemas de puntos cuanticos de grafeno
modelado por la ecuacion de Dirac-Weyl; ademas se enlazd la ecuacion general con el método
formula por medio de una ecuacion que incluye el cambio de la formar = r(s) y V(r) = V(s) para
facilitar los calculos en futuras investigaciones en este campo.
En relacion con las propiedades eléctricas se demostré el nimero de portadores de carga para los
electrones y los huecos del grafeno
1 2
Ne/hsT=0 = WZUIZEF
(316)

1 , . m2kET?
Ne/h-lowT = W U T



120 Estudio tedrico de las propiedades de transporte asociadas a un punto cuantico de grafeno

k -k
1 m2kgT? (—eH/keT
Ne/h-cCualquier T = 5 25,2 .UZ + T + ZkLZS’TZ z T)
1

2
2nh?v;

Se destaca que la densidad de estados hallada en la tesis fue de D,(E), = E /nhzv}? y la reportada

en la literatura es de g(E) = 2E/7Th2v13 [10][11][12], por lo que al comparar ambas se llega a

_9E)

D2(B)e = mh?vf )

(317)

A temperaturas bajas los resultados de la tesis a un potencial quimico de ¢ = 0 coincide con lo
reportado en la literatura [10] [11] [12], aun cuando la densidad de estados hallada en la tesis difiere
en un factor de 1/2 (317), sin embargo, esta diferencia en la densidad de estados de la tesis si afecta
el nimero de portadores de carga de electrones y huecos a temperaturas cercanas a cero, por lo que
la concentracion para los calculos de la tesis en este régimen es de la mitad de los que se reporta en
la literatura. Una de las razones de la discrepancia es el tipo de aproximacion que se realiza para la
integral del numero de portadores de carga de electrones y huecos (264) a temperaturas bajas, dado
que cuando T — 0 la integral se hace directa al reemplazar la funcién de distribucion por la
Heaviside. Se destaca que en la tesis se siguid el esquema de la aproximacion de Sommerfeld para
la integral (264).

El niimero de portadores de carga de electrones y huecos del punto cuantico de grafeno a un potencial
constante V, depende de los parametros propios de modelo como la longitud magnética lg, el radio
del punto cuantico, y exhibe una relacion cuadratica con Er que coincide con la reportada para el
grafenoa T — 0 (267). Mientras que la contribucion de términos que contienen la relacion de flujos

{ y el potencial constante V;, es casi nula, por lo que se aproxima el nimero de portadores de carga

13E} , ‘s .
an, = ﬂf—nghz, asi se concluye que n, se ve afectado por los campos magnéticos y el radio del
punto.

Se encontrd que la resistencia eléctrica para un punto cuantico de grafeno depende de forma directa

con la longitud magnética [ y de forma inversa con el radio del punto R.

V2nlgh

(305
4Re? )

Resistencia =

Si se considera un campo magnético de 10 T y un tamafio de punto cuantico de 1 nm, 10 nm y de

20 nm, la resistencia eléctrica es

Para R = 1 nm - Resistencia = 37,03 KQ
(318)
Para R = 10 nm — Resistencia = 3,7 KQ
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Para R = 20 nm — Resistencia = 1,85 KQ
Estos valores de resistencia eléctrica concuerdan en orden de magnitud con los reportados en la
literatura para el grafeno en forma de linea recta (4,5 kQ), serpenteante (15K(2) [93] y en muestras
de puntos cuanticos de grafeno en domos de 6xido de silicio que van de 1KQ a 100KQ [13] y el
grafeno decorado con cobalto para sensores de 6xido de nitrogeno que vade 1 KQ a 3,7 KQ [14].
En las propiedades termodinamicas se siguio el enfoque tedrico de la funcion de particion realizando
la suma solo sobre el niimero cuantico principal n y dejando fijo el valor de m. La funcién de
particion para el sistema de punto cudntico de grafeno sometido a un potencial constante V; se hallo
aproximando la sumatoria por integrales para el régimen de bajas y altas temperaturas, lo que
permitié que se encontraran soluciones analiticas.
Se encontré que la funcidon de particion para altas temperaturas T >> 516,1620 K es poco realista
dado que en la literatura el punto de fusion del grafeno en nanoestructuras depende de la cantidad de
atomos de carbono, la geometria, simetria , dopaje y sinterizacion del material, con una temperatura
de fusion para el grafeno de 4510 K [72], de 70 K para puntos cuanticos de grafeno simulados y
policaprolactona dopados con puntos cuanticos de carbono [73] [74]. El rango de temperaturas que
se maneja en los trabajos realizados en puntos cuanticos de grafeno [73] [74] va de 0 a 500 K, lo
que se encuentra dentro del rango de bajas temperaturas segun esta tesis.
Los potenciales termodinamicos mostraron una dependencia fuerte con las variables de campo
magnético y de potencial externo V,, por lo que a campos magnéticos de 30 mT la entropia y el calor
especifico aumentan su valor considerablemente en comparacion con campos magnéticos del orden
de 1 T, mientras que para el potencial externo se encontré que a 1 V la variacion de la entropia y el
calor especifico es elevada en comparacion con potenciales bajos. Por lo anterior se concluye que
los potenciales termodinamicos se ven altamente influenciados por las variables de campo magnético
y potencial externo, estos resultados concuerdan con los reportados en [4] [7].
Las graficas de calor especifico reportadas en [4] no coinciden con las realizadas en la tesis, esto se
debe a que la relacion de los niveles de energia con el nimero cuantico principal n es diferente, pero

se resalta que a temperaturas bajas el calor especifico para [4] [7] y el de la tesis coinciden.

lim C - 0

Lo (3 19)
Por ultimo, los potenciales termodindmicos en comportamiento se asemejan a lo reportado por [7]
[8], lo que es coherente con los resultados hallados y se amplia el campo de investigacion al
considerar un esquema diferente al desarrollado por [7] [8], el cual consiste en soluciones analiticas

por medio de aproximaciones de la sumatoria de la funcion de particion por integrales para tener un

estudio en los regimenes de altas y bajas temperaturas, y para los niveles de energia se siguio el
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método formula para su solucion, aspecto que comparado con la literatura revisada es novedoso y
que sirven para enriquecer los estudio de punto cuanticos de grafeno modelados por la ecuacion de

Dirac — Weyl.
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