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Resumen

Ecuaciones para reticulos distributivos con cuantificador

Este trabajo aborda el estudio de los Q-reticulos distributivos, generalizaciones de las algebras Booleanas
monddicas. Mediante resultados de dualidad basados en el trabajo de Stone, Priestley y Halmos se muestra
que las subvariedades de los Q-reticulos distributivos forman una w + 1 cadena, donde cada subvariedad
es generada por una unica dlgebra finita. El objetivo es encontrar nuevas ecuaciones que caractericen estas

subvariedades, explorando la dualidad en el caso finito y analizando la estructura de sus algebras generadoras.

Palabras clave: algebra universal, reticulos distributivos, dualidad, subvariedades, cuantificadores,

ecuaciones.

Abstract

Equations for distributive lattices with quantifiers

This work addresses the study of Q-distributive lattices, which are generalizations of monadic Boolean al-
gebras. Through duality results based on the work of Stone, Priestley, and Halmos, it is shown that the
subvarieties of @-distributive lattices form an w + 1 chain, where each subvariety is generated by a unique
finite algebra. The objective is to find new equations that characterize these subvarieties, exploring duality

in the finite case and analyzing the structure of their generating algebras.

Keywords: universal algebra, distributive lattices, duality, subvarieties, quantifiers, equations.
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1. Introduccion

Uno de los problemas clasicos en Algebra Universal es: dada una variedad estudiar el reticulo de sus sub-
variedades. En [17] Monk muestra que las subvariedades de las dlgebras Booleanas mondadicas forman una

w + 1 cadena
Ko €Ky C---CPA

donde K, es la subvariedad generada por el dlgebra Booleana 2™ con cuantificador simple y PA; es la clase
de todas las dlgebras monddicas. Ademas, cada IC,, estd axiomatizada relativa a PA; por una ecuacién. Para
llegar a este Teorema, Monk hace uso de resultados expuestos en un articulo fundamental de Jénsson [12],
donde se caracterizan las variedades de congruencias distributivas (inspirado en un teorema previo de Mal-

cev [15]) y se dan condiciones para asegurar que el reticulo de subvariedades de una variedad sea distributivo.

En la década de los noventa, Cignoli [6] introduce estructuras que generalizan a las dlgebras monddicas;
los @Q-reticulos distributivos. Cignoli muestra que al igual que antes, las subvariedades de Q-reticulos dis-
tributivos forman una w + 1 cadena. Sin embargo, las técnicas utilizadas y las dlgebras generadoras de las

subvariedades resultan muy diferentes a las que aparecen en el articulo de Monk.

Cignoli desarrolla una dualidad utilizando el teorema de representacién de Priestley y correspondencias entre
cuantificadores y relaciones de equivalencia para estudiar el reticulo de subvariedades de los Q-reticulos
distributivos. Para p,q < w, define D,, := 2P x C,, donde C, := 29 @ 1* para 1 < ¢y Cy = {0}.
A este producto de reticulos distributivos acotados lo dota del cuantificador simple y define la clase 2,
como la variedad generada por D,,. Cignoli demuestra que los D,, son precisamente las algebras finitas
subdirectamente irreducibles de 2, la clase de @Q-reticulos distributivos, y con esto finalmente concluye que

el reticulo de subvariedades tiene la forma:

Do C

210 C Zo1 C

D90 C Zp2 C 211 C

D30 C Qo3 C 212 C 251 C

Basado en este resultado, Petrovich [20] da ecuaciones para axiomatizar cada subvariedad haciendo uso del
teorema de Birkhoff y propiedades internas de los reticulos D,,. Para el caso de los Q-reticulos distributivos
finitos, Adams y Dziobiak [2] presentan una versién simplificada de la dualidad de Cignoli, usando el hecho
de que la topologia de los objetos duales en el caso de la representacién de reticulos finitos resulta ser la

topologia discreta.



2. Nociones Basicas

En esta seccién se revisan los conceptos basicos y resultados relevantes al contenido de la tesis.

2.1. Algebra Universal

Se comienza haciendo un recuento de algunas definiciones y teoremas de Algebra Universal que pueden ser

encontrados en [5].

Definicién 2.1. Sea A un conjunto no vacio y n > 0. Una operacion n-aria en A es una funcién a : A" — A.
Una operacién n-aria en A es llamada constante sin = 0 y en ese caso se identifica a la operacién con su

imagen «o(0) € A.

Definicién 2.2. Un tipo de dlgebras es un conjunto § de simbolos de operacién tal que a cada f € § se le

asocia un entero no negativo n. Este entero es llamado la aridad de f.

Definicién 2.3. Sea § es un tipo de dlgebras. Un dlgebra A de tipo § es una pareja ordenada (A, F'), donde
A es un conjunto no vacio llamado el universo del dlgebra y F' es una familia de operaciones en A indexada
por el tipo § de tal manera que a cada sfimbolo de operacién f € § de aridad n le corresponde una operacién
n-aria fA € F.

Si el tipo de &lgebras § es finito, § = {f1,..., fn}, entonces se suele escribir A = (A, F) = (A, f*, ..., f2)
donde

aridad de f; > aridad de fy > --- > aridad de f,.

Nota 2.4. Al tipo de algebras también se le conoce por el nombre de lenguaje de algebras. En adelante,
cuando se dé un ejemplo concreto de un tipo de algebras se hard por medio de la aridad de sus simbolos
de operacién. Por ejemplo un tipo de dlgebras § = (3, 1,0) indica que § tiene tres simbolos de operacién de

aridades 3,1 y 0 respectivamente.

Definicién 2.5. Sean A y B dlgebras de tipo §. A es subdlgebra de B si A C B y para cada simbolo de
operacién f € F, fA = fB 4. En adelante se escribird A < B para decir que A es subdlgebra de B. Se dice

que X C A es subuniverso de A si X es cerrado bajo las operaciones de A.

Observacion 2.6. Note que un subuniverso X de A puede ser vacio. Por otro lado, si A < B, entonces A es

un subuniverso de B.

Definicién 2.7. Sea A un &lgebra de tipo §y X C A. Sg(X) := N{Z| Z es subuniverso de A, X C 7}
es llamado el subuniverso generado por X. A se dice finitamente generada si existe X C A finito tal que
SgA4(X) = A. Ademss, A es localmente finita si para cada S < A, S finitamente generada implica que su

universo S es finito.

Observacion 2.8. Si ) # X C A, entonces () # Sg”(X). Se puede definir de manera evidente un dlgebra de

tipo § que tenga como universo a Sg”(X) y que sea subalgebra de A.

Definicién 2.9. Sean A y B élgebras de tipo §. Se dice que una funcién « : A — B es un homomorfismo
si dado f € § de aridad n

alfA(ar,ag,...,a,)) = fB(afar), alas), ..., alan))
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para todo (a1, as,...,a,) € A™. Si « es sobreyectiva, entonces se dice que B es imagen homomorfa de A.

Definicién 2.10. Sea {A;|i € I} una familia de dlgebras de tipo §. Se define el producto (directo) B =

H A;, F' |, donde para cada f € § de aridad n
iel

Pla)ier - (@)ien) = (F(ahal)
ai....,al, € A;, para todo i € I. El producto de la familia de dlgebras {A, A3} se suele escribir de la forma
Al X Az.
La siguiente definicién describe el objeto principal de estudio de esta tesis; las variedades de algebras.

Definicién 2.11. Sea K una clase de dlgebras del mismo tipo. Se definen tres operadores que actian sobre

K de la siguiente forma:
s A € S(K) siy solosi A es subdlgebra de algin elemento de K.
» A€ H(K) siy solosi A es imagen homomorfa de algin elemento de K.
= A € P(K) siy solo si A es producto directo de alguna familia de miembros de K.

Una clase de élgebras del mismo tipo V es una variedad si ¥V = S(V) = H(V) = P(V). Sea K una clase
de algebras de tipo § que no necesariamente sea variedad. Se define V(K) como la interseccién de todas
las variedades que contienen a K. De esta forma, V(K) resulta ser la variedad de algebras de tipo § mds
pequenia que contiene a . Tarski demuestra que V(K) = HSP(K) y se llama a V(K) la variedad generada
por K. Si K = {A} se suele denotar con V(A) a la variedad V({A}).

Sea V una variedad de dlgebras. Se dice que W es una subvariedad de V si W C V y W es también una variedad
del mismo tipo. Ademds, si W; y W, son subvariedades de V, entonces Wiy N Wo y WiV Ws := V(W UWs)

también son subvariedades de V.

Definicién 2.12. Una clase K de algebras del mismo tipo es llamada localmente finita si cada A € K es a

su vez localmente finita.
El siguiente teorema sera de utilidad en la prueba del resultado principal de la tesis.

Teorema 2.13. [5, II§10.16.]. Si A1,..., A, son dlgebras finitas de tipo §, entonces V({A1,...,An})

es localmente finita.

A continuacién se da la definicién de conjunto de términos de un tipo de dlgebras. Estos términos permiten

construir ecuaciones que axiomatizan a las variedades.

Definicién 2.14. Sea § un tipo de dlgebras y X un conjunto (usualmente infinito) de variables. Se denomina
con ¥, a los simbolos de operacién en § de aridad n. Se define de forma inductiva el conjunto Tx(X) por

medio de las siguientes condiciones:
» XUFo C T(X).

» Sipy,...,pn € T3(X), entonces f(p1,...,pn) € Tx(X) para cada f € §p.
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T3(X) es llamado conjunto de términos de tipo § sobre X. A cada p € Tx(X) se le asocia un entero no
negativo {(p) : el nimero de ocurrencias de simbolos de operacién de aridad n > 0 en p. A I(p) se le llama

longitud de p.

Nota 2.15. Se escribe p = p(x1,...,z,) para indicar que las variables que ocurren en el termino p € Tz(X)

estan entre x1,...,Ty.

Definicién 2.16. Sean A un élgebra de tipo §, p € T5(X), p = p(z1, ..., xy,). Se define la funcidn termino

pA A" — A de la siguiente forma:
» Si p=x;, entonces p(ai,...,a,) = a;.
s Sifefkyp=fpi(x1,...,2n),...,pe(z1,...,2,)), entonces

pA(al, ceyQp) = fA(p{X(al, cey gy ,p?(al, ceyGp))

Lema 2.17. Sean A, B dlgebras de tipo §, p € T5(X), p =p(x1,...,Zn).

1. Si A < B, entonces p™ = p® [an.

A B(a(ay),...,ala,)) para cada

2. St : A — B es homomorfismo, entonces a(p™(ay,...,a,)) = p

al,...,aneA.

3. Sea {A;|i € I} una familia de dlgebras de tipo § y B = HAi’ entonces pB((al)icr, ..., (al)icr) =
icl
Ai( ; 1€

(pAi(al,...,a%))ier, para cada at, ... al € A;, i€ 1.

Demostracion. En los tres casos se realiza la demostracion por induccion sobre la longitud de los términos.

1. Sean ay,...,a, € A. Sil(p) =0, entonces p € X UFy y la implicacién es trivial. Suponga que la afirmacién
es cierta para todos los términos de longitud menor o igual a n. Si l(p) = n + 1, por definicién de Tx(X), p
es de la forma p = f(p1(x1,...,Zn)y .-, pr(T1,...,2p)) paraun f € Fi, k > 1y p; € Tx(X) con I(p;) < n
para cada 1 <4 < k. Luego

pAay, ... a,) = fAPMay,.. . an), ..., pe (a1, ..., an))
= BB ar,...,an),...,p2(a1,...,a,)) = pP(a1,...,an).
2. Sean ay,...,a, € A. Si p = w;, entonces a(p®(ai,...,a,)) = a(a;) = pBla(ar),...,a(a,)). Sip =

f € Jo, entonces a(p®) = a(fA2(0)) = fB() = pB. Por lo tanto la afirmacién es verdadera cuando
I(p) = 0. Nuevamente suponga que la afirmacién es cierta para los términos de longitud menor o igual a n.

Sil(p) =n—+1, al igual que antes p = f(p1(21,...,2n), ..., Pp(21,...,2,)) donde I(p;) < n. Asi

a(p®(a1,...,a,)) = a(fAP2 (a1, ... an), ..., pi(ay,. .. a,)))
= BlalpP(ar,...,an)),...,a(pi(ar,...,a,)))
:fB(pB(a( ) ,oz(an)),...,p?(a(al),...,a(an)))

Pla(ar), ..., alan)).

Il
S|
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Ai(aiv ) aiz))ief'

Sip = f € Fy, entonces pB = fB(0) = (f2(0))icr = (p™)ics. Una vez més se plantea la hipdtesis de in-

3.Seanal,...,al, € Ajparai € I.Sip = x;, entonces p®((a})icr, - .., (a},)ier) = (a5)icr = (p

duccién y se supone que I(p) = n + 1, por lo tanto p = f(p1(z1,...,2n), ..., pr(T1,...,2pn)) con I(p;) < n.

De esta forma

i (A i i
= (f (pl (alh 70’2)7' ) Py, (a17 7an)))i61
= (pAi(alv aa;))ieI-

O

Definicién 2.18. Considere p,q € Tx(X). Toda expresién de la forma p = ¢ recibe el nombre de identidad.
Se denota con Id(X) := {p =~ q|p,q € T5(X)} al conjunto de todas la identidades que se pueden construir

con los términos en Tx(X).

Un algebra A de tipo § satisface la identidad p ~ ¢ € Id(X) si y solo si p» = ¢®, y en este caso se escribe
A = p=~q. Si K es una clase de algebras de tipo §, se dice que K satisface p ~ ¢ si y solo si p® = ¢* para
todo A € K, en este caso se escribe K = p &~ ¢ y se define Id(X) :={p~=q € [dX)|K Ep=q}el

conjunto de identidades que K satisface.

Teorema 2.19. Sean K una clase de dlgebras de tipo § y X un conjunto de variables, entonces
Idi(X) = Idpoy(X) = Idgx)(X) = Tdp o) (X) = Idy(x)(X)

Demostracion. Por un lado, note que K C P(K), S(K), H(K). En efecto, si A € K entonces A es igual al pro-
ducto de la familia {A}, A < Ay A esimagen homomorfa de A por medio de la funcién identidad. Esto impli-
ca que Idp ) (X), Idsxc)(X), Idp(xcy(X) C Idic(X). Suponga que p(z1,...,7n) = q(21,...,2,) € Idic(X).

Si B € P(K), entonces existe una familia {A;|i € I} C K tal que B = H A;. Por la suposicién, A; = p = ¢

il
para i € I. Sean (a})icr, ..., (a%)icr € HAi, por el Lema 2.17
i€l
PP((a)ier - - (a))ier) = (P™(al, . ., al,))ier
= (in (azb 70“27,))16[
= qB((ai)iEIv RN} (an)zel)

Si B € S(K), entonces existe A € K tal que B < A. Sean by,...,b, € B C A, como A | p = ¢q usando el

Lema 2.17 se obtiene que

pP(br, ... by) =2 (b1, .. b)) = g™ (b1,...,bn) = ¢B(by, ..., by).
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Luego BlEp~qy p~q¢c Idgy(X). Se concluye que Idi(X) = Idgc)(X).

Por ultimo, si B € H(K), existen A € Ky « : A — B homomorfismo sobreyectivo. Sean by,...,b, € B,

entonces existen ay,...,a, € A tales que a(a;) = b; para 1 < i < n. Aplicando una ultima vez el Lema 2.17
pB(bla abn) :pB(a(a1)7 ,a(an))
= a(pA(ala 7an))
= a(¢*(a,...,an))
= ¢B(a(ar), yalay)) qu(bl,...,bn).

Al igual que antes se tiene como consecuencia Idx (X) = Idgx)(X). Finalmente note que todo lo anterior

implica que Idx = Idygpx) = Idy (k). =

Definicién 2.20. Sea ¥ C Id(X) un conjunto de identidades. Se dice que A satisface a ¥ (en simbolos
A EY), si A= p~rqparacada p = ¢ € ¥. Adicionalmente, se define a Mod(X) como la clase de todas las
algebras de tipo § que satisfacen a 3. Una clase K de dlgebras del mismo tipo se dice una clase ecuacional
si K = Mod(X) para algin ¥ C Id(X).

A continuacién se enuncia un teorema de gran importancia en Algebra Universal: el Teorema de Birkhoff.

Teorema 2.21. [5, 1I§11.9.]. Toda variedad es una clase ecuacional y toda clase ecuacional es una varie-
dad.

Una consecuencia inmediata de este teorema es el siguiente resultado.

Teorema 2.22. Sea V una variedad de dlgebras de tipo §. Entonces A € V si y solo si cada subdlgebra de

A finitamente generada es un miembro de V.
Demostracion. =) Suponga que A € V y tome S < A finitamente generada. Como V es una variedad,

V = S(V) y por suposicién S € S(V), luego S € V.

<) Suponga que cada subdlgebra de A finitamente generada pertenece a V. Por el Teorema de Birkhoff
existe ¥ C Id(X) tal que V = Mod(X). Sean p(x1,...,x,) = q(z1,...,2,) € Xy ay,...,a, € A una n-tupla

cualquiera. Considere la subélgebra de A que tiene como universo a Sg({ai,...,a,}) y lldmela S. Como
S es finitamente generada, entonces S € V, es decir, S = X. Por lo tanto pS(ai,...,a,) = ¢5(a1,...,a,) y
como S < A entonces p®(ai,...,a,) = ¢*(ai1,...,a,). En conclusién p = ¢® y A | p =~ ¢. Asi queda
demostrado que A = X y por lo tanto A € V. O

2.2. Reticulos

Definicién 2.23. Un algebra (L, V, A) de tipo (2,2) es un reticulo si satisface las siguientes identidades:
s sAyRyAz, zVy~yVe (conmutatividad).
s s A(yAz) = (TAYy) ANz 2V (yVz) = (zVy)Vz (asociatividad).

» s Az~ 2z, x Ve~ (idempotencia).
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s A (zVy) =z, zV(xAy) =z (absorcién).
Ahora bien, (L, V,A) es un reticulo distributivo si ademads satisface:
s A (yVz)=(zAy)V(xAz) (distributividad).

Un élgebra L = (L, V, A,0,1) de tipo (2,2,0,0) se dice reticulo distributivo acotado si (L, V,A) es reticulo
distributivo y existen elementos 0,1 € L tales que, L = { A1 =~ 2,2 V0 = z}. Mds ain, un &lgebra
L= (L,V,A/,0,1) de tipo (2,2,1,0,0) es un dlgebra Booleana si (L,V,A,0,1) es un reticulo distributivo

acotado y L satisface:
» A2 ~0,zV2 =1 (complementariedad).

Observacion 2.24. A partir de las operaciones de un reticulo L se puede definir una relacién de orden sobre
L de la siguiente forma: x < y si y solo si t Ay =z o x Vy = y. (Por absorcién ambas condiciones son
equivalentes). Reciprocamente, si (L, <) es un Poset tal que para todos sus subconjuntos de la forma {z,y},
existen {nfimos y supremos, se pueden definir operaciones binarias © Ay := inf{z,y} y * Vy := sup{z,y},

y de esta forma se dota a L de estructura de reticulo.

Teorema 2.25. Sea V una variedad de dlgebras de tipo §. Llame Ly a la clase de subvariedades de V.
Entonces (Ly,V,N) es un reticulo, donde Wi AWy := Wi N Wa y Wi V Wy := V(W UWs).

Demostracion. Para empezar, note que si {W;|i € I} es una familia de subvariedades de V, entonces
Nic; Wi €V es de nuevo una subvariedad. En efecto, si A es un élgebra de tipo § y A < B para algiin
B e ﬂiel W;, entonces para cualquier ¢ € I, B € W; y como S(W,;) = W, se concluye que A € W;, es decir,
A € Ve, Wiy ast S(N;e; Wi) € Nier Wi- Recuerde que para cualquier clase de algebras del mismo tipo
K se tiene que K C S(K), por lo tanto (;c; Wi = S(;c; Wi). De forma similar se prueba que (., W; es

cerrada para los operadores H y P, como consecuencia (),c.; W; € Ly.

el

Sean Wi, W, € Ly. Por definicion V(W; UWh) = ({W € Ly, |[W, UW, C W}, v por lo hecho antes
V(W1 UW,) € Ly. Considere el Poset (Ly,C) donde C es la inclusién entre subvariedades. Note que
Wi N Wy = inf{Wi,Wa} v V(W UWs) = sup{W;, W>}. En conclusién (L, V,A) es un reticulo por la

observacién hecha anteriormente. O

Observacion 2.26. Es posible que Ly no sea un conjunto. En ese caso el contenido del teorema anterior

sugiere que en Ly, las operaciones Ny V se comportan como las de un reticulo.

Definicién 2.27. Si L es un reticulo distributivo acotado y a € L, se dice que a es V-irreducible si se cumple

lo siguiente:
w a#0.
= g=zVyimplicaa=2x,0a=y.
Se denota con Irr(L) al conjunto de todos los elementos V-irreducibles de L.
Lema 2.28. Sean L un reticulo distributivo acotado y a € L. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. a es V-irreducible.
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2. a<zxVyimplicaa<zoa<y.
3. a<xV---Va, implica a < x; para algin i < n.

Demostracion. 1. = 2. Suponga que a € Irr(L). Si a < x V y, entonces a A (x V y) = a. Por distributi-

vidad esto es (aAx)V (aAy) = a, y por hipdtesis aAx = a 0 aAy = a, esto ultimo significa que a <z o0a < y.

2. = 3. Por induccién sobre n. Si n = 1, es trivial. Suponga que la afirmacién 3. es cierta para un n > 1. Si
a<x1V--VTpi, definay:=a9V---Va,y,deallia <z Vyypor 2 se tiene que a < x1 0a <y. Se
aplica la hipdtesis de induccién al caso a < y para concluir que a < x; para algun ¢ < n + 1. Por lo tanto la

afirmacién 3. es verdadera para cualquier n.

3. = 1.8l a=xVy, entonces a < x Vy y por la afirmacién 3. a < z 0o a < y. En el primer caso a <
implica que a =z Aa =2 A (zVy) = z. En el segundo caso se muestra de manera similar que a < y implica

a = y. Se concluye que a € Irr(L). O
Teorema 2.29. Sea L un reticulo distributivo finito. Si a € L y a # 0 entonces
a= \/{x € Irr(L)|z <a}.

Demostracion. Sea A = {x € Irr(L)|x < a}, entonces sup(A) = \/ A < a. Suponga que a £ \/ A y considere
el conjunto B = {z € L|x < a,z £ \/ A}; note que B # () pues a € B. Como B es finito, existe * € B
minimal. Suponga que x = rVsconr < zy s < z para algunos r,s € L. Ya que = < a, entonces r < a
y 8 < a, luego por minimalidad de z, r < \VAy s < \/ A, es decir, z = rVs < VA, lo cual es una
contradiccién. Se deduce que r = z 0 s = x, por consiguiente z € Irr(L). De esta forma z € A, pero como
x € B,z £ \/ A, lo cual es una contradiccién que resulta de suponer que a £ \/ A. Se concluye que a < \/ A4,
y asi a =\/ A. O

Definicién 2.30. Sean L un algebra Booleana y a € L. Si0 < a y paracada z € Ltalque 0 <z < a

necesariamente 0 = x o x = a, entonces a es llamado atomo de L.

Las édlgebras Booleanas finitas no triviales necesariamente tienen atomos y el dlgebra queda determinada
salvo isomorfismo por la cantidad de atomos que contiene. De ahora en adelante se denotard con 2P al
algebra Booleana finita con p dtomos. En este caso 2P es isomorfo al dlgebra conformada por las partes de

un conjunto de p elementos con las operaciones de union, interseccion y complemento entre conjuntos.

Proposiciéon 2.31. Si L es un dlgebra Booleana, entonces los dtomos de L coinciden con los elementos
V-irreducibles de L.

Demostracion. Sea a € L un atomo. Suponga que a < xVy. Comoa Az < ayaAy < a, se tienen las
siguientes posibilidades; a Az =0y aAy =0,0aAx =aoaAy = a. En el primer caso se deduce
que a =aA(zVy = (ahz)V(aAy) = 0V0 =0, lo que contradice que a sea un &tomo. Por lo
tanto a Ax = aoaAy = a, es decir, a < z 0o a < yy por el Lema 2.28 se concluye que a € Irr(L).
Ahora counsidere a € Irr(L). Por definicién 0 < a. Suponga que 0 < z < a para algin = € L, entonces
a=zVa=(xVa)Al=(zVa)A(zVz')=1zV(aAz')y estoimplica que a = x 0 a = a Az’. Para terminar
observe que si a = a Aa’, entonces z =z Aa=xA(aNz')=(xAz')ANa=0Aa=0.De esta forma z = a

o 0 = z, luego a es dtomo. O
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Definicién 2.32. Sea L un dlgebra Booleana finita cualquiera y 1* un élgebra Booleana trivial (su universo
tiene un solo elemento). Llame 1* al dnico elemento en 1* y suponga que 1* ¢ L. Se define L & 1* como
el reticulo distributivo acotado (L U {1*},V, A,0,1*) donde V y A se comportan como las operaciones de L

para los elementos de L y ademas a V 1* = 1%, a A 1* = a para cualquier a € L.

Sea 29 el algebra Booleana finita con ¢ > 1 4tomos. Se denotara con C, al reticulo distributivo acotado
29@1*. Note que C, no puede ser un algebra Booleana pues 1* no tiene complemento. Por otro lado, resulta
inmediato que 1* € Irr(Cy), pues para cualesquiera a,b € 29, a Vb <1 < 1%, donde 1 es el médximo de 29.

Los demas V-irreducibles de C, corresponden a los dtomos de 29.

1*

1
S
a \ b
%
Figura 1: C,
Proposicién 2.33. Si L1, Lo son reticulos distributivos acotados, entonces Irr(Ly X La) = {(a,0)|a €

Irr(Ly)} U{(0,b) | b € Irr(L2)}.

Demostracion. Sea a € Irr(Ly) y considere el elemento (a,0) € Ly x Ly. Suponga que (a,0) = (x1,y1) V
(z2,y2) = (z1 V @2, y1 V y2), entonces a = x1 Vs y 0 = y1 V yo. Necesariamente y; = y2 = 0 y por
hipétesis 1 = a 0 x5 = a, es decir, (a,0) = (z1,y1) 0 (a,0) = (x2,y2). Por lo tanto (a,0) € Irr(L; x Lo) y
{(a,0)|a € Irr(L1)} C Irr(Ly X Lg). De manera similar se prueba que {(0,b) |b € Irr(La)} C Irr(Ly x La).
Para la otra contenencia suponga que (a,b) € Irr(Li X Lg). Sia # 0y b # 0, entonces (a,b) = (a,0) Vv (0,b),
pero (a,b) # (a,0) y (a,b) # (0,b), lo que resulta en una contradiccién. Por consiguiente a = 0 6 b = 0.
Suponga que a = 0, es decir, (a,b) = (0,b). Si b = y; V ya, entonces (0,b) = (0,y1) V (0,y2) y por hipdtesis
b=y 0ob=ys Se concluye que b € Irr(Ls). As{ mismo, en el caso en que b = 0 se puede deducir que
a € Irr(Ly). Finalmente se obtiene que Irr(L; X L) = {(a,0)|a € Irr(L1)} U {(0,b) | b € Irr(Ls)}. O

Definicién 2.34. Sea L un reticulo. Un subconjunto F' C L no vacio es un filtro de L si:
» Paratodoz,yc€ F,x ANy € F.
s Size F,ye Ly x <y, entonces y € F.
Por otro lado, un subconjunto I C L no vacio es un ideal de L si:
» Paratodoz,yecl,xVyel
w» Sizel,ye Lyax>y,entoncesy € I.

Si A C L, entonces [A) := ﬂ{F C L|F esfiltroy A C F} es el filtro mas pequenio que contiene a A y se
le llama filtro generado por A. Similarmente, (A] := (J{I C L|I esideal y A C I} es el ideal més pequefio
que contiene A. Cuando A = {a} se escribe [A) =[a) ={x € L|la <z} y (Al =(a)={z € L]z < a}, en
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este caso a [A) y (4] se les conoce como filtro principal e ideal principal respectivamente. Un filtro P se dice

primo si P C L y para cualesquiera z,y € L, x Vy € P implicaz € Poy € P.

Observacion 2.35. Se puede mostrar que si A # 0, [A) = {z € LI \Njai < z,a;, € A, 1 <i<n}y
(Al={zeL|z<V. a,a €A 1<i<n,}. Ademds, si L es un reticulo distributivo acotado, [#) = {1}
y (0] = {0}.

Teorema 2.36. Sea L un reticulo distributivo finito. Si a es un elemento V-irreducible de L, entonces [a)
es un filtro primo de L. Reciprocamente, si P es un filtro primo de L, entonces P tiene un elemento minimo

a, el cual es V-irreducible, y ademds P = [a).

Demostracion. Suponga que a € Irr(L), y considere el conjunto [a). Si z,y € [a), entonces a < zy a < y,
por lo tanto a < x Ay, es decir, z Ay € [a). Ahora, si z € [a) y © < y, entonces a < z, por transitividad
a < y y esto implica que y € [a). Note que 0 ¢ [a), luego [a) # L. Tome z,y € L, suponga que z V y € [a),
por definicién a < x V y y como consecuencia del Lema 2.28, a < x 0 a < y, es decir, z € [a) 0 y € [a).

Concluimos que [a) es un filtro primo.

Reciprocamente, suponga que P es un filtro primo de L. Como P es finito, se puede considerar el elemento
a = A\ P. Claramente a es minimo en P. Si a = z V y, entonces x € P 0o y € P y por minimalidad = a
0 Yy = a, luego a es V-irreducible. Finalmente, como P es filtro [a) C P, por otro lado, si « € P, entonces

a < z por definicién de a y = € [a). Por lo tanto P = [a). O

Observacion 2.37. El resultado anterior permite definir una correspondencia biunivoca para cada L, reticulo

distributivo finito,
0r : Irr(L) — {P C L| P es filtro primo de L} : a > [a).

El Teorema del Filtro Primo resulta una herramienta indispensable en la comprobaciones que se haran mas

adelante.

Teorema 2.38. [4]. Sea L un reticulo distributivo, F C L un filtro y I C L un ideal, si FNIT = entonces
existe un filtro primo P de L que contiene a F tal que PNI = (.

Definicién 2.39. Sea L un reticulo distributivo acotado. Un cuantificador en L es una operacién unaria (o
de aridad 1) v tal que (L, V, A, V,0,1) satisface las identidades:

= VO = 0.

r ANV =~ x.

V(z A Vy) = VI A Vy.
» V(zVy) = VzVVy.

Bajo esas condiciones se dice que (L,V,A,V,0,1) es un Q-reticulo distributivo. Si ademds L es &lgebra

Booleana, entonces (L, V,A,’,V,0,1) es llamada dlgebra Booleana monddica.

Observacion 2.40. Como consecuencia del Teorema de Birkhoff todas las clases de reticulos previamente

definidas forman variedades. En particular, la clase de Q-reticulos distributivos es una variedad.
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Ejemplo 2.41. Si L reticulo acotado, existen dos cuantificadores especiales que se pueden definir en L:
» Cuantificador Discreto: Dado por la formula Va = a para todo a € L.
= Cuantificador Simple: Si a = 0, entonces Va = 0, en otro caso Va = 1.

Nota 2.42. Si (L,V,A,V,0,1) es un Q-reticulo distributivo, en los casos en que no haya ambigiiedad sobre
cuéles son las operaciones se denotara al dlgebra simplemente con L o con (L, V) cuando se quiera especificar

el cuantificador.

En este punto se revisan algunas propiedades de los cuantificadores que seran de utilidad més adelante.

Proposicién 2.43. Sea (L, V) un Q-reticulo distributivo. Considere la funcion V : L — L : a — Va y llame

V(L) a la imagen de V, entonces:
1. Para todo b € V(L), b= Vb.
2. V(L) es subuniverso de L.
3. Siae A, bev(L),a<b=Va<b.
Demostracion. 1. Sea b € V(L). Primero observe que b = Vb A b. Por definicidn, existe a € L tal que Va = b,

como resultado b = Vb A b= V(Va) A Va = V(Va A Va) = V(Va) = Vb.

2. Como VO =0y V1l = 1A V1 =1, se deduce que 0,1 € V(L). Sean a,b € V(L), entonces V(a V b) =
V(a) VV(b) =aVb,es decir, a Vb € V(L). Por otro lado, V(a A Vb) = Va A Vb=a Ab, luego a Ab € V(L).
Por {iltimo, es claro que Va € V(L).

3. Suponga que a < b. Se tiene que VaAb = VaA Vb= V(aAVb) = V(aAb) = V(a). En resumen Va <b. [

Definiciéon 2.44. Sean Li, Lo dos reticulos distributivos acotados. Un homomorfismo entre ellos es una

funcién h : L1 — Lo tal que para todo par de elementos a,b € L:
w h(a AD) = h(a) ANh(b) y h(aVb) = h(a)V k(D).
= h(0)=0y h(1)=1.

Si ademds Ly y Lo estan dotados de cuantificadores V1, V4 respectivamente, decimos que h es homomorfismo

entre Q-reticulos distributivos si también se cumple:

u h(vla) = Vgh(a).

2.3. Topologia y Orden

A continuacién se encuentran las definiciones que describen a los objetos duales de los reticulos distributivos

acotados y algunos resultados relevantes.

Definicién 2.45. Sea (X, <) un poset, y D C X. D es un conjunto creciente (decreciente) si para cada

z €D, <y (y<z)implicay € D.



2.3 Topologia y Orden 12

Definicién 2.46. Sea (X, <) es un conjunto parcialmente ordenado. Se define la relacién <. sobre X de
este modo; para todo x,y € X, x <,y < y < z. (X,<,) resulta ser un poset y a <, se le llama orden
dual de <.

Definicién 2.47. Sean (X;,<;)y (X2, <3) posets y f : X1 — X5. Se dice que f es una inmersion de orden
sia<1b < f(a) <2 f(b). Ademds, una inmersién de orden sobreyectiva f se denomina isomorfismo de

orden.

Definicién 2.48. Un espacio topoldgico ordenado es una tripla (X, 7, <) tal que (X,7) es un espacio to-
polégico v (X, <) es un poset. Se dice que (X, 7, <) es totalmente orden-disconexo si dados x,y € X tales
que z £ y existe U € 7 clopen (abierto y cerrado a la vez) creciente tal que x € U pero y € U. Un espacio

de Priestley es un espacio topoldgico ordenado totalmente orden-disconexo y compacto.

Nota 2.49. De ahora en adelante nos referimos a un espacio de Priestley (X, 7, <) simplemente por X siempre

que no haya duda sobre cuales son el orden y la topologia del espacio.

Definicién 2.50. Un espacio de Stone es un espacio topoldgico (X, 7) Hausdorff, compacto y totalmente

disconexo.

Proposicién 2.51. Si (X, 7,<) es un espacio de Priestley, entonces (X, 7) es Hausdorff y totalmente dis-

CONeExo.

Demostracion. Sean z,y € X tales que z # y. Sin pérdida de generalidad suponga que z £ y. Como (X, 7, <)
es totalmente orden-disconexo, existen U € 7 clopen creciente tal que = € U pero y ¢ U. Por consiguiente
y € X\ U abiertoy UN (X \ U) = 0. Ademsds, para cualquier A C X tal que z,y € A, ANU y AN(X\U)
conforman una disconexion de A. Por lo tanto las componentes conexas de X son singletons. Todo lo anterior

garantiza que (X, 7) es Hausdorff y totalmente disconexo. O

Observacion 2.52. Un espacio de Priestley donde x < y si y solo si = y, no es mas que un espacio de Stone

y si un espacio de Priestley es finito, por ser Hausdorff su topologia necesariamente es la discreta.

Definicién 2.53. Sea {(X;,7;)|i € I} una familia de espacios topolégicos. Su suma topoldgica es el espacio
topoldgico (J[,c; Xi,7), donde [[,c; Xi := U;c; {(2,4) |2 € X;} es la unién disjunta de conjuntos y 7 es la
Xtz (x,4).

topologia mds fina sobre [, ; X; que hace continuas a las funciones p; : X; — [

icl el

Observacion 2.54. Se puede expresar explicitamente al 7 de la definicién anterior de la siguiente forma
r={Ac][Xilp (A emielt ={AC]]Xi|A=]J (A x {i}) donde A; € 7;,i € I},
iel il il
El Teorema de la Subbase de Alexander es ttil para comprobar la dualidad de Priestley.

Teorema 2.55. (Alexander). Sea (X,7) un espacio topoldgico con subbase B. Si para cada cubrimiento
abierto D = {B;|i € I} de X por elementos de B existe un subcubrimiento finito {B;,, Bi,,..., B, },

entonces X es compacto.

Demostracion. Suponga buscando una contradiccién que X no es compacto. Considere la familia

{A| A es un cubrimiento abierto de X que no tiene un subcubrimiento finito}.
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Esta familia es no vacia y estd ordenada por la inclusién, ademds cada cadena tiene una cota superior
(la unién de todos los cubrimientos en la cadena). Usando Lema de Zorn se puede concluir que existe un
cubrimiento abierto maximal C en la familia. Considere la coleccién C N B, note que esta coleccién no puede
ser un cubrimiento abierto de X pues por la hipdtesis del teorema seria posible hallar un subcubrimiento
finito de X contenido en C. Sea z € X \ (UC N B). Ya que C es un cubrimiento abierto de X, existe A € C
tal que © € A y como B es subbase, existen {By,...,B,} C B tales que x € (;_, B; C A. Si B; € C para
algin 1 <14 < n, se tendria que B; e CNBy x € |JCN B, lo cudl es falso. De aqui que B; ¢ C para todo
i € {1,...n}. Ahora considere los cubrimientos abiertos C U {B;} para cada 1 < i < n. Por maximalidad
de C existen {C},...,C} } U{B;} C CU{B;} subcubrimientos finitos para cada i € {1,...,n}. A partir

de estos subcubrimientos se construye el cubrimiento finito (U;_,{C},...,C} }) U{Ni_, Bi} y usando que
Nizy Bi € A se obtiene que (U;_{C],...,C}. }) U{A} C C es un subcubrimiento finito lo cudl es una
contradiccién. Se concluye que X es compacto. O

2.4. Categorias

La dualidad es un concepto que se expresa a través de la Teoria de Categorias. En este espacio se expondran

algunos conceptos bésicos de esa teoria y ejemplos con espacios de Priestley y clases de dlgebras.

Definicién 2.56. Una categoria € esta conformada por una clase Obj(%), conjuntos Home(X,Y) para
cada par de elementos X,Y € Obj(%) disjuntos dos a dos, y una ley de composicién parcialmente definida.
A la clase Obj(%€) se le denomina como los objetos de la categoria y Home(X,Y) es llamado el conjunto de

los morfismos del objeto X en el objeto Y.

La ley de composicién es tal que para cualesquiera X,Y, Z, W € Obj(%)
1. Si f € Homx(X,Y) v g € Homg (Y, Z) entonces go f € Home (X, Z).

2. Existe ix € Homg (X, X) tal que si f € Homg(X,Y) entonces foix = fysig € Homg(Z,X)

entonces ix o g = g.
3. 8ife Homy(X,Y), g€ Home(Y,Z) y h € Homy(Z,W), entonces (fog)oh = fo(goh).

Ejemplo 2.57. Se denota con £ a la categoria de los reticulos distributivos acotados y sus homomorfismos

y con 7 a la categoria de los espacios de Priestley y las funciones continuas que preservan el orden.

Dada una categoria € se puede construir su categoria opuesta €°P tomando los mismos objetos de € pero
reversando la direccién de los morfismos, es decir, si f € Home(X,Y'), entonces se asocia biunivocamente

el morfismo f°P € Homgor (Y, X). En esta categoria la composicién de morfismos viene dada por la férmula
fop OgOP — (g o f)OP.

Definicién 2.58. Sean € y 2 dos categorias. Una funcién F de € en 2 es un funtor (covariante) si envia
objetos de € en objetos de 2 y morfismos de € en morfismos de 2. Ademéds para X,Y € Obj(%), si
f € Homg(X,Y), entonces F(f) € Homg(F(X),F(Y)). Por dltimo se pide que F respete composicién de

morfismos e identidades. Graficamente esto se representa por
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fy \(g)of( )

/ F(9)
y \—/

Por otro lado, se dice que F es un funtor contravariante si se satisfacen las condiciones anteriores con la
diferencia que para f € Homg(X,Y), se tiene que F(f) € Homg(F(Y), F(X)). En este caso F(go f) =

F(f)o F(g). También se puede ver a F como un funtor covariante de la categoria €°P y a la categoria 2, o

equivalentemente un funtor de € en 2°P.

Sea F : ¥ — 2 un funtor. Si para cualquier par X,Y € Obj(%) la funcién Home (X,Y) — Homg(F(X), F(Y))

definida por el funtor resulta inyectiva (sobreyectiva) entonces a F se le conoce como un funtor fiel (pleno).

Ejemplo 2.59. Para cada categoria € se define el funtor identidad Idy : € — €, que envia a los objetos

y a los morfismos en si mismos.

Observacion 2.60. Es posible componer funtores. SiF : 4 - 2y G: 2 — &, se define FoG : € — & como
el funtor que a cada objeto X € Obj(%) lo envia en F o G(X) := F(G(X)) € Obj(&) y a cada morfismo
f € Homx(X,Y) lo envia en F o G(f) := F(G(f)) € Home(F(G(X)),F(G(Y))). Se usard la notacién
FG(X) o FG(f) para disminuir el uso de paréntesis cuando se haga composicién de funtores. Note que la

composicién de dos funtores contravariantes resulta ser un funtor covariante.

Definicién 2.61. Se dice que . es una subcategoria de una categoria € si . es a su vez una categoria y
los objetos y morfismos de . se encuentran entre los objetos y morfismos de & respectivamente. En este
caso se puede definir un funtor inclusién 7 : .¥ — € que envia objetos y morfismos en si mismos. Si el funtor

inclusion es pleno, a la subcategoria se le llama plena.

Definicién 2.62. Sean % una categoria, X,Y € Obj(¢)y f € Hom¢(X,Y). Se dice que f es un isomorfismo
si existe f~! € Home (Y, X) tal que fof~! =iy, f~lof =ix. En ese caso se dice que X y Y son isomorfos
y se denota con X XY

Observacion 2.63. Si f es un isomorfismo de €, f~! es tinico. Adicionalmente, si F : € — 2 es un funtor,
entonces F(f) es un isomorfismo de 2 y F(f~1) = F(f)~!. Atin més, si f, g son isomorfismos y f o g estd

definida, entonces f o g es isomorfismo y (fog)™t =g to f7L.

Ejemplo 2.64. Si ¥ es una categoria cuyos objetos son una clase de dlgebras del mismo tipo y sus mor-
fismos son todos los homomorfismos entre las dlgebras de la clase, entonces los isomorfismos de la categoria
corresponden a los homomorfismos biyectivos. Para la categoria .7 de los espacios de Priestley, la nocién de

isomorfismo coincide con la de homeomorfismo e isomorfismo de orden.

Definicién 2.65. Sean %, 2 un par de categorias y F,G : € — 2 funtores. Se dice que o : F=G
es una transformacion natural si o = (az)zecopjw) con az € Homg(F(Z),G(Z)) y para cualesquiera
XY € Obj(¥), f € Homy(X,Y) el siguiente diagrama conmuta:

F(X) —— G(X)

f(f)l lg(f

FY) —o—9(Y)
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es decir, G(f) o ax = ay o F(f). En caso que cada az sea un isomorfismo en la categoria 2, se dice que «

es un isomorfismo natural y se denota o : F = G.

Observacion 2.66. Es posible componer transformaciones naturales. Si F,G,H : € — 2 son funtores y
a: F5G, B G5H son transformaciones naturales, entonces 3o a : F—H es la transformacién natural
determinada por las componentes (8z © az)zconj(¥)- La conmutatividad del diagrama correspondiente se
sigue inmediatamente de la conmutatividad de los rectdngulos que lo componen. Ademds, composicién de
isomorfismos naturales resulta nuevamente un isomorfismo natural. También se puede mostrar que si « es

1

. 1. 1 .
un isomorfismo natural, entonces o~ ' := (a,") ZeObj(¢) €S a su vez un isomorfismo natural.

Definicién 2.67. Sean % % 2 un par de funtores (contravariantes). Se dice que €, Z son categorias

(dualmente) equivalentes si existen isomorfismos naturales F o G = Idg, Idg = Go F.
Observacion 2.68. Si € % P ,e: FoG=Idgy, n: Idge = GoF es una equivalencia de categorias,

. . g . .,
inmediatamente 2 ? % con los isomorfismos naturales ! : Go F = Idy, €' : Idy = F oG también

es una equivalencia de categorias.

Teorema 2.69. Si ¥ % 2  es una equivalencia de categorias, entonces los funtores F y G son fieles

y plenos.

Demostracion. Sean X, Y € Obj(¥) y considere f1, fo € Home(X,Y'). Llame 7 al isomorfismo natural entre
Idy y GoF. Suponga que F(f1) = F(f2), entonces GF(f1) = GF(f2). Por hipétesis los siguientes diagramas

conmutan:

X X, GF(X) X X, GF(X)
f{ lgf(fl) f{ lgmz)
Y —— GF(Y) Y —— GF(Y)

Por lo tanto

fi=ny" o GF(fi)onx =ny' o GF(f2) onx = fo.

Se concluye que F es fiel. De manera similar se puede probar que G es fiel. Para mostrar que F es pleno
considere g € Homg(F(X), F(Y)), entonces G(g) € Homg(GF(X),GF(Y)) v se puede construir el siguiente

diagrama
X 5 GF(X)

1 o

donde f € Homex(X,Y). Para que el diagrama conmute es necesario que f = 77;1 0 G(g) o nx, por lo tanto
se define a f de esa forma. Note que GF(f) = GF(ny) ' o GFG(g9) oGF(nx). Se puede extender el diagrama
anterior aplicando el funtor G o F al morfismo G(g) y usando nuevamente el isomorfismo natural

NgrF(Xx)

X X gF(X) X GFGF(X)

f’l lg@ lgmg)

Y —— GF(Y) ——— GFGF(Y)

NgF(y)
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La conmutatividad del rectangulo derecho implica que G(g) = 7 }T(Y) 0 GFG(g) o ngr(x)- Ahora observe la
siguiente propiedad; si Z € Ob(%), haciendo uso una vez més del isomorfismo natural se puede concluir que

el siguiente diagrama conmuta:

zZ —" 5 GF(Z)

"Zi lgf(nz)

GF(Z) /—= GFGF(2)

NgF(z)

De esto se deduce que GF(nz) = ngr(z) para cualquier Z € Obj(%’). Con todo lo anterior se concluye que

GF(f) = GF(ny) ™ 0 GFG(g) 0 GF(i1x) = g ryy © GFG(9) 0 ngr(x) = G(9)-

De aqui se llega a F(f) = g, pues G es un funtor fiel. Por consiguiente F es un funtor pleno. De manera

similar se prueba que G es pleno. O

Definicién 2.70. Sea {X; |4 € I} una familia de objetos de una categorfa %. Se dice que [[,.; X; € Obj(%)
equipado con morfismos {m; | i € I}, donde 7; € Home ([ [;c; Xi, Xs) es el producto de la familia si para todo
Y € Obj(€) y morfismos {g; |i € I} con g; € Home (Y, X;) existe un tinico morfismo h € Home (Y, [ [;c; Xi)

tal que para cualquier ¢ € I el siguiente diagrama conmuta:

hl Xﬁ'/‘
i€l

Ejemplo 2.71. Sea ¥ una categoria cuyos objetos son las dlgebras de una variedad V y sus morfismos son
los homomorfismos entre dichas algebras. El producto en el sentido de Teoria de Categorias de la familia
{A;|i € I} coincide con la nocién de producto directo como ha sido definida en Algebra Universal. En

efecto, considere las funciones

T HAZ — AZ : (ai)iej = a;.
i€l

Para probar que 7; es un homomorfismo de 4lgebras tome f € § de aridad n, (a})icr, ..., (a})icr € HAi y
iel
llame B = H A;, entonces
iel
mi(fP((ah)ier. - (a)ier) = m((fA(al, .. ay))ier)
= fAi(aiv .- .,CL%)

= fA(mi((ah)iern), ., mi((ap)ier)).
Ahora, si C€Vy {g;: C — A;|i € I} es una familia de homomorfismos se define

h:C— HAi ta— (gi(a))ier-

iel
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Nuevamente tome f € § de aridad n y aq,...,a, € C, de esta forma

R(fC(a1,...,an)) = (g:(fC(a,...,an)))ier
= (M (giar), -, gian)))ier
= fB((gi(ar))ier,- -, (gi(an))ier)
= fB(h(ar),...,h(ay)).

Por lo tanto h también es homomorfismo de dlgebras y se sigue de su definicién que g; = m; o h para todo

i € I. Observe que h es el inico homomorfismo con esta propiedad.

Lema 2.72. Sea € una categoria y {X;|i € I} una familia de objetos en ella. Si existe el producto de la

familia entonces este es unico salvo isomorfismos.

Demostracion. Suponga que [],.; X; equipado con morfismos adecuados {m;|i € I} es un producto de la
familia {X; |7 € I}. Si existe otro P € Obj(€) con morfismos {7} |i € I} donde 7} € Hom¢ (P, X;) que

también satisface las condiciones para ser producto, es posible construir el siguiente diagrama:

P
hl i

i€l
h/l )
P

donde h y k' son los tinicos morfismos con la propiedad 7, = m; o h y m; = 7} o b’ respectivamente. Note que

m; =m}o(h' oh)=m}oip, entonces el siguiente diagrama conmuta para ambos morfismos:

P ’
NG

Por hipétesis P es producto, por lo tanto A’ o h = ip. De forma similar se muestra que ho h’ = e, X Y

con esto se asegura que Py [];.; X; son isomorfos. O

Teorema 2.73. Sea € % 2 una equivalencia de categorias donde n: Ide 2 GoF,e: FoG = Idy

son los isomorfismos naturales asociados. Si {Z;|i € I} es una familia de objetos en 9 y [,c; Zi equipado

con los morfismos {m; |i € I} donde m; € Homg([],c; Zs, Zi) es el producto de la familia, entonces

g\ [[z ] =]]92.

el iel

Demostracion. Para simplificar un poco la notacién llame P = [],.; Z; € Obj(2). La idea es mostrar
que G(P) equipado con los morfismos {G(m;)|¢ € I} donde G(m;) € Hom4(G(P),G(Z;)) es producto de la
familia {G(Z;)|i € I} para luego utilizar la unicidad del producto. Sean Y € Obj(€) y {gi|i € I} donde
gi € Home (Y, G(Z;)). Note que {1751_1 oF(g;)|t € I} es una familia de morfismos que van respectivamente de
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F(Y) a Z;. Por la definicién del producto existe un tnico d € Homg(F(Y), P) tal que 7751,1 o F(g;) =m; od,

es decir, F(g;) = nz, om; od para cada i € I. El siguiente diagrama describe la situacién:

F(g:)
F(Y)
wd
F6(P) T8 Fg(z,)
d nPT J{ngil
P — Z;

Como F es un funtor fiel y pleno, existe un tinico h € Home (Y, G(P)) tal que F(h) = np o d. Por hipdtesis

7 es transformacién natural y por ende FG(m;) o, = 1z, © T;, entonces

F(G(m;) o h) = FG(m;) o F(h)
=FG(m)onpod
=g, omod

= ]:(gi)-

Nuevamente, como F es un funtor fiel, g; = G(m;) o h para todo i € I. Para verificar que h es inico para esta

propiedad considere h’ tal que g; = G(m;) o b/, asi

Flgi) = FG(mi) o F(K) = ny o F(gi) =ny/ o FG(ms) o F(N)
= mod=monp oF(h)
= d=np" o F ()
= mnpod=F()
= F(h)=F()
= h=".
Observe que en la tercera implicacion se hace uso de la unicidad de d. O

Definicién 2.74. Sea {X;|i € I} una familia de objetos de una categoria €. Se dice que [[,.; X; € Obj(¥)
equipado con morfismos {; [i € I}, donde p; € Home (X;, [[;c; Xi) es el coproducto de la familia, si [ [, ; X;
y {ui¥|i € I} forman el producto para {X; |7 € I'} en la categoria €°P. Es decir, si para todo Y € Obj(%) y
morfismos {f; |4 € I} con f; € Hom(X;,Y) existe un tinico morfismo d € Hom ([ [;c; Xi,Y') tal que para

cualquier ¢ € I el siguiente diagrama conmuta:

dT X
[I%i e X
el

Ejemplo 2.75. Sea {(X;,7;,<;)|1 <i < n} una familia finita de objetos en .7 la categoria de los espacios

de Priestley y las funciones continuas que preservan el orden. Considere la suma topoldgica ([}, X;,7) de
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la familia {(X;,7;) |1 <i < n}. Se define un relacién de orden sobre [ [}, X; de la siguiente forma
() < (y,J) = i=jyz<iy.

Con estas definiciones se va a mostrar que (]_[?:1 X;,7,<) equipado con los morfismos p; : X; — H?:l X,
z +— (z,1) es el coproducto de la familia. Lo primero sera verificar que [, X; € Obj(7); para eso tome
(z,1), (y,7) € [1;—, X; tales que (x,7) £ (y,J), por definicién i # j 6 i = j pero = %; y. En el primer caso
considere el abierto X; x {i} € 7 y note que se trata de un clopen creciente tal que (z,7) € X; x {i} pero
(y,7) € Xi x {i}. En el otro caso, como X; es espacio de Priestley, existe U; € 7; clopen creciente tal que
x € U; pero y € U;. De esta forma se puede comprobar que U; x {i} € 7 es clopen creciente y claramente
(z,i) € U; x {i} pero (y,5) € U; x {i}. Ahora, considere {B;|j € J} un cubrimiento abierto de []}"_, X;.
Como {u; *(B;)|j € J} es un cubrimiento abierto de X; y X; es compacto, existe un subcubrimiento finito
{u; (By)), . .,,u;l(Biki)} de X; donde {i1,..., i} C J. Se sigue que X; x {i} C B;, U---U B, para cada
1 <i < n, entonces | J;_y {Bi, ... Bi, } € {Bj|j € J} es un subcubrimiento finito de [[_; X;. Lo anterior
confirma que [[!, X; es un espacio de Priestley. Por definicién cada p; es una funcién continua, ademds si

x,y € X; v x <; y, entonces p;(x) = (z,1) < (y,i) = p;i(y), lo que quiere decir que pu; preserva el orden.

Sean (Y, 1y, <y ) espacio de Priestley y {f; : X; = Y |1 < i < n} funciones continuas que preservan el orden.
Defina d: [, X; = Y : (z,4) — fi(z). Claramente f; = d o u;, ademds (z,4) < (y,i) implica z <; y y asi
filz) <y fi(y). Si A € 7y, entonces

dH(A) = {(z,0) € [T Xl filw) € A} = {(w,0) € [T Xilw € /7 H(A)} = U (f7H(A) < {i})

i=1 i=1

de aqui que d~1(A) € 7, es decir, d es continua. Por definicién d es la tnica funcién que satisface f; = do u;
para cada 1 < ¢ < n. Finalmente se ha comprobado que ]_U-L:l X; es el coproducto de la familia {X; |1 <i <

n} en la categoria 7.
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3. Dualidad

En la década de los treintas Stone [23] desarrolla uno de los primeros ejemplos no triviales de equivalencia
entre categorias al establecer una correspondencia entre algebras de Boole y ciertos espacios topolégicos que
en adelante recibirian el nombre de espacios de Stone. A un dlgebra Booleana se le asignaba el espacio de los
homomorfismos del dlgebra en 2, mientras que a un espacio de Stone le correspondia el subreticulo de clopens
de su conjunto de partes. Esta primera equivalencia abrié las puertas a un gran ntimero de generalizaciones
que se expresan a través de dualidades entre categorias de estructuras algebraicas y categorias de espacios
topoldgicos. En esta seccién se expondran tres dualidades diferentes cada una construida a partir de la

anterior.

3.1. Dualidad de Priestley

Para el caso de los reticulos distributivos acotados, Stone [24] construye una dualidad por medio de los
llamados espacios bitopoldgicos (espacios dotados de dos topologias). Priestley [21] muestra que es posible
obtener una dualidad para reticulos distributivos acotados andloga a la establecida por Stone para las
algebras de Boole por medio de espacios topoldgicos ordenados, en particular, Priestley muestra que £y 7

son categorias dualmente equivalentes por medio de los siguientes funtores contravariantes:

X LT
D:J %

Estos funtores estédn definidos en objetos de la siguiente forma. Para (L, V, A, 0,1) € Obj(.%¥),
X(L) := ({P C L|P es filtro primo}, 7, C).

El orden C es la inclusion entre conjuntos y la topologia 77, es la generada por la subbase dada por los
conjuntos {X, |a € L} U{X(L)\ X, |a € L}, donde X, := {P € X(L)|a € P}. Por otro lado, si (X,7,<) €
Obj(7), entonces

D(X) := ({U C X |U es clopen creciente}, U, N, , X)

donde U, N son respectivamente unién e interseccién usuales entre conjuntos. De esta forma D(X) es un
reticulo distributivo acotado para el cudl 0 = 0y 1 = X. Si f € Homgo((X1,71,<1), (X2, 72, <)), para
Uy € D(X>) se define D(f)(Usy) := f~(Us) y se obtiene el morfismo

g —r 9

X, D(X))
fl TD(f)
Xo D(Xs)

Similarmente, si h € Hom (L1, Ls)
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g — X 7

Ly X(L1)
hi X(h)
Lo X(Ls)

donde X (h)(P) := h=Y(P,), para Py € X (Lg).

Para verificar que los funtores X' y D estén bien definidos, se comienza por mostrar que X' (L) y D(X) son

un espacio de Priestley y un reticulo distributivo acotado respectivamente.

Nota 3.1. En adelante se denotard con X} al conjunto X' (L) \ Xj.
Proposicién 3.2. Si L € Obj(.Z), entonces X (L) € Obj(T).

Demostracion. Sea (L,V,A,0,1) € Obj(£). Claramente X (L) definido como antes es un espacio topoldgico
ordenado. Ahora se comprueba que X (L) es compacto por medio del Teorema de Alexander. SeaC = {X, |a €
Ao} U{X/|b € A} un cubrimiento de X'(L) por elementos de la subbase donde Ay, A; C L. Considere el
ideal (Ao] y el filtro [A1). Suponga que (Ag] N[A1) = 0, se sigue del Teorema 2.38 que existe P € X' (L) tal
que (Ag] NP =0y [A1) C P. Necesariamente Ag U Ay # (). Si a € Ap, entonces a € P, es decir, P € X,.
Por otro lado, si b € A;, entonces b € Py P ¢ &}, por lo tanto C no es un cubrimiento de X'(L) pues P
no hace parte de ningin conjunto de la familia C, una contradiccién. A partir de esto se concluye que existe
x € (Ag) N [A41), luego

biAN--ANb,, <x<a1V---Va,

para algunos ai,...,a, € Ag y b1,...by € A en el caso en que Ay y A; sean diferentes de vacio.

Afirmacién: X (L) = Xy, U+ U X, UXy U---UA]; .
Es claro que Xy, U---U X, UX) U---UX] C X(L). Para la otra contenencia, suponga buscando una
contradiccién que existe P € X'(L) tal que P & Xy, U---U X, UX] U---UA; . Porende, ai,...,a, € P
y b1,...,b; € P. Ya que P es un filtro primo, se sigue que ay V---Va, € Py by A---ANb,, € P, lo cual es

imposible pues P es un conjunto creciente. Por lo tanto la afirmacion resulta verdadera.

Si Ay = 0, entonces (Ag] = {0}, por tal razén & = 0y by A --- A b, = 0. En este caso se tiene que
X(L) = &; U---U A} : aligual que antes, suponga buscando una contradiccién que existe P € X(L) tal
que P ¢ Xy U---UXy . Entonces by,...,bp, € Py 0=0b; A+ Abp € P, lo cual contradice que P # L.
Como consecuencia X'(L) C Ay U---UAy . La otra contenencia es directa y se obtiene la igualdad buscada.

De manera similar se muestra que si A; = (), entonces X(L) = X, U---UX, .

En los tres casos se llega a que C tiene un subcubrimiento finito. Por el Teorema 2.55 se concluye que X(L)
es compacto. Para continuar se verifica que X'(L) es totalmente orden-disconexo. Para eso tome P, Q € X (L)
tales que P Z @, por lo cual existe a € P\ Q. Note que P € X, y Q ¢ X,. Por definicién de 71, X, es

clopen. Para probar que X, es creciente, suponga que P; € X, y P C @1, en consecuencia a € ()1 y esto
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significa que Q1 € X,. Se concluye que X, es clopen creciente y X (L) es totalmente orden-disconexo, pero

como ya se probé que X' (L) es compacto, se puede asegurar que X' (L) es espacio de Priestley. O]
Proposicién 3.3. Si X € Obj(7), entonces D(X) € Obj(.Z).

Demostracion. Sea (X,7,<) € 0bj(7). Considere el dlgebra (P(X),U,N, 0, X) de tipo (2,2,0,0), donde
P(X) es el conjunto de partes de X. Claramente P(X) es un reticulo distributivo acotado. Para comprobar
que D(X) € Obj(¥) se muestra que D(X) es subdlgebra de P(X). Sean U,V € D(X), ya que U,V son
abiertos y cerrados entonces U UV resulta simultdneamente abierto y cerrado, es decir, clopen. Adema4s, si
y € X es tal que x < y para algin z € UU V, entonces x € U o x € V, en el primer caso y € U y por
consiguiente y € U UV, para el otro caso y € V y de igual forma y € U U V. Como resultado U UV es
creciente y U UV € D(X). De manera similar se muestra que U NV € D(X). Por otra parte, es evidente
que 0, X € D(X). Asi D(X) < P(X) y D(X) satisface las mismas identidades que P(X). Esto implica que

D(X) es un reticulo distributivo acotado. O

En este punto se muestra que D(f) es homomorfismo de reticulos acotados y que X(h) es una funcién

continua que preserva el orden.
Proposicién 3.4. Si f € Homz (X1, Xs), entonces D(f) € Homg(D(X2), D(X1)).

Demostracion. Sea f € Homg ((X1,71,<1), (X2, 72, <2)). Para ver que D(f) estd bien definida tome Us €
D(X3). Dado que f es continua, D(f)(Uy) = f~1(Us) es clopen. Sea y € X7, tal que z <; y para algtin
x € f~1(Uy). Como f preserva el orden, f(z) <5 f(y), y debido a que Us es creciente f(y) € Us; esto implica
que y € f~Y(Uz), es decir, D(f)(Us) € D(X1). Si U, Vo € D(X3), entonces D(f)(Us U Vo) = f~HUy U
Va) = 7 (U2) U 7 (Va) = D(f)(Us) UD(f)(Va). De forma similar D(f)(U V) = D(f)(Tz) 1 D(f)(Va).
Adicionalmente D(f)(X2) = X1 y D(f)(@) = 0. Esto muestra que D(f) es homomorfismo de reticulos

distributivos acotados. O
Proposicién 3.5. Si h € Hom (L1, La), entonces X(h) € Hom (X (La), X (L1)).

Demostracion. Sea h € Hom (L1, La), X(h) definida como antes y P, € X(Ly). Note que ) # X (h)(Pe) C
Lipuesl € P,by0¢ Py.Siz,y € X(h)(P2), entonces h(x), h(y) € P, por definicién y h(zAy) = h(x)Ah(y) €
Py, pues P; es filtro, es decir, x Ay € X (h)(P2). Por otro lado, si © € X(h)(P2) y < y para algin y € Ly, se
tiene que h(z) < h(y), luego h(y) € P> ya que P, es creciente, y esto implica que y € X' (h)(P,). Hasta aqui
se ha mostrado que X'(h)(P2) es un filtro de Ly. Si x Vy € X (h)(P2), entonces h(zx Vy) = h(z)V h(y) € P;
esto quiere decir h(z) € P> o h(y) € P> ya que P, es filtro primo. Equivalentemente, z € X(h)(P) o
y € X(h)(Pz). En resumen, X (h)(Ps) € X(L1). Ahora, sean Py, Q2 € X (L3) tales que Py C Q9; claramen-
te h=1(Py) € h=1(Q2) y esto significa que X' (h)(P2) C X (h)(Q2), de aqui se sigue que X (h) preserva el orden.

Por ultimo, hace falta verificar que X'(h) es continua; para eso tome X, C X (L1) elemento de la subbase de

la topologfa 77, . Considere el conjunto X' (h)~!(X,). Note que
P e X(h)7'(X,) = X(h)(P2) € X, < a€ X(h)(P) <> hla) € P, <= P € Xy

es decir, X(h) ™' (X,) = Xp@) € 7r,- Como la preimagen de un complemento es el complemento de la

preimagen, se deduce que X (h)~}(X!]) = h(a) € TLe- Debido a que cada abierto en 77, es una unién
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arbitraria de intersecciones finitas de elementos de la forma X, o X, se concluye que X (h) es continua y

por lo anterior X' (h) es morfismo entre espacios de Priestley. O]

Observacion 3.6. Sean L € Obj(£), X € Obj(7). Siir : L — L es el homomorfismo identidad de L,
claramente por definicién X (ir) = ix(z), ademds si ix : X — X es funcién identidad para el espacio
de Priestley X, nuevamente por definicién D(ix) = ip(x). Por otro lado, si L, M,N € Obj(Z), h €
Homg(L,M)y g € Homg(M,N), se comprueba que D(g o h) = D(h) o D(g), en efecto, si U € D(N),

entonces
zeD(goh)(U) <= ze(goh) ' (U) <= zeh (¢ '(U)) = = eD(h)(D(9)(V)),

esto es, D(g o h)(U) = D(h)(D(g)(U)). Por lo tanto, D(g o h) = D(h) o D(g). Similarmente se comprueba

que el funtor X' respeta composiciones.

Tal y como se buscaba, todo lo anterior verifica que X y D estan bien definidos. Para continuar, Priestley
define los isomorfismos naturales 7 : Idg—3Do X y € : Idg—X oD. Si L € Obj(¥), X € Obj(T) sus

componentes son respectivamente

np : L — DX(L)

a— X,

isomorfismo de reticulos, y

ex : X = XD(X)
x—={U eDX)|xzeU}

homeomorfismo e isomorfismo de orden.

Proposicién 3.7. Si L € Obj(Z), entonces 1y, es isomorfismo de reticulos.

Demostracion. En la demostracién de la Proposicién 3.2 se muestra que para a € L, X, € DX(L). Sean
a,b € L; entonces nr(a V b) = X,vp. Suponga que P € X,vp, de manera que a Vb € P y esto implica que
a € Pobe P, es decir, P € X, UA),. Reciprocamente, si P € X, UAX,, a € P o b & Py en ambos casos se
deduce que a Vb € P pues P es creciente; luego P € X,y A partir de lo anterior X,y = X, U &}, como
consecuencia 7y (a V b) = nr(a) Ung(b). Por definicién ng(a A b) = Xyap. Sea P € X(L), P € X, implica
a ANb € P, nuevamente como P es creciente a € Py b € P, estoes P € X, N A,. En la otra direccion, si
P e X, NA,, entonces a,b € Py aAb € P por definicién de filtro, de aqui se tiene que P € X, pp. En
resumen, X,ap = X, N X}, es decir, nr(a A b) = nr(a) Nng(b). Adicionalmente, 77, (0) =  pues ningtin filtro
primo de L tiene a 0 como elemento. Para cada P € X (L), P es no vacio, luego existe z € P, note que z < 1
y como P es creciente 1 € P o, P € X1 = n(1). De esta forma (1) = X(L).

Para ver que 7y, es inyectiva suponga que a # b, a,b € L. Sin pérdida de generalidad, suponga que a £ by
considere el ideal (b] y el filtro [a). Note que (b]N[a) = 0, en efecto, si x € (b]N[a), entonces a < z < by por
transitividad a < b, una contradiccién. Por el Teorema 2.38 existe P € X (L) tal que (BN P =0y [a) C P,
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luego P ¢ X, y P € X,. Esto implica que X, # X} y se deduce que n(a) # nr(b).

Para mostrar que 7y, es sobreyectiva tome U € DX(L) no vacio. Fije P € U. Para cada Q ¢ U, existe ag €
P\Q pues de lo contrario P C Qy @ € U yaque U es creciente. Observe que Q € X, yasiC = {X;, |Q ¢ U}
es un cubrimiento abierto de X' (L)\U. Como U es clopen, X(L)\ U es un subconjunto cerrado de un espacio
compacto y por consiguiente es también compacto. A partir de lo anterior, C tiene un subcubrimiento finito
{x ..., X }, es decir, X(L)\ U C U;_; X, vy por leyes de De Morgan (;_; X, € U. Por definicién de
C se obtiene que ay,...,a, € P, luego a3 A--- Aa, € Py por tanto P € Xy, n.cpna, = ﬂ?zl X, € U.
Llame ap = a1 A -+ A ap; entonces U = Jpcy Xap ¥ {Xap | P € U} es un cubrimiento abierto de U. Como
U C X(L) es cerrado, U es compacto y asi se garantiza que existe una familia finita {X},,..., A}, } donde
cada b; es de la forma ap para algin P € U, de tal manera que U = Ule Xy, = X v...vb, - En resumen,

nL(byV---Vbg)=U. O
Proposicién 3.8. Si X € Obj(7), entonces ex es homeomorfismo e isomorfismo de orden.

Demostracion. Primero se verifica que ex estd bien definida. Para eso hay que mostrar que dado = € X,
ex () es un filtro primo de D(X). Note que X € ex(z), asi 0 # ex (). Ademds ) & ex (z), por lo tanto ex (z)
es un subconjunto propio de D(X). Si U,V € ex(x), claramente UNV € ex(z). SiU CV,y U € ex(z),
entonces ¢ € V', luego V' € ex(z). Finalmente, si U UV € ex(x), se tiene x € U UV y equivalentemente
Uc€cex(xz)oV €ex(x). De aqui que ex(z) € XD(X).

Sean z,y € X. Suponga que x < y. Si U € ex(x), entonces x € U y como U es creciente y € U y U € ex(y).
Por lo tanto, ex (z) C ex(y). Para el reciproco, suponga que ex (z) C ex(y). Ya que X es totalmente orden-
disconexo, x € y implica que existe U € D(X) tal que U € ex(z) \ ex(y), pero esto no es posible. Se deduce

que z < y. En resumen @ <y <= ex(x) Cex(y) y ex es inmersién de orden.

Sea U € D(X), considere el conjunto ey (Xy) donde Xy = {P € XD(X)|U € P}. Note que
€ (Ay) = ex(z) €Ay <= Ucex(z) <= xeU,

es decir, ex' (Xy) = U. Similarmente €' (X};) = U’. En ambos casos la preimagen bajo ex de un elemento

de la subbase de 7p(x) es un abierto de X. Esto es suficiente para asegurar que ex es continua.

Sea U C X un conjunto cerrado. Como X es compacto y ex continua, entonces ex (U) es compacto. Por otro
lado, ser un espacio totalmente orden-disconexo implica ser un espacio de Hausdorff, por esta razén XD(X)
es Hausdorff y como ex (U) C XD(X) se deduce que ex (U) es cerrado. De esta forma se tiene que ex es una

aplicacién cerrada.

Con el razonamiento anterior se puede mostrar que e€x (X) es cerrado. Considere el conjunto abierto XD(X)\
ex (X). Suponga que existe P € XD(X) \ ex(X), entonces existe un abierto basico A € Tp(x) tal que P € A
y ANex(X) = 0. Recuerde que {Xy |U € D(X)} U{X/,|U € D(X)} es la subbase de la topologia en
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XD(X), de esta forma existen Uy, ..., Uy, Vi ..., V,, € D(X) tales que

A=(Xv,o. o X, X X )
= (Xy, N+ NA&p,) N (X, N--NAY )
=Xy, N--N&xy, )N (X, U---UXy,,)
= Xu,nenu, NGy, -
Llame U =UyN---U, yV=WVU---UV,, asi A= Xy NA{,. Note que

D =ex' (A) = e (A NAY) = e (Xp) Nex (X)) =UnV.

Como resultado U C V, pero P € A = Xy N &Y, es decir, U € Py V ¢ P lo que contradice que P sea
creciente. Se concluye que no existe P € XD(X) \ ex(X), por tanto ex(X) = XD(X). En resumen, ex es

sobreyectiva y por lo anterior también resulta homeomorfismo e isomorfismo de orden. O

Solo resta comprobar que 7 y € son transformaciones naturales.
Proposicién 3.9. Si h € Homg (L1, Ls), entonces el siguiente diagrama en £ conmuta:

Ly — DX(Ly)

hi lDX(h)

L2 TL2> DX(LQ)

Demostracion. Sea a € Ly. Por un lado 7, (h(a)) = X (e)- En la prueba de la Proposicién 3.5 se mostré que

X(h)~1(X,) = Xp(a), haciendo uso de esto se demuestra que
DX (h)(nr, (a)) = DX(h)(X,) = X (h) " (Xa) = Xna)-

Como consecuencia DX (h) ong, = nr, o h. O

Proposicién 3.10. Si f € Homz (X1, X2), entonces el siguiente diagrama en I conmuta:

Demostracion. Sea z € X;. Por definicién ex, (f(z)) = {U2 € D(X2) | f(z) € Uz}, ademés XD(f)(ex, (z)) =
D(f) 1 ({Ur € D(X1) |z € Ur}). Si Uy € D(X2), entonces:

Uy € D(f) '{UL € D(X)) |z € Ur}) <= D(f)(Us) € {U; € D(Xy) |z €Uy}
— z € D(f)(U2)
— ze fHUy)
— f(z) €Uy
— U € {Uz € D(X2) | f(x) € Us}.

Se concluye que ex, (f(z)) = XD(f)(ex, (z)) y por consiguiente ex, o f = XD(f) o ex,. O
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Como resultado £ y 7 son categorias dualmente equivalentes, es decir, desde un punto de vista categérico
£y T°P son esencialmente iguales. A partir de esto es posible traducir propiedades de morfismos y objetos

de una categoria en la otra. Los siguientes corolarios son entonces una consecuencia de la dualidad.

Corolario 3.11. Sean h : L1 — Lo un morfismo de reticulos distributivos acotados y f : X1 — X2 un

morfismo entre espacios de Priestley, entonces:
» | es inyectiva si y solo si X(h) es sobreyectiva.
n [ es sobreyectiva si y solo si D(f) es inyectiva.

Demostracion. Para la primera parte, suponga que h es inyectiva y considere el morfismo X' (h) : X' (La) —
X (Ly). Por contradiccion, si X(Lq)\ X(h)(X(L2)) # 0, usando el mismo argumento que se encuentra al final
de la prueba de la Proposicién 3.8 se puede demostrar que existe () # A abierto bésico de la topologia 7,

de la forma X, N X; para algunos elementos a,b € Ly tal que § = X (h)7'(A), es decir:
0=X(h) "N (XN &) = X(h) " (Xa) N X(h)"H(A) = Xina) N Xy
Por lo tanto Xy € X)) ¥ Xn(a) U Xn@p) = Xn(p)- Por otro lado:
Xn(ave) = Xn(a)vhd) = Xn(a) YU Xn)

y se concluye que Xj,(qvp) = Xpp). Esto tltimo se puede reescribir de la forma (g, o h)(aVb) = (1L, o h)(b).
Ya que 7, es isomorfismo de reticulos y h es inyectiva, se tiene a Vb =0y a < b, sin embargo esto implica
que () = A, pues P; € A quiere decir que P; € X, N X/, luego a € Py y b ¢ Py, lo cual es imposible pues Py
es creciente. Se ha llegado a una contradiccién y por ende X (h)(X(Lg)) = X (L1).

Reciprocamente, suponga que X (h) es sobreyectiva y tome a,b € Ly tales que a # b. Sin pérdida de gene-
ralidad, @ £ by por lo tanto (b] N [a) = 0. Por el Teorema 2.38 existe un P; € X (L) tal que a € P; pero
b & P;. Por hipétesis existe Py € X (Lz) tal que X (h)(Pz) = P, es decir, h=1(P2) = Py, entonces h(a) € P»
y h(b) & Pz; luego h(a) # h(b).

La segunda parte del corolario es consecuencia de la primera. En efecto, si f : X; — X5 es sobreyectiva,
entonces por la Proposicién 3.10 XD(f) = 6;(1 o foex, y de esta forma XD(f) es sobreyectiva, luego D(f)

es inyectiva. El reciproco es similar. O
Corolario 3.12. Sean h € Hom(L1,Ls) y f € Homz (X1, X2), entonces:

» ) es sobreyectiva si y solo si X(h) es inmersion de orden.

» [ es inmersion de orden si y solo si D(f) es sobreyectiva.

Demostracion. Se comienza mostrando la primera equivalencia. Para eso, suponga que h es sobreyectiva y
considere el morfismo X (h) : X(L2) — X(L1), como se ha mostrado en la Proposicién 3.5 X' (h) preserva el
orden. Tome Py, Q2 € X (L2), si Py € @2, existe b € Ly tal que b € Py pero b & Q2. Por hipdtesis existe a € Ly
tal que h(a) = b y esto implica que a € h=1(P,) \ h™1(Q2), de aqui se concluye que X (h)(P2) € X (h)(Q2).
En resumen Py, C Q2 <= X(h)(P) C X(h)(Q2) para cualesquiera P2, Q2 € X (Ls).
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Para la otra direccién, suponga que X (h) : X(L2) — X(L1) es inmersién de orden y aplique el funtor D para
obtener DX (h) : DX(L1) — DX(L2). La idea es mostrar que DX (h) es sobreyectiva para concluir que h es
sobreyectiva. Sean Us € DX (L2) y fije P» € Us. Tome Q2 ¢ Us y note que Po € Q2 pues Us es creciente.
Por hipétesis X (h)(P2) € X(h)(Q2) y ya que X (L1) es totalmente orden-disconexo, existe Uy € DX(L;) tal
que X(h)(Py) € Uy y X(h)(Q2) € Uy. Por la Proposicién 3.7 existe a € L; tal que Uy = X, por lo tanto
Py € Xy y Q2 € X}’L(a) (pues X (h)~*(X,) = Xp(a))- Muy similar a lo visto en la prueba de esa proposicion,
se construye un cubrimiento abierto de X'(Lg)\ Us con los X, ,/l(a) que se obtienen del procedimiento anterior y
usando compacidad se comprueba que existen aq,...,a, € L1 tales que P, € ﬂ?zl Xn(a;) € Uz, y se deduce
que Po € Xpan.na,) © Uz, A partir de esto se construye un cubrimiento abierto para Uz con clopens
de la forma &} 4,A...na,) ¥ DUevamente por compacidad se concluye que existen by,...,b, € Ly tales que

Ule Xnb:) = Xn(byv--viy,) = Uz. Por lo tanto
Uz = Xnoyveeviy) = X(h) T (Xyveovy,) = DX (1) (X, v-vpy)-

Se concluye que DX (h) es sobreyectiva y por la Proposicién 3.9 se obtiene h = 77521 oDX(h)onr,, luego h

es sobreyectiva por ser composicién de funciones sobreyectivas.

Asi como en el corolario anterior, la segunda equivalencia es consecuencia de la primera y de la Proposicién
3.10. Para esto observe que la composicién de inmersiones de orden es nuevamente una inmersién de orden.
Por ejemplo para una direccién, si se supone que D(f) es sobreyectiva entonces XD(f) es inmersién de orden

y f= e;(i o XD(f) o ex, es también una inmersién de orden. O

Otra de las consecuencias de esta dualidad es la correspondencia entre productos de reticulos distributivos

acotados y coproductos de espacios de Priestley.

Teorema 3.13. Sean {L;|i € I} una familia de reticulos distributivos acotados, {X;|i € I'} una familia de

espacios de Priestley. Se tiene que:

[z | =[] x@).

el el
D[] x| =2]][Px).
el el

. x . .
Demostracion. Como los funtores % ? 7°P  definen una equivalencia, entonces por el Teorema 2.73
X envia productos de .Z en productos de la categoria 7P y estos tltimos coinciden con los coproductos de

7. Una justificacién similar es posible para la segunda parte del teorema. O

3.2. Dualidad de Cignoli

Las algebras Booleanas fueron desarrolladas por Boole en el siglo XIX con el fin de estudiar las leyes del
pensamiento logico. A partir de ellas, Boole consigue construir una seméntica para el calculo proposicional
clésico. Siguiendo esta direccién, Halmos [9] propone definir operadores unarios para las dlgebras Booleanas
con el objetivo de obtener contrapartes algebraicas a la nocién de cuantificador existencial en légica de primer

orden. Las algebras Booleanas con estos operadores reciben el nombre de dlgebras Booleanas monadicas. Més



3.2 Dualidad de Cignoli 28

adelante, Cignoli [6] generaliza esta clase de estructuras al considerar reticulos distributivos con cuantificador

(Q-reticulos distributivos).

Definicién 3.14. Se denota con 2 a la categoria de Q-reticulos distributivos con sus homomorfismos.
Abusando de la notacién también se hard referencia a la variedad de Q-reticulos distributivos por medio de

2.

Ahora se va a presentar la forma en que Cignoli elevé la dualidad de Priestley a Q-reticulos distributivos.
Todos los resultados sin demostracién pueden ser consultados en [6]. Primero se enuncia un ejemplo relevante

debido a Halmos y Varsavsky [25].

Ejemplo 3.15. Sea X un conjunto con una relacién de equivalencia E. Se puede asociar naturalmente un

cuantificador E al dlgebra Booleana 2% dado por la siguiente formula:

Para cada U C X, E(U) = U [%]&.
zeU

Se verifican las condiciones para que E sea un cuantificador:

1. Claramente E(0) = 0.
2. Note que U C E(U), luego UNEU) =U.

3. Sia € E(UNE(V)), entonces a € [z]g para algin x € UNE(V), es decir, x € [y]g para algin y € V.
Por transitividad a € [y]g, entonces a € E(V), ademds como z € U, a € E(U) y asi a € E(U) NE(V).
Por otro lado, si a € E(U)NE(V), existen z € U, y € V tales que a € [z]g, a € [y]g. Nuevamente por
transitividad « € [y]g, es decir, z € E(V), por lo tanto x € UNE(V) y a € E(UNE(V)). Se concluye
que E(UNE(V)) =EU)NE(V).

4. a e E(UUV) siy solo si existe z € UUV tal que a € [z]g si y solo si a € E(U)UE(V). Por lo tanto
E(UUV) =E({U)UE(V).

Se empieza por definir los objetos duales a los @Q-reticulos distributivos.

Definicién 3.16. Sea X un espacio de Priestley y E una relacién de equivalencia en X . Decimos que (X, E)

es un @Q-espacio si:
» E(U) € D(X) para cada U € D(X).
= Las clases de equivalencia para E son conjuntos cerrados en X.

Note que la primera condicién indica que la restriccién de E a la subdlgebra D(X) < 2% sigue siendo un

cuantificador. Por lo tanto (D(X),E) € Obj(£2). A continuacién se definen los morfismos entre Q-espacios.

Definicién 3.17. Sean (X1, F1), (X2, E2) Q-espacios. Un Q-mapeo es una funcién f : X; — X, continua,
que preserva orden, tal que Ei(f~1(Uz)) = f~1(E2(Us)) para cada Uy € D(X5). Se denota con 2* a la

categoria de (Q-espacios y (Q-mapeos.

De esta definicién se sigue inmediatamente que si f € Homo«((X1, E1), (X2, E2)), entonces D(f) respeta
cuantificadores y por lo tanto D(f) € Homg((D(X2),E2),(D(X1),E1)). Por otro lado, para (L,V) €
0bj(£2) Cignoli define la relacién de equivalencia

B(%) = {(P,Q) € X(L) x X(L) | PN 9(L) = QN v(L)}
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donde V(L) = {Va|a € L}. Con esas definiciones él demuestra el siguiente resultado.

Teorema 3.18. [6, Theorem 2.2.]. Sea (L, V) un objeto de 2 y E(V) como antes. Entonces E(V) es una

relacidn de equivalencia en X (L) y sus clases de equivalencia son conjuntos cerrados. Ademds:
» SiPeX(L),a€ L yVa€ P, entonces existe Q € X(L) tal que (Q,P) € E(V) ya € Q.
» Para todo a € L, np,(Va) = E(V)(n(a)).

Observe que si U € DX(L) existe a € L tal que U = X, = n(a), entonces E(V)(U) = n(Va) = Xy, €
DX(L). Esto es suficiente para asegurar que (X (L), E(V)) € Obj(2*). Adicionalmente, el teorema dice
que 71, respeta cuantificadores y por lo tanto es un isomorfismo entre @Q-reticulos distributivos. Sea h €
Homg((L1,V1),(La, V2)), por la dualidad de Priestley X (h) : X(Ly) — X(L1) es una funcién continua que
preserva orden. Si Uy € DX(Lq), al igual que antes, existe a € Ly tal que Uy = X, por lo tanto

E(V2)(X(h) " (Xa)) = E(V2)(Xn(a) = Xosn(a) = Xn(via) = X (B) " (Xy,a) = X (h) " (E(V1)(Xa)).

Esto significa que X'(h) es un Q-mapeo. Posteriormente, Cignoli utiliza el siguiente lema para caracterizar a

los isomorfismos en la categoria 2*:

Lema 3.19. [6, Lemma 2.8.]. Sean (X1, E1), (X2, Ea) Q-espacios. Si f : X1 — Xa es continua y mondto-

na, las siguientes condiciones son equivalentes:
» Si(x,y) € E1, entonces (f(x), f(y)) € Es.
» Ei(fHE2(9))) = fH(E2(S)) para cada S C Xo.
» E1(f7HU2)) C f~YH(E2(Us)) para cada Uy € D(X3).

Corolario 3.20. [6, Corollary 2.9.]. Sean (X1, E1), (X2, E2) € Obj(2*). f : X1 — X3 es un isomorfismo

en 2 si y solo si f es homeomorfismo, isomorfismo de orden y para todos z,y € X;: (z,y) € B <—
(f(x), f(y)) € Eo.
Por medio de esta caracterizacién, Cignoli comprueba que para cada (X, E) € Obj(2*), el morfismo ey :

X — XD(X) es un isomorfismo en la categorfa 2* al verificar que (z,y) € F < (ex(z),ex(y)) € E(E).

Finalmente, se definen los funtores contravariantes:

Q: 2" - 2
Q" 22"
Para (X, F) € Obj(2*), Q(X,E) := (D(X),E). Si f es un @Q-mapeo, Q(f) := D(f). Para (L, V) € Obj(2),

se define Q*(L, V) := (X (L), E(V)), y si h es homomorfismo de Q-reticulos distributivos Q*(h) := X'(h). De

este modo queda demostrado el siguiente teorema.

Teorema 3.21. [6, Theorem 2.10.]. Las categorias 2* y 2 son dualmente equivalentes por medio de los

. Q .
funtores contravariantes 2* ? 2 y los isomorfismos naturales n y €.
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Ya que Q(f) =D(f) y Q*(h) = X(h), a los homomorfismos inyectivos (sobreyectivos) de 2 le corresponden
morfismos sobreyectivos (inmersiones de orden) en 2*. Ahora se estudiardn los coproductos de familias

finitas en 2*. Esta nueva construccion se basa en la realizada en el Ejemplo 2.75.

Lema 3.22. Sea {(X;,7:,<;, Ei) |1 < i < n} una familia finita de Q-espacios. Considere (][;—, X;,7,<)
equipado con morfismos {p; + X; — ]_[?:1 Xi|1<i<n}, el coproducto de la familia de espacios de Priestley
asociados. Se define una relacion de equivalencia E sobre [['_, X; de la siguiente manera; ((x,1), (y,j)) € E

siy solo sii=jy(z,y)€ E;. Para cada U € D(][\—, Xi),
E(U) = [ (Bi(p; (V) x {i}).
i=1

Demostracion. Primero observe lo siguiente; si (z,4) € [['_, X;, entonces [(z,i)]g = [2]g, x {i}. Por otro
lado, recuerde que U = (i, (u; "(U) x {i}) v asf

n

EU)= {J [ ils= U U @ae|=U| U @sx{|=UEw"©)x{}).

(z,)€U weu 1 (U) i=1 \ zep (V) i=1
O

Teorema 3.23. Sea {(X;,7,<;, E;) |1 <i < n} una familia finita de Q-espacios. Entonces ([[;—; Xi, T, <
,E) con los morfismos {p; : X; — [, Xi|1 < i <n} es el coproducto de la familia en la categoria 2*.

Demostracion. Se comienza verificando que ([[;—, X;, 7, <,E) € Obj(2*). Sea U € D(][}_, X;), como y;
es una funcién continua que preserva el orden, entonces u;l(U ) € D(X;). Ahora, usando que cada (X;, F)
es Q-espacio se puede asegurar que E;(u; ' (U)) € D(X;) y esto implica que E;(u; ' (U)) x {i} es clopen
creciente para cada 1 < i < n. De aqui se concluye que E(U) = U, (Ei(y; '(U)) x {i}) € D(I[}-, X:). Por

otro lado, si (z,7) € [[\—, X;, se tiene que [(z,%)]g = [z]g, x {i} resulta cerrado pues [z]g, es cerrado en X;.

Para que p1; sea un Q-mapeo es necesario mostrar que E;(u; ' (U)) = p; '(E(U)) para cada U € D([ [}, Xi),
pero esto no es mas que una consecuencia directa del lema anterior. Lo siguiente es considerar (Y, Ey) Q-
espacio y {f; : X; = Y |1 < i < n} Q-mapeos, se define d : [[/_, X; = Y : (z,4) — f;(z). En el Ejemplo
2.75 se demostré que d es continua, preserva el orden y que d~*(A) = I, (f; ' (A) x {i}) para A € 7y. Sea
A€ D(Y), dado que cada f; es Q-mapeo E;(f; (A)) = f; ' (Ey(A)). Por lo tanto

E(d™'(4)) = U (Bi(p; (d71(A)) x {i})

_ U (f7 1 (By(4)) x {i})
— & Y(Ey(A)).

Para terminar, observe que f; = do u; para cada 1 <i <ny d es el tinico @-mapeo con esta propiedad. U
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Por medio de la dualidad, Cignoli describe las algebras subdirectamente irreducibles de 2 y asi llega al

teorema de estructura del reticulo de subvariedades.

Teorema 3.24. FEl reticulo de subvariedades de 2 es una cadena de tipo w + 1

e@00 C
210 C 201 C
Do9 C Zyo C 211 C

D30 C Zo3 C Zip C Do C

donde Zpq =V (Dyyq), Dpg :=2P x Cy, 2P es el reticulo Booleano finito con p dtomos y C, := 29 & 1* para
1>gq, Cy ={0}. D,, dotado del cuantificador simple.

El hecho de que cada D,, tenga el cuantificador simple resultard muy importante en la siguiente seccion

cuando se enuncien ecuaciones que caractericen a estas subvariedades.

Observacion 3.25. Sean r,s,p,q € w. Sir+ s < p+ ¢, entonces 2, C Z,,. Suponga que r + s = p + g,

entonces Z,, C Zp, siysolosig<sds=0.

3.3. Dualidad en el Caso Finito

Cignoli muestra que cada subvariedad de @-reticulos distributivos es generada por un &algebra finita. Es por
esta razén que vale la pena considerar con especial atencién a los @Q-reticulos distributivos finitos; se denota
con 2y, a la subcategoria plena de estos objetos y con Q;m a la subcategoria plena de los Q-espacios
finitos. En este contexto la correspondencia 2.36 entre elementos V-irreducibles y filtros primos resulta muy
importante. Una primera consecuencia de la correspondencia es la siguiente reescritura de un parte del

Teorema 3.18.

Teorema 3.26. Sea (L, V) un objeto de Ly;p,. Sip € L es V-irreducible y a € L es tal que Va > p, entonces
existe un elemento q € L V-irreducible tal que Vp = Vq y a > q.

Demostracion. Sean p € L un elemento V-irreducible y a € L tal que Va > p. Considere el filtro primo
[p) :={x € L|x Ap = p}, entonces [p) € X(L) y Va € [p), por el Teorema 3.18, existe Q € X (L) tal que
a€Qylp)NV(L)=QNV(L). Por el Teorema 2.36 existe ¢ € L V-irreducible tal que Q = [¢), luego a > q.
Ademds Vq € [p) y Vp € [q), es decir, p < Vg y ¢ < Vp, por lo que al aplicar la Proposicién 2.43 se llega a
que Vp = Vq. O

Adams y Dziobiak establecieron definiciones equivalentes para los conceptos de Q-espacios y @-mapeos las

cuales permiten obtener una versién simplificada de la dualidad en el caso finito.

Lema 3.27. [3, Lemma 2.2.]. Sea (X,7,<) un espacio de Priestley y E una relacion de equivalencia

sobre X. Entonces (X, 7,<,E) es un Q-espacio si y solamente si:
v Para cada x,p,a € X, si (x,a) € E yx <p, existe g € X tal que a < q y (p,q) € E.

= Las clases de equivalencia para E son conjuntos cerrados en X.
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» SiU € D(X), entonces E(U) es clopen.
Una funcion continua que preserva el orden ¢ : X1 — Xo es un @Q-mapeo si y solamente si:
v Si(z,y) € Eq, entonces (¢(x), d(y)) € Ea.
» Para cada z mazimal en [¢(x)] g, se tiene que z € ¢([x]g,), es decir, z = ¢(y) para algin y € [z]g, -

Observe que en esta caracterizacién de los @Q-espacios la primera condicién implica que E(U) es creciente
para cada U € D(X) y junto a las demds condiciones se llega a la Definicién 3.16. Recuerde que si (X, 7, <, E)
es un Q-espacio finito, su topologia necesariamente es la discreta y por lo tanto las dos tltimas condiciones
para la clase de equivalencia en la definicién resultan triviales. Es por este motivo que en el caso finito es

suficiente considerar inicamente la primera condicién. Esto inspira la siguiente definicién.

Definicién 3.28. Un Q-poset (P,<,E) estd conformado por un conjunto finito parcialmente ordenado

(P, <) y una relacién de equivalencia E sobre P que cumple lo siguiente:
» Para cada z,p,a € P,si (z,a) € Ey x <p, existe ¢ € P talque a < qy (p,q) € E.

Un morfismo entre los Q-posets (P1, <1, E1), (P, <3, E3) es una funcién ¢ : P, — P, que preserva el orden

y satisface, las siguientes condiciones:

» Si(z,y) € E1, entonces (¢p(x), p(y)) € Es.

» Para cada z maximal en [¢(x)]g, se tiene que z € ¢([z]g, ), es decir, z = ¢(y) para algin y € [z]g, .
Con S se hace referencia a la categoria de QQ-posets con sus morfismos.

De esta forma, a cada @Q-espacio finito (P, 7, <, E) le corresponde el @Q-poset (P, <, E) y reciprocamente, al
dotar un @-poset con la topologia discreta se obtiene un @-espacio finito. Por otro lado, @-mapeos entre
espacios finitos y morfismos entre QQ-posets coinciden claramente. Esto garantiza que a un coproducto fini-
to de Q-espacios finitos (][}, P;, 7, <, E) le corresponde (][, P;,<,E) y que este ultimo coincide con el
coproducto en %, de los Q-posets asociados. Cuando no haya ambigiiedad se hara referencia al ()-poset

(P, <, E) simplemente con P.

Adams y Dziobiak [2] plantean una dualidad entre .%%;,, y 2y;, como un caso particular de la dualidad dada

por Cignoli del siguiente modo. Si (L, V) es un @Q-reticulo distributivo finito a este se asocia el objeto
S(L) = (ITT(L)v S*, EV)

donde <, es el orden dual de L restringido a Irr(L) y (a,b) € Ey siy solo si Va = Vb. Es sencillo mostrar que
Ey es una relacién de equivalencia y de manera inmediata S(L) resulta ser un Q-poset como consecuencia
del Teorema 3.26: dados x,p,a € Irr(L), si (z,a) € Ey y <, p, entonces Vo = Va y Va > x > p, es decir,
Va > p. Por lo tanto existe g € Irr(L) tal que a <, ¢y (p,q) € E.

Lema 3.29. Sea (L,V) € Obj(Zyin). Entonces S(L) es isomorfo a (X(L),C, E(V)).

Demostracion. Considere la biyeccién 0y, : Irr(L) — X(L) establecida en la Observacién 2.37. Sean a,b €
Irr(L),

a<*b < b<a <> [a) C[b) < 0Or(a) COL(D).
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Por otro lado, si (a,b) € Ey, entonces Va = Vb. Suponga que d € [a) N V(L), entonces a < d y usando
la Proposicién 2.43 se deduce que Va < d, luego Vb < d y por consiguiente d € [b) N V(L). Similarmente
se muestra que [b) N V(L) C [a) N V(L) y de ello se concluye que (01(a),0(b)) € E(V). Para el reciproco,
suponga que (01 (a),0(b)) € E(V), entonces [a) N V(L) = [b) N V(L). Por un lado Va € [b) y b < Va, esto
implica que Vb < Va, por otro lado Vb € [a) y de manera similar se muestra que Va < Vb. Como resultado
Va = Vby (a,b) € Ey. Note que al dotar ambos espacios con la topologia discreta 0, es un homeomorfismo
y por el Corolario 3.20 es isomorfismo entre Q-espacios finitos, esto implica que 0 es isomorfismo entre
Q-posets. O

A cada homomorfismo h : (L1, V1) — (L2, V2) se le asigna la funcién S(h) : Irr(Ls) — Irr(Ly) dada por la

férmula

S(h)(a) = N\{z € Irr(Ly) | h(z) > a}.
Lema 3.30. Sea h € Homg,,, ((L1,V1), (L2, V2)), entonces S(h) = 9;11 0 Q*(h)oly,.

Demostracion. Sea a € Irr(Lsy); se demuestra que S(h)(a) = A{x € L1 |h(z) > a}. Claramente S(h)(a) >
N{z € Ly |h(x) > a}, ademds como {z € Ly |h(z) > a} es no vacio (1 le pertenece) y finito es posible

escribir una lista con sus elementos
{x € Ly |h(z) >a} ={z1,...,2,}.

Sea /L, ui la descomposicién en V-irreducibles de ;. Por definicién h(z;) > a, entonces \/}L, h(u}) > a
Como a € Irr(Ly), existe 1 < t; < n; tal que h(uj,) > a, donde uj, € Irr(Ly), luego uj, > S(h)(a) y
x; > S(h)(a) pues z; > uj . Por lo tanto A{z € Ly |h(z) > a} > S(h)(a). Note que {z € L |h(z) > a} =
h=1([a)) = Q*(h)(0L,(a)) y a partir de esto se concluye que S(h)(a) = A\ Q*(h)(0L,(a)) = Qill(Q"‘(h)(OL2 (@))).

Como 9511 0 Q*(h)of, es una composicién de morfismos entre Q-espacios finitos, S(h) resulta un morfismo

entre QQ-posets.

Ahora, a un Q-poset (P, <, E) se asocia el @-reticulo distributivo finito
R(P) := ({I C P|I es creciente},U,n, E, ), P)

donde el cuantificador para R(P) se define igual que antes, es decir, E(I) := | J,; [#]r para I C P creciente.
Si a P se le da la topologia discreta entonces {I C P|I es creciente} = {I C P|I es clopen creciente} y
R(P) = Q(P) € Obj(Z2y:n). Por tltimo, a un morfismo ¢ : (P1, <1, E1) — (P2, <5, E3) entre Q-posets se
le asigna la funcién R(¢) : {Io C P | I es creciente} — {I; C P;|I; es creciente} : Iy — ¢~1(I3), como
R(p) = Q(o), se obtiene inmediatamente por el Lema 3.27 que R(¢) es un morfismo entre Q-posets.

Todo lo anterior comprueba que R : Ffim = Lfin ¥ S 1 Lpin — Fin son funtores. Sean (P, <, E) €
Obj(F¥in), (L, V) € Obj(2yin). Se define:

&p: P — SR(P):xzw— [z);
kp L —RS(L):a— {xeSL)|z<al.
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Es facil probar que £p = Gap) oepy kr = R(0L) onr. De esto se deduce que € y k son isomorfismos

naturales y se obtiene el siguiente resultado debido a Adams, Dziobiak y Cignoli.

Teorema 3.31. [2, Proposition 2.1.]. Las categorias Syin y Zsin son dualmente equivalentes por medio

de los funtores R, S y los isomorfismos naturales  : Ig,,, — QS, §: Is,, — SQ.

Este teorema indica que en el caso finito las consideraciones topolédgicas se trivializan, pues la topologia de
los objetos duales a los Q-reticulos distributivos finitos es discreta. Note que en general resulta mas sencillo
trabajar con los QQ-espacios, pues sus estructuras son menos complejas que las de sus contrapartes reticulares.
En particular, resulta de interés estudiar los duales de los reticulos D,,, pues como Cignoli demostré, ellos

generan a las subvariedades de 2.

Recuerde que D,,, = (2P x Cy, V), donde C;, = 29@ 1* y V es el cuantificador simple. Defina P, := S(D,,),
entonces P,y = (Irr(Dpy), <«, Epq). Aplicando la Proposiciones 2.31 y 2.33 se puede concluir que Irr(D,,) =
{(r1,0),...,(r,0),(0,51),...,(0,54),(0,1%)} donde los r;, 1 < i < p son los dtomos de 2P, los s;, 1 < j <g¢
son los 4tomos de 29 y 1* es el mdximo de C,. Observe que los r; y s; no son comparables entre si y que con
el orden dual (0,1*) <, (0, s,) para cada 1 < j < ¢. Adicionalmente, como D,, tiene cuantificador simple,

la relacién de equivalencia sobre P, no es més que E,; = Ppy X Pp,.

p q
o o o o o o
o

Figura 2: Py,

Usando los Corolarios 3.11, 3.12 y el Lema 3.30 se obtienen los siguientes resultados.

Corolario 3.32. Sea h : L1 — Lo homomorfismo de Q-reticulos distributivos finitos y ¢ : P, — P> morfismo

entre QQ-posets, entonces:

» | es inyectiva si y solo si S(h) es sobreyectiva.

n ¢ es sobreyectiva si y solo si R(¢) es inyectiva.
Corolario 3.33. Sean h y ¢ como antes, entonces:

» h es sobreyectiva si y solo si S(h) es inmersion de orden.

» ¢ es inmersion de orden si y solo si R(¢p) sobreyectiva.
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4. Teorema Principal

Observacion 4.1. Si (P, <, F) es un @Q-poset y C' es una clase de equivalencia de E, entonces (C, <[¢,C x C)
donde <[¢, es la restriccién del orden a C', forma un Q-poset y la inclusién ¢ : C' — P es un morfismo entre
Q-posets. En este caso el reticulo dual de (C,<[c,C x C) es ({I C C|I es creciente}, U,N, E, (), C) donde

por definicién E es el cuantificador simple.

El objetivo ahora es encontrar ecuaciones que caracterizan a cada una de las subvariedades 2,,. Para eso,
el siguiente lema serd de utilidad. La idea detras del lema es utilizar la particién del @-poset dual de un
Q-reticulo distributivo L dada por sus clases de equivalencia para definir morfismos entre Q-posets que

permitan establecer la subvariedad de 2 a la que pertenece L.

Lema 4.2. Sea (L,V) un Q-reticulo distributivo finito con Q-poset dual S(L) = (Irr(L), <., Ey). Llame
P =1Irr(L).

» Casoq=0:L e 2, siy solo si para cada x € P, [x]g, tiene a lo sumo p — 1 elementos mazimales

0 tiene exactamente p elementos todos ellos mazrimales.

v Casoq>1:L € 2y, siysolo sipara cada x € P, [z]g, tiene a lo sumo p+q—1 elementos mazimales
0 tiene p+q elementos mazximales y cada elemento no-mazimal es acotado superiormente por al menos

q elementos maximales.

Demostracion. Caso q¢ = 0:

=) Suponga que L € 2,9,z € Py C = [z]g,. Suponga buscando una contradiccién que C tiene p elementos
maximales y existe y € C' no maximal, considere m,, el nimero de elementos maximales de C' que son cota
superior de y. Claramente 0 < m, < p. Recuerde que el Q-poset P, ym, tiene p + 1 elementos, de los
cuales p —m,, elementos forman una anticadena, a1, ...,ap—m,, y my, elementos, y1,...,Ym,, que son cotas

superiores de otro elemento u,. Se define una funcién
1/) : P(p—my)my — P

tal que ¥(uy) = y, y a los p elementos restantes de Py—m,)ym, los corresponde biunivocamente con los p
elementos maximales de C' de tal manera que ¥ (y1),...,%(ym,) son cotas superiores de y. Note que por
definicién ¥ es inmersion de orden. Por otro lado, como z/J(P(p,my)my) C C, entonces (a,b) € Ewm,ym,
implica v (a),(b) € C = [z]g,, es decir, (¢(a),1(b)) € Ey. Sean a € Py m,ym, ¥ z € [Y(a)lg, = C
maximal, nuevamente por definicién de ¥, existe y € Py, )m, = [Q]E(pfmymy tal que z = (y). Se

concluye que 1 es morfismo entre Q-posets e inmersion de orden, luego por el Corolario 3.33

R(W) : R(P) — 'R(P(p,my)my)
es un homomorfismo sobreyectivo de Q-reticulos distributivos. Por dualidad R(P) = L y R(Pp—m,)m,) =
Dp—m,)ym,, entonces existe h : L — D, )m, homomorfismo sobreyectivo de Q-reticulos distributivos, es
decir, D(p—m,)m, €s imagen homomorfa de L. Como L € 2, entonces Dy, ym, € Zpo, lo cual es una

contradiccién.
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Por otro lado, suponiendo que C tiene m > p elementos maximales considere el Q-poset P,,o (anticadena de

m elementos) y construya la funcién
w :Poo— P

que envia a los m elementos de P,,o de manera biunivoca a los m elementos maximales de C. Al igual que
antes, esta funcion resulta inmersiéon de orden y morfismo de @-posets y por lo tanto existe h : L — Dy,9
morfismo sobreyectivo de @Q-reticulos distributivos, es decir, D,,0 € Zpo una contradiccién. De ambos casos
concluimos que [z]g, tiene a lo sumo p — 1 elementos maximales 6 tiene exactamente p elementos todos ellos

maximales.

<) Sean C1, ..., C), las clases de equivalencia de Ey. Por hipétesis, para cada C;, 1 < i < n, hay dos posibles

€asos:
1. C; tiene m; elementos maximales, m; < p.
2. C; tiene p elementos y todos ellos son maximales.

Suponga que C; cae en el caso 1. Si todos los elementos de C; son maximales y no hay elementos no maximales,
defina ¢; : Pp,0 = C; como una biyeccién cualquiera. Si existen elementos no maximales en C; entonces por
cada y € C; no maximal considere 0 < m, < m; el nimero de elementos maximales que acotan superiormente
a y y defina similar a la funcién de la prueba anterior ¥y, : Py, —m,)m, — Ci inmersién de orden y morfismo
entre (Q-espacios. Note que y € z/)y(P(mi_my)my). Ahora usando la propiedad del coproducto se obtiene la

funcion

wi : H P(mi*my)my - Cl : (a’y) = wy(a)

y€C; no maximal

Recuerde que 1; es morfismo entre Q-posets. Adicionalmente 1); es sobreyectiva, pues cada elemento maxi-

mal de Cj estd en la imagen de todos los 1, y si ¥ € C; es no maximal, entonces y esta en la imagen de v,.

Suponga ahora que C; cae en el caso 2. En este caso se define 1); : P,y — C; como una biyeccién cualquiera.
De esta forma se ha construido una familia de morfismos {¢; : P, — C; |1 < i < n} donde P; = Dom(3);).
Como la inclusién de cada C; a P es un morfismo entre Q-posets se puede considerar una nueva familia de
morfismos {¢; : P, = P|1 < i < n} donde 9(a) = ¥;(a). Aplicando otra vez la propiedad del coproducto

se produce la funcién

V[P = P (a,d) = ¢ia).
i=1
Como los C; forman una particién de P, entonces ¥ es un morfismo entre QQ-posets sobreyectivo. Por dua-
lidad R(¢) : R(P) - R (H?=1 H) es homomorfismo inyectivo entre QQ-reticulos distributivo. Sin embargo,
R(P) = Ly R([I-, P) = 1.y R(P) = II;—; Di, por lo tanto existe h : L — [];"; D; homomorfismo
inyectivo. Por la construccién cada D; es de la forma D,,,o donde m; < p 6 de la forma D,y é es producto
de una familia {D,s} donde r + s = m; < p. En todos los casos D; € 20 por el Teorema 3.24. No es dificil
probar que h(L) es subdlgebra de [[;_, D; y claramente L es imagen homomorfa de h(L), por lo tanto L es
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imagen homomorfa de una subélgebra del producto de elementos de 2,0, entonces L € 2.
Caso ¢ > 1: Similar al caso ¢ = 0. En efecto:

=) Suponga que L € 2,,, * € Py sea C = [z]g,. Por contradiccién, suponga C' tiene p + ¢ elementos
maximales y existe y € C' no maximal acotado superiormente por m, elementos maximales con 0 < m, < gq.
Considere el Q-poset Pp1q—m,)m,- Recuerde que P14 m,)m, consiste de una anticadena de p + g — m,
elementos y otros m, elementos maximales que acotan superiormente a un tnico elemento u,. Con esta

informacién se define

¥ Pptrq-—m,ym, = P

tal que ¥(uy) = y y los p + ¢ elementos maximales de P(,4q—m,)m, Son enviados biunivocamente a los
p + ¢ elementos maximales de C' de forma tal que si a € P,44-m,)m, € maximal y u, < a , entonces
y < ¢(a). Claramente 1 es inmersién de orden ademds de morfismo entre Q-posets y por dualidad se obtiene
h: L = Dy g—m,)m, homomorfismo sobreyectivo de Q-reticulos distributivos. Luego D1 q—m,)m, € Lpgs
lo que contradice el Teorema 3.24, pues 0 < m, < ¢. Ahora, si se supone que C tiene m elementos maximales
con m > p—+ q, se define la funcién v : P,,0 — P de manera que al restringir el codominio a los elementos
maximales de C, ¥ resulte biyeccion. De aqui se obtiene por dualidad que D, es imagen homomorfa de L,
es decir, Do € 2p4. De nuevo una contradiccién. Se concluye que C' tiene a lo sumo p 4+ ¢ — 1 elementos
maximales 6 tiene p+ ¢ elementos maximales, donde cada no maximal es acotado superiormente por al menos

q elementos maximales.

<) Sean C1,...,C, las clases de equivalencia de P. Para C;, 1 < i < n hay dos posibles casos:
1. C; tiene m; elementos maximales, m; < p+ q.

2. C; tiene p+q elementos maximales y cada elemento no maximal es acotado superiormente por al menos

q elementos maximales.

Suponga que C; cae en el caso 1. Si todos los elementos de C; son maximales, entonces defina ; : Pp,,0 = C;
como una biyeccién cualquiera. Si por el contrario existen elementos no maximales en C;, para cada y € C;
no maximal, considere 0 < m, < m,; el nimero de elementos maximales de C; que acotan superiormente a y.
Asf como se ha mostrado antes, defina 9y, : Py, —m,)m, — Ci morfismo entre Q-posets y con ellos construya

la funcion

%‘ : H P(mifmy)my — Cl : (ayy) = wy(a)

y€C; no maximal

De nuevo v; es morfismo entre (Q-posets y es sobreyectiva.

Suponga ahora que C; estd en el caso 2. Sea y € C; no maximal (si no existe tal y defina v; : P40 — Ci
como una biyeccién cualquiera). Considere m, la cantidad de elementos maximales de C; que acotan su-
periormente a y, por hipdtesis m, > ¢. Se define vy : Pyiq—m,)m, — Ci de la manera usual, y asi ¢, es

morfismo sobreyectivo de Q-posets. También se define 1; : H Popyg—m,ym, — Ci a partir de las

y€C; no maximal
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1y de la misma manera que en el caso 1.

Note que se ha construido una familia de morfismos {¢; : P, — C;}*_, donde P; es el dominio de v; y en

todos los casos 1; es sobreyectiva. Considere el morfismo

¢:HR — P (a,i) = ¥;(a).

i=1
Una vez més ¢ es un morfismo sobreyectivo entre Q-posets y por lo tanto existe h : L — H?Zl D; homo-
morfismo inyectivo de Q-reticulos distributivos donde D; = Q(P;). Por esta nueva construccién cada D; es

de la forma D, con 7 < p+ ¢ 6 es producto de una familia {D,} donde r+ s <p+qdér+s=p-+qcon
s > q. En cualquier caso D; € 2,4 y por lo tanto L € 2,,. O

Finalmente se van a enunciar las identidades que axiomatizan cada una de las subvariedades de 2. Al igual

que en el Lema anterior se van a considerar los casos ¢ =0y ¢ > 1. Considere la familia de identidades:

p+q p+q
(0pg) A /\in ~z N\ \/ :vl-/\/\V:cj Vv \/ V(z; ANxj) A /\ v
i=1 i=1 i 150§ Sp ke {i.j}
17F]

v \/ /\V(m/\xj)A/\mG

|J]=q jed kgJ

parap >0y qg> 1.
Teorema 4.3. Seanp>0yqg>1. L € 2y, siy solo si L |=0pq.

Demostracion. =) Como consecuencia del Teorema 2.19 se sigue que Id o, (X) = Idy(p, ) (X) = Idip, 1 (X).
Por lo tanto, si se consigue mostrar que D, |= 0,4, entonces para cualquier L € 2, necesariamente L = 0.
Recuerde que D,,; = 2P x (29 ¢ 1*) estd equipado con el cuantificador simple. Sean a, a1, ..., Gptq € Dpq. Se
realiza la prueba considerando varios casos. Para empezar, suponga que a; = (0,0) para algin 1 <[ < p-+gq,

entonces Va; = (0,0) y se puede verificar facilmente que

p+q

/\ Va; = (0,0),
i=1

p+q p+q
V {ain A\ va; | =\ (0,0)=(0,0),
i=1 j#i i=1
\V Vigina) A N va | = \/  (0,0)=(0,0),
1<i,j<p+q kg{i,j} 1<4,j<p+q
i#] i#]
\/ Nv@na)n A va, | = \/  (0,00=(0,0).
171=q jed keJ 17]=q
JC{1,..., p+aq} JC{1,....p+q
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Al evaluar 0, se obtiene que a A (0,0) = (0,0) =a A ((0,0) V (0,0) v (0,0)) y la identidad es vélida.

p+q
Ahora suponga que a; # (0,0) para todo 1 <1 < p+gq, entonces Va; = (1,1*) y aA /\ Va; =aAN(1,1%) = a,
i=1
ademas
p+q
an \/ ai/\/\v% v \/ V(a; Aaj) A /\ Vag | Vv \/ /\v(a/\aj)/\/\wk
i=1 i 1<4,j<p+q ke{i,j} [J|=q jeJ keJ
i£] JC{1,..., p+ql}
p+q
=aA \/a,»\/ \/ V(ai Naj)V V(a A aj)
i=1 1<i,j<p+q [J|=q JjeJ
i#] JC{1,..., p+a}

Note que si a; A a; # (0,0) para algunos 1 < ¢ < j < p + ¢, necesariamente V(a; A a;) = (1,1%) y se puede

decir que

p+q

an |\ av \/ V@nreg)v \/ N v@na) || =an(1,19) =a.

1<i,j<p+q |J|=q jeJ
iF£] J

Por lo tanto la identidad es vélida nuevamente. En caso contrario a; Aa; = (0,0) para todos 1 < i,j < p-+gq,
i # j. De aqui que V(a; Aa;) = (0,0) y

p+q

a A Vaiv \/ V(a; Naj)V \/ /\V(a/\aj)

1<i,j<p+q |J|=q JjeJ
i

p+q

=aA \/ai\/ \/ /\V(a/\aj)

Recuerde que Irr(Dyq) = {(r1,0),...,(r,0),(0,s1),...,(0,54),(0,1%)} donde los r; son los dtomos de 2P,

los s; 4tomos de 29 y 1* es el méximo de C,. Para cada 1 < < p 4 ¢ considere el conjunto
Ai ={x € Irr(Dpg) | < as}.

Como a; # (0,0), por el Teorema 2.29 se tiene que a; = \/Al- y claramente A; # (. Por hipétesis a; A aj =
(0,0) para todos i, j distintos; esto implica que A; N A; = () para todos i, j distintos. Suponga que ¢ =1y
que (0,1%) € A; para algin 1 < ¢ < p+ 1. Entonces 4; = {(0, s1), (0,1%)}, a; = (0,1%) y |A,;| = 1 para j # i.
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pt+q
Note que \/ a; = (1,0) y de allf \/ a; = (1,1%), luego
J#i i=1
Ptq
an |\ av \/ A viana) || =an|@19)v \/ N v@na) || =an(1,1%) =a
i=1 |J|=q j€J |J|=q j€J
JC{1,...,p+q} JC{1,...,p+q}

De esta forma la identidad es valida una vez mas.
Sig>2y(0,1%) € A; para algin 1 < ¢ < p+gq, entonces A; = {(0,s1),...,(0,s4),(0,1*)} y | A;| > 3, pero
no es posible tener p 4+ ¢ subconjuntos disyuntos no vacios de un conjunto de p 4+ g + 1 elementos donde uno

de los subconjuntos tenga mas de dos elementos.

Resta estudiar el caso en que (0,1*) ¢ A; para cada 4, caso en el cuél |A;| = 1 para todo 1 < ¢ < p+q.

p+q
Observe que \/ a; = (1,1) y asi
i=1
p+q
ai \/ai\/ \/ /\V(a/\aj) =aA |[(1,1)V \/ /\V(a/\aj)
i=1 |J]=q jed |J]=q jed
c{1,..., +q} {1,..., +q}
Si existe J C {1,...,p+ ¢} con |J| > g, tal que a > a; para j € J, entonces a A aj = a; y /\ V(aAaj) =
jed
(1,1%), luego
an (v \/ N viana) || =an[1,1)Vv(1,1%)] =ar(1,1%) =a.
[T]=q JEJ
C{1,..., p+q}
Por ultimo, suponga que a acota superiormente a lo sumo ¢ — 1 elementos en {a1,...,ap4q}, entonces para

cualquier J C {1,...,p+q}, |J| = g, existe j € J tal que a Aa; = (0,0) (pues los a; son los dtomos de D,,)

y como resultado V(a A aj) = (0,0) y /\ V(a Aaj) = (0,0), por lo tanto
jeJ

an @V \/ N\ Viana) || =an[1,1)Vv(0,0)] =an(,1).
|J|=q jeJ
JC{1,...,p+q}

Ahora note que a A (1,1) # a implica a = (x,1*) para algin x € 2P. En efecto, si a = (z,y) con y # 1%, en-
tonces yAl =y y aA(1l,1) = a. Claramente (x,1*) es cota superior de {(0, s1),...,(0,8)} C{a1,...,ap1q},
pero se estd suponiendo que a acota a lo sumo ¢ — 1 elementos de {a1,...,aptq}, una contradiccién. Se

concluye que a A (1,1) = a y finalmente se ha mostrado que D, satisface la identidad para cualquier posible
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escogencia de a, a1, ... ap+q € Dy, €s decir, Dy, = 0,4 ¥ por la observacién al inicio de la prueba se llega al

resultado deseado.

<) Suponga que L |= gpq. Sea X el conjunto de identidades que definen a los Q-reticulos distributivos. Por
el Teorema 2.21 la clase Mod(X U {op,}) € 2 es una subvariedad de 2. Claramente L € Mod(X U {o,,})
y por el Teorema 3.24 existen 7, s € w X w tales que 2, = Mod(X U {o,,}) . Recuerde que por definicién
2, = V(D,s) y de esta forma al aplicar el Teorema 2.13 se obtiene que 2, es localmente finita y como
L € 2,, entonces L es a su vez localmente finita. El Teorema 2.22 indica que para verificar que L € 2,
es suficiente mostrar que las subdlgebras finitamente generadas de L pertenecen a Z,,. Sea (4,V) < L
finitamente generada, entonces (A, V) |= 0,q v (4, V) es un @-reticulo distributivo finito. Por contradiccién,

si (A,V) & 2, por el Lema 4.2 existen a,aq,...,ap+q € A elementos V-irreducibles distintos tales que:
" a; € [a]g, es decir, Va;, = Vaparal <i<p+gq, .
" ay,...,0p4q SON maximales en [a]g con el orden dual <., es decir, si b € [a]g y b < a;, entonces b = a;.
» @ acota superiormente a lo sumo ¢ — 1 elementos de {a1,...,ap+4} con el orden <.

Como (A, V) = 0pq entonces

ptq ptq
a/\/\Vai:a/\ \/ ai/\/\Vaj vV \/ V(ai Aaj) A /\ vay,
i=1 i=1 J#i 1§i,g¥§p+q kg {i,j}
i#]

v/ N Viana)n N vay

|J|=q JjeJ k&J
p+a}

Esta expresién se puede simplificar bastante gracias a la escogencia de los a, a1, ..., ap44. Por un lado, como

para todo i € {1,...,p+ q}, Va = Va,,

p+q
a/\/\Vaiza/\Va:a,
i=1

p+q p+q p+q
\/ ai/\/\Vaj :\/ a; AN Va;) \/az.
i=1 j#i i=1

Por otro lado, por la definicién de cuantificador, si x,y € A, entonces V(xAy)AVe = V(zAyAVz) = V(zAy),

luego
\/ az/\aj /\ Vag | = \/ (V(aqj /\aj)/\Vai) = \/ V(CL,; /\aj),
ISi,_j_;erq kg{ij} ISi,_j#S_erq ISi,_j_;erq
i#g i#] i#]

\/ /\ (aNaj) A /\Vak /\V(a/\aj)/\Va = \/ /\V(a/\aj)

|J]=q jeJ kgJ |J|=q = |J]=q jeJ

I
<
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Haciendo la sustituciones respectivas se obtiene

p+q

ag\/aiv \/ V(a; Aaj) Vv \/ /\V(a/\aj)

1<i,j<p+q |T1=q jed
i#j p+a}

Como a es V-irreducible se puede aplicar el Lema 2.28 y se tienen tres posibilidades:
1. a < a; para algin 1 <i <p+gq.
2. a < V(a; Aaj) para algunos 1 <i4,5 <p+gq, i # j.

3. a< V(aAaj) paraun J C{1,...,p+q}, |J| =¢.
Suponga que ocurre 1. Por la maximalidad de a;, @ = a; una contradicciéon. Suponga que ocurre 2. Por
el Teorema 3.26 existe b € [a]g tal que b < a; A aj, pero esto implica que a; = b = a;, nuevamente una
contradiccién. Suponga que ocurre 3. Por la escogencia del a existe k € J tal que a € a, pero a < V(aAay).
Usando una vez més el Teorema 3.26 se obtiene un b € [a]g tal que b < a A ar < a y como consecuencia
b = ay, es decir, ax < a A ap < a, lo cudl contradice que ax £ a. Ya que ninguna opcién es posible se puede

concluir que (4,V) € 2,, vy esto conlleva a que L € 2. O

Para terminar esta seccién se plantearan las identidades para el caso ¢ = 0 y se probara un teorema analogo

al anterior.

p
(5p0) /\Va:iz\/ xiA/\v,rj v \/ V(i Axi) A /\ v
L =1

i 1<ij<p k@ {i.j}
1F]

Teorema 4.4. Sea p > 0. L € Dy siy solo si L |= opp.

Demostracion. =) Al igual que en la prueba del teorema anterior solamente es necesario mostrar que oy €
Idip,(X) = Idg,,(X). Sean ay, ..., a, € Dyo. Recuerde que Dy = 27 x Cy, Co = {0} y Dy estd equipado
con el cuantificador simple. Se realiza la prueba considerando varios casos. Primero, suponga que a; = (0, 0)

para algin 1 <1 < p, entonces Va; = (0,0) y adicionalmente

p

N va; = (0,0),
=1

p

\ [ain A\ va; | =\ (0,0)=10,0),

i=1 J#i i=1

\V (v@nra)n N va | = \/ (0,00=(0,0).

1<i,j<p kg{i,j} 1<i,j<p
i#j i

Como (0,0) = (0,0) v (0,0) la identidad es valida para tales a;‘s. Por otro lado, suponga que a; # (0,0) para
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todo 1 <1 < p. Por definicién del cuantificador Va; = (1,0) para cada [ entre 1y p, luego /\ Va; = (1,0) y
i=1

P
\/ ai/\/\Vaj v \/ V(a; Aaj) A /\ Vag \/az\/ \/ V(a; A aj).

1=1 J#i 1<i,j<p+q kg{i,j} 1<i,5<p
i2j i2j

Si existen 1 <1 < j < p tales que a; A a; # (0,0), entonces V(a; Aaj) = (1,0) y

\/al\/ \V V(ina) = \/aiv(l,O) = (1,0).

1<4,5<p
i#]

Esto quiere decir que la identidad es vélida en este caso. Si por el contrario a; Aa; = (0,0) para cualesquiera

1<14,5 <p,i#j, entonces

p p
\/al\/ \/ al/\aj):\/ai\/(0,0):\/ai.
i=1 i=1

1<4,5<p
i#]
P
Bajo estas hipétesis se puede probar que los a; son los p atomos de D,y = 2P y por lo tanto \/ a; = (1,0).
i=1

En todos los casos las funciones correspondientes a los términos que componen la identidad coinciden. Eso

demuestra que o, € Idg,,(X), es decir, si L € 2, entonces L = op0.

<) Como se vio en la prueba del teorema anterior es suficiente mostrar que para cualquier @-reticulo
distributivo finito (A4, V), si (4, V) | o0, entonces (A, V) € 2,0. Por contradiccién. Suponga que(A4, V) &

20, por el Lema 4.2 existen a,a,...,a, € A elementos V-irreducibles distintos tales que:
" a; € [a]g, es decir, Va;, = Va para 1 <i < p.
" a1,...,a, son maximales en [a]g con el orden <., es decir, si b € [a]g y b < a, entonces b = a;.

Para estos elementos se puede verificar facilmente que

p
/\ Va; = Va,
i=1
p p
\/ a; N\ /\ Vaj = \/ a;,
i=1 VE) i=1

\/ V(ai Aaj) A /\ Vag | = \/ V(ai A aj).
1<4,j<p kg{i,j} 1<i,j<p
i#£j i#]
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P
Ya que (A, V) |= oy, se obtiene que Va = \/ a; vV \/ V(a; Aaj) y por lo tanto

i=1 1<i,j<p
i35

P
a< \/ai\/ \/ V(ai A aj).

i=1 1<i,j<p
i#j

Aplicando el Lema 2.28 debe ocurrir alguna de las siguientes opciones:
1. a < a; para algin 1 < i < p.

2. a < V(a; Aaj) para algunos 1 < i < j < p.

El primer caso no es posible pues implica a = a; y por hipétesis a y a; son distintos. Para el segundo caso

se utiliza el Teorema 3.26 para garantizar la existencia de un b € [a]g tal que b < a; A a;, pero de aqui

a; = b = aj, una contradiccién. Como consecuencia (A, V) € 2.

O
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5. Otras Ecuaciones

Ahora se enuncia el teorema de Petrovich [20] que da identidades para las subvariedades de 2.

Teorema 5.1. Para cada natural p # 0, la variedad 20 es caracterizada por la ecuacion:

P P p
(Ip) : /\ Vg | A \/ V(i Nxj) | V \/ x| | = /\ V.
k=1 1<i<j<p i=1 k=1
Para cada natural p, la variedad 2p1 es caracterizada por la ecuacion:
p+2 p+2
(Ip) : /\ Vg | A \/ V(z; ANzj) | = /\ V.
k=1 1<i<j<p+2 k=1

Para cualesquiera naturales p y q > 2, la variedad 2p4 es caracterizada por la ecuacion:

p+q
(Ipg) : /\ Vg | A1, 22, Tprgr1) V Tppgr1] =
k=1
p+q p+q
Vg | A |t(@1, 22, .- Zpygr1) V | Zpagr1 A \/ T
k=1 k=p+2
donde
p+1
t(l‘l,l‘g,...,xp+q+1) = \/ V(l‘i/\.’L‘j) V \/ V(.Z'p+q+1 /\.’Ei)

1<i<j<p+q 1=1

Antes de revisar la demostraciéon que hace Petrovich de este resultado se probard el siguiente lema.
Lema 5.2. Sea (L, V) € Obj(Z2y:n) donde V es el cuantificador simple.
1. L = I, siy solo si para cada {a1,...,ap} € L cona; #0 ya; Naj =0 paral <i,5 <p,i#j,

entonces a1 V ---Va, = 1.

2. L = I, siy solo si no existe {a1,...,ap42} C L donde a; # 0 ya; Na; =0paral <i,j <p+2,
15 7.

3. L |=Ipq siy solo si para cada {a1,...,apyqt CL cona; #0, a; ANaj =0paral <i,j<p+gq,i#7],
ybAa;=0paral <i<p+1, se tiene que b < appa V-V apig.

Demostracion. 1. =) Suponga que L = I, y sea {a1,...,a,} como en el enunciado. Primero observe que

Va; =1y V(a; Naj) =0paral <i,j<p, i j Luego

p

P
Vai | A \/ V(ai Naj) | v \/ai :/\Vakzl.
k=1

1<i<j<p i=1

<
S
I
!
>
(@)
<
—
&
|
>
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p
<) Sean aq,...,a, € L. Por casos. Si a;, = 0 para algin aj, € {a1,...,a,}, entonces /\ Vap =0y
k=1
P P
/\ Vag | A \/ V(ai/\aj) V \/ai =0= /\ Vayg.
k=1 1<i<j<p i=1

k=1

Suponga que ar # 0, 1 <k <p. Sia; Aaj # 0 para algunos 1 <3 < j < p, entonces \/ V(ai Naj) =1,
1<i<j<p
luego

p P p p
/\ Vag | A \/ V(ai Aaj) | Vv \/ a; || = /\ Vap | A1= /\ Vag.
k=1 1<i<j<p i=1 k=1 k=1

P
Suponga que a; A a; = 0 para todo 1 <4 < j < p. Por hipétesis \/ a; = 1, por lo tanto

i=1

p

P p p
/\ Vag | A \/ V(a; Aaj) | v \/ a; || = /\ Vap | A1 = /\ Vag.
k=1 1<i<j<p i=1 k=1 k=1

Se concluye que para todas las posibles p-tuplas as,...,a, la identidad se mantiene, es decir, L |= I,.

p+2
2. =) Por reduccién al absurdo. Si existiera tal subconjunto {as,...,ap12} C L, necesariamente /\ Vap =1
k=1
y \/ V(a; A aj) =0 pero como L |= I

1<i<j<p+2

p+2

p+2
0=1A0= /\Vak A \/ V(a; A aj) :/\Vakzl.
k=1 1<i<j<p+2 k=1
p+2
<) Sean ai,...,apt2 € L. Si ar, = 0 para algin k € {1,...,p + 2}, se puede afirmar que /\ Vap = 0
k=1
y reemplazando se verifica que la ecuacién es cierta para esta escogencia. Suponga que ar # 0 para cada
p+2
1 <k < p+ 2, luego /\ Vai = 1. Por hipétesis existen 1 < i < j < p+ 2 tales que a; A a; # 0, por
k=1
consiguiente \/ V(a; Aaj) =1y de ahi
1<i<j<p+2
p+2 p+2
Vag | A \/ V(a; A aj) :1/\1:1:/\Vak.
k=1 1<i<j<p+2 k=1

En resumen L = I,,.
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p+q
3. =) Suponga que L |= Ipq. Sean aq, ..., ap1q,b como en el enunciado. Entonces /\ Vap =1y
k=1
p+1
t(a1,a2,...,0p4q,0) = \/ V(ai ANaj) | v \/V(b/\ai) =0VvO0=
1<i<j<p+q i=1
p+q p+q
Reemplazando en I, se obtiene b = b A \/ xk |, es decir, b < \/ T
k=p+2 k=p+2
<) Sean ai,...,ap1q,b € L. Como es habitual la prueba se hard por casos. Para el primer caso, si ay = 0
p+q
para algin k € {1,...,p+ ¢}, entonces /\ Vai = 0 e inmediatamente la ecuacién es verdadera. Suponga
k=1
p+q
que a; # 0 para todo 1 < k < p+ ¢, asi /\ Vai = 1. Si existen 1 < ¢ < j < p+ ¢ tales que a; Aaj # 0, se
k=1
deduce que t(aq,as,...,ap+q,b) =1y en este caso
p+q
IA[LVE =1=1A 1V [bA| \/ a
k=p+2

Suponga que a; Aaj =0 paratodo 1 <i < j<p+gq.SibAa; #0paraalgini € {1,...,p+ 1}, observe que

p+1
t(a1,a2,...,0p4q,0) = \/ V(bAa;) =1,y al igual que en el caso anterior la igualdad se mantiene.

i=1
Suponga ahora que bAa; = 0 para cada 1 < i < p+1, de esta forma ¢(a1, ag, .. ., ap4q,b) = 0y por hipétesis

pta p+q
b < \/ Ty, es decir, b=b A \/ x| . Por lo tanto al reemplazar en la ecuacién se llega a que
k=p+2 k=p+2
p+q
LAfovE =b=1Al0vE=1A 0V |bA| \/ a
k=p+2

En conclusién la ecuacién se mantiene para cualquier (p+¢-+1)-tupla en L y como consecuencia L = I,,,. O

Llame ¥ al conjunto de identidades que definen a los Q-reticulos distributivos. Sea I alguna de las ecua-
ciones anteriores entonces Mod(X U {I}) C £ es una subvariedad por el Teorema 2.21. Por otra parte, el
Teorema 3.24 dice que Mod(X U {I}) = 2, para algunos r,s < w. Usando el lema anterior, Petrovich
muestra que Do = I,, Do, # I, (Do, no satisface I,), Dyp1 = Ip1, Dypyoo = Ip1 y para ¢ > 2, Dy, = Iy,
pero Dpi14-1 F~ Ipq. Esto es suficiente para obtener el teorema, dado que el reticulo de subvariedades de
2 es una cadena y cada subvariedad estd generada por los D,,. Por ejemplo Do € Mod(X U {I,,}), luego
2Zpo C Mod(XU{I,}), por otro lado Dy, & Mod(XU{I,}), es decir, Mod(XU{I,}) C Ly, y como entre 2,
y Zop no hay subvariedades se concluye que Mod(XU{I,}) = 2. De forma similar Mod(ZU{I,1}) = 2,1
y Mod(3U{Ipg}) = Zpg.
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6. Conclusion

La dualidad es una herramienta imprescindible en la demostracién del Lema 4.2, el cual es a su vez utilizado
para obtener los dos teoremas de la Seccién 4 que establecen nuevas ecuaciones para las subvariedades de
2. No obstante, tal y como habia mostrado Petrovich, es posible analizar directamente las propiedades de

los @-reticulos distributivos D,,, sin recurrir a la dualidad, para encontrar tales identidades.

Una comparacién rapida entre las ecuaciones descritas por Petrovich y las establecidas en esta tesis revela
que la cantidad de variables utilizadas para caracterizar a la misma subvariedad de 2 coincide. A partir de
esto resulta natural preguntar cudl es la menor cantidad de variables necesarias. En [20] Petrovich resuelve
esta pregunta al demostrar que el minimo ntimero de variables para cualquiera de estas ecuaciones coincide
con la minima cantidad de generadores necesarios para generar el algebra finita subdirectamente irreduci-
ble que genera al sucesor de la subvariedad, por tal motivo es posible encontrar para ciertas subvariedades

ecuaciones que las caractericen con un niimero menor de variables que las que han sido presentadas antes.

Ahora bien, vale la pena observar que Petrovich considera tres familias diferentes de ecuaciones luego de
dividir el caso més general ¢ > 1 en los subcasos ¢ =1 y ¢ > 2. Sin embargo, la familia de ecuaciones 0,4 no
atiende esta distincion y consigue abarcar ambas posibilidades. Al revisar nuevamente la demostracion del
Teorema 4.3 el lector se dard cuenta que ambos subcasos son examinados para probar la primera implicacién
y que de esta forma las 0,4, ¢ > 1 funcionan en las dos situaciones. Esta diferencia radica en la aplicacién

del Lema 4.2, el cual nuevamente no diferencia entre g =1y q > 2.
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