
Ecuaciones para ret́ıculos distributivos con
cuantificador
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Resumen

Ecuaciones para ret́ıculos distributivos con cuantificador

Este trabajo aborda el estudio de los Q-ret́ıculos distributivos, generalizaciones de las álgebras Booleanas

monádicas. Mediante resultados de dualidad basados en el trabajo de Stone, Priestley y Halmos se muestra

que las subvariedades de los Q-ret́ıculos distributivos forman una ω + 1 cadena, donde cada subvariedad

es generada por una única álgebra finita. El objetivo es encontrar nuevas ecuaciones que caractericen estas

subvariedades, explorando la dualidad en el caso finito y analizando la estructura de sus álgebras generadoras.

Palabras clave: álgebra universal, ret́ıculos distributivos, dualidad, subvariedades, cuantificadores,

ecuaciones.

Abstract

Equations for distributive lattices with quantifiers

This work addresses the study of Q-distributive lattices, which are generalizations of monadic Boolean al-

gebras. Through duality results based on the work of Stone, Priestley, and Halmos, it is shown that the

subvarieties of Q-distributive lattices form an ω + 1 chain, where each subvariety is generated by a unique

finite algebra. The objective is to find new equations that characterize these subvarieties, exploring duality

in the finite case and analyzing the structure of their generating algebras.

Keywords: universal algebra, distributive lattices, duality, subvarieties, quantifiers, equations.
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1. Introducción

Uno de los problemas clásicos en Álgebra Universal es: dada una variedad estudiar el ret́ıculo de sus sub-

variedades. En [17] Monk muestra que las subvariedades de las álgebras Booleanas monádicas forman una

ω + 1 cadena

K0 ⊆ K1 ⊆ · · · ⊆ PA1

donde Kn es la subvariedad generada por el álgebra Booleana 2n con cuantificador simple y PA1 es la clase

de todas las álgebras monádicas. Además, cada Kn está axiomatizada relativa a PA1 por una ecuación. Para

llegar a este Teorema, Monk hace uso de resultados expuestos en un articulo fundamental de Jónsson [12],

donde se caracterizan las variedades de congruencias distributivas (inspirado en un teorema previo de Mal-

cev [15]) y se dan condiciones para asegurar que el ret́ıculo de subvariedades de una variedad sea distributivo.

En la década de los noventa, Cignoli [6] introduce estructuras que generalizan a las álgebras monádicas;

los Q-ret́ıculos distributivos. Cignoli muestra que al igual que antes, las subvariedades de Q-ret́ıculos dis-

tributivos forman una ω + 1 cadena. Sin embargo, las técnicas utilizadas y las álgebras generadoras de las

subvariedades resultan muy diferentes a las que aparecen en el art́ıculo de Monk.

Cignoli desarrolla una dualidad utilizando el teorema de representación de Priestley y correspondencias entre

cuantificadores y relaciones de equivalencia para estudiar el ret́ıculo de subvariedades de los Q-ret́ıculos

distributivos. Para p, q < ω, define Dpq := 2p × Cq, donde Cq := 2q ⊕ 1∗ para 1 ≤ q y C0 = {0}.
A este producto de ret́ıculos distributivos acotados lo dota del cuantificador simple y define la clase Qpq

como la variedad generada por Dpq. Cignoli demuestra que los Dpq son precisamente las álgebras finitas

subdirectamente irreducibles de Q, la clase de Q-ret́ıculos distributivos, y con esto finalmente concluye que

el ret́ıculo de subvariedades tiene la forma:

Q00 ⊂

Q10 ⊂ Q01 ⊂

Q20 ⊂ Q02 ⊂ Q11 ⊂

Q30 ⊂ Q03 ⊂ Q12 ⊂ Q21 ⊂

....................................... ⊂ Q.

Basado en este resultado, Petrovich [20] da ecuaciones para axiomatizar cada subvariedad haciendo uso del

teorema de Birkhoff y propiedades internas de los ret́ıculos Dpq. Para el caso de los Q-ret́ıculos distributivos

finitos, Adams y Dziobiak [2] presentan una versión simplificada de la dualidad de Cignoli, usando el hecho

de que la topoloǵıa de los objetos duales en el caso de la representación de ret́ıculos finitos resulta ser la

topoloǵıa discreta.
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2. Nociones Básicas

En esta sección se revisan los conceptos básicos y resultados relevantes al contenido de la tesis.

2.1. Álgebra Universal

Se comienza haciendo un recuento de algunas definiciones y teoremas de Álgebra Universal que pueden ser

encontrados en [5].

Definición 2.1. Sea A un conjunto no vaćıo y n ≥ 0. Una operación n-aria en A es una función α : An → A.

Una operación n-aria en A es llamada constante si n = 0 y en ese caso se identifica a la operación con su

imagen α(∅) ∈ A.

Definición 2.2. Un tipo de álgebras es un conjunto F de śımbolos de operación tal que a cada f ∈ F se le

asocia un entero no negativo n. Este entero es llamado la aridad de f .

Definición 2.3. Sea F es un tipo de álgebras. Un álgebra A de tipo F es una pareja ordenada (A,F ), donde

A es un conjunto no vaćıo llamado el universo del álgebra y F es una familia de operaciones en A indexada

por el tipo F de tal manera que a cada śımbolo de operación f ∈ F de aridad n le corresponde una operación

n-aria fA ∈ F .

Si el tipo de álgebras F es finito, F = {f1, . . . , fn}, entonces se suele escribir A = (A,F ) = (A, fA1 , . . . , f
A
n )

donde

aridad de f1 ≥ aridad de f2 ≥ · · · ≥ aridad de fn.

Nota 2.4. Al tipo de álgebras también se le conoce por el nombre de lenguaje de álgebras. En adelante,

cuando se dé un ejemplo concreto de un tipo de álgebras se hará por medio de la aridad de sus śımbolos

de operación. Por ejemplo un tipo de álgebras F = (3, 1, 0) indica que F tiene tres śımbolos de operación de

aridades 3, 1 y 0 respectivamente.

Definición 2.5. Sean A y B álgebras de tipo F. A es subálgebra de B si A ⊆ B y para cada śımbolo de

operación f ∈ F, fA = fB ↾A. En adelante se escribirá A ≤ B para decir que A es subálgebra de B. Se dice

que X ⊆ A es subuniverso de A si X es cerrado bajo las operaciones de A.

Observación 2.6. Note que un subuniverso X de A puede ser vaćıo. Por otro lado, si A ≤ B, entonces A es

un subuniverso de B.

Definición 2.7. Sea A un álgebra de tipo F y X ⊆ A. SgA(X) :=
⋂
{Z |Z es subuniverso de A, X ⊆ Z}

es llamado el subuniverso generado por X. A se dice finitamente generada si existe X ⊆ A finito tal que

SgA(X) = A. Además, A es localmente finita si para cada S ≤ A, S finitamente generada implica que su

universo S es finito.

Observación 2.8. Si ∅ ̸= X ⊆ A, entonces ∅ ̸= SgA(X). Se puede definir de manera evidente un álgebra de

tipo F que tenga como universo a SgA(X) y que sea subálgebra de A.

Definición 2.9. Sean A y B álgebras de tipo F. Se dice que una función α : A → B es un homomorfismo

si dado f ∈ F de aridad n

α(fA(a1, a2, . . . , an)) = fB(α(a1), α(a2), . . . , α(an))
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para todo (a1, a2, . . . , an) ∈ An. Si α es sobreyectiva, entonces se dice que B es imagen homomorfa de A.

Definición 2.10. Sea {Ai | i ∈ I} una familia de álgebras de tipo F. Se define el producto (directo) B =∏
i∈I

Ai, F

, donde para cada f ∈ F de aridad n

fB((ai1)i∈I , . . . , (a
i
n)i∈I) =

(
fAi(ai1, . . . , a

i
n)
)
i∈I

ai1. . . . , a
i
n ∈ Ai, para todo i ∈ I. El producto de la familia de álgebras {A1,A2} se suele escribir de la forma

A1 ×A2.

La siguiente definición describe el objeto principal de estudio de esta tesis; las variedades de álgebras.

Definición 2.11. Sea K una clase de álgebras del mismo tipo. Se definen tres operadores que actúan sobre

K de la siguiente forma:

A ∈ S(K) si y solo si A es subálgebra de algún elemento de K.

A ∈ H(K) si y solo si A es imagen homomorfa de algún elemento de K.

A ∈ P (K) si y solo si A es producto directo de alguna familia de miembros de K.

Una clase de álgebras del mismo tipo V es una variedad si V = S(V) = H(V) = P (V). Sea K una clase

de álgebras de tipo F que no necesariamente sea variedad. Se define V (K) como la intersección de todas

las variedades que contienen a K. De esta forma, V (K) resulta ser la variedad de álgebras de tipo F más

pequeña que contiene a K. Tarski demuestra que V (K) = HSP (K) y se llama a V (K) la variedad generada

por K. Si K = {A} se suele denotar con V (A) a la variedad V ({A}).

Sea V una variedad de álgebras. Se dice queW es una subvariedad de V siW ⊆ V yW es también una variedad

del mismo tipo. Además, si W1 y W2 son subvariedades de V, entonces W1 ∩W2 y W1 ∨W2 := V (W1 ∪W2)

también son subvariedades de V.

Definición 2.12. Una clase K de álgebras del mismo tipo es llamada localmente finita si cada A ∈ K es a

su vez localmente finita.

El siguiente teorema sera de utilidad en la prueba del resultado principal de la tesis.

Teorema 2.13. [5, II§10.16.]. Si A1, . . . ,An son álgebras finitas de tipo F, entonces V ({A1, . . . ,An})
es localmente finita.

A continuación se da la definición de conjunto de términos de un tipo de álgebras. Estos términos permiten

construir ecuaciones que axiomatizan a las variedades.

Definición 2.14. Sea F un tipo de álgebras y X un conjunto (usualmente infinito) de variables. Se denomina

con Fn a los śımbolos de operación en F de aridad n. Se define de forma inductiva el conjunto TF(X) por

medio de las siguientes condiciones:

X ∪ F0 ⊆ TF(X).

Si p1, . . . , pn ∈ TF(X), entonces f(p1, . . . , pn) ∈ TF(X) para cada f ∈ Fn.
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TF(X) es llamado conjunto de términos de tipo F sobre X. A cada p ∈ TF(X) se le asocia un entero no

negativo l(p) : el número de ocurrencias de śımbolos de operación de aridad n > 0 en p. A l(p) se le llama

longitud de p.

Nota 2.15. Se escribe p = p(x1, . . . , xn) para indicar que las variables que ocurren en el termino p ∈ TF(X)

están entre x1, . . . , xn.

Definición 2.16. Sean A un álgebra de tipo F, p ∈ TF(X), p = p(x1, . . . , xn). Se define la función termino

pA : An → A de la siguiente forma:

Si p = xi, entonces p
A(a1, . . . , an) = ai.

Si f ∈ Fk y p = f(p1(x1, . . . , xn), . . . , pk(x1, . . . , xn)), entonces

pA(a1, . . . , an) = fA(pA1 (a1, . . . , an), . . . , p
A
k (a1, . . . , an))

Lema 2.17. Sean A, B álgebras de tipo F, p ∈ TF(X), p = p(x1, . . . , xn).

1. Si A ≤ B, entonces pA = pB ↾An .

2. Si α : A → B es homomorfismo, entonces α(pA(a1, . . . , an)) = pB(α(a1), . . . , α(an)) para cada

a1, . . . , an ∈ A.

3. Sea {Ai | i ∈ I} una familia de álgebras de tipo F y B =
∏
i∈I

Ai, entonces p
B((ai1)i∈I , . . . , (a

i
n)i∈I) =

(pAi(ai1, . . . , a
i
n))i∈I , para cada ai1, . . . , a

i
n ∈ Ai, i ∈ I.

Demostración. En los tres casos se realiza la demostración por inducción sobre la longitud de los términos.

1. Sean a1, . . . , an ∈ A. Si l(p) = 0, entonces p ∈ X∪F0 y la implicación es trivial. Suponga que la afirmación

es cierta para todos los términos de longitud menor o igual a n. Si l(p) = n+ 1, por definición de TF(X), p

es de la forma p = f(p1(x1, . . . , xn), . . . , pk(x1, . . . , xn)) para un f ∈ Fk, k ≥ 1 y pi ∈ TF(X) con l(pi) ≤ n

para cada 1 ≤ i ≤ k. Luego

pA(a1, . . . , an) = fA(pA1 (a1, . . . , an), . . . , p
A
k (a1, . . . , an))

= fB(pB1 (a1, . . . , an), . . . , p
B
k (a1, . . . , an)) = pB(a1, . . . , an).

2. Sean a1, . . . , an ∈ A. Si p = xi, entonces α(p
A(a1, . . . , an)) = α(ai) = pB(α(a1), . . . , α(an)). Si p =

f ∈ F0, entonces α(pA) = α(fA(∅)) = fB(∅) = pB. Por lo tanto la afirmación es verdadera cuando

l(p) = 0. Nuevamente suponga que la afirmación es cierta para los términos de longitud menor o igual a n.

Si l(p) = n+ 1, al igual que antes p = f(p1(x1, . . . , xn), . . . , pk(x1, . . . , xn)) donde l(pi) ≤ n. Aśı

α(pA(a1, . . . , an)) = α(fA(pA1 (a1, . . . , an), . . . , p
A
k (a1, . . . , an)))

= fB(α(pA1 (a1, . . . , an)), . . . , α(p
A
k (a1, . . . , an)))

= fB(pB1 (α(a1), . . . , α(an)), . . . , p
B
k (α(a1), . . . , α(an)))

= pB(α(a1), . . . , α(an)).
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3. Sean ai1, . . . , a
i
n ∈ Ai para i ∈ I. Si p = xj , entonces p

B((ai1)i∈I , . . . , (a
i
n)i∈I) = (aij)i∈I = (pAi(ai1, . . . , a

i
n))i∈I .

Si p = f ∈ F0, entonces p
B = fB(∅) = (fAi(∅))i∈I = (pAi)i∈I . Una vez más se plantea la hipótesis de in-

ducción y se supone que l(p) = n + 1, por lo tanto p = f(p1(x1, . . . , xn), . . . , pk(x1, . . . , xn)) con l(pi) ≤ n.

De esta forma

pB((ai1)i∈I , . . . , (a
i
n)i∈I) = fB(pB1 ((a

i
1)i∈I , . . . , (a

i
n)i∈I), . . . , p

B
k ((a

i
1)i∈I , . . . , (a

i
n)i∈I))

= fB((pAi
1 (ai1, . . . , a

i
n))i∈I , . . . , (p

Ai

k (ai1, . . . , a
i
n))i∈I)

= (fAi(pAi
1 (ai1, . . . , a

i
n), . . . , p

Ai

k (ai1, . . . , a
i
n)))i∈I

= (pAi(ai1, . . . , a
i
n))i∈I .

Definición 2.18. Considere p, q ∈ TF(X). Toda expresión de la forma p ≈ q recibe el nombre de identidad.

Se denota con Id(X) := {p ≈ q | p, q ∈ TF(X)} al conjunto de todas la identidades que se pueden construir

con los términos en TF(X).

Un álgebra A de tipo F satisface la identidad p ≈ q ∈ Id(X) si y solo si pA = qA, y en este caso se escribe

A |= p ≈ q. Si K es una clase de álgebras de tipo F, se dice que K satisface p ≈ q si y solo si pA = qA para

todo A ∈ K, en este caso se escribe K |= p ≈ q y se define IdK(X) := {p ≈ q ∈ Id(X) | K |= p ≈ q} el

conjunto de identidades que K satisface.

Teorema 2.19. Sean K una clase de álgebras de tipo F y X un conjunto de variables, entonces

IdK(X) = IdP (K)(X) = IdS(K)(X) = IdH(K)(X) = IdV (K)(X)

Demostración. Por un lado, note que K ⊆ P (K), S(K), H(K). En efecto, si A ∈ K entonces A es igual al pro-

ducto de la familia {A},A ≤ A yA es imagen homomorfa deA por medio de la función identidad. Esto impli-

ca que IdP (K)(X), IdS(K)(X), IdH(K)(X) ⊆ IdK(X). Suponga que p(x1, . . . , xn) ≈ q(x1, . . . , xn) ∈ IdK(X).

Si B ∈ P (K), entonces existe una familia {Ai | i ∈ I} ⊆ K tal que B =
∏
i∈I

Ai. Por la suposición, Ai |= p ≈ q

para i ∈ I. Sean (ai1)i∈I , . . . , (a
i
n)i∈I ∈

∏
i∈I

Ai, por el Lema 2.17

pB((ai1)i∈I , . . . , (a
i
n)i∈I) = (pAi(ai1, . . . , a

i
n))i∈I

= (qAi(ai1, . . . , a
i
n))i∈I

= qB((ai1)i∈I , . . . , (a
i
n)i∈I)

es decir, B |= p ≈ q y p ≈ q ∈ IdP (K)(X). Por lo tanto IdK(X) = IdP (K)(X).

Si B ∈ S(K), entonces existe A ∈ K tal que B ≤ A. Sean b1, . . . , bn ∈ B ⊆ A, como A |= p ≈ q usando el

Lema 2.17 se obtiene que

pB(b1, . . . , bn) = pA(b1, . . . , bn) = qA(b1, . . . , bn) = qB(b1, . . . , bn).
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Luego B |= p ≈ q y p ≈ q ∈ IdS(K)(X). Se concluye que IdK(X) = IdS(K)(X).

Por ultimo, si B ∈ H(K), existen A ∈ K y α : A → B homomorfismo sobreyectivo. Sean b1, . . . , bn ∈ B,

entonces existen a1, . . . , an ∈ A tales que α(ai) = bi para 1 ≤ i ≤ n. Aplicando una ultima vez el Lema 2.17

pB(b1, . . . , bn) = pB(α(a1), . . . , α(an))

= α(pA(a1, . . . , an))

= α(qA(a1, . . . , an))

= qB(α(a1), . . . , α(an)) = qB(b1, . . . , bn).

Al igual que antes se tiene como consecuencia IdK(X) = IdH(K)(X). Finalmente note que todo lo anterior

implica que IdK = IdHSP (K) = IdV (K).

Definición 2.20. Sea Σ ⊆ Id(X) un conjunto de identidades. Se dice que A satisface a Σ (en śımbolos

A |= Σ), si A |= p ≈ q para cada p ≈ q ∈ Σ. Adicionalmente, se define a Mod(Σ) como la clase de todas las

álgebras de tipo F que satisfacen a Σ. Una clase K de álgebras del mismo tipo se dice una clase ecuacional

si K =Mod(Σ) para algún Σ ⊆ Id(X).

A continuación se enuncia un teorema de gran importancia en Álgebra Universal: el Teorema de Birkhoff.

Teorema 2.21. [5, II§11.9.]. Toda variedad es una clase ecuacional y toda clase ecuacional es una varie-

dad.

Una consecuencia inmediata de este teorema es el siguiente resultado.

Teorema 2.22. Sea V una variedad de álgebras de tipo F. Entonces A ∈ V si y solo si cada subálgebra de

A finitamente generada es un miembro de V.

Demostración. ⇒) Suponga que A ∈ V y tome S ≤ A finitamente generada. Como V es una variedad,

V = S(V) y por suposición S ∈ S(V), luego S ∈ V.

⇐) Suponga que cada subálgebra de A finitamente generada pertenece a V. Por el Teorema de Birkhoff

existe Σ ⊆ Id(X) tal que V =Mod(Σ). Sean p(x1, . . . , xn) ≈ q(x1, . . . , xn) ∈ Σ y a1, . . . , an ∈ A una n-tupla

cualquiera. Considere la subálgebra de A que tiene como universo a SgA({a1, . . . , an}) y llámela S. Como

S es finitamente generada, entonces S ∈ V, es decir, S |= Σ. Por lo tanto pS(a1, . . . , an) = qS(a1, . . . , an) y

como S ≤ A entonces pA(a1, . . . , an) = qA(a1, . . . , an). En conclusión pA = qA y A |= p ≈ q. Aśı queda

demostrado que A |= Σ y por lo tanto A ∈ V.

2.2. Ret́ıculos

Definición 2.23. Un álgebra (L,∨,∧) de tipo (2, 2) es un ret́ıculo si satisface las siguientes identidades:

x ∧ y ≈ y ∧ x, x ∨ y ≈ y ∨ x (conmutatividad).

x ∧ (y ∧ z) ≈ (x ∧ y) ∧ z, x ∨ (y ∨ z) ≈ (x ∨ y) ∨ z (asociatividad).

x ∧ x ≈ x, x ∨ x ≈ x (idempotencia).
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x ∧ (x ∨ y) ≈ x, x ∨ (x ∧ y) ≈ x (absorción).

Ahora bien, (L,∨,∧) es un ret́ıculo distributivo si además satisface:

x ∧ (y ∨ z) ≈ (x ∧ y) ∨ (x ∧ z) (distributividad).

Un álgebra L = (L,∨,∧, 0, 1) de tipo (2, 2, 0, 0) se dice ret́ıculo distributivo acotado si (L,∨,∧) es ret́ıculo

distributivo y existen elementos 0, 1 ∈ L tales que, L |= {x ∧ 1 ≈ x, x ∨ 0 ≈ x}. Más aún, un álgebra

L = (L,∨,∧,′ , 0, 1) de tipo (2, 2, 1, 0, 0) es un álgebra Booleana si (L,∨,∧, 0, 1) es un ret́ıculo distributivo

acotado y L satisface:

x ∧ x′ ≈ 0, x ∨ x′ ≈ 1 (complementariedad).

Observación 2.24. A partir de las operaciones de un ret́ıculo L se puede definir una relación de orden sobre

L de la siguiente forma: x ≤ y si y solo si x ∧ y = x o x ∨ y = y. (Por absorción ambas condiciones son

equivalentes). Rećıprocamente, si (L,≤) es un Poset tal que para todos sus subconjuntos de la forma {x, y},
existen ı́nfimos y supremos, se pueden definir operaciones binarias x ∧ y := inf{x, y} y x ∨ y := sup{x, y},
y de esta forma se dota a L de estructura de ret́ıculo.

Teorema 2.25. Sea V una variedad de álgebras de tipo F. Llame LV a la clase de subvariedades de V.
Entonces (LV ,∨,∧) es un ret́ıculo, donde W1 ∧W2 := W1 ∩W2 y W1 ∨W2 := V (W1 ∪W2).

Demostración. Para empezar, note que si {Wi | i ∈ I} es una familia de subvariedades de V, entonces⋂
i∈I Wi ⊆ V es de nuevo una subvariedad. En efecto, si A es un álgebra de tipo F y A ≤ B para algún

B ∈
⋂

i∈I Wi, entonces para cualquier i ∈ I, B ∈ Wi y como S(Wi) = Wi se concluye que A ∈ Wi, es decir,

A ∈
⋂

i∈I Wi y aśı S(
⋂

i∈I Wi) ⊆
⋂

i∈I Wi. Recuerde que para cualquier clase de álgebras del mismo tipo

K se tiene que K ⊆ S(K), por lo tanto
⋂

i∈I Wi = S(
⋂

i∈I Wi). De forma similar se prueba que
⋂

i∈I Wi es

cerrada para los operadores H y P , como consecuencia
⋂

i∈I Wi ∈ LV .

Sean W1,W2 ∈ LV . Por definición V (W1 ∪ W2) =
⋂
{W ∈ LV |W1 ∪W2 ⊆ W}, y por lo hecho antes

V (W1 ∪ W2) ∈ LV . Considere el Poset (LV ,⊆) donde ⊆ es la inclusión entre subvariedades. Note que

W1 ∩ W2 = inf{W1,W2} y V (W1 ∪ W2) = sup{W1,W2}. En conclusión (L,∨,∧) es un ret́ıculo por la

observación hecha anteriormente.

Observación 2.26. Es posible que LV no sea un conjunto. En ese caso el contenido del teorema anterior

sugiere que en LV las operaciones ∩ y ∨ se comportan como las de un ret́ıculo.

Definición 2.27. Si L es un ret́ıculo distributivo acotado y a ∈ L, se dice que a es ∨-irreducible si se cumple

lo siguiente:

a ̸= 0.

a = x ∨ y implica a = x, o a = y.

Se denota con Irr(L) al conjunto de todos los elementos ∨-irreducibles de L.

Lema 2.28. Sean L un ret́ıculo distributivo acotado y a ∈ L. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. a es ∨-irreducible.
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2. a ≤ x ∨ y implica a ≤ x o a ≤ y.

3. a ≤ x1 ∨ · · · ∨ xn implica a ≤ xi para algún i ≤ n.

Demostración. 1. ⇒ 2. Suponga que a ∈ Irr(L). Si a ≤ x ∨ y, entonces a ∧ (x ∨ y) = a. Por distributi-

vidad esto es (a∧x)∨(a∧y) = a, y por hipótesis a∧x = a o a∧y = a, esto ultimo significa que a ≤ x o a ≤ y.

2.⇒ 3. Por inducción sobre n. Si n = 1, es trivial. Suponga que la afirmación 3. es cierta para un n ≥ 1. Si

a ≤ x1 ∨ · · · ∨ xn+1, defina y := x2 ∨ · · · ∨ xn+1, de alĺı a ≤ x1 ∨ y y por 2. se tiene que a ≤ x1 o a ≤ y. Se

aplica la hipótesis de inducción al caso a ≤ y para concluir que a ≤ xi para algún i ≤ n+ 1. Por lo tanto la

afirmación 3. es verdadera para cualquier n.

3. ⇒ 1. Si a = x ∨ y, entonces a ≤ x ∨ y y por la afirmación 3. a ≤ x o a ≤ y. En el primer caso a ≤ x

implica que a = x∧ a = x∧ (x∨ y) = x. En el segundo caso se muestra de manera similar que a ≤ y implica

a = y. Se concluye que a ∈ Irr(L).

Teorema 2.29. Sea L un ret́ıculo distributivo finito. Si a ∈ L y a ̸= 0 entonces

a =
∨

{x ∈ Irr(L) |x ≤ a}.

Demostración. Sea A = {x ∈ Irr(L) |x ≤ a}, entonces sup(A) =
∨
A ≤ a. Suponga que a ̸≤

∨
A y considere

el conjunto B = {x ∈ L |x ≤ a, x ̸≤
∨
A}; note que B ̸= ∅ pues a ∈ B. Como B es finito, existe x ∈ B

minimal. Suponga que x = r ∨ s con r < x y s < x para algunos r, s ∈ L. Ya que x ≤ a, entonces r ≤ a

y s ≤ a, luego por minimalidad de x, r ≤
∨
A y s ≤

∨
A, es decir, x = r ∨ s ≤

∨
A, lo cual es una

contradicción. Se deduce que r = x o s = x, por consiguiente x ∈ Irr(L). De esta forma x ∈ A, pero como

x ∈ B, x ̸≤
∨
A, lo cual es una contradicción que resulta de suponer que a ̸≤

∨
A. Se concluye que a ≤

∨
A,

y aśı a =
∨
A.

Definición 2.30. Sean L un álgebra Booleana y a ∈ L. Si 0 < a y para cada x ∈ L tal que 0 ≤ x ≤ a

necesariamente 0 = x o x = a, entonces a es llamado átomo de L.

Las álgebras Booleanas finitas no triviales necesariamente tienen átomos y el álgebra queda determinada

salvo isomorfismo por la cantidad de átomos que contiene. De ahora en adelante se denotará con 2p al

álgebra Booleana finita con p átomos. En este caso 2p es isomorfo al álgebra conformada por las partes de

un conjunto de p elementos con las operaciones de unión, intersección y complemento entre conjuntos.

Proposición 2.31. Si L es un álgebra Booleana, entonces los átomos de L coinciden con los elementos

∨-irreducibles de L.

Demostración. Sea a ∈ L un átomo. Suponga que a ≤ x ∨ y. Como a ∧ x ≤ a y a ∧ y ≤ a, se tienen las

siguientes posibilidades; a ∧ x = 0 y a ∧ y = 0, o a ∧ x = a o a ∧ y = a. En el primer caso se deduce

que a = a ∧ (x ∨ y) = (a ∧ x) ∨ (a ∧ y) = 0 ∨ 0 = 0, lo que contradice que a sea un átomo. Por lo

tanto a ∧ x = a o a ∧ y = a, es decir, a ≤ x o a ≤ y y por el Lema 2.28 se concluye que a ∈ Irr(L).

Ahora considere a ∈ Irr(L). Por definición 0 < a. Suponga que 0 ≤ x ≤ a para algún x ∈ L, entonces

a = x∨a = (x∨a)∧ 1 = (x∨a)∧ (x∨x′) = x∨ (a∧x′) y esto implica que a = x o a = a∧x′. Para terminar

observe que si a = a ∧ x′, entonces x = x ∧ a = x ∧ (a ∧ x′) = (x ∧ x′) ∧ a = 0 ∧ a = 0. De esta forma x = a

o 0 = x, luego a es átomo.
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Definición 2.32. Sea L un álgebra Booleana finita cualquiera y 1∗ un álgebra Booleana trivial (su universo

tiene un solo elemento). Llame 1∗ al único elemento en 1∗ y suponga que 1∗ ̸∈ L. Se define L ⊕ 1∗ como

el ret́ıculo distributivo acotado (L ∪ {1∗},∨,∧, 0, 1∗) donde ∨ y ∧ se comportan como las operaciones de L

para los elementos de L y además a ∨ 1∗ = 1∗, a ∧ 1∗ = a para cualquier a ∈ L.

Sea 2q el álgebra Booleana finita con q ≥ 1 átomos. Se denotara con Cq al ret́ıculo distributivo acotado

2q⊕1∗. Note que Cq no puede ser un álgebra Booleana pues 1∗ no tiene complemento. Por otro lado, resulta

inmediato que 1∗ ∈ Irr(Cq), pues para cualesquiera a, b ∈ 2q, a ∨ b ≤ 1 < 1∗, donde 1 es el máximo de 2q.

Los demás ∨-irreducibles de Cq corresponden a los átomos de 2q.

1∗

1

a b

0

Figura 1: C2

Proposición 2.33. Si L1, L2 son ret́ıculos distributivos acotados, entonces Irr(L1 × L2) = {(a, 0) | a ∈
Irr(L1)} ∪ {(0, b) | b ∈ Irr(L2)}.

Demostración. Sea a ∈ Irr(L1) y considere el elemento (a, 0) ∈ L1 × L2. Suponga que (a, 0) = (x1, y1) ∨
(x2, y2) = (x1 ∨ x2, y1 ∨ y2), entonces a = x1 ∨ x2 y 0 = y1 ∨ y2. Necesariamente y1 = y2 = 0 y por

hipótesis x1 = a o x2 = a, es decir, (a, 0) = (x1, y1) o (a, 0) = (x2, y2). Por lo tanto (a, 0) ∈ Irr(L1 × L2) y

{(a, 0) | a ∈ Irr(L1)} ⊆ Irr(L1×L2). De manera similar se prueba que {(0, b) | b ∈ Irr(L2)} ⊆ Irr(L1×L2).

Para la otra contenencia suponga que (a, b) ∈ Irr(L1 ×L2). Si a ̸= 0 y b ̸= 0, entonces (a, b) = (a, 0)∨ (0, b),

pero (a, b) ̸= (a, 0) y (a, b) ̸= (0, b), lo que resulta en una contradicción. Por consiguiente a = 0 ó b = 0.

Suponga que a = 0, es decir, (a, b) = (0, b). Si b = y1 ∨ y2, entonces (0, b) = (0, y1) ∨ (0, y2) y por hipótesis

b = y1 o b = y2. Se concluye que b ∈ Irr(L2). Aśı mismo, en el caso en que b = 0 se puede deducir que

a ∈ Irr(L1). Finalmente se obtiene que Irr(L1 × L2) = {(a, 0) | a ∈ Irr(L1)} ∪ {(0, b) | b ∈ Irr(L2)}.

Definición 2.34. Sea L un ret́ıculo. Un subconjunto F ⊆ L no vaćıo es un filtro de L si:

Para todo x, y ∈ F , x ∧ y ∈ F .

Si x ∈ F , y ∈ L y x ≤ y, entonces y ∈ F .

Por otro lado, un subconjunto I ⊆ L no vaćıo es un ideal de L si:

Para todo x, y ∈ I, x ∨ y ∈ I.

Si x ∈ I, y ∈ L y x ≥ y, entonces y ∈ I.

Si A ⊆ L, entonces [A) :=
⋂

{F ⊆ L |F es filtro y A ⊆ F} es el filtro más pequeño que contiene a A y se

le llama filtro generado por A. Similarmente, (A] :=
⋂
{I ⊆ L | I es ideal y A ⊆ I} es el ideal más pequeño

que contiene A. Cuando A = {a} se escribe [A) = [a) = {x ∈ L | a ≤ x} y (A] = (a] = {x ∈ L |x ≤ a}, en
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este caso a [A) y (A] se les conoce como filtro principal e ideal principal respectivamente. Un filtro P se dice

primo si P ⊊ L y para cualesquiera x, y ∈ L, x ∨ y ∈ P implica x ∈ P o y ∈ P .

Observación 2.35. Se puede mostrar que si A ̸= ∅, [A) = {x ∈ L |
∧n

i=1 ai ≤ x, ai ∈ A, 1 ≤ i ≤ n} y

(A] = {x ∈ L |x ≤
∨n

i=1 ai, ai ∈ A, 1 ≤ i ≤ n, }. Además, si L es un ret́ıculo distributivo acotado, [∅) = {1}
y (∅] = {0}.

Teorema 2.36. Sea L un ret́ıculo distributivo finito. Si a es un elemento ∨-irreducible de L, entonces [a)

es un filtro primo de L. Rećıprocamente, si P es un filtro primo de L, entonces P tiene un elemento mı́nimo

a, el cual es ∨-irreducible, y además P = [a).

Demostración. Suponga que a ∈ Irr(L), y considere el conjunto [a). Si x, y ∈ [a), entonces a ≤ x y a ≤ y,

por lo tanto a ≤ x ∧ y, es decir, x ∧ y ∈ [a). Ahora, si x ∈ [a) y x ≤ y, entonces a ≤ x, por transitividad

a ≤ y y esto implica que y ∈ [a). Note que 0 ̸∈ [a), luego [a) ̸= L. Tome x, y ∈ L, suponga que x ∨ y ∈ [a),

por definición a ≤ x ∨ y y como consecuencia del Lema 2.28, a ≤ x o a ≤ y, es decir, x ∈ [a) o y ∈ [a).

Concluimos que [a) es un filtro primo.

Rećıprocamente, suponga que P es un filtro primo de L. Como P es finito, se puede considerar el elemento

a =
∧
P . Claramente a es mı́nimo en P . Si a = x ∨ y, entonces x ∈ P o y ∈ P y por minimalidad x = a

o y = a, luego a es ∨-irreducible. Finalmente, como P es filtro [a) ⊆ P , por otro lado, si x ∈ P , entonces

a ≤ x por definición de a y x ∈ [a). Por lo tanto P = [a).

Observación 2.37. El resultado anterior permite definir una correspondencia biuńıvoca para cada L, ret́ıculo

distributivo finito,

θL : Irr(L) → {P ⊂ L |P es filtro primo de L} : a 7→ [a).

El Teorema del Filtro Primo resulta una herramienta indispensable en la comprobaciones que se harán más

adelante.

Teorema 2.38. [4]. Sea L un ret́ıculo distributivo, F ⊂ L un filtro y I ⊂ L un ideal, si F ∩ I = ∅ entonces

existe un filtro primo P de L que contiene a F tal que P ∩ I = ∅.

Definición 2.39. Sea L un ret́ıculo distributivo acotado. Un cuantificador en L es una operación unaria (o

de aridad 1) ▽ tal que (L,∨,∧,▽, 0, 1) satisface las identidades:

▽0 ≈ 0.

x ∧ ▽x ≈ x.

▽(x ∧ ▽y) ≈ ▽x ∧ ▽y.

▽(x ∨ y) ≈ ▽x ∨ ▽y.

Bajo esas condiciones se dice que (L,∨,∧,▽, 0, 1) es un Q-ret́ıculo distributivo. Si además L es álgebra

Booleana, entonces (L,∨,∧,′ ,▽, 0, 1) es llamada álgebra Booleana monádica.

Observación 2.40. Como consecuencia del Teorema de Birkhoff todas las clases de ret́ıculos previamente

definidas forman variedades. En particular, la clase de Q-ret́ıculos distributivos es una variedad.
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Ejemplo 2.41. Si L ret́ıculo acotado, existen dos cuantificadores especiales que se pueden definir en L:

Cuantificador Discreto: Dado por la formula ▽a = a para todo a ∈ L.

Cuantificador Simple: Si a = 0, entonces ▽a = 0, en otro caso ▽a = 1.

Nota 2.42. Si (L,∨,∧,▽, 0, 1) es un Q-ret́ıculo distributivo, en los casos en que no haya ambigüedad sobre

cuáles son las operaciones se denotara al álgebra simplemente con L o con (L,▽) cuando se quiera especificar

el cuantificador.

En este punto se revisan algunas propiedades de los cuantificadores que serán de utilidad más adelante.

Proposición 2.43. Sea (L,▽) un Q-ret́ıculo distributivo. Considere la función ▽ : L→ L : a 7→ ▽a y llame

▽(L) a la imagen de ▽, entonces:

1. Para todo b ∈ ▽(L), b = ▽b.

2. ▽(L) es subuniverso de L.

3. Si a ∈ A, b ∈ ▽(L), a ≤ b⇒ ▽a ≤ b.

Demostración. 1. Sea b ∈ ▽(L). Primero observe que b = ▽b∧ b. Por definición, existe a ∈ L tal que ▽a = b,

como resultado b = ▽b ∧ b = ▽(▽a) ∧ ▽a = ▽(▽a ∧ ▽a) = ▽(▽a) = ▽b.

2. Como ▽0 = 0 y ▽1 = 1 ∧ ▽1 = 1, se deduce que 0, 1 ∈ ▽(L). Sean a, b ∈ ▽(L), entonces ▽(a ∨ b) =

▽(a) ∨ ▽(b) = a ∨ b, es decir, a ∨ b ∈ ▽(L). Por otro lado, ▽(a ∧ ▽b) = ▽a ∧ ▽b = a ∧ b, luego a ∧ b ∈ ▽(L).

Por último, es claro que ▽a ∈ ▽(L).

3. Suponga que a ≤ b. Se tiene que ▽a∧b = ▽a∧▽b = ▽(a∧▽b) = ▽(a∧b) = ▽(a). En resumen ▽a ≤ b.

Definición 2.44. Sean L1, L2 dos ret́ıculos distributivos acotados. Un homomorfismo entre ellos es una

función h : L1 → L2 tal que para todo par de elementos a, b ∈ L:

h(a ∧ b) = h(a) ∧ h(b) y h(a ∨ b) = h(a) ∨ h(b).

h(0) = 0 y h(1) = 1.

Si además L1 y L2 están dotados de cuantificadores ▽1, ▽2 respectivamente, decimos que h es homomorfismo

entre Q-ret́ıculos distributivos si también se cumple:

h(▽1a) = ▽2h(a).

2.3. Topoloǵıa y Orden

A continuación se encuentran las definiciones que describen a los objetos duales de los ret́ıculos distributivos

acotados y algunos resultados relevantes.

Definición 2.45. Sea (X,≤) un poset, y D ⊆ X. D es un conjunto creciente (decreciente) si para cada

x ∈ D, x ≤ y (y ≤ x) implica y ∈ D.
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Definición 2.46. Sea (X,≤) es un conjunto parcialmente ordenado. Se define la relación ≤∗ sobre X de

este modo; para todo x, y ∈ X, x ≤∗ y ⇐⇒ y ≤ x. (X,≤∗) resulta ser un poset y a ≤∗ se le llama orden

dual de ≤.

Definición 2.47. Sean (X1,≤1) y (X2,≤2) posets y f : X1 → X2. Se dice que f es una inmersión de orden

si a ≤1 b ⇐⇒ f(a) ≤2 f(b). Además, una inmersión de orden sobreyectiva f se denomina isomorfismo de

orden.

Definición 2.48. Un espacio topológico ordenado es una tripla (X, τ,≤) tal que (X, τ) es un espacio to-

pológico y (X,≤) es un poset. Se dice que (X, τ,≤) es totalmente orden-disconexo si dados x, y ∈ X tales

que x ̸≤ y existe U ∈ τ clopen (abierto y cerrado a la vez) creciente tal que x ∈ U pero y ̸∈ U . Un espacio

de Priestley es un espacio topológico ordenado totalmente orden-disconexo y compacto.

Nota 2.49. De ahora en adelante nos referimos a un espacio de Priestley (X, τ,≤) simplemente por X siempre

que no haya duda sobre cuales son el orden y la topoloǵıa del espacio.

Definición 2.50. Un espacio de Stone es un espacio topológico (X, τ) Hausdorff, compacto y totalmente

disconexo.

Proposición 2.51. Si (X, τ,≤) es un espacio de Priestley, entonces (X, τ) es Hausdorff y totalmente dis-

conexo.

Demostración. Sean x, y ∈ X tales que x ̸= y. Sin pérdida de generalidad suponga que x ̸≤ y. Como (X, τ,≤)

es totalmente orden-disconexo, existen U ∈ τ clopen creciente tal que x ∈ U pero y ̸∈ U . Por consiguiente

y ∈ X \U abierto y U ∩ (X \U) = ∅. Además, para cualquier A ⊆ X tal que x, y ∈ A, A∩U y A∩ (X \U)

conforman una disconexión de A. Por lo tanto las componentes conexas de X son singletons. Todo lo anterior

garantiza que (X, τ) es Hausdorff y totalmente disconexo.

Observación 2.52. Un espacio de Priestley donde x ≤ y si y solo si x = y, no es más que un espacio de Stone

y si un espacio de Priestley es finito, por ser Hausdorff su topoloǵıa necesariamente es la discreta.

Definición 2.53. Sea {(Xi, τi) | i ∈ I} una familia de espacios topológicos. Su suma topológica es el espacio

topológico (
∐

i∈I Xi, τ), donde
∐

i∈I Xi :=
⋃

i∈I {(x, i) |x ∈ Xi} es la unión disjunta de conjuntos y τ es la

topoloǵıa más fina sobre
∐

i∈I Xi que hace continuas a las funciones µi : Xi →
∐

i∈I Xi : x 7→ (x, i).

Observación 2.54. Se puede expresar expĺıcitamente al τ de la definición anterior de la siguiente forma

τ = {A ⊆
∐
i∈I

Xi |µ−1
i (A) ∈ τi, i ∈ I} = {A ⊆

∐
i∈I

Xi |A =
⋃
i∈I

(Ai × {i}) donde Ai ∈ τi, i ∈ I}.

El Teorema de la Subbase de Alexander es útil para comprobar la dualidad de Priestley.

Teorema 2.55. (Alexander). Sea (X, τ) un espacio topológico con subbase B. Si para cada cubrimiento

abierto D = {Bi | i ∈ I} de X por elementos de B existe un subcubrimiento finito {Bi1 , Bi2 , . . . , Bin},
entonces X es compacto.

Demostración. Suponga buscando una contradicción que X no es compacto. Considere la familia

{A |A es un cubrimiento abierto de X que no tiene un subcubrimiento finito}.
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Esta familia es no vaćıa y está ordenada por la inclusión, además cada cadena tiene una cota superior

(la unión de todos los cubrimientos en la cadena). Usando Lema de Zorn se puede concluir que existe un

cubrimiento abierto maximal C en la familia. Considere la colección C ∩ B, note que esta colección no puede

ser un cubrimiento abierto de X pues por la hipótesis del teorema seŕıa posible hallar un subcubrimiento

finito de X contenido en C. Sea x ∈ X \ (
⋃

C ∩ B). Ya que C es un cubrimiento abierto de X, existe A ∈ C
tal que x ∈ A y como B es subbase, existen {B1, . . . , Bn} ⊆ B tales que x ∈

⋂n
i=1Bi ⊆ A. Si Bi ∈ C para

algún 1 ≤ i ≤ n, se tendŕıa que Bi ∈ C ∩ B y x ∈
⋃
C ∩ B, lo cuál es falso. De aqúı que Bi ̸∈ C para todo

i ∈ {1, . . . n}. Ahora considere los cubrimientos abiertos C ∪ {Bi} para cada 1 ≤ i ≤ n. Por maximalidad

de C existen {Ci
1, . . . , C

i
ki
} ∪ {Bi} ⊂ C ∪ {Bi} subcubrimientos finitos para cada i ∈ {1, . . . , n}. A partir

de estos subcubrimientos se construye el cubrimiento finito (
⋃n

i=1{Ci
1, . . . , C

i
ki
}) ∪ {

⋂n
i=1Bi} y usando que⋂n

i=1Bi ⊆ A se obtiene que (
⋃n

i=1{Ci
1, . . . , C

i
ki
}) ∪ {A} ⊂ C es un subcubrimiento finito lo cuál es una

contradicción. Se concluye que X es compacto.

2.4. Categoŕıas

La dualidad es un concepto que se expresa a través de la Teoŕıa de Categoŕıas. En este espacio se expondrán

algunos conceptos básicos de esa teoŕıa y ejemplos con espacios de Priestley y clases de álgebras.

Definición 2.56. Una categoŕıa C esta conformada por una clase Obj(C ), conjuntos HomC (X,Y ) para

cada par de elementos X,Y ∈ Obj(C ) disjuntos dos a dos, y una ley de composición parcialmente definida.

A la clase Obj(C ) se le denomina como los objetos de la categoŕıa y HomC (X,Y ) es llamado el conjunto de

los morfismos del objeto X en el objeto Y .

La ley de composición es tal que para cualesquiera X,Y, Z,W ∈ Obj(C )

1. Si f ∈ HomC (X,Y ) y g ∈ HomC (Y,Z) entonces g ◦ f ∈ HomC (X,Z).

2. Existe iX ∈ HomC (X,X) tal que si f ∈ HomC (X,Y ) entonces f ◦ iX = f y si g ∈ HomC (Z,X)

entonces iX ◦ g = g.

3. Si f ∈ HomC (X,Y ), g ∈ HomC (Y,Z) y h ∈ HomC (Z,W ), entonces (f ◦ g) ◦ h = f ◦ (g ◦ h).

Ejemplo 2.57. Se denota con L a la categoŕıa de los ret́ıculos distributivos acotados y sus homomorfismos

y con T a la categoŕıa de los espacios de Priestley y las funciones continuas que preservan el orden.

Dada una categoŕıa C se puede construir su categoŕıa opuesta C op tomando los mismos objetos de C pero

reversando la dirección de los morfismos, es decir, si f ∈ HomC (X,Y ), entonces se asocia biuńıvocamente

el morfismo fop ∈ HomC op(Y,X). En esta categoŕıa la composición de morfismos viene dada por la fórmula

fop ◦ gop = (g ◦ f)op.

Definición 2.58. Sean C y D dos categoŕıas. Una función F de C en D es un funtor (covariante) si env́ıa

objetos de C en objetos de D y morfismos de C en morfismos de D . Además para X,Y ∈ Obj(C ), si

f ∈ HomC (X,Y ), entonces F(f) ∈ HomD(F(X),F(Y )). Por último se pide que F respete composición de

morfismos e identidades. Gráficamente esto se representa por
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F(X)

X F(Y ) F(Z)

Y Z

F(g)◦F(f)F(f)

f g◦f
F(g)

g

Por otro lado, se dice que F es un funtor contravariante si se satisfacen las condiciones anteriores con la

diferencia que para f ∈ HomC (X,Y ), se tiene que F(f) ∈ HomD(F(Y ),F(X)). En este caso F(g ◦ f) =
F(f) ◦ F(g). También se puede ver a F como un funtor covariante de la categoŕıa C op y a la categoŕıa D , o

equivalentemente un funtor de C en Dop.

Sea F : C → D un funtor. Si para cualquier parX,Y ∈ Obj(C ) la funciónHomC (X,Y ) → HomD(F(X),F(Y ))

definida por el funtor resulta inyectiva (sobreyectiva) entonces a F se le conoce como un funtor fiel (pleno).

Ejemplo 2.59. Para cada categoŕıa C se define el funtor identidad IdC : C → C , que env́ıa a los objetos

y a los morfismos en śı mismos.

Observación 2.60. Es posible componer funtores. Si F : C → D y G : D → E , se define F ◦G : C → E como

el funtor que a cada objeto X ∈ Obj(C ) lo env́ıa en F ◦ G(X) := F(G(X)) ∈ Obj(E ) y a cada morfismo

f ∈ HomC (X,Y ) lo env́ıa en F ◦ G(f) := F(G(f)) ∈ HomE (F(G(X)),F(G(Y ))). Se usará la notación

FG(X) o FG(f) para disminuir el uso de paréntesis cuando se haga composición de funtores. Note que la

composición de dos funtores contravariantes resulta ser un funtor covariante.

Definición 2.61. Se dice que S es una subcategoŕıa de una categoŕıa C si S es a su vez una categoŕıa y

los objetos y morfismos de S se encuentran entre los objetos y morfismos de C respectivamente. En este

caso se puede definir un funtor inclusión I : S → C que env́ıa objetos y morfismos en śı mismos. Si el funtor

inclusión es pleno, a la subcategoŕıa se le llama plena.

Definición 2.62. Sean C una categoŕıa,X,Y ∈ Obj(C ) y f ∈ HomC (X,Y ). Se dice que f es un isomorfismo

si existe f−1 ∈ HomC (Y,X) tal que f ◦f−1 = iY , f
−1 ◦f = iX . En ese caso se dice que X y Y son isomorfos

y se denota con X ∼= Y .

Observación 2.63. Si f es un isomorfismo de C , f−1 es único. Adicionalmente, si F : C → D es un funtor,

entonces F(f) es un isomorfismo de D y F(f−1) = F(f)−1. Aún más, si f, g son isomorfismos y f ◦ g está

definida, entonces f ◦ g es isomorfismo y (f ◦ g)−1 = g−1 ◦ f−1.

Ejemplo 2.64. Si C es una categoŕıa cuyos objetos son una clase de álgebras del mismo tipo y sus mor-

fismos son todos los homomorfismos entre las álgebras de la clase, entonces los isomorfismos de la categoŕıa

corresponden a los homomorfismos biyectivos. Para la categoŕıa T de los espacios de Priestley, la noción de

isomorfismo coincide con la de homeomorfismo e isomorfismo de orden.

Definición 2.65. Sean C , D un par de categoŕıas y F ,G : C → D funtores. Se dice que α : F→̇G
es una transformación natural si α = (αZ)Z∈Obj(C ) con αZ ∈ HomD(F(Z),G(Z)) y para cualesquiera

X,Y ∈ Obj(C ), f ∈ HomC (X,Y ) el siguiente diagrama conmuta:

F(X) G(X)

F(Y ) G(Y )

αX

F(f) G(f)

αY



2.4 Categoŕıas 15

es decir, G(f) ◦ αX = αY ◦ F(f). En caso que cada αZ sea un isomorfismo en la categoŕıa D , se dice que α

es un isomorfismo natural y se denota α : F ∼= G.

Observación 2.66. Es posible componer transformaciones naturales. Si F ,G,H : C → D son funtores y

α : F→̇G, β : G→̇H son transformaciones naturales, entonces β ◦ α : F→̇H es la transformación natural

determinada por las componentes (βZ ◦ αZ)Z∈Obj(C ). La conmutatividad del diagrama correspondiente se

sigue inmediatamente de la conmutatividad de los rectángulos que lo componen. Además, composición de

isomorfismos naturales resulta nuevamente un isomorfismo natural. También se puede mostrar que si α es

un isomorfismo natural, entonces α−1 := (α−1
Z )Z∈Obj(C ) es a su vez un isomorfismo natural.

Definición 2.67. Sean C D
F

G
un par de funtores (contravariantes). Se dice que C ,D son categoŕıas

(dualmente) equivalentes si existen isomorfismos naturales F ◦ G ∼= IdD , IdC
∼= G ◦ F .

Observación 2.68. Si C D
F

G
, ϵ : F ◦ G ∼= IdD , η : IdC

∼= G ◦ F es una equivalencia de categoŕıas,

inmediatamente D C
G

F
con los isomorfismos naturales η−1 : G ◦F ∼= IdC , ϵ−1 : IdD

∼= F ◦G también

es una equivalencia de categoŕıas.

Teorema 2.69. Si C D
F

G
es una equivalencia de categoŕıas, entonces los funtores F y G son fieles

y plenos.

Demostración. Sean X,Y ∈ Obj(C ) y considere f1, f2 ∈ HomC (X,Y ). Llame η al isomorfismo natural entre

IdC y G ◦F . Suponga que F(f1) = F(f2), entonces GF(f1) = GF(f2). Por hipótesis los siguientes diagramas

conmutan:

X GF(X) X GF(X)

Y GF(Y ) Y GF(Y )

ηX

f1 GF(f1) f2

ηX

GF(f2)

ηY ηY

Por lo tanto

f1 = η−1
Y ◦ GF(f1) ◦ ηX = η−1

Y ◦ GF(f2) ◦ ηX = f2.

Se concluye que F es fiel. De manera similar se puede probar que G es fiel. Para mostrar que F es pleno

considere g ∈ HomD(F(X),F(Y )), entonces G(g) ∈ HomC (GF(X),GF(Y )) y se puede construir el siguiente

diagrama

X GF(X)

Y GF(Y )

ηX

f G(g)

ηY

donde f ∈ HomC (X,Y ). Para que el diagrama conmute es necesario que f = η−1
Y ◦ G(g) ◦ ηX , por lo tanto

se define a f de esa forma. Note que GF(f) = GF(ηY )
−1 ◦GFG(g)◦GF(ηX). Se puede extender el diagrama

anterior aplicando el funtor G ◦ F al morfismo G(g) y usando nuevamente el isomorfismo natural

X GF(X) GFGF(X)

Y GF(Y ) GFGF(Y )

ηX

f G(g)

ηGF(X)

GFG(g)

ηY ηGF(Y )
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La conmutatividad del rectángulo derecho implica que G(g) = η−1
GF(Y ) ◦ GFG(g) ◦ ηGF(X). Ahora observe la

siguiente propiedad; si Z ∈ Ob(C ), haciendo uso una vez más del isomorfismo natural se puede concluir que

el siguiente diagrama conmuta:

Z GF(Z)

GF(Z) GFGF(Z)

ηZ

ηZ GF(ηZ)

ηGF(Z)

De esto se deduce que GF(ηZ) = ηGF(Z) para cualquier Z ∈ Obj(C ). Con todo lo anterior se concluye que

GF(f) = GF(ηY )
−1 ◦ GFG(g) ◦ GF(ηX) = η−1

GF(Y ) ◦ GFG(g) ◦ ηGF(X) = G(g).

De aqúı se llega a F(f) = g, pues G es un funtor fiel. Por consiguiente F es un funtor pleno. De manera

similar se prueba que G es pleno.

Definición 2.70. Sea {Xi | i ∈ I} una familia de objetos de una categoŕıa C . Se dice que
∏

i∈I Xi ∈ Obj(C )

equipado con morfismos {πi | i ∈ I}, donde πi ∈ HomC (
∏

i∈I Xi, Xi) es el producto de la familia si para todo

Y ∈ Obj(C ) y morfismos {gi | i ∈ I} con gi ∈ HomC (Y,Xi) existe un único morfismo h ∈ HomC (Y,
∏

i∈I Xi)

tal que para cualquier i ∈ I el siguiente diagrama conmuta:

Y

∏
i∈I

Xi Xi

gih

πi

Ejemplo 2.71. Sea C una categoŕıa cuyos objetos son las álgebras de una variedad V y sus morfismos son

los homomorfismos entre dichas álgebras. El producto en el sentido de Teoŕıa de Categoŕıas de la familia

{Ai | i ∈ I} coincide con la noción de producto directo como ha sido definida en Álgebra Universal. En

efecto, considere las funciones

πi :
∏
i∈I

Ai → Ai : (ai)i∈I 7→ ai.

Para probar que πi es un homomorfismo de álgebras tome f ∈ F de aridad n, (ai1)i∈I , . . . , (a
i
n)i∈I ∈

∏
i∈I

Ai y

llame B =
∏
i∈I

Ai, entonces

πi(f
B((ai1)i∈I , . . . , (a

i
n)i∈I)) = πi((f

Ai(ai1, . . . , a
i
n))i∈I)

= fAi(ai1, . . . , a
i
n)

= fAi(πi((a
i
1)i∈I), . . . , πi((a

i
n)i∈I)).

Ahora, si C ∈ V y {gi : C → Ai | i ∈ I} es una familia de homomorfismos se define

h : C →
∏
i∈I

Ai : a 7→ (gi(a))i∈I .
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Nuevamente tome f ∈ F de aridad n y a1, . . . , an ∈ C, de esta forma

h(fC(a1, . . . , an)) = (gi(f
C(a1, . . . , an)))i∈I

= (fAi(gi(a1), . . . , gi(an)))i∈I

= fB((gi(a1))i∈I , . . . , (gi(an))i∈I)

= fB(h(a1), . . . , h(an)).

Por lo tanto h también es homomorfismo de álgebras y se sigue de su definición que gi = πi ◦ h para todo

i ∈ I. Observe que h es el único homomorfismo con esta propiedad.

Lema 2.72. Sea C una categoŕıa y {Xi | i ∈ I} una familia de objetos en ella. Si existe el producto de la

familia entonces este es único salvo isomorfismos.

Demostración. Suponga que
∏

i∈I Xi equipado con morfismos adecuados {πi | i ∈ I} es un producto de la

familia {Xi | i ∈ I}. Si existe otro P ∈ Obj(C ) con morfismos {π′
i | i ∈ I} donde π′

i ∈ HomC (P,Xi) que

también satisface las condiciones para ser producto, es posible construir el siguiente diagrama:

P

∏
i∈I

Xi Xi

P

π′
ih

h′

πi

π′
i

donde h y h′ son los únicos morfismos con la propiedad π′
i = πi ◦ h y πi = π′

i ◦ h′ respectivamente. Note que

π′
i = π′

i ◦ (h′ ◦ h) = π′
i ◦ iP , entonces el siguiente diagrama conmuta para ambos morfismos:

P

P Xi

π′
i

iPh′◦h

π′
i

Por hipótesis P es producto, por lo tanto h′ ◦ h = iP . De forma similar se muestra que h ◦ h′ = i∏
i∈I Xi

y

con esto se asegura que P y
∏

i∈I Xi son isomorfos.

Teorema 2.73. Sea C D
F

G
una equivalencia de categoŕıas donde η : IdC

∼= G ◦ F , ϵ : F ◦ G ∼= IdD

son los isomorfismos naturales asociados. Si {Zi | i ∈ I} es una familia de objetos en D y
∏

i∈I Zi equipado

con los morfismos {πi | i ∈ I} donde πi ∈ HomD(
∏

ı∈I Zi, Zi) es el producto de la familia, entonces

G

∏
i∈I

Zi

 ∼=
∏
i∈I

G(Zi).

Demostración. Para simplificar un poco la notación llame P =
∏

i∈I Zi ∈ Obj(D). La idea es mostrar

que G(P ) equipado con los morfismos {G(πi) | i ∈ I} donde G(πi) ∈ HomC (G(P ),G(Zi)) es producto de la

familia {G(Zi) | i ∈ I} para luego utilizar la unicidad del producto. Sean Y ∈ Obj(C ) y {gi | i ∈ I} donde

gi ∈ HomC (Y,G(Zi)). Note que {η−1
Zi

◦F(gi) | i ∈ I} es una familia de morfismos que van respectivamente de
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F(Y ) a Zi. Por la definición del producto existe un único d ∈ HomD(F(Y ), P ) tal que η−1
Zi

◦ F(gi) = πi ◦ d,
es decir, F(gi) = ηZi ◦ πi ◦ d para cada i ∈ I. El siguiente diagrama describe la situación:

F(Y )

FG(P ) FG(Zi)

P Zi

d

ηP ◦d

F(gi)

FG(πi)

η−1
Zi

πi

ηP

Como F es un funtor fiel y pleno, existe un único h ∈ HomC (Y,G(P )) tal que F(h) = ηP ◦ d. Por hipótesis
η es transformación natural y por ende FG(πi) ◦ ηp = ηZi

◦ πi, entonces

F(G(πi) ◦ h) = FG(πi) ◦ F(h)

= FG(πi) ◦ ηP ◦ d

= ηZi ◦ πi ◦ d

= F(gi).

Nuevamente, como F es un funtor fiel, gi = G(πi) ◦h para todo i ∈ I. Para verificar que h es único para esta

propiedad considere h′ tal que gi = G(πi) ◦ h′, aśı

F(gi) = FG(πi) ◦ F(h′) ⇒ η−1
Zi

◦ F(gi) = η−1
Zi

◦ FG(πi) ◦ F(h′)

⇒ πi ◦ d = πi ◦ η−1
P ◦ F(h′)

⇒ d = η−1
P ◦ F(h′)

⇒ ηP ◦ d = F(h′)

⇒ F(h) = F(h′)

⇒ h = h′.

Observe que en la tercera implicación se hace uso de la unicidad de d.

Definición 2.74. Sea {Xi | i ∈ I} una familia de objetos de una categoŕıa C . Se dice que
∐

i∈I Xi ∈ Obj(C )

equipado con morfismos {µi | i ∈ I}, donde µi ∈ HomC (Xi,
∐

i∈I Xi) es el coproducto de la familia, si
∐

i∈I Xi

y {µop
i | i ∈ I} forman el producto para {Xi | i ∈ I} en la categoŕıa C op. Es decir, si para todo Y ∈ Obj(C ) y

morfismos {fi | i ∈ I} con fi ∈ HomC (Xi, Y ) existe un único morfismo d ∈ HomC (
∐

i∈I Xi, Y ) tal que para

cualquier i ∈ I el siguiente diagrama conmuta:

Y

∐
i∈I

Xi Xi

d
fi

µi

Ejemplo 2.75. Sea {(Xi, τi,≤i) | 1 ≤ i ≤ n} una familia finita de objetos en T la categoŕıa de los espacios

de Priestley y las funciones continuas que preservan el orden. Considere la suma topológica (
∐n

i=1Xi, τ) de
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la familia {(Xi, τi) | 1 ≤ i ≤ n}. Se define un relación de orden sobre
∐n

i=1Xi de la siguiente forma

(x, i) ≤ (y, j) ⇐⇒ i = j y x ≤i y.

Con estas definiciones se va a mostrar que (
∐n

i=1Xi, τ,≤) equipado con los morfismos µi : Xi →
∐n

i=1Xi :

x 7→ (x, i) es el coproducto de la familia. Lo primero sera verificar que
∐n

i=1Xi ∈ Obj(T ); para eso tome

(x, i), (y, j) ∈
∐n

i=1Xi tales que (x, i) ̸≤ (y, j), por definición i ̸= j ó i = j pero x ̸≤i y. En el primer caso

considere el abierto Xi × {i} ∈ τ y note que se trata de un clopen creciente tal que (x, i) ∈ Xi × {i} pero

(y, j) ̸∈ Xi × {i}. En el otro caso, como Xi es espacio de Priestley, existe Ui ∈ τi clopen creciente tal que

x ∈ Ui pero y ̸∈ Ui. De esta forma se puede comprobar que Ui × {i} ∈ τ es clopen creciente y claramente

(x, i) ∈ Ui × {i} pero (y, j) ̸∈ Ui × {i}. Ahora, considere {Bj | j ∈ J} un cubrimiento abierto de
∐n

i=1Xi.

Como {µ−1
i (Bj) | j ∈ J} es un cubrimiento abierto de Xi y Xi es compacto, existe un subcubrimiento finito

{µ−1
i (Bi1), . . . , µ

−1
i (Biki

)} de Xi donde {i1, . . . , iki
} ⊆ J . Se sigue que Xi ×{i} ⊆ Bi1 ∪ · · · ∪Biki

para cada

1 ≤ i ≤ n, entonces
⋃n

i=1 {Bi1 . . . Biki
} ⊆ {Bj | j ∈ J} es un subcubrimiento finito de

∐n
i=1Xi. Lo anterior

confirma que
∐n

i=1Xi es un espacio de Priestley. Por definición cada µi es una función continua, además si

x, y ∈ Xi y x ≤i y, entonces µi(x) = (x, i) ≤ (y, i) = µi(y), lo que quiere decir que µi preserva el orden.

Sean (Y, τY ,≤Y ) espacio de Priestley y {fi : Xi → Y | 1 ≤ i ≤ n} funciones continuas que preservan el orden.

Defina d :
∐n

i=1Xi → Y : (x, i) 7→ fi(x). Claramente fi = d ◦ µi, además (x, i) ≤ (y, i) implica x ≤i y y aśı

fi(x) ≤Y fi(y). Si A ∈ τY , entonces

d−1(A) = {(x, i) ∈
n∐

i=1

Xi | fi(x) ∈ A} = {(x, i) ∈
n∐

i=1

Xi |x ∈ f−1
i (A)} =

n⋃
i=1

(f−1
i (A)× {i})

de aqúı que d−1(A) ∈ τ , es decir, d es continua. Por definición d es la única función que satisface fi = d ◦ µi

para cada 1 ≤ i ≤ n. Finalmente se ha comprobado que
∐n

i=1Xi es el coproducto de la familia {Xi | 1 ≤ i ≤
n} en la categoŕıa T .
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3. Dualidad

En la década de los treintas Stone [23] desarrolla uno de los primeros ejemplos no triviales de equivalencia

entre categoŕıas al establecer una correspondencia entre álgebras de Boole y ciertos espacios topológicos que

en adelante recibiŕıan el nombre de espacios de Stone. A un álgebra Booleana se le asignaba el espacio de los

homomorfismos del álgebra en 2, mientras que a un espacio de Stone le correspond́ıa el subret́ıculo de clopens

de su conjunto de partes. Esta primera equivalencia abrió las puertas a un gran número de generalizaciones

que se expresan a través de dualidades entre categoŕıas de estructuras algebraicas y categoŕıas de espacios

topológicos. En esta sección se expondrán tres dualidades diferentes cada una construida a partir de la

anterior.

3.1. Dualidad de Priestley

Para el caso de los ret́ıculos distributivos acotados, Stone [24] construye una dualidad por medio de los

llamados espacios bitopológicos (espacios dotados de dos topoloǵıas). Priestley [21] muestra que es posible

obtener una dualidad para ret́ıculos distributivos acotados análoga a la establecida por Stone para las

álgebras de Boole por medio de espacios topológicos ordenados, en particular, Priestley muestra que L y T

son categoŕıas dualmente equivalentes por medio de los siguientes funtores contravariantes:

X : L → T

D : T → L

Estos funtores están definidos en objetos de la siguiente forma. Para (L,∨,∧, 0, 1) ∈ Obj(L ),

X (L) := ({P ⊂ L |P es filtro primo}, τL,⊆).

El orden ⊆ es la inclusión entre conjuntos y la topoloǵıa τL es la generada por la subbase dada por los

conjuntos {Xa | a ∈ L} ∪ {X (L) \ Xa | a ∈ L}, donde Xa := {P ∈ X (L) | a ∈ P}. Por otro lado, si (X, τ,≤) ∈
Obj(T ), entonces

D(X) := ({U ⊆ X |U es clopen creciente},∪,∩, ∅, X)

donde ∪,∩ son respectivamente unión e intersección usuales entre conjuntos. De esta forma D(X) es un

ret́ıculo distributivo acotado para el cuál 0 = ∅ y 1 = X. Si f ∈ HomT ((X1, τ1,≤1), (X2, τ2,≤2)), para

U2 ∈ D(X2) se define D(f)(U2) := f−1(U2) y se obtiene el morfismo

T L

X1 D(X1)

X2 D(X2)

D

f D(f)

Similarmente, si h ∈ HomL (L1, L2)
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L T

L1 X (L1)

L2 X (L2)

X

h X (h)

donde X (h)(P2) := h−1(P2), para P2 ∈ X (L2).

Para verificar que los funtores X y D están bien definidos, se comienza por mostrar que X (L) y D(X) son

un espacio de Priestley y un ret́ıculo distributivo acotado respectivamente.

Nota 3.1. En adelante se denotará con X ′
a al conjunto X (L) \ Xa.

Proposición 3.2. Si L ∈ Obj(L ), entonces X (L) ∈ Obj(T ).

Demostración. Sea (L,∨,∧, 0, 1) ∈ Obj(L ). Claramente X (L) definido como antes es un espacio topológico

ordenado. Ahora se comprueba que X (L) es compacto por medio del Teorema de Alexander. Sea C = {Xa | a ∈
A0} ∪ {X ′

b | b ∈ A1} un cubrimiento de X (L) por elementos de la subbase donde A0, A1 ⊆ L. Considere el

ideal (A0] y el filtro [A1). Suponga que (A0] ∩ [A1) = ∅, se sigue del Teorema 2.38 que existe P ∈ X (L) tal

que (A0] ∩ P = ∅ y [A1) ⊆ P . Necesariamente A0 ∪ A1 ̸= ∅. Si a ∈ A0, entonces a ̸∈ P , es decir, P ̸∈ Xa.

Por otro lado, si b ∈ A1, entonces b ∈ P y P ̸∈ X ′
b, por lo tanto C no es un cubrimiento de X (L) pues P

no hace parte de ningún conjunto de la familia C, una contradicción. A partir de esto se concluye que existe

x ∈ (A0] ∩ [A1), luego

b1 ∧ · · · ∧ bm ≤ x ≤ a1 ∨ · · · ∨ an

para algunos a1, . . . , an ∈ A0 y b1, . . . bm ∈ A1 en el caso en que A0 y A1 sean diferentes de vaćıo.

Afirmación: X (L) = Xa1
∪ · · · ∪ Xan

∪ X ′
b1

∪ · · · ∪ X ′
bm

.

Es claro que Xa1
∪ · · · ∪ Xan

∪ X ′
b1

∪ · · · ∪ X ′
bm

⊆ X (L). Para la otra contenencia, suponga buscando una

contradicción que existe P ∈ X (L) tal que P ̸∈ Xa1
∪ · · · ∪ Xan

∪ X ′
b1

∪ · · · ∪ X ′
bm

. Por ende, a1, . . . , an ̸∈ P

y b1, . . . , bm ∈ P . Ya que P es un filtro primo, se sigue que a1 ∨ · · · ∨ an ̸∈ P y b1 ∧ · · · ∧ bm ∈ P , lo cual es

imposible pues P es un conjunto creciente. Por lo tanto la afirmación resulta verdadera.

Si A0 = ∅, entonces (A0] = {0}, por tal razón x = 0 y b1 ∧ · · · ∧ bm = 0. En este caso se tiene que

X (L) = X ′
b1

∪ · · · ∪ X ′
bm

: al igual que antes, suponga buscando una contradicción que existe P ∈ X (L) tal

que P ̸∈ X ′
b1

∪ · · · ∪ X ′
bm

. Entonces b1, . . . , bm ∈ P y 0 = b1 ∧ · · · ∧ bm ∈ P , lo cual contradice que P ̸= L.

Como consecuencia X (L) ⊆ X ′
b1
∪ · · · ∪X ′

bm
. La otra contenencia es directa y se obtiene la igualdad buscada.

De manera similar se muestra que si A1 = ∅, entonces X (L) = Xa1 ∪ · · · ∪ Xan .

En los tres casos se llega a que C tiene un subcubrimiento finito. Por el Teorema 2.55 se concluye que X (L)

es compacto. Para continuar se verifica que X (L) es totalmente orden-disconexo. Para eso tome P,Q ∈ X (L)

tales que P ̸⊆ Q, por lo cual existe a ∈ P \ Q. Note que P ∈ Xa y Q ̸∈ Xa. Por definición de τL, Xa es

clopen. Para probar que Xa es creciente, suponga que P1 ∈ Xa y P1 ⊆ Q1, en consecuencia a ∈ Q1 y esto
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significa que Q1 ∈ Xa. Se concluye que Xa es clopen creciente y X (L) es totalmente orden-disconexo, pero

como ya se probó que X (L) es compacto, se puede asegurar que X (L) es espacio de Priestley.

Proposición 3.3. Si X ∈ Obj(T ), entonces D(X) ∈ Obj(L ).

Demostración. Sea (X, τ,≤) ∈ Obj(T ). Considere el álgebra (P(X),∪,∩, ∅, X) de tipo (2, 2, 0, 0), donde

P(X) es el conjunto de partes de X. Claramente P(X) es un ret́ıculo distributivo acotado. Para comprobar

que D(X) ∈ Obj(L ) se muestra que D(X) es subálgebra de P(X). Sean U, V ∈ D(X), ya que U, V son

abiertos y cerrados entonces U ∪ V resulta simultáneamente abierto y cerrado, es decir, clopen. Además, si

y ∈ X es tal que x ≤ y para algún x ∈ U ∪ V , entonces x ∈ U o x ∈ V , en el primer caso y ∈ U y por

consiguiente y ∈ U ∪ V , para el otro caso y ∈ V y de igual forma y ∈ U ∪ V . Como resultado U ∪ V es

creciente y U ∪ V ∈ D(X). De manera similar se muestra que U ∩ V ∈ D(X). Por otra parte, es evidente

que ∅, X ∈ D(X). Aśı D(X) ≤ P(X) y D(X) satisface las mismas identidades que P(X). Esto implica que

D(X) es un ret́ıculo distributivo acotado.

En este punto se muestra que D(f) es homomorfismo de ret́ıculos acotados y que X (h) es una función

continua que preserva el orden.

Proposición 3.4. Si f ∈ HomT (X1, X2), entonces D(f) ∈ HomL (D(X2),D(X1)).

Demostración. Sea f ∈ HomT ((X1, τ1,≤1), (X2, τ2,≤2)). Para ver que D(f) está bien definida tome U2 ∈
D(X2). Dado que f es continua, D(f)(U2) = f−1(U2) es clopen. Sea y ∈ X1, tal que x ≤1 y para algún

x ∈ f−1(U2). Como f preserva el orden, f(x) ≤2 f(y), y debido a que U2 es creciente f(y) ∈ U2; esto implica

que y ∈ f−1(U2), es decir, D(f)(U2) ∈ D(X1). Si U2, V2 ∈ D(X2), entonces D(f)(U2 ∪ V2) = f−1(U2 ∪
V2) = f−1(U2) ∪ f−1(V2) = D(f)(U2) ∪ D(f)(V2). De forma similar D(f)(U2 ∩ V2) = D(f)(U2) ∩ D(f)(V2).

Adicionalmente D(f)(X2) = X1 y D(f)(∅) = ∅. Esto muestra que D(f) es homomorfismo de ret́ıculos

distributivos acotados.

Proposición 3.5. Si h ∈ HomL (L1, L2), entonces X (h) ∈ HomT (X (L2),X (L1)).

Demostración. Sea h ∈ HomL (L1, L2), X (h) definida como antes y P2 ∈ X (L2). Note que ∅ ≠ X (h)(P2) ⊊
L1 pues 1 ∈ P2 y 0 ̸∈ P2. Si x, y ∈ X (h)(P2), entonces h(x), h(y) ∈ P2 por definición y h(x∧y) = h(x)∧h(y) ∈
P2, pues P2 es filtro, es decir, x∧y ∈ X (h)(P2). Por otro lado, si x ∈ X (h)(P2) y x ≤ y para algún y ∈ L1, se

tiene que h(x) ≤ h(y), luego h(y) ∈ P2 ya que P2 es creciente, y esto implica que y ∈ X (h)(P2). Hasta aqúı

se ha mostrado que X (h)(P2) es un filtro de L1. Si x ∨ y ∈ X (h)(P2), entonces h(x ∨ y) = h(x) ∨ h(y) ∈ P2;

esto quiere decir h(x) ∈ P2 o h(y) ∈ P2 ya que P2 es filtro primo. Equivalentemente, x ∈ X (h)(P2) o

y ∈ X (h)(P2). En resumen, X (h)(P2) ∈ X (L1). Ahora, sean P2, Q2 ∈ X (L2) tales que P2 ⊆ Q2; claramen-

te h−1(P2) ⊆ h−1(Q2) y esto significa que X (h)(P2) ⊆ X (h)(Q2), de aqúı se sigue que X (h) preserva el orden.

Por último, hace falta verificar que X (h) es continua; para eso tome Xa ⊆ X (L1) elemento de la subbase de

la topoloǵıa τL1
. Considere el conjunto X (h)−1(Xa). Note que

P2 ∈ X (h)−1(Xa) ⇐⇒ X (h)(P2) ∈ Xa ⇐⇒ a ∈ X (h)(P2) ⇐⇒ h(a) ∈ P2 ⇐⇒ P2 ∈ Xh(a)

es decir, X (h)−1(Xa) = Xh(a) ∈ τL2 . Como la preimagen de un complemento es el complemento de la

preimagen, se deduce que X (h)−1(X ′
a) = X ′

h(a) ∈ τL2
. Debido a que cada abierto en τL1

es una unión



3.1 Dualidad de Priestley 23

arbitraria de intersecciones finitas de elementos de la forma Xa o X ′
a, se concluye que X (h) es continua y

por lo anterior X (h) es morfismo entre espacios de Priestley.

Observación 3.6. Sean L ∈ Obj(L ), X ∈ Obj(T ). Si iL : L → L es el homomorfismo identidad de L,

claramente por definición X (iL) = iX (L), además si iX : X → X es función identidad para el espacio

de Priestley X, nuevamente por definición D(iX) = iD(X). Por otro lado, si L,M,N ∈ Obj(L ), h ∈
HomL (L,M) y g ∈ HomL (M,N), se comprueba que D(g ◦ h) = D(h) ◦ D(g), en efecto, si U ∈ D(N),

entonces

x ∈ D(g ◦ h)(U) ⇐⇒ x ∈ (g ◦ h)−1(U) ⇐⇒ x ∈ h−1(g−1(U)) ⇐⇒ x ∈ D(h)(D(g)(U)),

esto es, D(g ◦ h)(U) = D(h)(D(g)(U)). Por lo tanto, D(g ◦ h) = D(h) ◦ D(g). Similarmente se comprueba

que el funtor X respeta composiciones.

Tal y como se buscaba, todo lo anterior verifica que X y D están bien definidos. Para continuar, Priestley

define los isomorfismos naturales η : IdL →̇D ◦ X y ϵ : IdT →̇X ◦ D. Si L ∈ Obj(L ), X ∈ Obj(T ) sus

componentes son respectivamente

ηL : L→ DX (L)

a 7→ Xa

isomorfismo de ret́ıculos, y

ϵX :X → XD(X)

x 7→ {U ∈ D(X) |x ∈ U}

homeomorfismo e isomorfismo de orden.

Proposición 3.7. Si L ∈ Obj(L ), entonces ηL es isomorfismo de ret́ıculos.

Demostración. En la demostración de la Proposición 3.2 se muestra que para a ∈ L, Xa ∈ DX (L). Sean

a, b ∈ L; entonces ηL(a ∨ b) = Xa∨b. Suponga que P ∈ Xa∨b, de manera que a ∨ b ∈ P y esto implica que

a ∈ P o b ∈ P , es decir, P ∈ Xa ∪ Xb. Rećıprocamente, si P ∈ Xa ∪ Xb, a ∈ P o b ∈ P y en ambos casos se

deduce que a ∨ b ∈ P pues P es creciente; luego P ∈ Xa∨b. A partir de lo anterior Xa∨b = Xa ∪ Xb, como

consecuencia ηL(a ∨ b) = ηL(a) ∪ ηL(b). Por definición ηL(a ∧ b) = Xa∧b. Sea P ∈ X (L), P ∈ Xa∧b implica

a ∧ b ∈ P , nuevamente como P es creciente a ∈ P y b ∈ P , esto es P ∈ Xa ∩ Xb. En la otra dirección, si

P ∈ Xa ∩ Xb, entonces a, b ∈ P y a ∧ b ∈ P por definición de filtro, de aqúı se tiene que P ∈ Xa∧b. En

resumen, Xa∧b = Xa ∩ Xb, es decir, ηL(a ∧ b) = ηL(a) ∩ ηL(b). Adicionalmente, ηL(0) = ∅ pues ningún filtro

primo de L tiene a 0 como elemento. Para cada P ∈ X (L), P es no vaćıo, luego existe x ∈ P , note que x ≤ 1

y como P es creciente 1 ∈ P o, P ∈ X1 = ηL(1). De esta forma ηL(1) = X (L).

Para ver que ηL es inyectiva suponga que a ̸= b, a, b ∈ L. Sin pérdida de generalidad, suponga que a ̸≤ b y

considere el ideal (b] y el filtro [a). Note que (b]∩ [a) = ∅, en efecto, si x ∈ (b]∩ [a), entonces a ≤ x ≤ b y por

transitividad a ≤ b, una contradicción. Por el Teorema 2.38 existe P ∈ X (L) tal que (b] ∩ P = ∅ y [a) ⊆ P ,
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luego P ̸∈ Xb y P ∈ Xa. Esto implica que Xa ̸= Xb y se deduce que ηL(a) ̸= ηL(b).

Para mostrar que ηL es sobreyectiva tome U ∈ DX (L) no vaćıo. Fije P ∈ U . Para cada Q ̸∈ U , existe aQ ∈
P\Q pues de lo contrario P ⊆ Q yQ ∈ U ya que U es creciente. Observe queQ ∈ X ′

aQ
y aśı C = {X ′

aQ
|Q ̸∈ U}

es un cubrimiento abierto de X (L)\U . Como U es clopen, X (L)\U es un subconjunto cerrado de un espacio

compacto y por consiguiente es también compacto. A partir de lo anterior, C tiene un subcubrimiento finito

{X ′
a1
, . . . ,X ′

an
}, es decir, X (L) \ U ⊆

⋃n
i=1 X ′

ai
y por leyes de De Morgan

⋂n
i=1 Xai

⊆ U . Por definición de

C se obtiene que a1, . . . , an ∈ P , luego a1 ∧ · · · ∧ an ∈ P y por tanto P ∈ Xa1∧···∧an
=

⋂n
i=1 Xai

⊆ U .

Llame aP = a1 ∧ · · · ∧ an; entonces U =
⋃

P∈U XaP
y {XaP

|P ∈ U} es un cubrimiento abierto de U . Como

U ⊆ X (L) es cerrado, U es compacto y aśı se garantiza que existe una familia finita {Xb1 , . . . ,Xbk} donde

cada bi es de la forma aP para algún P ∈ U , de tal manera que U =
⋃k

i=1 Xbi = Xb1∨···∨bk . En resumen,

ηL(b1 ∨ · · · ∨ bk) = U .

Proposición 3.8. Si X ∈ Obj(T ), entonces ϵX es homeomorfismo e isomorfismo de orden.

Demostración. Primero se verifica que ϵX está bien definida. Para eso hay que mostrar que dado x ∈ X,

ϵX(x) es un filtro primo de D(X). Note que X ∈ ϵX(x), aśı ∅ ≠ ϵX(x). Además ∅ ̸∈ ϵX(x), por lo tanto ϵX(x)

es un subconjunto propio de D(X). Si U, V ∈ ϵX(x), claramente U ∩ V ∈ ϵX(x). Si U ⊆ V , y U ∈ ϵX(x),

entonces x ∈ V , luego V ∈ ϵX(x). Finalmente, si U ∪ V ∈ ϵX(x), se tiene x ∈ U ∪ V y equivalentemente

U ∈ ϵX(x) o V ∈ ϵX(x). De aqúı que ϵX(x) ∈ XD(X).

Sean x, y ∈ X. Suponga que x ≤ y. Si U ∈ ϵX(x), entonces x ∈ U y como U es creciente y ∈ U y U ∈ ϵX(y).

Por lo tanto, ϵX(x) ⊆ ϵX(y). Para el rećıproco, suponga que ϵX(x) ⊆ ϵX(y). Ya que X es totalmente orden-

disconexo, x ̸≤ y implica que existe U ∈ D(X) tal que U ∈ ϵX(x) \ ϵX(y), pero esto no es posible. Se deduce

que x ≤ y. En resumen x ≤ y ⇐⇒ ϵX(x) ⊆ ϵX(y) y ϵX es inmersión de orden.

Sea U ∈ D(X), considere el conjunto ϵ−1
X (XU ) donde XU = {P ∈ XD(X) |U ∈ P}. Note que

x ∈ ϵ−1
X (XU ) ⇐⇒ ϵX(x) ∈ XU ⇐⇒ U ∈ ϵX(x) ⇐⇒ x ∈ U,

es decir, ϵ−1
X (XU ) = U . Similarmente ϵ−1

X (X ′
U ) = U ′. En ambos casos la preimagen bajo ϵX de un elemento

de la subbase de τD(X) es un abierto de X. Esto es suficiente para asegurar que ϵX es continua.

Sea U ⊆ X un conjunto cerrado. Como X es compacto y ϵX continua, entonces ϵX(U) es compacto. Por otro

lado, ser un espacio totalmente orden-disconexo implica ser un espacio de Hausdorff, por esta razón XD(X)

es Hausdorff y como ϵX(U) ⊆ XD(X) se deduce que ϵX(U) es cerrado. De esta forma se tiene que ϵX es una

aplicación cerrada.

Con el razonamiento anterior se puede mostrar que ϵX(X) es cerrado. Considere el conjunto abierto XD(X)\
ϵX(X). Suponga que existe P ∈ XD(X) \ ϵX(X), entonces existe un abierto básico A ∈ τD(X) tal que P ∈ A

y A ∩ ϵX(X) = ∅. Recuerde que {XU |U ∈ D(X)} ∪ {X ′
U |U ∈ D(X)} es la subbase de la topoloǵıa en
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XD(X), de esta forma existen U1, . . . , Un, V1 . . . , Vm ∈ D(X) tales que

A =
⋂

{XU1
, . . . ,XUn

,X ′
V1
. . . ,X ′

Vm
}

= (XU1
∩ · · · ∩ XUn

) ∩ (X ′
V1

∩ · · · ∩ X ′
Vm

)

= (XU1
∩ · · · ∩ XUn

) ∩ (XV1
∪ · · · ∪ XVm

)′

= XU1∩···∩Un ∩ X ′
V1∪···∪Vm

.

Llame U = U1 ∩ · · ·Un y V = V1 ∪ · · · ∪ Vm, aśı A = XU ∩ X ′
V . Note que

∅ = ϵ−1
X (A) = ϵ−1

X (XU ∩ X ′
V ) = ϵ−1

X (XU ) ∩ ϵ−1
X (X ′

V ) = U ∩ V ′.

Como resultado U ⊆ V , pero P ∈ A = XU ∩ X ′
V , es decir, U ∈ P y V ̸∈ P lo que contradice que P sea

creciente. Se concluye que no existe P ∈ XD(X) \ ϵX(X), por tanto ϵX(X) = XD(X). En resumen, ϵX es

sobreyectiva y por lo anterior también resulta homeomorfismo e isomorfismo de orden.

Solo resta comprobar que η y ϵ son transformaciones naturales.

Proposición 3.9. Si h ∈ HomL (L1, L2), entonces el siguiente diagrama en L conmuta:

L1 DX (L1)

L2 DX (L2)

h

ηL1

DX (h)

ηL2

Demostración. Sea a ∈ L1. Por un lado ηL2
(h(a)) = Xh(a). En la prueba de la Proposición 3.5 se mostró que

X (h)−1(Xa) = Xh(a), haciendo uso de esto se demuestra que

DX (h)(ηL1
(a)) = DX (h)(Xa) = X (h)−1(Xa) = Xh(a).

Como consecuencia DX (h) ◦ ηL1 = ηL2 ◦ h.

Proposición 3.10. Si f ∈ HomT (X1, X2), entonces el siguiente diagrama en T conmuta:

X1 XD(X1)

X2 XD(X2)

f

ϵX1

XD(f)

ϵX2

Demostración. Sea x ∈ X1. Por definición ϵX2(f(x)) = {U2 ∈ D(X2) | f(x) ∈ U2}, además XD(f)(ϵX1(x)) =

D(f)−1({U1 ∈ D(X1) |x ∈ U1}). Si U2 ∈ D(X2), entonces:

U2 ∈ D(f)−1({U1 ∈ D(X1) |x ∈ U1}) ⇐⇒ D(f)(U2) ∈ {U1 ∈ D(X1) |x ∈ U1}

⇐⇒ x ∈ D(f)(U2)

⇐⇒ x ∈ f−1(U2)

⇐⇒ f(x) ∈ U2

⇐⇒ U2 ∈ {U2 ∈ D(X2) | f(x) ∈ U2}.

Se concluye que ϵX2
(f(x)) = XD(f)(ϵX1

(x)) y por consiguiente ϵX2
◦ f = XD(f) ◦ ϵX1

.
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Como resultado L y T son categoŕıas dualmente equivalentes, es decir, desde un punto de vista categórico

L y T op son esencialmente iguales. A partir de esto es posible traducir propiedades de morfismos y objetos

de una categoŕıa en la otra. Los siguientes corolarios son entonces una consecuencia de la dualidad.

Corolario 3.11. Sean h : L1 → L2 un morfismo de ret́ıculos distributivos acotados y f : X1 → X2 un

morfismo entre espacios de Priestley, entonces:

h es inyectiva si y solo si X (h) es sobreyectiva.

f es sobreyectiva si y solo si D(f) es inyectiva.

Demostración. Para la primera parte, suponga que h es inyectiva y considere el morfismo X (h) : X (L2) →
X (L1). Por contradicción, si X (L1)\X (h)(X (L2)) ̸= ∅, usando el mismo argumento que se encuentra al final

de la prueba de la Proposición 3.8 se puede demostrar que existe ∅ ̸= A abierto básico de la topoloǵıa τL1

de la forma Xa ∩ X ′
b para algunos elementos a, b ∈ L1 tal que ∅ = X (h)−1(A), es decir:

∅ = X (h)−1(Xa ∩ X ′
b) = X (h)−1(Xa) ∩ X (h)−1(Xb)

′ = Xh(a) ∩ X ′
h(b).

Por lo tanto Xh(a) ⊆ Xh(b) y Xh(a) ∪ Xh(b) = Xh(b). Por otro lado:

Xh(a∨b) = Xh(a)∨h(b) = Xh(a) ∪ Xh(b)

y se concluye que Xh(a∨b) = Xh(b). Esto último se puede reescribir de la forma (ηL2
◦h)(a∨ b) = (ηL2

◦h)(b).
Ya que ηL2

es isomorfismo de ret́ıculos y h es inyectiva, se tiene a ∨ b = b y a ≤ b, sin embargo esto implica

que ∅ = A, pues P1 ∈ A quiere decir que P1 ∈ Xa ∩ X ′
b, luego a ∈ P1 y b ̸∈ P1, lo cual es imposible pues P1

es creciente. Se ha llegado a una contradicción y por ende X (h)(X (L2)) = X (L1).

Rećıprocamente, suponga que X (h) es sobreyectiva y tome a, b ∈ L1 tales que a ̸= b. Sin pérdida de gene-

ralidad, a ̸≤ b y por lo tanto (b] ∩ [a) = ∅. Por el Teorema 2.38 existe un P1 ∈ X (L1) tal que a ∈ P1 pero

b ̸∈ P1. Por hipótesis existe P2 ∈ X (L2) tal que X (h)(P2) = P1, es decir, h
−1(P2) = P1, entonces h(a) ∈ P2

y h(b) ̸∈ P2; luego h(a) ̸= h(b).

La segunda parte del corolario es consecuencia de la primera. En efecto, si f : X1 → X2 es sobreyectiva,

entonces por la Proposición 3.10 XD(f) = ϵ−1
X1

◦ f ◦ ϵX2 y de esta forma XD(f) es sobreyectiva, luego D(f)

es inyectiva. El rećıproco es similar.

Corolario 3.12. Sean h ∈ HomL (L1, L2) y f ∈ HomT (X1, X2), entonces:

h es sobreyectiva si y solo si X (h) es inmersión de orden.

f es inmersión de orden si y solo si D(f) es sobreyectiva.

Demostración. Se comienza mostrando la primera equivalencia. Para eso, suponga que h es sobreyectiva y

considere el morfismo X (h) : X (L2) → X (L1), como se ha mostrado en la Proposición 3.5 X (h) preserva el

orden. Tome P2, Q2 ∈ X (L2), si P2 ̸⊆ Q2, existe b ∈ L2 tal que b ∈ P2 pero b ̸∈ Q2. Por hipótesis existe a ∈ L1

tal que h(a) = b y esto implica que a ∈ h−1(P2) \ h−1(Q2), de aqúı se concluye que X (h)(P2) ̸⊆ X (h)(Q2).

En resumen P2 ⊆ Q2 ⇐⇒ X (h)(P2) ⊆ X (h)(Q2) para cualesquiera P2, Q2 ∈ X (L2).
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Para la otra dirección, suponga que X (h) : X (L2) → X (L1) es inmersión de orden y aplique el funtor D para

obtener DX (h) : DX (L1) → DX (L2). La idea es mostrar que DX (h) es sobreyectiva para concluir que h es

sobreyectiva. Sean U2 ∈ DX (L2) y fije P2 ∈ U2. Tome Q2 ̸∈ U2 y note que P2 ̸⊆ Q2 pues U2 es creciente.

Por hipótesis X (h)(P2) ̸⊆ X (h)(Q2) y ya que X (L1) es totalmente orden-disconexo, existe U1 ∈ DX (L1) tal

que X (h)(P2) ∈ U1 y X (h)(Q2) ̸∈ U1. Por la Proposición 3.7 existe a ∈ L1 tal que U1 = Xa, por lo tanto

P2 ∈ Xh(a) y Q2 ∈ X ′
h(a) (pues X (h)−1(Xa) = Xh(a)). Muy similar a lo visto en la prueba de esa proposición,

se construye un cubrimiento abierto de X (L2)\U2 con los X ′
h(a) que se obtienen del procedimiento anterior y

usando compacidad se comprueba que existen a1, . . . , an ∈ L1 tales que P2 ∈
⋂n

i=1 Xh(ai) ⊆ U2, y se deduce

que P2 ∈ Xh(a1∧···∧an) ⊆ U2. A partir de esto se construye un cubrimiento abierto para U2 con clopens

de la forma Xh(a1∧···∧an) y nuevamente por compacidad se concluye que existen b1, . . . , bk ∈ L1 tales que⋃k
i=1 Xh(bi) = Xh(b1∨···∨bk) = U2. Por lo tanto

U2 = Xh(b1∨···∨bk) = X (h)−1(Xb1∨···∨bk) = DX (h)(Xb1∨···∨bk).

Se concluye que DX (h) es sobreyectiva y por la Proposición 3.9 se obtiene h = η−1
L2

◦ DX (h) ◦ ηL1
, luego h

es sobreyectiva por ser composición de funciones sobreyectivas.

Aśı como en el corolario anterior, la segunda equivalencia es consecuencia de la primera y de la Proposición

3.10. Para esto observe que la composición de inmersiones de orden es nuevamente una inmersión de orden.

Por ejemplo para una dirección, si se supone que D(f) es sobreyectiva entonces XD(f) es inmersión de orden

y f = ϵ−1
X2

◦ XD(f) ◦ ϵX1
es también una inmersión de orden.

Otra de las consecuencias de esta dualidad es la correspondencia entre productos de ret́ıculos distributivos

acotados y coproductos de espacios de Priestley.

Teorema 3.13. Sean {Li | i ∈ I} una familia de ret́ıculos distributivos acotados, {Xi | i ∈ I} una familia de

espacios de Priestley. Se tiene que:

X

∏
i∈I

Li

 ∼=
∐
i∈I

X (Li).

D

∐
i∈I

Xi

 ∼=
∏
i∈I

D(Xi).

Demostración. Como los funtores L T opX

D
definen una equivalencia, entonces por el Teorema 2.73

X env́ıa productos de L en productos de la categoŕıa T op y estos últimos coinciden con los coproductos de

T . Una justificación similar es posible para la segunda parte del teorema.

3.2. Dualidad de Cignoli

Las álgebras Booleanas fueron desarrolladas por Boole en el siglo XIX con el fin de estudiar las leyes del

pensamiento lógico. A partir de ellas, Boole consigue construir una semántica para el cálculo proposicional

clásico. Siguiendo esta dirección, Halmos [9] propone definir operadores unarios para las álgebras Booleanas

con el objetivo de obtener contrapartes algebraicas a la noción de cuantificador existencial en lógica de primer

orden. Las álgebras Booleanas con estos operadores reciben el nombre de álgebras Booleanas monádicas. Más
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adelante, Cignoli [6] generaliza esta clase de estructuras al considerar ret́ıculos distributivos con cuantificador

(Q-ret́ıculos distributivos).

Definición 3.14. Se denota con Q a la categoŕıa de Q-ret́ıculos distributivos con sus homomorfismos.

Abusando de la notación también se hará referencia a la variedad de Q-ret́ıculos distributivos por medio de

Q.

Ahora se va a presentar la forma en que Cignoli elevó la dualidad de Priestley a Q-ret́ıculos distributivos.

Todos los resultados sin demostración pueden ser consultados en [6]. Primero se enuncia un ejemplo relevante

debido a Halmos y Varsavsky [25].

Ejemplo 3.15. Sea X un conjunto con una relación de equivalencia E. Se puede asociar naturalmente un

cuantificador E al álgebra Booleana 2X dado por la siguiente formula:

Para cada U ⊆ X, E(U) =
⋃
x∈U

[x]E .

Se verifican las condiciones para que E sea un cuantificador:

1. Claramente E(∅) = ∅.

2. Note que U ⊆ E(U), luego U ∩E(U) = U .

3. Si a ∈ E(U ∩E(V )), entonces a ∈ [x]E para algún x ∈ U ∩E(V ), es decir, x ∈ [y]E para algún y ∈ V .

Por transitividad a ∈ [y]E , entonces a ∈ E(V ), además como x ∈ U , a ∈ E(U) y aśı a ∈ E(U) ∩E(V ).

Por otro lado, si a ∈ E(U)∩E(V ), existen x ∈ U , y ∈ V tales que a ∈ [x]E , a ∈ [y]E . Nuevamente por

transitividad x ∈ [y]E , es decir, x ∈ E(V ), por lo tanto x ∈ U ∩E(V ) y a ∈ E(U ∩E(V )). Se concluye

que E(U ∩E(V )) = E(U) ∩E(V ).

4. a ∈ E(U ∪ V ) si y solo si existe x ∈ U ∪ V tal que a ∈ [x]E si y solo si a ∈ E(U) ∪E(V ). Por lo tanto

E(U ∪ V ) = E(U) ∪E(V ).

Se empieza por definir los objetos duales a los Q-ret́ıculos distributivos.

Definición 3.16. Sea X un espacio de Priestley y E una relación de equivalencia en X. Decimos que (X,E)

es un Q-espacio si:

E(U) ∈ D(X) para cada U ∈ D(X).

Las clases de equivalencia para E son conjuntos cerrados en X.

Note que la primera condición indica que la restricción de E a la subálgebra D(X) ≤ 2X sigue siendo un

cuantificador. Por lo tanto (D(X),E) ∈ Obj(Q). A continuación se definen los morfismos entre Q-espacios.

Definición 3.17. Sean (X1, E1), (X2, E2) Q-espacios. Un Q-mapeo es una función f : X1 → X2 continua,

que preserva orden, tal que E1(f
−1(U2)) = f−1(E2(U2)) para cada U2 ∈ D(X2). Se denota con Q∗ a la

categoŕıa de Q-espacios y Q-mapeos.

De esta definición se sigue inmediatamente que si f ∈ HomQ∗((X1, E1), (X2, E2)), entonces D(f) respeta

cuantificadores y por lo tanto D(f) ∈ HomQ((D(X2),E2), (D(X1),E1)). Por otro lado, para (L,▽) ∈
Obj(Q) Cignoli define la relación de equivalencia

E(▽) = {(P,Q) ∈ X (L)×X (L) |P ∩ ▽(L) = Q ∩ ▽(L)}
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donde ▽(L) = {▽a | a ∈ L}. Con esas definiciones él demuestra el siguiente resultado.

Teorema 3.18. [6, Theorem 2.2.]. Sea (L,▽) un objeto de Q y E(▽) como antes. Entonces E(▽) es una

relación de equivalencia en X (L) y sus clases de equivalencia son conjuntos cerrados. Además:

Si P ∈ X (L), a ∈ L y ▽a ∈ P , entonces existe Q ∈ X (L) tal que (Q,P ) ∈ E(▽) y a ∈ Q.

Para todo a ∈ L, ηL(▽a) = E(▽)(ηL(a)).

Observe que si U ∈ DX (L) existe a ∈ L tal que U = Xa = ηL(a), entonces E(▽)(U) = ηL(▽a) = X▽a ∈
DX (L). Esto es suficiente para asegurar que (X (L), E(▽)) ∈ Obj(Q∗). Adicionalmente, el teorema dice

que ηL respeta cuantificadores y por lo tanto es un isomorfismo entre Q-ret́ıculos distributivos. Sea h ∈
HomQ((L1,▽1), (L2,▽2)), por la dualidad de Priestley X (h) : X (L2) → X (L1) es una función continua que

preserva orden. Si U1 ∈ DX (L1), al igual que antes, existe a ∈ L1 tal que U1 = Xa, por lo tanto

E(▽2)(X (h)−1(Xa)) = E(▽2)(Xh(a)) = X▽2h(a) = Xh(▽1a) = X (h)−1(X▽1a) = X (h)−1(E(▽1)(Xa)).

Esto significa que X (h) es un Q-mapeo. Posteriormente, Cignoli utiliza el siguiente lema para caracterizar a

los isomorfismos en la categoŕıa Q∗:

Lema 3.19. [6, Lemma 2.8.]. Sean (X1, E1), (X2, E2) Q-espacios. Si f : X1 → X2 es continua y monóto-

na, las siguientes condiciones son equivalentes:

Si (x, y) ∈ E1, entonces (f(x), f(y)) ∈ E2.

E1(f
−1(E2(S))) = f−1(E2(S)) para cada S ⊆ X2.

E1(f
−1(U2)) ⊆ f−1(E2(U2)) para cada U2 ∈ D(X2).

Corolario 3.20. [6, Corollary 2.9.]. Sean (X1, E1), (X2, E2) ∈ Obj(Q∗). f : X1 → X2 es un isomorfismo

en Q∗ si y solo si f es homeomorfismo, isomorfismo de orden y para todos x, y ∈ X1: (x, y) ∈ E1 ⇐⇒
(f(x), f(y)) ∈ E2.

Por medio de esta caracterización, Cignoli comprueba que para cada (X,E) ∈ Obj(Q∗), el morfismo ϵX :

X → XD(X) es un isomorfismo en la categoŕıa Q∗ al verificar que (x, y) ∈ E ⇐⇒ (ϵX(x), ϵX(y)) ∈ E(E).

Finalmente, se definen los funtores contravariantes:

Q : Q∗ → Q

Q∗ : Q → Q∗

Para (X,E) ∈ Obj(Q∗), Q(X,E) := (D(X),E). Si f es un Q-mapeo, Q(f) := D(f). Para (L,▽) ∈ Obj(Q),

se define Q∗(L,▽) := (X (L), E(▽)), y si h es homomorfismo de Q-ret́ıculos distributivos Q∗(h) := X (h). De

este modo queda demostrado el siguiente teorema.

Teorema 3.21. [6, Theorem 2.10.]. Las categoŕıas Q∗ y Q son dualmente equivalentes por medio de los

funtores contravariantes Q∗ Q
Q

Q∗
y los isomorfismos naturales η y ϵ.
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Ya que Q(f) = D(f) y Q∗(h) = X (h), a los homomorfismos inyectivos (sobreyectivos) de Q le corresponden

morfismos sobreyectivos (inmersiones de orden) en Q∗. Ahora se estudiarán los coproductos de familias

finitas en Q∗. Esta nueva construcción se basa en la realizada en el Ejemplo 2.75.

Lema 3.22. Sea {(Xi, τi,≤i, Ei) | 1 ≤ i ≤ n} una familia finita de Q-espacios. Considere (
∐n

i=1Xi, τ,≤)

equipado con morfismos {µi : Xi →
∐n

i=1Xi | 1 ≤ i ≤ n}, el coproducto de la familia de espacios de Priestley

asociados. Se define una relación de equivalencia E sobre
∐n

i=1Xi de la siguiente manera; ((x, i), (y, j)) ∈ E

si y solo si i = j y (x, y) ∈ Ei. Para cada U ∈ D(
∐n

i=1Xi),

E(U) =

n⋃
i=1

(Ei(µ
−1
i (U))× {i}).

Demostración. Primero observe lo siguiente; si (x, i) ∈
∐n

i=1Xi, entonces [(x, i)]E = [x]Ei
× {i}. Por otro

lado, recuerde que U =
⋃n

i∈I (µ
−1
i (U)× {i}) y aśı

E(U) =
⋃

(x,i)∈U

[(x, i)]E =
n⋃

i=1

 ⋃
x∈µ−1

i (U)

[(x, i)]E

 =
n⋃

i=1

 ⋃
x∈µ−1

i (U)

([x]Ei
× {i})

 =
n⋃

i=1

(Ei(µ
−1
i (U))× {i}).

Teorema 3.23. Sea {(Xi, τi,≤i, Ei) | 1 ≤ i ≤ n} una familia finita de Q-espacios. Entonces (
∐n

i=1Xi, τ,≤
, E) con los morfismos {µi : Xi →

∐n
i=1Xi | 1 ≤ i ≤ n} es el coproducto de la familia en la categoŕıa Q∗.

Demostración. Se comienza verificando que (
∐n

i=1Xi, τ,≤, E) ∈ Obj(Q∗). Sea U ∈ D(
∐n

i=1Xi), como µi

es una función continua que preserva el orden, entonces µ−1
i (U) ∈ D(Xi). Ahora, usando que cada (Xi, E)

es Q-espacio se puede asegurar que Ei(µ
−1
i (U)) ∈ D(Xi) y esto implica que Ei(µ

−1
i (U)) × {i} es clopen

creciente para cada 1 ≤ i ≤ n. De aqúı se concluye que E(U) =
⋃n

i=1 (Ei(µ
−1
i (U))× {i}) ∈ D(

∐n
i=1Xi). Por

otro lado, si (x, i) ∈
∐n

i=1Xi, se tiene que [(x, i)]E = [x]Ei
×{i} resulta cerrado pues [x]Ei

es cerrado en Xi.

Para que µi sea un Q-mapeo es necesario mostrar que Ei(µ
−1
i (U)) = µ−1

i (E(U)) para cada U ∈ D(
∐n

i=1Xi),

pero esto no es más que una consecuencia directa del lema anterior. Lo siguiente es considerar (Y,EY ) Q-

espacio y {fi : Xi → Y | 1 ≤ i ≤ n} Q-mapeos, se define d :
∐n

i=1Xi → Y : (x, i) 7→ fi(x). En el Ejemplo

2.75 se demostró que d es continua, preserva el orden y que d−1(A) =
⋃n

i=1 (f
−1
i (A)× {i}) para A ∈ τY . Sea

A ∈ D(Y ), dado que cada fi es Q-mapeo Ei(f
−1
i (A)) = f−1

i (EY(A)). Por lo tanto

E(d−1(A)) =

n⋃
i=1

(Ei(µ
−1
i (d−1(A)))× {i})

=

n⋃
i=1

(Ei(f
−1
i (A))× {i})

=

n⋃
i=1

(f−1
i (EY(A))× {i})

= d−1(EY(A)).

Para terminar, observe que fi = d ◦ µi para cada 1 ≤ i ≤ n y d es el único Q-mapeo con esta propiedad.
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Por medio de la dualidad, Cignoli describe las álgebras subdirectamente irreducibles de Q y aśı llega al

teorema de estructura del ret́ıculo de subvariedades.

Teorema 3.24. El ret́ıculo de subvariedades de Q es una cadena de tipo ω + 1

Q00 ⊂

Q10 ⊂ Q01 ⊂

Q20 ⊂ Q02 ⊂ Q11 ⊂

Q30 ⊂ Q03 ⊂ Q12 ⊂ Q21 ⊂

....................................... ⊂ Q

donde Qpq = V (Dpq), Dpq := 2p ×Cq, 2
p es el ret́ıculo Booleano finito con p átomos y Cq := 2q ⊕ 1∗ para

1 ≥ q, C0 = {0}. Dpq dotado del cuantificador simple.

El hecho de que cada Dpq tenga el cuantificador simple resultará muy importante en la siguiente sección

cuando se enuncien ecuaciones que caractericen a estas subvariedades.

Observación 3.25. Sean r, s, p, q ∈ ω. Si r + s < p + q, entonces Qrs ⊂ Qpq. Suponga que r + s = p + q,

entonces Qrs ⊆ Qpq si y solo si q < s ó s = 0.

3.3. Dualidad en el Caso Finito

Cignoli muestra que cada subvariedad de Q-ret́ıculos distributivos es generada por un álgebra finita. Es por

esta razón que vale la pena considerar con especial atención a los Q-ret́ıculos distributivos finitos; se denota

con Qfin a la subcategoŕıa plena de estos objetos y con Q∗
fin a la subcategoŕıa plena de los Q-espacios

finitos. En este contexto la correspondencia 2.36 entre elementos ∨-irreducibles y filtros primos resulta muy

importante. Una primera consecuencia de la correspondencia es la siguiente reescritura de un parte del

Teorema 3.18.

Teorema 3.26. Sea (L,▽) un objeto de Qfin. Si p ∈ L es ∨-irreducible y a ∈ L es tal que ▽a ≥ p, entonces

existe un elemento q ∈ L ∨-irreducible tal que ▽p = ▽q y a ≥ q.

Demostración. Sean p ∈ L un elemento ∨-irreducible y a ∈ L tal que ▽a ≥ p. Considere el filtro primo

[p) := {x ∈ L |x ∧ p = p}, entonces [p) ∈ X (L) y ▽a ∈ [p), por el Teorema 3.18, existe Q ∈ X (L) tal que

a ∈ Q y [p)∩▽(L) = Q∩▽(L). Por el Teorema 2.36 existe q ∈ L ∨-irreducible tal que Q = [q), luego a ≥ q.

Además ▽q ∈ [p) y ▽p ∈ [q), es decir, p ≤ ▽q y q ≤ ▽p, por lo que al aplicar la Proposición 2.43 se llega a

que ▽p = ▽q.

Adams y Dziobiak establecieron definiciones equivalentes para los conceptos de Q-espacios y Q-mapeos las

cuales permiten obtener una versión simplificada de la dualidad en el caso finito.

Lema 3.27. [3, Lemma 2.2.]. Sea (X, τ,≤) un espacio de Priestley y E una relación de equivalencia

sobre X. Entonces (X, τ,≤, E) es un Q-espacio si y solamente si:

Para cada x, p, a ∈ X, si (x, a) ∈ E y x ≤ p, existe q ∈ X tal que a ≤ q y (p, q) ∈ E.

Las clases de equivalencia para E son conjuntos cerrados en X.
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Si U ∈ D(X), entonces E(U) es clopen.

Una función continua que preserva el orden ϕ : X1 → X2 es un Q-mapeo si y solamente si:

Si (x, y) ∈ E1, entonces (ϕ(x), ϕ(y)) ∈ E2.

Para cada z maximal en [ϕ(x)]E2 se tiene que z ∈ ϕ([x]E1), es decir, z = ϕ(y) para algún y ∈ [x]E1 .

Observe que en esta caracterización de los Q-espacios la primera condición implica que E(U) es creciente

para cada U ∈ D(X) y junto a las demás condiciones se llega a la Definición 3.16. Recuerde que si (X, τ,≤, E)

es un Q-espacio finito, su topoloǵıa necesariamente es la discreta y por lo tanto las dos últimas condiciones

para la clase de equivalencia en la definición resultan triviales. Es por este motivo que en el caso finito es

suficiente considerar únicamente la primera condición. Esto inspira la siguiente definición.

Definición 3.28. Un Q-poset (P,≤, E) está conformado por un conjunto finito parcialmente ordenado

(P,≤) y una relación de equivalencia E sobre P que cumple lo siguiente:

Para cada x, p, a ∈ P , si (x, a) ∈ E y x ≤ p, existe q ∈ P tal que a ≤ q y (p, q) ∈ E.

Un morfismo entre los Q-posets (P1,≤1, E1), (P2,≤2, E2) es una función ϕ : P1 → P2 que preserva el orden

y satisface, las siguientes condiciones:

Si (x, y) ∈ E1, entonces (ϕ(x), ϕ(y)) ∈ E2.

Para cada z maximal en [ϕ(x)]E2 se tiene que z ∈ ϕ([x]E1), es decir, z = ϕ(y) para algún y ∈ [x]E1 .

Con Sfin se hace referencia a la categoŕıa de Q-posets con sus morfismos.

De esta forma, a cada Q-espacio finito (P, τ,≤, E) le corresponde el Q-poset (P,≤, E) y rećıprocamente, al

dotar un Q-poset con la topoloǵıa discreta se obtiene un Q-espacio finito. Por otro lado, Q-mapeos entre

espacios finitos y morfismos entre Q-posets coinciden claramente. Esto garantiza que a un coproducto fini-

to de Q-espacios finitos (
∐n

i=1 Pi, τ,≤, E) le corresponde (
∐n

i=1 Pi,≤, E) y que este ultimo coincide con el

coproducto en Sfin de los Q-posets asociados. Cuando no haya ambigüedad se hará referencia al Q-poset

(P,≤, E) simplemente con P .

Adams y Dziobiak [2] plantean una dualidad entre Sfin y Qfin como un caso particular de la dualidad dada

por Cignoli del siguiente modo. Si (L,▽) es un Q-ret́ıculo distributivo finito a este se asocia el objeto

S(L) = (Irr(L),≤∗, E▽)

donde ≤∗ es el orden dual de L restringido a Irr(L) y (a, b) ∈ E▽ si y solo si ▽a = ▽b. Es sencillo mostrar que

E▽ es una relación de equivalencia y de manera inmediata S(L) resulta ser un Q-poset como consecuencia

del Teorema 3.26: dados x, p, a ∈ Irr(L), si (x, a) ∈ E▽ y x ≤∗ p, entonces ▽x = ▽a y ▽x ≥ x ≥ p, es decir,

▽a ≥ p. Por lo tanto existe q ∈ Irr(L) tal que a ≤∗ q y (p, q) ∈ E.

Lema 3.29. Sea (L,▽) ∈ Obj(Qfin). Entonces S(L) es isomorfo a (X (L),⊆, E(▽)).

Demostración. Considere la biyección θL : Irr(L) → X (L) establecida en la Observación 2.37. Sean a, b ∈
Irr(L),

a ≤∗ b ⇐⇒ b ≤ a ⇐⇒ [a) ⊆ [b) ⇐⇒ θL(a) ⊆ θL(b).
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Por otro lado, si (a, b) ∈ E▽, entonces ▽a = ▽b. Suponga que d ∈ [a) ∩ ▽(L), entonces a ≤ d y usando

la Proposición 2.43 se deduce que ▽a ≤ d, luego ▽b ≤ d y por consiguiente d ∈ [b) ∩ ▽(L). Similarmente

se muestra que [b) ∩ ▽(L) ⊆ [a) ∩ ▽(L) y de ello se concluye que (θL(a), θL(b)) ∈ E(▽). Para el rećıproco,

suponga que (θL(a), θL(b)) ∈ E(▽), entonces [a) ∩ ▽(L) = [b) ∩ ▽(L). Por un lado ▽a ∈ [b) y b ≤ ▽a, esto

implica que ▽b ≤ ▽a, por otro lado ▽b ∈ [a) y de manera similar se muestra que ▽a ≤ ▽b. Como resultado

▽a = ▽b y (a, b) ∈ E▽. Note que al dotar ambos espacios con la topoloǵıa discreta θL es un homeomorfismo

y por el Corolario 3.20 es isomorfismo entre Q-espacios finitos, esto implica que θL es isomorfismo entre

Q-posets.

A cada homomorfismo h : (L1,▽1) → (L2,▽2) se le asigna la función S(h) : Irr(L2) → Irr(L1) dada por la

fórmula

S(h)(a) =
∧

{x ∈ Irr(L1) |h(x) ≥ a}.

Lema 3.30. Sea h ∈ HomQfin
((L1,▽1), (L2,▽2)), entonces S(h) = θ−1

L1
◦ Q∗(h) ◦ θL2

.

Demostración. Sea a ∈ Irr(L2); se demuestra que S(h)(a) =
∧
{x ∈ L1 |h(x) ≥ a}. Claramente S(h)(a) ≥∧

{x ∈ L1 |h(x) ≥ a}, además como {x ∈ L1 |h(x) ≥ a} es no vaćıo (1 le pertenece) y finito es posible

escribir una lista con sus elementos

{x ∈ L1 |h(x) ≥ a} = {x1, . . . , xn}.

Sea
∨ni

k=1 u
i
k la descomposición en ∨-irreducibles de xi. Por definición h(xi) ≥ a, entonces

∨ni

k=1 h(u
i
k) ≥ a.

Como a ∈ Irr(L2), existe 1 ≤ ti ≤ ni tal que h(uiti) ≥ a, donde uiti ∈ Irr(L1), luego u
i
ti ≥ S(h)(a) y

xi ≥ S(h)(a) pues xi ≥ uiti . Por lo tanto
∧
{x ∈ L1 |h(x) ≥ a} ≥ S(h)(a). Note que {x ∈ L1 |h(x) ≥ a} =

h−1([a)) = Q∗(h)(θL2
(a)) y a partir de esto se concluye que S(h)(a) =

∧
Q∗(h)(θL2

(a)) = θ−1
L1

(Q∗(h)(θL2
(a))).

Como θ−1
L1

◦Q∗(h) ◦ θL2
es una composición de morfismos entre Q-espacios finitos, S(h) resulta un morfismo

entre Q-posets.

Ahora, a un Q-poset (P,≤, E) se asocia el Q-ret́ıculo distributivo finito

R(P ) := ({I ⊆ P | I es creciente},∪,∩,E, ∅, P )

donde el cuantificador para R(P ) se define igual que antes, es decir, E(I) :=
⋃

x∈I [x]E para I ⊆ P creciente.

Si a P se le da la topoloǵıa discreta entonces {I ⊆ P | I es creciente} = {I ⊆ P | I es clopen creciente} y

R(P ) = Q(P ) ∈ Obj(Qfin). Por último, a un morfismo ϕ : (P1,≤1, E1) → (P2,≤2, E2) entre Q-posets se

le asigna la función R(ϕ) : {I2 ⊆ P2 | I2 es creciente} → {I1 ⊆ P1 | I1 es creciente} : I2 7→ ϕ−1(I2), como

R(ϕ) = Q(ϕ), se obtiene inmediatamente por el Lema 3.27 que R(ϕ) es un morfismo entre Q-posets.

Todo lo anterior comprueba que R : Sfin → Qfin y S : Qfin → Sfin son funtores. Sean (P,≤, E) ∈
Obj(Sfin), (L,▽) ∈ Obj(Qfin). Se define:

ξP : P → SR(P ) : x 7→ [x);

κL : L→ RS(L) : a 7→ {x ∈ S(L) |x ≤ a}.
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Es fácil probar que ξP = θ−1
R(P ) ◦ ϵP y κL = R(θL) ◦ ηL. De esto se deduce que ξ y κ son isomorfismos

naturales y se obtiene el siguiente resultado debido a Adams, Dziobiak y Cignoli.

Teorema 3.31. [2, Proposition 2.1.]. Las categoŕıas Sfin y Qfin son dualmente equivalentes por medio

de los funtores R, S y los isomorfismos naturales κ : IQfin
→ QS, ξ : ISfin

→ SQ.

Este teorema indica que en el caso finito las consideraciones topológicas se trivializan, pues la topoloǵıa de

los objetos duales a los Q-ret́ıculos distributivos finitos es discreta. Note que en general resulta más sencillo

trabajar con los Q-espacios, pues sus estructuras son menos complejas que las de sus contrapartes reticulares.

En particular, resulta de interés estudiar los duales de los ret́ıculos Dpq, pues como Cignoli demostró, ellos

generan a las subvariedades de Q.

Recuerde que Dpq = (2p ×Cq,▽), donde Cq = 2q ⊕ 1∗ y ▽ es el cuantificador simple. Defina Ppq := S(Dpq),

entonces Ppq = (Irr(Dpq),≤∗, Epq). Aplicando la Proposiciones 2.31 y 2.33 se puede concluir que Irr(Dpq) =

{(r1, 0), . . . , (rp, 0), (0, s1), . . . , (0, sq), (0, 1∗)} donde los ri, 1 ≤ i ≤ p son los átomos de 2p, los sj , 1 ≤ j ≤ q

son los átomos de 2q y 1∗ es el máximo de Cq. Observe que los ri y sj no son comparables entre si y que con

el orden dual (0, 1∗) ≤∗ (0, sj) para cada 1 ≤ j ≤ q. Adicionalmente, como Dpq tiene cuantificador simple,

la relación de equivalencia sobre Ppq no es más que Epq = Ppq × Ppq.

◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦

◦

p q

Figura 2: Ppq

Usando los Corolarios 3.11, 3.12 y el Lema 3.30 se obtienen los siguientes resultados.

Corolario 3.32. Sea h : L1 → L2 homomorfismo de Q-ret́ıculos distributivos finitos y ϕ : P1 → P2 morfismo

entre Q-posets, entonces:

h es inyectiva si y solo si S(h) es sobreyectiva.

ϕ es sobreyectiva si y solo si R(ϕ) es inyectiva.

Corolario 3.33. Sean h y ϕ como antes, entonces:

h es sobreyectiva si y solo si S(h) es inmersión de orden.

ϕ es inmersión de orden si y solo si R(ϕ) sobreyectiva.
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4. Teorema Principal

Observación 4.1. Si (P,≤, E) es un Q-poset y C es una clase de equivalencia de E, entonces (C,≤↾C , C×C)
donde ≤↾C , es la restricción del orden a C, forma un Q-poset y la inclusión i : C → P es un morfismo entre

Q-posets. En este caso el ret́ıculo dual de (C,≤↾C , C × C) es ({I ⊆ C | I es creciente},∪,∩,E, ∅, C) donde

por definición E es el cuantificador simple.

El objetivo ahora es encontrar ecuaciones que caracterizan a cada una de las subvariedades Qpq. Para eso,

el siguiente lema será de utilidad. La idea detrás del lema es utilizar la partición del Q-poset dual de un

Q-ret́ıculo distributivo L dada por sus clases de equivalencia para definir morfismos entre Q-posets que

permitan establecer la subvariedad de Q a la que pertenece L.

Lema 4.2. Sea (L,▽) un Q-ret́ıculo distributivo finito con Q-poset dual S(L) = (Irr(L),≤∗, E▽). Llame

P = Irr(L).

Caso q = 0 : L ∈ Qp0 si y solo si para cada x ∈ P , [x]E▽ tiene a lo sumo p− 1 elementos maximales

ó tiene exactamente p elementos todos ellos maximales.

Caso q ≥ 1: L ∈ Qpq si y solo si para cada x ∈ P , [x]E▽ tiene a lo sumo p+ q−1 elementos maximales

ó tiene p+q elementos maximales y cada elemento no-maximal es acotado superiormente por al menos

q elementos maximales.

Demostración. Caso q = 0:

⇒) Suponga que L ∈ Qp0, x ∈ P y C = [x]E▽ . Suponga buscando una contradicción que C tiene p elementos

maximales y existe y ∈ C no maximal, considere my el número de elementos maximales de C que son cota

superior de y. Claramente 0 < my ≤ p. Recuerde que el Q-poset P(p−my)my
tiene p + 1 elementos, de los

cuales p−my elementos forman una anticadena, a1, . . . , ap−my
, y my elementos, y1, . . . , ymy

, que son cotas

superiores de otro elemento uy. Se define una función

ψ : P(p−my)my
→ P

tal que ψ(uy) = y, y a los p elementos restantes de P(p−my)my
los corresponde biuńıvocamente con los p

elementos maximales de C de tal manera que ψ(y1), . . . , ψ(ymy
) son cotas superiores de y. Note que por

definición ψ es inmersión de orden. Por otro lado, como ψ(P(p−my)my
) ⊆ C, entonces (a, b) ∈ E(p−my)my

implica ψ(a), ψ(b) ∈ C = [x]E▽ , es decir, (ψ(a), ψ(b)) ∈ E▽. Sean a ∈ P(p−my)my
y z ∈ [ψ(a)]E▽ = C

maximal, nuevamente por definición de ψ, existe y ∈ P(p−my)my
= [a]E(p−my)my

tal que z = ψ(y). Se

concluye que ψ es morfismo entre Q-posets e inmersión de orden, luego por el Corolario 3.33

R(ψ) : R(P ) → R(P(p−my)my
)

es un homomorfismo sobreyectivo de Q-ret́ıculos distributivos. Por dualidad R(P ) ∼= L y R(P(p−my)my
) ∼=

D(p−my)my
, entonces existe h : L→ D(p−my)my

homomorfismo sobreyectivo de Q-ret́ıculos distributivos, es

decir, D(p−my)my
es imagen homomorfa de L. Como L ∈ Qp0 entonces D(p−my)my

∈ Qp0, lo cual es una

contradicción.
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Por otro lado, suponiendo que C tiene m > p elementos maximales considere el Q-poset Pm0 (anticadena de

m elementos) y construya la función

ψ : Pm0 → P

que env́ıa a los m elementos de Pm0 de manera biuńıvoca a los m elementos maximales de C. Al igual que

antes, esta función resulta inmersión de orden y morfismo de Q-posets y por lo tanto existe h : L → Dm0

morfismo sobreyectivo de Q-ret́ıculos distributivos, es decir, Dm0 ∈ Qp0 una contradicción. De ambos casos

concluimos que [x]E▽ tiene a lo sumo p−1 elementos maximales ó tiene exactamente p elementos todos ellos

maximales.

⇐) Sean C1, . . . , Cn las clases de equivalencia de E▽. Por hipótesis, para cada Ci, 1 ≤ i ≤ n, hay dos posibles

casos:

1. Ci tiene mi elementos maximales, mi < p.

2. Ci tiene p elementos y todos ellos son maximales.

Suponga que Ci cae en el caso 1. Si todos los elementos de Ci son maximales y no hay elementos no maximales,

defina ψi : Pmi0 → Ci como una biyección cualquiera. Si existen elementos no maximales en Ci entonces por

cada y ∈ Ci no maximal considere 0 < my ≤ mi el número de elementos maximales que acotan superiormente

a y y defina similar a la función de la prueba anterior ψy : P(mi−my)my
→ Ci inmersión de orden y morfismo

entre Q-espacios. Note que y ∈ ψy(P(mi−my)my
). Ahora usando la propiedad del coproducto se obtiene la

función

ψi :
∐

y∈Ci no maximal

P(mi−my)my
→ Ci : (a, y) 7→ ψy(a).

Recuerde que ψi es morfismo entre Q-posets. Adicionalmente ψi es sobreyectiva, pues cada elemento maxi-

mal de Ci está en la imagen de todos los ψy y si y ∈ Ci es no maximal, entonces y está en la imagen de ψy.

Suponga ahora que Ci cae en el caso 2. En este caso se define ψi : Pp0 → Ci como una biyección cualquiera.

De esta forma se ha construido una familia de morfismos {ψi : Pi → Ci | 1 ≤ i ≤ n} donde Pi = Dom(ψi).

Como la inclusión de cada Ci a P es un morfismo entre Q-posets se puede considerar una nueva familia de

morfismos {ψ′
i : Pi → P | 1 ≤ i ≤ n} donde ψ′

i(a) = ψi(a). Aplicando otra vez la propiedad del coproducto

se produce la función

ψ :
n∐

i=1

Pi → P : (a, i) 7→ ψi(a).

Como los Ci forman una partición de P , entonces ψ es un morfismo entre Q-posets sobreyectivo. Por dua-

lidad R(ψ) : R(P ) → R
(∐n

i=1 Pi

)
es homomorfismo inyectivo entre Q-ret́ıculos distributivo. Sin embargo,

R(P ) ∼= L y R
(∐n

i=1 Pi

) ∼=
∏n

i=1 R(Pi) ∼=
∏n

i=1Di, por lo tanto existe h : L →
∏n

i=1Di homomorfismo

inyectivo. Por la construcción cada Di es de la forma Dmi0 donde mi < p ó de la forma Dp0 ó es producto

de una familia {Drs} donde r + s = mi < p. En todos los casos Di ∈ Qp0 por el Teorema 3.24. No es dif́ıcil

probar que h(L) es subálgebra de
∏n

i=1Di y claramente L es imagen homomorfa de h(L), por lo tanto L es
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imagen homomorfa de una subálgebra del producto de elementos de Qp0, entonces L ∈ Qp0.

Caso q ≥ 1: Similar al caso q = 0. En efecto:

⇒) Suponga que L ∈ Qpq, x ∈ P y sea C = [x]E▽ . Por contradicción, suponga C tiene p + q elementos

maximales y existe y ∈ C no maximal acotado superiormente por my elementos maximales con 0 < my < q.

Considere el Q-poset P(p+q−my)my
. Recuerde que P(p+q−my)my

consiste de una anticadena de p + q −my

elementos y otros my elementos maximales que acotan superiormente a un único elemento uy. Con esta

información se define

ψ : P(p+q−my)my
→ P

tal que ψ(uy) = y y los p + q elementos maximales de P(p+q−my)my
son enviados biuńıvocamente a los

p + q elementos maximales de C de forma tal que si a ∈ P(p+q−my)my
es maximal y uy ≤ a , entonces

y ≤ ψ(a). Claramente ψ es inmersión de orden además de morfismo entre Q-posets y por dualidad se obtiene

h : L → D(p+q−my)my
homomorfismo sobreyectivo de Q-ret́ıculos distributivos. Luego D(p+q−my)my

∈ Qpq,

lo que contradice el Teorema 3.24, pues 0 < my < q. Ahora, si se supone que C tiene m elementos maximales

con m > p + q, se define la función ψ : Pm0 → P de manera que al restringir el codominio a los elementos

maximales de C, ψ resulte biyección. De aqúı se obtiene por dualidad que Dm0 es imagen homomorfa de L,

es decir, Dm0 ∈ Qpq. De nuevo una contradicción. Se concluye que C tiene a lo sumo p + q − 1 elementos

maximales ó tiene p+q elementos maximales, donde cada no maximal es acotado superiormente por al menos

q elementos maximales.

⇐) Sean C1, . . . , Cn las clases de equivalencia de P . Para Ci, 1 ≤ i ≤ n hay dos posibles casos:

1. Ci tiene mi elementos maximales, mi < p+ q.

2. Ci tiene p+q elementos maximales y cada elemento no maximal es acotado superiormente por al menos

q elementos maximales.

Suponga que Ci cae en el caso 1. Si todos los elementos de Ci son maximales, entonces defina ψi : Pmi0 → Ci

como una biyección cualquiera. Si por el contrario existen elementos no maximales en Ci, para cada y ∈ Ci

no maximal, considere 0 < my ≤ mi el número de elementos maximales de Ci que acotan superiormente a y.

Aśı como se ha mostrado antes, defina ψy : P(mi−my)my
→ Ci morfismo entre Q-posets y con ellos construya

la función

ψi :
∐

y∈Ci no maximal

P(mi−my)my
→ Ci : (a, y) 7→ ψy(a).

De nuevo ψi es morfismo entre Q-posets y es sobreyectiva.

Suponga ahora que Ci está en el caso 2. Sea y ∈ Ci no maximal (si no existe tal y defina ψi : P(p+q)0 → Ci

como una biyección cualquiera). Considere my la cantidad de elementos maximales de Ci que acotan su-

periormente a y, por hipótesis my ≥ q. Se define ψy : P(p+q−my)my
→ Ci de la manera usual, y aśı ψy es

morfismo sobreyectivo de Q-posets. También se define ψi :
∐

y∈Ci no maximal

P(p+q−my)my
→ Ci a partir de las
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ψy de la misma manera que en el caso 1.

Note que se ha construido una familia de morfismos {ψi : Pi → Ci}ni=1 donde Pi es el dominio de ψi y en

todos los casos ψi es sobreyectiva. Considere el morfismo

ψ :
n∐

i=1

Pi → P : (a, i) 7→ ψi(a).

Una vez más ψ es un morfismo sobreyectivo entre Q-posets y por lo tanto existe h : L →
∏n

i=1Di homo-

morfismo inyectivo de Q-ret́ıculos distributivos donde Di = Q(Pi). Por esta nueva construcción cada Di es

de la forma Dr0 con r ≤ p+ q ó es producto de una familia {Drs} donde r + s < p+ q ó r + s = p+ q con

s ≥ q. En cualquier caso Di ∈ Qpq y por lo tanto L ∈ Qpq.

Finalmente se van a enunciar las identidades que axiomatizan cada una de las subvariedades de Q. Al igual

que en el Lema anterior se van a considerar los casos q = 0 y q ≥ 1. Considere la familia de identidades:

(σpq) x ∧
p+q∧
i=1

▽xi ≈x ∧

p+q∨
i=1

xi ∧ ∧
j ̸=i

▽xj

 ∨
∨

1≤i,j≤p+q
i̸=j

▽(xi ∧ xj) ∧
∧

k ̸∈{i,j}

▽xk



∨
∨

|J|=q
J⊆{1,...,p+q}

∧
j∈J

▽(x ∧ xj) ∧
∧
k ̸∈J

▽xk




para p ≥ 0 y q ≥ 1.

Teorema 4.3. Sean p ≥ 0 y q ≥ 1. L ∈ Qpq si y solo si L |= σpq.

Demostración. ⇒) Como consecuencia del Teorema 2.19 se sigue que IdQpq
(X) = IdV (Dpq)(X) = Id{Dpq}(X).

Por lo tanto, si se consigue mostrar queDpq |= σpq, entonces para cualquier L ∈ Qpq necesariamente L |= σpq.

Recuerde que Dpq = 2p× (2q ⊕1∗) está equipado con el cuantificador simple. Sean a, a1, . . . , ap+q ∈ Dpq. Se

realiza la prueba considerando varios casos. Para empezar, suponga que al = (0, 0) para algún 1 ≤ l ≤ p+ q,

entonces ▽al = (0, 0) y se puede verificar fácilmente que

p+q∧
i=1

▽ai = (0, 0),

p+q∨
i=1

ai ∧ ∧
j ̸=i

▽aj

 =

p+q∨
i=1

(0, 0) = (0, 0),

∨
1≤i,j≤p+q

i̸=j

▽(ai ∧ aj) ∧
∧

k ̸∈{i,j}

▽ak

 =
∨

1≤i,j≤p+q
i̸=j

(0, 0) = (0, 0),

∨
|J|=q

J⊆{1,...,p+q}

∧
j∈J

▽(a ∧ aj) ∧
∧
k ̸∈J

▽ak

 =
∨

|J|=q
J⊆{1,...,p+q}

(0, 0) = (0, 0).
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Al evaluar σpq se obtiene que a ∧ (0, 0) = (0, 0) = a ∧ ((0, 0) ∨ (0, 0) ∨ (0, 0)) y la identidad es válida.

Ahora suponga que al ̸= (0, 0) para todo 1 ≤ l ≤ p+ q, entonces ▽al = (1, 1∗) y a∧
p+q∧
i=1

▽ai = a∧ (1, 1∗) = a,

además

a ∧


p+q∨
i=1

ai ∧ ∧
j ̸=i

▽aj

 ∨
∨

1≤i,j≤p+q
i̸=j

▽(ai ∧ aj) ∧
∧

k ̸∈{i,j}

▽ak

 ∨
∨

|J|=q
J⊆{1,...,p+q}

∧
j∈J

▽(a ∧ aj) ∧
∧
k ̸∈J

▽ak




= a ∧


p+q∨
i=1

ai ∨
∨

1≤i,j≤p+q
i̸=j

▽(ai ∧ aj) ∨
∨

|J|=q
J⊆{1,...,p+q}

∧
j∈J

▽(a ∧ aj)


 .

Note que si ai ∧ aj ̸= (0, 0) para algunos 1 ≤ i < j ≤ p + q, necesariamente ▽(ai ∧ aj) = (1, 1∗) y se puede

decir que

a ∧


p+q∨
i=1

ai ∨
∨

1≤i,j≤p+q
i̸=j

▽(ai ∧ aj) ∨
∨

|J|=q
J⊆{1,...,p+q}

∧
j∈J

▽(a ∧ aj)


 = a ∧ (1, 1∗) = a.

Por lo tanto la identidad es válida nuevamente. En caso contrario ai∧aj = (0, 0) para todos 1 ≤ i, j ≤ p+ q,

i ̸= j. De aqúı que ▽(ai ∧ aj) = (0, 0) y

a ∧


p+q∨
i=1

ai ∨
∨

1≤i,j≤p+q
i̸=j

▽(ai ∧ aj) ∨
∨

|J|=q
J⊆{1,...,p+q}

∧
j∈J

▽(a ∧ aj)




= a ∧


p+q∨
i=1

ai ∨
∨

|J|=q
J⊆{1,...,p+q}

∧
j∈J

▽(a ∧ aj)


 .

Recuerde que Irr(Dpq) = {(r1, 0), . . . , (rp, 0), (0, s1), . . . , (0, sq), (0, 1∗)} donde los ri son los átomos de 2p,

los sj átomos de 2q y 1∗ es el máximo de Cq. Para cada 1 ≤ i ≤ p+ q considere el conjunto

Ai = {x ∈ Irr(Dpq) |x ≤ ai}.

Como ai ̸= (0, 0), por el Teorema 2.29 se tiene que ai =
∨
Ai y claramente Ai ̸= ∅. Por hipótesis ai ∧ aj =

(0, 0) para todos i, j distintos; esto implica que Ai ∩ Aj = ∅ para todos i, j distintos. Suponga que q = 1 y

que (0, 1∗) ∈ Ai para algún 1 ≤ i ≤ p+1. Entonces Ai = {(0, s1), (0, 1∗)}, ai = (0, 1∗) y |Aj | = 1 para j ̸= i.
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Note que
∨
j ̸=i

aj = (1, 0) y de alĺı

p+q∨
i=1

ai = (1, 1∗), luego

a ∧


p+q∨
i=1

ai ∨
∨

|J|=q
J⊆{1,...,p+q}

∧
j∈J

▽(a ∧ aj)


 = a ∧

(1, 1∗) ∨ ∨
|J|=q

J⊆{1,...,p+q}

∧
j∈J

▽(a ∧ aj)


 = a ∧ (1, 1∗) = a.

De esta forma la identidad es válida una vez más.

Si q ≥ 2 y (0, 1∗) ∈ Ai para algún 1 ≤ i ≤ p+ q, entonces Ai = {(0, s1), . . . , (0, sq), (0, 1∗)} y |Ai | ≥ 3, pero

no es posible tener p+ q subconjuntos disyuntos no vaćıos de un conjunto de p+ q+1 elementos donde uno

de los subconjuntos tenga más de dos elementos.

Resta estudiar el caso en que (0, 1∗) ̸∈ Ai para cada i, caso en el cuál |Ai| = 1 para todo 1 ≤ i ≤ p + q.

Observe que

p+q∨
i=1

ai = (1, 1) y aśı

a ∧


p+q∨
i=1

ai ∨
∨

|J|=q
J⊆{1,...,p+q}

∧
j∈J

▽(a ∧ aj)


 = a ∧

(1, 1) ∨ ∨
|J|=q

J⊆{1,...,p+q}

∧
j∈J

▽(a ∧ aj)


 .

Si existe J ⊆ {1, . . . , p + q} con |J | ≥ q, tal que a ≥ aj para j ∈ J , entonces a ∧ aj = aj y
∧
j∈J

▽(a ∧ aj) =

(1, 1∗), luego

a ∧

(1, 1) ∨ ∨
|J|=q

J⊆{1,...,p+q}

∧
j∈J

▽(a ∧ aj)


 = a ∧

[
(1, 1) ∨ (1, 1∗)

]
= a ∧ (1, 1∗) = a.

Por ultimo, suponga que a acota superiormente a lo sumo q − 1 elementos en {a1, . . . , ap+q}, entonces para
cualquier J ⊆ {1, . . . , p+ q}, |J | = q, existe j ∈ J tal que a∧ aj = (0, 0) (pues los aj son los átomos de Dpq)

y como resultado ▽(a ∧ aj) = (0, 0) y
∧
j∈J

▽(a ∧ aj) = (0, 0), por lo tanto

a ∧

(1, 1) ∨ ∨
|J|=q

J⊆{1,...,p+q}

∧
j∈J

▽(a ∧ aj)


 = a ∧

[
(1, 1) ∨ (0, 0)

]
= a ∧ (1, 1).

Ahora note que a ∧ (1, 1) ̸= a implica a = (x, 1∗) para algún x ∈ 2p. En efecto, si a = (x, y) con y ̸= 1∗, en-

tonces y∧1 = y y a∧ (1, 1) = a. Claramente (x, 1∗) es cota superior de {(0, s1), . . . , (0, sq)} ⊆ {a1, . . . , ap+q},
pero se está suponiendo que a acota a lo sumo q − 1 elementos de {a1, . . . , ap+q}, una contradicción. Se

concluye que a∧ (1, 1) = a y finalmente se ha mostrado que Dpq satisface la identidad para cualquier posible
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escogencia de a, a1, . . . ap+q ∈ Dpq, es decir, Dpq |= σpq y por la observación al inicio de la prueba se llega al

resultado deseado.

⇐) Suponga que L |= σpq. Sea Σ el conjunto de identidades que definen a los Q-ret́ıculos distributivos. Por

el Teorema 2.21 la clase Mod(Σ ∪ {σpq}) ⊊ Q es una subvariedad de Q. Claramente L ∈ Mod(Σ ∪ {σpq})
y por el Teorema 3.24 existen r, s ∈ ω × ω tales que Qrs = Mod(Σ ∪ {σpq}) . Recuerde que por definición

Qrs = V (Drs) y de esta forma al aplicar el Teorema 2.13 se obtiene que Qrs es localmente finita y como

L ∈ Qrs entonces L es a su vez localmente finita. El Teorema 2.22 indica que para verificar que L ∈ Qpq

es suficiente mostrar que las subálgebras finitamente generadas de L pertenecen a Qpq. Sea (A,▽) ≤ L

finitamente generada, entonces (A,▽) |= σpq y (A,▽) es un Q-ret́ıculo distributivo finito. Por contradicción,

si (A,▽) ̸∈ Qpq por el Lema 4.2 existen a, a1, . . . , ap+q ∈ A elementos ∨-irreducibles distintos tales que:

ai ∈ [a]E , es decir, ▽ai = ▽a para 1 ≤ i ≤ p+ q, .

a1, . . . , ap+q son maximales en [a]E con el orden dual ≤∗, es decir, si b ∈ [a]E y b ≤ ai, entonces b = ai.

a acota superiormente a lo sumo q − 1 elementos de {a1, . . . , ap+q} con el orden ≤.

Como (A,▽) |= σpq entonces

a ∧
p+q∧
i=1

▽ai =a ∧

p+q∨
i=1

ai ∧ ∧
j ̸=i

▽aj

 ∨
∨

1≤i,j≤p+q
i̸=j

▽(ai ∧ aj) ∧
∧

k ̸∈{i,j}

▽ak



∨
∨

|J|=q
J⊆{1,...,p+q}

∧
j∈J

▽(a ∧ aj) ∧
∧
k ̸∈J

▽ak


 .

Esta expresión se puede simplificar bastante gracias a la escogencia de los a, a1, . . . , ap+q. Por un lado, como

para todo i ∈ {1, . . . , p+ q}, ▽a = ▽ai,

a ∧
p+q∧
i=1

▽ai = a ∧ ▽a = a,

p+q∨
i=1

ai ∧ ∧
j ̸=i

▽aj

 =

p+q∨
i=1

(ai ∧ ▽ai) =
p+q∨
i=1

ai.

Por otro lado, por la definición de cuantificador, si x, y ∈ A, entonces ▽(x∧y)∧▽x = ▽(x∧y∧▽x) = ▽(x∧y),
luego

∨
1≤i,j≤p+q

i̸=j

▽(ai ∧ aj) ∧
∧

k ̸∈{i,j}

▽ak

 =
∨

1≤i,j≤p+q
i̸=j

(
▽(ai ∧ aj) ∧ ▽ai

)
=

∨
1≤i,j≤p+q

i̸=j

▽(ai ∧ aj),

∨
|J|=q

J⊆{1,...,p+q}

∧
j∈J

▽(a ∧ aj) ∧
∧
k ̸∈J

▽ak

 =
∨

|J|=q
J⊆{1,...,p+q}

∧
j∈J

▽(a ∧ aj) ∧ ▽a

 =
∨

|J|=q
J⊆{1,...,p+q}

∧
j∈J

▽(a ∧ aj)

.
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Haciendo la sustituciones respectivas se obtiene

a ≤
p+q∨
i=1

ai ∨
∨

1≤i,j≤p+q
i̸=j

▽(ai ∧ aj) ∨
∨

|J|=q
J⊆{1,...,p+q}

∧
j∈J

▽(a ∧ aj)

.
Como a es ∨-irreducible se puede aplicar el Lema 2.28 y se tienen tres posibilidades:

1. a ≤ ai para algún 1 ≤ i ≤ p+ q.

2. a ≤ ▽(ai ∧ aj) para algunos 1 ≤ i, j ≤ p+ q, i ̸= j.

3. a ≤
∧
j∈J

▽(a ∧ aj) para un J ⊆ {1, . . . , p+ q}, |J | = q.

Suponga que ocurre 1. Por la maximalidad de ai, a = ai una contradicción. Suponga que ocurre 2. Por

el Teorema 3.26 existe b ∈ [a]E tal que b ≤ ai ∧ aj , pero esto implica que ai = b = aj , nuevamente una

contradicción. Suponga que ocurre 3. Por la escogencia del a existe k ∈ J tal que ak ̸≤ a, pero a ≤ ▽(a∧ak).
Usando una vez más el Teorema 3.26 se obtiene un b ∈ [a]E tal que b ≤ a ∧ ak ≤ ak y como consecuencia

b = ak, es decir, ak ≤ a ∧ ak ≤ a, lo cuál contradice que ak ̸≤ a. Ya que ninguna opción es posible se puede

concluir que (A,▽) ∈ Qpq y esto conlleva a que L ∈ Qpq.

Para terminar esta sección se plantearán las identidades para el caso q = 0 y se probará un teorema análogo

al anterior.

(σp0)

p∧
i=1

▽xi ≈
p∨

i=1

xi ∧ ∧
j ̸=i

▽xj

 ∨
∨

1≤i,j≤p
i̸=j

▽(xi ∧ xj) ∧
∧

k ̸∈{i,j}

▽xk


Teorema 4.4. Sea p ≥ 0. L ∈ Qp0 si y solo si L |= σp0.

Demostración. ⇒) Al igual que en la prueba del teorema anterior solamente es necesario mostrar que σp0 ∈
Id{Dp0}(X) = IdQp0

(X). Sean a1, . . . , ap ∈ Dp0. Recuerde que Dp0 = 2p×C0, C0 = {0} y Dp0 está equipado

con el cuantificador simple. Se realiza la prueba considerando varios casos. Primero, suponga que al = (0, 0)

para algún 1 ≤ l ≤ p, entonces ▽al = (0, 0) y adicionalmente

p∧
i=1

▽ai = (0, 0),

p∨
i=1

ai ∧ ∧
j ̸=i

▽aj

 =

p∨
i=1

(0, 0) = (0, 0),

∨
1≤i,j≤p

i̸=j

▽(ai ∧ aj) ∧
∧

k ̸∈{i,j}

▽ak

 =
∨

1≤i,j≤p
i̸=j

(0, 0) = (0, 0).

Como (0, 0) = (0, 0)∨ (0, 0) la identidad es válida para tales ai‘s. Por otro lado, suponga que al ̸= (0, 0) para
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todo 1 ≤ l ≤ p. Por definición del cuantificador ▽al = (1, 0) para cada l entre 1 y p, luego

p∧
i=1

▽ai = (1, 0) y

p∨
i=1

ai ∧ ∧
j ̸=i

▽aj

 ∨
∨

1≤i,j≤p+q
i̸=j

▽(ai ∧ aj) ∧
∧

k ̸∈{i,j}

▽ak

 =

p∨
i=1

ai ∨
∨

1≤i,j≤p
i̸=j

▽(ai ∧ aj).

Si existen 1 ≤ i < j ≤ p tales que ai ∧ aj ̸= (0, 0), entonces ▽(ai ∧ aj) = (1, 0) y

p∨
i=1

ai ∨
∨

1≤i,j≤p
i̸=j

▽(ai ∧ aj) =
p∨

i=1

ai ∨ (1, 0) = (1, 0).

Esto quiere decir que la identidad es válida en este caso. Si por el contrario ai∧aj = (0, 0) para cualesquiera

1 ≤ i, j ≤ p, i ̸= j, entonces

p∨
i=1

ai ∨
∨

1≤i,j≤p
i̸=j

▽(ai ∧ aj) =
p∨

i=1

ai ∨ (0, 0) =

p∨
i=1

ai.

Bajo estas hipótesis se puede probar que los ai son los p átomos de Dp0
∼= 2p y por lo tanto

p∨
i=1

ai = (1, 0).

En todos los casos las funciones correspondientes a los términos que componen la identidad coinciden. Eso

demuestra que σp0 ∈ IdQp0
(X), es decir, si L ∈ Qp0 entonces L |= σp0.

⇐) Como se vio en la prueba del teorema anterior es suficiente mostrar que para cualquier Q-ret́ıculo

distributivo finito (A,▽), si (A,▽) |= σp0, entonces (A,▽) ∈ Qp0. Por contradicción. Suponga que(A,▽) ̸∈
Qp0, por el Lema 4.2 existen a, a1, . . . , ap ∈ A elementos ∨-irreducibles distintos tales que:

ai ∈ [a]E , es decir, ▽ai = ▽a para 1 ≤ i ≤ p.

a1, . . . , ap son maximales en [a]E con el orden ≤∗, es decir, si b ∈ [a]E y b ≤ ai entonces b = ai.

Para estos elementos se puede verificar fácilmente que

p∧
i=1

▽ai = ▽a,

p∨
i=1

ai ∧ ∧
j ̸=i

▽aj

 =

p∨
i=1

ai,

∨
1≤i,j≤p

i̸=j

▽(ai ∧ aj) ∧
∧

k ̸∈{i,j}

▽ak

 =
∨

1≤i,j≤p
i̸=j

▽(ai ∧ aj).
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Ya que (A,▽) |= σp0, se obtiene que ▽a =

p∨
i=1

ai ∨
∨

1≤i,j≤p
i̸=j

▽(ai ∧ aj) y por lo tanto

a ≤
p∨

i=1

ai ∨
∨

1≤i,j≤p
i̸=j

▽(ai ∧ aj).

Aplicando el Lema 2.28 debe ocurrir alguna de las siguientes opciones:

1. a ≤ ai para algún 1 ≤ i ≤ p.

2. a ≤ ▽(ai ∧ aj) para algunos 1 ≤ i < j ≤ p.

El primer caso no es posible pues implica a = ai y por hipótesis a y ai son distintos. Para el segundo caso

se utiliza el Teorema 3.26 para garantizar la existencia de un b ∈ [a]E tal que b ≤ ai ∧ aj , pero de aqúı

ai = b = aj , una contradicción. Como consecuencia (A,▽) ∈ Qp0.
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5. Otras Ecuaciones

Ahora se enuncia el teorema de Petrovich [20] que da identidades para las subvariedades de Q.

Teorema 5.1. Para cada natural p ̸= 0, la variedad Qp0 es caracterizada por la ecuación:

(Ip) :

 p∧
k=1

▽xk

 ∧


 ∨

1≤i<j≤p

▽(xi ∧ xj)

 ∨

 p∨
i=1

xi


 =

p∧
k=1

▽xk.

Para cada natural p, la variedad Qp1 es caracterizada por la ecuación:

(Ip1) :

p+2∧
k=1

▽xk

 ∧

 ∨
1≤i<j≤p+2

▽(xi ∧ xj)

 =

p+2∧
k=1

▽xk.

Para cualesquiera naturales p y q ≥ 2, la variedad Qpq es caracterizada por la ecuación:

(Ipq) :

p+q∧
k=1

▽xk

 ∧ [t(x1, x2, . . . xp+q+1) ∨ xp+q+1] =

p+q∧
k=1

▽xk

 ∧

t(x1, x2, . . . xp+q+1) ∨

xp+q+1 ∧

 p+q∨
k=p+2

xk



 .

donde

t(x1, x2, . . . , xp+q+1) =

 ∨
1≤i<j≤p+q

▽(xi ∧ xj)

 ∨

p+1∨
i=1

▽(xp+q+1 ∧ xi)

 .

Antes de revisar la demostración que hace Petrovich de este resultado se probará el siguiente lema.

Lema 5.2. Sea (L,▽) ∈ Obj(Qfin) donde ▽ es el cuantificador simple.

1. L |= Ip si y solo si para cada {a1, . . . , ap} ⊆ L con ai ̸= 0 y ai ∧ aj = 0 para 1 ≤ i, j ≤ p, i ̸= j,

entonces a1 ∨ · · · ∨ ap = 1.

2. L |= Ip1 si y solo si no existe {a1, . . . , ap+2} ⊆ L donde ai ̸= 0 y ai ∧ aj = 0 para 1 ≤ i, j ≤ p + 2,

i ̸= j.

3. L |= Ipq si y solo si para cada {a1, . . . , ap+q} ⊆ L con ai ̸= 0, ai ∧ aj = 0 para 1 ≤ i, j ≤ p+ q, i ̸= j,

y b ∧ ai = 0 para 1 ≤ i ≤ p+ 1, se tiene que b ≤ ap+2 ∨ · · · ∨ ap+q.

Demostración. 1. ⇒) Suponga que L |= Ip y sea {a1, . . . , ap} como en el enunciado. Primero observe que

▽ai = 1 y ▽(ai ∧ aj) = 0 para 1 ≤ i, j ≤ p, i ̸= j. Luego

p∨
i=1

ai = 1 ∧

0 ∨
 p∨

i=1

ai


 =

 p∧
k=1

▽ak

 ∧


 ∨

1≤i<j≤p

▽(ai ∧ aj)

 ∨

 p∨
i=1

ai


 =

p∧
k=1

▽ak = 1.
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⇐) Sean a1, . . . , ap ∈ L. Por casos. Si ak = 0 para algún ak ∈ {a1, . . . , ap}, entonces
p∧

k=1

▽ak = 0 y

 p∧
k=1

▽ak

 ∧


 ∨

1≤i<j≤p

▽(ai ∧ aj)

 ∨

 p∨
i=1

ai


 = 0 =

p∧
k=1

▽ak.

Suponga que ak ̸= 0, 1 ≤ k ≤ p. Si ai ∧ aj ̸= 0 para algunos 1 ≤ i < j ≤ p, entonces
∨

1≤i<j≤p

▽(ai ∧ aj) = 1,

luego

 p∧
k=1

▽ak

 ∧


 ∨

1≤i<j≤p

▽(ai ∧ aj)

 ∨

 p∨
i=1

ai


 =

 p∧
k=1

▽ak

 ∧ 1 =

p∧
k=1

▽ak.

Suponga que a1 ∧ aj = 0 para todo 1 ≤ i < j ≤ p. Por hipótesis

p∨
i=1

ai = 1, por lo tanto

 p∧
k=1

▽ak

 ∧


 ∨

1≤i<j≤p

▽(ai ∧ aj)

 ∨

 p∨
i=1

ai


 =

 p∧
k=1

▽ak

 ∧ 1 =

p∧
k=1

▽ak.

Se concluye que para todas las posibles p-tuplas a1, . . . , ap la identidad se mantiene, es decir, L |= Ip.

2. ⇒) Por reducción al absurdo. Si existiera tal subconjunto {a1, . . . , ap+2} ⊆ L, necesariamente

p+2∧
k=1

▽ak = 1

y
∨

1≤i<j≤p+2

▽(ai ∧ aj) = 0 pero como L |= Ip1

0 = 1 ∧ 0 =

p+2∧
k=1

▽ak

 ∧

 ∨
1≤i<j≤p+2

▽(ai ∧ aj)

 =

p+2∧
k=1

▽ak = 1.

⇐) Sean a1, . . . , ap+2 ∈ L. Si ak = 0 para algún k ∈ {1, . . . , p + 2}, se puede afirmar que

p+2∧
k=1

▽ak = 0

y reemplazando se verifica que la ecuación es cierta para esta escogencia. Suponga que ak ̸= 0 para cada

1 ≤ k ≤ p + 2, luego

p+2∧
k=1

▽ak = 1. Por hipótesis existen 1 ≤ i < j ≤ p + 2 tales que ai ∧ aj ̸= 0, por

consiguiente
∨

1≤i<j≤p+2

▽(ai ∧ aj) = 1 y de ah́ı

p+2∧
k=1

▽ak

 ∧

 ∨
1≤i<j≤p+2

▽(ai ∧ aj)

 = 1 ∧ 1 = 1 =

p+2∧
k=1

▽ak.

En resumen L |= Ip1.
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3. ⇒) Suponga que L |= Ipq. Sean a1, . . . , ap+q, b como en el enunciado. Entonces

p+q∧
k=1

▽ak = 1 y

t(a1, a2, . . . , ap+q, b) =

 ∨
1≤i<j≤p+q

▽(ai ∧ aj)

 ∨

p+1∨
i=1

▽(b ∧ ai)

 = 0 ∨ 0 = 0.

Reemplazando en Ipq se obtiene b = b ∧

 p+q∨
k=p+2

xk

, es decir, b ≤
p+q∨

k=p+2

xk.

⇐) Sean a1, . . . , ap+q, b ∈ L. Como es habitual la prueba se hará por casos. Para el primer caso, si ak = 0

para algún k ∈ {1, . . . , p + q}, entonces
p+q∧
k=1

▽ak = 0 e inmediatamente la ecuación es verdadera. Suponga

que ak ̸= 0 para todo 1 ≤ k ≤ p+ q, aśı

p+q∧
k=1

▽ak = 1. Si existen 1 ≤ i < j ≤ p+ q tales que ai ∧ aj ̸= 0, se

deduce que t(a1, a2, . . . , ap+q, b) = 1 y en este caso

1 ∧ [1 ∨ b] = 1 = 1 ∧

1 ∨
b ∧

 p+q∨
k=p+2

ak



 .

Suponga que ai ∧ aj = 0 para todo 1 ≤ i < j ≤ p+ q. Si b∧ ai ̸= 0 para algún i ∈ {1, . . . , p+1}, observe que

t(a1, a2, . . . , ap+q, b) =

p+1∨
i=1

▽(b ∧ ai) = 1, y al igual que en el caso anterior la igualdad se mantiene.

Suponga ahora que b∧ai = 0 para cada 1 ≤ i ≤ p+1, de esta forma t(a1, a2, . . . , ap+q, b) = 0 y por hipótesis

b ≤
p+q∨

k=p+2

xk, es decir, b = b ∧

 p+q∨
k=p+2

xk

. Por lo tanto al reemplazar en la ecuación se llega a que

1 ∧ [0 ∨ b] = b = 1 ∧ [0 ∨ b] = 1 ∧

0 ∨
b ∧

 p+q∨
k=p+2

ak



 .

En conclusión la ecuación se mantiene para cualquier (p+q+1)-tupla en L y como consecuencia L |= Ipq.

Llame Σ al conjunto de identidades que definen a los Q-ret́ıculos distributivos. Sea I alguna de las ecua-

ciones anteriores entonces Mod(Σ ∪ {I}) ⊂ Q es una subvariedad por el Teorema 2.21. Por otra parte, el

Teorema 3.24 dice que Mod(Σ ∪ {I}) = Qrs para algunos r, s < ω. Usando el lema anterior, Petrovich

muestra que Dp0 |= Ip, D0p ̸|= Ip (D0p no satisface Ip), Dp1 |= Ip1, Dp+20 ̸|= Ip1 y para q ≥ 2, Dpq |= Ipq

pero Dp+1q−1 ̸|= Ipq. Esto es suficiente para obtener el teorema, dado que el ret́ıculo de subvariedades de

Q es una cadena y cada subvariedad está generada por los Dpq. Por ejemplo Dp0 ∈ Mod(Σ ∪ {Ip}), luego
Qp0 ⊆Mod(Σ∪{Ip}), por otro lado D0p ̸∈Mod(Σ∪{Ip}), es decir,Mod(Σ∪{Ip}) ⊊ Q0p y como entre Qp0

y Q0p no hay subvariedades se concluye que Mod(Σ∪{Ip}) = Qp0. De forma similar Mod(Σ∪{Ip1}) = Qp1

y Mod(Σ ∪ {Ipq}) = Qpq.
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6. Conclusión

La dualidad es una herramienta imprescindible en la demostración del Lema 4.2, el cual es a su vez utilizado

para obtener los dos teoremas de la Sección 4 que establecen nuevas ecuaciones para las subvariedades de

Q. No obstante, tal y como hab́ıa mostrado Petrovich, es posible analizar directamente las propiedades de

los Q-ret́ıculos distributivos Dpq, sin recurrir a la dualidad, para encontrar tales identidades.

Una comparación rápida entre las ecuaciones descritas por Petrovich y las establecidas en esta tesis revela

que la cantidad de variables utilizadas para caracterizar a la misma subvariedad de Q coincide. A partir de

esto resulta natural preguntar cuál es la menor cantidad de variables necesarias. En [20] Petrovich resuelve

esta pregunta al demostrar que el mı́nimo número de variables para cualquiera de estas ecuaciones coincide

con la mı́nima cantidad de generadores necesarios para generar el álgebra finita subdirectamente irreduci-

ble que genera al sucesor de la subvariedad, por tal motivo es posible encontrar para ciertas subvariedades

ecuaciones que las caractericen con un número menor de variables que las que han sido presentadas antes.

Ahora bien, vale la pena observar que Petrovich considera tres familias diferentes de ecuaciones luego de

dividir el caso más general q ≥ 1 en los subcasos q = 1 y q ≥ 2. Sin embargo, la familia de ecuaciones σpq no

atiende esta distinción y consigue abarcar ambas posibilidades. Al revisar nuevamente la demostración del

Teorema 4.3 el lector se dará cuenta que ambos subcasos son examinados para probar la primera implicación

y que de esta forma las σpq, q ≥ 1 funcionan en las dos situaciones. Esta diferencia radica en la aplicación

del Lema 4.2, el cual nuevamente no diferencia entre q = 1 y q ≥ 2.
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