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Resumen

En el presente trabajo se ajusta un modelo espacio-temporal para el nUmero de
muertes a causa de COVID-19 en Cundinamarca y Bogota. En los municipios mas
alejados de Cundinamarca lo normal es que no se presentardn muertes en mucho
tiempo, por esta razén puede ser considerado un problema con exceso de ceros de
espacio-tiempo. Ademas, se realiz6 un analisis exploratorio de la base de datos el
cual permitio detectar la presencia de relacion temporal y espacial. Por lo tanto, en
una primera parte se exponen y detallan las metodologias y conceptos que pueden
ayudar a manejar el exceso de ceros y posteriormente, se hace énfasis en el modelo
espacio-temporal con exceso de ceros. En la busqueda de la literatura se encontrd
que una buena alternativa para ajustar un modelo de este estilo es hacerlo mediante
un modelo jerarquico Bayesiano usando el método de la aproximacion de Laplace
integrada anidada (INLA). Se realizé un anlisis descriptivo de la vacunacion en Co-
lombia dejando algunos detalles que permitieron complementar el analisis del ajuste
de los modelos. Finalmente, se obtuvo que el modelo que mejor se ajusté a la luz de
la media del error absoluto de prediccion (MAPE), el criterio de informacién de la
devianza (DIC) y del contexto del exceso de ceros fue el modelo Poisson Cero Infla-
do. Asi, se puede afirmar que las muertes a causa de COVID-19 en Cundinamarca
y Bogota es un fendmeno espacio-temporal con exceso de ceros.

Palabras clave: exceso de ceros, modelos cero inflado, modelo de Hurdle, con-
teo, espacio-temporal, COVID-19.

Abstract

In the present work, a spatio-temporal model is fitted for the number of deaths
due to COVID-19 in Cundinamarca department and Bogota city. In the most remo-
te municipalities of Cundinamarca, it is normal that there will be no deaths in a long
time, for this reason it can be considered a problem with of space-time excess of zeros.
In addition, an exploratory analysis of the database was carried out, which allowed
detecting the presence of a temporal and spatial relationship. Therefore, in the first
part, the methodologies and concepts that can help to manage the excess of zeros are
presented and detailed, and subsequently, emphasis is placed on the spatio-temporal
model with excess of zeros. In the literature, it was found that the best alternative
to fit a model of this style is usign a Bayesian hierarchical model Integrated Nes-
ted Laplace Approximation (INLA) method. A descriptive analysis of vaccination
in Colombia was carried out, leaving some details that allowed complementing the
analysis of model fitting. Finally, it was obtained that the best fitting model in light
of the mean absolute prediction error (MAPE), the deviancy information criterion
(DIC) and the context of the excess of zeros was the Zero Inflated Poisson model.
Therefore, it can be a rmed that deaths due to COVID-19 in Cundinamarca and
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Bogota is a spatio-temporal phenomenon with an excess of zeros.
Key words: zero inflated model, Hurdle model, count, spatio-temporal, COVID-
19.
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1 Introduccion

La pandemia de COVID-19 ha estremecido al mundo obligando a cambiar muchas
actividades de la vida cotidiana, por ejemplo, forzd a estudiar y/o trabajar desde
casa, entre otras tantas actividades. Esto ha generado un impacto demasiado fuerte
en aspectos como la economia y el sistema de salud. El 31 de diciembre la Orga-
nizacion Mundial de la Salud (OMS) reportd unos casos de neumonia de origen
desconocido en Wuhan (China). El total de contagios aument6 rapidamente dentro
y fuera de China cuyo origen fue identificado como un nuevo Coronavirus clasificado
como SARS-CoV2. Posteriormente, el 11 de marzo de 2020 se declar¢ oficialmente
la nueva enfermedad por el coronavirus 2019 (COVID-19) como una pandemia.

En Colombia se report6 el primer caso de COVID-19 el 6 de marzo de 2020, des-
de entonces hasta el 31 de diciembre de 2021 se han confirmado 5°157.440 casos
con un total de 130.270 muertos, dejando una letalidad del 2.5 % aproximadamente.
Particularmente en Bogota y Cundinamarca se reportaron 1482496 casos y 27859
muertos, es decir, una tasa de letalidad del 1.9% para Bogota, mientras que, para
Cundinamarca 268029 casos y 6875 muertos, lo que se traduce en una tasa de le-
talidad del 2.6 %. Si se juntan Bogota y Cundinamarca resulta en 1750525 casos y
34734 muertos, obteniendo una tasa de letalidad del 2 %.

El interés se centra en la variable muertes por COVID-19 y como se menciono
anteriormente, la letalidad de este virus es de aproximadamente el 2%; dicho de
otra manera es que si se define una variable Y que toma el valor de 1 cuando la
persona muere, y 0 en otro caso, es decir, de cada 1000 casos positivos se tendrian
20 unos (muertes) y 980 ceros (sobrevivientes). Entonces los ceros observados son
mas que los ceros esperados en el contexto de las distribuciones de conteo como
la Poisson y la Binomial Negativa. Este fenOmeno, genera que los supuestos sobre
la media y varianza no se cumplan, lo que hace necesario buscar una alternativa
gue permita manejar el exceso de ceros. Ahora desde una perspectiva estadistica
este problema es espacio - temporal: en el sentido espacial, un lugar puede afectar
el comportamiento de la variable de interés en otro lugar proximo o cercano, por
ejemplo, un aumento de casos en Bogota puede reflejarse en un aumento de casos
en municipios aledafios como Chia, Soacha, etc. Desde el punto de vista temporal
hay eventos que determinan la dindmica de la variable, en este caso, podrian ser las
prohibiciones como los toque de queda, los cierres de frontera entre los municipios,
las cuarentenas estrictas, etc. Ademas, el exceso de ceros esta presente a lo largo de



los territorios debido a lejania de algunos municipios de Cundinamarca respecto a
los epicentros de los casos como Bogot4 y los municipios aledafios. Por otro lado, a
través del tiempo muchos de estos municipios se han mantenido sin muertes y las
medidas de prevencion, ya mencionadas anteriormente, controlaron los contagios en
municipios mas grandes y cercanos a Bogoté llevando el nimero de muertes a 0.

A nivel mundial se han realizado multiples trabajos como Saavedra, Santana, Bello,
Pachecho & Sanjuan (2021) en donde se realizé un analisis del impacto del COVID-
19 en la tasa de mortalidad en Espafia usando el método bayesiano con aproximacion
de Laplace integrada anidada (INLA, por sus siglas en inglés). En Zhu, Bukharin,
Xie, Santillana, Yang & Xie (2021) se desarrollo un modelo espacio-temporal biva-
riado para predecir el nUmero de casos positivos y muertes por COVID-19 haciendo
una agregacion por condado de forma semanal en Estados Unidos. Por otro lado,
en Sartorius, Lawson & Pullan (2021) se aplico un modelo jerarquico bayesiano
espacio-temporal SEIR (que es un acronimo de Susceptible, Expuesto, Infectado y
Recuperado) para evaluar la variabilidad de los casos confirmados de COVID-19 y
de las muertes a una escala de pequefias areas en Inglaterra de forma semanal.

En el caso particular del modelo espacio-temporal inflado de ceros se encuentra que
en la literatura la metodologia aplicada es el modelo jerarquico bayesiano (BHM,
por sus siglas en inglés). Por ejemplo, en Agarwal, Gelfand & Citron-Pousty (2002)
se realizd un trabajo netamente espacial para el conteo de isdpodos en las cuencas
hidrograficas en el desierto de Negev (Israel). En Wikle & Anderson (2003) se aplico
para el conteo de tornados en Estados Unidos entre los afios 1953 a 1995. Fahrmeir &
Echavarria (2006) desarrollaron un estudio de simulacion con diferentes distribucio-
nes 0 modelos de los datos y evaluaron el rendimiento del BHM. Arab (2015) estudio
los casos confirmados de la enfermedad de Lyme durante 5 afos en lIllinois a nivel
de condados. En trabajos mas recientes como Torabi (2017) se usé la informacion
relacionada con visitas mensuales al hospital por asma en nifios entre abril de 2006 y
marzo de 2010 observado en 11 regiones en la provincia de Manitoba (Canada). Por
altimo, Romo (2019) enfoco la aplicacion de su estudio en la incidencia delictiva en
el municipio de Aguascalientes (México), para esto, contd con el reporte de delitos
ocurridos en 282 areas agregados de forma mensual desde enero de 2011 hasta mayo
de 2016, este ultimo es importante dentro del desarrollo del presente trabajo debido
a que se ajustaron tanto modelos cero inflados como modelos de Hurdle.

En el presente trabajo se aplicara el método INLA, ya que este tiene mejor desempe-
fio comparado con otros métodos como las cadenas de Markov Monte Carlo (MCMC,
por sus siglas en inglés) en términos de convergencia y tiempo computacional en el
contexto especifico de los modelos Gaussianos latentes.

El objetivo principal es proponer un modelo espacio-temporal con exceso de ceros
para el nimero de muertes a causa de COVID-19 en Cundinamarca y Bogota usan-
do las distribuciones Poisson y Binomial Negativa y sus respectivas versiones cero
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infladas y Hurdle.

El trabajo consta de 5 capitulos adicionales. En el se especifica el marco
conceptual del problema del exceso de ceros desde las distribuciones cero infladas y
las distribuciones de Hurdle; ademas, el modelo jerarquico bayesiano, y por ultimo,
el método de estimacion INLA. En el se realiz6 un andlisis y critica de
las bases de datos disponibles, dicho anélisis se compone de dos partes: la primera
dedicada a mostrar la existencia de relacion temporal y espacial en el fenémeno
estudiado y la segunda como parte complementaria dedicada a la vacunacion en
Cundinamarca y Bogota. Seguido por el donde se especifica el modelo
espacio-temporal que se ajustd, sus resultados, la comparacion y eleccién del modelo
usando el criterio de informacion de la devianza (DIC, por sus siglas en inglés) y la
media del error absoluto de prediccion (MAPE, por sus siglas en inglés). El
contiene las conclusiones y recomendaciones. Al final del documento se presentan los
anexos para evidenciar la programacion de R realizada en el desarrollo del presente
trabajo.



2 Marco conceptual

2.1. Exceso de ceros

Para abordar el exceso de ceros se conocen soluciones como la distribucion de Hurd-
le propuesto por Mullahy (1986) y la distribucién inflada de ceros propuestos por
Lambert (1992). Segun Stroup (2013) estas dos metodologias usan una mixtura de
un proceso binario on-o y una distribucién de conteo. Estas metodologias difieren
cuando el proceso esta en on, ya que en el caso de las distribuciones cero infladas, los
ceros pueden ocurrir cuando el proceso se encuentra en cualquiera de sus estados,
mientras que para el caso de las distribuciones de Hurdle los ceros solo pueden ocurrir
cuando el proceso esta en o0 , se dice que el proceso esta en o cuando el fendmeno
estudiado aun no ha generado observaciones. Dicho de otra manera, la distribucion
inflada de ceros asume que los ceros vienen de una mixtura de dos distribuciones,
una donde los individuos siempre generan observaciones 0 y se denominan ceros es-
tructurales y la segunda una distribucion de conteo, como la Poisson, en donde las
observaciones 0 se denominan ceros muestrales. Mientras que, para los modelos de
Hurdle los ceros siempre son considerados como ceros estructurales.

A continuacion se profundizara en las diferencias entre el modelo de Hurdle y el
modelo inflado de ceros y se mostraran algunos casos particulares.

2.1.1. Distribuciones de conteo

Antes de introducir la distribucién de Hurdle y la cero inflada, se mostraran las
distribuciones Poisson y Binomial Negativa, ya que estas son las usadas en la mo-
delacion de variable respuesta del tipo conteo. Por un lado, la distribucion Poisson
cuya naturaleza es contar las apariciones o eventos de un fendmeno determinado
en un intervalo de tiempo y/o area geografica, y por otro lado, como lo mencionan
Byers, Allore, Gill & Peduzzi (2003) la distribucion Binomial Negativa es usada en
modelos de conteo porque permite manejar la sobredispersion de los datos, en caso
de que exista.
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Distribucién Poisson

Se dice que una variable aleatoria Y sigue una distribucion Poisson, con parametro
> 0, si su funcién de densidad de probabilidad es la siguiente:

y
P(Y =y)=ey! siy=0;1;2;: (2-1)

donde E(Y) = Var(Y) = , con el numero medio de eventos ocurridos en un
espacio de tiempo o area geografica determinados. En el contexto especifico de este
trabajo es el nUmero de muertes en un municipio y mes determinado.

Binomial Negativa

Suponga que existe interés en conocer el nimero de fracasos Y ocurridos antes de
obtener de manera exacta n éxitos (Blanco 2004). Asi, se dice que una variable
aleatoria Y se distribuye Binomial Negativa, con parametros p y n, si su funcién de
densidad de probabilidad es la siguiente:

n+y 1

P =y) = p"(L p)siy=0;1,2;:: (2-2)

donde E(Y)= = @ yVar(Y) = % con p la probabilidad de éxito.

2.1.2. Distribucion de Hurdle

La distribucion de Hurdle es una mixtura entre una distribucion Bernoulli y una
distribucion de conteo. Para este caso se asume que todos los ceros son ceros estruc-
turales, es decir, el proceso esta 0 y los valores no ceros son generados por una
distribucién de conteo truncada en cero. Su funcién de densidad de probabilidad es
la siguiente: C

siy=20

(1 )1f(fy()0) siy =1;2;:

P(Y =y)= (2-3)

donde f(y) es la f.d.p de una distribucion de conteo, como la Poisson o la Binomial
Negativa.

Sea Yi;::; Y, una muestra aleatoria de variables independientes e idénticamente
distribuidas proveniente de una distribucion de Hurdle, asi la funcion de maxima
verosimilitud es:
v foi) @
L(y) = L(ys; 5 yn) = Ldioa !
(y) (yl: ’ yn) 1 ( I) 1 f (0)

i=1

(2-4)
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donde,

1 iy; =1;2;::
G= (2-5)
0 siyi=0

conp(di=0)= jypdi=1)=1

Distribucién Hurdle-Poisson

Se dice que una variable aleatoria Y se distribuye Hurdle-Poisson si su funcion de
densidad de probabilidad es la siguiente:

C
P(Y =y)= o sy=0 (2-6)
(1 )m siy=1;2;::

donde cumple el mismo rol que en la pcuacion (Z2-1).

Como se menciond los no ceros de las distribuciones de Hurdle son generados por
una distribucion truncada en cero, la cual sera notada por Z. En general la f.d.p
asociada a Z es:

f(2)

P(Z =zjZ > 0) 1 0

siz=1;2;:; (2-7)

donde f(:) corresponde a la f.d.p de una distribucion de conteo, para este caso sera
la expuesta en la gcuacion (2-1). Rodriguez (2007) muestra que el valor esperado y
la varianza de Z estan dados por:

E(2)

2
Var(ZjZz >0) = I/aré(zo)) T(0) 1 E(f()o)
_ Var(2) .
= 110 f(0)E(ZjZ > 0)? (2-9)

Asi, reemplazando E(Z) = Var(Z) = en las pcuaciones (2-8) y (2-9), se obtiene
que:

E(Zjz >0) = (2-10)

Var(ZjZz >0) = e

(2-11)
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Luego,

E(Y) = (1 )E(Zjz>0) (2-12)
var(Y) = (I ar(Zjiz>0)+ (I )E(ZjZ >0) (2-13)

donde E(ZjZ > 0) y Var(ZjZ > 0) estan dados por las gcuaciones (2-10) y [(2-11),
respectivamente.

Distribucion Hurdle-Binomial Negativa

Se dice que una variable aleatoria Y se distribuye Hurdle-Binomial Negativa si su
funcion de densidad de probabilidad es la siguiente:

8
> v siy=0
POEN=50 ) ™Y L wawr Gyogge (&-19)

1 pn

y

donde p y n cumplen el mismo rol que en la gcuacion (2-2).

Anélogamente al caso de la distribucion Hurdle-Poisson, esta vez la distribucion
truncada es una Binomial Negativa. Por lo tanto, f(:) esta dado por la Eciacion
(2-2), asi la esperanza y la varianza de Z se especifican como:

i nt p) _ ]
E(ZjZz = 0) S )1 P (2-15)
Var(zjz >0) = p';'((i pr)]) p"E(ZjZ > 0)°

2

nl p o" n(l p)
p2l  p") p(l p7)
nl p N p)

A ) TP (2:16)

El valor esperado de Y, E(Y), y la varianza, Var(Y), tienen la misma expresion
de la pcuacion (2-12) y ecuacion (2-13); sin embargo, E(ZjZ > 0) y Var(ZjZ > 0)
corresponden ahora a la pcuaciones (2-15) y [2-16), respectivamente.

2.1.3. Distribucion de conteo inflada de ceros

Anélogamente a la distribucién de Hurdle, la distribucién inflada de ceros es una
mixtura de una distribucion Bernoulli y una distribucion de conteo. Sin embargo,
en este caso los ceros pueden ser estructurales (cuando el proceso esta en 0 ) o
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muestrales (cuando el proceso esta en on). De esta forma, la funcién de densidad de
probabilidad es:
+ (1 T siy=20
P(Y =y) = 1 Oy 'y 2-17)
a1 Hf(Wy) siy=1;2;::
donde f(y) corresponde a la f.d.p de una distribucion de conteo, como la Poisson o
la Binomial Negativa, y es la probabilidad de inflacion asociada a y.

Sea Yi;::; Y, una muestra aleatoria de variables independientes e idénticamente
distribuidas proveniente de una distribucion inflada de ceros y d; como en la Ecuacion
(2-5), la funcion de verosimilitud es:

v 1 d; di
Ly)=Lyu:syn) = [i+@Q@  DFDI” ' [Q  dFy)]™ (2-18)

i=1
Distribucion Poisson cero inflada (ZIP)

Se dice que una variable aleatoria Y sigue una distribucion Poisson cero inflada si
su funcién de densidad de probabilidad es la siguiente:

+(1 e siy=0
¢ )ey!y siy=1;2;::
conE(Y)=(1 ) yVar(¥)=(@ ) (1+ ), donde escomo en laEcuacion

(2-1)
AN 2"

P(Y =y) = (2-19)

Distribucion Binomial Negativa cero inflada (ZINB)

Se dice que una variable aleatoria Y sigue una distribucion Binomial Negativa cero
inflada si su funcién d§ densidad de probabilidad es la siguiente:

s +@ » siy=0
P(Y =y):?(1 ) n+y 1 (L py siy=12:: (2-20)

conE(Y)=( ) =228 yvar(Y)=( ) (I+ (I=n+ )), donde p

y n cumplen el mismo rol que en la Ecuacion (2-2).

2.2. Modelo espacio-temporal con exceso de ceros

En esta seccion se enmarca el modelo espacio temporal con exceso de ceros en el
contexto del modelo jerarquico bayesiano. Como lo menciona Romo (2019), el in-
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terés en los modelos espacio-temporales nace debido a la existencia de fenémenos
indexados en el tiempo y el espacio, al intentar describir el comportamiento de este
tipo de datos no resulta suficiente considerar una dimension e ignorar la otra, es
decir, tener en cuenta planos espaciales de un proceso en un tiempo dado o so6lo
perfiles de series de tiempo en una ubicacion espacial, ya que el comportamiento
entre localizaciones cercanas pueden afectarse entre si y en un tiempo posterior; en
otras palabras, existen interacciones espaciales y temporales.

2.2.1. Modelo jerarquico bayesiano espacio temporal
Modelo jerarquico bayesiano

Siguiendo a Romo (2019), cuando existen dependencias complejas en los datos que
son ocasionadas por procesos subyacentes de interés, se debe modelar la distribucion
de los datos condicionados en dicho proceso (modelo de los datos); seguido por el
modelo del comportamiento del proceso y su incertidumbre (modelo del proceso);
y por ultimo, el modelo de los parametros desconocidos presentes en las dos etapas
mencionadas: el modelo de los datos y el modelo del proceso.

El modelo jerarquico bayesiano se basa en la ley de probabilidad total, la cual sos-
tiene que una distribucion conjunta puede ser descompuesta en una serie de distri-
buciones condicionales. En el primer nivel esta el modelo de los datos, donde esta la
distribucién de probabilidad de los datos dado un proceso latente que los genera, el
cual esta caracterizado por unos parametros. El nivel dos es el modelo del proceso.
Por ultimo, el modelo de los parametros, donde se cuantifica la incertidumbre de los
parametros desconocidos de los niveles 1y 2 usando una distribucion a priori. Dicho
esto, el modelo jerarquico bayesiano se puede describir como:

1. Modelo de los datos: datos|proceso, parametros, es decir, F(Y] ; ).
2. Modelo del proceso: proceso|parametros, es decir, f( j ).
3. Distribucidn a priori de los parametros, es decir, f( ).

El interés bajo esta estructura se centra en la distribucion posteriori, la cual se halla
como sigue:

LI D EAR ICAEHD LI

Como ya se conoce el proceso de inferencia de este tipo de modelos, se requieren
métodos numéricos como MCMC o INLA.
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Proceso espacio-temporal

Para definir el proceso espacio-temporal se seguird a Blangiardo, Cameletti, Baio
& Rue (2013). Para explicar el método INLA en el marco de los modelos espacio-
temporales se define primero el proceso espacial, para luego afiadir la dimension
temporal y asi poder generalizar llegando al proceso espacio-temporal.

Los datos espaciales son definidos como realizaciones de un proceso estocastico in-
dexado por el espacio,

Ys Tys;s2Dg;

donde D es un subconjunto fijo de RY. Estos datos pueden ser representados por
una coleccion de observaciones y = fys,; i1} ¥s,0, donde el conjunto (s3;:::;8n) 2 D
indica las unidades espaciales en las cuales son tomadas las medidas. Dependien-
do si D es una superficie continia o una coleccion contable de unidades espaciales
d dimensionales, el problema puede ser especificado como un proceso aleatorio es-
pacialmente continuo o discreto, respectivamente.

El primer paso para definir un modelo espacial dentro del marco Bayesiano es el
identificar una distribucion para los datos observados. Usualmente, se selecciona esta
distribucién de la familia exponencial indexada por un conjunto de parametros
teniendo en cuenta la correlacion espacial; observe que por motivo de simplicidad se
usa la notacion del indice del punto genérico espacial o area usando solo el subindice
i, mas que el indicador s;. En el caso de los datos de area, es posible reformular el
problema en términos de estructura de vecindades. Bajo la propiedad Markoviana
que el elemento genérico i ésimo del vector de parametros ; es independiente sobre
cualquier otro elemento, dado el conjunto de sus vecinos N, esto es,

i? ij Ni;
donde ; representa el vector de todos los elementos de  excepto el i ésimo y
N; €s el vector de parametros asociados a los vecinos de la localizacion i ésima,
la matriz de precision Q = ! esta poblada de ceros, lo que produce grandes

beneficios computacionales. En otras palabras, para cualquier pareja de elementos
(F)}

i ? 1 i . Qi =0
es decir, que el patrén no cero en la matriz de precision esta dado por la estructura

de vecindad del proceso, esto lo define Rue & Held (2005) como un campo aleatorio
de Markov Gaussiano (GMREF, por sus siglas en ingles).

Este concepto puede ser extendido al caso espacio-temporal incluyendo la dimension
del tiempo. Los datos son definidos por un proceso,

Yae = Vst (S;) 2R R

y son observados en S localizaciones o areas y en T puntos del tiempo.
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Modelo jerarquico bayesiano espacio-temporal

Ahora bien, ya mencionado el modelo jerarquico bayesiano y definido el proceso
espacio-temporal, se procederd a definir el modelo jerarquico bayesiano espacio-
temporal, como sigue:

Primera etapa:
Ystl st (V) sts ) (2-21)
Segunda etapa:

p 2 &
g( st) = + mXmst + St + s+ s (2'22)
m=1

Tercera etapa:
S = (Si;u;St)t N(O; )

(125 8)' N(@©; ) (2-23)
= (wihsth 1 oani 1 ous tulh 1s)t N )
donde los coeficientes = ( 1;:::; M) cuantifican el efecto de las covariables x =

(X1; 35 Xm), St es el efecto asociado al tiempo t, y la matriz de varianzas y covarianzas
del vector S, s, gobierna la estructura de autocorrelacién temporal de los efectos
Si, s representa el efecto de la localizacion s-ésima, y la matriz de varianzas y
covarianzas del vector , , gobierna la autocorrelacion espacial de los efectos .
Por ultimo, ¢ es el efecto asociado a la interaccion del tiempo t con la localizacion
s, y analogamente al caso espacial y temporal, modela la estructura de relacion
espacio-temporal. Asi, se configura el vector de parametros = ( ;S; ; ).

2.2.2. Aproximacion de Laplace integrada anidada: INLA

Como lo mencionan Rue, Martino & Chopin (2009) el método de la aproximacion
de Laplace integrada anidada (INLA) es ampliamente usada en el contexto de los
modelos Gaussianos latentes, que es una subclase de los modelos con estructura
aditiva.

Una forma general de especificar el problema de la gcuacion (2-22) es la modelacion
de la media para lai ésima unidad por medio de un predictor lineal aditivo, definido
en una escala adecuada,

3 X
i= + mXmi + fi(zii) (2-24)
m=1 =1
donde es un escalar que representa el intercepto, los coeficientes = ( 1;:5 wm)

son los parametros que cuantifican el efecto de las covariables X = (Xi;::I; Xm),



2.2 Modelo espacio-temporal con exceso de ceros 13

y f = (fi(z1);:::; fL(z)) es una coleccion de funciones definidas en términos de
un conjunto de covariables z = (zy;:::;z.). Para el caso de los modelos espacio-
temporales, f; puede ser un modelo espacial, temporal y/o espacio-temporal que
modele la estructura de correlacion correspondiente.

De la especificacion de la ecuacion (2-24) se configura el vector de pardmetros =
Tt ; ;fg. Dada la definicion de la seccion anterior se asume una priori Gaussiana
para con media O y matriz de precision Q. Ademas, a causa de las relaciones
de independencia condicional implicitas se define un vector de K hiperparametros

= ( 1, k), el cual usualmente tendra una dimension de orden (1 + L) y asi
serd mucho mas pequefio que

Los objetivos de la computacion Bayesiana son las distribuciones posteriores margi-
nales de cada uno de los elementozs del vector de parametros:

pCily) = pCi ;y)p( jy)d
y para cada elemento del vector de higerparémetros:

p( Wy)= p( jy)d

donde | esel vector de hiperparametros exceptuando el k ésimo elemento. Por
lo tanto, se necesita calcular en primer lugar p( jy), de la cual pueden ser obtenidas
todas las marginales p( «jy), y en segundo lugar p( ij ;Y), la cual es necesaria para
obtener todas las marginales posteriores de los parametros; este enfoque explota los
supuestos del modelo para producir una aproximacion del nimero de las posteriores
de interés basandose en la aproximacion de Laplace.

Asi la principal caracteristica de este enfoque es construir aproximaciones anidadas
mo:
como 7

pCiy) =  p(i y)e( jy)d
Z
p( Wy) = p( jy)d

Rue et al. (2009) describen el método INLA en dos grandes pasos. El primer pa-
so consiste en la aproximacion de la distribucion de la posterior marginal de los
hiperparametros como:

o _ pC;dy)
PCW) = iy
y; pC Jp( J Iplyj )
pC j y)
pC JpC j dplyj )
B(j ;y)

)
= g( Jy) (2-25)
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donde p( j ;Yy) es la aproximacion Gaussianade p( j ;y)y ( ) essu moda.

El segundo paso es un poco mas complejo porque en general habran mas elemen-
tos en que los que estdn en  y asi el costo computacional sera mas alto. Una
posibilidad es aproximar las distribuciones condicionales marginales p( jj ;Yy) direc-
tamente como las marginales de p( j ;Yy), es decir, usando la distribucién normal.
Esta alternativa es muy rapida pero la aproximacion generalmente no es muy buena
(Rue & Martino 2007). Por otro lado, es posible reescribir el vector de parametros

como =(i; i), Y asi, usar de nuevo la aproximacion de Laplace para obtener:
e I o (QrHE) | Y
p( |J 1y) p( _ij i; ’y)
pCi 5y)
B —ij is ;Y) = G

= e(il 1Y) (2-26)
donde p( _ij i; ;Y) es la aproximacion Gaussiana de p( —ij i; ;Y)Y (i )es
su moda. Ya que, las variables aleatorias ( _jj i; ;Y) son razonablemente normales,

la aproximacion dada por la ecuacion (2-26) funciona bien. Sin embargo, esta estra-
tegia puede ser computacionalmente costosa. Por lo tanto, el algoritmo mas eficiente
es la aproximacion de Laplace simplificada, la cual esta basada en la expansion en
series de Taylor de la aproximacion de Laplace p( ijj ;Vy) en la ecuacion (2-26).

La forma de operar del método INLA se resume en los siguientes pasos:

1. Explorar la distribucion posterior conjunta marginal para los hiperparametros,
e( Jy), para localizar la moda.

2. Se realiza una busqueda en cuadricula y se obtiene un conjunto G de puntos
relevantes ¥ g junto con un conjunto correspondiente de pesos fTW ¢, para
dar una aproximacion de esta distribucion.

3. Para cada las distribuciones posteriores condicionales p( ij ;Yy) son eva-
luadas en una cuadricula de valores seleccionados para ; y las distribuciones
posteriores marginales p( jjy) son obtenidas por la integracion numérica,

X
e( ijy) e( i Y)R( jy)W (2-27)

2G

donde W es el peso del &rea representada por



3 Muertes a causa de COVID-19 en
Cundinamarca y Bogota

3.1. Revision de la informacion

La base de datos que se us6 es la informacion disponible de los ca-
sos positivos de COVID-19 que se encuentra en la pagina web de da-
tos abiertos (https://www.datos.gov.co/Salud-y-Protecci-n-Social/
Casos-positivos-de-COVID-19-en-Colombia/gtZ2)-8ykr/data).

3.1.1. Descripcion de la base de datos

La base de datos cuenta con 5157440 registros. Para el caso especifico de Cundi-
namarca contiene 268.029 y para Bogota 1'482.496. Algunas variables presentes en
esta base de datos son las siguientes: fecha de notificacion del caso, ciudad, edad,
sexo, estado del paciente, el codigo de la division politico administrativa del pais
(DIVIPOLA) y nombre del departamento y municipio donde se reporta el caso.

3.1.2. Analisis exploratorio de la base de datos

A continuacion, se realizard un breve andlisis exploratorio de la base de datos con
el objetivo de entender el comportamiento del caso de estudio para determinar las
posibles estructuras de relacion espacial y temporal. Ademas, se analizara la vacu-
nacion en Colombia como informacion complementaria, cabe resaltar que esta base
de datos no esta desagregada por municipio, por lo tanto, no fue posible incluir una
covariable al modelo asociada a la vacunacion.

En primer lugar, en la Eabla—3-T], se presentan los 5 de municipios de Cundinamarca
con mas numero de muertes, en donde se observa que los municipios aledafios a
Bogotéa son los que presentan mas muertes.


https://www.datos.gov.co/Salud-y-Protecci-n-Social/Casos-positivos-de-COVID-19-en-Colombia/gt2j-8ykr/data
https://www.datos.gov.co/Salud-y-Protecci-n-Social/Casos-positivos-de-COVID-19-en-Colombia/gt2j-8ykr/data
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Lugar NuUmero de muertes
Bogota 27859
Soacha 1498
Fusagasugéa 636
Girardot 518
Zipaquira 469
Chia 333

Tabla 3-1: Municipios con mas muertes

Cabe resaltar que todo este trabajo se desarroll6 realizando agrupaciones de forma
mensual debido a que la computacion de la informacion desagregada diariamente
era muy costosa, esto redujo el porcentaje de ceros del 98% al 50% que igual es
un porcentaje alto como se muestra en la figura 3-1, donde se realiz6 el ejercicio
de explorar los dos grandes territorios que son de interés en el presente trabajo, se
puede observar que en Bogota hay mucho méas dinamismo del nimero de muertes
respecto a Cundinamarca; sin embargo, en ambos casos la frecuencia de ceros es
mayor que el de cualquier otro numero. Este hecho es el que motiva el uso de los
modelos cero inflados y/o los modelos de Hurdle.
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Figura 3-1: Distribucion del nimero de muertes por Cundinamarca y Bogota

En la se muestra el comportamiento a través del tiempo del nimero de
muertes a causa de COVID-19, se puede observar que la dindmica de los municipios
aledafios a Bogota es similar a la capital. Llegando al primer pico entre junio y julio
de 2020, el segundo en enero de 2021, y el altimo y mas critico, en junio de 2021.
Ademas, se puede concluir que existe exceso de ceros, ya que entre Bogota y los 5
municipios con mas muertes practicamente recogen el el 90 % de las muertes totales,
es decir, que en las otras 111 localizaciones se encuentra el 10% de las muertes
totales.
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Figura 3-2: Distribucion del nimero de muertes a travées del tiempo

3.1.3. Muertes a causa de COVID-19

En la figura 3-3, se muestran las muertes a causa de COVID-19 en Bogota y Cun-
dinamarca desde marzo de 2020 hasta diciembre de 2021. Claramente, se evidencia
que Bogota presenta mas casos que cualquier municipio de Cundinamarca. Ademas,
se puede apreciar que los municipios que colindan con Bogotéa son los que presentan
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mas casos de muertes, hecho que esta evidenciado en la fabla—3-T.
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Figura 3-3: Muertes a causa de COVID-19 en Cundinamarca y Bogotéa

En general, se puede ver que el comportamiento del nimero de muertes es ciclico,
ya que, incrementaba y disminuia de forma radical, esto se repitié en varios ciclos, el
primero de ellos fue desde mayo de 2020 hasta agosto de 2020. Posteriormente, baja-
ron en septiembre aumentando hasta enero de 2021 y se reiter6 este comportamiento
desde febrero de 2021 hasta junio de 2021, donde fue el pico més alto y preocupante
de la pandemia; sin embargo, en julio de 2021 con el inicio de la Ultima etapa de
vacunacion comenzaron a disminuir los casos y de esta manera, se mantuvo hasta
diciembre de 2021. Es decir, que los efectos de la vacunacion no fueron inmediatos,
pero lograron controlar, reducir y mantener el nimero de casos en un estado que
podria ser considerado no critico.

Con el fin de determinar si existia relacion espacial en el nGmero de muertes a
causa de COVID-19 en Cundinamarca y Bogot4, se decidio llevar a cabo una prueba
usando el indice de Moran para cada punto del tiempo observado, es decir, desde
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marzo de 2020 hasta diciembre de 2021. El sistema de hipdtesis que se sometié a
prueba es el siguiente:

Ho:1=0 vs H{: 1 &0

donde | es el indice de Moran, dado como:

Ps Ps
= p PS s=1 sj=g Wss’ s Vs Y) (3-1)
— s S s 2
s=1  st=1 Wss =(Ys Y)

con S el nimero de unidades espaciales, ys el nimero de muertes para la localizacion
s, y el promedio de las muertes y wss es un peso de la relacion entre s y s

En la fahla—3=2, se muestran los p-valores asociados al sistema anterior. Los resul-
tados indican que tomando =0.05 en 12 de los 22 instantes de tiempo existe au-
tocorrelacion espacial, cabe notar que en la mayoria de los que no son significativos,
el p-valor esta cercano a . En general, esto indica la presencia de autocorrelacién
espacial para algunos periodos de tiempo. Ademas, se realizé el test para el nUmero
de muertes, en general obteniendo un p-valor= 0:04, lo que indica que existe autoco-
rrelacion espacial general y tiene sentido incluir un efecto asociado a esta estructura
de relacion en el modelo a tratar.

t Periodo p-valor |t Periodo p-valor
1 2020-03 0* | 12 2021-02 0.15
2 2020-04 0* | 13 2021-03  0.02*
3 2020-05 0* | 14 2021-04 0.16
4 2020-06 0* | 15 2021-05 0.28
5 2020-07 0* | 16 2021-06 0.09
6 2020-08 0.08 | 17 2021-07 0.07
7 2020-09 0.10 | 18 2021-08 0.15
8 2020-10 0.14 | 19 2021-09 0*
9 2020-11 0* | 20 2021-10 0*
10 2020-12 0* | 21 2021-11 0*
11 2021-01  0.04* | 22 2021-12 0.14

Tabla 3-2: Indice de Moran

Por otro lado, para verificar la existencia de correlacion temporal se realizd el test
de Durbin - Watson para cada serie de tiempo correspondiente a cada localizacion
s = 1;:::;117. Cuyo sistema de hipdtesis es el siguiente,

Hp : =0 vs H;: &0

donde es el factor de autocorrelacion temporal de primer orden. En la
A se grafico el p-valor asociado a cada localizacion, de la cual se puede concluir
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que si hay presencia de correlacion temporal en el fenémeno estudiado para algunas
localizaciones. Se realiz6 el test para la serie de tiempo general donde se obtuvo un
p-valor= 0:92 indicando que no existe una relacion temporal global, este hecho, es
revalidado por las gréaficas de la figura 3-5, lo que implica que en la especificacion
del modelo no se debe incluir un efecto general asociado a t gobernado bajo una
estructura de dependencia temporal pero si en una interaccién con el espacio.
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Figura 3-4: p-valor asociado al test de Durbin - Watson por municipio
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Figura 3-5: Funcion de autocorrelacion y autocorrelacion parcial - Serie general

Ademas, se presentaran los gréaficos de la funcién de autocorrelacion (ACF) y au-
tocorrelacion parcial (PACF) para las localizaciones de la Eabla_3-T, con el fin de
explorar mas la relacion temporal existente en los datos.

Como se puede ver en la en 5 de las 6 localizaciones hay al menos un
rezago significativo para cada uno de los tipos de la funcion de autocorrelacion. Este
resultado sumado a lo expuesto en la Eabla—3-2, permite concluir que existe relacion
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espacial a nivel general y que ademas, se podria considerar una relacion espacio-
temporal, ya que como se observo hay presencia de relacién temporal pero dentro
de algunas localizaciones.
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Figura 3-6: Funcion de autocorrelacion y autocorrelacion parcial
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3.1.4. Vacunacion en Cundinamarca y Bogota

Esta subseccion esta dedicada al analisis de la vacunacion en Cundinamarca y Bo-
gotd, ya que es uno de los principales factores que pueden impactar la dindmica del
nimero de personas infectadas, por ende el nimero de muertes.

La informacion utilizada para realizar dicho analisis fue extraida de la
base de datos abiertos de la asignacion de dosis de vacunas contra el
COVID-19 (https://www.datos.gov.co/Salud-y-Protecci-n-Social/
Asignaci-n-de-dosis-de-vacuna-contra-COVID-19/sdvb-4x4j/data), la
cual contiene la cantidad de vacunas asignadas a cada departamento desagregada
por el laboratorio y la fecha.

En la se especifican las fechas de inicio y poblacion objetivo de las fases
y etapas de la vacunacion en Colombia, esta informacion fue extraida de htips:
//vwww.minsalud.gov.co/salud/publica/Vacunacion/Paginas/MiIvacuna.aspx.

Fase Etapa Fecha de inicio Poblacion objetivo
Trabajadores de la salud y apoyo de atencion
1 17-02-2021 a areas COVID-19, y personas de 80 y mas
1 ~
afos.

Los demaés trabajadores de la salud, personal
2 8-03-2021 de apoyo que no trabajen en areas COVID-

19.

Personas entre 50 y 59 afios. Docentes, direc-

tivos y personal educativo, Fuerzas Militares
3 22-05-2022 y Policia, Guardia Indigena y Cimarrona, y

personas entre 16 y 59 afios con comorbilida-

des.

2 Personas entre 40 y 49 afos. Personas pri-
vadas de libertad, cuidadores institucionales,
4 17-06-2021 poblacién en riesgo de brotes, en ocupaciones
de alto riesgo, bomberos, socorristas, pilotos
y auxiliares.

Personas mayores de 16 afios no priorizadas

5 17-07-2021
en las etapas 1 al 4.

Tabla 3-3: Fases y etapas de vacunacion en Colombia

En la se puede apreciar que las vacunas Sinovac y Pfizer son las que
mayor presencia han tenido en las fases de vacunacion en Colombia, mientras que,
Janssen al ser un esquema de una o dos dosis maximo es la que menos se ha aplicado


https://www.datos.gov.co/Salud-y-Protecci-n-Social/Asignaci-n-de-dosis-de-vacuna-contra-COVID-19/sdvb-4x4j/data
https://www.datos.gov.co/Salud-y-Protecci-n-Social/Asignaci-n-de-dosis-de-vacuna-contra-COVID-19/sdvb-4x4j/data
https://www.minsalud.gov.co/salud/publica/Vacunacion/Paginas/MiVacuna.aspx
https://www.minsalud.gov.co/salud/publica/Vacunacion/Paginas/MiVacuna.aspx
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y se puede concluir que Bogota ha tenido un mayor nimero de dosis asignadas que
Cundinamarca, hecho esperado debido a la cantidad de personas que habitan en
Bogota comparado con las de Cundinamarca.
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Figura 3-7: Numero (en miles) de vacunas por laboratorio dadas a Cundinamarca
y Bogota

En la se muestra la cantidad (en miles) de vacunas asignadas a Cundi-
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namarca y Bogota, es necesario aclarar que a pesar de que en el mapa se dividid
Cundinamarca en sus municipios, la cantidad de vacunas mapeadas son para la to-
talidad del departamento. Algunos detalles que se logran deducir son que desde abril
hasta julio de 2021, el nimero de vacunas fue creciendo, en agosto hubo una leve
disminucion, pero en septiembre volvio a incrementar, siendo octubre de 2021 el mes
con mayor cantidad de vacunas asignadas.
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Figura 3-8: Cantidad (en miles) de vacunas asighadas a Cundinamarca y Bogotéa

En un principio se pensd en incluir esta variable en el modelo, sin embargo, se
encontraron varias limitaciones como tener el desagregado de forma departamental
nada mas, y por otro lado, que claramente los periodos de marzo de 2020 a enero
de 2021 tendrian este valor por defecto en 0, es decir, 11 de los 22 periodos. Por lo
tanto, este analisis solo complementara los resultados que se obtienen de ajustar los
modelos.



4 Modelo espacio-temporal con
exceso de ceros

4.1. Especificacion del modelo

Se considera a ¢ como en la gcuacion (4-1), para cada una de las distribuciones
utilizadas:

log( st) =m+Si+ + ; cons=1;::;117, t=1;::;22 (4-1)

A continuacion se mostraran los modelos usados para los pardmetros del modelo
(St; s ts) con su respectivo vector de hiperparametros, , y las distribuciones a
prioris asumidas. Ademas, m representa el promedio de muertes general, S; repre-
senta el efecto aleatorio asociado al tiempo t y esta dado como:

S =(S;:5S1)t N(; 21q) (4-2)

donde 15 =log -1 , al cual se le establece una priori log-gamma, es decir que
S
1s  log-gamma(1;5 10 °), se asumi6 asi debido a que en el andlisis exploratorio

no se encontro relacion temporal global.
s es el efecto aleatorio asociado a la localizacion s dado como:
s=Cc+ ¢+vg,s=1;:1:S (4-3)

esta especificacion se conoce como modelo BYM, cuyo desarrollo fue realizado en Be-
sag, York & Mollie (1991), este modelo cuenta con un efecto espacial bajo la estructu-
ra de vecindades ¢y un error no estructurado vs; este modelo se asigno debido a que
se encontro existencia de relacion espacial a nivel global a la luz del indice de Moran.

Asi, para el efecto espacial estructurado se tiene que = ( ;5 s)t N(O; )
con = 2W(ls B) ' donde W y B se definen respectivamente como:
W = diag(ws.) (4-4)
Wss0
(B)ss = W::
con
1si s’ es vecino de s X
Wt = Y Wst = West (4-5)

0 si s’ no es vecino de s
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Por otro lado, el error no estructurado se distribuye normal, asi v = (vq;:::;vs)t
N (0; 21,); esta especificacion cuenta con dos hiperparametros =(1; 2)=

log % ;log L% los cuales estan regidos por una distribucion priori log-gamma,

entonces, log-gamma(1;5 10 °) para i =1;2.

Por ultimo, s es el efecto aleatorio asociado a la interaccion espacio temporal entre
el tiempo t y la localizacion s, al cual se le asigna un modelo separable en donde los
efectos temporales estan determinados por la estructura de un modelo autorregresivo
de orden 1y los efectos espaciales siguen un modelo Besag, el cual difiere levemente
de la especificacion del modelo BYM, ya que se tiene en cuenta solo la estructura
espacial. Esto se expresa estadisticamente como:

ts — « s+ ©con ¢ N(O; %) (4-6)
s = (1505 1)t N(O; )
t = (wohws) N@O )

- (111'-'1 1Sy +=sy T 1;15+++s» T 1;Sy Tly-s TS N(ol )

2 R R
donde ( Jw = 7—= 1 iy | = ZW(ls B) !, Observe que W y B son
las mismas de la gcuacion (4-4). Asi, la estructura de la matriz de varianzas y
autocovarianza asociada a la interaccion es:

= (4-7)

S

= 2( Jw W(s B)'

2 2
De lo anterior resulta un hiperparametro notado por =1log % donde 2= —%
y analogo a los casos anteriores se asigna la siguiente priori log-gamma(l;5

10 ®) y log % N (0; 0:15). Esta asignacion se deduce de las relaciones tem-

porales encontradas en las graficas de las funciones de autocorrelacion (figura 3-6),
de las cuales se deduce que en algunas de las localizaciones existe autocorrelacién
temporal de orden 1y de las relaciones espaciales detectadas por el indice de Moran
(fahla—3-=2), en donde se observa que en algunos tiempos existe relacion espacial bajo
la estructura de vecindades.

El modelo expuesto anteriormente sera ajustado usando cada una de las distribu-
ciones mencionadas en el Lapitulo 2, las cuales a su vez estan especificadas por
hiperparametros a los cuales se les asigna una distribucion priori como:

= Binomial Negativa: esta distribucion tiene un hiperparametro asociado a la
dispersion, el cual esta notado por n, donde log(n) pc.mgamma(7).

= Poisson Cero Inflada: en este caso se tiene un solo hiperparametro notado por
asociado a la probabilidad de inflacion de los ceros y logit( ) N( 1;0:2).

» Binomial Negativa Cero Inflada: esta distribucion esta configurada por dos
hiperparametros uno asociado a la sobredispersion notado por n y otro aso-
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ciado a la probabilidad de inflacion de los ceros notado por , asi log(n)
pc.mgamma(7) y logit( ) N( 1;0:2).

= Hurdle-Poisson: esta distribucién cuenta con solo un hiperparametro asociado
a la probabilidad de los ceros notado por , donde logit( ) N( 1;0:2).

= Hurdle-Binomial Negativa: esta distribucion esta configurada por dos hiper-
parametros uno asociado a la sobredispersién notado por n y otro asociado
a la probabilidad de los ceros notado por , asi log(n) pc.mgamma(7) y
logit( ) N( 1;0:2).

Nota: pc.mgamma esta dentro de las distribuciones denominadas como distribu-
cion priori que penaliza la complejidad del campo aleatorio Gaussiano, para ver mas
detalles dirigirse a Fuglstad, Simpson, Lindgren & Rue (2018).

Cabe resaltar que los hiperparametros asociados a las distribuciones no fueron ajus-
tados usando covariables, fueron estimados usando la metodologia de la Bubseccion
P22. En la mayoria de los casos se asumieron las distribuciones prioris que estan
asignadas por defecto en el paquete.

Las especificaciones de estos modelos fueron extraidas del manual del paquete INLA
realizado por Rue & Martino (2009).

4.2. Criterios de eleccion del modelo

Los criterios para la eleccion del modelo son la media del error absoluto de prediccion
(MAPE) vy el criterio de la devianza (DIC) como se menciond anteriormente; sin
embargo, como el modelo al final serd utilizado para predecir el periodo de enero
2022 también se tendra en cuenta el MAPE Enero 2022, el cual es la
aplicada solo para los datos de enero de 2022. Sea ys la observacion en la localizacion
s en el tiempo t y ¥ su estimacion asociada, se definen los siguientes criterios:

1 XX _
MAPE ﬁ JYst 9stJ (4'8)
s=1 t=1
DIC = D+pp (4-9)

donde D es la media posterior de la devianza del modelo y pp es el nimero de
parametros efectivos del modelo tal como lo describe Spiegelhalter, Best, Carlin &
van der Linde (2002).
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4.3. Estimacion e intervalos de credibilidad

Para realizar la estimacion del parametro y otras métricas asociados al parametro,
se extrae la media, la moda, la desviacion estandar y cuantiles de la distribucion
posterior marginal de  dada por la ecuacion (2-27). Usualmente en los métodos
bayesianos se tienen dos estimaciones de un parametro, una via la media y otra por
la moda. Ademas, se puede definir un intervalo de credibilidad del 100(1 ) %
facilmente extrayendo los cuantiles > y 1 5 de dicha posterior. Sea el parametro
de interés, se define lo siguiente:

. .y, . N p . - -, .
1. Estimacion media, notada por , la cual es la media de la distribucion posterior
marginal.

N
2. Estimacion modal, notada por ~, la cual es la moda de la distribucion posterior
marginal.

3. Esimacion mediana, notado por Qqs, la cual es la mediana de la distribucion
posterior marginal.

4. Estimacion de la varianza, notada por Var("), la cual es la varianza de la
distribucién posterior marginal.

5. El intervalo de credibilidad del 100(1 ) %, notado por 1Cipo1 ),

ICi0a ) = (Q =2:Q1 =)

donde Q es el k-ésimo cuantil de la distribucién posterior.

4.3.1. Modelacion

En esta seccion se presentaran los mapas de los resultados obtenidos al ajustar los
modelos mencionados en el capitulo 3, el andlisis de los parametros estimados para
cada caso y por ultimo, la comparacion usando los criterios del DIC, el MAPE y
MAPE Enero 2022, el cual hace referencia al MAPE obtenido de las predicciones
realizadas para el periodo enero 2022 contra la realidad.

A continuacion de la figura 4-1] a la figura 4-6, se muestran los mapas con el ajuste
del nimero de muertes para cada modelo. Por otra parte, de la ala
A-86, se muestran las estimaciones de los hiperparametros asociados a los modelos. Se
muestra la estimacion media, la estimacion modal, la desviacion estandar notada por
DE y el intervalo de credibilidad asociado. En general, se dird que un efecto aleatorio
es significativo si la precision asociada es finita, es decir, una varianza mayor a 0.

En la Eabla4-T se encuentran los parametros estimados asociados al modelo Poisson,
de donde en primer lugar, se puede apreciar que la estimacion tanto media como
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modal de precision asociada al efecto aleatorio del tiempo % es finita, lo que quiere
decir que cada tiempo tiene un efecto particular sobre el Admero de muertes. Asi
mismo, el efecto espacial también es significativo, ya que el intervalo de credibilidad
del 95% para la precision del efecto espacial estructurado - es (861:80; 935:69),
lo que significa que es finita. Por altimo, como el intervalo de credibilidad asociado a

no contiene el 0 y el intervalo de credibilidad asociado a la precision % no se va al
infinito, se concluye que el efecto de la interaccion espacio-temporal es significativo.

Hiperparametro = Media DE Qg5 Qos Qo975 Moda
= 10.64 13.39 1.73 6.63 43.83 3.51
ij 0.60 0.09 0.44 0.59 0.80 0.58
i: 1806.88 1998.96 132.85 1204.83 7125.24 366.08
L 2.50 0.43 1.73 2.48 3.43 2.44

0.72 0.06 0.59 0.72 0.83 0.73

Tabla 4-1: Pardmetros estimados - modelo Poisson

En la se muestran las estimaciones de las muertes a causa de COVID-19
en Cundinamarca y Bogota, en las cuales se ve un comportamiento muy similar a
la dinamica original del fenémeno (figura 3-3), por lo tanto, se podria afirmar que
el modelo Poisson estima bien el nimero de muertes a causa de COVID-19, y asi
mismo, el rango del nimero de muertes lo estima bien de 0-4600.
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Figura 4-1: Ajuste de las muertes a causa de COVID-19 mediante el modelo Poisson
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En la se encuentran los parametros estimados asociados al modelo Bino-
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mial Negativo de donde se puede concluir que el efecto asociado al tiempo S; es
significativo, ya que la precision asociado al mismo, %, es finita y es mas estable
que para el caso del modelo Poisson porque la desviacién estandar asociada es mu-
cho menor. Caso similar a la precision asociada al efecto espacial, % , ya que las
estimaciones de media, moda y desviacion estadndar son menores a las del modelo
Poisson. Mientras que, para el efecto espacio-temporal las estimaciones tanto de
como de la precision, %, son significativas como en el caso anterior .

Hiperparametro Media DE Qo5 Qos Qo975 Moda
893.43 23.81 854.98 892.29 934.46 862.05
5.05 0.33 4,53 5.04 5.61 4,51
0.65 0.01 0.63 0.64 0.68 0.63
899.70 22.09 861.80 900.33 935.69 921.91
2.50 0.001 2.50 2.50 2.76 2.50
0.71 0.01 0.70 0.71 0.72 0.72

Nll—‘ Nll—‘<N|HwN|H >

Tabla 4-2: Parametros estimados - modelo Binomial Negativo

El analisis de la es analogo al caso anterior, es decir, que las estimaciones
del modelo Poisson y Binomial Negativo son parecidas, hecho que sera confirmado
por las métricas de evaluacién mas adelante.

mar 2020 || abr2020 || may2020 || jun2020 || jul2020 |

b ok b

ago 2020 || sep2020 |[ oct2020 || nov2020 |

bl b

4600
4400
4200
4000

3800
3600
3400
3200
3000
2800
2600
2400

=2
5
o
(=
o
S

.2

)2

ene 2021 || feb2021 || mar2021 || abr2021 || may2021 |
(Y Y'Y Y
2000
jun2021 || jul2021 || ago2021 || sep2021 || oct2021 |  1ggo
1600
1400
1200
1000
nov 2021 ‘ dic 2021 ene 2022 800
600
400
200
Figura 4-2: Ajuste de las muertes a causa de COVID-19 mediante el modelo Bino-
mial Negativo
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En la se encuentran los parametros estimados asociados al modelo Poisson
Cero Inflado, de donde se puede concluir que la estimacion de la probabilidad de
inflacién de los ceros, , es bastante baja. Sin embargo, resulta importante, ya que
el intervalo de credibilidad del 95% asociado no contiene el 0, hecho que demuestra
la presencia de exceso de ceros en el fendmeno estudiado. Por otro lado, las esti-
maciones de las precisiones asociados al efecto temporal —1§ ,espacial % yala

interaccion Ly de son muy similares comparadas contra las estimaciones del

modelo Poisson (fabla—4=T).

Hiperparametro  Media DE Qo2 Qo:s Qo975 Moda
0.008 0.007 0.001 0.006 0.027 0.002
10.61 13.38 1.77 6.61 43.74 3.52

0.60 0.09 0.44 0.59 0.80 0.58
1736.12 1778.78 117.82 1206.28 6452.99 319.36
2.55 0.45 1.74 2.53 3.49 2.50
0.72 0.06 0.59 0.72 0.83 0.73

Nll—‘ N|H<N|H(n,\,|H

Tabla 4-3: Paradmetros estimados - modelo Poisson Cero Inflado

La muestra que el modelo Poisson cero inflado se ajusta al comportamiento
de los datos, es decir, el crecimiento hasta junio de 2021 y luego la estabilizacion
hasta el final del afio.

mar 2020 || abr2020 || may2020 || jun2020 | jul2020 |

b

4000
ago 2020 || sep2020 | oct2020 || nov2020 | dic 2020 |

3800
3600
3400
3200

3000

ene 2021 || feb2021 || mar2021 || abr2021 || may2021 | 2800
2600
2400
2200
2000
jun2021 || jul2021 || ago2021 || sep2021 || oct2021 |  4ggo
1600
1400
1200
1000

nov 2021 || dic 2021 ene 2022 \ 800

600
400
200

Figura 4-3: Ajuste de las muertes a causa de COVID-19 mediante el modelo Poisson
Cero Inflado
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En la se encuentran los parametros estimados asociados al modelo Bino-
mial Negativo Cero Inflado. Para este caso el valor de n respecto al modelo Binomial
Negativo es mucho menor, mientras que la probabilidad de inflacion de los ceros
también es bajo como en modelo Poisson Cero inflado, a su vez el intervalo de cre-
dibilidad asociado, (0:01;0:014), no contiene el 0, es decir que este modelo también
percibe el exceso de ceros. Adicionalmente, se puede observar que las estimaciones
de las precisiones asociados al efecto temporal _1§ ,espacial Ly alainteraccion

L yde son parecidas al caso del modelo Binomial Negativo (Fabla4=2), lo que

permite llegar a conclusiones similares.

Hiperparametro Media DE Qo5 Qos Qo975 Moda
n 29593 19.95 268.25 292.48 338.71 271.11

0.012 0.001 0.01 0.012 0.014 0.01
8.47 0.89 7.37 8.26  10.69 7.53
0.66 0.01 0.64 0.66 0.66 0.66
391.56 28.87 343.73 391.31 444.43 397.55
2.69 0.30 2.15 2.68 3.30 2.68

0.69 0.02 0.64 0.69 0.71 0.70

NlH N|b—-<,\,|b—\m,\,|b—\

Tabla 4-4: Parametros estimados - modelo Binomial Negativo Cero Inflado

En la se observan las estimaciones realizadas por el modelo Binomial
Negativo cero inflado, que a diferencia de los casos anteriores subestimé levemente
el nimero de muertes para los primeros meses. Sin embargo, también se ajusto al
comportamiento general del fenémeno, a sus picos y valles.
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Figura 4-4: Ajuste de las muertes a causa de COVID-19 mediante el modelo Bino-
mial Negativo Cero Inflado
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En la se encuentran los parametros estimados asociados al modelo Hurdle-
Poisson, donde es mucho mayor que en los casos de los modelos cero inflados, esto
se debe a que los modelos de Hurdle asumen todos los ceros como ceros estructurales,
dicho de otra manera es la probabilidad de que el modelo se encuentre en o . Ade-
mas, esta estimacion es diferente de 0, lo que permite concluir que hay presencia de
exceso de ceros. Por otro lado, en esta ocasion la desviacidn estandar de la precision
asociada al efecto temporal -3 lo que quiere decir que es menos estable respecto
a los modelos expuestos anteri%rmente, este escenario se presenta también para el
efecto espacial estructurado; sin embargo, todos los efectos resultan significativos.

Hiperparametro Media DE Qo025 Qo:s Qo975 Moda
0.62 0.01 0.60 0.62 0.64 0.62

L 35.86 19279.28 6.31 33.29 93.15 22.68

ij 0.88 0.13 0.67 0.87 1.18 0.84

i: 919.42 8095.92 111.45 814.57 2707.29 385.58

L 1.96 0.32 1.47 1.90 2.72 1.78

0.78 0.05 0.68 0.78 0.86 0.79

Tabla 4-5: Pardmetros estimados - modelo Hurdle-Poisson

En la figura 4-5, las estimaciones mediante el modelo Hurdle-Poisson, asi como en
todos los casos anteriores, se ajustaron a la dinamica del nimero de muertes y al
rango de 0-4600.
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