'Eata‘respueata se denomina criticamente amortiguada y se muestra
en la figura 3.11.La respuesta se aproxima a su valor ultimo mas

rapidamente que en el caso sobreamortiguado.

X'/ Kp

t/ T

FIGURA 3.11 RESPUESTA CRITICAMENTE AMORTIGUADA Y SOBREAMOR-
TIGUADA DE UN SISTEMA DE SEGUNDO ORDEN PERTURBADO EN FORMA
ESCALON.

51 B es menor gque uno,pero mayor que cero,el término dentro del

radical es negativo dando lugar a raices complejas:
d = -8/7 £ (i/7)(1-p* )12
La solucién general de la ecuacién diferencial es:

X" = Kpl[l- 1 e~Bt /Tgen(wt +@)] (3.25)
1(1-8%)

Donde: w = J4(1-8*)/7 ® - tan—1[(1-B*)172/3]

Esta solucién contiene términos senoidales siendo por tanto de
caracter oscilatorio.A medida que el tiempo transcurre,el término
exponencial es cada vez menor,haciendo que la amplitud de las
oscilaciones decaiga progresivamente como se muestra en la figura
3.12.A pistemas con este tipo de respuesta se les denomina

subamortiguados.



FIGURA 3.12 SOLUCION COMPLEMENTARIA DE LA ECUACION (3.25).

En la figura 3.13 se grafica X /Kp contra t/T para varios valores
de B.De ésta figura puede observarse que la respuesta subamor-
tiguada es inicialmente mé&s rédpida gque la sobreamortiguada vy
criticamente amortiguada;ademéds mientras menor sea el coeficiente

de amortiguamiento mas oscilatoria es la respuesta.

Para especificar las caracteristicas de una respuesta
subamortiguada se definen los siguientes términos:
- Sobreimpulso médximo. Es la razdén entre la maxima desviacidén de

la respuesta y su valor ultimo (A/B en la figura 3.14).

SM = exp [- B ]
(1-82)172

En la figura 3.15 se presenta un grédfico del sobre impulso méximo

contra el coeficiente de amortiguamiento.

- Razén de decaimiento. Ees la razén entre las desviaciones de dos
picos sucesivos del wvalor ultimo de la respuesta (C/A en la

(

figura 3.14). 2 A5

RD = exp —__ 218 1 = (8M)=2
(1-p2 )1r2

Esta relacidén se representa en la figura 3.15

- Tiempo de crecimiento. Se emplea para especificar la rapidez a
la cual responde el sistema subamortiguado.Se define como el
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tigmpo al cual la respuesta alcanza su valor final pcr primera

Vez.

e = T tan-1 [- (1-@%)1r/2]
(1-Bg* )1rr2 g8

X'/ xp

t/7°

FIGURA 3.13 RESPUESTA DE SISTEMAS DE SEGUNDO ORDEN A
PERTURBACION ESCALON.



Sebreimpulso

a2 0.4 06 Qe

10 /g

Razon de decoimiento

FIGURA 3.14 SOBREIMPULSO MAXIMO Y RAZON DE DECAIMIENTO.

FIGURA 3.15

- Tiempo de

RELACION ENTRE EL COEFICIENTE DE AMORTIGUAMIENTO
SOBREIMPULSO MAXIMO Y RAZON DE DECAIMIENTO.

establecimiento. Es

el

tiempo

en

el

cual

la

respuesta alcanza 5% de su valor final.Para 0< @ <0.9 este

tiempo es aproximadamente igual a 3*T/B 6 3/Bwn

- Periddo de oscilaciodn.

por:

w= (1-p2)1s2
=

27

La frecuencia en radianes se expresa



Pero w=Z2nf,donde f es la frecuencia ciclica. Ademas f=1/PO.En-

tonces el peridédo de oscilacién es:

PO = 2nT .
T )172

Si B es igual a cero,las rafices son imaginarias:
d = (1/7)1
La solucién de la ecuacidén diferencial es:
X" = Kpll-sen(w/2 - t/7)] (3.26)

En este caso los términos senoidales no decaen con el tiempo,y
por tanto la respuesta oscila indefinidamente con una amplitud

constante,considerandose no amortiguada.

Segin la ecuacién (3.26) la frecﬁencia natural de oscilacién de

un sistema de segundo ordén es:
wn = 1/7T

v el correspondiente periodo ciclico es:
Pn = 2n7

Para lograr que un sistema de segundo ordén,responda de una forma
especifica,es necesario ajustar el wvalor del coeficiente de
amortiguamiento para tal fin.As{,cuando se requiere que la
respuesta alcance un valor final con la ausencia de
oscilaciones,el coeficiente debe ser mayor o igual a l;mientras
méds se aproxime a uno,menos lenta es la respuesta.Si se necesita
una respuesta rapida,y hay tolerancia de oscilaciones de 1la
misma, el coeficiente debe ser menor que uno.En este ultimo
caso,el valor del coeficiente debe fijarse de forma tal que no

sobrepase el sobreimpulso maximo deseado.
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Si el coeficiente de amortiguamiento es wmenor que cero,la
solucién de la ecuacién diferencial (3.22) es de la misma forma
que aquella de los sistemas subamortiguados o sobreamorti-
guados,pero en este caso el término exponencial crece sin limite
a medida que el tiempo transcurre.Este comportamiento,de acuerdo
con la definicién de estabilidad,corresponde a una respuesta
inestable y permite formular el siguiente criterio de estabilidad
para un sistema de segundo ordén:Un sistema es estable si la
parte real de las rafﬁes (—B/tf es un numero negativo;en caso

contrario el sistema es inestable.

3.1.7 SISTEMAS LINEALES DE N-SIMO ORDEN. Estos sistemas se
representan por ecuaciones diferenclales ordinarias lineales de
n-simo ordén con coeficientes constantes. La solucién de estas
ecuaciones tiene caracterigticas similares a aquella de las
ecuaciones de segundo orﬁ@n (Dependiendo de las rafces de 1la
ecuacioén caracteristica,lé'Bolucién complementaria esta constitu-
ida por una combinacién de términos exponenciales,senoidales ¥y
polinomiales). Por tanto,la estabilidad de estos sistemas puede
determinarse mediante la aplicac:%c’m del criterio que acaba de
deducirse para los de segundo ordén.Un sistema de n-simo oﬁdén es
estable si la parte real, de todas las raices de la ecuacién
caracteristica es negativa,pués en este caso los términos

exponenciales tienden a cero a medida que el tiempo transcurre.

3.2 DINAMICA EN EL DOMINIO DE LAPLACE.

En esta seccibébn,como en la anterior,se estudiard el comportami-
ento dindmico de algunos sistemas simples.En esta ocasién,sin
embargo,se empleara como herramienta matematica la transformada
de Laplace.El empleo de ésta herramienta posibilita el analisis
de situaciones que en la seccib6n anterior no fué posible
abordar,debido a que las técnicas matemdticas alli empleadas

conducen a un procedimiento relativamente laborioso.
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-, e i FUNCION DE TRANSFERENCIA. Se conoce con el nombre de
funcién de transferencia,a la relacién de las variables de
desviacién de salida y entrada de un sistema en el dominio de
Laplace.Un sistema de n-simo ordén se puede representar dinémica—

mente por una ecuacién diferencial ordinaria lineal del mismo

ordén:

an dnY +an-1 dr-1Y"+ (.. ... +ai1 dY +ao Y =bX~ (8.27)
dtn dtn-1 dt

Y (t):Variable de salida o respuesta. X (t):Variable de entrada.
Si el proceso se encuentra inicialmente en estado estacionario,al
tomar la transformada de Laplace de la ecuacién (3.27) se

obtiene:

Y (8) = b =G(8) (3.28)
X°(8) anSh+an-192—1+ ... .. +ai1S+ao

G(S) representa la funcién de transferencia del sistema y tiene
la ventaja de relacionar directamente las variables de salida y
entrada del mismo.Esta funcién dé una 1idea del comportamiento
dindmico del proceso,independientemente de la forma particular de
variacién de la variable de entrada X (t) (Obsérvese gque en la
ecuacidén (3.28) no se indica la forma de variacidon de X  con el
tiempo).La ecuacién (3.28) se representa gréficamente mediante el

siguiente didgrama de bloques:

X (8) —— G(S) —— Y (8)

Este diagrama establece que la funcidén de transferencia G(S),en
el blogue,opera sobre la variable de entrada X (S),dando como

resultado la variable de sBalida Y (S).

En el caso de un sistema con dos entradas y una salida,la

ecuacién (3.27) tiene la forma:
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an dnY +an-1 dn—1Y "+, . ... +a1 dY +aoY =biX 1+bzX 2 (3.29)
dtn dtn—1 dt

Tomando la transformada de Laplace se obtiene:
Y (S) = Go(S)X 1(S) + G=2(S)X"2(S)

El diagrama de bloques correspondiente a esta ecuaclidn se

presenta en la figura 3.16.

X1°(8) — G1(8)

X27(S) Gz2(S) >Y"(S)

FIGURA 3.16 DIAGRAMA DE BLOQUES PARA LA ECUACION 3.29

G1(S) y G2(S) son las funciones de transferencia que relacionan
la variable de salida con cada una de las entradas.Este resultado
permite obtener la respuesta del sistema,como la suma de las
respuestas parciales(la debida a cada variable de entrada

actuando aisladamente).

La dindmica de un sistema con dos entradas y dos salidas se puede

representar mediante las ecuaciones diferenciales:

dY“1 = a11¥Y 1 + ai12¥ 2 + b11X 1 + bi=zX"2
dt

dY 2
dt

az1¥ 1 + az2Y¥ 2 + bz2ziX 1 + bzz2X"2

Tomando la transformada de Laplace de estas ecuaciones y

resolviendo para Y 1(S) v Y 2(S) se obtiene:

Y 1(S) G11(S)X 1(S)+G12(5)X 2(S)

Y 2(5) G21(8)X 1(8)+G=22(S)X " 2(S)

T



Estas dos ecuaciones se pueden escribir en forma matricial de la

siguiente manera:

Y 1(8)| = G11(8S) Giz(8) X71(8)
|Y'2(S) Gz21(8S) Gz2(S) X 2(8)
G11(S)= biiS+(aizbzi-azzbii) G12(S)= bizS+(aizbzz—azzbiz)
P(S) ‘ P(S)
Gz21(S)= bziS+(agibii-aiibzi) Gz2z2(S)= bzzS+(azibiz-aiibzz)
P(S) P(S)
P(S) = 82 - (aii+azz2)S - (aizazi-aiiazz)

En los procesos con multiples variables de entrada y salida.,estas
variables Be relacionan mediante una matrtiz de transferencia.

9.2.2 RJNCIdN DE TRANSFERENCIA DE LOS SISTEMAS DE PRIMER Y
SEGUNDO ORDEN. De acuerdo con la ecuacidn (3.8),cualquier sistema
de primer ordén se representa dinéﬁicamente por la ecuacidn
diferencial:

TdY + Y = KeX"(t)

Tomando la transformada de Laplace de esta ecuacidén y agrupando

términos se obtiene:

G(8) = Y (8) = Kp (3.30)
X" (8) TS + 1

Para una variacidén tipo escalén en la variable de entrada,la

respuesta en el dominio de Laplace es:

Y (5) = 3o __Kp
S 18+ 1

Donde Xo es la magnitud del cambio.Expandiendo en fracciones

parciales y tomando la transformada inversa se llega a:

Y = KeXo(l-e—t/T)

72



Que es la respuesta caracteristica de todo sistema de primer

ordén.

5 = ol
Los sistemas de segundo ordén se representan dinamicamente por

ecuaciones diferenciales ordinarias de la forma:

T2 @Y + 28T dY" + Y = KpX~
dt? dt

Tomando la transformada de Laplace de esta ecuacién y agrupando

términos:

G(S) = Y (8) = Kp_ (3.31)
X" (8) T2 5% +2BT5+1

Que es la funcidén de transferencia de todo sistema de segundo

ordén.

La dindmica de un sistema puede ser inherentemente de segundo
Ordéh,como es el caso del manétmetro de tubo en U,o puede resultar
de este ordén como consecuencia del acople de dos sistemas de
primer opdéh en serie.Desde el punto de vista dindmico,este

acople puede ser de dos tipos:interactuante y no interactuante.

3.2.2.1 RESPUESTA DE SISTEMAS DE PRIMER ORDEN NO INTERACTUANTES.
Para ilustrar el procedimiento de obtencién de la funcidn de
transferencia de este tipo de sistemas,se considerard el sistema
de nivel de liquido mostrado en la figura 3.17.La relacidn entre
la variable de salida (Z°2) y aquella de entrada al sistema
(Fo),se obtendra asumiendp que el &drea seccional de los tanques

es uniforme y el flujo de salida de éstos es turbulento.

Del andlieis dinamico de cada uno de los tanques,se llega a la
conclusién que la dindmica del primer tangque es completamente
independiente de la del segundo.Lo contrario,sin embargo,no es
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’ - . - .
valido.Esta forma de relacién dindmica es la caracteristica

fundamental de todos los sistemas no interactuantes.

Al

Fo =¥
A
{

1 Az

Lz
1

L————-«»—Fz

FIGURA 3.17 SISTEMA DE DOS TANQUES NO INTERACTUANTES

Ecuaciones que representan la dindmica del tangque 1:

Fo - Fi1 = A1 dZ: Fi1 = Ke1¥21
dt

Ecuaciones que representan la dinamica del tanque 2:

Fi1 - Fz = Az dZ= Fz = Kez2dZ2
dt

Reemplazando,en los balances de material,Fi1 y Fz2 por sus
respectivas~expresiones,linealizando las ecuaciones resultantes y

tomando la transformada de Laplace se llega a:

F'1(8) = 1 Z 2(8) = Kp2
F o(S) T15+1 F 1(S) T25+1

Del producto de estas dos expresiones se obtiene la funcién de

transferencia del sistema:

Z2°2(8) = 1 Kpz (3.32)
F a(S) T1S+1 T25+1
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Eeta expresidn corresponde a la funcidén de transferencia de un
sistema de segundo ordén.Si la constante de tiempo del primer
tanque difiere de la del segundo,las raices del denominador del
lado derecho de la ecuacidon (3.32),son reales y diferentes.Si las
constantes de tiempo son iguales,las rafces son reales e
iguales.Esto quiere decir que la respuesta de los sistemas no

i .
interactuantes es siempre sobre o criticamente amortiguada.

El resultado obtenido para dos sistemas de primer ordén no inte-
ractuantes,puede generalizarse a n sistemas;la funcién de

transferencia para cada sistema es:

Y 1(S) = __Ka Y 2(8) = Kz Y n(3) = Kn
X o(S) T15+1 Y 1(S) T25+1 Y n-1(S) TnS+1

La funciéon de transferencia del sistema total y 8u respectivo

didgrama de bloques son:

n
Y’n(S) =n :_ Kia. (3.33)
X'o(S) J=1 T,4S+1
\
Kl KE F—— = o =2 s« e e ——1 Kn —Y'n(S)
X'o0(8S)| T15+1 |Y 1(S)| T=2S+1 Y n-1(S)| TnS+1

FIGURA 3.18 DIAGRAMA DE BLOQUES PARA N SISTEMAS DE PRIMER ORDEN
NO INTERACTUANTES EN SERIE

3.2.2.2 RESPUESTA DE SISTEMAS DE PRIMER ORDEN INTERACTUANTES.La
funcioén de transferencia de este tipo de sistemas se obtendra con
base en el sistema de nivel de liquido mostrado en la figura 3.19

En este caso,a diferencia del anterior,la disposicién de los
tanques es tal que la respuesta del primero (Fi1i o Z1) depende de
la del segundo (Fz o Zz) y viceversa.Es decir.,el efecto dinamico

entre los dos sistemas es mutuo.

2
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Fo—l

L Fi1 ' l T Fz

FIGURA 3.19 SISTEMA DE DOS TANQUES INTERACTUANTES

Para cada tanque existe una ecuacidén de balance de material y una
relacién flujo a nivel de liguido.Las ecuaciones de balance son
las mismas de los tanques no interactuantes;la relacion flujo-

nivel para el primer tangue es:

Fi = Ke1(21 - Z22)172

Linealizando:

F 1 = (1/Ke1)(Z 1-2°2) K1 = 2Zre-Toe)irs

Kf1

Para el segundo tangue la relacién es:
|

' ' F'2 = (1/Kp2)Z° 2

Substituyendo F'1 y F'z2z en las ecuaclones de balance de
material,tomando la transformada de Laplace,y resolviendo simul-
taneamente las ecuaciones resultantes,para eliminar Z 1(S),s8e

llega a:

Z2°2(8) = Kp2 .
Fo(8) T1T252+(T1+7T2+A1Kp2)5+1

Esta es una funcién de transferencia de segundo ordén y se
diferencia de aquella de los sistemas no interactuantes en el
término Ai1Kpz del coeficiente de S.El1 grado de interaccibébn entre
los sistemas es proporcional a la razén de la menor a la mayor
capacidad.Si esta razén es menor que 0,1,s8e puede asumir que los

sistemas son no interactuantes.
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Para apreciar de wuna manera cuantitativa,el efecto de 1la
interaccién sobre la respuesta de un sistema,puede considerarse
la situacidén particular en la cual los dos tanques tienen la
misma constante de tiempo (71 = T2 = T) y &rea de secciébn

transversal (A1 = Az = A)

La funcién de transferencia que relaciona los flujos de salida y

entrada en el sistema no interactuante es:

F'2(8) = i
F'o(S) (T1S8+1)*2

Para el sistema interactuante la funcién es:

F'2(S) = 1 :
F a(8) T2 5% +375+1

Factorizando el denominador de ésta ecuacidn:

F'2(8) = 1 .
F o(S) (0,3875+1)(2,6275+1)

Segin esta relacidn,la funcidén de transferencia de los dos
sistemas interactuantes es equivalente a la de los mismos dos
sistemas sl no fuesen interactuantes,pero con sus constantes de
tiempo efectivas modificadas (la constante de tiempo para cada
tanque aislado es T).El efecto de la interaccién es cambiar las

constantes de tiempo de cada tanqgue.

La variacién del flujo de salida,como respuesta a un cambio esca-

16n unitario en el flujo de entrada es:

F'z = 1-(1+t/T)e"t/T

]

Para los sistemas no interactuantes,y

Fga=1+0,176-¢t/9.887 - 1,17t 2.827

i



Para los sistemas interactuantes.Las dos ultimas ecuaciones se
grafican en 1la figura 3.20.Como puede verse,la respuesta del
sistema interactuante es mds lenta que la del no interac-
tuante.Este resultado puede interpretarse f{sicamente de la
sigulente manera.Cuando los dos sistemas se perturban con una
funcién escalén de la misma magnitud,el flujo de salida del
primer tangue se incrementa en amboe.5in embargo,este flujo es,en
todo momento,mayor en el sistema no interactuante gue en el
interactuante,debido a la resistencia ofrecida por el nivel de
ligquido del sBegundo tangue en el Gltimo de los sistemas.Por esta
razén, este nivel ascenderd mas lentamente en el sistema

interactuante.

08 -

No interactuante

F2 / Fo

04 - \
' — |nteractuante

02k "

\ t LT

FIGURA 3.20 EFECTO DE LA INTERACCION SOBRE LA RESPUESTA DE DOS
TANQUES CON PERTURBACION ESCALON.

3.2.3 RESPUESTA DE SISTEMAS DE ORDEN SUPERIOR. La dinamica de un
sistema de n-simo Qrdém se reprresenta mediante la ecuacidn
diferencial ordinaria lineal:

an AnY " +an-1 dn-1Y "4+, ... +a1 dY +ac¥ = bm dmX +....+boX"

dgn dgn-1 dt dgm

ai,b1 :Coeficientes constantes
Y™ :Variable de salida o respuesta %X~ :Variliasble de entrada
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Tomando la transformada de Laplace a ambos lados de la ecuacidén y
resolviendo para la razén de la variable de salida a la de

entrada se obtiene:

Y (S5)=G(S)= bmS™+bm-15m"1+..... +b1S+bo (3.34)

X7 (S) anSn+an—-150—1+_ . ... +ai15+ao

El polinomio del denominador del lado derecho de la ecuacibén vy
aguel que representa la ecuacidén caracteristica de la ecuacién
diferencial son idéhticos;por tanto sus rafces deben ser 1las
mismas.Las rafces del denominador (valores de S para los cuales
G(S) es infinito) se denominan polos de la funcién de transfe-
rencia,en tanto que las del numerador (valores de S para los

cuales G(S) es cero) son los ceros de esta funcidn.

Factorizando numerador y denominador de la ecuacién (3.34):
[T i)
G(S) = bm (5-Z21)(S-Z22)....... (S-Zm)
an (5-P1)(S-Pz)....... (S-Pn)

Za: Ceroa de la funcién de transferencia.Pi: Polos de la funcién
de transfrencia.La respuesta del sistema.,en el dominio de

Laplace,para una perturbacién escaldén unitaria es:

Y (S) = B(5~21)(5-Z=2).....(5~Zm) (3.35)
S(S-P1)(S-P2)..... (S-Pn)

B=bm/an

Teniendo en cuenta que,en general,el denominador de la ecuacién
(3.35) esta constituido por factores con polos reales y polos
complejos conjugados,al expandir en fracciones parciales y tomar

la transformada inversa se llega a:

s

k r
Y (t)=Co + Z Csexp(pst) + 2 Z dyexp(ast)sen(B5t+ds)
J=1 J=1
Cs,ds: Constantes k+2r=n

El comportamiento de los términos exponenciales y exponencial-

senolidales depende exclusivamente de la parte real de los polos
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de la funcidén de transferencia;la magnitud de los coeficientes

(Co,Cy,ds) depende tanto de los ceros como de los polos.Con base

en esto se deduce que:

- La forma de la curva de respuesta y la estabilidad dependen
ﬁhicamente de los poloe de la funcién de transferencia.Para
que un sistema sea estable es necesario que la parte real de
todos los polos sea negativa.

- La curva efectiva o especifica de la respuesta,depende tanto de

los ceros como de los polos.

La ganancia de estado estacionario de un sistema de n-simo ordén
puede calcularse de una manera rapida a partir de la funcidén de
transferencia del mismo.Expresando la funcién dada por la

ecuacidén (3.34) en términos de constantes de tiempo:

G(S) = Ke(1215+1)(7225+1)..... (TzmS+1)
(TP1S+1)(TP2S+1).. ... (TPnS+1)

Tomando el limite de esta expresidén cuando S — 0:

Lim G(S) = Ke
S—> 0

Aplicando éste resultado a la ecuacién (3.34):

Ke = Lim bpS™+bm—15m-1+..... +bo = bo
S—=>0 anSP+an-15n—1+ ao ao

3.2.4 ATRASO POR TRANSPORTE. En los sistemas hasta aqui
analizados se ha asumido que cualgquier cambio en una variable de
entrada afecta inmediatamente las variables de salida;sin
embargo,ésta no es la situacién més frecuente en los procesos
quimicos.En los sistemas de flujo,normalmente,se presenta un
atraso de la respuesta,como consecuencia del transporte de
material.En el sistema mostrado en la figura 3.2l1a,un 1liguido
fluye através de una tuberia aislada termicamente con un &rea de
seccién transversal uniforme Ao y longitud L,a un caudal
constante F.Se puede asumir que la capacidad calorifica de las
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paredes del tubo es despreciable y que el flujo es tipo pistdn.La
densidad y <capacidad <calorifica del ligquido también son

constantes.
Y TJ
Toi1-Toe
F —— +~——n F
To o T
L
0 Tm t
a-— b-

FIGURA 3.21 SISTEMA CON ATRASO POR TRANSPORTE

Bajo condiciones de estado estacionario la temperatura de salida

debe ser igual a la de entrada,dsea que
T = Toe

Si en un momento determinado la temperatura de entrada cambia
repentinamente de Toe a Toi,en ese mismo instante la temperatura
de salida aun conserva el valor de Toe,y permanecerd en éste el
tiempo que requiere un elemento de fluido para ir de la entrada a
la salida (Tm).Una vez transcurrido este tiempo,cambia
instéhtaneamente a Toi.En 1la figura 3.21b se representa

/!
graficamente la dindmica de este sistema.

Al tiempo T™m se le denomina tiempo muerto o tiempo de atraso por

transporte.

Tm = Volumen de tuberia = L

Flujo volumétrico v

v: velocidad lineal.lLa relaciétn matemdtica entre T y To es:
T°(t) = To(t-=Tm)

Tomando 1la transformada de Laplace y aplicando el teorema de
traslaciétn de wuna funcién se llega a la siguiente funcidén de

transferencia:
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T (S)| = |Grzx Giz Giz| | T o(8)
Z°(8) I 0 0 Gza| | T v(S)
o F'o(S)

3.3.2 En el sistema de la figura 3.22 sBe introduce un termémetro
con el fin de medir la temperatura del liquido que Be encuentra
en el tanque.Obtener la funcidén de transferencia que relaciona la
lectura del termdémetro a los cambios en la temperatura de la

corriente de entrada y del vapor.

Una variacién de la temperatura.,bién esea de la corriente de
entrada o del vapor,afecta la temperatura de la masa liquida en
el tanque,y ésta a su vez afecta la respuesta del termome-
tro.Desde el punto de vista del balance energético del liquido,la
transferencia de calor de éste hacia el termébmetro puede
considerarse despreciable,comparada con 1los demas términos.El
sistema puede entoncés conslderarse constituido por dos sistemas

de primer ordén no interactuantes (se desprecia la interaccidén).

Respuesta de la masa liquida en el tanque a variaciones en To o
4 163 5

T°(8) = Ki T 'o(8) + Kz T v(S)

T1S5+1 T1S+1

Respuesta del termdémetro a cambios en To (se asume que Tv

permanece constante):

T°+(8) = Ka _ 1 T 0o(S)

T15+1 T35+1

Ta = mCp/hoA+c
Respuesta del termémetro a cambios en Tv (se asume que To es

constante):

T ¢(S) = _K= 1 T 'v(S)
T15+1 T35+1
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» - X n+2(8) = EKa X' n+1(9) (3.42)
TS+1

Deede el punto de vista dinamico,los platos interactuan
mutuamente entre s8i.Resolviendo simulténeamente las ecuaciones
(3.40),(3.41) y (3.42):

X' n+2(S) = K2Ka? Y n-1(S)
(TS+1) (7282 +27S+1-2K1Ka)

Reemplazando X n+2(S) = Y n+2(S)/K,en la ultima ecuacidén se llega

a:

Y n+2(S8) = KK2Ka? Y n-1(S)
(TS+1)(T282+27S+1-2K1Ka3)

3.3.4 La temperatura de un barfio liquido se mide mediante el
empleo de un termopar con pozo.Obtener la funcidén de
transferencia que relaciona la respuesta del termopar a la

temperatura del liquido.

PELICULA T, o\ o

conduciores FLU1DO ? INTERNA
_E, T
_____ S\ .
=) 2
o Ten'rm.lpfu =)
resi slercia :
parad del pelicular

ter mepozo

PELICULA EX TERNA

a - b

FIGURA 3.24 SISTEMA DE TERMOPOZO Y SU RESPECTIVA DISTRIBUCION
DE TEMPTZTATURA.

En la figura 3.24b se presenta la distribucién de temperaturas en
el termopozo,aﬁﬁﬁiﬁgdo que la resistencia a la transferencia de
calor en la pared del pozo es despreciable (material de alta

conductividad).
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Balance de energ{a en la pared del pozo:

hOAO(T—TP)_hiAi(Tp-Tt) = I'ﬂpCpp dTE
dt

El subfndice p se refiere a la pared del pozo.Balance de energia

en el termopar:

meCpt dT¢ = h1A1(Te-Tv)
dt

Tomando la transformada de Laplace de estas ecuaciones se

obtiene:
Te(S) = Kepi. Te(S) + Kez. T(S) (3.43)
T15+1 TiS+1
ITelo) = oy (3.44)
Te(S) T2S5+1
T1 = _ meCep Tz = meCex. Kpei =  hifAx .
hoBo+hiAs hiAi hoAo+hiAx

Kpz = __hole .
hoAoc+hi1A1

Despejando Tp(S) de la ecuacidédn (3.44) y substituyendo en la

ecuacion (3.43):

Te(S) = 1 5
[Tit2/(1-Kp1)1S2 + [(Ti+712)/(1-Kp1)1S + 1

Los pardmetros dinamicos de esta Gltima ecuacién son:

T = (mC Cpp)1-2 B = 1 (meCpe+mcCorlniAs+meCorholo
(h1iAihoAo)172 2 (mpCppmtCpthi1iA1hoAo )12

Las expresiones que definen la constante de tiempo y el
coeficiente de amortiguamiento de la respuesta de un
termopozo, indican que la forma de ésta}depende de las propiedades
vy especificaciones geometricas del termopar vy la pared del
pozo,asi como de las propiedades de los fluidos localizados
dentro de éste.Cuando las propiedades del fluido gque va en el
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interior del pozo,hacen que la correspondiente resistencia sea
despreciable,el termopozo se comporta como un sistema de primer

ordéﬁ.

3.3.5 A un tanque sagitado entra una corriente liquida a una
temperatura To.Con el fin de reducir la temperatura de esta
corriente,por la chaqueta del tangque se introduce agua a una
temperatura Teco.S1i los flujos se mantienen constantes,determinar
como varfia la temperatura de la corriente efluente a cambios en

las variables de entrada.

Variables de entrada: To,Teco Respuesta:T

Suposiciones simplificantes:

- E1 agua gque circula por la chagqueta estd perfectamente
mezclada.

- La capacidad calorifica de la pared interior de la chaqueta es
despreciable.

- Perdidas de calor a los alrededores son despreciables;
coeficiente de transferencia de calor,densidades y capacida-

des calorificas constantes.

W (masa/t)
To —————1

M '——PTG

Wc(masa/t) >
Tco

b 5

FIGURA 3.25 SISTEMA PARA LA APLICACION 3.3.5

Bajo las anteriores suposiciones la dinamica del proceso se puede

representar por las siguientes ecuaciones:

WCp(To-T)-UA(T-Te) = MCp dT (3.45)
dt
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Welpe(Teco-Te )+UA(T-Te) = McCpe dATe (3.46)

dt
M: Masa de 1liquido en el tanque. U: Coeficiente global de
transferencia de calor. A: Area de transferencia de calor.El

Bubindice ¢ se refiere al agua en la chaqueta.

Las ecuaciones (3.45) y (3.46) representan la dinamica de dos
sistemas de primer ordén.la relacidén entre estos sistemas es tal
que, la temperatura de uno de ellos depende de la del otro y
viceversa.Se trata por consliguiente de dos sistemas
interactuantes.Para el caso de perturbaciones en la temperatura
del liquido que entra al tangue (cambios en To unicamente), las
dos ultimas ecuaciones.,en términos de variables de desviacidén y

en el dominio de Laplace.,se convierten en:

T (S)= K1 T o(S) + Kz T =(S) (3.47)
T15+1 T15+1
T =c(8) = Ka T (3) (3.48)
TS+l
T1 = MCp/D1 Ki = WCy/D1 Kz = UA/D1 T2z = McCpe/Dz
Ka = UA/D2 D1 = WCp+UA Dz = WeCpe+UA

Reemplazando la ecuacidn (3.48) en la (3.47) se obtiene:

sy = Ki(128+1) T o(S)
(T15+1)(71725+1)-KzKs

Para perturbaciones en la temperatura del agua que entra a la
chaqueta (cambios en Teco unicamente),de las ecuaciones (3.47) vy
(3.486) se obtiene:

T°(S) = K=z T <(S) (3.49)
T15+1
T =c(8) = Ka T co(S) + Ksa T (S) (3.50)
TaS+1 T2S5+1
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Ka = WQCpc/DE
Reemplazando la ecuacién (3.50) en la (3.49) se obtiene:

T ES) = KoKa T co(S)
(T1S+1)(T2S+1)-KzKa

3.3.6 Para el sistema que s8e muestra en la figura 3.26
obtener,en el dominio de Laplace,la respuesta de la temperatura
de la corriente efluente (T) a cambios en la temperatura del
vapor (T+) y el flujo Fi.lLas pé%didas de calor a los alrededores
pueden considerarse despreciables.Los tanques tienen la misma

drea de seccidn transversal (Ao) y el flujo es laminar.

To To

Fo ——————1 I——-—+——F1

VAPOR L_
1
Tv - COND.

F,T

FIGURA 3.26 SISTEMA PARA LA APLICACION 3.3.6

La temperatura de la corriente que sale del tangque tres es
afectada por la temperatura y flujos de las corrientes que salen
de los tanques uno y dos.De la aplicacién de un balance de

energfa en el tanque uno se obtiene:
T 12(8) = Ki_.
T-+(S) T1S+1

Ki = UA/(8FoCyp+UA) T1 = &ViCp/(8FoCp+UA)
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De un balance de material en el tanque dos,se obtiene la relacidn

entre los flujos de entrada y salida en éste tanque.

F2(8) = _1 -
F 1(8) T2S5+1

T2 = Ao/Kez

La aplicacién de un balance de energ{a en el tangue tres,conduce
a una ecuacioén que contiene las variables de salida F,T y Z.Esto
implica que es necesario plantear dos ecuaciones adicionales para

completar el modelo.Estas ecuaciones son:

F = Ke2 (3.51) F'(8) = 1 (3.52)
F'2(8) T35+1

T3 = Ao/Ks
Después de linealizar los términos FT y 2T de la ecuacidn de
balance de energia del tanque tres,y resolver ésta simultaneamen-

te con las ecuaciones (3.51) y (3.52) se obtiene:

T°(8) = K= T 1(S) + Ks F ' 2(S5)
TaS+1 T45+1
T4 = V./Fo Kz = Fo/Fa Ka = (To-Te)/Fe

Reemplazando T 1(S) y F ' 2(8S):

T°(S) = Kz _Ka T-v(8) + Ka 1 F 1(S)

T4S+1 T1S+1 T45+1 T28+1

3.3.7 El andlisis dinamico de procesos que involucran el flujo y
almacenamiento de gases,se facilita grandemente si el mismo se
efectua en términos de volumen estdndar,antes que en términos de

masa o moles.

En el sistema de la figura 3.27,un compresor suministra gas a una
presién Ps a un tangue de volumen V.El gas es descargado,a través

de una valvula,a una presion Pz,variable con el tiempo.En este
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‘caso el volumen esténdar se puede definir como el volumen a la
temperatura del gas en el recipiente y presién atmosferica.

Ps

FIGURA 3.27 AIMACENAMIENTO DE GAS EN UN TANQUE.

Si s} proceso de acumulacién del gas en el tanque es
ijotérmico,el volumen estdndar de gas en el mismo en cualguier
momento es (V/Po)(dP/dt);Po es la presidén atmosferica.La ecuacién

de balance de material es:
F1 - F2 = (V/Po)(dP/dt) (3.53)

F1 y Fz son 1los flujos de gas gque entra y sale en volumen
estdndar por unidad de tiempo.Si la ca{da de presidén a través de

la valvula de entrada no es muy grande,
Fi1 = Ke(Ps-P)172
Linealizando Fi

F'1= Pg-P =Pg-P"
2/\P./F1. R

R : Resistencia;/\Pe : Cdidé de presidén a través de la valvula en
estado estacionario. '
El flujo de salida esta dado por la expresidn:

F'2= P° -P°2 =P° - P'p
2/\P2./F2. Ra

Escribiendo la ecuacidén (3.53) en variables de desviacibén vy

substituyendo F'1 y F'2 se obtiene:
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(V/Po) (dP°/dt) + P = Ri P s + R Pz
(R+R1)/RRa1 Ri+R Ri+R

Tomando la transformada de Laplace de esta ultima ecuacibn,se
llega a las funciones de transferencia que relacionan la variable
de salida (P) a las variables de entrada (Psg,Pz).

P°(S) = Ri/(R+R1i) P 's(S) + R/(R+R1) P 2(S)
TS+1 TS5+1
1= V/Pg .
(R+R1)/RR1

En general los flujos de entrada y salida sBon funcién de la
presién en el tanqgue y las preegiones de suministro y salida.
Aproximando el flujo de salida a los términos lineales de una

expaneién en serie de Taylor se tiene:

Fz" = 9Fz]| P* + 9Fz| Pz” (3.54)
9F |Pa oFz| Pze

Las derivadas parciales se pueden evaluar de un gréafico de F=
contra P a Pz constante y un gréfico de Fz contra Pz a P
constante.Los valores de las derivadaes Bon la pendiente de la
linea tangente &a la respectiva curva en el punto de estado
estacionario.Estos graficos se construyen a partir de datos

experimentales.

Para gases que fluyen en el régimen soénico,el flujo es funcidn
Jnicamente de la presiédn aguas arriba.Por tanto,sil la razdbn Pi/P
es menor gque la relacién de presiones criticas,la segunda
derivada parcial de la ecuacidon(3.54) es cero.En la figura 3.28
se presenta una curva tipica de variacién de Fz(en volumen
estdandar por unidad de tiempo)con P;la pendlente de la tangente a
esta curva,en la regién de flujo sbénico es constante y pasa a
través del orié%n,luego ( 9F2/ 9P) = Pa/Fza.
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P2= CONSTANTE = Py 4

le2s

f'
. REGION DE
" FLUJO SONICO

|
I
|

FUNO, Fp

ch Pe
PRESION EN ELTANQUE, P

FIGURA 3.28 CURVA TIPICA DE VARIACION DE Fz CON P A Pz CONSTANTE

El analieie anterior también se puede aplicar al flujo de

entrada.

Si la acumulacién del gas en el recipiente se ajusta a un proceso
adidbatico,la ecuacién de balance de material debe combinarse con

la siguiente relacién para una expansgiétn o compresién adidbatica

reversible.
P/6n = B = cte

n : Relacién entre la capacidad calorifica a presién constante a

aguella a volumen constante.

(P/&n)Vn = BUn 6V = VpPi/n/Bl/n (3.55)

Balance de material.

F2 - F1 = d (8V) (3.56)
dt

8: Densidad,en volumen estdndar por unidad de volumen del tanque.
Reemplazando la ecuacién (3.55) en la (3.56):

Fz - F1 = (8V/nP)(dP/dt)

(=11



para comportamiento de gas ideal,
S5 = P/Po

3.3.8 En la aplicacidén 2.2.8 obtener la funcién de transferencia
que relaciona la concentracién de salida del 1liquido a las
variables de entrada,para el caso en el cual el proceso opera de
una forma tal que la presidén de suministro Pi,de descarga (Pp),en
el tanque vy el separador son constantes.Puede asumirse que los
cambios en la presién de suministro del compuesto puro (Pa),son
tales que no afectan en forma significativa el flujo de entrada
de este compuesto.También puede asumirse que el flujo molar del
gas y el liquido no se afectan significativamente por el gas

disuelto.

Con las condiciones arriba establecidas,el modelo desarrollado en
la aplicacion 2.2.8 se simplifica,quedando el proceso descrito

por las siguientes ecuaciones:

(Fo/RT)P"a + FiC'ac = F2C"a1 = V dC a1/dt (3.57)
F2C’Aa - FC’a — N°a = Va dC’a/dt (3.58)

N°aA - F. C’arL. = V. dC’ar/dt (3.59)

N°a = AKa(C’a - C’aL) (3.60)

Substituyendo N°a en las ecuaciones (3.58) y (3.59) y tomando la
transformada de Laplace de las ecuaciones resultantes y de la
(3.57) se obtiene:

C’a1(3S) = F1/F2 C a0(S5) + Fo/(RTF2) P a(S) (3.61)
T15+1 T15+1
C’a(S) = Fo/(F+AKa) C'a1(S) + AKa/(F+AKa) C aAn(S) (3.62)
T2S + 1 T=S+1
C’an(S) = AKa/(AKa+Fr) C a(8) (3.63)
TaS+1
T1 = V/Fz T2 = Va/(F+AKa) Ta =Vr/(AKa+F1)
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