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Resumen

La evaluacion de la respuesta de una estructura sometida a un movimiento sismico es un
problema de gran importancia para los profesionales que se desempefian en el campo de las
estructuras. En la mayoria de regiones del pais, el dimensionamiento de una estructura para
que resista el efecto del sismo maximo esperado es uno de los principales problemas de
disefio desde el punto de vista estructural. La dindmica estructural permite describir este
fendmeno, asi como evaluar de forma aproximada el efecto del sismo sobre una estructura.

En la presente tesis se desarrolla y documenta una primera version del Programa Didac-
tico a Cadigo Abierto de Analisis Dinamico de Estructuras UNDIN, cuyo fin es apoyar
desde el punto de vista practico el aprendizaje, la profundizacion y la investigacion de los
profesionales relacionados con la ingenieria estructural, haciendo visible, modificable y
ampliable el proceso que implica el célculo de la respuesta de una estructura sometida a un
movimiento sismico. Para su desarrollo se tom6 como base el Programa de Elementos Fi-
nitos a Codigo Abierto PEFICA desarrollado en la Universidad Nacional de Colombia.

Esta version de UNDIN permite realizar el analisis dinamico elastico e inelastico de
porticos planos y espaciales conformados por barras, con ciertas caracteristicas respecto a
la idealizacion de la masa, la rigidez, el amortiguamiento natural y la no linealidad material
debida a la formacidn de rotulas plasticas a flexion en los extremos de los elementos, y so-
metidos a una o varias componentes horizontales de aceleracion en la base.

En el documento se presenta una descripcién del fenémeno, las ecuaciones que lo des-
criben y algunos de los métodos usados para la solucion de las ecuaciones y para el célculo
de la respuesta estructural e implementados en el programa. Se describe la estructura del
programa, sus posibilidades y limitaciones. Se realizan ejemplos completos de célculo y se
comparan los resultados obtenidos utilizando otros programas comerciales. Finalmente se
presentan las conclusiones y las posibilidades de crecimiento de la herramienta.

Palabras Clave:
Dinamica estructural
Analisis matricial
Analisis dinamico elastico
Analisis dinamico inelastico
Programa didactico a cddigo abierto
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Abstract

The evaluation of the response of a structure submitted to a seismic motion is an important
problem for professionals working in the structures field. In most regions of the country
the sizing of a structure to withstand the effect of the maximun expected earthquake is one
of the main desing problems from the structural viewpoint. Structural dynamics allows to
describe this phenomenon and approximate the efect of the earthquake on a structure.

In the present thesis is developed and documented a first version of the Open Code Di-
dactic Sofware UNDIN with the objective to support, from the practical viewpoint, the
learning, deppening and research of the professionals related with structural engineering,
doing visible, modifiable and expandable the process to implies to calculate the response of
a structure submitted to a seismic motion. For this development has been taken as a basis
the Open Code Finite Element software PEFICA developed in the National University of
Colombia.

With this UNDIN version is possible to perform the elastic and inelastic dynamic analy-
sis of plane and space bar formed frames, with some chareacteristics about the idealization
of the mass, stiffness, natural damping and material nonlinearity due to formation of flexure
plastic hinges at the element ends, and submitted to one or varies base acceleration compo-
nents.

This document presents a phenomenon description, the equations that describe it and
some methods used for the solution of the equations and the calculation of the structural
response implemented in UNDIN. It describes the software structure, posibilites and limi-
tations. It is performed calculation complete examples and the results are compared with
others obtained from commercial software. Finally is is presented the conclusions and
growth posibilities of the tool.

Keywords:
Structural dynamics
Structural analysis
Linear dynamic analysis
Nonlinear dynamic analysis
Open code didactic software
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Capitulo 1
Introduccion

En este capitulo se presenta un esquema general del problema de investigacion. Se enun-
cian las razones que motivaron la creacion del Programa Didactico a Codigo Abierto de
Anaélisis Dinamico de Estructuras UNDIN, producto principal de la tesis. Se mencionan
algunos antecedentes relacionados con la creacion de programas de andlisis dindmico de
estructuras, se enuncian los objetivos generales y especificos de la tesis, la metodologia
utilizada para su desarrollo y finalmente se describe la estructura general del documento y
el contenido de cada capitulo.

1.1. Motivacion

Son varias las razones que despertaron el interés en el tema y que motivaron la elaboracién
de la presente tesis. Tales razones estan relacionadas con la forma en que los conceptos de
la dindmica se aplican en la ingenieria estructural para describir el efecto de un movimiento
sismico sobre una estructura, y con la importancia del tema en el campo de la ingenieria
sismica y el disefio sismoresistente. Este problema es de gran importancia en paises como
Colombia, en el que un gran porcentaje de la poblacion vive en zonas de amenaza sismica
intermedia y alta (AIS, 2010), donde se requiere disefiar y construir estructuras seguras,
estéticas y econdémicas.

La formacion en dinamica y en su aplicacion al analisis sismico comienza en la etapa de
estudiante y se va complementando durante la practica profesional. Sin embargo, se obser-
va la necesidad de complementar la formacion que se recibe en los cursos de Dindmica
Estructural con un componente practico apoyado en un programa a cédigo abierto. Esto se
ha realizado satisfactoriamente en otros cursos de la Maestria en Ingenieria — Estructuras de
la Universidad Nacional de Colombia Sede Bogota, tales como Anélisis Matricial Avanza-
do y Analisis Estructural por Elementos Finitos.
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1.1.1. Importancia de la dindmica estructural

El andlisis dindmico permite estimar con cierto grado de certeza la respuesta de una estruc-
tura sometida a un conjunto de acciones externas variables en el tiempo (Clough &
Penzien, 1995; Chopra, 2001; Garcia, 1998; Wilson, 2002). EI término acciones representa
a un conjunto de fuerzas y momentos (Spinel, 2002). EI término respuesta representa can-
tidades como los desplazamientos, las velocidades o las aceleraciones de los nudos y de los
puntos donde para facilitar el analisis se concentra la masa de la estructura o a las acciones
internas inducidas en los elementos estructurales (Chopra, 2001). Las acciones dindmicas
externas son causadas por equipos mecanicos, impacto, explosiones, viento, olas 0 movi-
mientos sismicos (Garcia, 1998). En el caso de los sismos, las acciones dinamicas son ac-
ciones equivalentes que producen el mismo efecto sobre una estructura de base fija, puesto
que el fendbmeno real corresponde al movimiento acelerado de la base.

La dinamica estructural es indispensable en el analisis y disefio sismoresistente de puen-
tes y edificaciones de diferentes tipologias y con diferentes sistemas estructurales sometidas
a una o varias componentes de aceleracion de la base, asi como para el disefio de otro tipo
de obras de infraestructura de mayor complejidad como presas, centrales hidroeléctricas o
centrales nucleares.

La respuesta de una estructura sometida a un movimiento sismico se puede obtener
aplicando los conceptos de dindmica estructural y considerando comportamiento lineal.
Aunque la respuesta obtenida haciendo esta Gltima consideracion es una solucién prelimi-
nar, puesto que el comportamiento real de una estructura es altamente no lineal y depende
de factores como el comportamiento de los materiales, la cinematica o el amortiguamiento
(entre otros), su entendimiento es clave para resolver el problema con mayor exactitud.

La respuesta de una estructura que se deforma en el rango inelastico durante un movi-
miento sismico fuerte es un problema de especial importancia en ingenieria sismica
(Chopra, 2001). En la mayoria de los casos no es viable, desde el punto de vista econémi-
co, disefiar y construir estructuras para que se mantengan elasticas durante un sismo fuerte.
En estos casos se incluye la capacidad de deformacion en el rango ineléstico para reducir
las acciones internas que se inducen en los elementos estructurales por el movimiento sis-
mico. Tales acciones son bastante inferiores en relacion a las que se inducirian si la estruc-
tura se mantuviera siempre eldstica.

En cada caso existe un sistema de ecuaciones que rige el movimiento de la estructura
sometida a un movimiento acelerado en la base, cuyo planteamiento obedece a la aplicacion
de la segunda ley de Newton. Su solucién es compleja puesto que se trata de un sistema de
ecuaciones simultaneas, acopladas por variables como la masa, la rigidez y el amortigua-
miento de la estructura.

Para calcular la respuesta de una estructura en el rango elastico de deformaciones y con
amortiguamiento clasico, sometida a una o varias componentes de aceleracion de la base se
utilizan los métodos de Analisis Dinamico Elastico. En la bibliografia se mencionan los
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métodos de Analisis Modal Cronolégico y de Anélisis Modal Espectral (Clough & Penzien,
1995; Chopra, 2001; Garcia, 1998; Paz, 1992). EIl primer método permite calcular la varia-
cion en el tiempo de la respuesta de la estructura mientras que el segundo método permite
estimar el valor maximo probable de la respuesta de la estructura, pero no permite conocer
los instantes en que se presentan las maximas respuestas y el sentido que estas poseen. Los
dos métodos aprovechan las propiedades de ortogonalidad de los modos de vibracién natu-
ral, con el fin de desacoplar las ecuaciones de movimiento y solucionarlas cada una de for-
ma independiente. Los modos de vibracion establecen la configuracion deformada de la
estructura en condiciones de vibracion libre, es decir, sin que actlen acciones externas.

Para el calculo de la respuesta de una estructura en el rango inelastico no son aplicables
los métodos de anélisis dindmico elastico mencionados previamente, dado que no es posi-
ble desacoplar las ecuaciones de movimiento, y por lo tanto estas deben resolverse en su
forma basica, sin ninguna transformacion. En la bibliografia se describen métodos que se
basan en la linealizacion de las ecuaciones de movimiento en un intervalo de tiempo
(Clough & Penzien, 1995; Chopra, 2001; Wilson, 2002), como por ejemplo la familia de
métodos de Newmark, el método 6 de Wilson, el método a de Hilbert, Hughes y Taylor,
etc. Estos métodos generalmente se combinan con el Método de Newton Raphson modifi-
cado para reducir el error generado por la linealizacion de las ecuaciones de movimiento.

Los conceptos de dinamica estructural y los métodos de solucidn de las ecuaciones de
movimiento son importantes para calcular la respuesta de una estructura sometida a un mo-
vimiento sismico. Por ejemplo, muchas de las estructuras que se disefian y construyen ac-
tualmente poseen un grado de complejidad y de irregularidad tanto en planta como en alza-
do (en el caso de las estructuras para edificaciones) o un nivel de importancia (en el caso
de los puentes y de cierto tipo de edificaciones) haciendo necesario que la respuesta estruc-
tural se calcule usando algiin método de andlisis dinamico elastico o inelastico. El Regla-
mento Colombiano de Construccion Sismo — Resistente NSR-10 (AIS, 2010) y el Cédigo
Colombiano de Disefio Sismico de Puentes (AIS, 2007) permiten el uso de procedimientos
de analisis dindmico eléstico e inelastico para evaluar la respuesta estructural, aunque con
ciertas restricciones para los procedimientos de analisis inelastico.

Los conceptos de dindmica estructural también son aplicables a la solucién de proble-
mas de aislamiento de la base y de movimiento diferencial de los apoyos. En general la
dindmica estructural permite la solucion del problema mecanico en el que las acciones di-
namicas externas inducen desplazamientos, velocidades y aceleraciones en todos los grados
de libertad de la estructura, incluyendo los de la base.

El trabajo en este tema hace que también se aplique el conocimiento obtenido en otras
areas relacionadas como por ejemplo el analisis matricial, los elementos finitos y el com-
portamiento inelastico de los elementos de concreto, acero, mamposteria y madera que
componen las estructuras. EI tema integra varias de las areas estudiadas por el especialista
en estructuras, de ahi su importancia.
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1.1.2. Programas a codigo abierto en la ensefianza de la ingenieria
estructural

El uso de programas a codigo abierto en los que sea visible el proceso de célculo a un nivel
detallado, que sea modificable y que permita la adicion de nuevos procedimientos, puede
ser una forma adecuada de complementar el aprendizaje adquirido en los cursos de Analisis
Dinamico de Estructuras, de relacionar tales conceptos con los adquiridos en otras areas de
la ingenieria estructural como el analisis matricial y el analisis inelastico y de profundizar
en el estudio de problemas méas avanzados relacionados con el tema.

Como precedentes, en las asignaturas Analisis Matricial Avanzado y Analisis Estructu-
ral por Elementos Finitos impartidas en el programa de Maestria en Ingenieria — Estructu-
ras de la Universidad Nacional de Colombia, Sede Bogot4, se ha utilizado el Programa de
Elementos Finitos a Codigo Abierto PEFICA (Linero, 2008; Linero & Garzén, 2012), con
el cual los estudiantes aplican los conceptos adquiridos en clase y desarrollan ejercicios,
estimulando de forma importante su aprendizaje de los temas tratados en cada curso.

Aunque PEFiCA es un programa orientado a la solucién de estructuras por el método de
los elementos finitos, su uso ha permitido (por ejemplo) que en el curso de Analisis Matri-
cial Avanzado los estudiantes lleguen a implementar anélisis estaticos lineales de estructu-
ras incluyendo consideraciones especiales en la rigidez de los elementos, tales como de-
formaciones por cortante, extremos infinitamente rigidos, conexiones parcialmente rigidas
en los extremos y discontinuidades, caracteristicas especiales que se incluyen en programas
comerciales. Dicho programa ha contribuido a que los estudiantes comprendan la formula-
cién y las suposiciones en la que se basan programas comerciales méas elaborados y con
mayores posibilidades como SAP2000© y ETABS®.

De la experiencia adquirida en los cursos de Analisis Maricial Avanzado y Analisis Es-
tructural por Elementos Finitos se plantea la posibilidad de elaborar un programa a c6digo
abierto para andlisis dinamico de estructuras planas y espaciales conformadas por barras.
Se espera que el nuevo programa conserve caracteristicas de PEFICA relacionadas con la
visibilidad del cddigo y a la posibilidad de modificacion y creacion de nuevas subrutinas y
procedimientos generales.

1.2. Antecedentes

Para el andlisis dinamico de estructuras, en la actualidad se cuenta con un gran nimero de
programas de elementos finitos como ABACUS, ANSYS, COSMOS o ADINA (Linero,
2008), usados generalmente para fines de investigacion, o como SAP200 y ETABS para la
practica de la ingenieria estructural. Al tratarse de programas en los cuales sus subrutinas
no son visibles ni modificables, estos actian como una caja negra para el usuario.
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Por otro lado en diferentes universidades y centros de investigacion se han desarrollado
programas a cédigo abierto que permiten analizar estructuras por el método de los elemen-
tos finitos. Como ejemplos se encuentran los programas FEAP, COMET, FEMLAB (eje-
cutables de MATLAB) y CALFEM, entre otros. Estos programas se caracterizan por poseer
subrutinas observables y modificables, a diferencia de los programas comerciales en los
que el usuario pierde el control del proceso de calculo (Linero, 2008).

A continuacion se describen brevemente algunos de los programas comerciales y a co-
digo abierto, que han sido desarrollados recientemente para el anélisis de estructuras.

1.2.1. PEFICA

PEFICA (Programa de Elementos Finitos a Codigo Abierto) es un programa a codigo
abierto desarrollado en la Universidad Nacional de Colombia — Sede Bogota por el profesor
Dorian Linero. Tiene como objetivo principal el de motivar, estimular y facilitar el apren-
dizaje del método de los elementos finitos en el campo de la Ingenieria Civil a traves del
uso de subrutinas preestablecidas para resolver un problema especifico (Linero, 2008).

El estudiante debe programar el procedimiento principal a partir de las subrutinas pro-
porcionadas por el programa mediante nuevas subrutinas creadas por el mismo. Con lo
anterior el programa busca que el usuario participe activamente del proceso de aprendizaje
en el tema, observando, entendiendo y desarrollando progresivamente cada una de las eta-
pas de célculo.

Dentro de las opciones que tiene implementadas PEFICA se encuentra un conjunto de
subrutinas que ordenadas o relacionadas adecuadamente, permiten realizar el analisis lineal
estatico de cualquier tipo de estructura formada por barras, pasando por la construccion de
las matrices de rigidez y los vectores de fuerzas de cada elemento y de la estructura en ge-
neral, hasta llegar a la determinacién de los desplazamientos de los nudos y de las acciones
los extremos de los elementos que componen la estructura.

Este programa evita que los estudiantes ocupen demasiado tiempo realizando calculos
numéricos manualmente, que resultan bastante dispendiosos y conducen facilmente a erro-
res. Asimismo facilita a los estudiantes el entendimiento de los conceptos adquiridos en
clase mediante la practica. De esta forma expone el proceso asociado al andlisis de una
estructura, oculto por la mayoria de programas de uso comun en la practica.

1.2.2. RUAUMOKO 3D

Ruaumoko3D es un programa desarrollado en la Universidad de Canterbury (Nueva Zelan-
da) desde 1982 bajo la direccion del Dr. Athol J. Carr. Este programa permite el analisis
elastico e inelastico de estructuras planas o espaciales sujetas a movimientos sismicos o a
otros tipos de carga estatica o dinamica (Carr, 2007).
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El programa incluye un gran nimero de opciones para el analisis de estructuras, como
por ejemplo méas de 40 tipos de reglas de histéresis (varias consideran la degradacién de
rigidez y de resistencia de los miembros), asi como diferentes criterios para considerar el
amortiguamiento natural (Rayleigh, Caughey, Wilson & Penzien, amortiguadores trasla-
cionales y rotacionales, etc.) y para definir la rigidez de los elementos (deformaciones por
cortante, conexiones parcialmente rigidas, extremos rigidos, etc.). EI programa también
dispone de varios procedimientos de analisis estatico o dinamico.

De acuerdo con el autor, Ruaumoko ha sido empleado tanto en investigacion como en la
practica profesional. Se ha usado en el estudio del comportamiento dindmico de estructuras
de concreto, acero y madera tales como puentes y edificios, también se ha usado en la eva-
luacion de sistemas de aislamiento sismico y en investigaciones relacionadas con el gol-
petéo de estructuras sometidas a movimientos sismicos.

El programa contiene una gran cantidad de documentacion, que incluye el marco teorico
utilizado para su construccién, un manual para el usuario y ejemplos de aplicacion. Sin
embargo no es a cédigo abierto.

1.2.3. ESIDE

El programa ESIDE (Educacion con Simulacion Interactiva para Dindmica Estructural)
desarrollado por la Universidad del Valle, permite simular la respuesta dinamica de varios
tipos de sistemas mecanicos y estructuras idealizadas como un sistema de un grado de liber-
tad, bajo la accion de diferentes tipos de excitaciones (Valencia, Ramirez, Gomez, &
Thompson, 2011).

El programa fue creado para apoyar el aprendizaje de los estudiantes de ingenieria de
los cursos de dinamica estructural, quienes encuentran dificultades para la interpretacion y
comprension de los conceptos matematicos de esta area y para su integracién con las apli-
caciones reales. Tiene como base la utilizacion de las Tecnologias de la Informacion y la
Comunicacién (TIC) dando como resultado una aplicacion gratuita que integra simulacio-
nes, animaciones y formulaciones matematicas que integran al estudiante en el proceso de
aprendizaje.

Los tipos de estructuras simuladas como sistemas elasticos de un grado de libertad son:
portico plano, pdrtico espacial, tanque y sistema masa — resorte — amortiguador. Los tipos
de excitacion que se permiten son: desplazamiento armonico en el suelo y fuerzas armoni-
cas sobre la estructura, excitacion pulso triangular y rectangular en el suelo y en la estructu-
ra, excitacion sismica (sismos de Armenia, el Centro, Loma Prieta, México y Northridge) y
vibracion libre. Para cada sistema mecanico o tipo de estructura se cuenta con un programa
independiente.

En general es un programa de facil manejo en el cual la solucion de cada problema re-
quiere de pocos parametros de entrada, y cuenta con un modulo grafico importante para
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mostrar la respuesta de la estructura al ser sometida a cada tipo de accion externa. Sin em-
bargo el cadigo no es visible para el estudiante y por lo tanto no es modificable.

1.2.4. Portal de Porticos (PDP)

El programa Portal de Porticos PDP permite la simulacion numérica de porticos planos de
concreto reforzado bajo solicitaciones sismicas u otro tipo de acciones externas mediante
analisis no lineal por el método de los elementos finitos. (Jaramillo, Uzcategui, Vera, &
Florez, 2009). Por medio de estas simulaciones se obtienen estimados cuantitativos de la
densidad de agrietamiento de los diferentes componentes de la estructura, una medida de la
fluencia del refuerzo y la posibilidad o no de colapso estructural. Se utiliza la Teoria del
Dafio Concentrado para describir el comportamiento no lineal de los elementos que compo-
nen el portico.

Es posible acceder a la interfaz grafica a través de un navegador comercial de internet,
permitiendo establecer una comunicacion entre el usuario y un servidor remoto de alto ren-
dimiento.

La estructura del portal en internet estd conformada por 3 mddulos principales: Prepro-
cesador, Procesador y Postprocesador. En el preprocesador se describe la geometria del
portico, las solicitaciones, las propiedades de las secciones transversales y del concreto y el
acero utilizado. EI Procesador es una interfaz con el programa de elementos finitos que se
ejecuta en un centro de computo de alto rendimiento. Este programa de elementos finitos
permite el andlisis inelastico, estatico o dinamico de la estructura. Por ultimo el Postproce-
sador permite visualizar los resultados del analisis mediante gréaficas de variable contra va-
riable, variables contra tiempo y mapas de distribucion de dafios en cualquier instante del
anélisis.

En el desarrollo del programa han participado diferentes entidades de Venezuela tales
como la Universidad de los Andes, el parque Tecnologico de Mérida, Fundacite Mérida,
Universidad de Carabobo, Universidad de Zulia y Universidad Centro — Occidental. PDP
se encuentra disponible en http://portaldeporticos.ula.ve.

1.2.5. DINAFACIL

Dinafacil es un programa desarrollado por el profesor Demetrio Curiel (México) que permi-
te realizar andlisis estaticos y dinamicos de estructuras planas en el rango lineal. Esta do-
cumentado en el libro Dinamica Estructural Simplificada del mismo autor, en el cual se
muestra el codigo del programa. Sin embargo, el programa no permite observar ni modifi-
car sus subrutinas.
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1.2.6. Dinamica estructural con MATLAB

El libro Dindmica Estructural con Matlab del profesor Roberto Aguiar Falconi (Aguiar,
2006) contiene un nimero importante de programas escritos en Matlab que permiten reali-
zar tareas especificas, como por ejemplo calcular la respuesta de un sistema de un grado de
libertad en vibracion libre o forzada, construir espectros elésticos de respuesta y de disefio,
construir las matrices de masa, rigidez, amortiguamiento, de modos de vibracién o calcular
la respuesta en el tiempo de un sistema de varios grados de libertad por el método de
Newmark.

El documento explica la formulacion matematica involucrada en la creacion de cada
programa. Todos los programas desarrollados estan orientados a problemas que involucren
sistemas elasticos.

1.3. Objetivos

1.3.1. Obijetivo general

El objetivo general de esta tesis es desarrollar y documentar un Programa Didéactico a Co-
digo Abierto de Andlisis Dindmico de Estructuras UNDIN 1.0, que resulte util a los estu-
diantes y/o a los ingenieros que deseen complementar desde el punto de vista practico su
conocimiento del tema, asi como para quienes deseen profundizar e investigar sobre temas
mas avanzados relacionados con el comportamiento dindmico de estructuras sometidas a
movimientos sismicos u otro tipo de acciones externas variables en el tiempo.

El programa propuesto utiliza la estructura basica de PEFICA y permite el analisis di-
namico elastico e inelastico de estructuras planas y espaciales conformadas por barras, so-
metidas a una o varias componentes de aceleracion traslacional en la base. En la estructura
todos los nudos (exceptuando los de la base) se asocian a diafragmas rigidos, y se hacen
consideraciones especiales respecto a la distribucion de la masa, de la rigidez y del amorti-
guamiento natural e histerético.

1.3.2.  Objetivos especificos
Se plantean los siguientes objetivos especificos:

e Recopilar la informacion existente del Programa de Elementos Finitos a Cddigo
Abierto PEFICA y adaptarla para que pueda usarse como base del programa didéacti-
co de analisis dindmico UNDIN.

e Desarrollar, validar y documentar un procedimiento general y sus subrutinas para
realizar el analisis dinamico elastico por el método de analisis modal cronoldgico de
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estructuras planas y espaciales conformadas por barras, idealizadas como sistemas
de varios grados de libertad dindmicos.

e Desarrollar, validar y documentar un procedimiento general y sus subrutinas para
realizar el andlisis dindmico elastico por el método de analisis modal espectral de es-
tructuras planas y espaciales conformadas por barras, idealizadas como sistemas de
varios grados de libertad dindmicos.

e Desarrollar, validar y documentar un procedimiento general y sus subrutinas para
realizar el andlisis dindmico ineléstico de estructuras planas utilizando la familia de
Métodos de Newmark y el método de Newton — Raphson Modificado. Las estructu-
ras se idealizan como sistemas de varios grados de libertad dindmicos. La fuente de
no linealidad se produce por el comportamiento de los materiales y se representa
mediante rotulas plasticas a flexion en los extremos de los elementos, idealizadas
como resortes rotacionales no lineales.

e Elaborar un documento que describa el fenémeno fisico analizado, las simplifica-
ciones impuestas y el origen de las ecuaciones que rigen la solucion del problema y
los métodos utilizados para su solucion. Asimismo, el documento incluira la formu-
lacion matematica utilizada en los diferentes procedimientos de calculo implemen-
tados en UNDIN, el funcionamiento del cédigo principal y de cada subrutina espe-
cifica y varios ejemplos completos que muestren las posibilidades y las limitaciones
del programa desarrollado.

1.4. Justificacion

La necesidad de una herramienta computacional que apoye el aprendizaje del analisis di-
namico de estructuras se basa en que se requiere de una cantidad importante de trabajo au-
tonomo y practico por parte del estudiante. Una parte importante del trabajo que permite
afianzar los conceptos esta relacionado con la solucion de problemas numeéricos, ya que las
soluciones analiticas, aunque sirven para entender el fendmeno, estan limitadas a casos
ideales. Un ejemplo de este tipo de problemas corresponde al de una estructura en vibra-
cion libre o en vibracion forzada sometida a cargas armoénicas externas, con maximo dos
grados de libertad dindmicos.

Los programas en los que se apoya el estudiante para el aprendizaje de los temas impar-
tidos en el curso son las herramientas que se usan en la practica profesional, las cuales no
permiten observar el proceso de calculo. En estas herramientas el estudiante se limita a
ingresar los pardmetros de entrada de la estructura, algunas veces sin tener claridad total
sobre ellos, y a interpretar los resultados, perdiendo de vista el detalle del procedimiento de
calculo.
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De acuerdo con lo anterior, resulta adecuado contar con una herramienta computacional
didactica que sirva para estimular, complementar y profundizar en el aprendizaje del Anali-
sis Dinamico de Estructuras, de forma similar a como se ha hecho en otras asignaturas del
programa de Maestria en Ingenieria — Estructuras de la Universidad Nacional de Colombia
como Analisis Matricial Avanzado y Analisis Estructural por Elementos Finitos, donde se
ha utilizado satisfactoriamente un programa didactico a cddigo abierto.

Con la herramienta propuesta se espera que el estudiante (y en general el usuario) pue-
da profundizar en el planteamiento y la solucién de problemas mas avanzados que tambiéen
se solucionan aplicando los conceptos de la dindmica estructural. Por ejemplo, estructuras
con excitacion independiente en cada apoyo (multiple support excitation), estructuras aisla-
das en la base o estructuras con otros tipos de no linealidades (no linealidad debida a otros
tipos de rotulas plasticas, no linealidad geométrica, etc).

1.5. Metodologia

El desarrollo de esta tesis comienza por una revision bibliografica de los principios y de la
formulacion matematica de los métodos de andlisis dinamico eléstico e ineléstico disponi-
bles en la bibliografia. De igual forma se revisan los conceptos del método de los despla-
zamientos, también conocido como método de la rigidez, incluyendo las diferentes conside-
raciones especiales relacionadas con las deformaciones por cortante y las conexiones par-
cialmente rigidas a flexion en los extremos de los elementos.

Se espera aprovechar las subrutinas que se encuentran construidas y documentadas en
PEFICA, y se construiran nuevas subrutinas necesarias para que el estudiante pueda realizar
el andlisis dinamico completo de cierto tipo de estructuras, conservando el enfoque didacti-
co de PEFICA.

Se complementan y documentan las subrutinas que no se hayan documentado en el ma-
nual original de PEFICA y que pueden ser utilizadas en UNDIN. También se hace una
revision sobre el tema de programacion en Visual Basic para Aplicaciones (VBA), lenguaje
base de PEFICA.

De forma paralela a la revision bibliografica se plantean e implementan los procedi-
mientos generales para realizar el analisis modal y para obtener la respuesta estructural uti-
lizando los métodos de andlisis modal cronologico, analisis modal espectral y analisis di-
namico no lineal, métodos incluidos en el programa. La programacion de cada método se
hace en el orden enunciado previamente y con la formulacion general para estructuras es-
paciales, de forma que el mismo procedimiento funcione también para estructuras planas.

El planteamiento e implementacion de cada procedimiento principal incluye el plantea-
miento e implementacion de las subrutinas correspondientes. En cada caso se hace una
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validacion de los procedimientos programados mediante ejemplos numéricos que permitan
comparar los resultados obtenidos con otros programas.

Durante el proceso es necesario la construccion de subrutinas especiales para la crea-
cién de matrices auxiliares, las cuales facilitan la ejecucion de las deméas subrutinas de
calculo y del procedimiento principal.

El marco tedrico y la documentacion del procedimiento principal y de todas las subruti-
nas se presenta en el documento final, lo cual permite que los futuros usuarios tengan acce-
so a la formulacion matemaética y a una descripcion de los procedimientos programados en
UNDIN.

En el documento se incluyen ejemplos completos de estructuras planas y espaciales ana-
lizadas por cada uno de los métodos disponibles en el programa. Cada ejemplo cuenta con
una verificacién de resultados mediante comparacion con otros programas de analisis es-
tructural como SAP20000©.

1.6. Contenido de la Tesis

La presente tesis esta dividida en 9 capitulos, el primero de ellos correspondiente a la intro-
duccion que se acaba de presentar.

En el Capitulo 2 se presentan los conceptos de dinamica necesarios para plantear las
ecuaciones que rigen el fendmeno fisico de la accién del sismo sobre las estructuras. Aqui
se presentan los conceptos basicos de cinematica y cinética de cuerpos rigidos en el plano,
en donde se describen las ecuaciones de movimiento de traslacion y rotacion de un cuerpo
rigido basadas en la segunda ley de Newton del movimiento. En este capitulo también se
describe la forma en que se idealiza la masa, la rigidez y el amortiguamiento de la estructu-
ra tipo, y se especifican las componentes de aceleracion de la base y los grados de libertad
que se consideran para realizar el analisis dinamico. Al final se plantea en forma matricial
el sistema de ecuaciones simultaneas que rigen el movimiento de la estructura en cada ins-
tante de tiempo y se mencionan algunos de los métodos disponibles en la bibliografia para
solucionar tal sistema de ecuaciones (y que se implementaron en UNDIN), dependiendo si
se considera 0 no comportamiento inelastico.

En la primera parte del Capitulo 3 se describe el significado y la formulacién matemati-
ca utilizada de las matrices de masa, rigidez, amortiguamiento y acciones externas equiva-
lentes a la aceleracion de la base, que intervienen en el planteamiento y la solucién del sis-
tema de ecuaciones diferenciales simultaneas por cualquiera de los métodos de analisis di-
namico elastico o inelastico. En la segunda parte del capitulo se describe el concepto de
modos de vibracion natural y se describen dos de los métodos utilizados en la practica para
su obtencion, el método directo y el método de Jacobi generalizado. En esta parte tambiéen
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se describe como se conforman las ecuaciones modales desacopladas aprovechando las
propiedades de ortogonalidad de la matriz de modos de vibracion natural, y se describen
otras matrices de interés como la matriz de factores de participacion y de masa modal efec-
tiva.

En el Capitulo 4 se describe la formulacion matematica del método de analisis modal
cronoldgico que permite calcular la respuesta de la estructura en cada instante de tiempo
cuando esta se somete a una o varias componentes de aceleracion en la base. Asimismo se
presenta la formulacion matematica del metodo de andlisis modal espectral, que permite
estimar la respuesta maxima probable de una estructura, también sometida a una o varias
componentes de aceleracion de la base, pero a partir de un espectro de pseudo — acelera-
ciones. Estos dos métodos estan restringidos a sistemas elasticos y con amortiguamiento
clasico, se basan en el desacople de las ecuaciones de movimiento descrito en el Capitulo 3
y fueron implementados en UNDIN. Ademas, se describe la forma de calcular algunos de
los pardmetros mas relevantes de respuesta de la estructura al utilizar cada uno de los méto-
dos, tales como desplazamientos, derivas, cortantes de piso, acciones internas, etc.

En el Capitulo 5 se presenta una formulacion matemaética y el procedimiento correspon-
diente para el analisis dindmico de una estructura sometida a una o varias componentes de
aceleracion de la base, considerando la formacion de rétulas plasticas a flexion en los ex-
tremos de los elementos. Especificamente se describe la forma de realizar el analisis para
las cargas iniciales, presentes antes de la accion de la aceleracion de la base, la forma en
que se utiliza el modelo de Bouc — Wen para representar la relacion momento — rotacion de
los resortes rotacionales no lineales utilizados para idealizar las rotulas plasticas y se des-
cribe la formulacion matematica de la familia de métodos de Newmark junto con el método
de Newton — Raphson modificado. Respecto a este ultimo, se detalla el calculo del incre-
mento de las acciones estaticas equivalentes trasladadas a los centros de masa a partir del
incremento en los desplazamientos de estos mismos puntos, lo cual involucra relacionar el
efecto de las rétulas plasticas en el equilibrio y la compatibilidad de desplazamientos en
cada instante de tiempo. Asimismo se describe la forma de calcular los desplazamientos de
los centros de masa y de los nudos, las derivas, los cortantes de piso, las acciones internas
en los elementos, entre otros pardmetros.

En el Capitulo 6 se describe la estructura general del programa desarrollado, se muestra
la forma en que se encuentra organizado y como acceder al cddigo principal y a las subruti-
nas. Posteriormente se describe con mayor profundidad cada una de las etapas de calculo
de la subrutina principal, las cuales incluyen la declaracion de variables, la lectura de los
datos de entrada (escalares y matrices), la creacion de matrices auxiliares, el calculo de las
matrices de masa, rigidez y amortiguamiento, de modos de vibracion, de factores de parti-
cipacion y de masa modal efectiva (entre otras), la ejecucion del analisis modal cronologi-
co, del analisis modal espectral o del analisis dinamico inelastico de la estructura, y final-
mente la escritura y el almacenamiento de los resultados.
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En el Capitulo 7 se describe cada una de las subrutinas especificas desarrolladas, dife-
rentes a la subrutina principal y a las existentes en PEFICA. Para cada subrutina se men-
ciona la tarea que realiza dentro del procedimiento principal, se indican los pardmetros de
entrada y de salida involucrados y se describe brevemente el proceso interno que se lleva a
cabo durante su ejecucion.

En el Capitulo 8 se presentan los resultados del andlisis dindmico de varios pérticos
planos y espaciales, llevados a cabo utilizando los diferentes métodos implementados en
UNDIN. En cada caso se presenta una descripcion de la estructura y de los parametros de
andlisis, una descripcion de los datos de entrada requeridos por el programa, coordinados
con los parametros de analisis, y la interpretacion de los resultados. Estos resultados fueron
comparados Yy validados realizando el mismo analisis con el programa de andlisis estructu-
ral SAP20000©.

Finalmente en el Capitulo 9 se presentan las conclusiones y las recomendaciones deri-
vadas de la ejecucion de esta tesis, relacionadas con la finalidad, las capacidades, las limi-
taciones y las posibilidades de nuevas implementaciones dentro del programa.
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Capitulo 2
Aplicacion de la dinamica al analisis
sismico de estructuras

En el presente capitulo se describe el problema estudiado en esta tesis, el cual consiste en
predecir la respuesta de una estructura plana o espacial sometida a una o varias componen-
tes de aceleracion de la base, iguales en todos los apoyos. La idealizacion analitica de la
estructura (Spinel, 1993) consiste en un conjunto de cuerpos rigidos denominados diafrag-
mas, vinculados a la estructura a través de los nudos. Los elementos estructurales son fle-
xibles y experimentan comportamiento elastico o inelastico dependiendo si se considera o
no la presencia de rotulas plésticas.

Inicialmente se presentan algunos conceptos basicos relacionados con la cinematica y la
cinética de cuerpos rigidos en el plano, mostrando la procedencia de las ecuaciones de mo-
vimiento de los diafragmas rigidos. Posteriormente se describe la forma en que se idealiza
la distribucién de la masa y la rigidez de la estructura, y se indican los grados de libertad y
las componentes de aceleracion de la base que se consideran en el analisis dinamico.

En cuanto a la idealizacion matematica (Spinel, 1993) se describe la forma como se
plantea la Ecuacion de Movimiento, también conocida como Ecuacion de Equilibrio Dina-
mico, considerando las fuerzas y momentos que acttan en cada diafragma rigido y las com-
ponentes de aceleracién de la base. Finalmente se mencionan los métodos de analisis di-
namico que permiten la solucion de la ecuacion de movimiento para los casos lineal y no
lineal. Estos métodos se describen con mayor detalle en los capitulos posteriores.

2.1, Cinematica de cuerpos rigidos en el plano

La cinematica es la rama de la dindamica que estudia la geometria del movimiento de los
cuerpos sin tener en cuenta las causas que lo provocan (Hibbeler, 2010). La cinematica en
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el plano se refiere especificamente a los cuerpos cuyas particulas se desplazan a lo largo de
trayectorias rectilineas o curvilineas equidistantes de un plano fijo.

Existen tres tipos de movimiento que experimenta un cuerpo rigido en el plano, estos
son traslacion, rotacion alrededor de un eje fijo y movimiento plano general. Para su des-
cripcion se utilizan las siguientes relaciones cinematicas entre los vectores de posicion 7,
velocidad ¥ y aceleracion a:

dF . dp
dt TS

@.1)

-
v =

2.1.1. Traslacion

La traslacion ocurre cuando una linea recta que une dos puntos cualesquiera en el cuerpo
permanece paralela a su orientacion original durante todo el movimiento (Hibbeler, 2010).

Cuando las trayectorias de los dos puntos de referencia son lineas rectas paralelas el
movimiento es rectilineo, mientras que si las trayectorias son curvas equidistantes el mo-
vimiento de traslacion es curvilineo. La Figura 2.1 muestra un cuerpo rigido que experi-
menta traslacion rectilinea y curvilinea.
£\ > > £\
00

Ld L

a) Traslacion rectilinea b) Traslacion curvilinea

Figura 2.1. Movimiento de traslacion rectilinea y curvilinea (Hibbeler, 2010)

La forma en que se describe este tipo de movimiento a través de las cantidades cinema-
ticas de posicion, velocidad y aceleracién se muestra a continuacién. Considerando el
cuerpo rigido de la Figura 2.2 sobre el que se han seleccionado dos puntos de referencia
denominados Ay B.

0]

Figura 2.2. Cuerpo rigido con movimiento de traslacion (Hibbeler, 2010)

© Francisco Leonardo Noy Hilarién — Universidad Nacional de Colombia, 2013



Aplicacion de la dindmica al analisis sismico de estructuras 63

La posicion absoluta de los puntos A y B la representan los vectores 7, y 75, medidas
desde el origen o del sistema de coordenadas fijo xy. La posicion del punto B también se
puede medir desde el punto A utilizando un sistema de coordenadas auxiliar x'y" cuyo ori-
gen estd en A y que se traslada con el cuerpo, manteniéndose siempre paralelo al sistema
xy. A laposicion de B respecto a A 75,4 se le denomina posicion relativa, ya que esta me-
dida respecto a un sistema de coordenadas en movimiento.

Los vectores 7y, 7’ Y 75,4 cumplen la siguiente igualdad:
FB = FA + FB/A (22)

Si cada término de la anterior ecuacidn se deriva respecto al tiempo, teniendo en cuenta
que v = d7/dt, se llega a la siguiente ecuacion de velocidades:

1_7)3 = 1_7).4 + 1_7)3/‘4 (23)

Donde w4 y v son las velocidades absolutas de los puntos Ay B, y v5,4 €s la velocidad
relativa de B respecto a A. Esta Ultima es cero ya que ni la magnitud ni la orientacién del
vector 7/, cambian en el tiempo. Por lo tanto:

1_7)3 = ﬁA (24)

Derivando la Ecuacion (2.4) respecto al tiempo, teniendo en cuenta que d = dv/dt, se
llega a la siguiente ecuacion de aceleraciones:

dp = dy (2.5)

Las ecuaciones (2.4) y (2.5) indican gue en un cuerpo rigido con movimiento de trasla-
cion todos los puntos se mueven con la misma velocidad y con la misma aceleracion.

2.1.2. Rotacion alrededor a un eje fijo

Cuando un cuerpo rigido gira alrededor de un eje fijo, todas sus particulas, excepto las que
guedan sobre el eje de rotacidn, describen trayectorias circulares equidistantes a un plano
normal al eje de rotacion (Figura 2.3).

\
\
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Figura 2.3. Cuerpo rigido con rotacion alrededor de un eje fijo (Hibbeler, 2010)
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Dado que un punto no tiene dimensiones, tampoco tiene movimiento angular. Solamen-
te las lineas y los cuerpos experimentan movimiento angular (Hibbeler, 2010). A continua-
cion se describe el movimiento angular de la linea r del cuerpo de la Figura 2.4. La linea
esta localizada en un plano ortogonal al eje de rotacion del cuerpo.

Figura 2.4. Cuerpo rigido con rotacion alrededor de un eje fijo (Hibbeler, 2010)

La posicion angular de la linea r esta dada por el angulo 6 medido desde una linea de
referencia fija hasta r. EIl desplazamiento angular representa el cambio en la posicion an-
gular y esta dado por el vector de, cuya magnitud es d6 y su direccion va a lo largo del eje
de rotacién. Esta se determina aplicando la regla de la mano derecha.

La velocidad angular @, medida en rad/s, es por definicion el cambio de la posicion
angular respecto al tiempo:

dé

av (2.6)
dt

—
w =

La aceleracion angular &, medida en rad/s? es por definicion el cambio de la veloci-
dad angular respecto al tiempo:

dis  d?6
-~ = ——— —— (2.7)
® dt dt?

Las direcciones de los vectores w y @ también van a lo largo del eje de rotacion, pero su
sentido depende de si 6 y @ crecen o decrecen.

El movimiento de cualquier punto P localizado dentro del cuerpo se describe a partir de
las cantidades @ y @ como se indica a continuacion.

Seguln la Figura 2.5 a medida que el cuerpo gira, el punto P sigue una trayectoria circu-
lar de radio r y centro en 0. La posicién de P esta dada por el vector # que va de O a P.
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Cuando el cuerpo gira un angulo d6, el punto se desplaza una cantidad ds = rd# siendo r
la magnitud del vector 7.

Figura 2.5. Movimiento del punto P (Hibbeler, 2010)

La magnitud de la velocidad instantanea de P estara dada por la siguiente expresion:

_ds _d(rdf)

_ s _ 28
Ve T Tar @ 28)

El vector de velocidad es tangente a la trayectoria circular del punto P. Si se conoce la
velocidad angular @, el vector v se obtiene con el siguiente producto vectorial:

b=@xF (2.9)

Al utilizar componentes normal y tangencial, el vector da de aceleracion instantanea de
P se descompone en dos componentes ortogonales, una componente d, tangencial a la tra-
yectoria, y una componente da, normal a la trayectoria y que apunta hacia el centro del
circulo de radio r. Las magnitudes de d, y d,, estan dadas por las siguientes expresiones:
v?  (wr)?

dv d(rw) .
—_ —— = = — = 2. 10
ar = 7t ar = — " wer (2.10)

El vector a de aceleracion del punto P, que equivale a la derivada de la velocidad res-
pecto al tiempo, también se obtiene con la siguiente expresion vectorial:

dv dwx7) dw ar
_ n_do ., . dr 211
dt dt ar ST HeXgy @11)

i=
La cual se simplifica a la siguiente expresion:
d=d;+d,=ax7— w7 (2.12)

En la expresion (2.12) el término @ x 7 corresponde a la componente de aceleracién en
direccion tangencial d, y el término —w?# a la componente de aceleracion en direccion
normal a,,.
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2.1.3. Movimiento plano general

El movimiento plano general es una combinacion de los movimientos de traslacion y rota-
cion respecto a un eje. La traslacion se presenta en un plano de referencia y la rotacion
respecto a un eje ortogonal al plano de referencia. Las trayectorias de los puntos dentro de
un cuerpo con movimiento plano general dejan de ser equidistantes o circulares como en
los otros tipos de movimiento. La Figura 2.6 muestra un cuerpo rigido con movimiento
plano general.

Figura 2.6. Movimiento plano general (Hibbeler, 2010)

El andlisis de movimiento relativo se utiliza para describir el movimiento plano general
de un cuerpo, entendiéndolo como la combinacion de los movimientos basicos de traslacion
y rotacion. En este tipo de anélisis se utilizan dos sistemas de referencia semejantes a los
que se utilizaron en la descripcion del movimiento de traslacion. El sistema xy esta fijo y
mide la posicién absoluta de cualquier punto en el cuerpo. EIl sistema auxiliar x'y’ tiene
como origen un punto dentro del elemento, denominado punto base, y por lo tanto es movil,
aunque permanece siempre paralelo al sistema xy fijo.

La Figura 2.7 muestra los sistemas de coordenadas xy y x’y’ utilizados para describir el
movimiento de una barra rigida, sobre la cual se han escogido los puntos de referencia A y
B. El sistema de coordenadas x'y' tiene como origen el punto A.

7
- B/A

o

Figura 2.7. Posiciones absolutas y relativas (Hibbeler, 2010)
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Como en el movimiento de traslacion, los vectores 7, y 75 miden las posiciones absolu-
tas de los puntos Ay B, mientras que el vector 7,4, mide la posicion relativa de B respecto
al punto base A, y nuevamente los tres vectores se relacionan mediante la expresion

- -

g = 1y + 7,4 (ECUACION (2.2)).

Cuando la barra se mueve durante un intervalo de tiempo diferencial dt, los puntos A y
B experimentan los desplazamientos d7, y drs como se muestra en la Figura 2.8. El mo-
vimiento de la barra se descompone en un movimiento de traslacion, en el que todos los
puntos experimentan el mismo desplazamiento d7y, y en un posterior movimiento de rota-
cién respecto a un eje ortogonal al plano y que pasa el punto base A.

Durante la traslacion el punto A llega a su posicion final, mientras que el punto B pasa a
una posicion intermedia B’. En la segunda etapa, en la que todo el cuerpo gira respecto al
punto A un angulo d@, el punto B experimenta un desplazamiento adicional desde B’ hasta
B denominado d7g,,.

tiempo t tiempo t + At
A

TerA

Figura 2.8. Componentes de traslacién y rotacion del movimiento plano general (Hibbeler, 2010)

En la misma figura se observa que los desplazamientos d7,, d7s y di’,, estan relacio-
nados por la siguiente expresion vectorial:

Si cada término de la anterior expresion se deriva respecto al tiempo, se llega a la si-
guiente ecuacion de velocidades:

Up = Uy + Up/a (2.14)

donde v, y vz son las velocidades absolutas de los puntos A y B, mientras que vUg,4 €s
la velocidad relativa del punto B, medida por un observador parado en A. Cuando el cuerpo
gira el &ngulo d# respecto al punto A, lo hace con una velocidad angular «.

En la segunda etapa del movimiento, en la que el cuerpo gira respecto a un eje fijo en A,
el punto B sigue una trayectoria circular. De acuerdo con la Ecuacion (2.9), la velocidad
Up,4 equivale al producto vectorial & X 75/,,. Reemplazando esta expresion para vg,, se
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llega a la Ecuacion (2.15) que relaciona las velocidades absolutas de dos puntos dentro del
cuerpo con la velocidad angular del mismo cuerpo:

”})B :1_7)A+(1—))XFB/A (215)

Derivando la Ecuacion (2.14) respecto al tiempo, se obtiene una expresion vectorial que
relaciona las aceleraciones de los puntos A y B dentro del cuerpo rigido:

dg = Gy + dpya (2.16)

donde d, y dp son las aceleraciones absolutas de los puntos A y B, mientras que dp,4 €s
la aceleracion relativa del punto B respecto al punto A, esta Gltima producida por la trayec-
toria circular que experimenta B respecto al punto A.

La aceleracion dg,4 posee dos componentes ortogonales, una componente tangencial a
la trayectoria circular denominada (dg,4), Y una componente normal a la trayectoria y que
apunta hacia el centro de curvatura (punto A) denominada (dg/4),. Por lo tanto:

C_l)B = dA + (aB/A)t + (C-iB/A)n (217)

En la Ecuacion (2.12) se indicd que la aceleracion de un punto P localizado dentro del
cuerpo se evalla con la expresion d = d, + d, = @ X ¥ — w?#, donde & es la aceleracion
angular del cuerpo rigido, 7 es el vector de posicion que va de O a P y w es la magnitud del
vector de velocidad angular @ del cuerpo. En este caso d coincide con la aceleracion dg,,
y 7 corresponde al vector 7/4. Por lo tanto al reemplazar (aB/A)t + (&B/A)n en la Ecua-
cion (2.17):

&B=aA+aB/A=5A+8X?B/A_w2?B/A (218)

La anterior ecuacion relaciona las aceleraciones absolutas de dos puntos cualquiera den-
tro de un cuerpo rigido, con la velocidad y la aceleracion angular del mismo cuerpo. Poste-
riormente, en la parte de cinética de cuerpos rigidos en el plano, se utiliza en la deduccién
de la ecuacion de movimiento de rotacion.

2.2. Cinética de cuerpos rigidos en el plano

La cinética es la rama de la dindmica que estudia las causas del movimiento, el cual es pro-
vocado por las fuerzas y los momentos externos que actlian sobre una particula o cuerpo.
Esta rama tiene como base la segunda ley de Newton del movimiento.
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A continuacidn se indica la forma en que la segunda ley de Newton se utiliza para des-
cribir el movimiento plano general de un cuerpo rigido sometido a un conjunto determinado
de acciones externas.

2.2.1. Segunda ley de Newton

La segunda ley de Newton del movimiento establece que si sobre una particula actia una
fuerza desbalanceada, el cuerpo experimentard una aceleracion proporcional a su masa, en
la misma direccién de la fuerza desbalanceada (Hibbeler, 2010). La segunda ley de New-
ton no es demostrable, pero puede verificarse experimentalmente aplicando una fuerza a
una particula y midiendo su aceleracion. La relacion entre la fuerza aplicada F y la acele-
racion medida a es constante y corresponde a la masa m de la particula, es decir m = F /a.
La masa es una medida de la oposicion de la particula a ser acelerada o desacelerada.

Dado que en realidad la fuerza y la aceleracion son vectores, la segunda ley de Newton
es la siguiente:

F=md (2.19)

Si actla més de una fuerza sobre la particula, la fuerza desbalanceada (o resultante) se
calcula como la suma vectorial £F de todas las fuerzas externas que acttan sobre la particu-
la. En este caso la segunda ley de Newton se escribe como se muestra a continuacion:

SF =md (2.20)

La Figura 2.9 muestra una interpretacion fisica de la Ecuacion (2.20). En ella se mues-
tran las fuerzas F; y F, que actlan sobre una particula, cuya resultante, el vector IF, es
diferente de cero y por lo tanto tiene la misma magnitud, direccién y sentido del vector ma.

a) Diagrama de cuerpo libre b) Diagrama cinético

Figura 2.9. Significado de la segunda ley de Newton del movimiento (Hibbeler, 2010)

Cuando se aplica la segunda ley de Newton la aceleracion debe medirse respecto a un
marco de referencia inercial o Newtoniano, que este fijo o se traslade a velocidad constante
para que la medicion de la aceleracion sea la misma en cualquier marco de referencia
(Hibbeler, 2010). Por lo tanto a es una cantidad vectorial absoluta.
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2.2.2. Ecuacidn de movimiento de un sistema de particulas

La segunda ley de Newton también se utiliza para estudiar el movimiento de un conjunto de
particulas conectadas o no, aisladas dentro de una region cerrada. En la Figura 2.10 se
muestra un sistema de particulas cuyo centro de gravedad o centro de masa esté localizado
en el punto G. El vector 7; indica la posicién de G mientras que el vector 7; indica la posi-
cion de la particula i, posiciones medidas respecto a un sistema de coordenadas xyz fijo.

Figura 2.10. Ecuacién de movimiento aplicada a un sistema de particulas (Hibbeler, 2010)

En un instante de tiempo determinado, sobre la particula i actlan las fuerzas resultantes
F; y f; que representan respectivamente el efecto de la interaccion de la particula con el
entorno y con las demas particulas del sistema. Si se aplica la segunda ley de Newton so-
lamente a la particula i, se tiene lo siguiente:

Fi + f; = m;d; (2.21)

Al aplicar la misma ley a las demas particulas del sistema, sumar y simplificar, se llega
a la siguiente expresion:

donde Eﬁi corresponde a la suma de todas las fuerzas externas que acttan sobre el sis-
temay Zfi es la suma de las fuerzas internas, la cual es igual a cero ya que las fuerzas inter-
nas entre dos particulas se presentan en pares colineales iguales pero opuestos, por lo que se
terminan anulando.

Partiendo de la expresion (2.23) que permite obtener la posicion del centro de gravedad
G de sistema de particulas, en la que m es la masa total del sistema y 7 es el vector de po-
sicion del centro de gravedad, como se indica en la Figura 2.10:

Emiﬁ- = m?G (223)

Si ésta se deriva dos veces respecto al tiempo, teniendo en cuenta que d = d?7/dt? y
que m y m; son constantes, se llega a la siguiente expresion:

Zmiﬁi = mﬁc (224)
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Donde d, es el vector de aceleracion del centro de masa del sistema. Si la Ecuacién
(2.24) se reemplaza en la Ecuacion (2.22) y como las Unicas fuerzas que intervienen en la
sumatoria son las fuerzas externas, ahora denominadas XF, la expresion (2.24) queda:

SF = md, (2.25)

La ecuacion anterior indica que la fuerza externa resultante F que actla sobre un sis-
tema de particulas, es igual al producto de la masa total del sistema m y de la aceleracion
absoluta del centro de masa d;. Esta expresion también se utiliza para describir el movi-
miento de traslacion de un cuerpo rigido, asemejando el cuerpo a una sola particula.

2.2.3. Momento de inercia de masa. Teorema de los ejes paralelos

A continuacion se describe el concepto de momento de inercia de masa y se menciona bre-
vemente el teorema de ejes paralelos, que relaciona los momentos de inercia de masa calcu-
lados respecto a un eje centroidal y a un eje paralelo. ElI momento de inercia y el teorema
de ejes paralelos se utilizan en la deduccidn y en la aplicacion de la ecuacién de movimien-
to de rotacion como se describe mas adelante.

El momento de inercia de masa I es una cantidad que se calcula como la integral del se-
gundo momento alrededor de un eje, de todos los elementos de masa dm que componen el
cuerpo.

I=fr2dm (2.26)
m

El brazo r asociado al momento es la distancia perpendicular desde el elemento de masa
dm hasta el eje respecto al cual se calcula la integral, como lo muestra la Figura 2.11.

D

dm

Figura 2.11. Definicion de momento de inercia de masa (Hibbeler, 2010)

El momento de inercia mide la resistencia del cuerpo a la aceleracién angular (Hibbeler,
2010) asi como la masa mide la inercia del cuerpo a la aceleracion (Clough & Penzien,
1995; Chopra, 2001; Garcia, 1998; Hibbeler, 2010).

El teorema de ejes paralelos relaciona los momentos de inercia de masa de un cuerpo,
calculados respecto a un eje centroidal y respecto a un eje paralelo. La expresion basica del
teorema es la siguiente:
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I =I; + md? (2.27)

donde I; es el momento de inercia de masa calculado respecto a un eje centroidal, I es
el momento de inercia de masa calculado respecto a un eje paralelo al eje centroidal, m es
la masa total del cuerpo y d es la distancia perpendicular entre los ejes centroidal y parale-
lo. Dado que el producto md? siempre es positivo, el momento de inercia de masa respecto
a un eje centroidal siempre es el menor momento de inercia que posee un cuerpo.

2.2.4. Ecuaciones de movimiento de traslacion y rotacion

La Ecuacion (2.25) de movimiento de traslacién puede aplicarse a un cuerpo rigido repre-
sentado como una particula Unica, sometida a un sistema de fuerzas externas cuya resultan-
te es TF y cuyo centro de gravedad o de masa se acelera una cantidad d.

Para un cuerpo que se mueve en el plano xy, esta ecuacion vectorial se divide en dos
ecuaciones escalares independientes como las siguientes:

XE, = m(ag)y XF, = m(ag)y (2.28)

A continuacion se muestra la deduccién de la ecuacion de movimiento de rotacion de un
cuerpo rigido aplicando la segunda ley de Newton a cada particula del cuerpo.

En la Figura 2.12 se muestra un cuerpo rigido referido a un sistema de coordenadas xy
cuyo origen esta en el punto P. En la figura se indican las fuerzas resultantes externa e in-
terna F; y f; que actlian sobre la particula i, y el vector # que indica la posicién de la misma
particula.

oM

Figura 2.12. Diagrama de cuerpo libre de una de las particulas de un cuerpo rigido (Hibbeler, 2010)

Partiendo de la segunda ley de Newton aplicada a la particula i, la cual se acelera una
cantidad a;:
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El momento (Mp); que producen las fuerzas Fy fl respecto a un eje ortogonal al plano
del movimiento y que pasa por el punto P seria el siguiente:

(Mp), =7 x (F; + fi) = m(F x &) (2.30)

La aceleracion d; se expresa en funcion de la aceleracién del punto P dp, utilizando la
Ecuacion d; = dp + @ X ¥ — w?#, en laque w y @ son la velocidad y la aceleracion angular
del cuerpo:

(Mp), = mi# X (@p + & X 7 — w?7) (2.31)

Los vectores 7, dp Y @ escritos en componentes rectangulares son los siguientes:

-

F=xi+y dp = (ap)yl + (ap)yJ @=ak (2.32)

Sustituyendo las ecuaciones (2.32) en la Ecuacidn (2.31) se obtiene:
(Mp), = (Mp)ik = my(x(ap)y — y(ap)y + ar?)k (233)

El momento (M;); es producido solamente por las fuerzas que acttan sobre la particula
i del cuerpo. Al calcular los momentos producidos por las fuerzas que acttan sobre las
demas particulas del cuerpo y sumar, lo que equivale a calcular una integral en la que
m; = dm, se obtiene el momento total Mp producido por las fuerzas externas aplicadas al
cuerpo (las fuerzas internas producen un momento total igual a cero). La ecuacion de la
magnitud del momento resultante XM, es la siguiente:

U IMp = (ap)yfxdm — (ap)xfydm + afrzdm (2.34)
Dado que la integral [ r2dm corresponde a I, momento de inercia de masa del cuerpo
respecto al eje paralelo a z y que pasa por P, y utilizando las ecuaciones que permiten cal-
cular las coordenadas x,y del centro de masas del cuerpo, las cuales se muestran a conti-
nuacion:

jxdm =Xm jydm =ym (2.35)

Al reemplazar las integrales que aparecen en la Ecuacion (2.34) por expresiones mas
sencillas, la expresion del momento resultante se simplifica a:

O ZMp = xm(ap), —ym(ap), + Ipa (2.36)
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Cuando el punto P coincide con el punto G, es decir, cuando el origen del sistema de
coordenadas se coloca en el punto G, de forma que i e y sean cero, la ecuacion de momen-
to resultante o ecuacion de movimiento de rotacion, es:

Esta ultima establece que el momento resultante XM, producido por las fuerzas exter-
nas y calculado respecto al centro de masa del cuerpo, es igual al momento de inercia de
masa I; calculado respecto a un eje que pase por G, multiplicado por la aceleracion angular
absoluta a del cuerpo.

La Ecuacion (2.36) queda en funcion de la aceleracion del centro de masa d,; y del mo-
mento de inercia calculado respecto a un eje que pase por el centro de masa I, al utilizar la
Ecuacion (2.18) para relacionar d,; con dp Y el teorema de ejes paralelos para relacionar I
con Ig:

Ip = I + mr dg = dp + d X 75 — w7y (2.38)

En las anteriores expresiones 7; = Xi + yJ y ¢ = X2 + y*. Al realizar las sustitucio-
nes respectivas y simplificar, la Ecuacion (2.36) toma la siguiente forma:

O IMp = xm(ag)y, — ym(ag)y + Iga (2.39)
En la anterior expresion (ag), Y (ag), son las componentes en x e y de la aceleracion

del centro de masa. Nuevamente si P = G se llega a la Ecuacion (2.37).

En resumen, las tres ecuaciones escalares de (2.40) describen el movimiento plano ge-
neral de un cuerpo rigido restringido a moverse en el plano xy y a rotar respecto al eje z,
sometido a un conjunto de fuerzas y momentos externos como el de la Figura 2.13.

2F, = m(aa)x
JE, =m(ag)y (2.40)
ZMG = IG(X

Fy

Figura 2.13. Aplicacion de las ecuaciones de movimiento a un cuerpo rigido (Hibbeler, 2010)
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2.3. Idealizacion de la estructura y aceleracion de la base

En esta seccion se describe la forma como se idealizan las estructuras estudiadas en la tesis
en términos de la masa, la rigidez y las restricciones geométricas. Se describen y justifican
los grados de libertad y las componentes de aceleracion de la base que se consideran en el
analisis dinamico, dependiendo si se trata de una estructura plana o espacial.

2.3.1. Idealizacion de la estructura

Las estructuras hacia las que se enfoca UNDIN corresponden a edificios cuyo sistema es-
tructural principal, resistente a fuerzas laterales, es de tipo pdrtico plano o espacial, com-
puesta por barras prismaticas con secciones de doble simetria, conectadas entre si mediante
conexiones total o parcialmente rigidas en los extremos, y con parte de los desplazamientos
de los nudos restringidos para garantizar la estabilidad del sistema ante cargas gravitaciona-
les y horizontales. La rigidez de la estructura se obtiene a partir de las propiedades de cada
elemento relacionadas con el tipo de material, la longitud, la geometria de la seccion trans-
versal y la rigidez de las conexiones.

Para simplificar el analisis se asume que la totalidad de la masa, la cual incluye la masa
propia de las placas de entrepiso de los elementos de la estructura principal, asi como la
masa de los acabados y de los muros divisorios y de fachada, se encuentra concentrada en
los niveles de entrepiso y de cubierta. Esta suposicién es valida para el tipo de estructuras
estudiadas en esta tesis, en las cuales las columnas corresponden a elementos cuya masa es
significativamente menor en relacion a la masa concentrada en los niveles de piso.

Una gran simplificacion consiste en asumir que en cada nivel de piso existe un diafrag-
ma rigido (Chopra, 2001; Garcia, 1998; Linero, 2012; Wilson, 2002) que asocia parcial-
mente el movimiento de los nudos de la estructura. El diafragma rigido corresponde a un
cuerpo indeformable en el plano horizontal, pero deformable en direccién ortogonal. Esta
suposicion es valida para edificios en los que en cada nivel de piso se cuenta con una placa
de concreto o de un material de rigidez similar, la cual hace que los nudos localizados al
mismo nivel experimenten movimiento de cuerpo rigido (traslacion y rotacion) en el plano
horizontal. Sin embargo el movimiento de los nudos en direcciones ortogonales al plano
horizontal es independiente del movimiento de los diafragmas rigidos.

Las simplificaciones impuestas previamente, relacionadas con la concentracion de la
masa Y la existencia de un diafragma rigido en cada nivel de entrepiso y de cubierta, hacen
que este tipo de estructuras puedan entenderse como un conjunto de cuerpos rigidos en cada
plano horizontal, vinculados entre si mediante elementos flexibles. Cada cuerpo o diafrag-
ma rigido posee una masa y un centro de gravedad o centro de masa definido, y cada ele-
mento flexible corresponde a cada elemento de la estructura principal como vigas, colum-
nas, riostras, etc., los cuales se asumen de masa despreciable pero con una rigidez definida.
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Aunque fisicamente es imposible concentrar la masa de un cuerpo en un solo punto, da-
do que la masa se encuentra distribuida en la totalidad del cuerpo, para el analisis suele
Ilamarse a estos sistemas como de masa concentrada (Clough & Penzien, 1995; Chopra,
2001; Garcia, 1998) y se suele afirmar que la masa de cada diafragma se “concentra” en ¢l
respectivo centro de masa. Esta afirmacion esta relacionada con la seleccion del centro de
masa para plantear las ecuaciones que describen el movimiento de cada diafragma, las cua-
les dependen de la masa y del momento de inercia respecto al centro de masa del respectivo
diafragma.

Estas simplificaciones permiten reducir el nimero de grados de libertad dindmicos, y
por lo tanto, el numero de ecuaciones de movimiento que deben resolverse de forma simul-
tanea para obtener la respuesta de la estructura.

El programa desarrollado en esta tesis no permite considerar en forma general sistemas
compuestos por muros estructurales para los que se requieren consideraciones adicionales
para realizar una idealizacion mas precisa de la rigidez y de la masa. Tampoco permite
considerar estructuras tales como puentes de gran longitud en los que la suposicion de dia-
fragma rigido al nivel del tablero no es vélida, por lo que en estos casos la distribucion de
masa debe ser menos simplificada, siendo mejor idealizar la estructura como un sistema de
masa consistente (Garcia, 1998).

2.3.2. Grados de libertad dinamicos y grados de libertad estaticos

El numero de posibles desplazamientos independientes necesarios para definir la posicion
de todas las masas de la estructura respecto a su posicién de equilibrio, corresponde al nu-
mero total de grados de libertad dinamicos de la estructura (Chopra, 2001).

En el analisis dindmico se supone que cada diafragma experimenta un movimiento
plano general (traslacion y rotacion simultaneas) en el plano horizontal, de forma que este
se traslada en el plano xy y gira respecto al eje z, asumiendo un sistema de coordenadas
global en el que el eje z es vertical y los ejes x e y estan en el plano horizontal.

El movimiento plano general de cada diafragma se describe completamente conociendo
el movimiento de traslacion de un punto fijo y la rotacion de una linea de referencia fija en
el cuerpo (Hibbeler, 2010). Los desplazamientos del punto fijo y la rotacién de la linea de
referencia fija, que equivale a la rotacion del diafragma, se denominan grados de libertad
del diafragma.

Los grados de libertad del diafragma i para el analisis dinamico de un portico espacial
corresponden a los desplazamientos en x e y del centro de masa (u¢),(cl), (u¢)§,‘) y a la rota-
ciénen z (9¢)S). En particular un pdrtico plano representado en el plano xz, los grados de
libertad dinamicos corresponden a los desplazamientos de los centros de masa de cada dia-
fragma (u¢),(})en direccion x.
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Los grados de libertad dinamicos se denominan en el documento desplazamlentos de
centros de masa, haciendo referencia en eI caso plano a los desplazamientos (u )x yen el
caso espacial a los desplazamientos (u¢)x y (u¢)y y a la rotacion (64), ). La Figura
2.14 muestra los grados de libertad de un diafragma perteneciente a un portico plano y a un
portico espacial.
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Figura 2.14. Grados de libertad de un diafragma de un pértico plano y de un pértico espacial

Un portico plano con un diafragma por piso posee un nimero de grados de libertad que
coincide con el nimero de diafragmas, puesto que cada uno de ellos posee un solo grado de
libertad dindmico. De forma similar, un pdrtico espacial posee un nimero total de grados
de libertad dinamicos igual a tres veces el numero diafragmas rigidos.

Aunque se habia podido seleccionar cualquier otro punto dentro de cada diafragma para
escoger los grados de libertad dinamicos, se selecciona el centro de masa de cada diafragma
para describir su movimiento. Esta eleccion simplifica la formulacion matemaética requeri-
da para calcular algunas cantidades de interés, como se muestra mas adelante.

Por otro lado el nimero de grados de libertad estaticos, aquellos que se requieren para
realizar el analisis estatico de la estructura, corresponden al numero de posibles desplaza-
mientos independientes necesarios para definir la posicion de todos los nudos de la estruc-
tura respecto a su posicion de equilibrio.

En un portico espaC|aI cada nudo j posee sels grados de libertad estéaticos, tres despla-
zamientos uY’, u (’) y u y tres rotaciones 6 9(1) y 9. Respecto a estas Gltimas, su-
cede algo similar con las rotaciones de los centros de masa dado que los nudos no rotan, las
que rotan son las tangentes de los elementos conectados en los nudos. Sin embargo por
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simplicidad se hace referencia a las rotacmnes de los nudos. En un E)ortico plano represen-
tado en el plano xz el desplazamiento u y las rotaciones 6, 2 y 0 valen cero.

Los grados de libertad estaticos no se consideran en el analisis dindmico puesto que no
poseen masas traslacionales y rotacionales asociadas, teniendo en cuenta que, para el anali-
sis, la masa de la estructura se ha concentrado en los centros de masa de los diafragmas.

(’) y 69 del nudo j asouado al dia-

Para el caso elastico los desplazamientos u(])
fragma rigido i se calculan a partir de los grados de Ilbertad dinamicos (u¢)’f (u¢)§) y
(94,) y de la geometria del diafragma. Los desplazamlentos restantes u; ’ d
nudo se calculan a partir de los desplazamientos u,(c ), y 6, ) y de la matrlz de rigidez.
En el Capitulo 3 se describen los procedimientos de aSOCIaCIOI’l y condensacion de grados
de libertad que permiten calcular los desplazamientos de los nudos a partir de los despla-
zamientos de los centros de masa de los diafragmas.

El nimero de grados de libertad que se requieren para realizar el analisis dindmico de
una estructura, idealizada de la forma previamente mencionada, es considerablemente me-
nor que el numero de grados de libertad que se requieren para realizar un analisis estatico.
Mientras en una estructura el namero de grados de libertad dinamicos equivale maximo a
tres veces el nimero de diafragmas rigidos, el nimero de grados de libertad estaticos de la
misma estructura equivale a seis veces el niUmero de nudos. Adicionalmente hay que tener
en cuenta que un diafragma rigido generalmente vincula un nimero de nudos importante.

Asi como en el andlisis estatico el nimero de grados de libertad estaticos coincide con
el nimero de ecuaciones de equilibrio cuya solucion simultanea da como resultado los des-
plazamientos de los nudos, el nimero de grados de libertad dinamicos coincide con el nd-
mero de ecuaciones de movimiento, cuya solucién corresponde, en este caso, a los despla-
zamientos de los diafragmas.

2.3.3. Aceleracion de la base

En términos generales se puede decir que sobre una estructura cualquiera actian seis com-
ponentes de aceleracién en la base, tres aceleraciones traslacionales en direcciones x, y e z
denominadas ilgx., iigy Y Ugz, Y tres aceleraciones angulares en las mismas direcciones, de-
nominadas 6., 8, y 0,

La aceleracion de la base se toma de registros acelerograficos, de los cuales es posible
conocer solamente las componentes de aceleracion traslacional iigy, iig, Y iiy,. La compo-
nente iiy, no se considera en este trabajo puesto que dejaria de ser valida la idealizacion
planteada previamente para la estructura, siendo necesaria una idealizacion menos simplifi-
cada en cuanto a la distribucion de la masa, la cual implica considerar un mayor nimero de
grados de libertad dindmicos. Ademas las componentes de aceleracion angular de la base
generalmente se asumen igual a cero dado que no hay forma de medirlas con los equipos
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existentes, aunque hay forma de estimar égz usando varios registros de aceleracion trasla-
cional (Chopra, 2001).

En el analisis dindmico solamente se consideran las componentes de aceleracion corres-
pondientes a los grados de libertad dindmicos de la estructura. Para el caso espacial se con-
sideran las componentes de aceleracion traslacmnal ugx y uw( y la componente de acelera-
cién angular ng, correspondientes a (u¢,)x : (u¢)y y (9¢,) , aunque por simplicidad la
componente de aceleracion angular 6,, se desprecia. En el caso plano solo se con5|dera la
componente de aceleracion iig,, correspondlente al grado de libertad (u¢)x , siempre y
cuando el portico se represente en el plano xz. El concepto de correspondencia entre ac-
ciones y desplazamientos se encuentra en Spinel (2002).

La Figura 2.15 y la Figura 2.16 esquematizan los anteriores planteamientos para estruc-
turas planas y espaciales, relacionados con la presencia de diafragmas rigidos, la concentra-
cién de la masa en los diafragmas, la seleccién de los grados de libertad y la seleccion de
las componentes de aceleracion de la base consideradas en el analisis dinamico.

La Figura 2.15 muestra un portico espacial de tres niveles, con un diafragma rigido por
nivel. Cada diafragma posee su respectivo centro de masa, y todos los diafragmas estan
vinculados entre si por los elementos que componen el sistema estructural principal. La
masa traslacional y la masa rotacional de cada diafragma, necesarias para el analisis dina-
mico, corresponden respectlvamente a la masa m; asociada al diafragma y al momento de
inercia de masa del diafragma I ) calculado respecto a un eje vertical que pasa por el res-
pectivo centro de masa. En la figura también se indican los grados de libertad dindmicos de
la estructura y las componentes de aceleracidn en la base que se consideran en el analisis.

@ s
gl3=2a0, gi2 = uy(l)
L my, Y
l6 = 6,2
< g gl5 =u,®
> L.
<’ Z e
— 0.3
" cms g9 =10, g8 =u,®
z 3
Ay == a1z g7 = u,®
=< ==
>
X >k

Diafragma N° 3

Figura 2.15. Idealizacion, grados de libertad y componentes de aceleracion de la base consideradas en el
analisis dindmico de un portico espacia
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En la Figura 2.16 se ha tomado uno de los porticos planos de la estructura de la Figura
2.15 representado en el plano xz con el fin de indicar las masas, los grados de libertad y las
componentes de aceleracion de la base que se considerarian en el analisis dinamico de un
portico que esta restringido a moverse solamente dentro de su plano.

La masa asociada a cada diafragma necesaria para el analisis corresponde (de forma
simplificada) a la masa aferente en cada nivel. EI portico tomado como ejemplo posee so-
lamente tres grados de libertad dindmicos y en el analisis se considera solamente la compo-
nente de aceleracion de la base iig,.
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gl2 = ux(z)
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ZA gl3 =u,®

J'/

¥
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f

Diafragma N° 3

Figura 2.16. ldealizacion, grados de libertad y componentes de aceleracion de la base consideradas en el
analisis dindmico de un portico plano

Respecto a las componentes de aceleracion de la base, se aclara que en esta version de
UNDIN se asume que la misma aceleracion actda en todos los apoyos de la estructura. El
programa no permite considerar el caso de excitacion multiple en los apoyos (multiple sup-
port excitation) descrito por Chopra (2001), que se presenta en estructuras de gran longitud
en las que el movimiento de la base cambia apreciablemente de un punto de apoyo a otro y
por lo tanto, cada experimenta componentes de aceleracion diferentes.

2.4, Planteamiento de la ecuacion matricial de movimiento

A continuacion se describen las acciones de amortiguamiento y las acciones equivalentes a
los esfuerzos internos que actdan sobre cada diafragma y que se oponen a su movimiento.
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Posteriormente se aplica la segunda ley de Newton en cada direccion en la que los diafrag-
mas estan restringidos a moverse, involucrando las componentes de aceleracion de la base
consideradas, para llegar finalmente a la ecuacion matricial de movimiento que rige la res-
puesta de la estructura en rango eléstico o inelastico. Al final se muestra la ecuacion matri-
cial de movimiento especial para estructuras en el rango elastico, la cual se deriva de la
expresion general.

2.4.1.  Acciones equivalentes que actlian en cada diafragma rigido

Cuando los diafragmas rigidos de la estructura se desplazan con respecto a la base, cada
elemento estructural se deforma por los desplazamientos y las rotaciones que se le imponen
en sus nudos, lo que hace que aparezcan fuerzas y momentos en los extremos que deben
mantener la configuracién deformada del elemento. Bajo comportamiento inelastico estas
acciones dependen de la historia de deformacion en las zonas donde se forman las rotulas
plasticas.

De acuerdo con la tercera ley de Newton, las acciones que aparecen en los extremos de
cada elemento corresponden al efecto que genera el resto de la estructura sobre el elemento,
puesto que son acciones internas que se presentan por pares.

La Figura 2.17 muestra la deformada de un elemento tipo portico espacial arbitraria-
mente orientado, y las acciones en coordenadas globales que aparecen en los extremos para
mantener su configuracion deformada.

(CAE
(m)
Nota: no se (ue)ﬁm) (u)™ (M) T (F2)y
indican las (m <
rotaciones de (ue)z (Fe);(cm)

los nudos

(M)

(M)F %

a) Desplazamientos de los nudos b) Acciones en los extremos

Figura 2.17. Configuracion deformada de un elemento pértico espacial y acciones en los extremos en coor-
denadas globales

Las acciones en coordenadas globales en los extremos de los elementos se transmiten a
los nudos de los diafragmas aplicando la tercera ley de Newton (es decir, con el mismo va-
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lor pero en sentido contrario) para conocer el efecto que genera cada elemento sobre cada
nudo del diafragma. De la suma vectorial de las acciones transmitidas a cada nudo se ob-
tienen las acciones resultantes en coordenadas globales transmitidas por los elementos es-
tructurales a los nudos de los diafragmas.

Teniendo en cuenta la suposicion hecha respecto a la concentracion de la masa y las
componentes de aceleracion de la base consideradas en el andlisis, la fuerza resultante en
direccion z y los momentos resultantes en direcciones x e y transmitidos por los elementos
a los nudos asociados a diafragmas deben ser cero, es deC|r deben estar en equilibrio. Ya
que se considera que los grados de libertad u(]) 0(’) y 6, U)o tienen masas traslacionales
ni rotacionales asociadas y ademas no se estan teniendo en cuenta las componentes de ace-
leracion de la base iigy, égx y égy, no se imponen fuerzas ni momentos inerciales en estos
grados de libertad (Chopra, 2001; Garcia, 1998).

Sin embargo las fuerzas resultantes en direcciones x e y y el momento resultante en di-
reccién z transmitidos a los nudos asociados a diafragmas generalmente son diferentes de
cero. La razon esta en que los diafragmas empujan a la estructura cuando se desplazan res-
pecto a la base y la estructura reacciona contra el movimiento de los diafragmas aplicando
fuerzas y momentos en las mismas direcciones en las que cada diafragma esta restringido a
moverse. Las fuerzas y los momentos que la estructura aplica a los nudos de los diafrag-
mas actlan sobre los grados de libertad u, ), y 0, U) de cada nudo, especificamente en
la direccidn contraria al movimiento relativo a Ia base de los diafragmas.

La Figura 2.18 muestra las acciones resultantes en un nudo j cualquiera, mientras que la
Figura 2.19 muestra las acciones que acttan en todos los nudos que pertenecen a un dia-
fragma rigido, producidas por la deformacion de los elementos estructurales. Tales accio-
nes actdan en direccion contraria a los desplazamientos relativos a la base de los diafrag-
mas, los cuales se han supuesto en las direcciones positivas de los ejes x, y e z globales.

<

(F) (F)
M)y =0~ Y\R 0 _
y /Lk () \(Ms)x =0
"(MS)ZJ -
i
Y =0

Figura 2.18. Acciones resultantes en cada nudo asociado a un diafragma rigido, producidas por la deforma-
cion de la estructura

© Francisco Leonardo Noy Hilarién — Universidad Nacional de Colombia, 2013



Aplicacion de la dindmica al analisis sismico de estructuras 33

o i(Ms)i”)
FS xn
AN P L%

(FS)U)
)" res
\ \(Fs)(j)

(M)P

Figura 2.19. Acciones resultantes en los nudos del mismo diafragma rigido

Las fuerzas y los momentos aplicados en los nudos de cada diafragma se trasladan al
respectivo centro de masa siguiendo los principios de la estatica de cuerpos rigidos.

Cada fuerza (Fs)fj) 0 (Fs)gf) aplicada en un nudo debe trasladarse acompafiada del mo-
mento que produce la fuerza sin trasladar respecto al centro de masa, mientras que cada
momento (M g’), al ser el momento de un par de fuerzas, es un vector libre de ser aplica-
do en cualquier punto (Beer & Johnston, 2002), por ejemplo en el centro de masa. A modo
de ejemplo la Figura 2.20 muestra la forma de trasladar las acciones aplicadas en un nudo
al centro de masa del diafragma respectivo.

MY + 2D —y D (7)Y

a) Acciones actuando en el nudo j b) Acciones del nudo ; trasladadas a cm®

Figura 2.20. Acciones aplicadas en un nudo del diafragma trasladadas al centro de masa

Las acciones trasladadas de los nudos a los centros de masa de cada diafragma se suman
vectorialmente, dando como resultado dos fuerzas resultantes en direcciones x e y denomi-
nadas (Fs¢),(f) y (FS¢)S) y un momento resultante en direccion z denominado (Msd,)gl) por
cada diafragma rigido, como lo muestra la Figura 2.21. A estas tres acciones resultantes se
les denomina en el documento acciones equivalentes trasladadas al centro de masa, puesto
que equivalen a la suma de las acciones internas producidas por la deformacion de la es-
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tructura, que se transmiten a cada diafragma rigido y que para el analisis se han trasladado
al centro de masa respectivo.

)
(M),

Figura 2.21. Acciones equivalentes trasladadas al centro de masa

Las acciones resultantes (FS¢)§CD, (Fsd,)g,i) y (Msd,)gi) se calculan con las siguientes ex-

presiones:
n
(@) j
(Fig)? = > ()Y
j=1

(Fap)? = > (B (241)
=1

(Meg)y = D [MOP +xPE)P -y P ()Y

j=1

En ellas n es el nimero de nudos asociados al diafragma i, mientras que x%) e y&) son
las coordenadas del nudo j medidas desde el centro de masa del mismo diafragma.

2.4.2.  Acciones de amortiguamiento que actuan en cada diafragma
rigido
Las acciones de amortiguamiento son las encargadas de disipar la energia introducida por
las acciones externas, en este caso por la aceleracion de la base, mientras la estructura per-
manece en el rango lineal. Estas no incluyen la energia disipada en el rango no lineal,

puesto que esta energia se tiene en cuenta de forma separada a través de las relaciones fuer-
za — deformaciéon (Chopra, 2001).

El amortiguamiento se encarga de reducir gradualmente la amplitud del movimiento en
un sistema que se encuentra en vibracion libre, luego que dejan de actuar las acciones ex-
ternas.
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Los mecanismos por los cuales se disipa la energia durante la vibracion de una estructu-
ra son complejos y su representacion matematica no es practica para estructuras reales, por
lo que generalmente este fendmeno suele representarse de una manera simplificada (Clough
& Penzien, 1995; Chopra, 2001; Garcia, 1998; Paz, 1992).

La disipacion de energia en estructuras solicitadas por acciones dinamicas es considera-
da mediante dos mecanismos. El amortiguamiento viscoso equivalente (o amortiguamiento
elastico) en el que se supone que las acciones de amortiguamiento son proporcionales a la
velocidad, y el amortiguamiento histerético debido al comportamiento no lineal del material
(Moller, Rubinstein, & Ascheri, 2011).

El amortiguamiento histerético se tiene en cuenta con las acciones equivalentes trasla-
dadas a los centros de masa, con la relacion fuerza — desplazamiento (0 momento - rota-
cion) de cada zona donde se produce una rétula plastica. Este tipo de amortiguamiento es
cero para estructuras en el rango eléstico. El amortiguamiento eléstico se considera a traves
de amortiguadores viscosos como los indicados en la Figura 2.22, cuyos extremos se co-
nectan a dos diafragmas consecutivos. Las acciones que transmite cada amortiguador a los
diafragmas que conecta dependen de la velocidad relativa de sus extremos, es decir, de las
velocidades relativas a la base de los diafragmas.

Amortiguadores viscosos
equivalentes

L 5y
Figura 2.22. Amortiguadores viscosos equivalentes. Adaptada de Chopra (2001)

Se suponen que los amortiguadores transmiten a cada dlafragma un conjunto de accio-

nes de amortiguamiento compuesto de dos fuerzas (Fad,)() y (Fa¢) en direcciones x e y

respectivamente, y un momento (M, ) en direccion z, similares a las acciones equivalen-
tes trasladadas a los centros de masa (FS¢)x , (qub)(l) y (MS¢)(1)
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La Figura 2.23 muestra las acciones de amortiguamiento viscoso que actlan sobre el
diafragma i, trasladadas al respectivo centro de masa. Intencionalmente se han dibujado en
direccion negativa a los ejes x, y e z global para indicar que las acciones de amortigua-
miento también se oponen al desplazamiento relativo de los diafragmas.

%)
(Mw);

Figura 2.23. Acciones de amortiguamiento viscoso trasladadas al centro de masa

2.4.3. Ecuacién matricial de movimiento

Las tres ecuaciones escalares que rigen el movimiento plano general de un cuerpo rigido,
cuando la sumatoria de momentos se calcula respecto a un eje ortogonal al plano del mo-
vimiento que pasa por el centro de masa cm 0 centro de gravedad G del cuerpo, y que se
obtuvieron a partir de la aplicacion de la segunda ley de Newton del movimiento se repiten
a continuacion:

-1 z F, =m(ag)x
103" R, = m(ag), (2.42)

o) Z Mzem = Iema

En las anteriores ecuaciones los términos (ag),, (ag), Y a son cantidades absolutas
medldas respecto a un sistema de coordenadas inercial o fijo. En la Figura 2.24 (u¢) y
(u¢)x son las aceleraciones traslacmnales absolutas del centro de masa del diafragma i en
las direcciones x e y, mientras que (9¢) es la aceleracion angular absoluta en direccion z
del mismo diafragma. Las acciones resultantes transmltldas al dlafra ma por la estructura
corresponden a las acciones equivalentes (F. ?)x , (F ?)(‘) y (M ‘f’ "y a las acciones re-
sultantes de amortiguamiento viscoso (Fa¢)x (Fa¢)y y (Ma¢) trasladadas al centro de
masa, actuando en direccion contraria a la deformacion de la estructura.
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TP I RS AR I O

Diafragma i

Figura 2.24. Acciones equivalentes y de amortiguamiento trasladadas al centro de masa de cada diafragma

De acuerdo con lo anterior y aplicando las ecuaciones (2.42), las ecuaciones de movi-
miento del diafragma i son:

)] (O] RO

_(qub)xl - (Faqb),: = m(l)(ufl))xl

—(F )(i)—(F )(i)_ @ it \D
s¢ ag), =mI(ilg), (2.43)

® @ )

~(Mgp).” = (Mag),” =150 (83)

donde m® e IC(;,)I corresponden a la masa y al momento de inercia de masa del diafrag-
ma, este Gltimo calculado respecto a un eje paralelo a z que pasa por el centro de masa.

En la Figura 2.25 se ha dividido el movimiento absoluto del diafragma i en dos compo-
nentes basicos. La primer componente que representa el movimiento como cuerpo rigido
de toda la estructura cuando la base se desplaza en direcciones x e y las cantidades ug, Yy
ugy, Y Cuando gira una cantidad 6,,. La segunda componente representa el movimiento del
diafragma cuando la estructura se deforma de manera que el centro de masa deI dlafragma
se desplaza en las direcciones x e y las cantidades adicionales (u¢)(‘) y (u¢) respecti-
vamente, y ademas el diafragma rota un angulo adicional (94,)2’).

Los desplazamientos (u,, )(‘) y (ug )(‘) se conocen como desplazamientos relativos a la
base del centro de masa y Ia rotacion (9¢)Z) se conoce como rotacion relativa a la base
del diafragma i. Por otro lado los desplazamientos u,, Y ug4, son desplazamientos absolu-
tos de la base y la rotacion 6, es la rotacion absoluta de la base.
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Figura 2.25. Movimiento absoluto y relativo a la base de cada diafragma rigido

En la misma figura se observa que los desplazamientos totales en direcciones x e y del
centro de masa del diafragma i, denominados (uqb)(‘) y (u¢)(‘) respectivamente, son el
resultado de sumar los desplazamientos relativos a la base del centro de masa del diafragma
(ug (‘) y (ug)y” con los desplazamlentos absolutos de la base ug, Y ug,. De igual forma

la rotaC|on total del diafragma (9 )Z es igual a la rotacion absoluta de la base 6,, mas la
rotacion relativa a la base del dlafragma (9¢)2)

. Las ecuaciones (2.44) resumen dichas
relaciones.

® ®
(5)) = (ug), + g
_ g
(5),) = (ug),, + gy (2.44)
® ®
(05),” = (64); + 65

Las expresiones anteriores se denominan en el documento ecuaciones de desplazamien-

to relativo. Al derivar cada ecuacion dos veces respecto al tiempo, se obtiene un conjunto
de ecuaciones de aceleracion relativa como el que se muestra a continuacion
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NO O
(ué)xl = (u¢>)xl + Ugx
(5), = (), + gy (.49)
PN PN
(65, = (84, + e

Las dos Jorlmeras ecuaciones de (2.45) relacionan las aceleraciones absolutas
[(ud,)(l) (u¢) con las aceleramones absolutas de la base [iig,, ilzy] ¥ las aceleraciones
relativas a la base [(u¢)x ,(u¢,)y ] del centro de masa del diafragma i, La tercera ecua-
cion relaciona la aceleracion angular absoluta (9 )Z con Ia acelerauon angular absoluta
de la base 6 4z Y la aceleracion angular relativa a Ia base (9¢) del diafragma i.

Al reemplazar las ecuaciones (2.45) en Ias ecuauones (2 43) se obtienen las siguientes
expresiones, las cuales no dependen de (u¢)x , (u¢)y y (9¢)

~(Feg), = (Fag), = mOig), +m Oty
~(Fg)y = (Fag), = mOiy), +mOity, (2.46)
(M), = (Mag),” = 152(B), + 152810
La cual al reorganizarse toman la siguiente forma:
m® (“¢)() +(Fag), + (Fs¢)f:)
mO(ig), + (Fag), + (Fep),

15(89), + (M) + (Mp), = =158

O] — _m(l) i’lgx

= —mWiig, (2.47)

Las anteriores ecuaciones se escriben en forma matricial u ordenada, como se muestra a
continuacion:

MENO) ® @
m® 0 (i ¢) (Fad))" (FSdJ)X m® 0 0 | (Ugx
I 0 m® ] (u¢)“ (Fad));l) + (Fs¢);l) =—[ 0 m® QHﬁgy} (2.48)

o o Iy ® ® ® o o 15Hlld
fom \(6 ¢)l} k(Maqy);J k(Msdz);J e

Que escrita en forma méas compacta:
m]Ofiip} + (Fag)” + {Fig)” = ~1m]©{iiy) (249)

Esta ecuacion matricial rige el movimiento del diafragma i. La matriz [m]® es la ma-
triz de masa del diafragma, {ﬁ¢}(1) es el vector de aceleraciones relativas a la base del dia-
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fragma, {F,4} y {F5,}" son respectivamente los vectores de acciones de amortiguamien-
to viscoso y de acciones equivalentes que actlan sobre el diafragma y {ii,} es el vector de
aceleracion absoluta de la base. Todos los vectores previamente enunciados corresponden
a un mismo instante de tiempo.

Para una estructura con una cantidad n de diafragmas, la siguiente ecuacion matricial
describe el movimiento simultaneo de todos los diafragmas:

[ml{iip} + {Fag} + {Fsp} = —[mllyI{iiy} (2.50)

La anterior ecuacion corresponde a la ecuacion matricial de movimiento, también lla-
mada ecuacion de equilibrio dinamico (Clough & Penzien, 1995; Chopra, 2001; Garcia,
1998), la cual rige el movimiento de todos los diafragmas de una estructura en el rango
elastico o inelastico de deformaciones, sometida a las componentes de aceleracion de la
base almacenadas en {ii,} variables en el tiempo. La ecuacion tiene como incognitas las
aceleraciones de los centros de masa {iis}, las acciones de amortiguamiento {F,4} v las
acciones equivalentes {Fs} en cada instante de tiempo.

En este caso [m] es la matriz de masa de la estructura, la cual almacena las submatrices
de masa de cada diafragma [m]® como lo muestra la Ecuacion (2.51). Dado que [m]® es
diagonal, [m] también es diagonal.

pmm o1 . [0
(m] = | 0] :[m](z) Lo} (2.51)
[0] ] - ml®l, a0

Los vectores {il¢}, {Fap} Y {Fs4} almacenan respectivamente a los subvectores {u¢}(i>,
{Fu} @y {Fs}® de cada diafragma, como lo muestran las ecuaciones (2.52).

(fiis}™ ({Fap) ™) ({Feo} ™)
. 1@ () )
{iig} = {”4’:} (Fap) = { (% a(,:,} (Fog} = { (F 543} (2.52)
.. (M) (n) n)
{u¢} (3nx1) {Faqb} (3nx1) {FS¢} (3nx1)

La matriz [y] es una matriz auxiliar denominada matriz de influencia (Chopra, 2001)
que sirve para realizar adecuadamente los productos m@iig,, m®iiy, y 186, en forma
matricial. La forma de la matriz [y] se indica en la Ecuacion (2.53):

(1)
[yl = Hﬂé)] (2.53)
i)

) (3nx3)
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donde la submatriz [I]® es una matriz identidad de tamafio 3X3.

Las anteriores expresiones se han deducido para una estructura espacial de tres grados
de libertad dindmicos por diafragma. En el caso de un pértico plano con n diafragmas re-
presentado en el plano xz, en la ecuacion matricial [ml{iiy} + {Fap} + {Fsp} =
—[m] [y]{ug} deben suprimirse las filas correspondientes a la sumatoria de fuerzas y de
momentos en direcciones y e z respectivamrnte, con lo que la matriz [m] y los
res{iiy}, {Fagp} Y {Fse} toman la siguiente forma:

m® 0 0
ml=|0 m® 0 (2.54)
0 0 m(n) (nxm)
((ii5)") ((Fap) ) ((Fp)™)
fiig} = ! (%_)S) ! {Fap} = ! (Fa?)f) ! (Foy) = i (quf)ff) £ (2.55)
! :(n)l ! : (n)I | : (n)l
@) (F)™) (7))

(nx1)

La matriz de influencia [y] también se simplifica dado que no hay que considerar las
componentes de aceleracion de la base iig,, ¥ égz, lo que permite suprimir también las dos
ultimas columnas, con lo que [y] se convierte en un vector columna como el que se muestra
a continuacion.

=" (2.56)
1 (nx3)
En todas las matrices y vectores el nimero de filas coincide con el nimero de ecuacio-
nes de movimiento, el cual a su vez coincide con el nimero de grados de libertad dinamicos
de la estructura. Para porticos espaciales el nimero de ecuaciones es tres veces el nimero

de diafragmas, mientras que para pérticos planos el nimero de ecuaciones es igual al nume-
ro de diafragmas.

2.4.4.  Acciones externas equivalentes a la aceleracion de la base

El término a la derecha del igual en la Ecuacion (2.50) se conoce como el vector de accio-
nes externas equivalentes al movimiento acelerado de la base {F,,;}.

{Fext} = —[m] [V]{ug} (2.57)
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La expresion (2.57) sugiere que el efecto que produce la aceleracion de la base sobre
una estructura de base movil es el mismo efecto que producen las acciones {F,,:} =
—[m] [y]{ilg} aplicadas en los centros de masa de los diafragmas de una estructura con la
base fija.

En la Figura 2.26 se muestra, para un portico plano que la deformacion de la estructura
es la misma cuando esta se somete a la aceleracion de la base, considerando que la estructu-
ra tiene una base mavil, y cuando se somete a las acciones externas equivalentes dadas por
la Ecuacion (2.57). La deformacidn esté representada en los desplazamientos de los centros
de masa (u4)L”, (up)? y (ug)S, los cuales para el caso de base movil son desplaza-
mientos relativos a la base, mientras que en el caso de la base fija son desplazamientos ab-
solutos, como si ug, = 0.

ugx R
>

a) Modelo de base movil b) Modelo de base fija

Figura 2.26. Relacién entre la aceleracion de la base y las acciones externas equivalentes

2.4.5. Ecuacion de movimiento para el caso elastico

Cuando la estructura se mantiene dentro del rango elastico de deformaciones, las acciones
equivalentes trasladadas a los centros de masa de los diafragmas {F,} son una funcion
lineal de la deformacion de la estructura, es decir, de los desplazamientos relativos a la base
de los centros de masa {u}, correspondientes a las acciones {Fy,}. Las dos variables estan
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relacionadas por la matriz de rigidez lateral [k4] a través de la siguiente expresion (Azar,
1972; McGuire, Gallaguer, & Ziemian, 2000):

{Fsp} = kg l{ug} (2.58)

La matriz [kg] es cuadrada y tiene la forma que se indica en la Ecuacion (2.59). Su ta-
mafio n coincide con el nimero total de grados de libertad dinamicos de la estructura.

(k11 kiz o kyyo o kg
kyr kay kzj o kop
k=] : : : 259
[ ¢] kip  kip o ki o kg ( )
-knl knz knj o knn-

Cada columna de [k ] almacena las acciones que deben aplicarse a la estructura para
generar un desplazamiento unitario en cada uno de los grados de libertad dindmicos, es
decir, en los desplazamientos de los centros de masa y en las rotaciones de los diafragmas.
Se aclara que en este caso los desplazamientos unitarios son relativos a la base. La Figura
2.27 muestra el significado fisico de los coeficientes de la matriz de rigidez lateral de una
estructura espacial de dos diafragmas y seis grados de libertad dinamicos. Se indican solo
las acciones que deben aplicarse para que se produzcan desplazamientos unitarios en los
grados de libertad 1, 2 y 6.

@ _

@ _ —
=1 gl2 = (u¢,)y

gl1 = (g) 1 gle=(05)" =1

Figura 2.27. Significado fisico de los coeficientes de la matriz de rigidez lateral
La matriz de rigidez lateral se construye a partir de la geometria, de las propiedades de
la seccidn transversal, de las propiedades mecanicas del material y de las rigideces de las

conexiones asociadas a cada elemento estructural. EI procedimiento para construir [k] se
describe en detalle en el Capitulo 3.
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Si el material tiene un comportamiento elastico, las acciones de amortiguamiento visco-
50 {F,} se asumen como una funcion lineal de las velocidades relativas a la base de los
centros de masa {its}. En este caso las dos variables estan relacionadas por la matriz de
amortiguamiento [c] a través de la siguiente expresion:

{Fap} = [cl{up} (2.60)

Similar a la matriz [kg], cada columna de la matriz [c] almacena las acciones que se
deben aplicarse en los centros de masa de la estructura para inducir una velocidad unitaria
en uno de los grados de libertad, mientras las velocidades en los grados de libertad restantes
son igual a cero. Nuevamente las velocidades unitarias son relativas a la base.

No es posible construir la matriz de amortiguamiento a partir de la geometria y de las
propiedades de cada elemento, como se hace con la matriz de rigidez (Clough & Penzien,
1995; Chopra, 2001; Garcia, 1998; Paz, 1992) ya que los mecanismos reales por los cuales
se disipa la energia en la estructura son mucho mas complejos. En la practica el modelo
analitico es una simplificacion que facilita la solucién de la ecuacion de movimiento. En el
Capitulo 3 se plantean varias alternativas para evaluar la matriz [c].

Al remplazar las ecuaciones (2.58) y (2.60) en la Ecuacién (2.50) se llega a la siguiente
expresion:

[ml{iig} + [c{ig} + [ko]{ug} = —Imlly]fiig} (2.61)

la cual corresponde a un sistema de ecuaciones diferenciales no homogéneas de coefi-
cientes constantes. Las ecuaciones se encuentran acopladas por las matrices de rigidez y de
amortiguamiento, puesto que estas por lo general no son diagonales. La Ecuacién (2.61)
corresponde a un sistema de ecuaciones diferenciales simultaneas cuya solucion correspon-
de a los vectores {u}, {1}y {ilg }.

Para una estructura plana representada en el plano xz los vectores {us} y {1} contie-
nen los desplazamientos y las velocidades relativas a la base de los centros de masa en di-
reccion x en cada instante de tiempo, como se muestra a continuacion:

((@e)) ()

fug) = { ) | fig) = | @) 2.62)
| : | | : |
\(up)?”) (i)

Para una estructura espacial el vector {u,} contiene los subvectores {u,}® en los que
se almacena en forma ordenada para cada diafragma i (1,2, ..., n) los desplazamientos en x
e y de su centro de masa y la rotacion en direccion z. De forma similar el vector {14} con-
tiene los subvectores {u¢}<i> en los que se almacena para cada diafragma las velocidades en
x e y del centro de masa y la rotacion en direccion z. Las ecuaciones (2.63) muestran la
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forma de los vectores {ug} y {1y} y las ecuaciones (2.64) muestran la forma de los subvec-
tores {uy}® y {11} de un portico espacial.

(s} (G}
fug) = ! {u¢s}(2) L fig) = ! {ud,s}(” L (2.63)
{u¢}(n) (3nx1) {ud)}(n) (3nx1)
| ((uqb),(::)] | ((%)S)]
(up)” = { (1)} CARERICAI (.64
)" @)

Todas las cantidades almacenadas en {u,} y {i,} son relativas a la base y estan orde-
nadas de acuerdo a la numeracion de los grados de libertad.

2.5. Meétodos de solucion de la ecuacién de movimiento

A continuacion se da una breve descripcion de algunos de los métodos disponibles de anali-
sis dindmico para resolver la Ecuacion de movimiento (2.50) en sistemas elasticos o inelas-
ticos, y los métodos para resolver la Ecuacion (2.61) aplicada a sistemas elasticos.

En los Capitulos 3, 4 y 5 se describe con mas detalle las consideraciones y la formula-
cion matematica de los métodos, teniendo en cuenta que estos fueron implementados en el
programa UNDIN.

2.5.1. Sistemas elasticos con amortiguamiento clasico

La Ecuacion (2.61) rige el movimiento de una estructura en el rango elastico sometida a
una o varias componentes de aceleracién en la base. Su solucién se obtiene utilizando al-
gun procedimiento de analisis dinamico elastico.

Los procedimientos de analisis dinamico elastico existentes en la bibliografia son: el
método de analisis modal cronoldgico que permite obtener la respuesta de la estructura en
cada instante de tiempo y el método de analisis modal espectral que permite estimar la res-
puesta maxima probable de una estructura en la que el efecto maximo de la aceleracién de
la base se obtiene a partir del espectro de pseudo — aceleraciones. Cabe anotar que estos
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dos métodos estan restringidos a sistemas elasticos con amortiguamiento clasico. En el
Capitulo 3 se aclara el concepto de amortiguamiento clasico.

Estos métodos de analisis dinamico elastico se basan en el desacople del sistema de
ecuaciones simultaneas planteado en la Ecuacion (2.61), utilizando las propiedades de orto-
gonalidad de los modos de vibracion, como se describe en el Capitulo 3. En el Capitulo 4
se presenta la forma de calcular la respuesta de la estructura utilizando los métodos previa-
mente mencionados.

2.5.2. Sistemas elasticos o inelasticos con o sin amortiguamiento
clasico

La Ecuacion (2.50) rige el movimiento de una estructura en el rango elastico o inelastico,
con o sin amortiguamiento clasico, sometida a una o varias componentes de aceleracion en
la base. Esta expresion es mas general que la Ecuacion (2.61) y permite considerar siste-
mas con no linealidades geométricas o de material. Su solucion se obtiene utilizando mé-
todos de analisis dinamico inelastico.

En el Capitulo 5 se escribe un método que permite solucionar el sistema de ecuaciones
diferenciales simultaneas en su forma basica, es decir, sin ninguna transformacién que las
desacople como lo hacen los métodos de andlisis dinamico eléstico. Para su solucién, la
Ecuacion (2.50) se plantea en forma incremental para un intervalo de tiempo At, utilizando
las aproximaciones (2.65) para los incrementos de las acciones de amortiguamiento y de las
acciones equivalentes en el intervalo:

{8Fag} ~ [eo]{dig ) {AFsp} = [kpo]{dug) (2.65)

En las anteriores expresiones [cq)] ¥ [kg ] son las matrices tangentes de amortigua-
miento y rigidez lateral, evaluadas en el instante ¢, al comienzo del intervalo. La ecuacion
de movimiento en forma incremental tiene la siguiente forma:

[ml{Aity} + [co [{Atg) + [kpy [{Bug) = —[mlly]{Ai,} (2.66)

El método utilizado para la solucién de la Ecuacion (2.66) es un procedimiento iterativo
que se basa en la familia de métodos de Newmark, combinado con el método de Newton —
Raphson modificado para reducir el error producido en la respuesta al utilizar las aproxi-
maciones dadas en las ecuaciones (2.65). La Unica no linealidad considerada en la formu-
lacion descrita en el Capitulo 5 es la producida por la formacion de rotulas plasticas a fle-
Xion, idealizadas como resortes rotacionales no lineales.

El método descrito en el Capitulo 5 también permite el analisis de estructuras en el ran-
go eléstico. La solucion de la Ecuacion (2.61) calculada por este método resulta igual a la
solucion calculada por el método de analisis modal cronoldgico, aunque desde el punto de
vista computacional resulta mas eficiente utilizar este tltimo método.
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Capitulo 3

Matrices de masa, rigidez,
amortiguamiento y acciones externas.
Analisis modal

A continuacion se describe el significado y la formulacion matemaética de cada uno de los
términos que intervienen en el planteamiento de las ecuaciones matriciales de movimiento
(2.50), (2.61) y (2.66), siendo la primera de ellas aproximada para sistemas inelasticos.
Asimismo se describen las matrices de masa, rigidez, amortiguamiento y acciones externas
equivalentes al movimiento de la base.

También se presentan los procedimientos existentes para calcular las frecuencias, los
periodos y los modos de vibracién natural, propiedades dinamicas de la estructura de gran
importancia para el analisis de sistemas elasticos con amortiguamiento clasico.

Finalmente se indica el procedimiento mediante el cual se realiza el desacople de las
ecuaciones de movimiento (2.61), como punto de partida de los métodos de analisis dina-
mico elastico descritos en el Capitulo 4.

3.1. Matriz de masa concentrada

La matriz [m] de masa concentrada almacena la masa m y el momento de inercia de masa
I.., de todos los diafragmas rigidos de la estructura, ordenadas de acuerdo a la numeracion
de los grados de libertad dinamicos.

Cuando la sumatoria de momentos en cada diafragma se plantea en el respectivo centro
de masa, la matriz de masa es diagonal. Si se escoge un punto diferente al centro de masa,
en la matriz de masa aparecen términos diferentes a cero fuera de la diagonal principal.

© Francisco Leonardo Noy Hilarién — Universidad Nacional de Colombia, 2013



98 Programa Didéctico a Codigo Abierto de Analisis Dinamico de Estructuras UNDIN 1.0

3.1.1. Masa y momento de inercia de cada diafragma rigido

En edificios aporticados la masa m de cada diafragma equivale a la carga muerta actuante
sobre este, dividida en la aceleracion de la gravedad g.

Generalmente en un edificio la carga muerta incluye el peso propio de los elementos es-
tructurales de la placa (vigas, viguetas, placas, etc.) y la carga muerta sobreimpuesta (aca-
bados, muros divisorios, fachadas, etc.). En la practica el peso de las columnas se despre-
cia 0 se suma al peso de cada placa de acuerdo a su aferencia.

La masa m de cada diafragma se evalta con la expresion (3.1) a partir del area A del
diafragma, de la carga muerta por metro cuadrado actuante q.,, Yy de la aceleracion de la
gravedad g:

W qem*A

g g

Si se utiliza el sistema internacional Sl de unidades, para cargas distribuidas dadas en
kN /m?, areas en m? y la aceleracion de la gravedad como g = 9.81m/s?, la masa estara
dada en kkg o Mg, siendo 1Mg = 103kg.

(.1)

El momento de inercia de masa I, calculado respecto a un eje paralelo al eje Z global
que pasa por el centro de masa del diafragma, se calcula con la siguiente expresion:

Lom =f r?dm (3.2)
m

Si se utiliza el sistema internacional Sl, para masas en Mg y dimensiones del diafragma
en m, las unidades del momento de inercia son Mg - m?2.

Alternativamente si se conoce la masa m, el area A y los momentos de inercia de area
I e I respecto a los ejes centroidales de la region geométrica que delimita el diafragma, y
ademas se asume una distribucion de masa uniforme de tal manera que el centro de masa
coincide con el centroide de la region geométrica, el momento de inercia de masa I, se
calcula directamente con la siguiente expresion:

m
Iem = n (I)Z + 137) (3.3)

3.1.2. Matriz de masa de porticos planos y espaciales

La forma de la matriz de masa depende si el pdrtico en estudio es plano o espacial. En el
caso de porticos espaciales, depende adicionalmente del punto maestro escogido para calcu-
lar la sumatoria de momentos de las acciones resultantes en cada diafragma. EIl punto
maestro es el lugar geométrico sobre el cual actian los desplazamientos del diafragma rigi-
do, es decir, donde se imponen los grados de libertad dindmicos del diafragma. Por lo ge-
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neral este punto esta ubicado en el centro de masa y no coincide con ningun nudo de la es-
tructura.

Cuando se analiza una estructura plana, la matriz de masa siempre es diagonal y contie-
ne Gnicamente la masa asociada a cada diafragma. No se consideran momentos de inercia
dado que todas las acciones resultantes en cada nivel estan en el plano del portico y por lo
tanto la sumatoria de momentos es cero.

Para la construccion de la matriz de masa, en la que cada fila y cada columna corres-
ponde a un grado de libertad dindmico, se debe tener en cuenta la forma como estan nume-
rados los grados de libertad de los diafragmas.

Si se trata de una estructura espacial como la mostrada en la Figura 3.1 en la que se han
tomado como puntos maestros los centros de masa de los diafragmas, la matriz [m] mos-
trada en la Ecuacion (3.4) es diagonal y sus coeficientes coinciden con las masas y los mo-
mentos de inercia de masa ordenados de acuerdo a la numeracién de los grados de libertad
de los diafragmas, la cual también se sugiere en la misma figura.

rgld, gld, gld; gld, glds gldg gld, gldg gldo]
m® 0 0 0 0 0 0 0 0 |44,
o m® o 0 0 0 0 0 0 |y
®) ‘
® (0] 0] o o I o o 0 0 0 0 {4
ml=| 0 @ o |=|© 0 0o m® o0 0 0 0 0 |gld, 14
Y [33) o 0 0 0 m® o 0 0 0 |ga. G4
(o fo1  [m] o o o o o0 @ o o o |gd
o 0 o0 0 0 0 m® o o |9
o 0 o0 0 0 0 0 m® o [9ds
o o o o0 o0 o o o @]9

b gld?&:gldz

m®, IYT "gid,

<
St
St

m®, 12T “gld,

o
|em gldkgms
o
ZQ m@® ST gid,
><
Sk < X
Sk ><

Figura 3.1. Numeracion recomendada de los grados de libertad dindmicos de una estructura espacial

Si se trata de un pdrtico plano como el de la Figura 3.2, en la que también se sugiere una
forma de numerar los grados de libertad dinamicos, la Ecuacion (3.5) muestra la matriz de
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masa respectiva. En este caso [m] es diagonal y sus coeficientes corresponden a las masas
de cada diafragma.

gld, gld, glds

€)) ld
_Im 0 0 |9laq
mI=1" @ o |gid, (3-3)
0 0 m®lgld,
£my @ —gld;
m®
sz .—>9Ed2
m®@
cmsz .—Pglda
m®3)
A
x N S e

Figura 3.2. Numeracion recomendada de los grados de libertad dindAmicos de una estructura plana

3.2. Matriz de rigidez lateral

Como se indic6 en el Capitulo 2 bajo comportamiento elastico del material, la matriz de
rigidez lateral [K¢ relaciona las acciones equivalentes {qub} con los desplazamientos co-
rrespondientes {u,} de los centros de masa, de la forma:

{Fep} = [Kpl{ug} (3.6)

En general, si existe comportamiento inelastico del material, la matriz tangente de rigi-
dez lateral [K| evaluada al comienzo del intervalo At aproxima el incremento en las
acciones equivalentes {AFS¢} con el incremento en los desplazamientos de los centros de
masa {Auy,} asi:

{0Fsg} = [Kp (] {Dug} (3.7

Tanto acciones como desplazamientos deben estar referidas al sistema coordenado glo-
bal o de la estructura.
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Las matrices [Ky] y [Kqp(p] consideran solamente los grados de libertad dindmicos. Si
se trata de una estructura plana se considera un solo desplazamientos por diafragma, y si la
estructura es espacial se consideran dos desplazamientos y una rotacion por diafragma.

A continuacién se describe un procedimiento mediante el cual se construyen las matri-
ces [Ky]| ¥ [Kp(r] partiendo de la matriz de rigidez general de la estructura, que considera
todos los grados de libertad estaticos. En esta seccion se utilizan los procedimientos de
condensacion y asociacion de grados de libertad.

El procedimiento descrito a continuacion implica la construccion de las matrices ele-
mentales de rigidez y de transformacion de coordenadas del elemento tipo portico espacial,
la construccion de la matriz de rigidez general a partir del ensamblaje de las matrices de
rigidez elementales, la construccién de la matriz de rigidez condensada a los grados de li-
bertad de interés para el andlisis dindmico y la construccion de la matriz de asociacion de
desplazamientos o matriz geométrica, para obtener finalmente a la rigidez lateral utilizada
en el anélisis dinamico.

3.2.1. Descripcion del elemento tipo portico espacial

El elemento tipo portico espacial de dos nudos y seis grados de libertad por nudo (tres des-
plazamientos y tres rotaciones) que se muestra en la Figura 3.3 es un elemento de seccion
prismatica y de doble simetria, cuya formulacién matematica permite considerar simulta-
neamente deformaciones por cortante y conexiones parcialmente rigidas a momento en los
dos planos principales xy (Figura 3.3(a)) e xz (Figura 3.3(b)) local.

y
| Jzi Jzj
1 1 I i’ j x
s : L33
PN SN y
d=0 L d=0
a) Plano xy 7z
z
s, | Sy
i i 7
s 4 ]~@~J—J£ EGAL
j ; PN ¢) Seccion
d=0 L d=0 transversal
b) Plano xz

Figura 3.3. Elemento estructural tipo pértico espacial. Adaptada de Linero (2012)

Las conexiones parcialmente rigidas se representan como resortes rotacionales de longi-
tud nula, localizados en cada extremo i y j del elemento y en los dos planos de flexion
principales. Los momentos actuantes y las rotaciones correspondientes de los resortes se
relacionan a través de la rigidez J de cada resorte, como lo muestran la Figura 3.4 y las
ecuaciones (3.8):
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1]

PAC
cc2ipSl

Figura 3.4. Relacién momento — rotacion en los resortes rotacionales. Adaptada de Linero (2012)

=]yi93i7_i' My, ]yjej 7
—]_.Qé_i/ Ms: = 91 ~j (38)
= Jzibz zj = Jzj03

Los ejes locales se orientan de forma que el eje x coincida con el eje longitudinal del
elemento y su direccion coincida con la de un vector que va del nudo inicial i al nudo final
j. EnlaFigura 3.3 también se indica la orientacion de los ejes locales del elemento.

Los grados de libertad del elemento corresponden a los desplazamientos de los nudos
inicial y final 1{ Estos se encuentran ordenados comenzando por los desplazamlentos del

nudo inicial wy”, ug) y u”, siguiendo con las rotaciones del nudo inicial 6%, 99) oL,
luego los des Iazamlentos del nudo final u(’), ug) @ y finalmente las rotamones deI

nudo final 9 99) 9(’) como lo muestra la Flgura 3.5

T

Tu{‘) ug)
gm (‘)T o 6y % g0 O
B —> —>———>
/9(0 //azg)
%/ugt) ug_f)

Figura 3.5. Grados de libertad del elemento en coordenadas locales. Adaptada de Linero (2012)

Las acciones en los extremos (fuerzas y momentos) se organizan de forma similar a los
grados de libertad, comenzando por las acciones aplicadas en el nudo inicial y terminando
por las acciones aplicadas en el nudo final. La Figura 3.6 muestra las acciones en los ex-
tremos del elemento. No se dibujan los resortes rotacionales para mayor claridad.

y
(1) 0]
tFy ;A
- 0) ' ) G
M}%l) F([)T MS l MQ)T Méj) Ff(]) .
/M@) mY
a0
7/ FD F’

Figura 3.6. Acciones en los extremos del elemento en coordenadas locales. Adaptada de Linero (2012)
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3.2.2. Matriz de rigidez elemental en coordenadas locales

La matriz de rigidez elemental en coordenadas locales relaciona los desplazamientos de los
nudos con las acciones correspondientes aplicadas en los extremos. Estas acciones y des-
plazamientos estan referidos al sistema de coordenadas local del elemento. A continuacién
se presenta la formulacion matematica respectiva (Linero, 2012).

La ecuacion matricial que relaciona las acciones en los extremos y los desplazamientos
de los nudos del elemento es el siguiente:

(£} = [ke){u.} (3.9)

donde {f; } es el vector de acciones en los extremos, [k, ] es la matriz de rigidez elemen-
tal y {1} es el vector de desplazamientos de los nudos, todas las cantidades en coordenadas
locales.

La Ecuacion (3.10) corresponde a la matriz de rigidez elemental en coordenadas locales
del elemento tipo portico espacial previamente descrito. La formulacién mostrada esta li-
mitada a elementos de seccion transversal constante y simétrica respecto a los ejes centroi-
dales, de tal manera que la deformacién en uno de los planos no cause deformaciones ni
acciones internas en el otro plano (McGuire et al., 2000). Por otro lado en la formulacion
se asume que la fuerza axial y la flexion son independientes, es decir, que la fuerza axial no
genera flexion.

Las variables que intervienen en la construccion de la matriz [k, | son:
E: Madulo de elasticidad

G Maodulo de cortante

L: Longitud del elemento

A: Area de la seccion transversal

J: Constante de torsion

Iy: Momento de inercia de area respecto al eje y local
I Momento de inercia de area respecto al eje z local
fs: Factor de forma de la seccion

Jyi:  Rigidez del resorte rotacional del nudo inicial en el plano xz
Jzi:  Rigidez del resorte rotacional del nudo inicial en el plano xy
Jyj.  Rigidez del resorte rotacional del nudo final en el plano xz

zj-  Rigidez del resorte rotacional del nudo final en el plano xy
as.  Coeficiente de forma para deformaciones por cortante
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Los valores de la columna i de la matriz [k, ] coinciden con las acciones que deben apli-
carse en los extremos del elemento cuando se da un desplazamiento unitario positivo al

grado de libertad i mientras los grados de libertad restantes permanecen fijos (McGuire et
al., 2000).

Las constantes ey; de reduccion de rigidez a flexion en el plano xz por la presencia de
conexiones parcialmente rigidas son las siguientes:

1
ey, = . . — —
YL+ 4y + 4hp; + 125055 + 2Bsy (L + Jgi + )
ey = (1 + 2jyi)ep Ely
. Jyi =
ey3 = (1 + 2]3—,j)eyl ' L]yi
_ . . EI_
eys = (1 + jzi + jyj)eys Jgj =% (3.11)
. 1 L]37j
eys = (1 + 3y + zﬁsy) €51 6El;a;
Y = TGAL

) 1
33—,6 = (1 + 3]37] + 5‘853—/) eJ—,l
ey7 = (1 - Bsy)es

Las constantes e;; de reduccion de rigidez a flexion en el plano Xy son:

1
€z1 = ; ; — p ;
L 4+ 4y + 127 + 2Bz (L + i + Jzp)
ez2 = (1+ 2jz)en _ El;
. Jzi =
ez = (1+2jz)en Ly
. , El;
eza = (14 jzi + jzj)en Joj === (3.12)
o L]z
€z5 = (1 +3jzi + Eﬁsz) ez1 6EL;a,
= GAlZ

1
€z6 = (1 +3jz; + Eﬁsi) ez1
ez7 = (1 — Bszden
Esta formulacion es general y permite considerar casos en los cuales se forma una arti-
culacion en alguno o en los dos extremos del elemento simultaneamente. A continuacion

se muestran las constantes de reduccion de rigidez a flexion en el plano xZ cuando en parti-
cular /5; 0 J5; son cero de forma independiente y de forma simultanea:
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siJyi > 0yJ5; #0 siJyi #0yJ;; —0 siJ3i > 0yJ;; —0
o = 1 o = 1 ey1 = 0
DT+ 1254285 N 1+ 125 + 2B, e5s = 0
ey2 = 2€51 €y2 =0 ey3 =0
33—,3 =0 ey3 = 26371 e, =0
_ _ v (3.13)
6374 - eyl 6374, - 6371 6375 — 0
eys = 351 éys =0 eye = 0
ey =0 eye = 3ey
6 y6 y1 ey =0
3377 =0 33—,7 =0

Las constantes de reduccion de rigidez a flexion en el plano Xy cuando alguna de las ri-
gideces Jz; 0 Jz; son cero de forma independiente y de forma simultanea son:

siJzi > 0yJz;#0 siJzi #0yJz; >0 siJzi > 0yJz;—0
— 1 1 ez'l = O
eI T 112, + 28, AT '

+ JZj + ﬁsz 1+ 12]2‘1' + Zﬁsz' e;,=0

€55 = Zez—l €5y = 0 ez3 = 0
e;3 =0 €z3 = 26z 54 =0
? bz (3.14)

€74 = €71 €74 = €71 ess =

€55 = 332—1 €55 = 0 ez6 = 0
ez =0 eze = 3ez e;7=0
ez7 =0 ez7 =0

3.2.3. Matriz elemental de transformacidon de coordenadas

La matriz de transformacion de coordenadas permite convertir las acciones y los desplaza-
mientos en los extremos del elemento, del sistema local de coordenadas al sistema global
de coordenadas, y viceversa.

La relacion entre las acciones en los extremos del elemento tipo poértico espacial en
coordenadas locales y en coordenadas globales es la siguiente:

{fo} =T} (3.15)

Donde {j_fe} es el vector de acciones en sistema local, {f,} es el vector de acciones en
sistema global y [T] es la matriz elemental de transformacién de coordenadas.
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La Ecuacion (3.15) permite plantear una relacion entre los desplazamientos de los nu-
dos en sistema local y global de coordenadas como la siguiente:

{ue} = [THue} (3.16)

donde {u,} es el vector de desplazamientos de los nudos en coordenadas locales y {u,}
es el vector de desplazamientos de los nudos en coordenadas globales.

La matriz elemental de transformacion de coordenadas de un elemento tipo portico es-
pacial tiene la siguiente forma:

(n] o] [0l [0]]
_{lo] ] [0] [o] |

=10 o w1 10 G.17)
Lio] (o] [o] [}

La submatriz [T,] es de tamafio 3X3 y contiene las componentes x, y, z de los vectores
unitarios i ,j y k, que definen la orientacion del sistema local de coordenadas del elemento,
como lo muestra la Figura 3.7.

i

i e
IO\

i

|&=

|~

1=

Figura 3.7. Vectores unitarios que definen la orientacién de los ejes locales y globales del elemento. Adap-
tada de Linero (2012)

Si los vectores unitarios i ,j y k se escriben en funcién de los vectores i ,j y k del sis-
tema global de coordenadas de la siguiente manera:

L=l +iyj +isk

=T,k (3.18)

Entonces la submatriz [T, ] toma la siguiente forma:
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e~
N

[,
[T]J] = jx ]_.y
lEx Ey

J (3.19)
i

La submatriz [T, ] es ortogonal, tiene la propiedad de que su inversa es igual a su trans-
puesta. La matriz [T] también posee esta propiedad.

|~

==

(3.20)

e Definicion de los ejes locales del elemento

El eje local x, que coincide con el eje longitudinal del elemento, queda definido con el vec-
tor unitario i, que se calcula como la diferencia entre las coordenadas del nudo final y las
coordenadas del nudo inicial, dividida entre la longitud del elemento.

Para calcular los vectores unitarios ]_'yE que definen la orientacion de los ejes locales
y e Z hay varias posibilidades. Una primera opcion consiste en usar las coordenadas de un
punto auxiliar y las coordenadas del nudo inicial del elemento para definir un vector auxi-
liar denominado ] de forma que el vector k resulte perpendicular a los vectores iy ]

En este caso el vector auxiliar j “se calcula como la diferencia entre las coordenadas del
punto auxiliar y las coordenadas del nudo inicial del elemento, dividida entre la distancia
entre los dos puntos. El punto auxiliar debe escogerse de tal forma que el vector resultante
no sea paralelo al vector unitario i.

Figura 3.8. Definicion de los ejes locales utilizando un punto auxiliar. Adaptada de Linero (2012)

Otra opcidn consiste en establecer los ejes locales del elemento de forma similar a como
lo hacen programas comerciales como SAP2000 y ETABS (Wilson, 2002). En este caso el
vector auxiliar j se asume igual al eje global z de la estructura. Cuando el elemento es
paralelo al eje z global, como en el caso de una columna, se adopta un vector auxiliar unita-
rio paralelo al eje global x negativo. La Figura 3.9 muestra esta forma por defecto de defi-
nir los ejes locales.
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|~

Caso general [ %
k

F=j=i

|‘—-.

I~

Elemento paraleloa Z

i

Figura 3.9. Definicion de ejes locales utilizando la forma predeterminada de programas comerciales

En las dos opciones anteriores los vectores unitarios j y E se calculan con los siguientes
productos vectoriales:

*

(3.21)

Tl I~

X
X

I~1 &
(|
&= el

3.2.4. Matriz de rigidez elemental en coordenadas globales

Usando la relacion (3.15) entre acciones en los extremos en coordenadas locales y globa-
les, y la relacion (3.16) entre desplazamientos en coordenadas locales y globales, y tenindo
en cuenta la propiedad de la matriz [T] cuya inversa es igual a su transpuesta, se llega a la
expresion (3.22) que relaciona las acciones en coordenadas globales en los extremos del
elemento {f,} con los desplazamientos en coordenadas globales de los nudos {u,}.

{fo} = [T1fe} = [ke] (e} = [ke][T]He}
[T1{f.} = [ke][Tue)
{fe) = [T1" [k | [T 1w}
{fe} = [kelfue)

(3.22)

donde [k,] es la matriz de rigidez elemental en coordenadas globales, la cual se calcula
con el siguiente triple producto matricial:

[ke] = [T1"[k,]IT] (3.23)
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3.2.5. Matriz de rigidez de la estructura

La matriz de rigidez general relaciona las acciones equivalentes (fuerzas y momentos) tras-
ladadas a los nudos de la estructura con sus desplazamientos correspondientes. Tanto ac-
ciones como desplazamientos estan referidos a un sistema global de coordenadas. La ecua-
cion matricial que relaciona estas dos cantidades es la siguiente:

{Fs} = [K1{u} (3.24)

donde {F,} es el vector de acciones equivalentes, [K] es la matriz de rigidez general de
la estructura y {u} es el vector de desplazamientos de los nudos. Esta igualdad relaciona
todos los grados de libertad estaticos de la estructura y se cumple solamente si hay lineali-
dad entre acciones y desplazamientos.

La matriz [K] se obtiene sumando adecuadamente los coeficientes de las matrices de ri-
gidez elementales en coordenadas globales [k.] asociados a cada grado de libertad de la
estructura en un proceso denominado ensamblaje (McGuire et al., 2000). En este caso el
coeficiente K;; de [K] corresponde a la suma de los coeficientes k;; de todas las matrices
elementales en coordenadas globales [k,]¢*t extendidas al total de grados de libertad de la
estructura (Linero, 2012), es decir:

(K] = 7\[@] = i[ke]m (325)
e=1 e=1

3.2.6. Matriz de rigidez condensada a los grados de libertad de
interés
La matriz de rigidez condensada relaciona las acciones aplicadas en los nudos, en las direc-

ciones de los grados de libertad de interés para el analisis dinamico, con los desplazamien-
tos correspondientes en coordenadas globales.

Para construir la matriz de rigidez condensada, los grados de libertad estaticos de la es-
tructura deben agruparse en 3 tipos de subvectores:

- Grados de libertad desconocidos de interés: {ug}
- Grados de libertad desconocidos condensados: u, }
- Grados de libertad conocidos: ug}

En un portico espacial en el que cada nudo posee los seis grados de libertad uy, uy, u,,
65,6, vy 6,, el subvector de los grados de libertad {u,} corresponde a los desplazamientos
desconocidos en las direcciones x e y globales u,,u, y a las rotaciones desconocidas res-
pecto al eje z global 6, de los nudos de la estructura. EIl subvector {uy} contiene los des-
plazamientos desconocidos en direccion z global u, y a las rotaciones desconocidas en di-
recciones x e y globales 6, y 6,, es decir, a los tres grados de libertad restantes de cada
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nudo. Finalmente el subvector {us} contiene desplazamientos conocidos en los apoyos,
que generalmente son nulos.

En una estructura plana representada en el plano xz los grados de libertad {u,} corres-
ponden a los desplazamientos desconocidos u, de los nudos de la estructura. Los grados de
libertad {uy} corresponden a los desplazamientos desconocidos u, Yy a las rotaciones desco-
nocidas 6, de los nudos. Finalmente los grados de libertad {uﬁ} corresponden a los despla-
zamientos conocidos en los apoyos.

A modo de ejemplo la Figura 3.10 muestra la numeracion de los grados de libertad estéa-
ticos de un portico plano de 4 nudos y tres grados de libertad por nudo, siguiendo el criterio
expuesto anteriormente. En este caso los grados de libertad de interés son el gl; y el gl,,
los grados de libertad condensados estan numerados del gl; al glg y los grados de libertad
conocidos van del gl, al gl;,. En consecuencia:

gls 4 QISA
g[f—\ gh gls f\ gl;
®
v gl
gliz ¥ I
77‘3 Gtio
AZ \919

¥
HG—x glg A gly
y 0 0o

Figura 3.10. Ejemplo de numeracién de los grados de libertad estaticos de un portico plano

En consecuencia:

'uél)'gl3
93(,1) 9l4 u?) 9ls
u,(cl) gl ugz) 915 u,(f) 9lio
{ue} = u,(f)]glz (v} = 93(/2) gl {ug} = |u§3) oL,
u:(c4) 917 l6’3(13)ng12
—93(74)—918

La Figura 3.11 muestra un portico espacial de un piso, de seis nudos y seis grados de li-
bertad por nudo, es decir, con 36 grados de libertad estaticos en total. Los desplazamientos
y rotaciones de los nudos de la base estan totalmente restringidos. En ella se indica la nu-
meracion de los grados de libertad escogida segun la recomendacién mencionada previa-
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mente. Se observa que de los 36 grados de libertad total, solo 9 son de interés para el anali-
sis dinamico.

L ]
%:Y
* X

a) Numeracién de nudos y apoyos b) GL desconocidos de interés (gl; a gly)

gl1s
gl14
MFMZ$XK igY’P;T
> ’7 $ gl25 — gl30
gl19 Tg.!zar
¢) GL desconocidos condensados (gl a gl;s) d) GL conocidos (gl;» a glss)

Figura 3.11. Ejemplo de numeracidn recomendada de los grados de libertad

En particular se tiene que:

1
w@bh [0 PPP“
l <4) l (W g1
{ug} = 9 2 {uy} 9'11 {uﬁ} — |u3:, [ 520
9(6) g19 9(6) 9118 03()3)ng36

Las acciones correspondientes a los grados de libertad también se clasifican en 3 tipos,
organizadas en los siguientes subvectores:

- Acciones asociadas a grados de libertad desconocidos de interés: {F,}
- Acciones asociadas a grados de libertad desconocidos condensados: {F}
- Acciones asociadas a grados de libertad conocidos: {Fs}

Si los grados de libertad estaticos de la estructura se han numerado y agrupado de la
forma descrita previamente, en la ecuacion matricial {F,} = [K]{u} se puede hacer la si-
guiente particion (Linero, 2012):
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{Fa} [Kococ] [Koq/] [Kocﬁ] {ua}
{F V} = [Ky«] [Kw] [Kyﬁ ] {ul’} (3.26)
e}l {[Kpal  [Kay]  [Kopl | Lug)

De la anterior igualdad se extraen las siguientes ecuaciones matriciales:

{F} = [Koodl{ug} + [Kocy]{uy} + [Kocﬁ]{uﬁ} (3.27)

{B} = [Kyalua} + [Kyy [y} + [Kypl{up} (3.28)
Si sobre la estructura solo acttian acciones asociadas a los grados de libertad desconoci-
dos de interés, el subvector {F,} sera diferente de cero, mientras que {Fy} sera igual a cero.

Asimismo, en ausencia de desplazamientos relativos a la base en los apoyos, el subvector
de desplazamientos {ug} también es cero.

Al despejar los desplazamientos desconocidos condensados {u, } en funcion de los des-
plazamientos desconocidos de interés en la Ecuacion (3.28):

{u,} = =[] [Kyal(ita} (3.29)

Y al remplazar la anterior expresion en la Ecuacién (3.27) se llega a una expresion que
relaciona las acciones aplicadas en los grados de libertad de interés con sus desplazamien-
tos correspondientes:

{Fe} = ([Kococ] - [Kocy] [KVV]_I[Kya]){ua}

_ (3.30)
{Fa} = [Kococ]{Ua}

donde la matriz de rigidez condensada a los grados de libertad de interés [K..| esta dada
por la siguiente expresion:

[Rea] = [Kued] = [Key ] [Kw]_l[Kya] (3.31)

3.2.7. Matriz de rigidez lateral

A continuacion se describe la forma en que se calcula la matriz de rigidez lateral a partir de
la matriz de rigidez condensada [Km] y de la matriz de asociacién de desplazamientos o
matriz geométrica [A].

La matriz geométrica relaciona los desplazamientos desconocidos de interés {u,} de los
nudos de la estructura con los desplazamientos de los puntos maestros de los diafragmas
rigidos, en este caso con los desplazamientos de los centros de masa {u,}. Para su deduc-
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cion se parte de suponer que todos los nudos asociados a un mismo diafragma se desplazan
horizontalmente y giran como cuerpo rigido.

De la cinematica plana de cuerpo rigido se sabe que el movimiento de cualquier punto
dentro del cuerpo se obtiene a partir del movimiento de otro punto de referencia localizado
dentro del cuerpo (Hibbeler, 2010). Por lo tanto, los desplazamientos desconocidos de inte-
rés se calculan a partir de los desplazamientos del nudo maestro de cada diafragma al cual
estan asociados los nudos.

Cuando el centro de masa del diafragma i se desplaza las cantidades (u )x s (ug (‘) y

(94,)2 , el nudo j asouado al mismo diafragma se desplaza y gira en el plano horlzontal las
cantidades u,(c),u( y9 . Las relaciones entre los desplazamientos del nudo j y los des-
plazamientos del centro de masa i considerando rotaciones pequefias son las siguientes
(Wilson, 2002):

: © e \®
ul = (ug),” =y (05),
uf) = (ug). +x0(6,); (3.32)
: 0
0 = (8,),

Se observa que los desplazamlentos u(’) yu(’) del nudo j dependen de los desplaza-

mientos del centro de masa (u YDy (u¢)y , asi como de las coordenadas x) e y() del
nudo respecto al centro de masa, como lo muestra la Figura 3.12.

uf

X

0
(ug),

X
>

Pl

Figura 3.12. Relacion entre desplazamientos del nudo j y desplazamientos del centro de masa i

Las anteriores relaciones se escriben en forma matricial de la siguiente manera:
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®

| 2Y oo oo ((“4’):&)]
)= [0} LuPb=lo 1 20 [{e)? 6:39)

0)] 0 0 1 (')J

0 (%);

Donde el vector {u®’} contiene los desplazamientos desconocidos de mteres del nudo
j, [AY] es la matriz de asociacion de desplazamientos del mismo nudo y {u )} son los
desplazamientos del centro de masa del diafragma i.

La siguiente expresion relaciona los desplazamientos de interés {u,} de todos los nudos,
y los desplazamientos de los centros de masa {u} de todos los diafragmas rigidos:

{ug} = [Al{ug} (3.34)

La expresion (3.34) se conoce como la ecuacion de asociacion de desplazamientos. En
esta [A] es la matriz de asociacion de desplazamientos de la estructura. En esta matriz el
numero de filas coincide con el nimero de grados de libertad de interés y el nimero de co-
lumnas coincide con el nimero de grados de libertad dindmicos de la estructura.

A modo de ejemplo, para una estructura espacial de 2 diafragmas rigidos, 3 grados de
libertad por diafragma y 6 nudos de 3 grados de libertad de interés cada uno, el tamafio de
la matriz [A] de asociacion de desplazamientos seria:

mxn = (6nudos x 3 GL interés /nudo)x(2 diafragmas x 3 GL/diafragma) = 18x6

La forma de la matriz [A] depende de cémo se numeren los diafragmas rigidos. Para
aclarar este punto a continuacion se muestran dos posibles formas de plantear la ecuacién
de asociacion de desplazamientos para la estructura mostrada en la Figura 3.13 de dos nive-
les con todos sus nudos (exceptuando los nudos de la base) asociados a dos diafragmas
rigidos, de los cuales 6 nudos pertenecen al diafragma del segundo nivel y 4 nudos pertene-
cen al diafragma de cubierta. En este caso los nudos 10 y 16 son los centros de masa de
segundo piso y de cubierta respectivamente y [A(f)] es la matriz de asociacion de despla-
zamientos del nudo ;.
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Figura 3.13. Estructura tomada como ejemplo para mostrar la formacion de la matriz de asociacion de des-
plazamientos de la estructura

-{ua(7)}- o i ‘{u (14)}— ) )
[A”] [0] * [A™*] [0]
eor| 1 o w4 (o)
{{u“ul)}} [4°]  [0] {u "7} {147 [0]
a A1 [0 e At8] [0]
{Za(lz)} _ {A“} {0} {u¢(10)} {{uTU)}} _ {O]]T {u¢(16)}
(u0)| (A1 100 [{up OO} | gy @3 | [[0] 49 1 {up 1)
oy |01 4] [Ai:] fu,®3| (10 [A11
{ua(15)} [0] [A%%] {ua(ll)} [0] [A12]
{07} [0] [A%7] (1, (1) [0] [A%%]
_{u“(w)}_ L[0] [A%8]. (09}, L[0] [A%3]

Las anteriores expresiones muestran las diferencias en la matriz [A] dependiendo de la
forma como se numeren los desplazamientos de los centros de masa.

El diafragma es un cuerpo rigido en el plano horizontal, sobre el que acttan las acciones
correspondientes a los grados de libertad de interés {F,} en los nudos. Las acciones en los
nudos se reemplazan por acciones resultantes actuando en los centros de masa {Fy,} trasla-
dando por estatica cada una las fuerzas y los momentos aplicados en los nudos a los centros
de masa de los diafragmas, como lo muestra la Figura 3.14 para el nudo j del diafragma i.
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Figura 3.14. Acciones correspondientes a los grados de libertad de interés del nudo j trasladadas al centro de
masa del diafragma respectivo

Las acciones aplicadas en el nudo j trasladadas al centro de masa del diafragma i serian:

® j
(FS¢),: = Fx(j)

® _ G
(qu.’))y :Fy(’) (3.35)
(M), = —yDPED + xDED + MY

Las anteriores ecuaciones se escriben matricialmente de la siguiente manera:

(Fs¢)§cl') 1 0 0 Fx(]:)
{Fsp} = [BO]{FO} Fp)P p=[ 0 1 0o[{gP (3.36)
(Myg)) M.

Al comparar la matriz [BY)] de la Ecuacion (3.36) con la matriz [A9?] de la Ecuacion
(3.33) se observa que la primera coincide con la transpuesta de la segunda y por lo tanto:

[BU)] = [A(j)]T (3.37)
Y por lo tanto:
[B] = [A]" (3.38)

Trasladando las acciones aplicadas en todos los nudos a los centros de masa de los res-
pectivos diafragmas se obtiene la siguiente ecuacion de asociacion de acciones equivalen-
tes, que relaciona las acciones equivalentes trasladadas a los centros de masa {qu,,} con las
acciones aplicadas en los nudos, correspondientes a los grados de libertad de interés {F, }.
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{Fsp} = [BI{F,} = [A]"{F,} (3.39)

Para el edificio de la Figura 3.13, en el que se numera primero el diafragma de segundo
piso (nudo 10) y luego el de cubierta (nudo 16), la ecuacion que asocia acciones equivalen-
tes aplicadas en centros de masa con acciones aplicadas en los grados de libertad de interés

quedaria de la siguiente forma:

o,
{F®}
{FO}
(10) {F(ll)}
{r”} _[[Bm] 5] (5] [5e0] ] [50v] (0] [ o] (o] ]|gram)
09} Lor o forforfor o [BV] (BT [BOV] [BOVN|(pany

(7
(F9)
(Fan)
[(Fas)}

Las acciones equivalentes aplicadas en los centros de masa {Fs4} se relacionan con los
desplazamientos {ue} correspondientes de la siguiente manera:

{Fsp} = [AI"{F,} = [A]" [Kuee | (U} = ([A]" [ Kcoc ) [A]) {us}
{Fso} = [Kp{uo}

donde [Ky] es la matriz de rigidez lateral de la estructura, necesaria para el analisis di-
namico. Esta matriz se obtiene con el siguiente triple producto matricial:

(3.40)

[Kg] = [A]" [Kuee| [4] (3.41)

3.3. Coordenadas de centros de rigidez de diafragmas

El centro de rigidez corresponde al punto dentro de un diafragma rigido plano donde se
centraliza la rigidez de la estructura (CSl, 2012).

Cuando se aplican fuerzas laterales en el centro de rigidez de uno de los diafragmas ri-
gidos de una estructura, este solamente experimenta movimientos de traslacion, aunque los
diafragmas restantes experimenten traslacion y rotacion de manera simultanea debido al
acoplamiento en planta y en altura de la estructura.
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Por otro lado la posicion del centro de rigidez es independiente de las cargas aplicadas.
Solamente es funcion de las propiedades de la estructura. A continuacion se describe un
procedimiento que permite calcular las coordenadas del centro de rigidez de cada diafragma
de una estructura espacial, con base en los coeficientes de la matriz de rigidez lateral inver-
tida [K,]™" o de la matriz de flexibilidad lateral.

3.3.1. Posicion del centro de rigidez en direccion Y

Si se aplica una fuerza F, en el centro de masa de un diafragma, en él se producen despla-
zamientos en direcciones x e y, asi como una rotacion 6,,. en direccion z. Si esta fuerza se
traslada al centro de rigidez, para que genere el mismo efecto sobre el diafragma se debe
adicionar el momento que produce la fuerza respecto al centro de rigidez, es decir M,, =
F, * e,, positivo.

Si al diafragma se le aplica un momento M,, se producird una rotacion denominada 6,,,.
La relacién M, /6,, corresponde a la rigidez torsional del diafragma.

Para obtener una rotacion de igual magnitud pero de sentido contrario a 6,,, hay que
aplicar en el diafragma un momento proporcional a M, que debe ser igual a:

M,=——0,, (3.42)

Figura 3.15. Posicién del centro de rigidez en direccion y

Al calcular la suma de momentos respecto al centro de rigidez del diafragma, este debe
ser igual a cero para que solo haya desplazamiento en direccion x por la fuerza trasladada.
Por lo tanto:

M M
— —20,, (3.43)
9ZZ

E, ey — 0.

0,x =0 - Fey, =
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Si F, y M, son unitarios, entonces la posicion en direccion y del centro de rigidez res-
pecto al centro de masa se calcula con la siguiente expresion:
_ MZ Qﬂ sz

== (3.44)

e, = —
Y QZZ Fx GZZ

El signo positivo de la Ecuacion (3.44) indica que si la rotacion que produce la fuerza F,
aplicada en el centro de masa es positiva, la excentricidad e, también es positiva, es decir,
el centro de rigidez esta arriba del centro de masa. La coordenada en direccion y del centro
de rigidez es entonces (Y, €s la coordenada en direcccion y del centro de masa):

Yor =Yom + ey (3.45)

3.3.2. Posicion del centro de rigidez en direccion X

El célculo de la coordenada en direccion x global de cada centro de rigidez se realiza de
forma similar a como se realiza para la direccion y.

Si se aplica una fuerza F, en el centro de masa de un diafragma, en €l se producen des-
plazamientos en direcciones x e y, asi como una rotacion 6,,, en direccion z. Si esta fuerza
se traslada al centro de rigidez, para que genere el mismo efecto sobre el diafragma se debe
adicionar el momento que produce la fuerza respecto al centro de rigidez, en este caso
M, = —F, = e, negativo.

Nuevamente si al diafragma se le aplica un momento M,, se producira una rotacion de-
nominada 6,,. Larelacion M, /6,, corresponde a la rigidez torsional del diafragma.

Como en el caso anterior, para obtener una rotacion de igual magnitud pero de sentido
contrario a 6,,, hay que aplicar en el diafragma un momento proporcional a M, que debe
ser igual a:

M
M,=--26,, (3.46)
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%

Figura 3.16. Posicion del centro de rigidez en direccion x

En este caso el signo negativo tiene que ver con que la rotacion 6, va a ser negativa
cuando se aplique la fuerza F, en direccion positiva, y suponiendo que el centro de rigidez
esta a la derecha del centro de masa.

Al calcular la suma de momentos respecto al centro de rigidez del diafragma, este debe
ser igual a cero para que solo haya desplazamiento en direccion y por la fuerza trasladada.
Por lo tanto:

M, M,
—Fex — 9—623, =0-Fe, = —B—HZy (3.47)

Y4 zZZ

Si F, y M, son unitarios, entonces la posicion en direccion x del centro de rigidez res-
pecto al centro de masa se calcula con la siguiente expresion:

M, sz sz
=22 _D 3.48
*= 79, F 6, (3.48)

El signo negativo de la expresion (3.48) indica que si la rotacion que produce la fuerza
E, es positiva, la excentricidad e, es negativa, es decir, el centro de rigidez esta a la iz-
quierda del centro de masa y viceversa. La coordenada en direccién x del centro de rigidez
es entonces (X, €s la coordenada en direcccion X del centro de masa):

Xer = Xem + ey (3.49)

El procedimiento para calcular las coordenadas de los centros de rigidez se resume en
los siguientes pasos:

- Calcular las rotaciones unitarias 6,,, 8,, y 6,,, de cada diafragma rigido.
- Calcular las excentricidades e, y e, entre el centro de masa y de rigidez de cada
diafragma.
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- Calcular las coordenadas de los centros de rigidez sumando a las coordenadas de los
centros de masa las excentricidades e, y e,,.

3.3.3. Rotaciones unitarias a partir de la matriz de rigidez lateral

Las rotaciones qzz, 6,x y 0., de cada diafragma se obtienen de la matriz de rigidez lateral
invertida [K,] ~ o matriz de flexibilidad lateral [Dg]. La ecuacion que relaciona despla-
zamientos con acciones en el diafragma se muestra a continuacion:

{up} = [ch]_l{F«p} o {ug} = [Dy]{Fy} (3.50)

Cada coeficiente D;; de la matriz de flexibilidad lateral corresponde al desplazamiento o
rotacion de determinado centro de masa en direccion i cuando se aplica una accion unitaria
en el grado de libertad j, mientras las acciones aplicadas en el resto de grados de libertad
son cero.

Las rotaciones 6,,, 8., y 6,, del centro de masa i estan localizadas en la fila correspon-
diente aI grado de libertad 6., y en las columnas correspondientes a los grados de libertad
ufw)c u¢y y 9¢Z del diafragma i.

A modo de ejemplo la Ecuacién (3.51) muestra la matriz de flexibilidad de una estructu-
ra con dos dlafragmas rigidos, donde los grados de Ilbertad de cada diafragma se ordenaron
como u((p; ¢y y 6¢Z del primer diafragma y ”qﬁaz' ¢y y 0y 2 del segundo diafragma.

En este caso las rotaciones 6,,, ,, y 6,, del Diafragma 1 corresponden a los coeficien-
tes D34, D3, y D33 Y las rotaciones 6,,, 6,, y 6,,, del Diafragma 2 corresponden a los coefi-
cientes Dggq, Dgs ¥ Dgg respectivamente.

(3.51)

3.4, Frecuencias, periodos y modos de vibracion natural

A continuacién se describen los modos, las frecuencias y los periodos de vibracién natural
como propiedades dinamicas de la estructura en condiciones de vibracion libre no amorti-
guada que se utilizan en los métodos de analisis dinamico elastico por superposicién modal.
Asimismo se describen dos métodos para su obtencion, basados en las matrices de masa
concentrada y de rigidez lateral.
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3.4.1. Modos de vibracion natural

Cuando a las masas de un sistema sin amortiguamiento de varios grados de libertad dinami-
cos se le imponen unas condiciones iniciales de desplazamiento y velocidad denominadas
{u(0)} = {uo} y {(0)} = {1y} respectivamente, y no se aplican acciones externas de for-
ma que {F,,;(t)} = {0}, el sistema queda sometido a vibracion libre no amortiguada.

El desplazamiento de cada masa sigue un comportamiento ciclico, aunque algo diferen-
te al de un sistema de un solo grado de libertad dindmico en vibracion libre, en el que el
desplazamiento de la Gnica masa del sistema describe un movimiento arménico simple. En
un sistema de varios grados de libertad dinAmicos cada masa se desplaza siguiendo un pa-
tron méas complejo, pero que mantiene su caracter periddico.

Adicionalmente la relacion entre los desplazamientos de dos masas i y j cualquiera, es
decir, u; /u; es diferente en cada instante de tiempo y los desplazamientos maximos de las
masas también se dan en instantes de tiempo diferentes (Chopra, 2001).

Si a la misma estructura se le imponen unas distribuciones apropiadas de desplazamien-
tos {u(0)} y se permite su vibracion libre, todas las masas del sistema se desplazaran des-
cribiendo un movimiento armdénico simple con las siguientes caracteristicas:

- Todas las masas pasan simultaneamente por su posicion de equilibrio (u; = 0), en el
mismo instante de tiempo.

- Todas las masas experimentan simultdneamente su desplazamiento maximo en el
mismo instante de tiempo.

- La forma de la estructura deflectada sera la misma en cada instante de tiempo por-
que la relacion entre los desplazamientos u; /u; sera constante.

Cada conjunto especial de desplazamientos iniciales corresponde a un modo de vibra-
cion natural {¢;} vy el tiempo en el que las masas completan un ciclo en su movimiento,
pasando dos veces por la posicion de equilibrio, se denomina periodo de vibracion T;.

Las frecuencias y los modos de vibracion natural representan las propiedades de vibra-
cion natural de la estructura cuando se somete a vibracion libre, y dependen solamente de la
distribucion de masa y rigidez de la estructura (Clough & Penzien, 1995; Chopra, 2001;
Garcia, 1998).

Por definicién la relacion entre frecuencia y periodo de vibracion es la siguiente:

_27[

T, (3.52)

wj

donde T; es el periodo de vibracion en segundos y w; es la frecuencia natural de vibra-
cién, en rad/s, asociadas al modo de vibracion {¢,}.
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La Figura 3.17 muestra esquematicamente el desplazamiento de las masas de una es-
tructura plana de tres grados de libertad, cuando se dan desplazamientos iniciales a las ma-
sas proporcionales al primer modo de vibracion natural.
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Figura 3.17. Vibracién libre no amortiguada de un sistema elastico en su primer modo de vibracion. Adap-
tada de Chopra (2001)

El nimero total de modos de vibracion coincide con el nimero de grados de libertad di-
namicos del sistema. La Figura 3.18 esquematiza las formas de los tres posibles modos de
vibracion natural de una estructura plana de tres grados de libertad dinamicos.
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Figura 3.18. Modos de vibracion de una estructura plana de 3 grados de libertad dindmicos
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Para el tipo de estructuras estudiadas en esta tesis, el nimero de modos de vibracion
coincide con el nimero de grados de libertad de los diafragmas. Ademas por lo general los
modos de vibracion se ordenan de forma descendente, es decir, al primer modo le corres-
ponde el mayor periodo de vibracion o la menor frecuencia, mientras que al Gltimo modo le
corresponde el menor periodo de vibracion o la mayor frecuencia.

3.4.2. Solucion de las ecuaciones de movimiento para el caso de
vibracion libre no amortiguada

La ecuacion diferencial que rige el movimiento de un sistema de varios grados de libertad
sometido a vibracion libre no amortiguada es la siguiente (Bathe, 1996a; Clough &
Penzien, 1995; Chopra, 2001; Garcia, 1998):

[m{iip (D} + [k [{up@®} = {0} (3.53)

donde [m] es la matriz de masa, k] es la matriz de rigidez lateral, {il¢ (t)} es el vector
de aceleraciones y {u¢ (t)} es el vector de desplazamientos de los grados de libertad dina-
micos de la estructura en cada instante de tiempo.

La anterior expresion es una forma particular de la Ecuacién (2.61) que describe el mo-
vimiento de sistemas elasticos de varios grados de libertad cuando no hay acciones externas
aplicadas, es decir, cuando {F,,;(t)} = —[m] [y]{ﬁg(t)} = 0, y ademas no se consideran
acciones de amortiguamiento viscoso, es decir, cuando [c]{u¢(t)} = 0. Solamente se im-
ponen condiciones iniciales de movimiento en t = 0.

La Ecuacion (3.53) también representa un sistema de N ecuaciones diferenciales homo-
géneas de primer orden y de coeficientes constantes, que generalmente estan acopladas por
la matriz de rigidez lateral, teniendo en cuenta que la matriz de masa es diagonal cuando las
ecuaciones de movimiento se plantean en los centros de masa de los diafragmas.

La solucion de la Ecuacion (3.53) corresponde al vector {u(t)} de desplazamientos de
los centros de masa en funcion del tiempo. Se asume que el vector de desplazamientos
{u¢} del modo de vibracion i equivale al producto de una funcién {¢;} constante en el
tiempo, y una funcion n;(t) variable en el tiempo (Chopra, 2001), es decir:

{ug} = {osm:(® (3.54)

La solucién de la parte variable del desplazamiento {u¢,} tiene la siguiente forma, por
tratarse de un movimiento armaénico simple:

n;i(t) = A;cos(w;t) + Bisen(w;t) (3.55)

Donde A; y B; son constantes que se obtienen aplicando condiciones iniciales en t = 0.
Por lo tanto:
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{up} = {Pn:(®) = {p:3(A;cos(w;t) + Bisen(w;t)) (3.56)
La segunda derivada de {u} seria:

{iip} = {P:}1i:(©) = —wi{p}(Aicos(w;t) + Bisen(w;t))

3.57
iig} = —wi{pIn:(t) 27
¢

Al sustituir {u,} y {iis} en la Ecuacion (3.53) y reorganizando, se llega a la siguiente
expresion:

([kg (03 — w?[ml{g3| mi(t) = {0} (3.59)

La solucion no trivial de la anterior ecuacion, cuando n;(t) es diferente de cero, corres-
ponde a los valores de w? y {¢;} que satisfacen la siguiente igualdad:

[kp){d:} = w?ml{¢;} (3.59)

La anterior igualdad corresponde al problema de valores propios (Bathe, 1996a; Clough
& Penzien, 1995; Chopra, 2001; Garcia, 1998). De su solucion se obtienen los valores
propios o frecuencias de vibracion natural al cuadrado w? y los vectores propios 0 modos
de vibracion natural {¢;} de la estructura.

3.4.3. Solucion analitica del problema de valores propios

Si el sistema analizado posee pocos grados de libertad dindmicos, los modos y las frecuen-
cias naturales de vibracion se obtienen igualando el determinante de la matriz [[kg] —
w?[m]] a cero, con lo que se llega al denominado polinomio caracteristico en el que las
incognitas son los valores de w?. Estas incognitas se resuelven para luego remplazarlas una
a unaen la ecuacion [[kg] — w?[m]]{¢;} = 0y asi obtener cada modo de vibracion {¢;}.

A modo de ejemplo se presenta el calculo de las frecuencias y de los modos de vibra-
cion natural del sistema de dos grados de libertad dinamicos mostrado en la Figura 3.19.
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@—— g1
m, = 20Mg

77777
Figura 3.19. Sistema dindmico utilizado como ejemplo

Las matrices de masa y rigidez lateral del sistema son las siguientes (masas en Mg, ri-
gideces en kN /m):

_ [k klz] 1550 —3857 _[ml 0]_20 0
W= 1k ool = 13857 12330 ml=10o m, ‘[o 20]

La matriz [kg4] — w?[m] tiene la siguiente forma:

ki, — w?m k
[k¢] _ wIZ[m] — [ 11 i 1 122 ]
ko4 ky; — wim,

El polinomio caracteristico o determinante de la anterior matriz igualado a cero es:
(k11 - wizml)(kzz - wl-zmz) —ky1ki2 =0
2
m1m2(wi2) — (kyym, — k22m1)00i2 + (k11koy — ka1ky) =0

Las dos raices del polinomio caracteristico serian:

(ky1my + kyymy) £ \/(knmz + kopmy)? — dmymy(kyikayy — kaqky,)
2mym,

2

w;

Remplazando los valores numéricos las frecuencias de vibracion natural son:
wq = 3.95rad/s w, = 26.05rad/s

Para obtener los modos de vibracion se remplaza cada frecuencia de vibracion obtenida
anteriormente en la ecuacion [[k¢] — w?[m]l{¢;} = 0. Para el primer modo de vibracion
al que le corresponde la frecuencia mas pequefia:

(k- offmbigy = |07 ot Ha, by (0

2
ko kyy — wim,

La anterior ecuacion matricial se compone de dos ecuaciones lineales homogéneas don-
de las incognitas son ¢4, vy ¢,;. Para que exista una solucién no trivial (¢p,; # 0y ¢, #
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0) se debe dar un valor cualquiera a una de las dos incdgnitas para poder calcular la otra.
Si se supone ¢, conocido entonces:

2
ki1 —wimy

$21 = — K1z $11
Y en general, para cualquier otro modo i:
2
o = —%d’u
12
Al suponer ¢;; = ¢, = 1.0 se calculan ¢,y ¢,, dando como resultado:
¢, = 0.321 ¢, = —3.116

Finalmente los modos de vibracion natural del sistema son los siguientes. La Figura
3.20 los muestra esquematicamente.

{¢2} = {ii} = {0.3121} i} = {ili} B {—3.1116}
P11 =1 ¢z =1
b2 =316
77777 4
{$1} {$2}

Figura 3.20. Modos de vibracion natural del sistema dindmico utilizado como ejemplo

Si el sistema tiene mas de 3 grados de libertad este método no es practico y hay que re-
currir a procedimientos numéricos como el método de Jacobi generalizado que se describe
a continuacion.

3.4.4. Método de Jacobi generalizado

El método de Jacobi generalizado se utiliza para resolver el problema de valores propios
planteado de la siguiente manera:

[kg][®] = [m][®][02] (3.60)
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Donde [®] es la matriz de modos de vibracion (vectores propios) y [Q2] es una matriz
diagonal que contiene las frecuencias de vibracion al cuadrado (valores propios). En la
matriz [®] cada columna corresponde a un modo de vibracion. De igual forma, a cada va-
lor de la diagonal de la matriz [Q?] le corresponde un modo de vibracion, o una columna de
la matriz [®].

$11 P12 0 Pin
[@] = [{d1} {2} - {on}]l= ¢521 ¢322 ¢32N (3.61)
dn1 bnz 0 Daw

[wi 0 0]
SRR ]
lo o w3

El método de Jacobi generalizado consiste en encontrar una serie de matrices de trans-
formacion que diagonalicen las matrices de masa y de rigidez, reduciendo a cero los térmi-
nos fuera de la diagonal (Cheng, 2001).

El método es iterativo, en una primera etapa se calculan los valores propios en un ciclo
en el que se reducen a cero, al menos una vez, todos los coeficientes de las matrices
[kg]y [m] localizados fuera de la diagonal principal. Una vez se han calculado los valores
propios en un ciclo, su diferencia respecto a los valores propios calculados en un ciclo ante-
rior se compara con una tolerancia especificada. Si la diferencia es menor a la tolerancia se
asumen estos valores propios como correctos, de lo contrario se vuelve a iterar hasta que el
error sea aceptable.

Para cada iteracion r se define una matriz de transformacion denominada [p]™ que
consiste en una matriz identidad a la que se le adicionan los coeficientes a y y en las posi-
ciones p;; y pj; respectivamente.

[1 0 0 0]

oo w1 e
[p]()=|0 , 1 0| (3.63)

lo - 0 o 1

Los coeficientes « y y se calculan de la siguiente manera:
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Di: Di:
a=-2 y = — =% donde:
Dy Dy
Dy = kymyj; —kymy - Dy = kyymyj — kijmy;

D= kum” — k”mu

(3.64)
2

_ D D
siD=20 —>Dx=§+ (E) +DuD”

. D Dy
siD+0 - D, = §+51gno(D) (E) + D;;Djj

Con la matriz de transformacion [p]™ definida, se realizan los siguientes triples pro-
ductos matriciales volviendo cero los coeficientes k;j, kj;, m;; y m;;:
[k]C*D = [p] M [k] P [p] ™)

[m]T+D = [p]Mt[m] O [p]™ (3.65)

La anterior transformacion se realiza a todos los coeficientes fuera de la diagonal de las
matrices [k¢] y [m], con lo que se completa un ciclo v. Al final de cada ciclo se calculan
los valores propios de la siguiente manera:

] ﬁ 0
wlz[v] 0 mgll)
[Q2]™) = : . =] . (3.66)
0 - @2 .. ﬂ
m]

La matriz de modos de vibracion se recalcula en cada transformacion con el siguiente
producto (para la primera transformacion, r=1, la matriz [p]“~? es la matriz identidad):

[®] = [p]T~V[p]® (3.67)

Finalmente se verifica la convergencia del método, comparando los valores propios cal-
culados al final de un ciclo v con los calculados al final del ciclo anterior (v — 1). La con-
vergencia se da si se cumple la siguiente desigualdad:

2] _ , 2lv-1]

l 2 .
o =€ i=12..N (3.68)

L

w

© Francisco Leonardo Noy Hilarién — Universidad Nacional de Colombia, 2013



Matrices de masa, rigidez, amortiguamiento y acciones externas. Analisis modal 131

Si la anterior desigualdad no se cumple para alguno de los valores propios, se realiza
otro ciclo transformando a cero los coeficientes fuera de la diagonal principal de las matri-
ces [k¢] y [m] y recalculando los valores propios hasta que se cumpla con el criterio de
convergencia.

La matriz de modos de vibracion [®] se ha venido calculando como el producto de las
matrices de transformacion. Al final del procedimiento tendré la siguiente forma:

[®] = [p]P[P]®[p]® ... [p]® (3.69)

Donde | es la Gltima transformacion realizada. Es usual normalizar los modos de vibra-
cion respecto a la matriz de masa de forma que:

[@]" [m][®] = [1] (3.70)

Los modos de vibracién normalizados de esta forma se denominan modos ortonorma-
les. La normalizacion se realiza dividiendo las amplitudes de cada modo {¢®} entre la raiz
cuadrada de la masa m; correspondiente, tomada de la Ultima matriz de masa transformada:

[ P11 b12 b1n ]
b S22 b
[®] = \/mTl) J,,ng) J,,Tx) (3.71)
i bvz b
mgl) mgl) m

Al final del procedimiento las frecuencias y los modos de vibracion obtenidos por este
procedimiento no siempre quedan organizados de menor a mayor (Cheng, 2001) por lo que
es necesario organizarlos de forma que el primer modo (la primera columna de la matriz
[@]) coincida con la frecuencia de vibracion mas pequefia y que el Gltimo modo coincida
con la frecuencia de vibracion mas grande.

El diagrama de flujo de la Figura 3.21 muestra de forma gréfica el procedimiento des-
crito previamente.

© Francisco Leonardo Noy Hilarién — Universidad Nacional de Colombia, 2013



132 Programa Didéactico a Codigo Abierto de Analisis Dinamico de Estructuras UNDIN 1.0

METODO DE JACOBI GENERALIZADO )

[ Datos de entrada, matrices [k], [m] v ]
tolerancia g

Y
[ i=Li<mi++

v

[ Iniciar contadores de transformaciones ]
yciclosr=1,v=1

[ Tamafio matriz [k] - n ] w? = k;/m;
|wi2(v] _ wi2[v—1]|
> & = 2D

i =1;i<mni++ ](7 — :
' et Siguiente ciclo: NO
¢ vov+1

[j=i+1;}£n,j++ ](— 5|
v | 0)

[ Calcular D;;, D:;,D, D ,ayy

i’

7 i=1i<nit+
| ) Zutenies e

Calcular matriz [p]™

Reducir a cero kyj, kj;, m;j y m;;:
(K]0 = [p] k] ©) [p] ™)
(] = [p] ) m] ) [p] )

[ @l =i ope |

Y

Siguiente transformacion:
ror+1

Organizar
modos

Figura 3.21. Diagrama de flujo del método de Jacobi generalizado

3.5. Acciones externas equivalentes a la aceleracion de la base

A continuacidn se describe como construir el vector de acciones externas equivalentes a la
aceleracion de la base {F,,;(t)} a partir de las matrices de masa [m] y de influencia [y] y
de la aceleracion aplicada a la base de la estructura {ii, (¢)} en cada instante de tiempo.
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3.5.1. Vector de aceleracion de la base

La aceleracion de la base es registrada generalmente en las direcciones norte — sur, este —
oeste y vertical mediante un acelerografo de movimiento fuerte (Chopra, 2001) o mediante
un acelerémetro digital, como los que posee la red de acelerégrafos de Bogoté (SIRE).

La aceleracion en cada direccion se registra normalmente como fraccion de la acelera-
cion de la gravedad y a intervalos de tiempo constantes del orden de 0.01s a 0.02s para
describir de una forma mas aproximada su variacion en el tiempo.

Como ejemplo a continuacion se muestran los registros acelerograficos obtenidos de la
estacion Kakogawa, del sismo de Kobe del 16 de Enero de 1995, tomados de la base de
datos de Pacific Earthquake Engineering research Center de la Universidad de Berkeley
(PEER).

& ; .
ai : i
(] .
L] . —
T :
| | | |
1] 10 20 30 40 al
Time (sec)
a) Direccion N-S (paralelo a la falla)
@ DZ' ............. .. ............. ............ .
:5‘: 02kt T B D -
| | | |
1] 10 20 30 40 al

Time (sec)
b) Direccion E-W (perpendicular a la falla)

@ 1N SEERERREREERE ............. .. ............. ............ -
. Dm“m i . e i
::T": Qb ............. e e s ]
| | | |
0 10 20 1] 40 al
Time (sec)

c) Direccion Vertical

Figura 3.22. Sismo de Kobe de 1995 registrado por la estacion Kakogawa en Japén (PEER)

El vector de aceleracion de la base en cada instante de tiempo {ii,(¢)} se construye a
partir de los registros acelerogréficos. Si la estructura es plana y esta representada en el
plano xz, solamente se aplica la aceleracion en una direccion x. Entonces el vector de ace-
leracion de la base es de la siguiente forma:
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{iilg(©} = {iig(D)} (3.72)

Si la estructura es espacial, la aceleracion de la base se aplica en las direcciones x e y
solamente. Teniendo en cuenta que aun no Sse cuenta con equipos que registren la compo-
nente de aceleracion angular {égz} de un movimiento sismico, por simplicidad esta se des-
precia. Por lo tanto, el vector {ug (t)} de aceleracion de la base para porticos espaciales
esta dado por la siguiente expresion:

{iig(©)}
{ig(®)} =4 {ilgy(®)} (3.73)
{égz(t)} =0

3.5.2. Matriz de influencia

La matriz de influencia [y] tiene como fin convertir a {iig (t)} en un vector colineal con los
grados de libertad dinamicos de la estructura (Garcia, 1998), en este caso con los grados de
libertad de los diafragmas rigidos {u }.

El nimero de filas de [y] es igual al nimero de grados de libertad dinamicos de la es-
tructura y el nimero de columnas es igual al nimero de componentes de aceleracién apli-
cadas en la base. A cada fila le corresponde un grado de libertad y a cada columna le co-
rresponde una direccién de analisis.

La matriz [y] de un portico plano tiene una sola columna ya que solo se considera una
componente de aceleracion en la base paralela al plano del pértico (si el portico se repre-
senta en el plano xz la componente de aceleracion de la base es iig,). Si el portico es es-
pacial la matriz [y] posee tres columnas, cada una asociada a las componentes de acelera-
cion de la base iigy, gy y 0y,

Los coeficientes de la matriz [y] toman en valor de uno (1) donde un grado de libertad
dindmico es colineal con una componente de aceleracion de la base, y toman el valor de
cero (0) en los demas casos.

A modo de ejemplo a continuacion se muestran las matrices de influencia de un portico
plano y de un portico espacial de tres niveles, el primero con 3 grados de libertad dindmicos
(uno por cada nivel) y el segundo con 9 grados de libertad dinamicos (tres por cada nivel).
La Figura 3.23 muestra la numeracion de los grados de libertad y las componentes de acele-
racion consideradas para cada portico.
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gld3

gldz2
my my gld1
gld6/ glds
.—) gld2
M2 m; gld4
1d9
gtd9s glds P
gz
.—» gld3
m. m, o
3 3 gld7 z iigy
/
z Y
. X\ng
ugx ><

X

Figura 3.23. Grados de libertad dindmicos y componentes de aceleracion de la base de los porticos tomados
como ejemplo

Para el portico plano [y] es un vector columna de tamafio 3X1 lleno de unos, indicando
que todos los grados de libertad dinamicos son colineales con el la componente de acelera-
cion {iigy }:

11
[V]3x1 = H § (3.74)
gy

Para el pértico espacial, la matriz [y] es de tamafio 9X3 indicando que los grados de li-
bertad 1, 4 y 7 (desplazamientos en direccion x) son colineales con la componente de la
aceleracion de la base {ugx}, que los grados de libertad 2, 5 y 8 (desplazamientos en direc-
cion y) son colineales con la componente de la aceleracién de la base {ilgy} y que los gra-
dos de libertad 3, 6 y 9 (rotaciones en direccién z) son colineales con la aceleracion angu-
lar de la base {6,,}.

1 0 07 1
0 1 0 2
0 0 1 3
1 0 O 4
0 1 0 5
[V]oxs = 0 0 1 6 (3.75)
1 0 O 7
0 1 0 8
0 0 1—" 9
ﬂgx ﬂgy ng
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Una interpretacion alternativa de la matriz de influencia indica que [y] contiene los des-
plazamientos de los grados de libertad cuando se aplica de forma estéatica o lenta un despla-
zamiento unitario a la base en cada direccion en que esta se mueve (Chopra, 2001). En este
caso toda la estructura se desplaza como un cuerpo rigido y los desplazamientos de los dia-
fragmas van a ser iguales al desplazamiento de la base, el cual es unitario.

Para el caso del portico plano tomado como ejemplo, los tres diafragmas experimentan
un desplazamiento unitario en direccion x si se le aplica un desplazamiento unitario a la
base de forma lenta y en la misma direccion.

Para caso del pértico espacial se observa que al aplicar un desplazamiento unitario y es-
tatico a la base en direccién x, los diafragmas se desplazan solo en esa direccion la misma
cantidad unitaria, por lo que los grados de libertad 1, 4 y 7 valen 1 mientras los grados de
libertad restante valen cero. Lo anterior coincide con los valores de la primera columna de
la respectiva matriz [y]. Algo similar se observa cuando se aplica un desplazamiento unita-
rio a la base en direccion y o una rotacion unitaria en direccion z.

3.5.3.  Acciones externas equivalentes a la aceleracion de la base

La ecuacion diferencial que rige el movimiento de un sistema el&stico de varios grados de
libertad en vibracion forzada amortiguada sometido a un conjunto de acciones externas
variables en el tiempo es la siguiente:

[ml{iig (O} + [cl{tiy (D} + [k [{up (O} = {Fere (D)} (3.76)

Mientras que la ecuacion diferencial que rige el movimiento del mismo sistema cuando
se le aplica una aceleracion en la base es la siguiente:

[m{ity (0} + [ci{itp (O} + [kg[{uep ()} = —[mlly]{ii, ()} (3.77)

El primer caso corresponde a un sistema de base fija por lo que los vectores
{up(®} {us (O} y {iip ()}, 1a respuesta que se obtiene de resolver el sistema de ecuacio-
nes, es absoluta (medida por un observador estatico). En cambio, el segundo caso corres-
ponde a un sistema de base mavil y la respuesta que se obtiene es relativa a la base (medida
por un observador que se mueve con la base).

Las expresiones (3.76) y (3.77) son idénticas, excepto por los términos a la derecha de
la igualdad. Esto supone que para obtener la respuesta del sistema, el fenomeno real de la
aceleracion de la base en el sistema de base movil se puede estudiar como un fenémeno de
vibracién forzada en el que al mismo sistema, ahora con la base fija, se le aplican unas ac-
ciones externas equivalentes {F,,.(t)} evaluadas con la siguiente expresion:

{Fext )} = —[mlly]{ity (O} (3.78)
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3.6. Desacople de las ecuaciones de movimiento

A continuacion se describe la forma en que se desacoplan las ecuaciones de movimiento
aprovechando las propiedades de ortogonalidad de los modos de vibracion.

3.6.1. Cambio de base

El sistema de ecuaciones diferenciales homogéneas que describen el movimiento de un
sistema de varios grados de libertad sometido a un movimiento uniforme en la base se indi-
ca en la Ecuacion (3.77). Dado que los modos de vibracion poseen propiedades de ortogo-
nalidad de forma que para dos modos diferentes n y r se cumplen las siguientes igualdades:

{pn}lkg]{dr} =0 {@n}mligy} =0 (3.79)

Las propiedades de ortogonalidad de los modos de vibracién permiten expresar los vec-
tores de desplazamiento, velocidad y aceleracion de los grados de libertad dindmicos
{up®}, {us (O} v {iig (O} en funcion de la matriz [®] de modos de vibracion y de los
vectores de desplazamiento, velocidad y aceleracion en coordenadas generalizadas
n®)}, {n(t)}y {7ii(t)}. Este proceso se denomina cambio de base y se expresa como:

{upg(®} = [@1{n(®)}
{1, ®} = [@1{n(t)} (3.80)
{iig (O} = [@IFH®}

Al remplazar las anteriores expresiones en la ecuacion de movimiento, esta toma la si-
guiente forma:

[MI[@]FHO)} + [P0} + [k ][@1n (1)} = —[m]l¥I{ity (D)} (3.81)

Al premultiplicar todos los términos de la ecuacion por la matriz transpuesta de modos
de vibracion [®]:

([@]" [m][@D i} + (@] [el[@D i} + ([@]7 [kg [[®1){n} = —([@]" [m]l¥Di,}  (3.82)

En consecuencia, se define la matriz modal de masa [M], la matriz modal de amorti-
guamiento [C] y la matriz modal de rigidez [K] como:

[M] = [®]"[m][®]
[C] = [®]7[c][®] (3.83)
[K] = [®]7[k][®]
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Al remplazar las ecuaciones anteriores en la expresion (3.82) se llega al siguiente siste-
ma de ecuaciones en coordenadas generalizadas, denominado ecuaciones modales desaco-
pladas:

[MIGi(O} + [CHH®} + [KIn(©)} = (@] [m]lyD{iy (0} (3.84)

Si los modos de vibracion son ortonormalizados o normalizados respecto a la matriz de
masa, se tiene que:

(NGO} + [C10O} + [0} = (@] Im]lyD{i, (O} (3.85)

De esta forma se llega a un sistema de ecuaciones desacoplado en el que, para cada
ecuacion i existe una sola incognita n; (t). Por lo tanto cada ecuacion se resuelve de forma
independiente.

En resumen, los modos de vibracién permiten desacoplar las ecuaciones de movimiento,
de forma que el problema de resolver un sistema de varios grados de libertad se cambia por
un problema equivalente en el que se resuelven varios sistemas de un solo grado de libertad
y posteriormente se combina la solucion obtenida para cada sistema, para finalmente obte-
ner la solucion total.

3.6.2. Matrices modales de masa y rigidez

La ortogonalidad de los modos implica que las siguientes matrices sean diagonales:

K, 0 - 0
K] =@ [kgli@) = [} %2 7 9 (3.56)
0 0 Ky
M, 0 0
M) = (@) mlfe] = | | "2 (3.87)
0 0 - My

La relacion que existe entre los términos de las matrices [K]y [M] es la siguiente:
K; = w?M; (3.88)

Si los modos de vibracion son ortonormalizados la matriz modal de masa es igual a la
matriz identidad y la matriz modal de rigidez es una matriz diagonal donde cada coeficiente
corresponde a cada frecuencia de vibracion natural elevada al cuadrado, como lo muestra la
siguiente expresion:
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10 0 w? 0 0
2 ..
m=[0 1 0 k=)0 w2 O (3.89)
00 1 0 0 w?

3.6.3. Matriz modal de amortiguamiento

La matriz de amortiguamiento [c] de la estructura depende de la distribucion del amorti-
guamiento en el sistema (Chopra, 2001).

Para que puedan ser usados los métodos de analisis dinamico elastico basados en la
combinaciéon modal, es necesario que se considere amortiguamiento clasico en el cual cada
término de la matriz modal de amortiguamiento [C] es de la siguiente forma:

Ci = ZMifiwi (390)

donde la constante ¢; es igual a la fraccién de amortiguamiento respecto al amortigua-
miento critico del modo i.

Los coeficientes de amortiguamiento &; por lo general se suponen iguales a 0.05 (5%)
para todos los modos, dado que no existen grandes diferencias de este parametro entre un
modo y otro (Chopra, 2001). Ademas los espectros de pseudo-aceleracion de los cédigos
de disefio y construccién sismoresistente generalmente consideran una fraccion de amorti-
guamiento del 5% respecto al critico. En particular, Hewitt (2005) menciona resultados de
ensayos dindmicos sobre puentes de luces largas para los que la fraccion de amortiguamien-
to medida varia entre el 1 y el 4%.

Existen metodologias como las de Rayleigh o Caughey que permiten estimar una frac-
cion de amortiguamiento ¢ diferente para cada modo de vibracion, aungue se debe conocer
el coeficiente de amortiguamiento de dos 0 mas modos de vibracién diferentes.

La matriz modal de amortiguamiento se supone entonces de la siguiente forma:

Cl 0 i 0 2M1€1(U1 0 b 0
0 ¢ - 0 0 2My¢,w, oot 0

(€] =[] [elle] = |, 2 T U|=| ; z?z 2 S (3.91)
0 0 ce CN O 0 e ZMNfNa)N

Si los modos de vibracion son ortonormalizados, el término M; es igual a la unidad y los
términos de la matriz modal de amortiguamiento se convierten en:

Ci = Zfi(l)i (392)

Por lo que la matriz modal de amortiguamiento toma la siguiente forma:
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2510)1 0 b 0
c1=| 0 w2 0O (3.93)
0 0 b ZEN(UN
3.6.4. Matriz de factores de participacién
La matriz de factores de participacion [a] se calcula con la siguiente expresion:
{01.1}
[a] = | {a;} | = [@]"[m][y] (3.94)
Ly}

donde [®]7es la matriz transpuesta de modos de vibracion, [m] es la matriz de masa y
[v] es la matriz de influencia de la estructura.

El tamafio de la matriz [a] coincide con del tamafio de la matriz de influencia [y]. Cada
fila {a;} contiene los factores de participacion que multiplican las componentes de la acele-
racion de la base {ii }.

Los coeficientes de participacion dependen de la forma en que se hayan normalizado los
modos de vibracion natural, por lo que no constituyen una medida clara del grado de parti-
cipacion de cada modo en la respuesta de la estructura.

3.6.5. Acciones modales externas equivalentes

Las acciones modales externas equivalentes al movimiento de la base {F,,.(t)} son los
términos independientes de las ecuaciones modales desacopladas y se obtienen con la si-
guiente expresion:

{Fext (O} = =([@]"[m[yD{ily (O} = —[a{ity ()} (3.95)

donde [a] es la matriz de coeficientes de participacion modal y {ﬁg} es el vector de ace-
leracion de la base.

Cuando se analiza una estructura plana considerando solamente la componente de acele-
racion en la base iig,(t), la ecuacion modal correspondiente al sistema de un grado de li-
bertad numero i tiene la siguiente forma:

i () + 28w (8) + wini(t) = —{a;Hiily (1)} = —ayy - tigy (8) (3.96)

Por lo que la accion modal externa de la ecuacion i es:
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(Fext(t))i = _aixugx(t) (397)

Si se analiza una estructura espacial considerando tres componentes de aceleracion en la
base iy, (t), g, (t) ¥ 6,,(t), la ecuacion modal correspondiente al sistema de un grado de
libertad nimero i tiene la siguiente forma:

i (8) + 2& w1 (1) + win; (t) = —{a; Hiiy, (O}

. (3.98)
() + 2§07 () + 0fni(t) = — (@i iigy (£) + ayyilgy (t) + a6, (1))
Por lo que la accién modal externa de la ecuacion i es:
(Fext (t))i = _(aixﬁgx (t) + aiyﬁgy (t) + aizégz(t)) (3-99)

3.6.6. Matrices de masa modal efectiva y masa total

El uso de la masa modal efectiva es una forma mas adecuada de indicar el grado de partici-
pacién de cada modo de vibracion natural en la respuesta total de la estructura ya que, a
diferencia de los factores de participacion, la masas modales efectivas son cantidades que
no dependen de la forma en que se hallan normalizado los modos de vibracién.

El concepto de masa modal efectiva se emplea para definir el nimero minimo de modos
de vibracion a considerar en el analisis de sistemas con una cantidad considerable de grados
de libertad dindmicos, casos en los que se permite calcular la respuesta de la estructura te-
niendo en cuenta solamente el aporte de los modos de vibracion de mayor masa modal
efectiva, que generalmente son los modos de mayor periodo de vibracion, y despreciando el
aporte de los modos restantes.

La matriz de masa modal efectiva [m] tiene un tamafio igual al de la matriz de coefi-
cientes de participacion [a]. A cada fila le corresponde un modo de vibracion y a cada co-
lumna le corresponde una componente de aceleracion de la base. Si se analiza una estructu-
ra plana, la matriz [m] tiene una sola columna y si se analiza una estructura espacial la ma-
triz [m] tiene tres columnas.

Los coeficientes m;; de [m] se calculan con la siguiente expresion siempre y cuando
[a] se haya obtenido utilizando modos de vibracion ortonormalizados:

My = af (3.100)

El coeficiente m;; representa la fraccion de masa traslacional o rotacional de la estructu-
ra que se activa en el modo i cuando se aplica la componente de la aceleracion de la base
que es paralela a la direccion j (Garcia, 1998).
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Para el caso de estructuras espaciales, las masas modales efectivas permiten identificar
cuando un modo de vibracién es principalmente traslacional o cuando es principalmente
torsional, dependiendo de la magnitud relativa de la masa que se activa en cada modo. Adi-
cionalmente permite identificar si hay acoplamiento o combinacion de traslacion y rotacion
en los diafragmas, dando una idea conceptual del comportamiento de la estructura.

La matriz de masa total [M;], diferente a la matriz de masa de la estructura [m], se cal-
cula con la siguiente expresion:

[Mr] = [a][a] (3.101)

Para una estructura plana, la matriz de masa total da como resultado un escalar igual a la
suma de las masas traslacionales contenidas en la matriz de masa de la estructura. Para una
estructura espacial, si la matriz de masa es diagonal, la matriz de masa total también es una
matriz diagonal de 3X3 con la siguiente forma:

sm, 0 0
[Mp]=] 0 Zmy, 0 (3.102)
0 0

Los valores de la diagonal de la matriz de masa total [M;] son iguales a la suma de las
masas modales efectivas en cada direccion de analisis. Es decir, al sumar los coeficientes
de la matriz [m] por columnas, los resultados coinciden con los coeficientes de [M;].

3.7. Matriz de amortiguamiento clasico

La matriz de amortiguamiento clasico [c] no tiene ninguna utilidad en la solucion de las
ecuaciones de movimiento cuando se utilizan los métodos de andlisis dindmico elastico
basados en la combinacion modal. Esta matriz se requiere para calcular las acciones resul-
tantes de amortiguamiento, para calcular la energia disipada por amortiguamiento natural
en cada instante de tiempo o cuando el método de la combinacién modal no es aplicable y
la solucion de las ecuaciones de movimiento se realiza por métodos mas generales.

En los casos en que se requiera la matriz de amortiguamiento clasico, se utilizan los
procedimientos de Rayleigh o de superposicion de matrices modales que se describen a
continuacion. Con estos procedimientos se construye la matriz de amortiguamiento de la
estructura a partir de las fracciones de amortiguamiento modal ¢.
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3.7.1. Matriz de amortiguamiento de Rayleigh

El amortiguamiento de Rayleigh o amortiguamiento proporcional a la masa y a la rigidez,
es una forma de amortiguamiento consistente con los datos experimentales, en los cuales se
evidencia que las fracciones de amortiguamiento modal son similares para casi todos los
modos de vibracion (Chopra, 2001).

La matriz de amortiguamiento clasico tiene la siguiente forma:
[c] = ag[m] + a4 [k¢] (3.103)

La fraccion de amortiguamiento de cualquier modo n es:

£ ‘10(1)+a1 (3.104)
= —|— — .
"2 \w,/ 2T

Para la determinacion de las constantes a, y a, generalmente se supone que dos modos
iy j poseen la misma fraccion de amortiguamiento modal . En este caso, los coeficientes
ao y a4 se calculan con las siguientes expresiones:

Za)iwj 2
Ay =§&——— = a,w;w; a, =§——— .
0 fwi e 1 s‘wi oy (3.105)

La Figura 3.24 muestra la variacion de la fraccion de amortiguamiento modal asociada a
cualquier otro modo de vibracion con su frecuencia natural, al considerar la forma de amor-
tiguamiento de Rayleigh.
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‘>;L=E]=$“\ """"""""" "_Zmn
' g
\
aq w:.
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A i ! n 2
oty > |
1 ”~ 1
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Figura 3.24. Variacion de la fraccion de amortiguamiento modal con la frecuencia (Chopra, 2001)
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3.7.2. Matriz de amortiguamiento por superposicion de matrices
modales

Partiendo de la definicion de matriz modal de amortiguamiento (Ecuacion (3.83)) se plan-
tea la siguiente igualdad despejando [c]:

[C] = [@]"[c][®]
([@I)7HC] = [c][@] (3.106)
[c] = ([@])~*[Cl[®]~!
El calculo de la matriz [c] aplicando la anterior expresién implica el céalculo de las ma-

trices ([®]T)~y [®]~1, que en el caso de sistemas con bastantes grados de libertad repre-
senta un trabajo computacional importante.

Las matrices ([®]T)~ y [®]~! también se pueden evaluar partiendo de la definicion de
matriz modal de masa [M], dada en la Ecuacion (3.83). En el caso de [®]71

[M] = [®]"[m][®]
[M][@]~* = [@]"[m] (3.107)
[@]7" = [M] ' [®]"[m]

Y en el caso de la matriz ([®]7)~1:

[M] = [@]"[m][®]
(@]~ M] = [m][@] (3.108)
([@])7! = [m][@][M]~*

Las matrices [m] y [®] son conocidas. Asimismo [M]~! es una matriz diagonal cuyos
coeficientes son iguales a 1/M; dado que [M] es diagonal.
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