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Resumen 

La evaluación de la respuesta de una estructura sometida a un movimiento sismico es un 

problema de gran importancia para los profesionales que se desempeñan en el campo de las 

estructuras.  En la mayoria de regiones del pais, el dimensionamiento de una estructura para 

que resista el efecto del sismo máximo esperado es uno de los principales problemas de 

diseño desde el punto de vista estructural.  La dinámica estructural permite describir este 

fenómeno, así como evaluar de forma aproximada el efecto del sismo sobre una estructura. 

En la presente tesis se desarrolla y documenta una primera versión del Programa Didác-

tico a Código Abierto de Análisis Dinámico de Estructuras UNDIN, cuyo fin es apoyar 

desde el punto de vista práctico el aprendizaje, la profundización y la investigación de los 

profesionales relacionados con la ingeniería estructural, haciendo visible, modificable y 

ampliable el proceso que implica el cálculo de la respuesta de una estructura sometida a un 

movimiento sísmico.  Para su desarrollo se tomó como base el Programa de Elementos Fi-

nitos a Código Abierto PEFiCA desarrollado en la Universidad Nacional de Colombia. 

Esta versión de UNDIN permite realizar el análisis dinámico elástico e inelástico de 

pórticos planos y espaciales conformados por barras, con ciertas características respecto a 

la idealización de la masa, la rigidez, el amortiguamiento natural y la no linealidad material 

debida a la formación de rótulas plásticas a flexión en los extremos de los elementos, y so-

metidos a una o varias componentes horizontales de aceleración en la base. 

En el documento se presenta una descripción del fenómeno, las ecuaciones que lo des-

criben y algunos de los métodos usados para la solución de las ecuaciones y para el cálculo 

de la respuesta estructural e implementados en el programa.  Se describe la estructura del 

programa, sus posibilidades y limitaciones.  Se realizan ejemplos completos de cálculo y se 

comparan los resultados obtenidos utilizando otros programas comerciales.  Finalmente se 

presentan las conclusiones y las posibilidades de crecimiento de la herramienta. 
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Abstract 

The evaluation of the response of a structure submitted to a seismic motion is an important 

problem for professionals working in the structures field.  In most regions of the country 

the sizing of a structure to withstand the effect of the maximun expected earthquake is one 

of the main desing problems from the structural viewpoint.  Structural dynamics allows to 

describe this phenomenon and approximate the efect of the earthquake on a structure. 

In the present thesis is developed and documented a first version of the Open Code Di-

dactic Sofware UNDIN with the objective to support, from the practical viewpoint, the 

learning, deppening and research of the professionals related with structural engineering, 

doing visible, modifiable and expandable the process to implies to calculate the response of 

a structure submitted to a seismic motion.  For this development has been taken as a basis 

the Open Code Finite Element software PEFiCA developed in the National University of 

Colombia. 

With this UNDIN version is possible to perform the elastic and inelastic dynamic analy-

sis of plane and space bar formed frames, with some chareacteristics about the idealization 

of the mass, stiffness, natural damping and material nonlinearity due to formation of flexure 

plastic hinges at the element ends, and submitted to one or varies base acceleration compo-

nents. 

This document presents a phenomenon description, the equations that describe it and 

some methods used for the solution of the equations and the calculation of the structural 

response implemented in UNDIN.  It describes the software structure, posibilites and limi-

tations.  It is performed calculation complete examples and the results are compared with 

others obtained from commercial software.  Finally is is presented the conclusions and 

growth posibilities of the tool. 
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Capítulo 1                                                                                                                                                                

Introducción 

En este capítulo se presenta un esquema general del problema de investigación.  Se enun-

cian las razones que motivaron la creación del Programa Didáctico a Código Abierto de 

Análisis Dinámico de Estructuras UNDIN, producto principal de la tesis.  Se mencionan 

algunos antecedentes relacionados con la creación de programas de análisis dinámico de 

estructuras, se enuncian los objetivos generales y específicos de la tesis, la metodología 

utilizada para su desarrollo y finalmente se describe la estructura general del documento y 

el contenido de cada capítulo. 

1.1. Motivación 

Son varias las razones que despertaron el interés en el tema y que motivaron la elaboración 

de la presente tesis.  Tales razones están relacionadas con la forma en que los conceptos de 

la dinámica se aplican en la ingeniería estructural para describir el efecto de un movimiento 

sísmico sobre una estructura, y con la importancia del tema en el campo de la ingeniería 

sísmica y el diseño sismoresistente.  Este problema es de gran importancia en países como 

Colombia, en el que un gran porcentaje de la población vive en zonas de amenaza sísmica 

intermedia y alta (AIS, 2010), donde se requiere diseñar y construir estructuras seguras, 

estéticas y económicas. 

La formación en dinámica y en su aplicacion al análisis sísmico comienza en la etapa de 

estudiante y se va complementando durante la práctica profesional.  Sin embargo, se obser-

va la necesidad de complementar la formación que se recibe en los cursos de Dinámica 

Estructural con un componente práctico apoyado en un programa a código abierto.  Esto se 

ha realizado satisfactoriamente en otros cursos de la Maestría en Ingeniería – Estructuras de 

la Universidad Nacional de Colombia Sede Bogotá, tales como Análisis Matricial Avanza-

do y Análisis Estructural por Elementos Finitos. 
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1.1.1. Importancia de la dinámica estructural 

El análisis dinámico permite estimar con cierto grado de certeza la respuesta de una estruc-

tura sometida a un conjunto de acciones externas variables en el tiempo (Clough & 

Penzien, 1995; Chopra, 2001; García, 1998; Wilson, 2002).  El término acciones representa 

a un conjunto de fuerzas y momentos (Spinel,     ).  El término respuesta representa can-

tidades como los desplazamientos, las velocidades  o las aceleraciones de los nudos y de los 

puntos donde para facilitar el análisis se concentra la masa de la estructura o a las acciones 

internas inducidas en los elementos estructurales (Chopra, 2001).  Las acciones dinámicas 

externas son causadas por equipos mecánicos, impacto, explosiones, viento, olas o movi-

mientos sísmicos (García, 1998).  En el caso de los sismos, las acciones dinámicas son ac-

ciones equivalentes que producen el mismo efecto sobre una estructura de base fija, puesto 

que el fenómeno real corresponde al movimiento acelerado de la base.  

La dinámica estructural es indispensable en el análisis y diseño sismoresistente de puen-

tes y edificaciones de diferentes tipologías y con diferentes sistemas estructurales sometidas 

a una o varias componentes de aceleración de la base, así como para el diseño de otro tipo 

de obras de infraestructura de mayor complejidad como presas, centrales hidroeléctricas o 

centrales nucleares. 

La respuesta de una estructura sometida a un movimiento sísmico se puede obtener 

aplicando los conceptos de dinámica estructural y considerando comportamiento lineal.  

Aunque la respuesta obtenida haciendo esta última consideración es una solución prelimi-

nar, puesto que el comportamiento real de una estructura es altamente no lineal y depende 

de factores como el comportamiento de los materiales, la cinemática o el amortiguamiento 

(entre otros), su entendimiento es clave para resolver el problema con mayor exactitud. 

La respuesta de una estructura que se deforma en el rango inelástico durante un movi-

miento sísmico fuerte es un problema de especial importancia en ingeniería sísmica 

(Chopra, 2001).  En la mayoría de los casos no es viable, desde el punto de vista económi-

co, diseñar y construir estructuras para que se mantengan elásticas durante un sismo fuerte.  

En estos casos se incluye la capacidad de deformación en el rango inelástico para reducir 

las acciones internas que se inducen en los elementos estructurales por el movimiento sís-

mico.  Tales acciones son bastante inferiores en relación a las que se inducirían si la estruc-

tura se mantuviera siempre elástica. 

En cada caso existe un sistema de ecuaciones que rige el movimiento de la estructura 

sometida a un movimiento acelerado en la base, cuyo planteamiento obedece a la aplicación 

de la segunda ley de Newton.  Su solución es compleja puesto que se trata de un sistema de 

ecuaciones simultáneas, acopladas por variables como la masa, la rigidez y el amortigua-

miento de la estructura. 

Para calcular la respuesta de una estructura en el rango elástico de deformaciones y con 

amortiguamiento clásico, sometida a una o varias componentes de aceleración de la base se 

utilizan los métodos de Análisis Dinámico Elástico.  En la bibliografía se mencionan los 
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métodos de Análisis Modal Cronológico y de Análisis Modal Espectral (Clough & Penzien, 

    ; Chopra, 2001; García, 1998; Paz, 1992).  El primer método permite calcular la varia-

ción en el tiempo de la respuesta de la estructura mientras que el segundo método permite 

estimar el valor máximo probable de la respuesta de la estructura, pero no permite conocer 

los instantes en que se presentan las máximas respuestas y el sentido que estas poseen.  Los 

dos métodos aprovechan las propiedades de ortogonalidad de los modos de vibración natu-

ral, con el fin de desacoplar las ecuaciones de movimiento y solucionarlas cada una de for-

ma independiente.  Los modos de vibración establecen la configuración deformada de la 

estructura en condiciones de vibración libre, es decir, sin que actúen acciones externas.  

Para el cálculo de la respuesta de una estructura en el rango inelástico no son aplicables 

los métodos de análisis dinámico elástico mencionados previamente, dado que no es posi-

ble desacoplar las ecuaciones de movimiento, y por lo tanto estas deben resolverse en su 

forma básica, sin ninguna transformación.  En la bibliografía se describen métodos que se 

basan en la linealización de las ecuaciones de movimiento en un intervalo de tiempo 

(Clough & Penzien, 1995; Chopra,     ; Wilson, 2002), como por ejemplo la familia de 

métodos de Newmark, el método   de Wilson, el método   de Hilbert, Hughes y Taylor, 

etc.  Estos métodos generalmente se combinan con el Método de Newton Raphson modifi-

cado para reducir el error generado por la linealización de las ecuaciones de movimiento. 

Los conceptos de dinámica estructural y los métodos de solución de las ecuaciones de 

movimiento son importantes para calcular la respuesta de una estructura sometida a un mo-

vimiento sísmico.  Por ejemplo, muchas de las estructuras que se diseñan y construyen ac-

tualmente poseen un grado de complejidad y de irregularidad tanto en planta como en alza-

do (en el caso de las estructuras para edificaciones) o un nivel de importancia (en el caso 

de los puentes y de cierto tipo de edificaciones) haciendo necesario que la respuesta estruc-

tural se calcule usando algún método de análisis dinámico elástico o inelástico.  El Regla-

mento Colombiano de Construcción Sismo – Resistente NSR-   (AIS, 2010) y el Código 

Colombiano de Diseño Sísmico de Puentes (AIS, 2007) permiten el uso de procedimientos 

de análisis dinámico elástico e inelástico para evaluar la respuesta estructural, aunque con 

ciertas restricciones para los procedimientos de análisis inelástico. 

Los conceptos de dinámica estructural también son aplicables a la solución de proble-

mas de aislamiento de la base y de movimiento diferencial de los apoyos.  En general la 

dinámica estructural permite la solución del problema mecánico en el que las acciones di-

námicas externas inducen desplazamientos, velocidades y aceleraciones en todos los grados 

de libertad de la estructura, incluyendo los de la base. 

El trabajo en este tema hace que también se aplique el conocimiento obtenido en otras 

áreas relacionadas como por ejemplo el análisis matricial, los elementos finitos y el com-

portamiento inelástico de los elementos de concreto, acero, mampostería y madera que 

componen las estructuras.  El tema integra varias de las áreas estudiadas por el especialista 

en estructuras, de ahí su importancia. 
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1.1.2. Programas a código abierto en la enseñanza de la ingeniería 

estructural 

El uso de programas a código abierto en los que sea visible el proceso de cálculo a un nivel 

detallado, que sea modificable y que permita la adición de nuevos procedimientos, puede 

ser una forma adecuada de complementar el aprendizaje adquirido en los cursos de Análisis 

Dinámico de Estructuras, de relacionar tales conceptos con los adquiridos en otras áreas de 

la ingeniería estructural como el análisis matricial y el analisis inelástico y de profundizar 

en el estudio de problemas más avanzados relacionados con el tema. 

Como precedentes, en las asignaturas Análisis Matricial Avanzado y Análisis Estructu-

ral por Elementos Finitos impartidas en el programa de Maestría en Ingeniería – Estructu-

ras de la Universidad Nacional de Colombia, Sede Bogotá, se ha utilizado el Programa de 

Elementos Finitos a Código Abierto PEFiCA (Linero, 2008; Linero & Garzón, 2012), con 

el cual los estudiantes aplican los conceptos adquiridos en clase y desarrollan ejercicios, 

estimulando de forma importante su aprendizaje de los temas tratados en cada curso. 

Aunque PEFiCA es un programa orientado a la solución de estructuras por el método de 

los elementos finitos, su uso ha permitido (por ejemplo) que en el curso de Análisis Matri-

cial Avanzado los estudiantes lleguen a implementar análisis estáticos lineales de estructu-

ras incluyendo consideraciones especiales en la rigidez de los elementos, tales como de-

formaciones por cortante, extremos infinitamente rígidos, conexiones parcialmente rígidas 

en los extremos y discontinuidades, características especiales que se incluyen en programas 

comerciales.  Dicho programa ha contribuido a que los estudiantes comprendan la formula-

ción y las suposiciones en la que se basan programas comerciales más elaborados y con 

mayores posibilidades como SAP2000© y ETABS©.  

De la experiencia adquirida en los cursos de Análisis Maricial Avanzado y Análisis Es-

tructural por Elementos Finitos se plantea la posibilidad de elaborar un programa a código 

abierto para análisis dinámico de estructuras planas y espaciales conformadas por barras.  

Se espera que el nuevo programa conserve características de PEFiCA relacionadas con la 

visibilidad del código y a la posibilidad de modificación y creación de nuevas subrutinas y 

procedimientos generales. 

1.2. Antecedentes 

Para el análisis dinámico de estructuras, en la actualidad se cuenta con un gran número de 

programas de elementos finitos como ABACUS, ANSYS, COSMOS o ADINA (Linero, 

    ), usados generalmente para fines de investigación, o como SAP200 y ETABS para la 

práctica de la ingeniería estructural.  Al tratarse de programas en los cuales sus subrutinas 

no son visibles ni modificables, estos actúan como una caja negra para el usuario. 
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Por otro lado en diferentes universidades y centros de investigación se han desarrollado 

programas a código abierto que permiten analizar estructuras por el método de los elemen-

tos finitos.  Como ejemplos se encuentran los programas FEAP, COMET, FEMLAB (eje-

cutables de MATLAB) y CALFEM, entre otros.  Estos programas se caracterizan por poseer 

subrutinas observables y modificables, a diferencia de los programas comerciales en los 

que el usuario pierde el control del proceso de cálculo (Linero, 2008).   

A continuación se describen brevemente algunos de los programas comerciales y a có-

digo abierto, que han sido desarrollados recientemente para el análisis de estructuras. 

1.2.1. PEFiCA 

PEFiCA (Programa de Elementos Finitos a Código Abierto) es un programa a código 

abierto desarrollado en la Universidad Nacional de Colombia – Sede Bogotá por el profesor 

Dorian Linero.  Tiene como objetivo principal el de motivar, estimular y facilitar el apren-

dizaje del método de los elementos finitos en el campo de la Ingeniería Civil a través del 

uso de subrutinas preestablecidas para resolver un problema especifico (Linero, 2008). 

El estudiante debe programar el procedimiento principal a partir de las subrutinas pro-

porcionadas por el programa mediante nuevas subrutinas creadas por el mismo.  Con lo 

anterior el programa busca que el usuario participe activamente del proceso de aprendizaje 

en el tema, observando, entendiendo y desarrollando progresivamente cada una de las eta-

pas de cálculo. 

Dentro de las opciones que tiene implementadas PEFiCA se encuentra un conjunto de 

subrutinas que ordenadas o relacionadas adecuadamente, permiten realizar el análisis lineal 

estático de cualquier tipo de estructura formada por barras, pasando por la construcción de 

las matrices de rigidez y los vectores de fuerzas de cada elemento y de la estructura en ge-

neral, hasta llegar a la determinación de los desplazamientos de los nudos y de las acciones 

los extremos de los elementos que componen la estructura.  

Este programa evita que los estudiantes ocupen demasiado tiempo realizando cálculos 

numéricos manualmente, que resultan bastante dispendiosos y conducen fácilmente a erro-

res.  Asimismo facilita a los estudiantes el entendimiento de los conceptos adquiridos en 

clase mediante la práctica.  De esta forma expone el proceso asociado al análisis de una 

estructura, oculto por la mayoria de programas de uso común en la práctica. 

1.2.2. RUAUMOKO 3D 

Ruaumoko3D es un programa desarrollado en la Universidad de Canterbury (Nueva Zelan-

da) desde 1982 bajo la dirección del Dr. Athol J. Carr.  Este programa permite el analisis 

elástico e inelástico de estructuras planas o espaciales sujetas a movimientos sísmicos o a 

otros tipos de carga estática o dinámica (Carr, 2007). 
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El programa incluye un gran número de opciones para el análisis de estructuras, como 

por ejemplo más de 40 tipos de reglas de histéresis (varias consideran la degradación de 

rigidez y de resistencia de los miembros), asi como diferentes criterios para considerar el 

amortiguamiento natural (Rayleigh, Caughey, Wilson & Penzien, amortiguadores trasla-

cionales y rotacionales, etc.) y para definir la rigidez de los elementos (deformaciones por 

cortante, conexiones parcialmente rígidas, extremos rígidos, etc.).  El programa también 

dispone de varios procedimientos de análisis estático o dinámico. 

De acuerdo con el autor, Ruaumoko ha sido empleado tanto en investigación como en la 

práctica profesional.  Se ha usado en el estudio del comportamiento dinámico de estructuras 

de concreto, acero y madera tales como puentes y edificios, también se ha usado en la eva-

luación de sistemas de aislamiento sísmico y en investigaciones relacionadas con el gol-

petéo de estructuras sometidas a movimientos sismicos. 

El programa contiene una gran cantidad de documentación, que incluye el marco teorico 

utilizado para su construcción, un manual para el usuario y ejemplos de aplicación.  Sin 

embargo no es a código abierto. 

1.2.3. ESIDE 

El programa ESIDE (Educación con Simulación Interactiva para Dinámica Estructural) 

desarrollado por la Universidad del Valle, permite simular la respuesta dinámica de varios 

tipos de sistemas mecánicos y estructuras idealizadas como un sistema de un grado de liber-

tad, bajo la acción de diferentes tipos de excitaciones (Valencia, Ramírez, Gómez, & 

Thompson, 2011). 

El programa fue creado para apoyar el aprendizaje de los estudiantes de ingeniería de 

los cursos de dinámica estructural, quienes encuentran dificultades para la interpretación y 

comprensión de los conceptos matemáticos de esta área y para su integración con las apli-

caciones reales.  Tiene como base la utilización de las Tecnologías de la Información y la 

Comunicación (TIC) dando como resultado una aplicación gratuita que integra simulacio-

nes, animaciones y formulaciones matemáticas que integran al estudiante en el proceso de 

aprendizaje. 

Los tipos de estructuras simuladas como sistemas elásticos de un grado de libertad son: 

pórtico plano, pórtico espacial, tanque y sistema masa – resorte – amortiguador.  Los tipos 

de excitación que se permiten son: desplazamiento armónico en el suelo y fuerzas armóni-

cas sobre la estructura, excitación pulso triangular y rectangular en el suelo y en la estructu-

ra, excitación sísmica (sismos de Armenia, el Centro, Loma Prieta, México y Northridge) y 

vibración libre.  Para cada sistema mecánico o tipo de estructura se cuenta con un programa 

independiente. 

En general es un programa de fácil manejo en el cual la solución de cada problema re-

quiere de pocos parámetros de entrada, y cuenta con un módulo gráfico importante para 



Introducción    

 

© Francisco Leonardo Noy Hilarión – Universidad Nacional de Colombia, 2013 

mostrar la respuesta de la estructura al ser sometida a cada tipo de acción externa.  Sin em-

bargo el código no es visible para el estudiante y por lo tanto no es modificable. 

1.2.4. Portal de Pórticos (PDP) 

El programa Portal de Pórticos PDP permite la simulación numérica de pórticos planos de 

concreto reforzado bajo solicitaciones sísmicas u otro tipo de acciones externas mediante 

análisis no lineal por el método de los elementos finitos.  (Jaramillo, Uzcátegui, Vera, & 

Florez, 2009).  Por medio de estas simulaciones se obtienen estimados cuantitativos de la 

densidad de agrietamiento de los diferentes componentes de la estructura, una medida de la 

fluencia del refuerzo y la posibilidad o no de colapso estructural.  Se utiliza la Teoría del 

Daño Concentrado para describir el comportamiento no lineal de los elementos que compo-

nen el pórtico. 

 Es posible acceder a la interfaz gráfica a través de un navegador comercial de internet, 

permitiendo establecer una comunicación entre el usuario y un servidor remoto de alto ren-

dimiento.  

La estructura del portal en internet está conformada por 3 módulos principales: Prepro-

cesador, Procesador y Postprocesador.  En el preprocesador se describe la geometría del 

pórtico, las solicitaciones, las propiedades de las secciones transversales y del concreto y el 

acero utilizado.  El Procesador es una interfaz con el programa de elementos finitos que se 

ejecuta en un centro de cómputo de alto rendimiento.  Este programa de elementos finitos 

permite el análisis inelástico, estático o dinámico de la estructura.  Por último el Postproce-

sador permite visualizar los resultados del análisis mediante gráficas de variable contra va-

riable, variables contra tiempo y mapas de distribución de daños en cualquier instante del 

análisis. 

En el desarrollo del programa han participado diferentes entidades de Venezuela tales 

como la Universidad de los Andes, el parque Tecnológico de Mérida, Fundacite Mérida, 

Universidad de Carabobo, Universidad de Zulia y Universidad Centro – Occidental.  PDP 

se encuentra disponible en http://portaldeporticos.ula.ve. 

 

1.2.5. DINAFACIL 

Dinafacil es un programa desarrollado por el profesor Demetrio Curiel (México) que permi-

te realizar análisis estáticos y dinámicos de estructuras planas en el rango lineal.  Está do-

cumentado en el libro Dinámica Estructural Simplificada del mismo autor, en el cual se 

muestra el código del programa.  Sin embargo, el programa no permite observar ni modifi-

car sus subrutinas. 
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1.2.6. Dinámica estructural con MATLAB 

El libro Dinámica Estructural con Matlab del profesor Roberto Aguiar Falconi (Aguiar, 

    ) contiene un número importante de programas escritos en Matlab que permiten reali-

zar tareas específicas, como por ejemplo calcular la respuesta de un sistema de un grado de 

libertad en vibración libre o forzada, construir espectros elásticos de respuesta y de diseño, 

construir las matrices de masa, rigidez, amortiguamiento, de modos de vibración o calcular 

la respuesta en el tiempo de un sistema de varios grados de libertad por el método de 

Newmark.   

El documento explica la formulación matemática involucrada en la creación de cada 

programa.  Todos los programas desarrollados están orientados a problemas que involucren 

sistemas elásticos. 

1.3. Objetivos 

1.3.1. Objetivo general  

El objetivo general de esta tesis es desarrollar y documentar un Programa Didáctico a Có-

digo Abierto de Análisis Dinámico de Estructuras UNDIN    , que resulte útil a los estu-

diantes y/o a los ingenieros que deseen complementar desde el punto de vista práctico su 

conocimiento del tema, asi como para quienes deseen profundizar e investigar sobre temas 

más avanzados relacionados con el comportamiento dinámico de estructuras sometidas a 

movimientos sísmicos u otro tipo de acciones externas variables en el tiempo. 

El programa propuesto utiliza la estructura básica de PEFiCA y permite el análisis di-

námico elástico e inelástico de estructuras planas y espaciales conformadas por barras, so-

metidas a una o varias componentes de aceleración traslacional en la base.  En la estructura 

todos los nudos (exceptuando los de la base) se asocian a diafragmas rígidos, y se hacen 

consideraciones especiales respecto a la distribución de la masa, de la rigidez y del amorti-

guamiento natural e histerético.  

1.3.2. Objetivos específicos  

Se plantean los siguientes objetivos específicos: 

 Recopilar la información existente del Programa de Elementos Finitos a Código 

Abierto PEFiCA y adaptarla para que pueda usarse como base del programa didácti-

co de análisis dinámico UNDIN. 

 Desarrollar, validar y documentar un procedimiento general y sus subrutinas para 

realizar el análisis dinámico elástico por el método de análisis modal cronológico de 
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estructuras planas y espaciales conformadas por barras, idealizadas como sistemas 

de varios grados de libertad dinámicos. 

 Desarrollar, validar y documentar un procedimiento general y sus subrutinas para 

realizar el análisis dinámico elástico por el método de análisis modal espectral de es-

tructuras planas y espaciales conformadas por barras, idealizadas como sistemas de 

varios grados de libertad dinámicos. 

 Desarrollar, validar y documentar un procedimiento general y sus subrutinas para 

realizar el análisis dinámico inelástico de estructuras planas utilizando la familia de 

Métodos de Newmark y el método de Newton – Raphson Modificado.  Las estructu-

ras se idealizan como sistemas de varios grados de libertad dinámicos.  La fuente de 

no linealidad se produce por el comportamiento de los materiales y se representa  

mediante rótulas plásticas a flexión en los extremos de los elementos, idealizadas 

como resortes rotacionales no lineales. 

 Elaborar un documento que describa el fenómeno físico analizado, las simplifica-

ciones impuestas y el origen de las ecuaciones que rigen la solución del problema y 

los métodos utilizados para su solución.  Asimismo, el documento incluirá la formu-

lación matemática utilizada en los diferentes procedimientos de cálculo implemen-

tados en UNDIN,  el funcionamiento del código principal y de cada subrutina espe-

cifica y varios ejemplos completos que muestren las posibilidades y las limitaciones 

del programa desarrollado. 

1.4. Justificación 

La necesidad de una herramienta computacional que apoye el aprendizaje del análisis di-

námico de estructuras se basa en que se requiere de una cantidad importante de trabajo au-

tónomo y práctico por parte del estudiante.  Una parte importante del trabajo que permite 

afianzar los conceptos está relacionado con la solución de problemas numéricos, ya que las 

soluciones analíticas, aunque sirven para entender el fenómeno, están limitadas a casos 

ideales.  Un ejemplo de este tipo de problemas corresponde al de una estructura en vibra-

ción libre o en vibración forzada sometida a cargas armónicas externas, con máximo dos 

grados de libertad dinámicos. 

Los programas en los que se apoya el estudiante para el aprendizaje de los temas impar-

tidos en el curso son las herramientas que se usan en la práctica profesional, las cuales no 

permiten observar el proceso de cálculo.  En estas herramientas el estudiante se limita a 

ingresar los parámetros de entrada de la estructura, algunas veces sin tener claridad total 

sobre ellos, y a interpretar los resultados, perdiendo de vista el detalle del procedimiento de 

cálculo. 
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De acuerdo con lo anterior, resulta adecuado contar con una herramienta computacional 

didáctica que sirva para estimular, complementar y profundizar en el aprendizaje del Análi-

sis Dinámico de Estructuras, de forma similar a como se ha hecho en otras asignaturas del 

programa de Maestría en Ingeniería – Estructuras de la Universidad Nacional de Colombia 

como Análisis Matricial Avanzado y Análisis Estructural por Elementos Finitos, donde se 

ha utilizado satisfactoriamente un programa didáctico a código abierto.   

Con la herramienta propuesta se espera que el estudiante (y en general el usuario) pue-

da profundizar en el planteamiento y la solución de problemas más avanzados que también 

se solucionan aplicando los conceptos de la dinámica estructural.  Por ejemplo, estructuras 

con excitación independiente en cada apoyo (multiple support excitation), estructuras aisla-

das en la base o estructuras con otros tipos de no linealidades (no linealidad debida a otros 

tipos de rótulas plásticas, no linealidad geométrica, etc). 

1.5. Metodología 

El desarrollo de esta tesis comienza por una revisión bibliográfica de los principios y de la 

formulación matemática de los métodos de análisis dinámico elástico e inelástico disponi-

bles en la bibliografía.  De igual forma se revisan los conceptos del método de los despla-

zamientos, también conocido como método de la rigidez, incluyendo las diferentes conside-

raciones especiales relacionadas con las deformaciones por cortante y las conexiones par-

cialmente rígidas a flexión en los extremos de los elementos.   

Se espera aprovechar las subrutinas que se encuentran construidas y documentadas en 

PEFiCA, y se construirán nuevas subrutinas necesarias para que el estudiante pueda realizar 

el análisis dinámico completo de cierto tipo de estructuras, conservando el enfoque didácti-

co de PEFiCA.  

Se complementan y documentan las subrutinas que no se hayan documentado en el ma-

nual original de PEFiCA y que pueden ser utilizadas en UNDIN.  También se hace una 

revisión sobre el tema de programación en Visual Basic para Aplicaciones (VBA), lenguaje 

base de PEFiCA. 

De forma paralela a la revisión bibliográfica se plantean e implementan los procedi-

mientos generales para realizar el análisis modal y para obtener la respuesta estructural uti-

lizando los métodos de análisis modal cronológico, análisis modal espectral y análisis di-

námico no lineal, métodos incluidos en el programa.  La programación de cada método se 

hace en el orden enunciado previamente y con la formulación general para estructuras es-

paciales, de forma que el mismo procedimiento funcione también para estructuras planas. 

El planteamiento e implementación de cada procedimiento principal incluye el plantea-

miento e implementación de las subrutinas correspondientes.  En cada caso se hace una 
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validación de los procedimientos programados mediante ejemplos numéricos que permitan 

comparar los resultados obtenidos con otros programas. 

Durante el proceso es necesario la construcción de subrutinas especiales para la crea-

ción de matrices auxiliares, las cuales facilitan la ejecución de las demás subrutinas de 

cálculo y del procedimiento principal. 

El marco teórico y la documentación del procedimiento principal y de todas las subruti-

nas se presenta en el documento final, lo cual permite que los futuros usuarios tengan acce-

so a la formulación matemática y a una descripción de los procedimientos programados en 

UNDIN.   

En el documento se incluyen ejemplos completos de estructuras planas y espaciales ana-

lizadas por cada uno de los métodos disponibles en el programa.  Cada ejemplo cuenta con 

una verificación de resultados mediante comparación con otros programas de análisis es-

tructural como SAP200 ©. 

1.6. Contenido de la Tesis 

La presente tesis esta dividida en 9 capítulos, el primero de ellos correspondiente a la intro-

ducción que se acaba de presentar. 

En el Capítulo 2 se presentan los conceptos de dinámica necesarios para plantear las 

ecuaciones que rigen el fenómeno físico de la acción del sismo sobre las estructuras.  Aquí 

se presentan los conceptos básicos de cinemática y cinética de cuerpos rígidos en el plano, 

en donde se describen las ecuaciones de movimiento de traslación y rotación de un cuerpo 

rígido basadas en la segunda ley de Newton del movimiento.  En este capitulo también se 

describe la forma en que se idealiza la masa, la rigidez y el amortiguamiento de la estructu-

ra tipo, y se especifican las componentes de aceleración de la base y los grados de libertad 

que se consideran para realizar el análisis dinámico.  Al final se plantea en forma matricial 

el sistema de ecuaciones simultáneas que rigen el movimiento de la estructura en cada ins-

tante de tiempo y se mencionan algunos de los métodos disponibles en la bibliografía para 

solucionar tal sistema de ecuaciones (y que se implementaron en UNDIN), dependiendo si 

se considera o no comportamiento inelástico. 

En la primera parte del Capítulo 3 se describe el significado y la formulación matemáti-

ca utilizada de las matrices de masa, rigidez, amortiguamiento y acciones externas equiva-

lentes a la aceleración de la base, que intervienen en el planteamiento y la solución del sis-

tema de ecuaciones diferenciales simultáneas por cualquiera de los métodos de analisis di-

námico elástico o inelástico.  En la segunda parte del capítulo se describe el concepto de 

modos de vibración natural y se describen dos de los métodos utilizados en la práctica para 

su obtención, el método directo y el método de Jacobi generalizado.  En esta parte también 
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se describe como se conforman las ecuaciones modales desacopladas aprovechando las 

propiedades de ortogonalidad de la matriz de modos de vibración natural, y se describen 

otras matrices de interés como la matriz de factores de participación y de masa modal efec-

tiva. 

En el Capítulo 4 se describe la formulación matemática del método de análisis modal 

cronológico que permite calcular la respuesta de la estructura en cada instante de tiempo 

cuando esta se somete a una o varias componentes de aceleración en la base.  Asimismo se 

presenta la formulación matemática del metodo de análisis modal espectral, que permite 

estimar la respuesta máxima probable de una estructura, también sometida a una o varias 

componentes de aceleración de la base, pero a partir de un espectro de pseudo – acelera-

ciones.  Estos dos métodos están restringidos a sistemas elásticos y con amortiguamiento 

clásico, se basan en el desacople de las ecuaciones de movimiento descrito en el Capítulo 3 

y fueron implementados en UNDIN.  Además, se describe la forma de calcular algunos de 

los parámetros más relevantes de respuesta de la estructura al utilizar cada uno de los méto-

dos, tales como desplazamientos, derivas, cortantes de piso, acciones internas, etc. 

En el Capítulo 5 se presenta una formulación matemática y el procedimiento correspon-

diente para el análisis dinámico de una estructura sometida a una o varias componentes de 

aceleración de la base, considerando la formación de rótulas plásticas a flexión en los ex-

tremos de los elementos.  Especificamente se describe la forma de realizar el análisis para 

las cargas iniciales, presentes antes de la acción de la aceleración de la base, la forma en 

que se utiliza el modelo de Bouc – Wen para representar la relación momento – rotación de 

los resortes rotacionales no lineales utilizados para idealizar las rótulas plásticas y se des-

cribe la formulación matemática de la familia de métodos de Newmark junto con el método 

de Newton – Raphson modificado.  Respecto a este último, se detalla el cálculo del incre-

mento de las acciones estáticas equivalentes trasladadas a los centros de masa a partir del 

incremento en los desplazamientos de estos mismos puntos, lo cual involucra relacionar el 

efecto de las rótulas plásticas en el equilibrio y la compatibilidad de desplazamientos en 

cada instante de tiempo.  Asimismo se describe la forma de calcular los desplazamientos de 

los centros de masa y de los nudos, las derivas, los cortantes de piso, las acciones internas 

en los elementos, entre otros parámetros. 

En el Capítulo 6 se describe la estructura general del programa desarrollado, se muestra 

la forma en que se encuentra organizado y cómo acceder al código principal y a las subruti-

nas.  Posteriormente se describe con mayor profundidad cada una de las etapas de cálculo 

de la subrutina principal, las cuales incluyen la declaración de variables, la lectura de los 

datos de entrada (escalares y matrices), la creación de matrices auxiliares, el cálculo de las 

matrices de masa, rigidez y amortiguamiento, de modos de vibración, de factores de parti-

cipación y de masa modal efectiva (entre otras), la ejecución del análisis modal cronológi-

co, del análisis modal espectral o del análisis dinámico inelástico de la estructura, y final-

mente la escritura y el almacenamiento de los resultados. 
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En el Capítulo 7 se describe cada una de las subrutinas específicas desarrolladas, dife-

rentes a la subrutina principal y a las existentes en PEFiCA.  Para cada subrutina se men-

ciona la tarea que realiza dentro del procedimiento principal, se indican los parámetros de 

entrada y de salida involucrados y se describe brevemente el proceso interno que se lleva a 

cabo durante su ejecución. 

En el Capítulo 8 se presentan los resultados del análisis dinámico de varios pórticos 

planos y espaciales, llevados a cabo utilizando los diferentes métodos implementados en 

UNDIN.  En cada caso se presenta una descripción de la estructura y de los parámetros de 

análisis, una descripción de los datos de entrada requeridos por el programa, coordinados 

con los parámetros de análisis, y la interpretación de los resultados.  Estos resultados fueron 

comparados y validados realizando el mismo análisis con el programa de análisis estructu-

ral SAP2000©. 

Finalmente en el Capítulo 9 se presentan las conclusiones y las recomendaciones deri-

vadas de la ejecución de esta tesis, relacionadas con la finalidad, las capacidades, las limi-

taciones y las posibilidades de nuevas implementaciones dentro del programa. 
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Capítulo 2                                                                                                                                                                

Aplicación de la dinámica al análisis 

sísmico de estructuras 

En el presente capítulo se describe el problema estudiado en esta tesis, el cual consiste en 

predecir la respuesta de una estructura plana o espacial sometida a una o varias componen-

tes de aceleración de la base, iguales en todos los apoyos.  La idealización analítica de la 

estructura (Spinel, 1993) consiste en un conjunto de cuerpos rígidos denominados diafrag-

mas, vinculados a la estructura a través de los nudos.  Los elementos estructurales son fle-

xibles y experimentan comportamiento elástico o inelástico dependiendo si se considera o 

no la presencia de rótulas plásticas. 

Inicialmente se presentan algunos conceptos básicos relacionados con la cinemática y la  

cinética de cuerpos rígidos en el plano, mostrando la procedencia de las ecuaciones de mo-

vimiento de los diafragmas rígidos.  Posteriormente se describe la forma en que se idealiza 

la distribución de la masa y la rigidez de la estructura, y se indican los grados de libertad y 

las componentes de aceleración de la base que se consideran en el análisis dinámico.  

En cuanto a la idealización matemática (Spinel, 1993) se describe la forma como se 

plantea la Ecuación de Movimiento, también conocida como Ecuación de Equilibrio Diná-

mico, considerando las fuerzas y momentos que actúan en cada diafragma rígido y las com-

ponentes de aceleración de la base.  Finalmente se mencionan los métodos de análisis di-

námico que permiten la solución de la ecuación de movimiento para los casos lineal y no 

lineal.  Estos métodos se describen con mayor detalle en los capítulos posteriores. 

2.1. Cinemática de cuerpos rígidos en el plano 

La cinemática es la rama de la dinámica que estudia la geometría del movimiento de los 

cuerpos sin tener en cuenta las causas que lo provocan (Hibbeler, 2010).  La cinemática en 
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el plano se refiere específicamente a los cuerpos cuyas partículas se desplazan a lo largo de 

trayectorias rectilíneas o curvilíneas equidistantes de un plano fijo. 

Existen tres tipos de movimiento que experimenta un cuerpo rígido en el plano, estos 

son traslación, rotación alrededor de un eje fijo y movimiento plano general.  Para su des-

cripción se utilizan las siguientes relaciones cinemáticas entre los vectores de posición  ⃗, 

velocidad  ⃗ y aceleración  ⃗: 

 ⃗  
  ⃗

  
  ⃗  

  ⃗

  
 ( . ) 

2.1.1. Traslación 

La traslación ocurre cuando una línea recta que une dos puntos cualesquiera en el cuerpo 

permanece paralela a su orientación original durante todo el movimiento (Hibbeler, 2010). 

Cuando las trayectorias de los dos puntos de referencia son líneas rectas paralelas el 

movimiento es rectilíneo, mientras que sí las trayectorias son curvas equidistantes el mo-

vimiento de traslación es curvilíneo.  La Figura  .  muestra un cuerpo rígido que experi-

menta traslación rectilínea y curvilínea. 

 

Figura  . .  Movimiento de traslación rectilínea y curvilínea (Hibbeler, 2010) 

La forma en que se describe este tipo de movimiento a través de las cantidades cinemá-

ticas de posición, velocidad y aceleración se muestra a continuación.  Considerando el 

cuerpo rígido de la Figura  .  sobre el que se han seleccionado dos puntos de referencia 

denominados A y B. 

 

Figura  . .  Cuerpo rígido con movimiento de traslación (Hibbeler, 2010) 
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La posición absoluta de los puntos A y B la representan los vectores  ⃗  y  ⃗ , medidas 

desde el origen o del sistema de coordenadas fijo   .  La posición del punto B también se 

puede medir desde el punto A utilizando un sistema de coordenadas auxiliar      cuyo ori-

gen está en A y que se traslada con el cuerpo, manteniéndose siempre paralelo al sistema 

  .  A la posición de B respecto a A  ⃗  ⁄  se le denomina posición relativa, ya que esta me-

dida respecto a un sistema de coordenadas en movimiento. 

Los vectores  ⃗ ,  ⃗  y  ⃗  ⁄  cumplen la siguiente igualdad: 

 ⃗   ⃗   ⃗  ⁄  ( . ) 

Si cada término de la anterior ecuación se deriva respecto al tiempo, teniendo en cuenta 

que  ⃗    ⃗   ⁄ , se llega a la siguiente ecuación de velocidades: 

 ⃗   ⃗   ⃗  ⁄  ( . ) 

Donde  ⃗  y  ⃗  son las velocidades absolutas de los puntos A y B, y  ⃗  ⁄  es la velocidad 

relativa de B respecto a A.  Esta última es cero ya que ni la magnitud ni la orientación del 

vector  ⃗  ⁄  cambian en el tiempo.  Por lo tanto: 

 ⃗   ⃗  ( . ) 

Derivando la Ecuación ( . ) respecto al tiempo, teniendo en cuenta que  ⃗    ⃗   ⁄ , se 

llega a la siguiente ecuación de aceleraciones: 

 ⃗   ⃗  ( . ) 

Las ecuaciones ( . ) y ( . ) indican que en un cuerpo rígido con movimiento de trasla-

ción todos los puntos se mueven con la misma velocidad y con la misma aceleración.  

2.1.2. Rotación alrededor a un eje fijo 

Cuando un cuerpo rígido gira alrededor de un eje fijo, todas sus partículas, excepto las que 

quedan sobre el eje de rotación, describen trayectorias circulares equidistantes a un plano 

normal al eje de rotación (Figura  . ). 

 

Figura  . .  Cuerpo rígido con rotación alrededor de un eje fijo (Hibbeler, 2010) 
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Dado que un punto no tiene dimensiones, tampoco tiene movimiento angular.  Solamen-

te las líneas y los cuerpos experimentan movimiento angular (Hibbeler, 2010).  A continua-

ción se describe el movimiento angular de la línea   del cuerpo de la Figura  . .  La línea 

está localizada en un plano ortogonal al eje de rotación del cuerpo. 

 

Figura  . .  Cuerpo rígido con rotación alrededor de un eje fijo (Hibbeler, 2010) 

La posición angular de la línea   esta dada por el ángulo   medido desde una línea de 

referencia fija hasta  .  El desplazamiento angular representa el cambio en la posición an-

gular y está dado por el vector   ⃗, cuya magnitud es    y su dirección va a lo largo del eje 

de rotación.  Esta se determina aplicando la regla de la mano derecha. 

La velocidad angular  ⃗⃗⃗, medida en     ⁄ , es por definición el cambio de la posición 

angular respecto al tiempo: 

 ⃗⃗⃗  
  ⃗

  
 ( . ) 

La aceleración angular  ⃗, medida en      ⁄  es por definición el cambio de la veloci-

dad angular respecto al tiempo: 

 ⃗  
  ⃗⃗⃗

  
 
   ⃗

   
 ( . ) 

Las direcciones de los vectores  ⃗⃗⃗ y  ⃗ también van a lo largo del eje de rotación, pero su 

sentido depende de si  ⃗ y  ⃗⃗⃗ crecen o decrecen. 

El movimiento de cualquier punto   localizado dentro del cuerpo se describe a partir de 

las cantidades  ⃗⃗⃗ y  ⃗ como se indica a continuación.   

Según la Figura  .  a medida que el cuerpo gira, el punto   sigue una trayectoria circu-

lar de radio   y centro en  .  La posición de   esta dada por el vector  ⃗ que va de   a  .  
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Cuando el cuerpo gira un ángulo   , el punto se desplaza una cantidad        siendo   

la magnitud del vector  ⃗. 

 

Figura  . .  Movimiento del punto P (Hibbeler, 2010) 

La magnitud de la velocidad instantánea de   estará dada por la siguiente expresión: 

  
  

  
 
 (   )

  
    ( . ) 

El vector de velocidad es tangente a la trayectoria circular del punto  .  Si se conoce la 

velocidad angular  ⃗⃗⃗, el vector  ⃗ se obtiene con el siguiente producto vectorial: 

 ⃗   ⃗⃗⃗   ⃗ ( . ) 

Al utilizar componentes normal y tangencial, el vector  ⃗ de aceleración instantánea de 

  se descompone en dos componentes ortogonales, una componente  ⃗  tangencial a la tra-

yectoria, y una componente  ⃗  normal a la trayectoria y que apunta hacia el centro del 

círculo de radio  .  Las magnitudes de  ⃗  y  ⃗  están dadas por las siguientes expresiones: 

   
  

  
 
 (  )

  
       

  

 
 
(  ) 

 
     ( .  ) 

El vector  ⃗ de aceleración del punto  , que equivale a la derivada de la velocidad res-

pecto al tiempo, también se obtiene con la siguiente expresión vectorial: 

 ⃗  
  ⃗

  
 
 ( ⃗⃗⃗   ⃗)

  
 
  ⃗⃗⃗

  
  ⃗   ⃗⃗⃗  

  ⃗

  
 ( .  ) 

La cual se simplifica a la siguiente expresión: 

 ⃗   ⃗   ⃗   ⃗   ⃗   
  ⃗ ( .  ) 

En la expresión ( .  ) el término  ⃗   ⃗ corresponde a la componente de aceleración en 

dirección tangencial  ⃗  y el término     ⃗ a la componente de aceleración en dirección 

normal  ⃗ . 
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2.1.3. Movimiento plano general 

El movimiento plano general es una combinación de los movimientos de traslación y rota-

ción respecto a un eje.  La traslación se presenta en un plano de referencia y la rotación 

respecto a un eje ortogonal al plano de referencia.  Las trayectorias de los puntos dentro de 

un cuerpo con movimiento plano general dejan de ser equidistantes o circulares como en 

los otros tipos de movimiento.  La Figura  .  muestra un cuerpo rígido con movimiento 

plano general. 

 

Figura  . .  Movimiento plano general (Hibbeler, 2010) 

El análisis de movimiento relativo se utiliza para describir el movimiento plano general 

de un cuerpo, entendiéndolo como la combinación de los movimientos básicos de traslación 

y rotación.  En este tipo de análisis se utilizan dos sistemas de referencia semejantes a los 

que se utilizaron en la descripción del movimiento de traslación.  El sistema    esta fijo y 

mide la posición absoluta de cualquier punto en el cuerpo.  El sistema auxiliar      tiene 

como origen un punto dentro del elemento, denominado punto base, y por lo tanto es móvil, 

aunque permanece siempre paralelo al sistema    fijo. 

La Figura  .  muestra los sistemas de coordenadas    y      utilizados para describir el 

movimiento de una barra rígida, sobre la cual se han escogido los puntos de referencia A y 

B.  El sistema de coordenadas      tiene como origen el punto A. 

 

Figura  . .  Posiciones absolutas y relativas (Hibbeler, 2010) 
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Como en el movimiento de traslación, los vectores  ⃗  y  ⃗  miden las posiciones absolu-

tas de los puntos A y B, mientras que el vector  ⃗    mide la posición relativa de B respecto 

al punto base A, y nuevamente los tres vectores se relacionan mediante la expresión 

 ⃗   ⃗   ⃗    (Ecuación ( . )). 

Cuando la barra se mueve durante un intervalo de tiempo diferencial   , los puntos A y 

B experimentan los desplazamientos   ⃗  y   ⃗  como se muestra en la Figura  . .  El mo-

vimiento de la barra se descompone en un movimiento de traslación, en el que todos los 

puntos experimentan el mismo desplazamiento   ⃗ , y en un posterior movimiento de rota-

ción respecto a un eje ortogonal al plano y que pasa el punto base A.    

Durante la traslación el punto A llega a su posición final, mientras que el punto B pasa a 

una posición intermedia B’.  En la segunda etapa, en la que todo el cuerpo gira respecto al 

punto A un ángulo   , el punto B experimenta un desplazamiento adicional desde B’ hasta 

B denominado    ⃗   . 

 

Figura  . .  Componentes de traslación y rotación del movimiento plano general (Hibbeler, 2010) 

En la misma figura se observa que los desplazamientos   ⃗ ,   ⃗  y   ⃗    están relacio-

nados por la siguiente expresión vectorial: 

  ⃗    ⃗    ⃗    ( .  ) 

Si cada término de la anterior expresión se deriva respecto al tiempo, se llega a la si-

guiente ecuación de velocidades: 

 ⃗   ⃗   ⃗    ( .  ) 

donde  ⃗  y  ⃗  son las velocidades absolutas de los puntos A y B, mientras que  ⃗    es 

la velocidad relativa del punto B, medida por un observador parado en A.  Cuando el cuerpo 

gira el ángulo    respecto al punto A, lo hace con una velocidad angular  ⃗⃗⃗. 

En la segunda etapa del movimiento, en la que el cuerpo gira respecto a un eje fijo en A, 

el punto B sigue una trayectoria circular.  De acuerdo con la Ecuación ( . ), la velocidad 

 ⃗    equivale al producto vectorial  ⃗⃗⃗   ⃗   .  Reemplazando esta expresión para  ⃗    se 
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llega a la Ecuación ( .  ) que relaciona las velocidades absolutas de dos puntos dentro del 

cuerpo con la velocidad angular del mismo cuerpo: 

 ⃗   ⃗   ⃗⃗⃗   ⃗    ( .  ) 

Derivando la Ecuación ( .  ) respecto al tiempo, se obtiene una expresión vectorial que 

relaciona las aceleraciones de los puntos A y B dentro del cuerpo rígido: 

 ⃗   ⃗   ⃗    ( .  ) 

donde  ⃗  y  ⃗  son las aceleraciones absolutas de los puntos A y B, mientras que  ⃗    es 

la aceleración relativa del punto B respecto al punto A, esta última producida por la trayec-

toria circular que experimenta B respecto al punto A. 

La aceleración  ⃗    posee dos componentes ortogonales, una componente tangencial a 

la trayectoria circular denominada ( ⃗   )  y una componente normal a la trayectoria y que 

apunta hacia el centro de curvatura (punto A) denominada ( ⃗   ) .  Por lo tanto: 

 ⃗   ⃗  ( ⃗   ) 
 ( ⃗   ) 

 ( .  ) 

En la Ecuación ( .  ) se indicó que la aceleración de un punto P localizado dentro del 

cuerpo se evalúa con la expresión  ⃗   ⃗   ⃗   ⃗   ⃗   
  ⃗, donde  ⃗ es la aceleración 

angular del cuerpo rígido,  ⃗ es el vector de posición que va de O a P y   es la magnitud del 

vector de velocidad angular  ⃗⃗⃗ del cuerpo.  En este caso  ⃗ coincide con la aceleración  ⃗    

y  ⃗ corresponde al vector  ⃗   .  Por lo tanto al reemplazar ( ⃗   ) 
 ( ⃗   ) 

 en la Ecua-

ción ( .  ): 

 ⃗   ⃗   ⃗     ⃗   ⃗⃗⃗   ⃗⃗     
  ⃗⃗    ( .  ) 

La anterior ecuación relaciona las aceleraciones absolutas de dos puntos cualquiera den-

tro de un cuerpo rígido, con la velocidad y la aceleración angular del mismo cuerpo.  Poste-

riormente, en la parte de cinética de cuerpos rígidos en el plano, se utiliza en la deducción 

de la ecuación de movimiento de rotación. 

2.2. Cinética de cuerpos rígidos en el plano 

La cinética es la rama de la dinámica que estudia las causas del movimiento, el cual es pro-

vocado por las fuerzas y los momentos externos que actúan sobre una partícula o cuerpo.  

Esta rama tiene como base la segunda ley de Newton del movimiento. 
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A continuación se indica la forma en que la segunda ley de Newton se utiliza para des-

cribir el movimiento plano general de un cuerpo rígido sometido a un conjunto determinado 

de acciones externas. 

2.2.1. Segunda ley de Newton 

La segunda ley de Newton del movimiento establece que si sobre una partícula actúa una 

fuerza desbalanceada, el cuerpo experimentará una aceleración proporcional a su masa, en 

la misma dirección de la fuerza desbalanceada (Hibbeler, 2010).  La segunda ley de New-

ton no es demostrable, pero puede verificarse experimentalmente aplicando una fuerza a 

una partícula y midiendo su aceleración.  La relación entre la fuerza aplicada   y la acele-

ración medida   es constante y corresponde a la masa   de la partícula, es decir     ⁄ .  

La masa es una medida de la oposición de la partícula a ser acelerada o desacelerada. 

Dado que en realidad la fuerza y la aceleración son vectores, la segunda ley de Newton 

es la siguiente: 

 ⃗    ⃗ ( .  ) 

Si actúa más de una fuerza sobre la partícula, la fuerza desbalanceada (o resultante) se 

calcula como la suma vectorial   ⃗ de todas las fuerzas externas que actúan sobre la partícu-

la.  En este caso la segunda ley de Newton se escribe como se muestra a continuación: 

  ⃗    ⃗ ( .  ) 

La Figura  .  muestra una interpretación física de la Ecuación ( .  ).  En ella se mues-

tran las fuerzas  ⃗  y  ⃗  que actúan sobre una partícula, cuya resultante, el vector   ⃗, es 

diferente de cero y por lo tanto tiene la misma magnitud, dirección y sentido del vector   ⃗. 

 

Figura  . .  Significado de la segunda ley de Newton del movimiento (Hibbeler,     ) 

Cuando se aplica la segunda ley de Newton la aceleración debe medirse respecto a un 

marco de referencia inercial o Newtoniano, que este fijo o se traslade a velocidad constante 

para que la medición de la aceleración sea la misma en cualquier marco de referencia 

(Hibbeler, 2010).  Por lo tanto  ⃗ es una cantidad vectorial absoluta. 
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2.2.2. Ecuación de movimiento de un sistema de partículas 

La segunda ley de Newton también se utiliza para estudiar el movimiento de un conjunto de 

partículas conectadas o no, aisladas dentro de una región cerrada.  En la Figura  .   se 

muestra un sistema de partículas cuyo centro de gravedad o centro de masa está localizado 

en el punto  .  El vector  ⃗  indica la posición de G mientras que el vector  ⃗  indica la posi-

ción de la partícula  , posiciones medidas respecto a un sistema de coordenadas     fijo. 

 

Figura  .  .  Ecuación de movimiento aplicada a un sistema de partículas (Hibbeler, 2010) 

En un instante de tiempo determinado, sobre la partícula   actúan las fuerzas resultantes 

 ⃗  y  ⃗  que representan respectivamente el efecto de la interacción de la partícula con el 

entorno y con las demás partículas del sistema.  Si se aplica la segunda ley de Newton so-

lamente a la partícula  , se tiene lo siguiente: 

 ⃗   ⃗     ⃗  ( .  ) 

Al aplicar la misma ley a las demás partículas del sistema, sumar y simplificar, se llega 

a la siguiente expresión: 

  ⃗    ⃗      ⃗  ( .  ) 

donde   ⃗  corresponde a la suma de todas las fuerzas externas que actúan sobre el sis-

tema y   ⃗  es la suma de las fuerzas internas, la cual es igual a cero ya que las fuerzas inter-

nas entre dos partículas se presentan en pares colineales iguales pero opuestos, por lo que se 

terminan anulando. 

Partiendo de la expresión ( .  ) que permite obtener la posición del centro de gravedad 

G de sistema de partículas, en la que   es la masa total del sistema y  ⃗  es el vector de po-

sición del centro de gravedad, como se indica en la Figura  .  : 

    ⃗    ⃗  ( .  ) 

Si ésta se deriva dos veces respecto al tiempo, teniendo en cuenta que  ⃗     ⃗    ⁄  y 

que   y    son constantes, se llega a la siguiente expresión: 

    ⃗    ⃗  ( .  ) 
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Donde  ⃗  es el vector de aceleración del centro de masa del sistema.  Si la Ecuación 

( .  ) se reemplaza en la Ecuación ( .  ) y como las únicas fuerzas que intervienen en la 

sumatoria son las fuerzas externas, ahora denominadas   ⃗, la expresión ( .  ) queda: 

  ⃗    ⃗  ( .  ) 

La ecuación anterior indica que la fuerza externa resultante   ⃗ que actúa sobre un sis-

tema de partículas, es igual al producto de la masa total del sistema   y  de la aceleración 

absoluta del centro de masa  ⃗ . Esta expresión también se utiliza para describir el movi-

miento de traslación de un cuerpo rígido, asemejando el cuerpo a una sola partícula. 

2.2.3. Momento de inercia de masa.  Teorema de los ejes paralelos 

A continuación se describe el concepto de momento de inercia de masa y se menciona bre-

vemente el teorema de ejes paralelos, que relaciona los momentos de inercia de masa calcu-

lados respecto a un eje centroidal y a un eje paralelo.  El momento de inercia y el teorema 

de ejes paralelos se utilizan en la deducción y en la aplicación de la ecuación de movimien-

to de rotación como se describe más adelante.  

El momento de inercia de masa   es una cantidad que se calcula como la integral del se-

gundo momento alrededor de un eje, de todos los elementos de masa    que componen el 

cuerpo. 

  ∫     
 

 ( .  ) 

El brazo   asociado al momento es la distancia perpendicular desde el elemento de masa 

   hasta el eje respecto al cual se calcula la integral, como lo muestra la Figura  .  . 

 

Figura  .  .  Definición de momento de inercia de masa (Hibbeler, 2010) 

El momento de inercia mide la resistencia del cuerpo a la aceleración angular (Hibbeler, 

    ) así como la masa mide la inercia del cuerpo a la aceleración (Clough & Penzien, 

    ; Chopra, 2001; García, 1998; Hibbeler, 2010). 

El teorema de ejes paralelos relaciona los momentos de inercia de masa de un cuerpo, 

calculados respecto a un eje centroidal y respecto a un eje paralelo.  La expresión básica del 

teorema es la siguiente: 
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  ( .  ) 

donde    es el momento de inercia de masa calculado respecto a un eje centroidal,   es 

el momento de inercia de masa calculado respecto a un eje paralelo al eje centroidal,   es 

la masa total del cuerpo y   es la distancia perpendicular entre los ejes centroidal y parale-

lo.  Dado que el producto     siempre es positivo, el momento de inercia de masa respecto 

a un eje centroidal siempre es el menor momento de inercia que posee un cuerpo. 

2.2.4. Ecuaciones de movimiento de traslación y rotación 

La Ecuación ( .  ) de movimiento de traslación puede aplicarse a un cuerpo rígido repre-

sentado como una partícula única, sometida a un sistema de fuerzas externas cuya resultan-

te es   ⃗ y cuyo centro de gravedad o de masa se acelera una cantidad  ⃗ . 

Para un cuerpo que se mueve en el plano   , esta ecuación vectorial se divide en dos 

ecuaciones escalares independientes como las siguientes: 

     (  )       (  )  ( .  ) 

A continuación se muestra la deducción de la ecuación de movimiento de rotación de un 

cuerpo rígido aplicando la segunda ley de Newton a cada partícula del cuerpo. 

En la Figura  .   se muestra un cuerpo rígido referido a un sistema de coordenadas    

cuyo origen está en el punto  .  En la figura se indican las fuerzas resultantes externa e in-

terna  ⃗  y  ⃗  que actúan sobre la partícula  , y el vector  ⃗ que indica la posición de la misma 

partícula. 

 

Figura  .  .  Diagrama de cuerpo libre de una de las partículas de un cuerpo rígido (Hibbeler, 2010) 

Partiendo de la segunda ley de Newton aplicada a la partícula  , la cual se acelera una 

cantidad  ⃗ : 

 ⃗   ⃗     ⃗  ( .  ) 
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El momento ( ⃗⃗⃗ )  que producen las fuerzas  ⃗  y  ⃗  respecto a un eje ortogonal al plano 

del movimiento y que pasa por el punto P sería el siguiente: 

( ⃗⃗⃗ )   ⃗  ( ⃗   ⃗ )    
( ⃗   ⃗ ) ( .  ) 

La aceleración  ⃗  se expresa en función de la aceleración del punto    ⃗ , utilizando la 

Ecuación  ⃗   ⃗   ⃗   ⃗   
  ⃗, en la que   y  ⃗ son la velocidad y la aceleración angular 

del cuerpo: 

( ⃗⃗⃗ )     ⃗  
( ⃗   ⃗   ⃗   

  ⃗) ( .  ) 

Los vectores  ⃗,  ⃗  y  ⃗ escritos en componentes rectangulares son los siguientes: 

 ⃗    ⃗    ⃗  ⃗  (  )  ⃗  (  )  ⃗  ⃗    ⃗⃗ ( .  ) 

Sustituyendo las ecuaciones ( .  ) en la Ecuación ( .  ) se obtiene: 

( ⃗⃗⃗ )  
(  )  ⃗⃗    ( (  )   (  )    

 ) ⃗⃗ ( .  ) 

El momento (  )  es producido solamente por las fuerzas que actúan sobre la partícula 

  del cuerpo.  Al calcular los momentos producidos por las fuerzas que actúan sobre las 

demás partículas del cuerpo y sumar, lo que equivale a calcular una integral en la que 

     , se obtiene el momento total   ⃗⃗⃗  producido por las fuerzas externas aplicadas al 

cuerpo (las fuerzas internas producen un momento total igual a cero).  La ecuación de la 

magnitud del momento resultante     es la siguiente: 

     (  ) ∫    (  ) ∫     ∫ 
    ( .  ) 

Dado que la integral ∫      corresponde a   , momento de inercia de masa del cuerpo 

respecto al eje paralelo a   y que pasa por  , y utilizando las ecuaciones que permiten cal-

cular las coordenadas  ̅  ̅ del centro de masas del cuerpo, las cuales se muestran a conti-

nuación: 

∫     ̅  ∫     ̅  ( .  ) 

Al reemplazar las integrales que aparecen en la Ecuación ( .  ) por expresiones más 

sencillas, la expresión del momento resultante se simplifica a: 

      ̅ (  )   ̅ (  )      ( .  ) 
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Cuando el punto   coincide con el punto  , es decir, cuando el origen del sistema de 

coordenadas se coloca en el punto  , de forma que  ̅ e  ̅ sean cero, la ecuación de momen-

to resultante o ecuación de movimiento de rotación, es: 

         ( .  ) 

Esta última establece que el momento resultante    , producido por las fuerzas exter-

nas y calculado respecto al centro de masa del cuerpo, es igual al momento de inercia de 

masa    calculado respecto a un eje que pase por G, multiplicado por la aceleración angular 

absoluta   del cuerpo. 

La Ecuación ( .  ) queda en función de la aceleración del centro de masa  ⃗  y del mo-

mento de inercia calculado respecto a un eje que pase por el centro de masa   , al utilizar la 

Ecuación ( .  ) para relacionar  ⃗  con  ⃗  y el teorema de ejes paralelos para relacionar     

con   : 

          
   ⃗   ⃗   ⃗   ⃗   

  ⃗  ( .  ) 

En las anteriores expresiones  ⃗   ̅ ⃗   ̅ ⃗ y   
   ̅   ̅ .  Al realizar las sustitucio-

nes respectivas y simplificar, la Ecuación ( .  ) toma la siguiente forma: 

      ̅ (  )   ̅ (  )      ( .  ) 

En la anterior expresión (  )  y (  )  son las componentes en x e y de la aceleración 

del centro de masa.  Nuevamente si     se llega a la Ecuación ( .  ). 

En resumen, las tres ecuaciones escalares de ( .  ) describen el movimiento plano ge-

neral de un cuerpo rígido restringido a moverse en el plano    y a rotar respecto al eje  , 

sometido a un conjunto de fuerzas y momentos externos como el de la Figura  .  . 

     (  )  

     (  )  

        

( .  ) 

 

Figura  .  .  Aplicación de las ecuaciones de movimiento a un cuerpo rígido (Hibbeler, 2010) 
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2.3. Idealización de la estructura y aceleración de la base 

En esta sección se describe la forma como se idealizan las estructuras estudiadas en la tesis 

en términos de la masa, la rigidez y las restricciones geométricas.  Se describen y justifican 

los grados de libertad y las componentes de aceleración de la base que se consideran en el 

análisis dinámico, dependiendo si se trata de una estructura plana o espacial. 

2.3.1. Idealización de la estructura 

Las estructuras hacia las que se enfoca UNDIN corresponden a edificios cuyo sistema es-

tructural principal, resistente a fuerzas laterales, es de tipo pórtico plano o espacial, com-

puesta por barras prismáticas con secciones de doble simetría, conectadas entre sí mediante 

conexiones total o parcialmente rígidas en los extremos, y con parte de los desplazamientos 

de los nudos restringidos para garantizar la estabilidad del sistema ante cargas gravitaciona-

les y horizontales.  La rigidez de la estructura se obtiene a partir de las propiedades de cada 

elemento relacionadas con el tipo de material, la longitud, la geometría de la sección trans-

versal y la rigidez de las conexiones. 

Para simplificar el análisis se asume que la totalidad de la masa, la cual incluye la masa 

propia de las placas de entrepiso de los elementos de la estructura principal, así como la 

masa de los acabados y de los muros divisorios y de fachada, se encuentra concentrada en 

los niveles de entrepiso y de cubierta.  Esta suposición es válida para el tipo de estructuras 

estudiadas en esta tesis, en las cuales las columnas corresponden a elementos cuya masa es 

significativamente menor en relación a la masa concentrada en los niveles de piso. 

Una gran simplificación consiste en asumir que en cada nivel de piso existe un diafrag-

ma rígido (Chopra, 2001; García, 1998; Linero, 2012; Wilson, 2002) que asocia parcial-

mente el movimiento de los nudos de la estructura.  El diafragma rígido corresponde a un 

cuerpo indeformable en el plano horizontal, pero deformable en dirección ortogonal.  Esta 

suposición es válida para edificios en los que en cada nivel de piso se cuenta con una placa 

de concreto o de un material de rigidez similar, la cual hace que los nudos localizados al 

mismo nivel experimenten movimiento de cuerpo rígido (traslación y rotación) en el plano 

horizontal.  Sin embargo el movimiento de los nudos en direcciones ortogonales al plano 

horizontal es independiente del movimiento de los diafragmas rígidos. 

Las simplificaciones impuestas previamente, relacionadas con la concentración de la 

masa y la existencia de un diafragma rígido en cada nivel de entrepiso y de cubierta, hacen 

que este tipo de estructuras puedan entenderse como un conjunto de cuerpos rígidos en cada 

plano horizontal, vinculados entre sí mediante elementos flexibles.  Cada cuerpo o diafrag-

ma rígido posee una masa y un centro de gravedad o centro de masa definido, y cada ele-

mento flexible corresponde a cada elemento de la estructura principal como vigas, colum-

nas, riostras, etc., los cuales se asumen de masa despreciable pero con una rigidez definida. 
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Aunque físicamente es imposible concentrar la masa de un cuerpo en un solo punto, da-

do que la masa se encuentra distribuida en la totalidad del cuerpo, para el análisis suele 

llamarse a estos sistemas como de masa concentrada (Clough & Penzien, 1995; Chopra, 

    ; García, 1998) y se suele afirmar que la masa de cada diafragma se “concentra” en el 

respectivo centro de masa.  Esta afirmación está relacionada con la selección del centro de 

masa para plantear las ecuaciones que describen el movimiento de cada diafragma, las cua-

les dependen de la masa y del momento de inercia respecto al centro de masa del respectivo 

diafragma. 

Estas simplificaciones permiten reducir el número de grados de libertad dinámicos, y 

por lo tanto, el número de ecuaciones de movimiento que deben resolverse de forma simul-

tánea para obtener la respuesta de la estructura. 

El programa desarrollado en esta tesis no permite considerar en forma general sistemas 

compuestos por muros estructurales para los que se requieren consideraciones adicionales 

para realizar una idealización más precisa de la rigidez y de la masa.  Tampoco permite 

considerar estructuras tales como puentes de gran longitud en los que la suposición de dia-

fragma rígido al nivel del tablero no es válida, por lo que en estos casos la distribución de 

masa debe ser menos simplificada, siendo mejor idealizar la estructura como un sistema de 

masa consistente (García, 1998). 

2.3.2. Grados de libertad dinámicos y grados de libertad estáticos 

El número de posibles desplazamientos independientes necesarios para definir la posición 

de todas las masas de la estructura respecto a su posición de equilibrio, corresponde al nú-

mero total de grados de libertad dinámicos de la estructura (Chopra, 2001). 

En el análisis dinámico se supone que cada diafragma experimenta un movimiento 

plano general (traslación y rotación simultáneas) en el plano horizontal, de forma que este 

se traslada en el plano    y gira respecto al eje  , asumiendo un sistema de coordenadas 

global en el que el eje   es vertical y los ejes   e   están en el plano horizontal.   

El movimiento plano general de cada diafragma se describe completamente conociendo 

el movimiento de traslación de un punto fijo y la rotación de una línea de referencia fija en 

el cuerpo (Hibbeler, 2010).  Los desplazamientos del punto fijo y la rotación de la línea de 

referencia fija, que equivale a la rotación del diafragma, se denominan grados de libertad 

del diafragma. 

Los grados de libertad del diafragma   para el análisis dinámico de un pórtico espacial 

corresponden a los desplazamientos en   e   del centro de masa (  ) 
( )

, (  ) 
( )

 y a la rota-

ción en   (  ) 
( )

.  En particular un pórtico plano representado en el plano   , los grados de 

libertad dinámicos corresponden a los desplazamientos de los centros de masa de cada dia-

fragma (  ) 
( )

en dirección  . 
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Los grados de libertad dinámicos se denominan en el documento desplazamientos de 

centros de masa, haciendo referencia en el caso plano a los desplazamientos (  ) 
( )

 y en el 

caso espacial a los desplazamientos (  ) 
( )

 y (  ) 
( )

 y a la rotación  (  ) 
( )

.  La Figura 

 .   muestra los grados de libertad de un diafragma perteneciente a un pórtico plano y a un 

pórtico espacial. 

 

Figura  .  .  Grados de libertad de un diafragma de un pórtico plano y de un pórtico espacial 

Un pórtico plano con un diafragma por piso posee un número de grados de libertad que 

coincide con el número de diafragmas, puesto que cada uno de ellos posee un solo grado de 

libertad dinámico.  De forma similar, un pórtico espacial posee un número total de grados 

de libertad dinámicos igual a tres veces el número diafragmas rígidos. 

Aunque se había podido seleccionar cualquier otro punto dentro de cada diafragma para 

escoger los grados de libertad dinámicos, se selecciona el centro de masa de cada diafragma 

para describir su movimiento.  Esta elección simplifica la formulación matemática requeri-

da para calcular algunas cantidades de interés, como se muestra más adelante. 

Por otro lado el número de grados de libertad estáticos, aquellos que se requieren para 

realizar el análisis estático de la estructura, corresponden al número de posibles desplaza-

mientos independientes necesarios para definir la posición de todos los nudos de la estruc-

tura respecto a su posición de equilibrio. 

En un pórtico espacial cada nudo   posee seis grados de libertad estáticos, tres despla-

zamientos   
( )

,   
( )

 y   
( )

 y tres rotaciones   
( )

,   
( )

 y   
( )

.  Respecto a estas últimas, su-

cede algo similar con las rotaciones de los centros de masa dado que los nudos no rotan, las 

que rotan son las tangentes de los elementos conectados en los nudos.  Sin embargo por 
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simplicidad se hace referencia a las rotaciones de los nudos.  En un pórtico plano represen-

tado en el plano    el desplazamiento   
( )

 y las rotaciones   
( )

 y   
( )

 valen cero. 

Los grados de libertad estáticos no se consideran en el análisis dinámico puesto que no 

poseen masas traslacionales y rotacionales asociadas, teniendo en cuenta que, para el análi-

sis, la masa de la estructura se ha concentrado en los centros de masa de los diafragmas. 

Para el caso elástico los desplazamientos   
( )

,   
( )

 y   
( )

 del nudo   asociado al dia-

fragma rígido   se calculan a partir de los grados de libertad dinámicos (  ) 
( )

, (  ) 
( )

 y 

(  ) 
( )

 y de la geometría del diafragma.  Los desplazamientos restantes   
( )

,   
( )

 y   
( )

 del 

nudo  se calculan a partir de los desplazamientos   
( )

,   
( )

 y   
( )

 y de la matriz de rigidez.  

En el Capítulo 3 se describen los procedimientos de asociación y condensación de grados 

de libertad que permiten calcular los desplazamientos de los nudos a partir de los despla-

zamientos de los centros de masa de los diafragmas. 

El número de grados de libertad que se requieren para realizar el análisis dinámico de 

una estructura, idealizada de la forma previamente mencionada, es considerablemente me-

nor que el número de grados de libertad que se requieren para realizar un análisis estático.  

Mientras en una estructura el número de grados de libertad dinámicos equivale máximo a 

tres veces el número de diafragmas rígidos, el número de grados de libertad estáticos de la 

misma estructura equivale a seis veces el número de nudos.  Adicionalmente hay que tener 

en cuenta que un diafragma rígido generalmente vincula un número de nudos importante. 

Así como en el análisis estático el número de grados de libertad estáticos coincide con 

el número de ecuaciones de equilibrio cuya solución simultánea da como resultado los des-

plazamientos de los nudos, el número de grados de libertad dinámicos coincide con el nú-

mero de ecuaciones de movimiento, cuya solución corresponde, en este caso, a los despla-

zamientos de los diafragmas. 

2.3.3. Aceleración de la base 

En términos generales se puede decir que sobre una estructura cualquiera actúan seis com-

ponentes de aceleración en la base, tres aceleraciones traslacionales en direcciones  ,   e   

denominadas  ̈  ,  ̈   y  ̈  , y tres aceleraciones angulares en las mismas direcciones, de-

nominadas  ̈  ,  ̈   y  ̈  . 

La aceleración de la base se toma de registros acelerográficos, de los cuales es posible 

conocer solamente las componentes de aceleración traslacional  ̈  ,  ̈   y  ̈  .  La compo-

nente  ̈   no se considera en este trabajo puesto que dejaría de ser válida la idealización 

planteada previamente para la estructura, siendo necesaria una idealización menos simplifi-

cada en cuanto a la distribución de la masa, la cual implica considerar un mayor número de 

grados de libertad dinámicos.  Además las componentes de aceleración angular de la base 

generalmente se asumen igual a cero dado que no hay forma de medirlas con los equipos 
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existentes, aunque hay forma de estimar  ̈   usando varios registros de aceleración trasla-

cional (Chopra, 2001). 

En el análisis dinámico solamente se consideran las componentes de aceleración corres-

pondientes a los grados de libertad dinámicos de la estructura.  Para el caso espacial se con-

sideran las componentes de aceleración traslacional  ̈   y  ̈   y la componente de acelera-

ción angular  ̈  , correspondientes a (  ) 
( )

, (  ) 
( )

 y (  ) 
( )

, aunque por simplicidad la 

componente de aceleración angular  ̈   se desprecia.  En el caso plano solo se considera la 

componente de aceleración  ̈  , correspondiente al grado de libertad (  ) 
( )

, siempre y 

cuando el pórtico se represente en el plano   .  El concepto de correspondencia entre ac-

ciones y desplazamientos se encuentra en Spinel (2002). 

La Figura  .   y la Figura  .   esquematizan los anteriores planteamientos para estruc-

turas planas y espaciales, relacionados con la presencia de diafragmas rígidos, la concentra-

ción de la masa en los diafragmas, la selección de los grados de libertad y la selección de 

las componentes de aceleración de la base consideradas en el análisis dinámico. 

La Figura  .   muestra un pórtico espacial de tres niveles, con un diafragma rígido por 

nivel.  Cada diafragma posee su respectivo centro de masa, y todos los diafragmas están 

vinculados entre sí por los elementos que componen el sistema estructural principal.  La 

masa traslacional y la masa rotacional de cada diafragma, necesarias para el análisis diná-

mico, corresponden respectivamente a la masa    asociada al diafragma y al momento de 

inercia de masa del diafragma   
( )

 calculado respecto a un eje vertical que pasa por el res-

pectivo centro de masa.  En la figura también se indican los grados de libertad dinámicos de 

la estructura y las componentes de aceleración en la base que se consideran en el análisis. 

 

Figura  .  .  Idealización, grados de libertad y componentes de aceleración de la base consideradas en el 

análisis dinámico de un pórtico espacial 
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En la Figura  .   se ha tomado uno de los pórticos planos de la estructura de la Figura 

 .   representado en el plano    con el fin de indicar las masas, los grados de libertad y las 

componentes de aceleración de la base que se considerarían en el análisis dinámico de un 

pórtico que está restringido a moverse solamente dentro de su plano. 

La masa asociada a cada diafragma necesaria para el análisis corresponde (de forma 

simplificada) a la masa aferente en cada nivel.  El pórtico tomado como ejemplo posee so-

lamente tres grados de libertad dinámicos y en el análisis se considera solamente la compo-

nente de aceleración de la base  ̈  . 

 

Figura  .  .  Idealización, grados de libertad y componentes de aceleración de la base consideradas en el 

análisis dinámico de un pórtico plano 

Respecto a las componentes de aceleración de la base, se aclara que en esta versión de 

UNDIN se asume que la misma aceleración actúa en todos los apoyos de la estructura.  El 

programa no permite considerar el caso de excitación multiple en los apoyos (multiple sup-

port excitation) descrito por Chopra (    ), que se presenta en estructuras de gran longitud 

en las que el movimiento de la base cambia apreciablemente de un punto de apoyo a otro y 

por lo tanto, cada experimenta componentes de aceleración diferentes. 

2.4. Planteamiento de la ecuación matricial de movimiento 

A continuación se describen las acciones de amortiguamiento y las acciones equivalentes a 

los esfuerzos internos que actúan sobre cada diafragma y que se oponen a su movimiento.  
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Posteriormente se aplica la segunda ley de Newton en cada dirección en la que los diafrag-

mas están restringidos a moverse, involucrando las componentes de aceleración de la base 

consideradas, para llegar finalmente a la ecuación matricial de movimiento que rige la res-

puesta de la estructura en rango elástico o inelástico.  Al final se muestra la ecuación matri-

cial de movimiento especial para estructuras en el rango elástico, la cual se deriva de la 

expresión general. 

2.4.1. Acciones equivalentes que actúan en cada diafragma rígido 

Cuando los diafragmas rígidos de la estructura se desplazan con respecto a la base, cada 

elemento estructural se deforma por los desplazamientos y las rotaciones que se le imponen 

en sus nudos, lo que hace que aparezcan fuerzas y momentos en los extremos que deben 

mantener la configuración deformada del elemento.  Bajo comportamiento inelástico estas 

acciones dependen de la historia de deformación en las zonas donde se forman las rótulas 

plásticas. 

De acuerdo con la tercera ley de Newton, las acciones que aparecen en los extremos de 

cada elemento corresponden al efecto que genera el resto de la estructura sobre el elemento, 

puesto que son acciones internas que se presentan por pares. 

La Figura  .   muestra la deformada de un elemento tipo pórtico espacial arbitraria-

mente orientado, y las acciones en coordenadas globales que aparecen en los extremos para 

mantener su configuración deformada. 

 

 Figura  .  .  Configuración deformada de un elemento pórtico espacial y acciones en los extremos en coor-

denadas globales 

Las acciones en coordenadas globales en los extremos de los elementos se transmiten a 

los nudos de los diafragmas aplicando la tercera ley de Newton (es decir, con el mismo va-
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lor pero en sentido contrario) para conocer el efecto que genera cada elemento sobre cada 

nudo del diafragma.  De la suma vectorial de las acciones transmitidas a cada nudo se ob-

tienen las acciones resultantes en coordenadas globales transmitidas por los elementos es-

tructurales a los nudos de los diafragmas. 

Teniendo en cuenta la suposición hecha respecto a la concentración de la masa y las 

componentes de aceleración de la base consideradas en el análisis, la fuerza resultante en 

dirección   y los momentos resultantes en direcciones   e   transmitidos por los elementos 

a los nudos asociados a diafragmas deben ser cero, es decir, deben estar en equilibrio.  Ya 

que se considera que los grados de libertad   
( )

,   
( )

 y   
( )

 no tienen masas traslacionales 

ni rotacionales asociadas y además no se están teniendo en cuenta las componentes de ace-

leración de la base  ̈  ,  ̈   y  ̈  , no se imponen fuerzas ni momentos inerciales en estos 

grados de libertad (Chopra, 2001; García, 1998). 

Sin embargo las fuerzas resultantes en direcciones   e   y el momento resultante en di-

rección   transmitidos a los nudos asociados a diafragmas generalmente son diferentes de 

cero.  La razón está en que los diafragmas empujan a la estructura cuando se desplazan res-

pecto a la base y la estructura reacciona contra el movimiento de los diafragmas aplicando 

fuerzas y momentos en las mismas direcciones en las que cada diafragma está restringido a 

moverse.  Las fuerzas y los momentos que la estructura aplica a los nudos de los diafrag-

mas actúan sobre los grados de libertad   
( )

,   
( )

 y   
( )

 de cada nudo, específicamente en 

la dirección contraria al movimiento relativo a la base de los diafragmas. 

La Figura  .   muestra las acciones resultantes en un nudo   cualquiera, mientras que la 

Figura  .   muestra las acciones que actúan en todos los nudos que pertenecen a un dia-

fragma rígido, producidas por la deformación de los elementos estructurales.  Tales accio-

nes actúan en dirección contraria a los desplazamientos relativos a la base de los diafrag-

mas, los cuales se han supuesto en las direcciones positivas de los ejes  ,   e   globales. 

 

Figura  .  .  Acciones resultantes en cada nudo asociado a un diafragma rígido, producidas por la deforma-

ción de la estructura 
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Figura  .  .  Acciones resultantes en los nudos del mismo diafragma rígido 

Las fuerzas y los momentos aplicados en los nudos de cada diafragma se trasladan al 

respectivo centro de masa siguiendo los principios de la estática de cuerpos rígidos. 

Cada fuerza (  ) 
( )

 o (  ) 
( )

 aplicada en un nudo debe trasladarse acompañada del mo-

mento que produce la fuerza sin trasladar respecto al centro de masa, mientras que cada 

momento  (  ) 
( )

, al ser el momento de un par de fuerzas, es un vector libre de ser aplica-

do en cualquier punto (Beer & Johnston, 2002), por ejemplo en el centro de masa.  A modo 

de ejemplo la Figura  .   muestra la forma de trasladar las acciones aplicadas en un nudo 

al centro de masa del diafragma respectivo. 

 

Figura  .  .  Acciones aplicadas en un nudo del diafragma trasladadas al centro de masa 

Las acciones trasladadas de los nudos a los centros de masa de cada diafragma se suman 

vectorialmente, dando como resultado dos fuerzas resultantes en direcciones   e   denomi-

nadas (   ) 
( )

 y (   ) 
( )

 y un momento resultante en dirección   denominado (   ) 
( )

 por 

cada diafragma rígido, como lo muestra la Figura  .  .  A estas tres acciones resultantes se 

les denomina en el documento acciones equivalentes trasladadas al centro de masa, puesto 

que equivalen a la suma de las acciones internas producidas por la deformación de la es-
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tructura, que se transmiten a cada diafragma rígido y que para el análisis se han trasladado 

al centro de masa respectivo. 

 

Figura  .  .  Acciones equivalentes trasladadas al centro de masa 

Las acciones resultantes (   ) 
( )

, (   ) 
( )

 y (   ) 
( )

 se calculan con las siguientes ex-

presiones: 

(   ) 
( )
 ∑(  ) 

( )

 

   

 

(   ) 
( )
 ∑(  ) 

( )

 

   

 

(   ) 
( )
 ∑[(  ) 

( )
  ( )(  ) 

( )
  ( )(  ) 

( )
]

 

   

 

( .  ) 

En ellas   es el número de nudos asociados al diafragma  , mientras que  ( ) e  ( ) son 

las coordenadas del nudo   medidas desde el centro de masa del mismo diafragma.  

2.4.2. Acciones de amortiguamiento que actúan en cada diafragma 

rígido 

Las acciones de amortiguamiento son las encargadas de disipar la energía introducida por 

las acciones externas, en este caso por la aceleración de la base, mientras la estructura per-

manece en el rango lineal.  Estas no incluyen la energía disipada en el rango no lineal, 

puesto que esta energía se tiene en cuenta de forma separada a través de las relaciones fuer-

za – deformación (Chopra, 2001). 

El amortiguamiento se encarga de reducir gradualmente la amplitud del movimiento en 

un sistema que se encuentra en vibración libre, luego que dejan de actuar las acciones ex-

ternas. 



Aplicación de la dinámica al análisis sísmico de estructuras    

 

© Francisco Leonardo Noy Hilarión – Universidad Nacional de Colombia, 2013 

Los mecanismos por los cuales se disipa la energía durante la vibración de una estructu-

ra son complejos y su representación matemática no es práctica para estructuras reales, por 

lo que generalmente este fenómeno suele representarse de una manera simplificada (Clough 

& Penzien, 1995; Chopra, 2001; García, 1998; Paz, 1992). 

La disipación de energía en estructuras solicitadas por acciones dinámicas es considera-

da mediante dos mecanismos.  El amortiguamiento viscoso equivalente (o amortiguamiento 

elástico) en el que se supone que las acciones de amortiguamiento son proporcionales a la 

velocidad, y el amortiguamiento histerético debido al comportamiento no lineal del material 

(Moller, Rubinstein, & Ascheri, 2011). 

El amortiguamiento histerético se tiene en cuenta con las acciones equivalentes trasla-

dadas a los centros de masa, con la relación fuerza – desplazamiento (o momento - rota-

ción) de cada zona donde se produce una rótula plástica.  Este tipo de amortiguamiento es 

cero para estructuras en el rango elástico.  El amortiguamiento elástico se considera a través 

de amortiguadores viscosos como los indicados en la Figura  .  , cuyos extremos se co-

nectan a dos diafragmas consecutivos.  Las acciones que transmite cada amortiguador a los 

diafragmas que conecta dependen de la velocidad relativa de sus extremos, es decir, de las 

velocidades relativas a la base de los diafragmas. 

 

Figura  .  .  Amortiguadores viscosos equivalentes. Adaptada de Chopra (2001) 

Se suponen que los amortiguadores transmiten a cada diafragma un conjunto de accio-

nes de amortiguamiento compuesto de dos fuerzas (   ) 
( )

 y (   ) 
( )

 en direcciones   e   

respectivamente, y un momento (   ) 
( )

 en dirección  , similares a las acciones equivalen-

tes trasladadas a los centros de masa (   ) 
( )

, (   ) 
( )

 y (   ) 
( )

. 
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La Figura  .   muestra las acciones de amortiguamiento viscoso que actúan sobre el 

diafragma  , trasladadas al respectivo centro de masa.  Intencionalmente se han dibujado en 

dirección negativa a los ejes  ,   e   global para indicar que las acciones de amortigua-

miento también se oponen al desplazamiento relativo de los diafragmas. 

 

Figura  .  .  Acciones de amortiguamiento viscoso trasladadas al centro de masa 

2.4.3. Ecuación matricial de movimiento 

Las tres ecuaciones escalares que rigen el movimiento plano general de un cuerpo rígido, 

cuando la sumatoria de momentos se calcula respecto a un eje ortogonal al plano del mo-

vimiento que pasa por el centro de masa    o centro de gravedad   del cuerpo, y que se 

obtuvieron a partir de la aplicación de la segunda ley de Newton del movimiento se repiten 

a continuación: 

 ( )∑    (  )  

 ( )∑    (  )  

 ( )∑           

( .  ) 

En las anteriores ecuaciones los términos (  ) , (  )  y   son cantidades absolutas, 

medidas respecto a un sistema de coordenadas inercial o fijo.  En la Figura  .   ( ̈ 
 ) 
( )

 y 

( ̈ 
 ) 
( )

 son las aceleraciones traslacionales absolutas del centro de masa del diafragma   en 

las direcciones   e  , mientras que ( ̈ 
 ) 
( )

 es la aceleración angular absoluta en dirección   

del mismo diafragma.  Las acciones resultantes transmitidas al diafragma por la estructura 

corresponden a las acciones equivalentes (   ) 
( )

, (   ) 
( )

 y (   ) 
( )

 y a las acciones re-

sultantes de amortiguamiento viscoso (   ) 
( )

, (   ) 
( )

 y (   ) 
( )

 trasladadas al centro de 

masa, actuando en dirección contraria a la deformación de la estructura. 



Aplicación de la dinámica al análisis sísmico de estructuras    

 

© Francisco Leonardo Noy Hilarión – Universidad Nacional de Colombia, 2013 

 

Figura  .  .  Acciones equivalentes y de amortiguamiento trasladadas al centro de masa de cada diafragma 

De acuerdo con lo anterior y aplicando las ecuaciones ( .  ), las ecuaciones de movi-

miento del diafragma   son: 

 (   ) 
( )
 (   ) 

( )
  ( )( ̈ 

 )
 

( )
 

 (   ) 
( )
 (   ) 

( )
  ( )( ̈ 

 )
 

( )
 

 (   ) 
( )
 (   ) 

( )
    

( )
( ̈ 
 )
 

( )
 

( .  ) 

donde  ( ) e    
( )

 corresponden a la masa y al momento de inercia de masa del diafrag-

ma, este último calculado respecto a un eje paralelo a   que pasa por el centro de masa. 

En la Figura  .   se ha dividido el movimiento absoluto del diafragma   en dos compo-

nentes básicos.  La primer componente que representa el movimiento como cuerpo rígido 

de toda la estructura cuando la base se desplaza en direcciones   e   las cantidades     y 

   , y cuando gira una cantidad    .  La segunda componente representa el movimiento del 

diafragma cuando la estructura se deforma, de manera que el centro de masa del diafragma 

se desplaza en las direcciones   e   las cantidades adicionales (  ) 
( )

 y (  ) 
( )

 respecti-

vamente, y además el diafragma rota un ángulo adicional (  ) 
( )

. 

Los desplazamientos (  ) 
( )

 y (  ) 
( )

 se conocen como desplazamientos relativos a la 

base del centro de masa y la rotación (  ) 
( )

 se conoce como rotación relativa a la base 

del diafragma i.  Por otro lado los desplazamientos     y     son desplazamientos absolu-

tos de la base y la rotación     es la rotación absoluta de la base. 
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Figura  .  .  Movimiento absoluto y relativo a la base de cada diafragma rígido 

En la misma figura se observa que los desplazamientos totales en direcciones   e   del 

centro de masa del diafragma  , denominados (  
 ) 
( )

 y (  
 ) 
( )

 respectivamente, son el 

resultado de sumar los desplazamientos relativos a la base del centro de masa del diafragma 

(  ) 
( )

 y (  ) 
( )

 con los desplazamientos absolutos de la base     y    .  De igual forma 

la rotación total del diafragma (  
 ) 
( )

 es igual a la rotación absoluta de la base     más la 

rotación relativa a la base del diafragma (  ) 
( )

.  Las ecuaciones ( .  ) resumen dichas 

relaciones. 

(  
 )
 

( )
 (  ) 

( )
     

(  
 )
 

( )
 (  ) 

( )
     

(  
 )
 

( )
 (  ) 

( )
     

( .  ) 

Las expresiones anteriores se denominan en el documento ecuaciones de desplazamien-

to relativo.  Al derivar cada ecuación dos veces respecto al tiempo, se obtiene un conjunto 

de ecuaciones de aceleración relativa como el que se muestra a continuación: 
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( ̈ 
 )
 

( )
 ( ̈ ) 

( )
  ̈   

( ̈ 
 )
 

( )
 ( ̈ ) 

( )
  ̈   

( ̈ 
 )
 

( )
 ( ̈ ) 

( )
  ̈   

( .  ) 

Las dos primeras ecuaciones de ( .  ) relacionan las aceleraciones absolutas 

[( ̈ 
 ) 
( ) ( ̈ 

 ) 
( )] con las aceleraciones absolutas de la base [ ̈    ̈  ] y las aceleraciones 

relativas a la base [( ̈ ) 
( ) ( ̈ ) 

( )] del centro de masa del diafragma  ,  La tercera ecua-

ción relaciona la aceleración angular absoluta ( ̈ 
 ) 
( )

 con la aceleración angular absoluta 

de la base  ̈   y la aceleración angular relativa a la base ( ̈ ) 
( )

 del diafragma  . 

Al reemplazar las ecuaciones ( .  ) en las ecuaciones ( .  ) se obtienen las siguientes 

expresiones, las cuales no dependen de ( ̈ 
 ) 
( )

, ( ̈ 
 ) 
( )

 y ( ̈ 
 ) 
( )

: 

 (   ) 
( )
 (   ) 

( )
  ( )( ̈ ) 

( )
  ( ) ̈   

 (   ) 
( )
 (   ) 

( )
  ( )( ̈ ) 

( )
  ( ) ̈   

 (   ) 
( )
 (   ) 

( )
    

( )
( ̈ ) 

( )
    

( )
 ̈   

( .  ) 

La cual al reorganizarse toman la siguiente forma: 

 ( )( ̈ ) 
( )
 (   ) 

( )
 (   ) 

( )
   ( ) ̈   

 ( )( ̈ ) 
( )
 (   ) 

( )
 (   ) 

( )
   ( ) ̈   

   
( )
( ̈ ) 

( )
 (   ) 

( )
 (   ) 

( )
     

( )
 ̈   

( .  ) 

Las anteriores ecuaciones se escriben en forma matricial u ordenada, como se muestra a 

continuación: 

[

 ( )   
  ( )  

     
( )
]

{
 
 

 
 ( ̈ ) 

( )

( ̈ ) 
( )

( ̈ ) 
( )

}
 
 

 
 

 

{
 
 

 
 (   ) 

( )

(   ) 
( )

(   ) 
( )

}
 
 

 
 

 

{
 
 

 
 (   ) 

( )

(   ) 
( )

(   ) 
( )

}
 
 

 
 

  [

 ( )   
  ( )  

     
( )
] {

 ̈  
 ̈  

 ̈  

} ( .  ) 

Que escrita en forma más compacta: 

[ ]( ){ ̈ }
( )
 {   }

( )
 {   }

( )
  [ ]( ){ ̈ } ( .  ) 

Esta ecuación matricial rige el movimiento del diafragma  .  La matriz [ ]( ) es la ma-

triz de masa del diafragma, { ̈ }
( ) es el vector de aceleraciones relativas a la base del dia-
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fragma, {   }
( ) y {   }

( ) son respectivamente los vectores de acciones de amortiguamien-

to viscoso y de acciones equivalentes que actúan sobre el diafragma y { ̈ } es el vector de 

aceleración absoluta de la base.  Todos los vectores previamente enunciados corresponden 

a un mismo instante de tiempo. 

Para una estructura con una cantidad   de diafragmas, la siguiente ecuacion matricial 

describe el movimiento simultáneo de todos los diafragmas: 

[ ]{ ̈ }  {   }  {   }   [ ][ ]{ ̈ } ( .  ) 

La anterior ecuación corresponde a la ecuación matricial de movimiento, también lla-

mada ecuación de equilibrio dinámico (Clough & Penzien, 1995; Chopra, 2001; García, 

    ), la cual rige el movimiento de todos los diafragmas de una estructura en el rango 

elástico o inelástico de deformaciones, sometida a las componentes de aceleración de la 

base almacenadas en { ̈ } variables en el tiempo.  La ecuación tiene como incógnitas las 

aceleraciones de los centros de masa { ̈ }, las acciones de amortiguamiento {   } y las 

acciones equivalentes {   } en cada instante de tiempo. 

En este caso [ ] es la matriz de masa de la estructura, la cual almacena las submatrices 

de masa de cada diafragma [ ]( ) como lo muestra la Ecuación ( .  ).  Dado que [ ]( ) es 

diagonal, [ ] también es diagonal. 

[ ]  

[
 
 
 
 
[ ]( ) [ ]

[ ] [ ]( )
 

[ ]

[ ]
   

[ ]      [ ]  [ ]( )]
 
 
 
 

(     )

 ( .  ) 

Los vectores { ̈ }, {   } y {   } almacenan respectivamente a los subvectores { ̈ }
( ), 

{   }
( ) y {   }

( ) de cada diafragma, como lo muestran las ecuaciones ( .  ). 

{ ̈ }  

{
 
 

 
 { ̈ }

( )

{ ̈ }
( )

 

{ ̈ }
( )
}
 
 

 
 

(    )

 {   }  

{
 
 

 
 {   }

( )

{   }
( )

 

{   }
( )
}
 
 

 
 

(    )

 {   }  

{
 
 

 
 {   }

( )

{   }
( )

 

{   }
( )
}
 
 

 
 

(    )

 ( .  ) 

La matriz [ ] es una matriz auxiliar denominada matriz de influencia (Chopra, 2001) 

que sirve para realizar adecuadamente los productos  ( ) ̈  ,  ( ) ̈   y     
( )  ̈   en forma 

matricial.  La forma de la matriz [ ] se indica en la Ecuación ( .  ): 

[ ]  

[
 
 
 
[ ]( )

[ ]( )

 
[ ]( )]

 
 
 

(    )

 ( .  ) 



Aplicación de la dinámica al análisis sísmico de estructuras    

 

© Francisco Leonardo Noy Hilarión – Universidad Nacional de Colombia, 2013 

donde la submatriz [ ]( ) es una matriz identidad de tamaño    . 

Las anteriores expresiones se han deducido para una estructura espacial de tres grados 

de libertad dinámicos por diafragma.  En el caso de un pórtico plano con   diafragmas re-

presentado en el plano   , en la ecuación matricial [ ]{ ̈ }  {   }  {   }  
 [ ][ ]{ ̈ } deben suprimirse las filas correspondientes a la sumatoria de fuerzas y de 

momentos en direcciones   e   respectivamrnte, con lo que la matriz [ ] y los 

res{ ̈ }, {   } y {   } toman la siguiente forma: 

[ ]  [

 ( )  

  ( )
  

 
   

        ( )

]

(   )

 ( .  ) 

{ ̈ }  

{
 
 

 
 ( ̈ ) 

( )

( ̈ ) 
( )

 

( ̈ ) 
( )

}
 
 

 
 

(   )

 {   }  

{
 
 

 
 (   ) 

( )

(   ) 
( )

 

(   ) 
( )

}
 
 

 
 

(   )

 {   }  

{
 
 

 
 (   ) 

( )

(   ) 
( )

 

(   ) 
( )

}
 
 

 
 

(   )

 ( .  ) 

La matriz de influencia [ ] también se simplifica dado que no hay que considerar las 

componentes de aceleración de la base  ̈   y  ̈  , lo que permite suprimir también las dos 

últimas columnas, con lo que [ ] se convierte en un vector columna como el que se muestra 

a continuación. 

[ ]  [

 
 
 
 

]

(   )

 ( .  ) 

En todas las matrices y vectores el número de filas coincide con el número de ecuacio-

nes de movimiento, el cual a su vez coincide con el número de grados de libertad dinámicos 

de la estructura.  Para pórticos espaciales el número de ecuaciones es tres veces el número 

de diafragmas, mientras que para pórticos planos el número de ecuaciones es igual al núme-

ro de diafragmas. 

2.4.4. Acciones externas equivalentes a la aceleración de la base 

El término a la derecha del igual en la Ecuación ( .  ) se conoce como el vector de accio-

nes externas equivalentes al movimiento acelerado de la base {    }. 

{    }   [ ][ ]{ ̈ } ( .  ) 
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La expresión ( .  ) sugiere que el efecto que produce la aceleración de la base sobre 

una estructura de base móvil es el mismo efecto que producen las acciones {    }  
 [ ][ ]{ ̈ } aplicadas en los centros de masa de los diafragmas de una estructura con la 

base fija.   

En la Figura  .   se muestra, para un pórtico plano que la deformación de la estructura 

es la misma cuando esta se somete a la aceleración de la base, considerando que la estructu-

ra tiene una base móvil, y cuando se somete a las acciones externas equivalentes dadas por 

la Ecuación ( .  ).  La deformación está representada en los desplazamientos de los centros 

de masa (  ) 
( )

, (  ) 
( )

 y (  ) 
( )

, los cuales para el caso de base móvil son desplaza-

mientos relativos a la base, mientras que en el caso de la base fija son desplazamientos ab-

solutos, como sí      . 

 

Figura  .  .  Relación entre la aceleración de la base y las acciones externas equivalentes 

2.4.5. Ecuación de movimiento para el caso elástico 

Cuando la estructura se mantiene dentro del rango elástico de deformaciones, las acciones 

equivalentes trasladadas a los centros de masa de los diafragmas {   } son una función 

lineal de la deformación de la estructura, es decir, de los desplazamientos relativos a la base 

de los centros de masa {  }, correspondientes a las acciones {   }.  Las dos variables están 
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relacionadas por la matriz de rigidez lateral [  ] a través de la siguiente expresión (Azar, 

    ; McGuire, Gallaguer, & Ziemian, 2000): 

{   }  [  ]{  } ( .  ) 

La matriz [  ] es cuadrada y tiene la forma que se indica en la Ecuación ( .  ).  Su ta-

maño   coincide con el número total de grados de libertad dinámicos de la estructura. 

[  ]  

[
 
 
 
 
 
 
              
              
      
              
      
              ]

 
 
 
 
 
 

 ( .  ) 

Cada columna de [  ] almacena las acciones que deben aplicarse a la estructura para 

generar un desplazamiento unitario en cada uno de los grados de libertad dinámicos, es 

decir, en los desplazamientos de los centros de masa y en las rotaciones de los diafragmas.  

Se aclara que en este caso los desplazamientos unitarios son relativos a la base.  La Figura 

 .   muestra el significado físico de los coeficientes de la matriz de rigidez lateral de una 

estructura espacial de dos diafragmas y seis grados de libertad dinámicos.  Se indican solo 

las acciones que deben aplicarse para que se produzcan desplazamientos unitarios en los 

grados de libertad 1, 2 y 6. 

 

Figura  .  .  Significado físico de los coeficientes de la matriz de rigidez lateral 

La matriz de rigidez lateral se construye a partir de la geometría, de las propiedades de 

la sección transversal, de las propiedades mecánicas del material y de las rigideces de las 

conexiones asociadas a cada elemento estructural.  El procedimiento para construir [  ] se 

describe en detalle en el Capítulo 3. 
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Si el material tiene un comportamiento elástico, las acciones de amortiguamiento visco-

so {   } se asumen como una función lineal de las velocidades relativas a la base de los 

centros de masa { ̇ }.  En este caso las dos variables están relacionadas por la matriz de 

amortiguamiento [ ] a través de la siguiente expresión: 

{   }  [ ]{ ̇ } ( .  ) 

Similar a la matriz [  ], cada columna de la matriz [ ] almacena las acciones que se 

deben aplicarse en los centros de masa de la estructura para inducir una velocidad unitaria 

en uno de los grados de libertad, mientras las velocidades en los grados de libertad restantes 

son igual a cero. Nuevamente las velocidades unitarias son relativas a la base. 

No es posible construir la matriz de amortiguamiento a partir de la geometría y de las 

propiedades de cada elemento, como se hace con la matriz de rigidez (Clough & Penzien, 

    ; Chopra, 2001; García, 1998; Paz, 1992) ya que los mecanismos reales por los cuales 

se disipa la energía en la estructura son mucho más complejos.  En la práctica el modelo 

analítico es una simplificación que facilita la solución de la ecuación de movimiento.  En el 

Capítulo 3 se plantean varias alternativas para evaluar la matriz [ ]. 

Al remplazar las ecuaciones ( .  ) y ( .  ) en la Ecuación ( .  ) se llega a la siguiente 

expresión: 

[ ]{ ̈ }  [ ]{ ̇ }  [  ]{  }   [ ][ ]{ ̈ } ( .  ) 

la cual corresponde a un sistema de ecuaciones diferenciales no homogéneas de coefi-

cientes constantes.  Las ecuaciones se encuentran acopladas por las matrices de rigidez y de 

amortiguamiento, puesto que estas por lo general no son diagonales.  La Ecuación ( .  ) 

corresponde a un sistema de ecuaciones diferenciales simultáneas cuya solución correspon-

de a los vectores {  }, { ̇ } y { ̈ }.  

Para una estructura plana representada en el plano    los vectores {  } y { ̇ } contie-

nen los desplazamientos y las velocidades relativas a la base de los centros de masa en di-

rección   en cada instante de tiempo, como se muestra a continuación: 

{  }  

{
 
 

 
 (  ) 

( )

(  ) 
( )

 

(  ) 
( )
}
 
 

 
 

 { ̇ }  

{
 
 

 
 ( ̇ ) 

( )

( ̇ ) 
( )

 

( ̇ ) 
( )
}
 
 

 
 

 ( .  ) 

Para una estructura espacial el vector {  } contiene los subvectores {  }
( ) en los que 

se almacena en forma ordenada para cada diafragma   (       ) los desplazamientos en   

e   de su centro de masa y la rotación en dirección  .  De forma similar el vector { ̇ } con-

tiene los subvectores { ̇ }
( ) en los que se almacena para cada diafragma las velocidades en 

  e   del centro de masa y la rotación en dirección  .  Las ecuaciones ( .  ) muestran la 
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forma de los vectores {  } y { ̇ } y las ecuaciones ( .  ) muestran la forma de los subvec-

tores {  }
( ) y { ̇ }

( ) de un pórtico espacial. 

{  }  

{
 
 

 
 {  }

( )

{  }
( )

 

{  }
( )
}
 
 

 
 

(    )

 { ̇ }  

{
 
 

 
 { ̇ }

( )

{ ̇ }
( )

 

{ ̇ }
( )
}
 
 

 
 

(    )

 ( .  ) 

{  }
( )
 

{
 
 

 
 (  ) 

( )

(  ) 
( )

(  ) 
( )

}
 
 

 
 

(   )

 { ̇ }
( )
 

{
 
 

 
 ( ̇ ) 

( )

( ̇ ) 
( )

( ̇ ) 
( )

}
 
 

 
 

(   )

 ( .  ) 

Todas las cantidades almacenadas en {  } y { ̇ } son relativas a la base y están orde-

nadas de acuerdo a la numeración de los grados de libertad. 

2.5. Métodos de solución de la ecuación de movimiento 

A continuación se da una breve descripción de algunos de los métodos disponibles de análi-

sis dinámico para resolver la Ecuación de movimiento ( .  ) en sistemas elásticos o inelás-

ticos, y los métodos para resolver la Ecuación ( .  ) aplicada a sistemas elásticos.   

En los Capítulos 3, 4 y 5 se describe con más detalle las consideraciones y la formula-

ción matemática de los métodos, teniendo en cuenta que estos fueron implementados en el 

programa UNDIN. 

2.5.1. Sistemas elásticos con amortiguamiento clásico 

La Ecuación ( .  ) rige el movimiento de una estructura en el rango elástico sometida a 

una o varias componentes de aceleración en la base.  Su solución se obtiene utilizando al-

gún procedimiento de análisis dinámico elástico. 

Los procedimientos de análisis dinámico elástico existentes en la bibliografía son: el 

método de análisis modal cronológico que permite obtener la respuesta de la estructura en 

cada instante de tiempo y el método de análisis modal espectral que permite estimar la res-

puesta máxima probable de una estructura en la que el efecto máximo de la aceleración de 

la base se obtiene a partir del espectro de pseudo – aceleraciones.  Cabe anotar que estos 
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dos métodos están restringidos a sistemas elásticos con amortiguamiento clásico.  En el 

Capítulo 3 se aclara el concepto de amortiguamiento clásico. 

Estos métodos de análisis dinámico elástico se basan en el desacople del sistema de 

ecuaciones simultaneas planteado en la Ecuación ( .  ), utilizando las propiedades de orto-

gonalidad de los modos de vibración, como se describe en el Capítulo 3.  En el Capítulo 4 

se presenta la forma de calcular la respuesta de la estructura utilizando los métodos previa-

mente mencionados. 

2.5.2. Sistemas elásticos o inelásticos con o sin amortiguamiento 

clásico 

La Ecuación ( .  ) rige el movimiento de una estructura en el rango elástico o inelástico, 

con o sin amortiguamiento clásico, sometida a una o varias componentes de aceleración en 

la base.  Esta expresión es más general que la Ecuación ( .  ) y permite considerar siste-

mas con no linealidades geométricas o de material.  Su solución se obtiene utilizando mé-

todos de análisis dinámico inelástico.  

En el Capítulo 5 se escribe un método que permite solucionar el sistema de ecuaciones 

diferenciales simultáneas en su forma básica, es decir, sin ninguna transformación que las 

desacople como lo hacen los métodos de análisis dinámico elástico.  Para su solución, la 

Ecuación ( .  ) se plantea en forma incremental para un intervalo de tiempo   , utilizando 

las aproximaciones ( .  ) para los incrementos de las acciones de amortiguamiento y de las 

acciones equivalentes en el intervalo: 

{    }  [ ( )]{  ̇ } {    }  [  ( )]{   } ( .  ) 

En las anteriores expresiones [ ( )] y [  ( )] son las matrices tangentes de amortigua-

miento y rigidez lateral, evaluadas en el instante  , al comienzo del intervalo.  La ecuación 

de movimiento en forma incremental tiene la siguiente forma: 

[ ]{  ̈ }  [ ( )]{  ̇ }  [  ( )]{   }   [ ][ ]{  ̈ } ( .  ) 

El método utilizado para la solución de la Ecuación ( .  ) es un procedimiento iterativo 

que se basa en la familia de métodos de Newmark, combinado con el método de Newton – 

Raphson modificado para reducir el error producido en la respuesta al utilizar las aproxi-

maciones dadas en las ecuaciones ( .  ).  La única no linealidad considerada en la formu-

lación descrita en el Capítulo 5 es la producida por la formación de rótulas plásticas a fle-

xión, idealizadas como resortes rotacionales no lineales. 

El método descrito en el Capítulo 5 también permite el análisis de estructuras en el ran-

go elástico.  La solución de la Ecuación ( .  ) calculada por este método resulta igual a la 

solución calculada por el método de análisis modal cronológico, aunque desde el punto de 

vista computacional resulta más eficiente utilizar este último método. 
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Capítulo 3                                                                                                                                                                

Matrices de masa, rigidez, 

amortiguamiento y acciones externas  

Análisis modal 

A continuación se describe el significado y la formulación matemática de cada uno de los 

términos que intervienen en el planteamiento de las ecuaciones matriciales de movimiento 

( .  ), ( .  ) y ( .  ), siendo la primera de ellas aproximada para sistemas inelásticos.  

Asimismo se describen las matrices de masa, rigidez, amortiguamiento y acciones externas 

equivalentes al movimiento de la base.  

También se presentan los procedimientos existentes para calcular las frecuencias, los 

periodos y los modos de vibración natural, propiedades dinámicas de la estructura de gran 

importancia para el análisis de sistemas elásticos con amortiguamiento clásico.  

Finalmente se indica el procedimiento  mediante el cual se realiza el desacople de las 

ecuaciones de movimiento ( .  ), como punto de partida de los métodos de análisis diná-

mico elástico descritos en el Capítulo 4. 

3.1. Matriz de masa concentrada 

La matriz [ ] de masa concentrada almacena la masa   y el momento de inercia de masa 

    de todos los diafragmas rígidos de la estructura, ordenadas de acuerdo a la numeración 

de los grados de libertad dinámicos. 

Cuando la sumatoria de momentos en cada diafragma se plantea en el respectivo centro 

de masa, la matriz de masa es diagonal.  Si se escoge un punto diferente al centro de masa, 

en la matriz de masa aparecen términos diferentes a cero fuera de la diagonal principal. 
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3.1.1. Masa y momento de inercia de cada diafragma rígido 

En edificios aporticados la masa m de cada diafragma equivale a la carga muerta actuante 

sobre este, dividida en la aceleración de la gravedad g.  

Generalmente en un edificio la carga muerta incluye el peso propio de los elementos es-

tructurales de la placa (vigas, viguetas, placas, etc.) y la carga muerta sobreimpuesta (aca-

bados, muros divisorios, fachadas, etc.).  En la práctica el peso de las columnas se despre-

cia o se suma al peso de cada  placa de acuerdo a su aferencia.  

La masa   de cada diafragma se evalúa con la expresión ( . ) a partir del área   del 

diafragma, de la carga muerta por metro
 
cuadrado actuante     y de la aceleración de la 

gravedad  : 

  
 

 
 
     

 
 ( . ) 

Si se utiliza el sistema internacional SI de unidades, para cargas distribuidas dadas en 

     , áreas en    y la aceleración de la gravedad como           , la masa estará 

dada en     o   , siendo            . 

El momento de inercia de masa     calculado respecto a un eje paralelo al eje   global 

que pasa por el centro de masa del diafragma, se calcula con la siguiente expresión: 

    ∫     
 

 ( . ) 

Si se utiliza el sistema internacional SI, para masas en    y dimensiones del diafragma 

en  , las unidades del momento de inercia son      . 

Alternativamente si se conoce la masa  , el área   y los momentos de inercia de área 

  ̅     ̅ respecto a los ejes centroidales de la región geométrica que delimita el diafragma, y 

además se asume una distribución de masa uniforme de tal manera que el centro de masa 

coincide con el centroide de la región geométrica, el momento de inercia de masa     se 

calcula directamente con la siguiente expresión: 

    
 

 
(  ̅    ̅) ( . ) 

3.1.2. Matriz de masa de pórticos planos y espaciales 

La forma de la matriz de masa depende si el pórtico en estudio es plano o espacial.  En el 

caso de pórticos espaciales, depende adicionalmente del punto maestro escogido para calcu-

lar la sumatoria de momentos de las acciones resultantes en cada diafragma.  El punto 

maestro es el lugar geométrico sobre el cual actúan los desplazamientos del diafragma rigi-

do, es decir, donde se imponen los grados de libertad dinámicos del diafragma.  Por lo ge-
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neral este punto esta ubicado en el centro de masa y no coincide con ningún nudo de la es-

tructura. 

Cuando se analiza una estructura plana, la matriz de masa siempre es diagonal y contie-

ne únicamente la masa asociada a cada diafragma.  No se consideran momentos de inercia 

dado que todas las acciones resultantes en cada nivel están en el plano del pórtico y por lo 

tanto la sumatoria de momentos es cero. 

Para la construcción de la matriz de masa, en la que cada fila y cada columna corres-

ponde a un grado de libertad dinámico, se debe tener en cuenta la forma como están nume-

rados los grados de libertad de los diafragmas.   

Si se trata de una estructura espacial como la mostrada en la Figura  .  en la que se han 

tomado como puntos maestros los centros de masa de los diafragmas, la matriz [ ] mos-

trada en la Ecuación ( . ) es diagonal y sus coeficientes coinciden con las masas y los mo-

mentos de inercia de masa ordenados de acuerdo a la numeración de los grados de libertad 

de los diafragmas, la cual también se sugiere en la misma figura. 

[ ]  [

[ ]( ) [ ] [ ]

[ ] [ ]( ) [ ]

[ ] [ ] [ ]( )
]  

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                    
 ( )         
  ( )        

     
( )  

      

    ( )      
     ( )     

        
( )  

   

       ( )   
        ( )  

           
( )  
]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
    
    
    
    
    
    
    
    
    

 ( . ) 

 

Figura  . .  Numeración recomendada de los grados de libertad dinámicos de una estructura espacial 

Si se trata de un pórtico plano como el de la Figura  . , en la que también se sugiere una 

forma de numerar los grados de libertad dinámicos, la Ecuación ( . ) muestra la matriz de 
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masa respectiva.  En este caso [ ] es diagonal y sus coeficientes corresponden a las masas 

de cada diafragma. 

[ ]  [

            
 ( )   
  ( )  
   ( )

]
    
    
    

 ( . ) 

 

Figura  . .  Numeración recomendada de los grados de libertad dinámicos de una estructura plana 

3.2. Matriz de rigidez lateral 

Como se indicó en el Capítulo 2 bajo comportamiento elástico del material, la matriz de 

rigidez lateral [  ] relaciona las acciones equivalentes {   } con los desplazamientos co-

rrespondientes {  } de los centros de masa, de la forma:  

{   }  [  ]{  } ( . ) 

En general, si existe comportamiento inelastico del material, la matriz tangente de rigi-

dez lateral [  ( )] evaluada al comienzo del intervalo    aproxima el incremento en las 

acciones equivalentes {    } con el incremento en los desplazamientos de los centros de 

masa {   } así: 

{    }  [  ( )]{   } ( . ) 

Tanto acciones como desplazamientos deben estar referidas al sistema coordenado glo-

bal o de la estructura. 
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Las matrices [  ] y [  ( )] consideran solamente los grados de libertad dinámicos.  Si 

se trata de una estructura plana se considera un solo desplazamientos por diafragma, y si la 

estructura es espacial se consideran dos desplazamientos y una rotación por diafragma. 

A continuación se describe un procedimiento mediante el cual se construyen las matri-

ces [  ] y [  ( )] partiendo de la matriz de rigidez general de la estructura, que considera 

todos los grados de libertad estáticos.  En esta sección se utilizan los procedimientos de 

condensación y asociación de grados de libertad. 

El procedimiento descrito a continuación implica la construcción de las matrices ele-

mentales de rigidez y de transformación de coordenadas del elemento tipo pórtico espacial, 

la construcción de la matriz de rigidez general a partir del ensamblaje de las matrices de 

rigidez elementales, la construcción de la matriz de rigidez condensada a los grados de li-

bertad de interés para el análisis dinámico y la construcción de la matriz de asociación de 

desplazamientos o matriz geométrica, para obtener finalmente a la rigidez lateral utilizada 

en el análisis dinámico. 

3.2.1. Descripción del elemento tipo pórtico espacial 

El elemento tipo pórtico espacial de dos nudos y seis grados de libertad por nudo (tres des-

plazamientos y tres rotaciones) que se muestra en la Figura  .  es un elemento de sección 

prismática y de doble simetría, cuya formulación matematica permite considerar simultá-

neamente deformaciones por cortante y conexiones parcialmente rígidas a momento en los 

dos planos principales    (Figura  . (a)) e    (Figura  . (b)) local.   

 

Figura  . .  Elemento estructural tipo pórtico espacial.  Adaptada de Linero (2012) 

Las conexiones parcialmente rígidas se representan como resortes rotacionales de longi-

tud nula, localizados en cada extremo   y   del elemento y en los dos planos de flexión 

principales.  Los momentos actuantes y las rotaciones correspondientes de los resortes se 

relacionan a través de la rigidez   de cada resorte, como lo muestran la Figura  .  y las 

ecuaciones ( . ): 
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Figura  . .  Relación momento – rotación en los resortes rotacionales.  Adaptada de Linero (2012) 

  ̅    ̅   ̅
     

  ̅    ̅   ̅
     

  ̅    ̅   ̅
     

  ̅    ̅   ̅
     

( . ) 

Los ejes locales se orientan de forma que el eje  ̅ coincida con el eje longitudinal del 

elemento y su dirección coincida con la de un vector que va del nudo inicial   al nudo final 

 .  En la Figura  .  también se indica la orientación de los ejes locales del elemento. 

Los grados de libertad del elemento corresponden a los desplazamientos de los nudos 

inicial y final    .  Estos se encuentran ordenados comenzando por los desplazamientos del 

nudo inicial   
( )
   

( )
     

( )
, siguiendo con las rotaciones del nudo inicial   

( )
   

( )
   
( )

, 

luego los desplazamientos del nudo final   
( )
   

( )
   
( )

 y finalmente las rotaciones del 

nudo final   
( )
   

( )
   
( )

 como lo muestra la Figura  . . 

 

Figura  . .  Grados de libertad del elemento en coordenadas locales.  Adaptada de Linero (2012) 

Las acciones en los extremos (fuerzas y momentos) se organizan de forma similar a los 

grados de libertad, comenzando por las acciones aplicadas en el nudo inicial y terminando 

por las acciones aplicadas en el nudo final. La Figura  .  muestra las acciones en los ex-

tremos del elemento.  No se dibujan los resortes rotacionales para mayor claridad. 

 

Figura  . .  Acciones en los extremos del elemento en coordenadas locales.  Adaptada de Linero (2012) 
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3.2.2. Matriz de rigidez elemental en coordenadas locales 

La matriz de rigidez elemental en coordenadas locales relaciona los desplazamientos de los 

nudos con las acciones correspondientes aplicadas en los extremos.  Estas acciones y des-

plazamientos están referidos al sistema de coordenadas local del elemento.  A continuación 

se presenta la formulación matemática respectiva (Linero, 2012). 

La ecuación matricial que relaciona las acciones en los extremos y los desplazamientos 

de los nudos del elemento es el siguiente: 

{  ̅}  [  ]{ ̅ } ( . ) 

donde {  ̅} es el vector de acciones en los extremos, [  ] es la matriz de rigidez elemen-

tal y { ̅ } es el vector de desplazamientos de los nudos, todas las cantidades en coordenadas 

locales. 

La Ecuación ( .  ) corresponde a la matriz de rigidez elemental en coordenadas locales 

del elemento tipo pórtico espacial previamente descrito.  La formulación mostrada está li-

mitada a elementos de sección transversal constante y simétrica respecto a los ejes centroi-

dales, de tal manera que la deformación en uno de los planos no cause deformaciones ni 

acciones internas en el otro plano (McGuire et al., 2000).  Por otro lado en la formulación 

se asume que la fuerza axial y la flexión son independientes, es decir, que la fuerza axial no 

genera flexión. 

Las variables que intervienen en la construcción de la matriz [ ̅ ] son: 

 : Módulo de elasticidad 

 : Módulo de cortante 

 : Longitud del elemento 

 : Área de la sección transversal 

 : Constante de torsión 

  ̅: Momento de inercia de área respecto al eje y local 

  ̅: Momento de inercia de área respecto al eje z local 

  : Factor de forma de la sección 

   ̅ : Rigidez del resorte rotacional del nudo inicial en el plano  ̅ ̅ 

   ̅ : Rigidez del resorte rotacional del nudo inicial en el plano  ̅ ̅ 

   ̅ : Rigidez del resorte rotacional del nudo final en el plano  ̅ ̅ 

   ̅ : Rigidez del resorte rotacional del nudo final en el plano  ̅ ̅ 

   : Coeficiente de forma para deformaciones por cortante 
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Los valores de la columna i de la matriz [ ̅ ] coinciden con las acciones que deben apli-

carse en los extremos del elemento cuando se da un desplazamiento unitario positivo al 

grado de libertad i mientras los grados de libertad restantes permanecen fijos (McGuire et 

al., 2000). 

Las constantes   ̅  de reducción de rigidez a flexión en el plano  ̅ ̅ por la presencia de 

conexiones parcialmente rígidas son las siguientes: 

  ̅  
 

     ̅     ̅      ̅   ̅      ̅(    ̅    ̅ )
 

  ̅  (     ̅ )  ̅  

  ̅  (     ̅ )  ̅  

  ̅  (    ̅    ̅ )  ̅  

  ̅  (     ̅  
 

 
   ̅)   ̅  

  ̅  (     ̅  
 

 
   ̅)   ̅  

  ̅  (     ̅)  ̅  

  ̅  
   ̅

   ̅ 
 

  ̅  
   ̅

   ̅ 
 

   ̅  
    ̅  

    
 

( .  ) 

Las constantes   ̅  de reducción de rigidez a flexión en el plano  ̅ ̅ son: 

  ̅  
 

                ̅   ̅      ̅(    ̅    ̅ )
 

  ̅  (     ̅ )  ̅  

  ̅  (     ̅ )  ̅  

  ̅  (    ̅    ̅ )  ̅  

  ̅  (     ̅  
 

 
   ̅)   ̅  

  ̅  (     ̅  
 

 
   ̅)   ̅  

  ̅  (     ̅)  ̅  

  ̅  
   ̅
   ̅ 

 

  ̅  
   ̅
   ̅ 

 

   ̅  
    ̅  
    

 

( .  ) 

Esta formulación es general y permite considerar casos en los cuales se forma una arti-

culación en alguno o en los dos extremos del elemento simultáneamente.  A continuación 

se muestran las constantes de reducción de rigidez a flexión en el plano  ̅  ̅cuando en parti-

cular   ̅  o   ̅  son cero de forma independiente y de forma simultánea: 
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     ̅        ̅            ̅        ̅          ̅        ̅      

  ̅  
 

      ̅      ̅
 

  ̅     ̅  

  ̅    

  ̅    ̅  

  ̅     ̅  

  ̅    

  ̅    

  ̅  
 

      ̅      
 

  ̅    

  ̅     ̅  

  ̅    ̅  

  ̅    

  ̅     ̅  

  ̅    

  ̅    

  ̅    

  ̅    

  ̅    

  ̅    

  ̅    

  ̅    

( .  ) 

Las constantes de reducción de rigidez a flexión en el plano  ̅ ̅ cuando alguna de las ri-

gideces   ̅  o   ̅  son cero de forma independiente y de forma simultánea son: 

     ̅        ̅           ̅        ̅          ̅        ̅      

  ̅  
 

      ̅      ̅
 

  ̅     ̅  

  ̅    

  ̅    ̅  

  ̅     ̅  

  ̅    

  ̅    

  ̅  
 

      ̅      ̅
 

  ̅    

  ̅     ̅  

  ̅    ̅  

  ̅    

  ̅     ̅  

  ̅    

  ̅    

  ̅    

  ̅    

  ̅    

  ̅    

  ̅    

  ̅    

( .  ) 

3.2.3. Matriz elemental de transformación de coordenadas 

La matriz de transformación de coordenadas permite convertir las acciones y los desplaza-

mientos en los extremos del elemento, del sistema local de coordenadas al sistema global 

de coordenadas, y viceversa.  

La relación entre las acciones en los extremos del elemento tipo pórtico espacial en 

coordenadas locales y en coordenadas globales es la siguiente: 

{  }  [ ]{  }             ( .  ) 

Donde { 
 
} es el vector de acciones en sistema local, {  } es el vector de acciones en 

sistema global y [ ] es la matriz elemental de transformación de coordenadas.   
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La Ecuación ( .  ) permite plantear una relación entre los desplazamientos de los nu-

dos en sistema local y global de coordenadas como la siguiente: 

{  }  [ ]{  }             ( .  ) 

donde {  } es el vector de desplazamientos de los nudos en coordenadas locales y {  } 
es el vector de desplazamientos de los nudos en coordenadas globales.  

La matriz elemental de transformación de coordenadas de un elemento tipo pórtico es-

pacial tiene la siguiente forma: 

[ ]  

[
 
 
 
[  ] [ ]

[ ] [  ]

[ ] [ ]

[ ] [ ]

[ ] [ ]
[ ] [ ]

[  ] [ ]

[ ] [  ]]
 
 
 

             ( .  ) 

La submatriz [  ] es de tamaño     y contiene las componentes       de los vectores 

unitarios          , que definen la orientación del sistema local de coordenadas del elemento, 

como lo muestra la Figura  . . 

 

Figura  . .  Vectores unitarios que definen la orientación de los ejes locales y globales del elemento.  Adap-

tada de Linero (2012) 

Si los vectores unitarios            se escriben en función de los vectores           del sis-

tema global de coordenadas de la siguiente manera: 

              

              

              

( .  ) 

Entonces la submatriz [  ] toma la siguiente forma: 
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[  ]  

[
 
 
       

 
 

 
 

 
 

      ]
 
 
 
             ( .  ) 

La submatriz [  ] es ortogonal, tiene la propiedad de que su inversa es igual a su trans-

puesta.  La matriz [ ] también posee esta propiedad. 

[  ]
   [  ]

  

[ ]   [ ]  
( .  ) 

 Definición de los ejes locales del elemento 

El eje local  , que coincide con el eje longitudinal del elemento, queda definido con el vec-

tor unitario  , que se calcula como la diferencia entre las coordenadas del nudo final y las 

coordenadas del nudo inicial, dividida entre la longitud del elemento.  

Para calcular los vectores unitarios       que definen la orientación de los ejes locales 

      hay varias posibilidades.  Una primera opción consiste en usar las coordenadas de un 

punto auxiliar y las coordenadas del nudo inicial del elemento para definir un vector auxi-

liar denominado   
 
 de forma que el vector    resulte perpendicular a los vectores        

 
.  

En este caso el vector auxiliar   
 
se calcula como la diferencia entre las coordenadas del 

punto auxiliar y las coordenadas del nudo inicial del elemento, dividida entre la distancia 

entre los dos puntos.  El punto auxiliar debe escogerse de tal forma que el vector resultante 

no sea paralelo al vector unitario  . 

 

Figura  . .  Definición de los ejes locales utilizando un punto auxiliar.  Adaptada de Linero (2012)  

Otra opción consiste en establecer los ejes locales del elemento de forma similar a como 

lo hacen programas comerciales como SAP2000 y ETABS (Wilson, 2002).  En este caso el 

vector auxiliar   
 
 se asume igual al eje global   de la estructura.  Cuando el elemento es 

paralelo al eje   global, como en el caso de una columna, se adopta un vector auxiliar unita-

rio paralelo al eje global   negativo.  La Figura  .  muestra esta forma por defecto de defi-

nir los ejes locales. 
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Figura  . .  Definición de ejes locales utilizando la forma predeterminada de programas comerciales 

En las dos opciones anteriores los vectores unitarios       se calculan con los siguientes 

productos vectoriales: 

         
 
 

        
( .  ) 

3.2.4. Matriz de rigidez elemental en coordenadas globales 

Usando la relación ( .  ) entre acciones en los extremos en coordenadas locales y globa-

les, y la relación ( .  ) entre desplazamientos en coordenadas locales y globales, y tenindo 

en cuenta la propiedad de la matriz [ ] cuya inversa es igual a su transpuesta, se llega a la 

expresión ( .  ) que relaciona las acciones en coordenadas globales en los extremos del 

elemento {  } con los desplazamientos en coordenadas globales de los nudos {  }. 

{  }  [ ]{  }  [  ]{  }  [  ][ ]{  } 

[ ]{  }  [  ][ ]{  } 

{  }  [ ]
 [  ][ ]{  } 

{  }  [  ]{  } 

( .  ) 

donde [  ] es la matriz de rigidez elemental en coordenadas globales, la cual se calcula 

con el siguiente triple producto matricial: 

[  ]  [ ]
 [  ][ ] ( .  ) 
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3.2.5. Matriz de rigidez de la estructura 

La matriz de rigidez general relaciona las acciones equivalentes (fuerzas y momentos) tras-

ladadas a los nudos de la estructura con sus desplazamientos correspondientes.  Tanto ac-

ciones como desplazamientos están referidos a un sistema global de coordenadas.  La ecua-

ción matricial que relaciona estas dos cantidades es la siguiente: 

{  }  [ ]{ } ( .  ) 

donde {  } es el vector de acciones equivalentes, [ ] es la matriz de rigidez general de 

la estructura y { } es el vector de desplazamientos de los nudos.  Esta igualdad relaciona 

todos los grados de libertad estáticos de la estructura y se cumple solamente si hay lineali-

dad entre acciones y desplazamientos. 

La matriz [ ] se obtiene sumando adecuadamente los coeficientes de las matrices de ri-

gidez elementales en coordenadas globales [  ] asociados a cada grado de libertad de la 

estructura en un proceso denominado ensamblaje (McGuire et al., 2000).  En este caso el 

coeficiente     de [ ] corresponde a la suma de los coeficientes     de todas las matrices 

elementales en coordenadas globales [  ]
    extendidas al total de grados de libertad de la 

estructura (Linero, 2012), es decir: 

[ ]  ⋀[  ]

  

   

 ∑[  ]
   

  

   

 ( .  ) 

3.2.6. Matriz de rigidez condensada a los grados de libertad de 

interés 

La matriz de rigidez condensada relaciona las acciones aplicadas en los nudos, en las direc-

ciones de los grados de libertad de interés para el análisis dinámico, con los desplazamien-

tos correspondientes en coordenadas globales.  

Para construir la matriz de rigidez condensada, los grados de libertad estáticos de la es-

tructura deben agruparse en 3 tipos de subvectores: 

- Grados de libertad desconocidos de interés:   {  } 
- Grados de libertad desconocidos condensados:  {  } 
- Grados de libertad conocidos:     {  } 

En un pórtico espacial en el que cada nudo posee los seis grados de libertad          
          , el subvector de los grados de libertad {  } corresponde a los desplazamientos 

desconocidos en las direcciones   e   globales       y a las rotaciones desconocidas res-

pecto al eje   global    de los nudos de la estructura.  El subvector {  } contiene los des-

plazamientos desconocidos en dirección   global    y a las rotaciones desconocidas en di-

recciones   e   globales    y   , es decir, a los tres grados de libertad restantes de cada 
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nudo.  Finalmente el subvector {  } contiene desplazamientos conocidos en los apoyos, 

que generalmente son nulos. 

En una estructura plana representada en el plano    los grados de libertad {  } corres-

ponden a los desplazamientos desconocidos    de los nudos de la estructura.  Los grados de 

libertad {  } corresponden a los desplazamientos desconocidos    y a las rotaciones desco-

nocidas    de los nudos.  Finalmente los grados de libertad {  } corresponden a los despla-

zamientos conocidos en los apoyos. 

A modo de ejemplo la Figura  .   muestra la numeración de los grados de libertad está-

ticos de un pórtico plano de 4 nudos y tres grados de libertad por nudo, siguiendo el criterio 

expuesto anteriormente.  En este caso los grados de libertad de interés son el     y el    , 

los grados de libertad condensados están numerados del     al     y los grados de libertad 

conocidos van del     al     .  En consecuencia: 

 

Figura  .  .  Ejemplo de numeración de los grados de libertad estáticos de un pórtico plano 

En consecuencia: 

{  }  [
  
( )

  
( )
]
   
   

 {  }  

[
 
 
 
 
 
 
 
   
( )

  
( )

  
( )

  
( )

  
( )

  
( )
]
 
 
 
 
 
 
 
 
   

   

   

   

   

   

 {  }  

[
 
 
 
 
   
( )

  
( )

  
( )

  
( )
]
 
 
 
 
 
   

    

    

    

 

La Figura  .   muestra un pórtico espacial de un piso, de seis nudos y seis grados de li-

bertad por nudo, es decir, con 36 grados de libertad estáticos en total.  Los desplazamientos 

y rotaciones de los nudos de la base están totalmente restringidos.  En ella se indica la nu-

meración de los grados de libertad escogida según la recomendación mencionada previa-
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mente.  Se observa que de los 36 grados de libertad total, solo 9 son de interés para el análi-

sis dinámico. 

 

a) Numeración de nudos y apoyos  b) GL desconocidos de interés (gl   a gl ) 

   

c) GL desconocidos condensados (gl   a gl  )  d) GL conocidos (gl    a gl  ) 

Figura  .  .  Ejemplo de numeración recomendada de los grados de libertad 

En particular se tiene que: 

{  }  

[
 
 
 
   
( )

  
( )

 

  
( )
]
 
 
 
    
   
 
   

 {  }  

[
 
 
 
   
( )

  
( )

 

  
( )
]
 
 
 
     
    
 
    

 {  }  

[
 
 
 
   
( )

  
( )

 

  
( )
]
 
 
 
     
    
 
    

 

Las acciones correspondientes a los grados de libertad también se clasifican en 3 tipos, 

organizadas en los siguientes subvectores: 

- Acciones asociadas a grados de libertad desconocidos de interés:  {  } 
- Acciones asociadas a grados de libertad desconocidos condensados:  {  } 
- Acciones asociadas a grados de libertad conocidos:    {  } 

Si los grados de libertad estáticos de la estructura se han numerado y agrupado de la 

forma descrita previamente, en la ecuación matricial {  }  [ ]{ } se puede hacer la si-

guiente partición (Linero, 2012): 
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[

{  }

{  }

{  }

]  [

[   ] [   ] [   ]

[   ] [   ] [   ]

[   ] [   ] [   ]

] [

{  }

{  }

{  }

] ( .  ) 

De la anterior igualdad se extraen las siguientes ecuaciones matriciales: 

{  }  [   ]{  }  [   ]{  }  [   ]{  } 

{  }  [   ]{  }  [   ]{  }  [   ]{  } 

( .  ) 

( .  ) 

Si sobre la estructura solo actúan acciones asociadas a los grados de libertad desconoci-

dos de interés, el subvector {  } será diferente de cero, mientras que {  } será igual a cero.  

Asimismo, en ausencia de desplazamientos relativos a la base en los apoyos, el subvector 

de desplazamientos {  } también es cero.   

Al despejar los desplazamientos desconocidos condensados {  } en función de los des-

plazamientos desconocidos de interés en la Ecuación ( .  ): 

{  }   [   ]
  
[   ]{  } ( .  ) 

Y al remplazar la anterior expresión en la Ecuación ( .  ) se llega a una expresión que 

relaciona las acciones aplicadas en los grados de libertad de interés con sus desplazamien-

tos correspondientes: 

{  }  ([   ]  [   ][   ]
  
[   ]){  } 

{  }  [ ̃  ]{  } 
( .  ) 

donde la matriz de rigidez condensada a los grados de libertad de interés [ ̃  ] esta dada 

por la siguiente expresión: 

[ ̃  ]  [   ]  [   ][   ]
  
[   ] ( .  ) 

3.2.7. Matriz de rigidez lateral 

A continuación se describe la forma en que se calcula la matriz de rigidez lateral a partir de 

la matriz de rigidez condensada [ ̃  ] y de la matriz de asociación de desplazamientos o 

matriz geométrica [ ].  

La matriz geométrica relaciona los desplazamientos desconocidos de interés {  } de los 

nudos de la estructura con los desplazamientos de los puntos maestros de los diafragmas 

rígidos, en este caso con los desplazamientos de los centros de masa {  }.  Para su deduc-
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ción se parte de suponer que todos los nudos asociados a un mismo diafragma se desplazan 

horizontalmente y giran como cuerpo rígido. 

De la cinemática plana de cuerpo rígido se sabe que el movimiento de cualquier punto 

dentro del cuerpo se obtiene a partir del movimiento de otro punto de referencia localizado 

dentro del cuerpo (Hibbeler, 2010).  Por lo tanto, los desplazamientos desconocidos de inte-

rés se calculan a partir de los desplazamientos del nudo maestro de cada diafragma al cual 

están asociados los nudos. 

Cuando el centro de masa del diafragma   se desplaza las cantidades (  ) 
( ) (  ) 

( )
 y 

(  ) 
( )

, el nudo   asociado al mismo diafragma se desplaza y gira en el plano horizontal las 

cantidades   
( )
   
( )
     

( )
.  Las relaciones entre los desplazamientos del nudo   y los des-

plazamientos del centro de masa   considerando rotaciones pequeñas son las siguientes 

(Wilson, 2002): 

  
( )
 (  ) 

( )
  ( )(  ) 

( )
 

  
( )
 (  ) 

( )
  ( )(  ) 

( )
 

  
( )
 (  ) 

( )
  

( .  ) 

Se observa que los desplazamientos   
( )
     

( )
 del nudo   dependen de los desplaza-

mientos del centro de masa (  ) 
( )

 y (  ) 
( )

, asi como de las coordenadas  ( ) e  ( ) del 

nudo respecto al centro de masa, como lo muestra la Figura  .  . 

 

Figura  .  .  Relación entre desplazamientos del nudo   y desplazamientos del centro de masa   

Las anteriores relaciones se escriben en forma matricial de la siguiente manera: 
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{ ( )}  [ ( )] {  
( )
}          {

  
( )

  
( )

  
( )

}  [
    ( )

   ( )

   

]

{
 
 

 
 (  ) 

( )

(  ) 
( )

(  ) 
( )

}
 
 

 
 

 ( .  ) 

Donde el vector { ( )} contiene los desplazamientos desconocidos de interés del nudo 

 , [ ( )] es la matriz de asociación de desplazamientos del mismo nudo y {  
( )} son los 

desplazamientos del centro de masa del diafragma  . 

La siguiente expresión relaciona los desplazamientos de interés {  } de todos los nudos, 

y los desplazamientos de los centros de masa {  } de todos los diafragmas rígidos: 

{  }  [ ]{  } ( .  ) 

La expresión ( .  ) se conoce como la ecuación de asociación de desplazamientos. En 

esta [ ] es la matriz de asociación de desplazamientos de la estructura.  En esta matriz el 

número de filas coincide con el número de grados de libertad de interés y el número de co-

lumnas coincide con el número de grados de libertad dinámicos de la estructura.  

A modo de ejemplo, para una estructura espacial de 2 diafragmas rígidos, 3 grados de 

libertad por diafragma y 6 nudos de 3 grados de libertad de interés cada uno, el tamaño de 

la matriz [ ] de asociación de desplazamientos sería: 

    (                          ) (                             )       

La forma de la matriz [ ] depende de cómo se numeren los diafragmas rígidos.  Para 

aclarar este punto a continuación se muestran dos posibles formas de plantear la ecuación 

de asociación de desplazamientos para la estructura mostrada en la Figura  .   de dos nive-

les con todos sus nudos (exceptuando los nudos de la base) asociados a dos diafragmas 

rígidos, de los cuales 6 nudos pertenecen al diafragma del segundo nivel y 4 nudos pertene-

cen al diafragma de cubierta.  En este caso los nudos 10 y 16 son los centros de masa de 

segundo piso y de cubierta respectivamente y [ ( )] es la matriz de asociación de despla-

zamientos del nudo  . 
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Figura  .  .  Estructura tomada como ejemplo para mostrar la formación de la matriz de asociación de des-

plazamientos de la estructura 
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Las anteriores expresiones muestran las diferencias en la matriz [ ] dependiendo de la 

forma como se numeren los desplazamientos de los centros de masa. 

El diafragma es un cuerpo rígido en el plano horizontal, sobre el que actúan las acciones 

correspondientes a los grados de libertad de interés {  } en los nudos.  Las acciones en los 

nudos se reemplazan por acciones resultantes actuando en los centros de masa {   } trasla-

dando por estática cada una las fuerzas y los momentos aplicados en los nudos a los centros 

de masa de los diafragmas, como lo muestra la Figura  .   para el nudo   del diafragma  . 
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Figura  .  .  Acciones correspondientes a los grados de libertad de interés del nudo j trasladadas al centro de 

masa del diafragma respectivo 

Las acciones aplicadas en el nudo   trasladadas al centro de masa del diafragma   serían: 
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Las anteriores ecuaciones se escriben matricialmente de la siguiente manera: 
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Al comparar la matriz [ ( )] de la Ecuación ( .  ) con la matriz [ ( )] de la Ecuación 

( .  ) se observa que la primera coincide con la transpuesta de la segunda y por lo tanto: 

[ ( )]  [ ( )]
 

 ( .  ) 

Y por lo tanto: 

[ ]  [ ]  ( .  ) 

Trasladando las acciones aplicadas en todos los nudos a los centros de masa de los res-

pectivos diafragmas se obtiene la siguiente ecuación de asociación de acciones equivalen-

tes, que relaciona las acciones equivalentes trasladadas a los centros de masa {   } con las 

acciones aplicadas en los nudos, correspondientes a los grados de libertad de interés {  }. 
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{   }  [ ]{  }  [ ]
 {  } ( .  ) 

Para el edificio de la Figura  .  , en el que se numera primero el diafragma de segundo 

piso (nudo 10) y luego el de cubierta (nudo 16), la ecuación que asocia acciones equivalen-

tes aplicadas en centros de masa con acciones aplicadas en los grados de libertad de interés 

quedaría de la siguiente forma: 
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Las acciones equivalentes aplicadas en los centros de masa {   } se relacionan con los 

desplazamientos {  } correspondientes de la siguiente manera: 

{   }  [ ]
 {  }  [ ]

 [ ̃  ]{  }  ([ ]
 [ ̃  ][ ]){  } 

{   }  [  ]{  } 
( .  ) 

donde [  ] es la matriz de rigidez lateral de la estructura, necesaria para el análisis di-

námico.  Esta matriz se obtiene con el siguiente triple producto matricial: 

[  ]  [ ]
 [ ̃  ][ ]  ( .  ) 

3.3. Coordenadas de centros de rigidez de diafragmas 

El centro de rigidez corresponde al punto dentro de un diafragma rígido plano donde se 

centraliza la rigidez de la estructura (CSI, 2012). 

Cuando se aplican fuerzas laterales en el centro de rigidez de uno de los diafragmas rí-

gidos de una estructura, este solamente experimenta movimientos de traslación, aunque los 

diafragmas restantes experimenten traslación y rotación de manera simultánea debido al 

acoplamiento en planta y en altura de la estructura.  
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Por otro lado la posición del centro de rigidez es independiente de las cargas aplicadas.  

Solamente es función de las propiedades de la estructura.  A continuación se describe un 

procedimiento que permite calcular las coordenadas del centro de rigidez de cada diafragma 

de una estructura espacial, con base en los coeficientes de la matriz de rigidez lateral inver-

tida [  ]
   o de la matriz de flexibilidad lateral. 

3.3.1. Posición del centro de rigidez en dirección Y 

Sí se aplica una fuerza    en el centro de masa de un diafragma, en él se producen despla-

zamientos en direcciones   e  , así como una rotación     en dirección  .  Si esta fuerza se 

traslada al centro de rigidez, para que genere el mismo efecto sobre el diafragma se debe 

adicionar el momento que produce la fuerza respecto al centro de rigidez, es decir     
      positivo.  

Si al diafragma se le aplica un momento   , se producirá una rotación denominada    . 
La relación        corresponde a la rigidez torsional del diafragma. 

Para obtener una rotación de igual magnitud pero de sentido contrario a    , hay que 

aplicar en el diafragma un momento proporcional a    que debe ser igual a: 

     
  
   
    ( .  ) 

 

Figura  .  .  Posición del centro de rigidez en dirección   

Al calcular la suma de momentos respecto al centro de rigidez del diafragma, este debe 

ser igual a cero para que solo haya desplazamiento en dirección   por la fuerza trasladada. 

Por lo tanto: 

     
  
   

           
  
   
    ( .  ) 
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Si    y    son unitarios, entonces la posición en dirección   del centro de rigidez res-

pecto al centro de masa se calcula con la siguiente expresión: 

   
  
   

   
  
 
   
   

 ( .  ) 

El signo positivo de la Ecuación ( .  ) indica que si la rotación que produce la fuerza    

aplicada en el centro de masa es positiva, la excentricidad    también es positiva, es decir, 

el centro de rigidez esta arriba del centro de masa.  La coordenada en dirección   del centro 

de rigidez es entonces (    es la coordenada en direccción   del centro de masa): 

           ( .  ) 

3.3.2. Posición del centro de rigidez en dirección X 

El cálculo de la coordenada en dirección   global de cada centro de rigidez se realiza de 

forma similar a como se realiza para la dirección  . 

Sí se aplica una fuerza    en el centro de masa de un diafragma, en él se producen des-

plazamientos en direcciones   e  , así como una rotación     en dirección  .  Si esta fuerza 

se traslada al centro de rigidez, para que genere el mismo efecto sobre el diafragma se debe 

adicionar el momento que produce la fuerza respecto al centro de rigidez, en este caso 

           negativo. 

Nuevamente si al diafragma se le aplica un momento   , se producirá una rotación de-

nominada    .  La relación        corresponde a la rigidez torsional del diafragma. 

Como en el caso anterior, para obtener una rotación de igual magnitud pero de sentido 

contrario a    , hay que aplicar en el diafragma un momento proporcional a    que debe 

ser igual a: 

     
  
   
    ( .  ) 
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Figura  .  .  Posición del centro de rigidez en dirección   

En este caso el signo negativo tiene que ver con que la rotación     va a ser negativa 

cuando se aplique la fuerza    en dirección positiva, y suponiendo que el centro de rigidez 

está a la derecha del centro de masa. 

Al calcular la suma de momentos respecto al centro de rigidez del diafragma, este debe 

ser igual a cero para que solo haya desplazamiento en dirección   por la fuerza trasladada. 

Por lo tanto: 
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Si    y    son unitarios, entonces la posición en dirección   del centro de rigidez res-

pecto al centro de masa se calcula con la siguiente expresión: 

    
  
   

   

  
  

   

   
 ( .  ) 

El signo negativo de la expresión ( .  ) indica que si la rotación que produce la fuerza 

   es positiva, la excentricidad    es negativa, es decir, el centro de rigidez esta a la iz-

quierda del centro de masa y viceversa.  La coordenada en dirección   del centro de rigidez 

es entonces (    es la coordenada en direccción X del centro de masa): 

           ( .  ) 

El procedimiento para calcular las coordenadas de los centros de rigidez se resume en 

los siguientes pasos: 

- Calcular las rotaciones unitarias               de cada diafragma rígido. 

- Calcular las excentricidades         entre el centro de masa y de rigidez de cada 

diafragma. 
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- Calcular las coordenadas de los centros de rigidez sumando a las coordenadas de los 

centros de masa las excentricidades        . 

3.3.3. Rotaciones unitarias a partir de la matriz de rigidez lateral 

Las rotaciones               de cada diafragma se obtienen de la matriz de rigidez lateral 

invertida [  ]
  

 o matriz de flexibilidad lateral [  ].  La ecuación que relaciona despla-

zamientos con acciones en el diafragma se muestra a continuación: 

{  }  [  ]
  
{  }   {  }  [  ]{  }    ( .  ) 

Cada coeficiente     de la matriz de flexibilidad lateral corresponde al desplazamiento o 

rotación de determinado centro de masa en dirección i cuando se aplica una acción unitaria 

en el grado de libertad j, mientras las acciones aplicadas en el resto de grados de libertad 

son cero.  

Las rotaciones               del centro de masa   están localizadas en la fila correspon-

diente al grado de libertad     y en las columnas correspondientes a los grados de libertad 

   
( )     

( )       
( )

 del diafragma  . 

A modo de ejemplo la Ecuación ( .  ) muestra la matriz de flexibilidad de una estructu-

ra con dos diafragmas rígidos, donde los grados de libertad de cada diafragma se ordenaron 

como    
( )    

( )      
( )

 del primer diafragma y    
( )    

( )      
( )

 del segundo diafragma.  

En este caso las rotaciones               del Diafragma 1 corresponden a los coeficien-

tes               y las rotaciones               del Diafragma 2 corresponden a los coefi-

cientes               respectivamente.  

[  ]  
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  ( .  ) 

3.4. Frecuencias, periodos y modos de vibración natural 

A continuación se describen los modos, las frecuencias y los periodos de vibración natural 

como propiedades dinámicas de la estructura en condiciones de vibración libre no amorti-

guada que se utilizan en los métodos de análisis dinámico elástico por superposición modal.  

Asimismo se describen dos métodos para su obtención, basados en las matrices de masa 

concentrada y de rigidez lateral. 
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3.4.1. Modos de vibración natural 

Cuando a las masas de un sistema sin amortiguamiento de varios grados de libertad dinámi-

cos se le imponen unas condiciones iniciales de desplazamiento y velocidad denominadas 

{ ( )}  {  } y { ̇( )}  { ̇ } respectivamente, y no se aplican acciones externas de for-

ma que {    ( )}  { }, el sistema queda sometido a vibración libre no amortiguada. 

El desplazamiento de cada masa sigue un comportamiento cíclico, aunque algo diferen-

te al de un sistema de un solo grado de libertad dinámico en vibración libre, en el que el 

desplazamiento de la única masa del sistema describe un movimiento armónico simple.  En 

un sistema de varios grados de libertad dinámicos cada masa se desplaza siguiendo un pa-

trón más complejo, pero que mantiene su carácter periódico. 

Adicionalmente la relación entre los desplazamientos de dos masas   y   cualquiera, es 

decir,       es diferente en cada instante de tiempo y los desplazamientos máximos de las 

masas también se dan en instantes de tiempo diferentes (Chopra, 2001). 

Si a la misma estructura se le imponen unas distribuciones apropiadas de desplazamien-

tos { ( )} y se permite su vibración libre, todas las masas del sistema se desplazarán des-

cribiendo un movimiento armónico simple con las siguientes características: 

- Todas las masas pasan simultáneamente por su posición de equilibrio (    ), en el 

mismo instante de tiempo. 

- Todas las masas experimentan simultáneamente su desplazamiento máximo en el 

mismo instante de tiempo. 

- La forma de la estructura deflectada será la misma en cada instante de tiempo por-

que la relación entre los desplazamientos       será constante. 

Cada conjunto especial de desplazamientos iniciales corresponde a un modo de vibra-

ción natural {  } y el tiempo en el que las masas completan un ciclo en su movimiento, 

pasando dos veces por la posición de equilibrio, se denomina periodo de vibración   .  

Las frecuencias y los modos de vibración natural representan las propiedades de vibra-

ción natural de la estructura cuando se somete a vibración libre, y dependen solamente de la 

distribución de masa y rigidez de la estructura (Clough & Penzien, 1995; Chopra, 2001; 

García, 1998). 

Por definición la relación entre frecuencia y periodo de vibración es la siguiente: 

   
  

  
 ( .  ) 

donde    es el periodo de vibración en segundos y    es la frecuencia natural de vibra-

ción, en      , asociadas al modo de vibración {  }. 
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La Figura  .   muestra esquemáticamente el desplazamiento de las masas de una es-

tructura plana de tres grados de libertad, cuando se dan desplazamientos iniciales a las ma-

sas proporcionales al primer modo de vibración natural. 

 

Figura  .  .  Vibración libre no amortiguada de un sistema elástico en su primer modo de vibración.  Adap-

tada de Chopra (2001)  

El número total de modos de vibración coincide con el número de grados de libertad di-

námicos del sistema.  La Figura  .   esquematiza las formas de los tres posibles modos de 

vibración natural de una estructura plana de tres grados de libertad dinámicos.  

 

Figura  .  .  Modos de vibración de una estructura plana de 3 grados de libertad dinámicos 
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Para el tipo de estructuras estudiadas en esta tesis, el número de modos de vibración 

coincide con el número de grados de libertad de los diafragmas.  Además por lo general los 

modos de vibración se ordenan de forma descendente, es decir, al primer modo le corres-

ponde el mayor periodo de vibración o la menor frecuencia, mientras que al último modo le 

corresponde el menor periodo de vibración o la mayor frecuencia.   

3.4.2. Solución de las ecuaciones de movimiento para el caso de 

vibración libre no amortiguada 

La ecuación diferencial que rige el movimiento de un sistema de varios grados de libertad 

sometido a vibración libre no amortiguada es la siguiente (Bathe, 1996a; Clough & 

Penzien, 1995; Chopra, 2001; García, 1998): 

[ ]{ ̈ ( )}  [  ]{  ( )}  { } ( .  ) 

donde [ ] es la matriz de masa, [  ] es la matriz de rigidez lateral, { ̈ ( )} es el vector 

de aceleraciones y {  ( )} es el vector de desplazamientos de los grados de libertad diná-

micos de la estructura en cada instante de tiempo. 

La anterior expresión es una forma particular de la Ecuación ( .  ) que describe el mo-

vimiento de sistemas elásticos de varios grados de libertad cuando no hay acciones externas 

aplicadas, es decir, cuando {    ( )}   [ ][ ]{ ̈ ( )}   , y además no se consideran 

acciones de amortiguamiento viscoso, es decir, cuando [ ]{ ̇ ( )}   .  Solamente se im-

ponen condiciones iniciales de movimiento en    . 

La Ecuación ( .  ) también representa un sistema de   ecuaciones diferenciales homo-

géneas de primer orden y de coeficientes constantes, que generalmente están acopladas por 

la matriz de rigidez lateral, teniendo en cuenta que la matriz de masa es diagonal cuando las 

ecuaciones de movimiento se plantean en los centros de masa de los diafragmas. 

La solución de la Ecuación ( .  ) corresponde al vector {  ( )} de desplazamientos de 

los centros de masa en función del tiempo.  Se asume que el vector de desplazamientos 

{  } del modo de vibración   equivale al producto de una función {  } constante en el 

tiempo, y una función   ( ) variable en el tiempo (Chopra, 2001), es decir: 

{  }  {  }  ( ) ( .  ) 

La solución de la parte variable del desplazamiento {  } tiene la siguiente forma, por 

tratarse de un movimiento armónico simple: 

  ( )       (   )       (   ) ( .  ) 

Donde         son constantes que se obtienen aplicando condiciones iniciales en    .  

Por lo tanto: 
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{  }  {  }  ( )  {  }(     (   )       (   )) ( .  ) 

La segunda derivada de {  } sería: 

{ ̈ }  {  } ̈ ( )     
 {  }(     (   )       (   )) 

{ ̈ }     
 {  }  ( ) 

( .  ) 

Al sustituir {  } y { ̈ } en la Ecuación ( .  ) y reorganizando, se llega a la siguiente 

expresión: 

[[  ]{  }    
 [ ]{  }]   ( )  { } ( .  ) 

La solución no trivial de la anterior ecuación, cuando   ( ) es diferente de cero, corres-

ponde a los valores de   
    {  } que satisfacen la siguiente igualdad: 

[  ]{  }    
 [ ]{  } ( .  ) 

La anterior igualdad corresponde al problema de valores propios (Bathe, 1996a; Clough 

& Penzien, 1995; Chopra, 2001; García, 1998).  De su solución se obtienen los valores 

propios o frecuencias de vibración natural al cuadrado   
  y los vectores propios o modos 

de vibración natural {  } de la estructura. 

3.4.3. Solución analítica del problema de valores propios 

Si el sistema analizado posee pocos grados de libertad dinámicos, los modos y las frecuen-

cias naturales de vibración se obtienen igualando el determinante de la matriz [[  ]  
  
 [ ]] a cero, con lo que se llega al denominado polinomio característico en el que las 

incógnitas son los valores de   
 .  Estas incognitas se resuelven para luego remplazarlas una 

a una en la ecuación [[  ]    
 [ ]]{  }    y así obtener cada modo de vibración {  }.  

A modo de ejemplo se presenta el cálculo de las frecuencias y de los modos de vibra-

ción natural del sistema de dos grados de libertad dinámicos mostrado en la Figura  .  . 
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Figura  .  .  Sistema dinámico utilizado como ejemplo  

Las matrices de masa y rigidez lateral del sistema son las siguientes (masas en   , ri-

gideces en     ): 

[ ]  [
      
      

]  [
         
          

] [ ]  [
   
   

]  [
   
   

] 

La matriz [  ]    
 [ ] tiene la siguiente forma: 

[  ]    
 [ ]  [

      
      

         
   

] 

El polinomio característico o determinante de la anterior matriz igualado a cero es: 

(      
   )(      

   )           

    (  
 )
 
 (           )  

  (             )    

Las dos raíces del polinomio característico serían: 

  
  

(           )  √(           )
       (             )

     
 

Remplazando los valores numéricos las frecuencias de vibración natural son: 

                             

Para obtener los modos de vibración se remplaza cada frecuencia de vibración obtenida 

anteriormente en la ecuación [[  ]    
 [ ]]{  }   .  Para el primer modo de vibración 

al que le corresponde la frecuencia más pequeña: 

([ ]    
 [ ]){  }  [

      
      

         
   

] {
   
   

}  {
 
 
} 

La anterior ecuación matricial se compone de dos ecuaciones lineales homogéneas don-

de las incógnitas son          .  Para que exista una solución no trivial (            
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  ) se debe dar un valor cualquiera a una de las dos incógnitas para poder calcular la otra.  

Si se supone     conocido entonces: 

     
      

   
   

    

Y en general, para cualquier otro modo i: 

     
      

   
   

    

Al suponer             se calculan          dando como resultado: 

                      

Finalmente los modos de vibración natural del sistema son los siguientes.  La Figura 

 .   los muestra esquemáticamente. 

{  }  {
   
   

}  {
 

     
}  {  }  {

   
   

}  {
 

      
} 

 

Figura  .  .  Modos de vibración natural del sistema dinámico utilizado como ejemplo  

Si el sistema tiene más de 3 grados de libertad este método no es práctico y hay que re-

currir a procedimientos numéricos como el método de Jacobi generalizado que se describe 

a continuación. 

3.4.4. Método de Jacobi generalizado 

El método de Jacobi generalizado se utiliza para resolver el problema de valores propios 

planteado de la siguiente manera: 

[  ][ ]  [ ][ ][ 
 ] ( .  ) 
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Donde [ ] es la matriz de modos de vibración (vectores propios) y [  ] es una matriz 

diagonal que contiene las frecuencias de vibración al cuadrado (valores propios).  En la 

matriz [ ] cada columna corresponde a un modo de vibración.  De igual forma, a cada va-

lor de la diagonal de la matriz [  ] le corresponde un modo de vibración, o una columna de 

la matriz [ ]. 

[ ]  [{  } {  }  {  }]  [

          
          
    
          

] ( .  ) 

 

[  ]  

[
 
 
 
  
    

   
   

    
     

 ]
 
 
 

 ( .  ) 

El método de Jacobi generalizado consiste en encontrar una serie de matrices de trans-

formación que diagonalicen las matrices de masa y de rigidez, reduciendo a cero los térmi-

nos fuera de la diagonal (Cheng, 2001).   

El método es iterativo, en una primera etapa se calculan los valores propios en un ciclo 

en el que se reducen a cero, al menos una vez, todos los coeficientes de las matrices 

[  ]   [ ] localizados fuera de la diagonal principal.  Una vez se han calculado los valores 

propios en un ciclo, su diferencia respecto a los valores propios calculados en un ciclo ante-

rior se compara con una tolerancia especificada.  Si la diferencia es menor a la tolerancia se 

asumen estos valores propios como correctos, de lo contrario se vuelve a iterar hasta que el 

error sea aceptable. 

Para cada iteración r se define una matriz de transformación denominada [ ]( ) que 

consiste en una matriz identidad a la que se le adicionan los coeficientes       en las posi-

ciones           respectivamente. 

[ ]( )  

[
 
 
 
 
 
      
      
      
      
      
      ]

 
 
 
 
 

 ( .  ) 

Los coeficientes       se calculan de la siguiente manera: 
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 donde: 

                                                 

                

           
 

 
 √(

 

 
)
 

                

            
 

 
      ( )√(

 

 
)
 

            

( .  ) 

Con la matriz de transformación [ ]( ) definida, se realizan los siguientes triples pro-

ductos matriciales volviendo cero los coeficientes                  : 

[ ](   )  [ ]( ) [ ]( )[ ]( ) 

[ ](   )  [ ]( ) [ ]( )[ ]( ) 
( .  ) 

La anterior transformación se realiza a todos los coeficientes fuera de la diagonal de las 

matrices [  ]   [ ], con lo que se completa un ciclo v.  Al final de cada ciclo se calculan 

los valores propios de la siguiente manera: 

[  ]( )  [
  
 [ ]

  

   

    
 [ ]
]  

[
 
 
 
 
 
    
( )

   
( )

  

   

  
   
( )

   
( )
]
 
 
 
 
 
 

 ( .  ) 

La matriz de modos de vibración se recalcula en cada transformación con el siguiente 

producto (para la primera transformación, r=1, la matriz [ ](   ) es la matriz identidad): 

[ ]  [ ](   )[ ]( ) ( .  ) 

Finalmente se verifica la convergencia del método, comparando los valores propios cal-

culados al final de un ciclo v con los calculados al final del ciclo anterior (   ).  La con-

vergencia se da si se cumple la siguiente desigualdad: 

|  
 [ ]

   
 [   ]

|

  
 [   ]

                 ( .  ) 
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Si la anterior desigualdad no se cumple para alguno de los valores propios, se realiza 

otro ciclo transformando a cero los coeficientes fuera de la diagonal principal de las matri-

ces [  ]   [ ] y recalculando los valores propios hasta que se cumpla con el criterio de 

convergencia. 

La matriz de modos de vibración [ ] se ha venido calculando como el producto de las 

matrices de transformación.  Al final del procedimiento tendrá la siguiente forma: 

[ ]  [ ]( )[ ]( )[ ]( ) [ ]( )  ( .  ) 

Donde l es la última transformación realizada.  Es usual normalizar los modos de vibra-

ción respecto a la matriz de masa de forma que: 

[ ] [ ][ ]  [ ]  ( .  ) 

Los modos de vibración normalizados de esta forma se denominan modos ortonorma-

les.  La normalización se realiza dividiendo las amplitudes de cada modo { ( )} entre la raíz 

cuadrada de la masa    correspondiente, tomada de la última matriz de masa transformada: 

[ ]  

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   

√  
( )

   

√  
( )

 
   

√  
( )

   

√  
( )

   

√  
( )

 
   

√  
( )

    
   

√  
( )

   

√  
( )

 
   

√  
( )

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  ( .  ) 

Al final del procedimiento las frecuencias y los modos de vibración obtenidos por este 

procedimiento no siempre quedan organizados de menor a mayor (Cheng, 2001) por lo que 

es necesario organizarlos de forma que el primer modo (la primera columna de la matriz 

[ ]) coincida con la frecuencia de vibración más pequeña y que el último modo coincida 

con la frecuencia de vibración más grande. 

El diagrama de flujo de la Figura  .   muestra de forma gráfica el procedimiento des-

crito previamente. 
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Figura  .  .  Diagrama de flujo del método de Jacobi generalizado 

3.5. Acciones externas equivalentes a la aceleración de la base 

A continuación se describe como construir el vector de acciones externas equivalentes a la 

aceleración de la base {    ( )} a partir de las matrices de masa [ ] y de influencia [ ] y 

de la aceleración aplicada a la base de la estructura { ̈ ( )} en cada instante de tiempo. 
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3.5.1. Vector de aceleración de la base 

La aceleración de la base es registrada generalmente en las direcciones norte – sur, este – 

oeste y vertical mediante un acelerógrafo de movimiento fuerte (Chopra, 2001) o mediante 

un acelerómetro digital, como los que posee la red de acelerógrafos de Bogotá (SIRE). 

La aceleración en cada dirección se registra normalmente como fracción de la acelera-

ción de la gravedad y a intervalos de tiempo constantes del orden de       a       para 

describir de una forma más aproximada su variación en el tiempo.  

Como ejemplo a continuación se muestran los registros acelerográficos obtenidos de la 

estación Kakogawa, del sismo de Kobe del 16 de Enero de 1995, tomados de la base de 

datos de Pacific Earthquake Engineering research Center de la Universidad de Berkeley 

(PEER). 

 
a) Dirección N-S (paralelo a la falla) 

 
b) Dirección E-W (perpendicular a la falla) 

 
c) Dirección Vertical 

Figura  .  .  Sismo de Kobe de 1995 registrado por la estación Kakogawa en Japón (PEER) 

El vector de aceleración de la base en cada instante de tiempo { ̈ ( )} se construye a 

partir de los registros acelerográficos.  Si la estructura es plana y esta representada en el 

plano   , solamente se aplica la aceleración en una dirección  .  Entonces el vector de ace-

leración de la base es de la siguiente forma: 
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{ ̈ ( )}  { ̈  ( )} ( .  ) 

Si la estructura es espacial, la aceleración de la base se aplica en las direcciones   e   

solamente.  Teniendo en cuenta que aún no se cuenta con equipos que registren la compo-

nente de aceleración angular { ̈  } de un movimiento sísmico, por simplicidad esta se des-

precia.  Por lo tanto, el vector { ̈ ( )} de aceleración de la base para pórticos espaciales 

esta dado por la siguiente expresión: 

{ ̈ ( )}  {

{ ̈  ( )}

{ ̈  ( )}

{ ̈  ( )}   

} ( .  ) 

3.5.2. Matriz de influencia 

La  matriz de influencia [ ] tiene como fin convertir a { ̈ ( )} en un vector colineal con los 

grados de libertad dinámicos de la estructura (García, 1998), en este caso con los grados de 

libertad de los diafragmas rígidos {  }.  

El número de filas de [ ] es igual al número de grados de libertad dinámicos de la es-

tructura y el número de columnas es igual al número de componentes de aceleración apli-

cadas en la base.  A cada fila le corresponde un grado de libertad y a cada columna le co-

rresponde una dirección de análisis. 

La matriz [ ] de un pórtico plano tiene una sola columna ya que solo se considera una 

componente de aceleración en la base paralela al plano del pórtico (si el pórtico se repre-

senta en el plano    la componente de aceleración de la base es  ̈  ).  Si el pórtico es es-

pacial la matriz [ ] posee tres columnas, cada una asociada a las componentes de acelera-

ción de la base  ̈    ̈      ̈  .  

Los coeficientes de la matriz [ ] toman en valor de uno ( ) donde un grado de libertad 

dinámico es colineal con una componente de aceleración de la base, y toman el valor de 

cero (0) en los demás casos. 

A modo de ejemplo a continuación se muestran las matrices de influencia de un pórtico 

plano y de un pórtico espacial de tres niveles, el primero con 3 grados de libertad dinámicos 

(uno por cada nivel) y el segundo con 9 grados de libertad dinámicos (tres por cada nivel).  

La Figura  .   muestra la numeración de los grados de libertad y las componentes de acele-

ración consideradas para cada pórtico. 
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Figura  .  .  Grados de libertad dinámicos y componentes de aceleración de la base de los pórticos tomados 

como ejemplo 

Para el pórtico plano [ ] es un vector columna de tamaño     lleno de unos, indicando 

que todos los grados de libertad dinámicos son colineales con el la componente de acelera-

ción { ̈  }: 

[ ]    
[
 
 
 
]
 
 
 

 ̈  

 ( .  ) 

Para el pórtico espacial, la matriz [ ] es de tamaño     indicando que los grados de li-

bertad 1, 4 y 7 (desplazamientos en dirección  ) son colineales con la componente de la 

aceleración de la base { ̈  }, que los grados de libertad 2, 5 y 8 (desplazamientos en direc-

ción  ) son colineales con la componente de la aceleración de la base { ̈  } y que los gra-

dos de libertad 3, 6 y 9 (rotaciones en dirección  ) son colineales con la aceleración angu-

lar de la base { ̈  }. 

[ ]    

[
 
 
 
 
 
 
 
 
   
   
   
   
   
   
   
   
   ]

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ̈   ̈   ̈  

 ( .  ) 
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Una interpretación alternativa de la matriz de influencia indica que [ ] contiene los des-

plazamientos de los grados de libertad cuando se aplica de forma estática o lenta un despla-

zamiento unitario a la base en cada dirección en que esta se mueve (Chopra, 2001).  En este 

caso toda la estructura se desplaza como un cuerpo rígido y los desplazamientos de los dia-

fragmas van a ser iguales al desplazamiento de la base, el cual es unitario. 

Para el caso del pórtico plano tomado como ejemplo, los tres diafragmas experimentan 

un desplazamiento unitario en dirección   si se le aplica un desplazamiento unitario a la 

base de forma lenta y en la misma dirección.  

Para caso del pórtico espacial se observa que al aplicar un desplazamiento unitario y es-

tático a la base en dirección  , los diafragmas se desplazan solo en esa dirección la misma 

cantidad unitaria, por lo que los grados de libertad 1, 4 y 7 valen 1 mientras los grados de 

libertad restante valen cero.  Lo anterior coincide con los valores de la primera columna de 

la respectiva matriz [ ].  Algo similar se observa cuando se aplica un desplazamiento unita-

rio a la base en dirección   o una rotación unitaria en dirección  . 

3.5.3. Acciones externas equivalentes a la aceleración de la base 

La ecuación diferencial que rige el movimiento de un sistema elástico de varios grados de 

libertad en vibración forzada amortiguada sometido a un conjunto de acciones externas 

variables en el tiempo es la siguiente: 

[ ]{ ̈ ( )}  [ ]{ ̇ ( )}  [  ]{  ( )}  {    ( )} ( .  ) 

Mientras que la ecuación diferencial que rige el movimiento del mismo sistema cuando 

se le aplica una aceleración en la base es la siguiente: 

[ ]{ ̈ ( )}  [ ]{ ̇ ( )}  [  ]{  ( )}   [ ][ ]{ ̈ ( )} ( .  ) 

El primer caso corresponde a un sistema de base fija por lo que los vectores 

{  ( )} { ̇ ( )} y { ̈ ( )}, la respuesta que se obtiene de resolver el sistema de ecuacio-

nes, es absoluta (medida por un observador estático).  En cambio, el segundo caso corres-

ponde a un sistema de base móvil y la respuesta que se obtiene es relativa a la base (medida 

por un observador que se mueve con la base). 

Las expresiones ( .  ) y ( .  ) son idénticas, excepto por los términos a la derecha de 

la igualdad.  Esto supone que para obtener la respuesta del sistema, el fenómeno real de la 

aceleración de la base en el sistema de base móvil se puede estudiar como un fenómeno de 

vibración forzada en el que al mismo sistema, ahora con la base fija, se le aplican unas ac-

ciones externas equivalentes {    ( )} evaluadas con la siguiente expresión: 

{    ( )}   [ ][ ]{ ̈ ( )} ( .  ) 
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3.6. Desacople de las ecuaciones de movimiento 

A continuación se describe la forma en que se desacoplan las ecuaciones de movimiento 

aprovechando las propiedades de ortogonalidad de los modos de vibración. 

3.6.1. Cambio de base 

El sistema de ecuaciones diferenciales homogéneas que describen el movimiento de un 

sistema de varios grados de libertad sometido a un movimiento uniforme en la base se indi-

ca en la Ecuación ( .  ).  Dado que los modos de vibración poseen propiedades de ortogo-

nalidad de forma que para dos modos diferentes n y r se cumplen las siguientes igualdades: 

{  }[  ]{  }              {  }[ ]{  }    ( .  ) 

Las propiedades de ortogonalidad de los modos de vibración permiten expresar los vec-

tores de desplazamiento, velocidad y aceleración de los grados de libertad dinámicos 

{  ( )} { ̇ ( )}   { ̈ ( )} en función de la matriz [ ] de modos de vibración y de los 

vectores de desplazamiento, velocidad y aceleración en coordenadas generalizadas 

{ ( )} { ̇( )} y { ̈( )}.  Este proceso se denomina cambio de base y se expresa como: 

{  ( )}  [ ]{ ( )} 

{ ̇ ( )}  [ ]{ ( )̇ } 

{ ̈ ( )}  [ ]{ ̈( )} 

( .  ) 

Al remplazar las anteriores expresiones en la ecuación de movimiento, esta toma la si-

guiente forma: 

[ ][ ]{ ̈( )}  [ ][ ]{ ̇( )}  [  ][ ]{ ( )}   [ ][ ]{ ̈ ( )} ( .  ) 

Al premultiplicar todos los términos de la ecuación por la matriz transpuesta de modos 

de vibración [ ] : 

([ ] [ ][ ]){ ̈}  ([ ] [ ][ ]){ ̇}  ([ ] [  ][ ]){ }   ([ ]
 [ ][ ]){ ̈ } ( .  ) 

En consecuencia, se define la matriz modal de masa [ ], la matriz modal de amorti-

guamiento [ ] y la matriz modal de rigidez [ ] como: 

[ ]  [ ] [ ][ ] 

[ ]  [ ] [ ][ ] 

[ ]  [ ] [  ][ ] 

( .  ) 
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Al remplazar las ecuaciones anteriores en la expresión ( .  ) se llega al siguiente siste-

ma de ecuaciones en coordenadas generalizadas, denominado ecuaciones modales desaco-

pladas: 

[ ]{ ̈( )}  [ ]{ ̇( )}  [ ]{ ( )}   ([ ] [ ][ ]){ ̈ ( )} ( .  ) 

Si los modos de vibración son ortonormalizados o normalizados respecto a la matriz de 

masa, se tiene que: 

[ ]{ ̈( )}  [  ]{ ̇( )}  [  ]{ ( )}   ([ ] [ ][ ]){ ̈ ( )} ( .  ) 

De esta forma se llega a un sistema de ecuaciones desacoplado en el que, para cada 

ecuación   existe una sola incógnita   ( ).  Por lo tanto cada ecuación se resuelve de forma 

independiente. 

En resumen, los modos de vibración permiten desacoplar las ecuaciones de movimiento, 

de forma que el problema de resolver un sistema de varios grados de libertad se cambia por 

un problema equivalente en el que se resuelven varios sistemas de un solo grado de libertad 

y posteriormente se combina la solución obtenida para cada sistema, para finalmente obte-

ner la solución total. 

3.6.2. Matrices modales de masa y rigidez 

La ortogonalidad de los modos implica que las siguientes matrices sean diagonales: 

[ ]  [ ] [  ][ ]  [

     
     
    
     

] ( .  ) 

[ ]  [ ] [ ][ ]  [

     
     
    
     

] ( .  ) 

La relación que existe entre los términos de las matrices [ ] y [ ] es la siguiente: 

     
    ( .  ) 

Si los modos de vibración son ortonormalizados la matriz modal de masa es igual a la 

matriz identidad y la matriz modal de rigidez es una matriz diagonal donde cada coeficiente 

corresponde a cada frecuencia de vibración natural elevada al cuadrado, como lo muestra la 

siguiente expresión: 
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[ ]  [

    
    
    
    

]          [ ]  

[
 
 
 
  
    

   
   

    
     

 ]
 
 
 

 ( .  ) 

3.6.3. Matriz modal de amortiguamiento 

La matriz de amortiguamiento [ ] de la estructura depende de la distribución del amorti-

guamiento en el sistema (Chopra, 2001).  

Para que puedan ser usados los métodos de análisis dinámico elástico basados en la 

combinación modal, es necesario que se considere amortiguamiento clásico en el cual cada 

término de la matriz modal de amortiguamiento [ ] es de la siguiente forma: 

           ( .  ) 

donde la constante    es igual a la fracción de amortiguamiento respecto al amortigua-

miento crítico del modo  .  

Los coeficientes de amortiguamiento    por lo general se suponen iguales a 0.05 (5%) 

para todos los modos, dado que no existen grandes diferencias de este parámetro entre un 

modo y otro (Chopra, 2001).  Además los espectros de pseudo-aceleración de los códigos 

de diseño y construcción sismoresistente generalmente consideran una fracción de amorti-

guamiento del 5% respecto al crítico.  En particular, Hewitt      ) menciona resultados de 

ensayos dinámicos sobre puentes de luces largas para los que la fracción de amortiguamien-

to medida varía entre el 1 y el 4%. 

Existen metodologías como las de Rayleigh o Caughey que permiten estimar una frac-

ción de amortiguamiento   diferente para cada modo de vibración, aunque se debe conocer 

el coeficiente de amortiguamiento de dos o mas modos de vibración diferentes. 

La matriz modal de amortiguamiento se supone entonces de la siguiente forma: 

[ ]  [ ] [ ][ ]  [

     
     
    
     

]  [

          
          
    
          

] ( .  ) 

Si los modos de vibración son ortonormalizados, el término    es igual a la unidad y los 

términos de la matriz modal de amortiguamiento se convierten en: 

         ( .  ) 

Por lo que la matriz modal de amortiguamiento toma la siguiente forma: 
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[ ]  [

        
        
    
        

] ( .  ) 

3.6.4. Matriz de factores de participación 

La matriz de factores de participación [ ] se calcula con la siguiente expresión: 

[ ]  

[
 
 
 
 
{  }
 
{  }
 

{  }]
 
 
 
 

 [ ] [ ][ ] ( .  ) 

donde [ ] es la matriz transpuesta de modos de vibración, [ ] es la matriz de masa y 

[ ] es la matriz de influencia de la estructura. 

El tamaño de la matriz [ ] coincide con del tamaño de la matriz de influencia [ ].  Cada 

fila {  } contiene los factores de participación que multiplican las componentes de la acele-

ración de la base { ̈ }.  

Los coeficientes de participación dependen de la forma en que se hayan normalizado los 

modos de vibración natural, por lo que no constituyen una medida clara del grado de parti-

cipación de cada modo en la respuesta de la estructura. 

3.6.5. Acciones modales externas equivalentes 

Las acciones modales externas equivalentes al movimiento de la base { ̅   ( )} son los 

términos independientes de las ecuaciones modales desacopladas y se obtienen con la si-

guiente expresión: 

{ ̅   ( )}   ([ ]
 [ ][ ]){ ̈ ( )}   [ ]{ ̈ ( )} ( .  ) 

donde [ ] es la matriz de coeficientes de participación modal y { ̈ } es el vector de ace-

leración de la base. 

Cuando se analiza una estructura plana considerando solamente la componente de acele-

ración en la base  ̈  ( ), la ecuación modal correspondiente al sistema de un grado de li-

bertad número i tiene la siguiente forma: 

  ̈ ( )        ̇ ( )    
   ( )   {  }{ ̈ ( )}        ̈  ( ) ( .  ) 

Por lo que la acción modal externa de la ecuación   es: 
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( ̅   ( ))       ̈  
( ) ( .  ) 

Sí se analiza una estructura espacial considerando tres componentes de aceleración en la 

base  ̈  ( )  ̈  ( )    ̈  ( ), la ecuación modal correspondiente al sistema de un grado de 

libertad número   tiene la siguiente forma: 

  ̈ ( )        ̇ ( )    
   ( )   {  }{ ̈ ( )} 

 ̈ ( )        ̇ ( )    
   ( )   (    ̈  ( )      ̈  ( )      ̈  ( )) 

( .  ) 

Por lo que la acción modal externa de la ecuación   es: 

( ̅   ( ))   
(    ̈  ( )      ̈  ( )      ̈  ( )) ( .  ) 

3.6.6. Matrices de masa modal efectiva y masa total 

El uso de la masa modal efectiva es una forma más adecuada de indicar el grado de partici-

pación de cada modo de vibración natural en la respuesta total de la estructura ya que, a 

diferencia de los factores de participación, la masas modales efectivas son cantidades que 

no dependen de la forma en que se hallan normalizado los modos de vibración. 

El concepto de masa modal efectiva se emplea para definir el número mínimo de modos 

de vibración a considerar en el análisis de sistemas con una cantidad considerable de grados 

de libertad dinámicos, casos en los que se permite calcular la respuesta de la estructura te-

niendo en cuenta solamente el aporte de los modos de vibración de mayor masa modal 

efectiva, que generalmente son los modos de mayor periodo de vibración, y despreciando el 

aporte de los modos restantes. 

La matriz de masa modal efectiva [ ̅] tiene un tamaño igual al de la matriz de coefi-

cientes de participación [ ].  A cada fila le corresponde un modo de vibración y a cada co-

lumna le corresponde una componente de aceleración de la base.  Si se analiza una estructu-

ra plana, la matriz [ ̅] tiene una sola columna y si se analiza una estructura espacial la ma-

triz [ ̅] tiene tres columnas. 

Los coeficientes  ̅   de [ ̅] se calculan con la siguiente expresión siempre y cuando 

[ ] se haya obtenido utilizando modos de vibración ortonormalizados: 

 ̅      
  ( .   ) 

El coeficiente  ̅   representa la fracción de masa traslacional o rotacional de la estructu-

ra que se activa en el modo i cuando se aplica la componente de la aceleración de la base 

que es paralela a la dirección   (García, 1998). 
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Para el caso de estructuras espaciales, las masas modales efectivas permiten identificar 

cuando un modo de vibración es principalmente traslacional o cuando es principalmente 

torsional, dependiendo de la magnitud relativa de la masa que se activa en cada modo. Adi-

cionalmente permite identificar si hay acoplamiento o combinación de traslación y rotación 

en los diafragmas, dando una idea conceptual del comportamiento de la estructura. 

La matriz de masa total [  ], diferente a la matriz de masa de la estructura [ ], se cal-

cula con la siguiente expresión: 

[  ]  [ ]
 [ ] ( .   ) 

Para una estructura plana, la matriz de masa total da como resultado un escalar igual a la 

suma de las masas traslacionales contenidas en la matriz de masa de la estructura.  Para una 

estructura espacial, si la matriz de masa es diagonal, la matriz de masa total también es una 

matriz diagonal de     con la siguiente forma: 

[  ]  [

     
     

      

] ( .   ) 

Los valores de la diagonal de la matriz de masa total [  ] son iguales a la suma de las 

masas modales efectivas en cada dirección de análisis.  Es decir, al sumar los coeficientes 

de la matriz [ ̅] por columnas, los resultados coinciden con los coeficientes de [  ]. 

3.7. Matriz de amortiguamiento clásico 

La matriz de amortiguamiento clásico [ ] no tiene ninguna utilidad en la solución de las 

ecuaciones de movimiento cuando se utilizan los métodos de análisis dinámico elástico 

basados en la combinación modal.  Esta matriz se requiere para calcular las acciones resul-

tantes de amortiguamiento, para calcular la energía disipada por amortiguamiento natural 

en cada instante de tiempo o cuando el método de la combinación modal no es aplicable y 

la solución de las ecuaciones de movimiento se realiza por métodos más generales. 

En los casos en que se requiera la matriz de amortiguamiento clásico, se utilizan los 

procedimientos de Rayleigh o de superposición de matrices modales que se describen a 

continuación.  Con estos procedimientos se construye la matriz de amortiguamiento de la 

estructura a partir de las fracciones de amortiguamiento modal  . 
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3.7.1. Matriz de amortiguamiento de Rayleigh 

El amortiguamiento de Rayleigh o amortiguamiento proporcional a la masa y a la rigidez, 

es una forma de amortiguamiento consistente con los datos experimentales, en los cuales se 

evidencia que las fracciones de amortiguamiento modal son similares para casi todos los 

modos de vibración (Chopra, 2001).   

La matriz de amortiguamiento clásico tiene la siguiente forma: 

[ ]    [ ]    [  ] ( .   ) 

La fracción de amortiguamiento de cualquier modo n es: 

   
  
 
(
 

  
)  

  
 
   ( .   ) 

Para la determinación de las constantes         generalmente se supone que dos modos 

  y   poseen la misma fracción de amortiguamiento modal  .  En este caso, los coeficientes 

        se calculan con las siguientes expresiones: 

    
     

     
            

 

     
 ( .   ) 

La Figura  .   muestra la variación de la fracción de amortiguamiento modal asociada a 

cualquier otro modo de vibración con su frecuencia natural, al considerar la forma de amor-

tiguamiento de Rayleigh. 

 

Figura  .  .  Variación de la fracción de amortiguamiento modal con la frecuencia (Chopra, 2001) 
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3.7.2. Matriz de amortiguamiento por superposición de matrices 

modales 

Partiendo de la definición de matriz modal de amortiguamiento (Ecuación ( .  )) se plan-

tea la siguiente igualdad despejando [ ]:  

[ ]  [ ] [ ][ ] 

([ ] )  [ ]  [ ][ ] 

[ ]  ([ ] )  [ ][ ]   

( .   ) 

El cálculo de la matriz [ ] aplicando la anterior expresión implica el cálculo de las ma-

trices ([ ] )     [ ]  , que en el caso de sistemas con bastantes grados de libertad repre-

senta un trabajo computacional importante. 

Las matrices ([ ] )     [ ]   también se pueden evaluar partiendo de la definición de 

matriz modal de masa [ ], dada en la Ecuación ( .  ).  En el caso de [ ]  : 

[ ]  [ ] [ ][ ] 

[ ][ ]   [ ] [ ] 

[ ]   [ ]  [ ] [ ] 

( .   ) 

Y en el caso de la matriz ([ ] )  : 

[ ]  [ ] [ ][ ] 

([ ] )  [ ]  [ ][ ] 

([ ] )   [ ][ ][ ]   

( .   ) 

Las matrices [ ]   [ ] son conocidas.  Asimismo [ ]   es una matriz diagonal cuyos 

coeficientes son iguales a    ⁄  dado que [ ] es diagonal.() 


	Capítulo 1                                                                                                                                                                 Introducción
	1.1. Motivación
	1.1.1. Importancia de la dinámica estructural
	1.1.2. Programas a código abierto en la enseñanza de la ingeniería estructural

	1.2. Antecedentes
	1.2.1. PEFiCA
	1.2.2. RUAUMOKO 3D
	1.2.3. ESIDE
	1.2.4. Portal de Pórticos (PDP)
	1.2.5. DINAFACIL
	1.2.6. Dinámica estructural con MATLAB

	1.3. Objetivos
	1.3.1. Objetivo general
	1.3.2. Objetivos específicos

	1.4. Justificación
	1.5. Metodología
	1.6. Contenido de la Tesis

	Capítulo 2                                                                                                                                                                 Aplicación de la dinámica al análisis sísmico de estructuras
	2.1. Cinemática de cuerpos rígidos en el plano
	2.1.1. Traslación
	2.1.2. Rotación alrededor a un eje fijo
	2.1.3. Movimiento plano general

	2.2. Cinética de cuerpos rígidos en el plano
	2.2.1. Segunda ley de Newton
	2.2.2. Ecuación de movimiento de un sistema de partículas
	2.2.3. Momento de inercia de masa.  Teorema de los ejes paralelos
	2.2.4. Ecuaciones de movimiento de traslación y rotación

	2.3. Idealización de la estructura y aceleración de la base
	2.3.1. Idealización de la estructura
	2.3.2. Grados de libertad dinámicos y grados de libertad estáticos
	2.3.3. Aceleración de la base

	2.4. Planteamiento de la ecuación matricial de movimiento
	2.4.1. Acciones equivalentes que actúan en cada diafragma rígido
	2.4.2. Acciones de amortiguamiento que actúan en cada diafragma rígido
	2.4.3. Ecuación matricial de movimiento
	2.4.4. Acciones externas equivalentes a la aceleración de la base
	2.4.5. Ecuación de movimiento para el caso elástico

	2.5. Métodos de solución de la ecuación de movimiento
	2.5.1. Sistemas elásticos con amortiguamiento clásico
	2.5.2. Sistemas elásticos o inelásticos con o sin amortiguamiento clásico


	Capítulo 3                                                                                                                                                                 Matrices de masa, rigidez, amortiguamiento y acciones externas. Análisis modal
	3.1. Matriz de masa concentrada
	3.1.1. Masa y momento de inercia de cada diafragma rígido
	3.1.2. Matriz de masa de pórticos planos y espaciales

	3.2. Matriz de rigidez lateral
	3.2.1. Descripción del elemento tipo pórtico espacial
	3.2.2. Matriz de rigidez elemental en coordenadas locales
	3.2.3. Matriz elemental de transformación de coordenadas
	3.2.4. Matriz de rigidez elemental en coordenadas globales
	3.2.5. Matriz de rigidez de la estructura
	3.2.6. Matriz de rigidez condensada a los grados de libertad de interés
	3.2.7. Matriz de rigidez lateral

	3.3. Coordenadas de centros de rigidez de diafragmas
	3.3.1. Posición del centro de rigidez en dirección Y
	3.3.2. Posición del centro de rigidez en dirección X
	3.3.3. Rotaciones unitarias a partir de la matriz de rigidez lateral

	3.4. Frecuencias, periodos y modos de vibración natural
	3.4.1. Modos de vibración natural
	3.4.2. Solución de las ecuaciones de movimiento para el caso de vibración libre no amortiguada
	3.4.3. Solución analítica del problema de valores propios
	3.4.4. Método de Jacobi generalizado

	3.5. Acciones externas equivalentes a la aceleración de la base
	3.5.1. Vector de aceleración de la base
	3.5.2. Matriz de influencia
	3.5.3. Acciones externas equivalentes a la aceleración de la base

	3.6. Desacople de las ecuaciones de movimiento
	3.6.1. Cambio de base
	3.6.2. Matrices modales de masa y rigidez
	3.6.3. Matriz modal de amortiguamiento
	3.6.4. Matriz de factores de participación
	3.6.5. Acciones modales externas equivalentes
	3.6.6. Matrices de masa modal efectiva y masa total

	3.7. Matriz de amortiguamiento clásico
	3.7.1. Matriz de amortiguamiento de Rayleigh
	3.7.2. Matriz de amortiguamiento por superposición de matrices modales



