UNIVERSIDAD NACIONAL DE COLOMBIA

Diferencias Finitas Para Modelos
Difusivos No Locales

Fernan Camilo Osorio Guzman

Universidad Nacional de Colombia
Facultad de Ciencias Exactas y Naturales
Departamento de Matematicas y Estadistica
Manizales, Colombia
2014






Diferencias Finitas Para Modelos
Difusivos No Locales

Fernan Camilo Osorio Guzman

Tesis presentada como requisito parcial para optar al titulo de:
Magister en Matematica Aplicada

Director:
Dr. Carlos Daniel Acosta

Linea de Investigacién:
Métodos Numéricos
Grupo de Investigacion:
Célculo Cientifico y Modelamiento Matemético

Universidad Nacional de Colombia
Facultad de Ciencias Exactas y Naturales
Manizales, Colombia
2014






Dedicatoria

A mi familia






Agradecimientos

En especial doy las gracias a mi familia por el apoyo y paciencia, también le agradezco
al profesor Carlos Daniel Acosta por su asesoria y la Universidad Nacional de Colombia,
sede Manizales, por sus ayudas econémicas durante estos anos de estudio






IX

Resumen

El objetivo de esta tesis es desarrollar una estrategia numérica para la solucion de la ecuacion
de Black-Scholes no local, por medio de la técnica de la molificacion discreta y el método
de diferencias finitas, se realiza un analisis de estabilidad y monotonia del esquema numéri-
co propuesto, elaborando varios ejemplos numéricos para mostrar la eficacia del método
numérico. Ademas se desarrolla un software en el lenguaje de programacién matlab que por
medio de la técnica anterior solucion el cual solucion de modelo Black-Scholes para cualquier
condicion inicial y distribucion de probabilidad.

Palabras Claves: Diferencias finitas, Molificacién discreta, Black-scholes, estabilidad,

monotonia, software.

Abstract

Models Finites Differences For No-Locals Diffusives

The objective of this thesis is to develop a numerical strategy for solving the Black-Scholes
equation nonlocal, through the technique of discrete mollification and the finite difference
method, a stability analysis of the numerical scheme and monotony is performed proposed,
developed several numerical examples to show the efficiency of the numerical method. More-
over software is developed in the programming language matlab that through the prior art
solution which solution Black-Scholes model for any initial condition and Detection proba-
bility distribution.

Keywords: Finite differences, discrete mollification, Black-scholes, stability, monotony,

software
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1 Introduccidn

Los modelos con difusiéon no local se han desarrollo en varios campos de la ciencia como:
la fisica, la biologia, la quimica y problemas de matematicas financiera. Otra de las apli-
caciones que avanzado en los tltimos anos, utilizando modelos difusivos no locales es en la
recuperacién de imagenes que se hace en [23]. De las ecuaciones integro-diferenciables que
describen estos modelos, es necesario estudiar aspectos tedricos, pero también es importante
hallar las soluciones de estas ecuaciones ya sean analiticamente o por medio de métodos de
aproximacion.

Los estudios tedricos de la ecuacion con difusién no local con flujo en la frontera, se ha hecho
en [4], en donde se probo el principio de comparacion, la existencia y unicidad de la solucién.
Ademads en [13] se demostrd estos mismos teoremas, para el problema de Cauchy, el cual
es necesario en el soporte de nuestro trabajo. Las soluciones analiticas de estas ecuaciones
son dificiles de calcular, aunque se pueden hallar por medio de la transformada de Fourier;
el cémputo de estas soluciones por este método da como resultado integrales impropias que
pueden ser complejas o imposibles de hacer analiticamente, por esto es imprescindible usar
integracion numérica, la cual no es muy apropiada de emplear por las posibles singularidades
que tienen las funciones a evaluar y los limites al infinito de la integral, que en algunos casos
genera inestabilidad en las aproximaciones.

En [22] las soluciones numéricas de estas ecuaciones se han hecho por el método de diferen-
cias finitas para funciones suaves y no suaves, en el que se hallan las condiciones de CFL, el
orden y se estudia la convergencia del esquema numeérico.

En matematica financiera uno de los modelos mas utilizados y estudiados es el modelo de
Black-Scholes, que durante los cuarenta anos de su existencia, han aparecido varios tipos de
ecuaciones al acercar el modelo a la realidad. Una de ellas es la ecuacién de Black-Scholes
no local, donde se hace su aproximacién numérica en [21] por diferencias finitas, en el que se
desarrollan dos esquemas numéricos explicito e implicitos, aplicindose el método de multi-
grid para acelerar el tiempo de los algoritmos de los esquemas numeéricos.

El propésito de este trabajo es desarrollar un aproximacién numérica de la ecuacion de
Black-Scholes no local por el método de diferencias finitas y la molificacién discreta, en el
que estudiaremos la estabilidad, la regularidad y la TVD, propiedades que son necesarias
para la convergencia de la aproximacién a la soluciéon exacta.



En el capitulo 2 se estudiaran los conceptos tedricos sobre las ecuaciones con difusion no local,
que se encuentra en [4] y [13]. Ademds se explicara el esquema numérico que se plantea
en [21], que nos sera 1til para nuestro estudio. En el tercer capitulo planteamos nuestro
esquema numérico para la ecuacion Black-Scholes no local, donde se haran los estudios
tedricos para probar su conveniencia y eficacia, en este caso se hallaran las condiciones CFL
para determinar las estabilidad de la aproximacién y la variacion total decreciente que son
necesarias para el buen comportamiento del esquema. Para confirmar los resultados tedricos
obtenidos se realizaran varios ejemplos para funciones periddicas y no continuas en el que se
hallaran sus ordenes y errores en sus respectivas tablas.

El ultimo capitulo es un manual del software BlackDiffusion, el cual grafica las soluciones del
modelo Black-Scholes no local. Este software esta disenado para cualquier condicién inicial
y distribucién de probabilidad, tiempo y intervalo [—p, p], el programa se hecho en lenguaje
Matlab y con la interfaz grafica Guide.



2 Preliminares

Una de las ecuaciones méas conocidas en las ciencias y las ingenierias es la ecuacion del
calor, la cual describe procesos difusivos, como el transporte de particulas o la propagacion
de enfermedades, su aplicacion ha llegado hasta problemas financieros como el modelo de
Black-Scholes que analizaremos més adelante.

2.1. Ecuacion de Difusion no Local

La aplicacién de la ecuacion de difusién no local se ha realizado en procesamiento de
imédgenes, movimiento de una poblacién o areas de la ciencia como la biologia. Ahora pre-
sentaremos los conceptos basicos la ecuacién de difusién no local con condiciones de frontera
de Neumann.

Sea k : R" — R no negativa, simétrica k(z) = k(—z) con [, k(z)dz = 1. Asumiendo que k
es estrictamente positiva en B(0,d) y se desvanece en R™ \ B(0,d). La ecuacién de difusién
no local es de la forma

u(z,t) = kxu—u(x,t) = / k(x —y)(u(y,t) —u(z,t))dy (2-1)
donde u es la densidad de poblacién en el punto x y el tiempo t, y k(z —y) es la distribucién
de probabilidad de salto de la localizacién de y a la localizacion x, tal que (k * u)(z,t) =
Jen E(x — y)u(y, t)dy es la velocidad de llegada de los individuos en cualquier posicién y al
punto z, en tanto que —u(x,t) = — [, k(z —y)u(x, t)dy es la velocidad de salida en el punto
x a otra localizacién; esta ecuacién es llamada ecuacién de difusién no local, debido que la
densidad de poblacién no solamente depende tinicamente de u en la posicién x y el tiempo
t, sino que también depende de los valores de la vecindad de x a través de la convolucion
k x u [4]-[13]. para condicién de Neumann, es decir que du/on(z,t) = g(x,t), x € 05, se
obtiene la siguiente ecuacion

wn(a,1) = / k(e — y)(uly,t) — ua, £))dy + / k(e — y)g(y, t)dy, (2:2)
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para x € €2, la primera integral es la difusion dentro de la regién €2, el ultimo termino de la
ecuaciéon (2-2) describe el flujo de entrada y salida en la frontera de €.

Teorema 2.1.1. Para todo ug € L*'(2) y g € L2((0,00); LY(R™ Q)) existe una tnica solu-

loc

cion u de (2-2) tal que u € C([0,00); L'(Q)) y ug(x,0) = ug(x).
Ademds la solucion también satisface propiedad de comparacion:
Si up(z) < wvo(x) en Q, entonces u(x,t) < v(z,t) en  x [0, 00).

Adicionalmente el total de masa en ) satisface

AU(y,t)dyz/gzuO(y)dy+/ot/§2/n Qk(x—y)g(y, s)dydxds.

Cuando el flujo es independiente del tiempo, es decir que g(x,t) = h(x), tenemos el siguiente
resultado.

Teorema 2.1.2. Sea k € L*(R"), h € L'(R"\ Q) tal que

0= /Q/ . k(z —y)g(y, s)dydrds. (2-3)

Entonces existe una unica solucion ¢ del problema

0= [ Ko =)o)~ pla)dy+ [ Ko - y)hts)dy

se verifica que fQ Uy = fQ ¢ y el comportamiento asintdtico de la solucion de (2-2 se describe
de la siguiente forma: Eziste 5 = [(k,Q) > 0 tal que

Ju(t) = ¢llrz@) < e ! |ug — ollr2@)-

Si (2-3) no se tiene, entonces las soluciones de (2-2) no son acotadas.

Las demostraciones de los teoremas 2.1.1 y 2.1.2, se encuentra [4], donde también se estudia
el comportamiento asintético de (2-2) para g(z,t) = h(z) y k € L*(R"), ademés se estudia
las soluciones con explosién, en que g(y,t) = h(y)(T—t)~* y un tiempo 7' < 1.. Las siguientes
observaciones que veremos resalta la dependecia continua de la soluciones (2-2) con respecto
a la condicién inicial y de borde.
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Observacion 2.1.3. Las soluciones de (2-2) depende continuamente de la condicién inicial
y de borde. Sea u una solucién de (2-2) con dato inicial ug y v una solucién de (2-2) con g
reemplazandolo por h y el dato inicial vg. Entonces para cada t; > 0 existe una constante

C = C(tp) tal que

mazosi<io| [u(,t) = v(- 1)1 ) < Cllul-,0) = v(, 0)|[z1 @) + Cllg = hlle (001 @ @)

Observacion 2.1.4. La funcién u es solucién de (2-2) si y solo si

t
u(z,t) = e_A(x)tuo(aZ)%—/ /e_A(x)(t_S)k:(x—y)u(y,s)dyds
0 Jo
t
+ / / e Ak — y)g(y, s)dyds,
nQ

Se puede ve que A(r) > a >0 (r € Q) para ciertas constante .

donde A(x f 0

2.1.1. Problema de Cauchy

Trabajaremos con la ecuacion (2-1), donde la regién €2 sera la R™ y con una condicién inicial
up(z), A este tipo de problemas se les llama problema de Cauchy, se puede escribir de la
siguiente forma:

{ut:ct J k(s — x)u(s, t)ds — u(z,t) (2.4)
(x,0) = uo(x)

para este caso vamos ha tomar la funcién de probabilidad k para las mismas condiciones que

en la ecuacién (2-1). la prueba de la existencia y unicidad de (2-4) es necesaria la transfor-

mada de fourier, que definiremos a continuacion y que sera necesaria para la solucién exacta

de la ecuacion del modelo de Black-Scholes no local.

Definicion 2.1.5. Para f € L'(R"), la transformada de Fourier de f esta definida por

for = [ e

donde (,) lo denotamos el producto escalar en R"™. Y la transformada inversa de Fourier de
esta dada por
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Fx) = L elt®:€)
f@) = s | e

Aplicando la transformada de Fourier se obtiene la prueba de existencia y unicidad de (2-4),

la cual se ve en el siguiente teorema

Teorema 2.1.6. Sea ug € L'(R") tal que uy € L'(R"). Eziste una unica solucidn u €
CY([0,00); LY(R™)) de (2-4) y es dada por

(g, 1) = OV ¢).

2.2. Aproximacién no local a la ecuacién del calor

Veremos a continuaciéon como se aproxima la ecuacién v, = (z,t) = Av(z,t) por medio de
(2-4), utilizando el reescalamiento del kernel . Formulamos (2-4) de la siguiente manera:

{ w(w,t) = [ k(s — z)u(s, t)ds — u(z, 1)
u(x,0) = up(x) ’

Para z € R" y t > 0, con k que satisface las mismas condiciones del problema (2-4) y tal
que

k(&) =1—|£]2 + o(|¢]?) cuando € — 0. (2-5)

Teorema 2.2.1. Asumimos (2-5). Sea u. la solucion unica a

(ue)s(w, t) = Fervelztlzue © 0 e R ¢ > 0,
ue(x,0) = up(x) reR ’

donde el kernel k es reajustada de acuerdo a

x
ko(z) = ek (-)
€
entonces, para todo T > 0 y lim, ||u. — v||L?§nX(O = 0, v es la solucion del problema local

vi(x,t) = Av(z,t), con las misma condicion inicial v(x,0) = ug(z).

La pruebas de los teoremas 2.1.6 y 2.2.1 se encuentra en [13], en el cual se estudia el com-
portamiento asintético y el problema de alto orden.
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Aproximacion Numérica

Ahora veremos el estudio de la aproximacién del problema (2-4) que se ve en [22], en
donde se hallan las demostraciones que vamos anunciar a continuacion. Para esto es nece-
sario cambiar un poco la definiciéon de la transformada de Fourier continua y discreta. Sea
hZ = {x,, = mh : m € Z} la malla de puntos, tenemos que

thmg,U
m

0(€) \/ﬁm_z:me

se define como la transformada discreta de Fourier (DFT), Si v,, € L*(hZ). La inversa DTF
se define por

eI (€) g

U =

5l

donde £ € [5%, %]. Siu € L?, entonces la transformada de Fourier continua (CFT) de u(z)en

el espacio es definida como

1 > —IizT _
6 - = / ula)e e = (Fu)e).

Si u, @ € L*(R), entonces la transformada inversa de Fourier se define como

v)el*tdg = (F~a(x)) .

Ul’

“y

Aplicando la aproximacién explicita de Euler al problema (2-4) tenemos el siguiente esquema
numeérico

Ut = U = hAt Y k(wy — ) (U = UY)

V=—00

donde U}* = U(wj,t,). Esto es equivalente a

urtt =ur (1 —hAE > k(- xy)> +RAL > k(xy — 3,)U) (2-6)

V=—00 V=—00

Multiplicando la ecuacién (2-6) por—i=e~ "¢ y sumamos por todo los j, tenemos que
N y J
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h - —ijh&rn+1 h = —ijhérn+1 =
\/—2_71- Z e Y Uj == \/—2_7T Z e Y Uj 1 — hAt Z k:(xj—xl,)
j=—00 j=—00 V=—00

o0

hAt Z k(z; — xl,)e_i(j_”)hgl

j==o0

entonces

Urtie) = {1 + hAt i k(z; — xp) (elF=Dhe 1)} U ().

j=—00

de modo que

U™(€) = (g(h&, At))"U°(€)
donde

g(h&, At) = 1+A (h i e_iThgk(xT)) — At (h i e‘irhok(xr)>

= 1+ V2rAt(k(€) - k(0)),

usando la definicién DFT.
En el Lema 2 de [22] se prueba que la estabilidad del esquema numérico (2-6) se cumple si

1—2At < g(h€, At) < 1.

2.2.1. Analisis de Estabilidad

En esta seccién se va estudiar la estabilidad de (2-4) para esto utilizaremos el resultado
g(h&, At) y la transformada de Fourier.

Lema 2.2.2. Asumimos que k(x) € L*(R) N C(R) satisface
H1 k(z) > 0;
H2 k(z) es normal tal que [7_ k(x)dx =1;

H3 k(x) es simétrico, i.e., k(z) = k(—x), para todo z € R;
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Hj k(z) es decreciente en (0, 00);

H5 k(€) > 0.

F€) < K(0) < /2 +F(®)
i

De H1-H4 y de la definicién de la DFT, tenemos que 0 < k(0) y
2 + k(§). Ademds, si H5 se

para todo £ € -, 2] y de CFT se tiene que k(&) < k(0) <

mantiene, entonces k() > 0 para k € H"(R), r > 3.

Lema 2.2.3. Asumimos que k(z) € L>(R)NC(R) y H1 y H3 se mantienen. Entonces existe
C >0 tal que 1 — CA < g(h&, At) < 1. Si H2 y Hj también se mantienen, entonces C' = 2,
en ambos casos, |g(h, A)| <1 para toda 0 < At < Atx = 2.

Recordemos la relacion de Parseval que sera necesaria para probar el siguiente lema. La
relacion:

| utopas = [ jaopag

o0 [e.o]

1612 = / BOPAE= S huml? = [lo]2

m=—0oo

=3

es conocida como la formula de Parserval.

Lema 2.2.4. Si k(z) = k(—=x) y k(z) > 0 y k € L*(R) N C(R) entonces existe At > 0 por
lema (2.2.3), se tiene que ||U"||n < ||U°||n, para todo 0 < At < Atx yn > 0.

En [22], se analiza la convergencia y el orden de (2-6), en donde también se realiza la semidis-
cretizacién de (2-4) y varios ejemplos numéricos con diferentes kernels y condiciones iniciales,
los cuales nos sera ttiles para nuestros experimentos numeéricos.

2.3. Molificacidon Discreta

En esta secciéon vamos a introducir los conceptos bésicos de la molificacion, como se usa para
discretizar las integrales impropias con kernel gaussiano, de manera que nos va servir para
expresar el esquema numérico de forma matricial, el cual se empleara en la aproximacion de
la ecuacién de difusién no local. En [6] y [8] se explica con mdas profundidad los principios
bésicos de la molificacion y las matrices que se obtienen para cada condicion de borde, que
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son necesarias para aplicacion de nuestro método numeérico.

Sead >0,p>0y

Se trabajara con el kernel

Apsdtexp(—t?/6%) si || <p
kps =
0 si |t >p

Tenemos que kys > 0; kys € C°(—p,p), kps es diferente de cero fuera del intervalo [—p,p| y
Jo kips = 1.
R VP

Este caso utilizaremos la molificacion discreta para kps, mas adelante se usara este mismo
método para la discretizar cualquier kernel.

Definicion 2.3.1. Sea X = {z;/z; = 9+ jh, j € Z} el dominio discreto con z, un nimero
real y h > 0. Sea G : X — R una funcién definida por G(z;) = y;.

Sea

S = (watw)/2 jel
I = [5;,8m] jeZ

F6) = D> yx(t) teR

j=—o00

con x; la funcién caracteristica en I;. Entonces para 6 > 0 y 1 un entero no negativo. Defin-
imos de G con el pd-molificacién de f con p = (n+ 3)h.

Esto es

JonG () = Jps f ()

nos interesa evualuar los Js,G en los puntos en y. Sea t; = (j — 3)h, j € Z.
Escribimos

JdnG(xj) = Jpéf(xj>
_ / pal(—s)f () + 5)ds

_ Z/M Fos(—5) f(; + 5)ds

i=—n ti
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de modo que

t, <s<tyy1siysolosi S <x;+5<S,4jm

entonces

n
JsyG () = Z Wy Y+, donde w,

v=—n

tu+1
/ kps(—s)ds.
ty

(2-7)

Es la molificacién discreta de G es la convulacion discreta del el vector y con w los pesos

obtenidos de el kernel k5, donde 7 w, = 1. La igualdad (2-7) se puede escribir en forma

matricial, como se ve a continuacion:

donde
Wy w_1q
T, = ;

W—n

0
Y1
Y2

=1 -

Ym—1
Ym

Si tenemos un conjunto de datos que representamos con el vector y = [y1, ya, - . -

JsnG(zj) =Ty + Ty +T,y.

- mXxn

- mXx1

Yy =

T, =

Y—n+1
Y—n+2
Y-1
Yo

nx1

(2:8)

Wy 0
Wy ’
W—n wWo J o sm
Ym+1
Ym+2
Ym+n—1
Ym+n nx1

, Um], NOtAMOS

que la ecuacién (2-8), le faltan los vectores y; v ¥, es decir que no hay los suficientes datos

para poder aplicar la convolucién, por esto es necesario aplicar una condicion de borde segin

el comportamiento de los datos, que veremos a continuacién.

Condicion de borde cero (Dirichlet)

Para este caso, tomamos y; = 4, = 0, ys, es computada de y por la matriz Toepliz, es decir

que

Yoy = jﬁy'

Esta condicion es tomada cuando los valores de y decaen rapidamente a cero en los bordes.
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Condiciéon de borde escalonada

Para computar ys, tomamos y; y y, nulos, y multiplicamos a y por la versién escalonada T,
de la matriz T" dada por

Ts, = D'T

donde D = diag[dy, ds, ..., dy] y di es la sumatoria de la k-esima fila de T', asf:

Ysn = Tsny

Esta condicion se toma cuando no se conoce el comportamiento de los y, fuera del borde.

Condiciéon de borde periddica

Tomamos
Y—n+1 Ym—n+1 Ym+1 Y1
Y—n+2 Ym—n+2 Ym+2 Y2
Yy = = : $Yr = =
Y-1 Ym—1 Ym+n—1 Yn—1
Yo nx1 Ym nx1 Ym+n nx1 Yn nx1

de esto obtenemos la matriz circulante

Cén == [Omx(m—n)u_‘l] + T + [Tr’OmX(m—n)L

entonces

Ysn = Csny

Esta condicion es utilizada cuando los datos tiene comportamiento periédico. Ademas se
tiene que la matriz Cs, es circulante, la cual se puede diagonalizarse por la transformada de
Fourier discreta.

Condicién de borde por reflexion par

Cuando se quiere utilizar una reflexion sobre los datos, tomamos

Y—n+1 Yn Ym+1 Ym
Y—n+2 Yn—1 Ym+2 Ym—1
Y= : = : syr = | = :
Y-1 Y2 Ym+4n—1 Ym—n—2
Yo nx1 un nx1 Ym+n nx1 Ym—n+1 nx1

entonces
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Ysn = ([OmX(m—n)|Tl]R +T+ [TT|0mX(m—n)]R)y

donde R es la matriz

1

L 4 mXxXm

En este capitulo se advierte que el estudio de los conceptos tedricos de la ecuacién de difusion
no local, es minucioso y bien fundamentado, en donde se probo la existencia y la unicidad
de las soluciones de esta ecuacion, la dependencia continua de la condicién inicial y de
borde, siendo estos aspectos tedricos relevantes para la aplicacion de cualquier método de
numérico, asimismo se vio el uso del método de diferencias finitas para solucién numérica de
la ecuacién (2-4), apoyando se en la transformada de Fourier para su andlisis de estabilidad
y programacion del algoritmo. Otro concepto importante que se expuso es la molificacién
discreta, el cual sera muy 1til en la discretizacion de la ecuacién de Black-Scholes no local,
debida que sus matrices de condiciones de borde son muy convenientes en la programacién
de nuestro esquema numeérico en Matlab.



3 Modelo Black-Scholes No Local por
Molificacion Discreta

En el estudio de problemas financieros ha surgido varias ecuaciones integro-diferenciales, una
de ellas es la ecuaciéon de difusion no local Black-Scholes, la cual se define de la siguiente
forma

u(z,t) = Lu(z, t) (3-1)
donde

Lu(z,t) = bug,(z,t) + cuy(x, t) — ru(z,t) + d/R k(x — s)u(s,t)ds — du(x,t).

Como se explica en [21] , los valores b > 0, d > 0 son la volatilidad y la intensidad, respec-
tivamente, con (b,d) # 0, r > 0 es la tasa de interés libre, ¢ € R es la desviacién de tasa, y
u(z,t) representa la opcién de precio (crédito contingente). El efecto de los vecinos cercanos
x y s que se describe por medio de k(z), donde k : R — R, es no negativa, simétrica con
Jg k(2) = 1, suave y decae en los limites.

En los articulos [18], [19] y [22] se han propuesto varios aproximaciones numéricas, cuando
las constantes b, ¢ y r son iguales a cero, por medio del método de diferencias finitas y ele-
mentos finitos; el estudio analitico de este tipo de ecuaciones se encuentra en [13], probando
se su existencia y su unicidad. En [21] se discretiza la ecuacién (3-1), en donde se obtiene el
esquema explicito e implicito implementando el método multigrid.

En [21] se presenta un esquema explicito y un implicito para la ecuacién (3-1). En el esquema
numérico que desarrollaremos se utilizara las técnicas de la molificacién discreta de [8] para
aproximar en la integral impropia de la ecuacién (3-1), donde asumimos que k es estricta-
mente positiva en (—p, p) y cero en [—oo, —p| U [p, oo]. Para la dicretizacién de la derivadas
de u(x,t) con respecto a t y x se usaran diferencias finitas centradas como se hace en [21].

3.1. Aproximacion Numérica

En esta seccion se desarrollara el esquema numérico con un tamano de malla Az > 0y
At > 0, de modo que (z;,t") son los puntos en los que se evaluaran las aproximaciones del
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esquema a la solucién de (3-1), donde z; = jAz y t" = nAt para j € Z y n > 1. Como en
9] la discretizacién del dato inicial estd dado por

o1 (H%)Axo P -
Bm s ], N e (32

Evaluamos en el punto (z;,t") en la ecuacién (3-1), de modo que
ut(xja tn> = Lu<xj7 tn>' (3'3)

Ahora aplicando integraciéon numérica al pentltimo término de la derecha del operador
Lu(z;,t"), donde £ = z; — s, se tiene que

/R B(s — x;)u(s, t")ds = / F(—E)ula, — £, 17)(~de) = / B(—€)u(z; + € t)dE.

Como k(—&) = 0, para todo £ ¢ (—p, p), obtenemos que

/R k(s — 2;)u(s, £)ds — / " b= E)u(z; + £, 17)de. (3-4)

—-P
Sea n € Z* tal que
1 1 p 1
e AN < A _— < 1.
(n 2) m<p_<77+ ) T & 77<A +2_n+
Como [—p,p]C[— (7}+%) Ax, (7}—1—%) Ax},entonces

/p B(—€)ul; + &, ") = Z/ ule; + €, 1) de (3-5)

—p =
De la tultima igualdad y por la condicién de Lipschitz, obtenemos la aproximacion de la

1 1
integral de la ecuacién (3-3), donde u(x,t") = u(z;,t"), si (j - 5) Ar <z < (j + 5) Azx.

N J/

-~

I;
Sea j tal que x € I;
n ~ n n n Ax
jula, %) — i, )] = Jule, #7) — u(ay, )] = Lo — 2 = L5
Notese que
LAx
|, Heutes & e = [ kit +6 ag] < 75
I

De (3-5), tenemos que
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/p B(—E)ulz; + €, 17)d = Z/ e, + €, ") dE + O(Ax)

—p y=—n

Sea x; + & € 1,4, entonces u(z; + &, t") = u(z,4;,t"), por lo tanto

/p E(=&u(x; +&,t")dE = Z w(zy4j, t")w, + O(Ax). (3-6)

-p v=—n

se define los pesos como

w, = / k(=€)

Usando diferencias finitas en (3-3), obtenemos

(.T], tn+1) - ’LL($]', tn)

up(zy, ") = A7 +O(At) (3-7)
— 2uy +uf

U (5, 1") = R T O(A?) (3-8)

oy, ") = UL oA (3-9)

Sustituimos (3-6), (3-7), (3-8), y (3-9) en (3-1), obtenemos.

n+l _ n n n n n _ ,mn
U, Ui M T2 T U

U
j—1 n n n
A7 = A7 +c N —ru; +d E wyul,, — duj

v=-—n

+0O(Az?%) + O(Ax) + O(At)

Sea v} nuestra aproximacion de uf, entonces tenemos la siguiente igualdad

oL pn vt — 20 vl Vi — U %
TR T N retE Ty A Y e, —df (310)
v=—1
\ A
U;LH = (b,u + 02> viyy + (1 —rAt — dAt — 2bp)vy + (b,u B 62> U1

n
+ Z dAtw, vy,
v==1

entonces

vt = Z W0, (3-11)

v=-1n
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donde w, = dw,, para v = £2,£3,...,+n, v w_1 = dAtw_, + (b,u — 0’5\), Wy = dAtwg +
(1 —rAt — dAt — 2bu) y w1 = dAtw; + (bu + c%) .

3.2. Estabilidad

En el andlisis estabilidad y monotonia del esquema (3-11) tomamos b > 0, ¢ > 0,d >0y
r =0, de modo que w, > 0, para v = £2,+3, ..., £n, ademds tenemos que w_1, Wy y Wy €s

£

mayor que cero, si y solo si 2At (14 1) <1y £ < 2=
También se tiene que

n
Z@:L

v=—n

Del esquema numérico (3-10) tenemos que

ot = o 4 bp(vf, — 207 + o)) + ca(vijl —vf ) —dAt (Z Wy, — vj> (3-12)

v=—n

Sustituimos v} = z, exp(sx;i) en (3-12), donde i = /—1.

A
V" = |1+ by (exp(sAzi) — 2 4 exp(—sAzxi)) + c= (exp(sAxi) — exp(—sAxi
J 2
n
+ dAt( Z w,, cos(sAxv) — 1) 2y, €xp(sz;)
v=-1)
entonces

A
g(sAx, At,b,c,d) =1+ dAtK — 4by sin® % + icAsin(sAx)

donde K =37 w,cos(sAzv) — 1.
De la misma forma que [22], el esquema numérico es estable si
g(sAz, At,b, c,d)| < 1

entonces

Ag\ 2
lg]> = (1 + dAtK — 4by sin® %) + N\ sin®(sAz) < 1
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como —2 < K < 2y sin?(sAz) < 1, se tiene que

AdAz?
At 1
< IBAT + (160d + 2)ALZ 1 1602 (3-13)

Ahora probaremos la variacién total decreciente (TVD) de la misma forma que se hace en

lema 3 de [6], la cual prueba la monotonicidad del esquema numérico y que las soluciones
halladas son uniformemente continua [1]. Se define para una funcién discreta z la variaciéon
total como:

[ee)
=) |z -z

j=—o00

Lema 3.2.1. La discretizacion (3-11) es TVD, esto es

P P
J J

+1 _ §

ve—n entonces

Demostracion: Sea v” W,V

v

7

Ul
n+l _  n+l _ ~ n _an ~ |,n )
Z‘Uﬂ-l Yj ‘ = Z Zwv (”j+u+1 Uj+u) SZsz\vj+u+1 Vit
J

j 1=-—n Jj i=—n

n n
< Z wuZ |01 = V| < Z [y — o]
7

v=-—n

Tenemos que TV (v" ) < TV (v™) para todo n € Ny, ademds TV (v™) < TV (vo) para todo
No.

Lema 3.2.2. El esquema (3-11) cumple que ||[v™]|1 < ||vo||1-
n+l _ n

Demostracion: Sea v; b nwyvﬁw entonces
n+1| __
> !—Z > | < ZvaIW < ZwuZIM
J i lv=—n v=—n v=—n

Lema 3.2.3. El esquema (3-11) cumple que||v™|]oo < ||v0]]oo-

Demostracion: Sea v”“ Z:ﬂ? wyvy, ;, entonces
n n n
SR SN ED SEATHES Al
v ]+V — v j+l/ — v J o0
v=—n v=—n v=—n

Probaremos que el esquema (3-11) cumple la ley conservativa de la misma forma que se
prueba en [7].
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Lema 3.2.4. La discretizacion v"“ =" w5,u", . se puede escribir de la forma conser-
v=-—n v+j

vativa U?H =V} + (pjr1 — ), con @; = S Wy, Zkzl(v;‘+k — U} i)

Ademds, si U;Zrl, es una constante en u para v = —n,--- ,1, entonces

Pjv1=9; =0

+1 _ n

Demostracion: Sea vy B

7 n
wyviy,, entonces

n v n v
n+1 n o __ n n
i Ty = szz (Vv = 0 k1) Z Wy (051 = Vi)
v=1 v=1 k=1
= SDJ-H_‘PJ

Nota. Por la condicién de estabilidad (3-13), se obtiene la siguiente desigualdad

2
p < 4Atd® 4 p(16bd + ) + p (&) < 4d (3-14)

Lema 3.2.5. El esquema (3-11) cumple ||[v"™ —v"||; < AtCy + Csy, donde ||v"™ — o™, =
Az (Wit — | y Cy y Cy es independiente de Ax y At.
Demostracion: Tenemos que

n

n+1 _ n—1
E w;v ]Jru E wyv ]+1/ - E : wV<U]+1/ _Uj—i—zz)

v=-—n v=—n v=—n

de lo anterior

ILAREIEDD S b - £ 3 DL R RED ML
J A 7

v=—n v=—n

Por induccion obtenemos que

Z\v}f‘“ —vj| < Z\vjl —v?.
J J

Sin =0, de (3-10) se tiene

— 209 4+ v 09, —o? i
1 0 J+1 J+1 J—1 0 0
vj—vj—At<b mQ Lie N j+d g wy v, — dv;

v=—n

entonces
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A A -
|v} - U?| < (b,u + c§) |v?+1| + (2bu — c§) |v?_1| + dAt Z w,,|v?+y| + (2bp + dAt)|v?|

v=-—n

De la desigualdad anterior y por (3-14)

D fortt | < 16bd > [0f] + 2dAL Y o))
J J J
Multiplicando la desigualdad anterior por Az, se tiene que
Ax Z It — 0| < 16bdAx Z V9] + 2dAtAz Z 0] (3-15)
J J J

Reemplazando (3-2) en (3-15) se tiene que

Ax Z it — ot < 16bd/ lvo(2)| dz + QdAt/ |vo(2)| dx
; R R
como v° € Ly, entonces

||vn+1 — UnHl S AtCl + CQ
donde Cy = 2d [, |vo(z)| dz y Cy = 16bd [, [vo(z)| da

Lema 3.2.6. El esquema (3-11) cumple ‘U;Lj:ll —v;l+1| < f(Ax), con f que satisface que
f(Az) — 0 cuando Az — 0.

Demostracion: Tenemos que w; < Wy, para todo 1 = £1,£2,...£n, entonces

n
n+l _  n+l ~ n )
Vigr — Y | < Z Wo |Uj+1+u Uity
v=-—n
como wy < 1+ wy
n n
~ n n n n n n
Z Wo ‘“j+1+u - Uj+u| < Wo Z ‘“j+1+u - UH,,} + ‘”j+1 Yl
v=-n v=—n
por lo tanto
n
n+1 n+1 E n n n n
v=—n

Por lema 3.2.1
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U;-lj:ll — U;-H_l{ < weTV (vg) + |U;7+1 — v;‘{ , para todo n > 0.
St hacemos n = 0 tenemos que

o — 03] < TV o0) + ol — 0]

Entonces por induccion llegamos a
‘v}‘j:ll — v;““l} < wonT'V (vy) + ‘U?_H - vﬂ
Sea TV (vg) < Ny y |09, — 09| < AwN, (Condicidn de Lipschitz), entonces
v?f:ll — U?+1| < wonNy + Az Ns.

LAz
Como wy = [

21 A, K(=8)dE, entonces wy — 0 cuando Az — 0.
2

3.3. Experimentos Numéricos

La solucién exacta de (3-1) se halla por medio de la transformada de Fourier [21],

uant) = = [ expliad) expla€)in(e)ds (3-16)

donde

9 .
0(6) = Var (4 d(h(E) — (0) - = + =)

El calculo de la integral impropia de (3-16) se hace por la funcién quadgk de matlab para

el ejemplo 3.3.2. De la misma forma que en la molificacion discreta se deben obtener las

matrices, para la condiciones de borde. El procedimiento y las matrices que se emplea a

continuacién son esencia las mismas que se presenta en [6].

De la ecuacién (3-11), obtenemos las matrices T', T, y T',., cuyos coeficientes son los pesos w,.
Para nuestras aproximaciones utilizaremos las condiciones de borde cero, periddica y par,
las mismas se usan en [§].

us

3
son los resultados de los errores y ordenes con las distribuciones k(z) = 3exp(—|z]) y

Ejemplo 3.3.1. Sea ug(x) = cos(%x) la condicién inicial , donde los cuadro 3-2 y 3-1

k(z) = /% exp(—10022), respectivamente, para ¢ = 4, b = r = d = 1 y un tiempo

™

T = 0,1, la figura 3-1 se utilizan p =6 y h = 2p/64.
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0.84

Exacta
+ Apro

0.6

0.4

Figura 3-1: Ejemplo 3.3.1 con k(z) = /%2 exp(—1002%), p=6y h = 2p/64

n L;error L;orden Loerror Lo orden L error L. orden
32 1,57E-02 - 3,23E-02 - 1,19E-01 -

64 7,08E-03 1,15 1,74E-02 0,90 7,60E-02 0,65
128  3,05E-03 1,22 8,80E-03 0,98 4,16E-02 0,87
256  1,38E-03 1,14 4,42E-03 0,99 2,17E-02 0,94

Tabla 3-1: Ejemplo 3.3.1 con k(z) = /2 exp(—10022) y p = 6

n Ljerror L;orden Lyerror Ly orden Lo error Lo orden
32 1,66E-02 - 3,46 E-02 - 1,26E-01 -

64 7,91E-03 1,07 1,87E-02 0,89 7,95E-02 0,66
128  3,57E-03 1,15 9,45E-03 0,98 4,33E-02 0,88
256 1,73E-03 1,05 4,73E-03 1,00 2,25E-02 0,95

Tabla 3-2: Ejemplo 3.3.1 con k(z) = 5 exp(—|z]) y p=6
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Ejemplo 3.3.2. Sea k(r) = /2 exp(—1002?) la distribucién que describe el efecto en-

tre vecinos cercanos, donde, los errores y ordenes con de las condiciones iniciales uy(z) =

1 si |z <1
{ 0 si |z|>1
c=4,b=r=d=1,yT =04, del cual obtenemos la siguientes graficas y tablas de errores.
La figura 3-3 se utilizan p =6 y h = 2p/64.

heaviside(x) y us(z) = , son representadas en el cuadro 3-3 y 3-4, para

0.7r
Exacta
+

06l Apro
0.5F
0.4r
0.3F
0.2+
0.1F

C L

-6 -4 -2 0 2 4 6

Figura 3-2: Ejemplo 3.3.2 con uy(z), p =6y h = 2p/64

n Ljerror L;orden Lyerror Ly orden L. error Lo orden
32 6,00E-03 - 8,42E-03 - 1,90E-02 -

64 1,53E-03 1,97 2,17E-03 1,96 5,24E-03 1,86
128  3,84E-04 1,99 5,52E-04 1,97 1,35E-03 1,95
256  9,62E-05 2,00 1,39E-04 1,99 3,40E-04 1,99

Tabla 3-3: Ejemplo 3.3.2 con uy(z) y p=16
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+

Exacta
Apro

Figura 3-3: Ejemplo 3.3.2 con us(x), p=6y h = 2p/64

n Ljerror L;orden Lyerror Ly orden L. error Lo orden
32 3,78E-02 - 3,27E-02 - 3,20E-02 -

64 1,07E-02 1,82 9,41E-03 1,80 9,58E-03 1,74
128 2,76E-03 1,95 2,45E-03 1,94 2,56E-03 1,90
256  6,96E-04 1,99 6,15E-04 1,99 6,35E-04 2,01

Tabla 3-4: Ejemplo 3.3.2 con ug(z) y p=16

Como se puede ver en las tablas 3-3 y 3-4, lo ordenes son cercanos a dos con funciones
con discontinuidad de salto, para divisiones 64, 128 y 256 en el intervalo de la aproximacion

numérica, lo cual es bueno para este tipos de funciones, por los problemas que presenta en

dichas discontinuidades, aunque en el ejemplo de la funcién periédica se obtuvo un orden

cercano a uno, esto se puede deber a la cantidad de minimos y maximos en el intervalo de

estudio. Un hecho importante son los resultados tedricos que se obtuvieron como el TVD,
la monotonia, la ley conservativa, las condiciones de regularidad y la estabilidad que son

necesarias para el buen comportamiento y efectividad del esquema numérico propuesto, el

cual justifica que las aproximaciones que se realizando debe tener un buen comportamiento

como se en los ejemplos.



4 Manual del Programa
BLACKDIFFUSION

4.1. Interfaz BlackDiffusion

El programa BlackDiffusion es una interfaz grafica desarrollada en GUIDE MATLAB, que
aproxima las soluciones del modelo Black-Scholes con difusién no local, el cual se representa
con la siguiente ecuacién:

u(z,t) = Lu(z,t) (4-1)
donde

Lu(z,t) = bug,(z,t) + cuy(x, t) — ru(z,t) + d/ k(x — s)u(s,t)ds — du(z,t).
R

Como se explica en [21] | los valores b > 0, d > 0 son la volatilidad y la intensidad, respec-
tivamente, con (b,d) # 0, r > 0 es la tasa de interés libre, ¢ € R es la desviacién de tasa, y
u(x,t) representa la opcién de precio (crédito contingente). El efecto de los vecinos cercanos
x vy y que se describe por medio de k(z), donde k : R — R, es no negativa, simétrica con
Jg k(2) = 1, suave y decae en los limites.

La grafica que representa la solucién de la ecuacién (4-1), es una aproximacién por medio
de diferencias finitas y la molificacion discreta. Ademas el calculo de las soluciones se puede
dar para cualquier tiempo 7.

4.2. Requerimientos del Programa

El programa esta dise?ado para version MATLAB 8.1 R2013a, y los sistemas operativos
Wndows, Mac OS X y las distribuciones de GNU/linux.

4.2.1. Instalacion

El programa se puede descargar de https://mega.co.nz/#!R5k1RbDb en una carpeta con
el nombre BlackDiffusion en el formato zip, de pues descomprimir la carpeta, se debe seguir
los siguientes pasos


https://mega.co.nz/#!R5k1RbDb
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Paso 1

Al abrir el programa Matlab, se elige la pestalla APPS, después sea hace clik en el botén
Install App, que se encuentra en la esquina superior izquierda de la ventana de Matlab,
como se indica en en la figura 4-1 con un punto rojo. Al dar clik al botén Install App

se debe abrir una ventana, en la cual se busca el archivo BlackDiffusion.mlappinstall, en el
carpeta en se descomprimioé el .zip y se da abrir.

MATLAB R2013a

HOME PLOTS gLt Baagl® DE
== = — — A p— i —
= 4 i B =3 6 S
CetMore Install Package  CurveFitting Optimization  MuPAD FID Tuning System signal Image Instrument  Simgiology MATLAB MATLAE  Distribution
Apps  App  App Notebook Identification  Analysis  Acquisition Control Coder Compiler Fitting
FILE APPS
<2 = (5 1 /7 v nome » fcosorio b trabajo b BlackScholes - 0
Current Folder [GN Command Window [B) workspace ®
[name - | [ mew to MATLAB? Watch this video, see Examples, or read Getting Started x| [Mame 2 Value [Min [m
BlackDiffusion.mlappinstall
] PP s |
| :':': D
Command History [©)
coans -
“~deploytonl E
BlackDiffusion.mlappinstall (MATLAB App Installer) o seele [~

Figura 4-1:

Paso 2

Al instalar el apps, debe aparecer en la ventana superior derecha de Matlab un botén con el

nombre BlackDiffusion, como se ve en la figura 4-2 al hacer clik en el se abre la ventana del
programa.
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MATLAB R2013a x

o T -
¥ M P &8 8 B O @ &6 5 & 9

CurveFitting  Optimization  MuPAD FID Tuning System Signal Image Instrument  SimBiology MATLAB MATLAB  BlackDiffusion
Hotebook Identification  Analysis  Acquisition Control Coder Compiler

<g = 5 5 ©/ b home » feosorio + trabajo ackScholes - R
® ®

» Bl
Current Folder [GMl Command Window Workspace

[ |name (3) New to MATLAB? Watch this Video, see Examples, or read Getting Started Name - [vae [min [m
] BlackDiffusion. mlappinstall o |

X

Figura 4-2:

4.2.2. Interfaz Grafica

El programa BlackDiffusion grafica la solucién de la ecuacién (4-1), para cualquier constantes
b, ¢, dy r,y condiciones iniciales y distribuciones probabilidad. A continuacién vamos
explicar que significa cada componente del programa representada en la figura 4-3.

BlackDiffusion x
BLACK-SCHOLES MODEL WITH NO LOCAL DIPFPUSION
(T, 1) = Hitne (T, £) + e, £) — Tl £) + d(fy Kz — s)uls, t)ds — ulz, 1)),
whete b 20, d > (0,0) with (b,d) £ 0, r >0 and e £ R
T T Il
Graphics
- — Initial
cos((pif37x) . p ~ == exact
| . A\ O approximation
. gl
) aog 1
: 5 /
i Pf P i
0.5*exp(-abs(x)) - [} 1 ol Y P/
b 4 1 ]
o i q . I
3 i W P
; P LI 4 B
b L [N ;
Yo P a é ! i
b F [ Py
j L A {
] ;] L P, .
b ® » !
5 \ f 3 | é
A ; g L i
s s B L
Ly o L LI ]
4 b I
k) d ! % L
LI / woo?
\ ’ N ! b
S /
- N~ i

Figura 4-3:

1. Initial Condition: En esta casilla se llena con una funcién cualquiera ya sea periodica,
decaimiento en los bordes cero, o descontinua, de en R en R

2. k(x) :En la segunda casilla se coloca una distribucién probabilidad la cual sea simétrica,
no negativa y decae en los limites.
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3.

10.

11.

12.
13.

14.

4.3.

Time: El tiempo no debe ser muy grande, ya que el programa puede fallar cuando
llega a los limites del intervalo [—p, p].

[—p, p] : En esta casilla se coloca el valor p, de la misma forma que el tiempo debe ser
los suficientemente grande para que no halla problemas en los limites del intervalo.

b: Volatilidad

c: Desviacion de tasa
r: Tasa de Interés libre
d: Intensidad

Example: Se puede elegir tres ejemplos, el primer ejemplo es una condicién inicial
periddica, en la segundo es una condicion inicial discontinua y por el ultimo se trabajo
con la condicion inicial heavisible.

Boundary conditions: En este panel se elige la condicién de borde: estandar, par,
cero y periodica, esto depende del tipo de condicién inicial, si no, se tiene conocimiento
sobre el comportamiento de la condicién inicial se elige la opcién de Estandar.

Ok: Es este botdon se realiza el calculo de la solucién de la ecuacién del modelo de la
Black-Scholes con difusién no local.

Delete: Este boton borrar los datos ingresados y las graficas del calculo anterior.
Save: El botén save guarda las graficas calculas ya sea en formato .fig, .eps u otros.

Language: Aqui se puede seleccionar tipo de lenguaje en el que se quiere trabajar ya
sea es ingles o espaiol.

Uso y Advertencias

En las casillas de time, [—p,p|, b, ¢, r, y b, se ingresa los valores numéricos en formato de

decimal, como una volatilidad de 1,3. ara las casillas Initial Condition y k(x), se ingresa

funciones de variable z, donde los signos / y * son el divisién y producto, respectivamente.

Por ejemplo x * cos(z) y x/cos(x) que es equivalente a wos(@- Ol se quiere usar funciones

exponenciales se utiliza el signo A. En la tabla 4-1 se da el formato en el que se deben

escribir las funciones en el programa. En el botén Example se ve como se puede escribir las

funciones y los datos numéricos, ver figura 4-3.
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Funciones Formato Funciones Formato
seno sin(x) arcoseno sin(zx)
coseno cos () arcocoseno cos ()
Tangente tan(x) arcotangente tan(x)
Cotangente cot(x) arcocotangente cot(x)
Secante sec(x) arcosecante sec(x)
Cosecante cse(x) arcocosecante  c¢sc(x)
Logaritmo Natural log(x) e’ exp(x)
Exponencial a” alNzx i TAa
Dirac dirac(z) Valor absoluto  abs(x)
Heaviside heaviside(x) Raiz cuadrada  sqrt(z)

Tabla 4-1:

Es fundamental entender los limites del software como se explico en 4.2.2, porque al elegir
indiscriminadamente los valores de tiempo final 7', amplitud del intervalo de la aproximacion
p y la desviacién de tasa (convencién) ¢ la aproximacion fallara.

Como la aplicaciéon esta hecha en Matlab, goza de toda las ventajas que ofrece este lenguaje
de programacion; por esto el diseno de los algoritmos se oriento a la construcciéon de ma-
trices, para aplicar todas operaciones basicas de suma, resta, multiplicacion y potencia, las
cuales ya estan predefinidas en Matlab, y se puede utilizarse facilmente, ahorrando tiempo
de computo y simplificando el algoritmo.

El propésito fundamental de la aplicacién, es poder hacer todas la pruebas posibles con difer-
entes tiempos y parametros, que visualmente se pueda entender como es el comportamiento
de las soluciones, para determinar cuales valores son viables.
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Los pesos w, cumplen con las propiedades que exige la molificaciéon discreta, que son nece-
sarias para la aplicacién de las matrices de condicién de borde en la aproximacion del prob-
lema (3-1), las cuales son bastante favorable para programacién en matlab, también es ven-
tajoso el uso de la molificacion discreta por las cualidades que presentan en la empleo de
problemas inversos y en la aceleracion de los algoritmos para varios esquemas numéricos
por diferencias finitas. Ademads se logro probar el TVD, la ley conservativa y los lemas de
regularidad, que son indispensables para la convergencia del método numérico (3-11).

Aunque la estabilidad obtenida es muy restrictiva, los errores y ordenes en los experimentos
numéricos son buenos, sobre todo para las condiciones iniciales no continuas cuyo orden en
los ejemplos ha estado alrededor de dos, pero para las condiciones iniciales periddicas se
obtuvo un orden aproximado de uno, debido posible a la gran cantidad maximos y minimos
que tiene la funcion en el intervalo de aproximacién. Si bien se puede tener la solucién exacta
de (2-4) por la transforma de Fourier, el cdlculo analitico de las integrales impropias no es
posible para todas la funciones, pero ademas las aproximaciones por integracién numérica en
algunos casos falla, como por ejemplo en el caso de la rutina quadgk de matlab que utilizamos
para nuestros ejemplos numéricos, donde para unas condiciones iniciales y un tiempo 7' la
aproximacién explota.

El software desarrollado para la aproximacién de la ecuacién Black-Scholes no local, se logro
plantear la solucién para cualquier tiempo, intervalo, condiciones iniciales y distribuciones
de probabilidad, pero hay que tener cuidado en la elecciones de estos parametros, ya que al
tomar valores demasiados grandes o pequenos la aproximacion que hace el software puede
fallar, por esto es importante seguir las consejo que se dan en el manual.

Para trabajos futuros se puede plantear una nueva discretizacién de la ecuacién (3-1), en
donde se use diferencias finitas hacia delante o atras para la derivadas de tiempo y espacio,
con el objetivo de mejorar la estabilidad, los ordenes, los errores y el tiempo de computo de
la aproximacion, también seria importante aplicar el método de la molificacion discreta en la
solucién de problemas de difusién no local en R?, en los que se ha hecho muy pocos estudios.
Aunque se desarrollo un software para la solucién de la ecuacién (3-1) con el esquema numéri-
co (3-11) para cualquier condicién inicial y distribucién de probabilidad, es vital aprovechar
el software para el uso en la predicciéon en los movimientos de la bolsa.
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Contribuciones

= Se desarrollo un software en el lenguaje de programacion Matlab, para la aproximacion
de la ecuacion de Black-Scholes no local, utilizando el esquema numérico (3-11).

= Se enviara un articulo a la revista Integracién con los resultados obtenidos en TVD,
condiciones de Regularidad y estabilidad, con los ejemplos numéricos aqui expuestos.
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