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Resumen

En un mundo cada vez mas orientado hacia el analisis de datos, las herramientas estad sticas
brindan una ventaja competitiva signi cativa al permitir un enfoque informado y basado en
evidencia para la toma de decisiones. Con este enfoque, las empresas pueden tomar decisiones
mas informadas y desarrollar estrategias solidas para abordar los desaf os y oportunidades
emergentes. Las metodolog as estad sticas pueden aplicarse en una amplia variedad de cam-
pos y sectores empresariales, 1o que les brinda una versatilidad unica. En el caso particular
de las empresas prestadoras de servicios publicos domiciliarios en Colombia, la normativi-
dad exige la revision de las variaciones en el consumo de sus clientes. Sin embargo, en la
identi cacion de estas variaciones, conocidas como desviaciones signi cativas, se les permi-
te a las empresas aplicar su criterio. La mayor a de ellas utiliza calculos de variacion del
consumo del mes actual frente al consumo promedio de los ultimos seis meses. Aunque esta
practica es comun, son pocos los casos en los que se han propuesto metodolog as basadas
en comportamientos historicos respaldados por modelos estad sticos solidos. Por lo tanto, en
este contexto, se propone un enfoque que busca mejorar la precision de las predicciones del
consumo de cada cliente. Se propone un modelo predictivo basado en el ajuste de Modelos
Lineales Mixtos (MLM). Los MLM son una herramienta estad stica que permite tomar en
cuenta efectos jos y aleatorios, lo que puede mejorar signi cativamente la precision de las
predicciones en comparacion con enfoques mas simples. Para esto, se tomo un historico de
consumos de energ a electrica de 74,421 clientes del departamento de Antioquia, desde ju-
nio de 2024 hasta julio de 2025, y se ajustaron y evaluaron modelos basados en MLM para
la identi cacion de desviaciones signi cativas. Adicionalmente, se creo un dashboard en R
para permitir que los clientes internos de la empresa puedan utilizar el modelo estad stico
ajustado para identi car consumos de energ a.

Palabras clave: modelos lineales mixtos (MLM), servicios publicos domiciliarios, pronosti-
co, desviacion signi cativa.

Abstract

Adjustment of mixed linear models for the future estimation of energy consum-
ption in public services of customers in the department of Antioquia

In an increasingly data-driven world, statistical tools provide a signi cant competitive ad-
vantage by enabling an informed and evidence-based approach to decision-making. With
this approach, companies can make more informed decisions and develop robust strategies
to address emerging challenges and opportunities. Statistical methodologies can be applied
across a wide range of elds and business sectors, providing them with unique versatility.

In the speci c case of utility service companies in Colombia, regulations mandate the review



of variations in customer consumption. However, in identifying these variations, known as
signi cant deviations, companies are allowed to apply their judgment. Most of them use
calculations of the current month’s consumption versus the average consumption of the last
six months. Although this practice is common, few cases propose methodologies based on
historical behaviors supported by strong statistical models.

Therefore, in this context, an approach is proposed to enhance the accuracy of predictions
for each customer’s consumption. A predictive model based on the adjustment of Mixed
Linear Models (MLM) is suggested. MLMs are a statistical tool that allows for the conside-
ration of both xed and random e ects, which can signi cantly improve prediction accuracy
compared to simpler approaches. For this purpose, a history of electricity consumption from
522 customers in the Antioquia department from June 2024 to July 2025 was collected, and
models based on MLM was tted and evaluated for the identi cation of signi cant devia-
tions. Additionally, an R-based dashboard was developed to enable the company’s internal
clients to utilize the tted statistical model for identifying energy consumption patterns.

Keywords: mixed linear models (MLM), public utilities, forecast, signi cant deviation.
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1. Planteamiento del problema

La de nicion actual de desviacion signi cativa establecida por la Comision de Regulacion de
Energ a y Gas (CREG) ha sido un tema que ha generado cierta controversia en el sector de
servicios publicos domiciliarios. La CREG, como entidad encargada de promover los derechos
de los usuarios y expedir disposiciones generales en el ambito energetico (Stapper-Buitrago,
2009), ha determinado que una desviacion signi cativa ocurre cuando el consumo actual
de un usuario excede, en un porcentaje establecido, el promedio de los ultimos 6 meses o
el consumo del mismo mes del aro anterior (si hay informacion disponible para este ultimo
caso). Sin embargo, la aplicacion de esta metodolog a ha tenido repercusiones en las empresas
prestadoras de servicios, generando sobrecostos y creando una carga excesiva de revisiones
innecesarias a diferentes usuarios.

En cumplimiento de la Ley de Servicios Publicos (Stapper-Buitrago, 2009), las empresas
prestadoras de servicios se ven en la obligacion de realizar estas revisiones, lo que conlleva a
un desgaste de recursos, tanto nancieros como humanos. Ademas, en ocasiones se reincide
en la revision de un mismo usuario, a pesar de que su patron de consumo at pico puede ser
normal para ellos debido a comportamientos historicos o estacionales que no son considerados
en la metodolog a actual.

Esto ha generado inquietudes y cr ticas sobre la efectividad y justicia de la de nicion actual
de desviacion signi cativa. En muchos casos, los usuarios se han visto enfrentados a situa-
ciones desfavorables en las que se les cobra un cargo adicional por supuestas desviaciones
que, en realidad, pueden tener explicaciones razonables y validas. Algunos consumidores,
CoOmo pequenos negocios 0 hogares con comportamientos de consumo estacionales, pueden
experimentar uctuaciones en sus patrones de uso que, si bien pueden diferir del promedio
general, son completamente normales para su situacion particular.

La falta de consideracion de variables adicionales, como eventos climaticos extremos, cambios
en la actividad economica o incluso habitos de consumo cambiantes a lo largo del tiempo,
ha llevado a una percepcion de injusticia por parte de los usuarios y ha generado una carga
administrativa innecesaria para las empresas prestadoras de servicios. Asimismo, este enfoque
limitado no tiene en cuenta posibles errores en las mediciones o facturacion que podr an ser
la causa de las aparentes desviaciones.

Para abordar esta problematica y contribuir a una regulacion mas justa y efectiva, el presente
trabajo propone formular una nueva metodolog a basada en el ajuste de modelos lineales
mixtos al consumo de energ a de los clientes de una empresa prestadora de servicios publicos
domiciliarios en el departamento de Antioquia. La eleccion de modelos lineales mixtos radica
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en su exibilidad y capacidad para analizar datos con estructuras de dependencia, lo que
permitira considerar multiples variables que podr an estar in uyendo en los patrones de
consumo de los usuarios.
El uso de modelos lineales mixtos en este contexto puede brindar una perspectiva mas
completa y precisa sobre los comportamientos de consumo energetico, permitiendo identi-
car desviaciones signi cativas de manera mas acertada y, al mismo tiempo, reduciendo la
cantidad de revisiones innecesarias. Al incluir la informacion historica y posibles variables
estacionales, se podra tener en cuenta el comportamiento a lo largo del tiempo de cada usua-
rio, lo que ayudara a diferenciar entre patrones genuinamente at picos y aquellos que son
simplemente recurrentes y normales para cada individuo.
De este modo, la metodolog a propuesta busca brindar una solucion mas equitativa y precisa
a la identi cacion de desviaciones signi cativas en el consumo de energ a, evitando cobros
injustos y al mismo tiempo garantizando que las empresas prestadoras de servicios cumplan
con su obligacion de investigar y abordar desviaciones genuinas.
La implementacion de esta nueva metodolog a no solo bene ciara a las empresas prestadoras
de servicios al reducir sus costos operativos, sino que tambien garantizara una mayor justicia
y precision en la identi cacion de desviaciones signi cativas para los usuarios. Ademas, al
considerar las particularidades de cada cliente, se fomentara un enfoque mas personalizado
y justo en la relacion entre los usuarios y las empresas prestadoras de servicios energeticos.
Para llevar a cabo este estudio, se recopilara una muestra representativa de datos de consumo
de energ a de usuarios residenciales y comerciales de la empresa prestadora de servicios
domiciliarios en Antioquia. Estos datos se someteran a un analisis exhaustivo utilizando
modelos lineales mixtos, donde se tomara en cuenta tanto el comportamiento individual de
cada usuario como las posibles relaciones de dependencia entre los datos.
Se espera que los resultados obtenidos a traves de esta investigacion aporten conocimientos
valiosos al sector de servicios publicos domiciliarios y senten las bases para futuras mejoras
en la regulacion y gestion del consumo de energ a. Asimismo, Se espera que esta nueva
metodolog a pueda ser aplicada a nivel nacional, brindando una solucion mas justa y efectiva
para la identi cacion de desviaciones signi cativas en el consumo de energ a en diferentes
contextos.
En conclusion, este trabajo tiene como objetivo proponer y evaluar una metodolog a basada
en modelos lineales mixtos para la identi cacion de desviaciones signi cativas en el consumo
de energ a. Con ello, se busca mejorar la e ciencia y equidad en el proceso de revision de
los usuarios, reduciendo la carga operativa de las empresas y promoviendo una relacion
mas equitativa y justa entre ambas partes. La investigacion aportara conocimientos valiosos
al sector de servicios publicos domiciliarios y sentara las bases para futuras mejoras en la
regulacion y gestion del consumo de energ a, contribuyendo as al desarrollo sostenible y
e ciente del sector energetico en bene cio de la sociedad en su conjunto.



2. Modelos estad sticos

Los modelos estad sticos desempenan un papel fundamental en el analisis e interpretacion
de los datos. Este tipo de modelos ofrecen un marco teorico y metodologico para describir
las variables y las relaciones entre ellas.

Segun Gelman y cols. (2013), un modelo estad stico es una representacion matematica y
probabil stica de un fenomeno, que busca capturar las relaciones de los datos observados.
Consiste en un conjunto de supuestos y parametros que describen la distribucion conjunta
de las variables involucradas, permitiendo realizar inferencias, hacer predicciones y tomar
decisiones basadas en la informacion disponible.

Stroup (2012) indica que un modelo estad stico debe cumplir con tres elementos:

= La observacion.
= La parte sistematica o determin stica del proceso que da lugar a la observacion.

= La parte aleatoria, que incluye una declaracion de la distribucion de probabilidad
asumida.

Existen varios tipos de modelos estad sticos que var an de acuerdo al planteamiento del pro-
blema o la necesidad de analisis. Segun Hastie, Tibshirani, y Friedman (2009), se contemplan
los siguientes tipos de modelos estad sticos:

= Regresion lineal: es un metodo de analisis de datos que predice el valor de datos
desconocidos mediante el uso de otro valor de datos relacionado y conocido.

» Clasificacién lineal y no lineal: estas son tecnicas de clasi cacion, tales como la
regresion log stica y el analisis discriminante lineal, que permiten asignar observacio-
nes a diferentes categor as. Asimismo, los metodos de clasi cacion no lineal, como las
maquinas de vectores de soporte (SVM) y los arboles de decision.

» Reduccién de dimensionalidad: aca se encuentran tecnicas para reducir la dimen-
sionalidad de los datos, como el analisis de componentes principales (PCA) y el analisis
discriminante lineal (LDA). Estos metodos son utiles para visualizar y analizar con-
juntos de datos de alta dimensionalidad.
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» Métodos de agrupamiento: en este tipo de metodos, como el algoritmo k means
y el agrupamiento jerarquico, se identi can patrones y estructuras en los datos sin
etiquetas prede nidas.

Para efectos del trabajo actual se abordaran metodos que estan en el primer grupo, relacio-
nados con el modelo regresion lineal clasico y el modelo lineal mixto.

2.1. Modelo lineal

El concepto de modelo lineal fue desarrollado por varios estad sticos y matematicos a lo largo
del tiempo. Fisher, uno de los fundadores de la estad stica moderna, contribuyo signi cati-
vamente a la formulacion y desarrollo del modelo lineal. En Fisher (1925), se introdujo el
concepto del modelo lineal como un enfoque para analizar la relacion entre variables utili-
zando el metodo de m nimos cuadrados.

Segun Montgomery, Peck, y Vining (2012), en el modelo lineal la variable dependiente se
representa como una combinacion lineal de los coe cientes de regresion y las variables inde-
pendientes, mas un termino de error que captura la variabilidad no explicada. El objetivo es
encontrar los valores de los coe cientes que minimicen la diferencia entre los valores obser-
vados y los valores predichos por el modelo.

Es importante destacar que el modelo lineal tiene ciertas suposiciones, como la linealidad de
la relacion, la independencia de los errores, la homogeneidad de las varianzas y la ausencia
de multicolinealidad. Ademas, este modelo esta diserado para datos de seccion transversal,
es decir, datos recopilados en un solo momento.

El modelo lineal se puede expresar matematicamente de dos formas que se explican a con-
tinuacion. En ambas formas vamos a suponer que solo hay una variable X que explica la
variable dependiente Y ; sin embargo, las dos formas se pueden extender al caso en el que se
tengan mas variables explicativas.

1. En esta forma la variable respuesta Y se expresa como una suma de o+ XYy un error
aleatorio ; el cual tiene distribucion N(0; 2). El modelo en esta forma se puede expresar
como sigue.

Yi= o+ 1 Xi+
i N(; ?:
2. En esta forma la variable respuesta Y tiene distribucion normal con media que cambia

en funcion de la variable X pero con varianza constante. El modelo en esta forma se puede
expresar como sigue.

(2-1)
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Yi N( i ?);
i= o+ 11X (2-2)
2 = constante.

En cualquiera de las dos formas el vector de parametros del modeloes =( o; 1; ).

Por su parte, la estimacion por m nimos cuadrados nos ayudara a estimar los coe cientes o
y 1, mientras que con la estimacion por maxima verosimilitud se estiman o, 1Yy

2.1.1. Estimacion por m nimos cuadrados

El ajuste del modelo lineal se realiza utilizando el metodo de m nimos cuadrados ordina-
rios (MCO), que encuentra los coe cientes que minimizan la suma de los cuadrados de las
diferencias entre los valores observados y los valores predichos. Estos coe cientes estimados
proporcionan una medida del cambio promedio en la variable dependiente asociado a un
cambio unitario en la variable independiente y la pendiente estimada representa el valor pro-
medio de la variable dependiente cuando todas las variables independientes toman valores
de cero.

Como se muestra en Montgomery y cols. (2012), para estimar oYy ; utilizamos el metodo
de m nimos cuadrados ordinarios, minimizando la suma cuadratica del error:

X ) X )
S(o 1)= = i 0 1Xi) (2-3)
i=1 i=1
Los estimadores por m nimos cuadrados de oy 1, que se designaran por ‘5 y "1, deben
satisfacer:

. X
05Coi 1) 2 (i % WXp=o0
0o i=1
. X
—@S(@ 0 1) - 2 i % WXp)=o0
1

i=1
Al simpli car las 2 ecuaciones anteriores se obtiene:

X X
no+ 1 Xi= Yi
i=1 i=1
(2-4)
A XK A XK , X
0 >(i + Xi - YIXh
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Las dos ecuaciones anteriores son llamadas ecuaciones normales de m nimos cuadrados. Su
solucion es la siguiente:

o=Y 1X (2-5)
P i1 Vi i=1 Xi
A i YiXi (i )n(z )
11— 2
I:)n X2 (Z?:l Xi) (2'6)

i n

en donde

— 1
X =— Xi
n .

son los promedios de Y; y X, respectivamente. Por consiguiente, Ao y "\ en las ecuaciones
2-5y 2-6 son los estimadores por m nimos cuadrados de la ordenada al origen y la pendiente,
respectivamente. EI modelo ajustado de regresion lineal simple es, entonces:

¢ ="+ "X (2-7)

La ecuacion 2-7 produce un estimado puntual de la media de Y para una determinada X.

Como el denominador de 2-6 es la suma corregida de cuadrados de las X; y el numerador es
la suma corregida de los productos cruzados de X; y Yj, estas ecuaciones se pueden escribir
en una forma mas compacta como sigue:

P

X nox)? X —
Se= 0 =T o gy
i=1 i=1
P P
X " YD LX) X _
Sy= VX L= ')n( =29 - v %)
i=1 i=1

Entonces, una forma comoda de escribir la ecuacion 2-6 es:

N Sxy
1= =
SXX
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La diferencia entre el valor observado Y; y el valor ajustado correspondiente Y; se llama
residual. Matematicamente, el i-esimo residual es:

e =Y; ?i=Yi (A0+A1Xi); i=12:::::n

Los residuales tienen un papel importante para investigar la adecuacion del modelo de re-
gresion ajustado y para detectar diferencias respecto a las hipotesis basicas.

2.1.2. Estimacion por maxima verosimilitud

Segun Casella y Berger (2021), el metodo de maxima verosimilitud se puede usar para es-
timar los parametros de un modelo estad stico utilizando la funcion de verosimilitud. La
idea principal es encontrar los valores de los parametros que maximizan la probabilidad de
observar los datos que hemos obtenido, asumiendo que los datos provienen de un modelo
estad stico espec co.

Para el modelo de regresion lineal tradicional la funcion de verosimilitud L para el modelo
es la siguiente:

Y .
LC) = fOii o 1 ) (2-8)

donde T corresponde a la funcion de densidad de la distribucion normal.

Para estimar el vector de parametros del modelo se usa el metodo de Maxima Verosimilitud
sobre la funcion L o sobre la funcion de log-verosimilitud I( ) siguiente:

X -
I()=logL( )= log(fyij o 1; )): (2-9)

Obteniendo as , la estimacion del vector de parametros,

2.2. Modelos de pronostico de consumo de energ a

La prevision precisa del consumo de energ a es una piedra angular para la gestion e ciente
de los sistemas energeticos y la plani cacion estrategica en el sector de servicios publicos.
Un pronostico robusto habilita la optimizacion de la generacion, transmision y distribucion
de energ a, permite una gestion proactiva de la demanda, facilita la asignacion de recursos
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y minimiza los costos operativos y ambientales (Hong, 2020). La naturaleza estocastica y
multifactorial del consumo energetico ha impulsado el desarrollo de una amplia gama de
metodolog as de pronostico, que pueden clasi carse generalmente en enfoques estad sticos
clasicos, econometricos y metodos avanzados basados en inteligencia arti cial y aprendizaje
automatico. Esta seccion se dedicara a explorar los modelos de pronostico mas pertinen-
tes para el contexto de este estudio, sirviendo como fundamento teorico y como punto de
contraste para la posterior aplicacion de Modelos Lineales Mixtos.

2.2.1. Metodos tradicionales de series de tiempo univariada

Los modelos de series de tiempo univariadas se centran en la dinamica interna de la variable
a pronosticar (el consumo de energ a), utilizando unicamente sus valores historicos para
predecir su comportamiento futuro. Estos modelos asumen que los patrones pasados, como
tendencias, estacionalidad y ciclos, se replicaran en el futuro (Hyndman y Athanasopoulos,
2018).

» Modelos de Medias Méviles Integradas AutoRegresivas (ARIMA - Auto-
Regressive Integrated Moving Average): los modelos ARIMA constituyen una
familia fundamental en el analisis de series de tiempo, capaces de capturar y modelar
la autocorrelacion presente en datos cronologicos. Un modelo ARIMA(p,d,q) se com-
pone de tres elementos distintivos (Box, Jenkins, y Reinsel, 1994):

e Componente AutoRegresivo (AR - p): incorpora la dependencia entre una
observacion y un numero p de observaciones previas, re ejando como los valores
pasados de la serie in uyen en el valor actual.

e Componente Integrado (I - d): representa el numero de diferenciaciones ne-
cesarias para transformar la serie en una estacionaria. La estacionariedad, carac-
terizada por una media, varianza y estructura de autocorrelacion constantes a lo
largo del tiempo, es un pre-requisito esencial para la aplicacion de los componen-
tes AR y MA (Shumway y Sto er, 2017).

e Componente de Medias Méviles (MA - q): modela la dependencia entre
una observacion y un numero g de errores de pronostico de observaciones previas.
La extension de los modelos ARIMA para manejar la estacionalidad, conocida co-
mo SARIMA (Seasonal ARIMA), ha sido ampliamente utilizada en el pronostico
de carga electrica y consumo de energ a, demostrando su capacidad para cap-
turar patrones recurrentes diarios, semanales o anuales (Charytoniuk, Chen, y
Van Olst, 1998; Taylor, 2003). No obstante, los modelos ARIMA, por su natura-
leza univariada, enfrentan limitaciones signi cativas cuando se busca incorporar
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facilmente multiples variables explicativas externas (variables exogenas) o cuando
la estructura de los datos implica una heterogeneidad considerable entre distintas
unidades de analisis.

» Suavizamiento Exponencial (ETS - Exponential Smoothing): los modelos ETS
representan otra categor a prominente en el pronostico de series de tiempo. Estos mo-
delos asignan pesos exponencialmente decrecientes a las observaciones pasadas, otor-
gando mayor relevancia a los datos mas recientes (Hyndman, Koehler, Ord, y Snyder,
2008). La familia ETS comprende diversas variantes (ej., suavizamiento simple, Holt,
Holt-Winters aditivo y multiplicativo), cada una diserada para modelar componentes
espec cos de la serie temporal:

2.2.2.

e Nivel: corresponde al valor promedio de la serie.

e Tendencia: indica la direccion y magnitud del cambio en el nivel a lo largo del

tiempo.

Estacionalidad: nos indica los patrones que se repiten en intervalos jos de
tiempo.

Error: corresponde a la variabilidad no explicada por la serie. EI metodo de
Holt-Winters, en particular, es sumamente efectivo para series que exhiben tanto
tendencia como estacionalidad pronunciada, siendo una opcion robusta para el
pronostico de consumo de energ a con patrones estacionales claros (Gardner Jr,
1985). Aunque los modelos ETS son intuitivos y computacionalmente e cientes
(Chat eld, 2000), su disero principal se centra en la dinamica intr nseca de la serie.
Esto los hace menos aptos para integrar una gran cantidad de predictores exter-
nos complejos o para modelar estructuras de datos inherentemente jerarquicas,
como las que caracterizan el consumo de energ a a nivel de clientes individua-
les, donde cada cliente representa una unidad de analisis agrupada con multiples
observaciones.

Metodos basados en regresion

Los modelos de regresion ofrecen una extension natural al pronostico univariado al permitir
la inclusion expl cita de variables explicativas (predictoras o exogenas) que se consideran
in uyentes en la variable dependiente, en este caso, el consumo de energ a. Estos modelos
son cruciales para desentranar las relaciones entre variables y atribuir cambios en el consumo
a factores espec cos (Wooldridge, 2016).

» Modelos de Regresién Lineal Miiltiple (MLR - Multiple Linear Regression):
un modelo de regresion lineal multiple postula una relacion lineal entre una variable
dependiente (Y¢) y dos o mas variables independientes (X;.t). La formulacion general de
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un MLRes: Y¢ = o+ 1 Xpit+ 2Xo¢+ + (Xyt+ ¢ donde Y, representa el consumo de
energ a en el tiempo t, X;.; son las variables explicativas (como temperatura, variables
socioeconomicas del cliente, indicadores de d a de la semana o mes, entre otros), i son
los coe cientes de regresion que cuanti can el efecto parcial de cada predictor sobre Y,
y ¢ es el termino de error. Los MLR son valorados por su simplicidad interpretativa y
su capacidad para identi car la magnitud y direccion de la in uencia de cada predictor
(James, Witten, Hastie, y Tibshirani, 2013). Sin embargo, su aplicacion directa al
pronostico de consumo de energ a a nivel de clientes individuales presenta desaf os
metodologicos signi cativos, derivados de sus supuestos fundamentales:

2.2.3.

e Independencia de observaciones: un supuesto cr tico de los MLR es la in-

dependencia de las observaciones. En el contexto de datos longitudinales, donde
se realizan mediciones repetidas del mismo cliente a lo largo del tiempo, esta
suposicion no se cumple. Las observaciones de un mismo cliente estan inheren-
temente correlacionadas (autocorrelacion), lo que puede llevar a estimaciones de
coe cientes ine cientes y a errores estandar incorrectos, resultando en inferencias
estad sticas invalidas (Arellano, 2003; Snijders y Bosker, 2011).

Homogeneidad de efectos: los MLR asumen que los coe cientes de regresion
son constantes para todas las unidades de observacion. Esto implica que el efecto
de una variable explicativa, como la temperatura o el estrato socioeconomico, es
identico para todos los clientes, lo cual raramente es cierto en la practica. Ig-
norar la heterogeneidad inherente en los patrones de consumo entre individuos
puede llevar a estimaciones sesgadas que representan solo un “promediodel efec-
to, perdiendo la capacidad de modelar la variabilidad individual y reduciendo la
precision del pronostico a nivel desagregado (Gelman y Hill, 2006; Long, 1997).

Estructura jerarquica no modelada: los datos de consumo de clientes sue-
len tener una estructura jerarquica (observaciones anidadas dentro de clientes, y
clientes anidados quizas dentro de regiones o estratos). Los MLR tradicionales no
pueden modelar expl citamente esta estructura de anidacion, lo que resulta en una
subestimacion de los errores estandar de los parametros y, consecuentemente, en
una sobreestimacion de la signi cancia estad stica de los predictores (Luke, 2004).
Esto compromete la validez de las inferencias sobre los factores que in uyen en el
consumo.

Modelos de IA y ML en pronostico de energ a

En los ultimos anros, el auge de la inteligencia arti cial (1A) y el aprendizaje automatico
(Machine Learning) ha introducido una nueva generacion de modelos para el pronostico del
consumo de energ a, como Redes Neuronales Arti ciales (RNA), Maquinas de Soporte Vec-
torial (SVM) y arboles de decision (Random Forests, Gradient Boosting) (Al-Hamoud, 2016;
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Deb, Zhang, Yang, Lee, y Shah, 2017). Estos metodos son capaces de capturar relaciones no
lineales complejas y patrones intrincados en los datos, a menudo superando en precision a los
modelos estad sticos tradicionales en ciertos contextos. Sin embargo, suelen ser cajas negras",
lo que di culta la interpretacion de la in uencia espec ca de cada variable predictora y la
comprension de las heterogeneidades subyacentes entre las unidades de analisis. Ademas, su
implementacion y ajuste pueden requerir conjuntos de datos mucho mas grandes y un poder
computacional signi cativo. Aunque son herramientas predictivas valiosas, no seran el foco
principal de este estudio debido a la necesidad de una modelacion expl cita de la variabili-
dad individual y la interpretabilidad de los efectos de los factores en la heterogeneidad del
consumo.

2.2.4. Limitaciones de los enfoques tradicionales para datos
longitudinales y jerarquicos de clientes

Las limitaciones discutidas en las secciones anteriores, particularmente en el contexto de la
heterogeneidad y dependencia de las observaciones en datos longitudinales y jerarquicos de
clientes, son cr ticas para el pronostico del consumo de energ a. Los metodos tradicionales:

» Ignoran la correlacién intraclase: no abordan adecuadamente la correlacion entre
las mediciones repetidas dentro del mismo cliente, lo que conduce a inferencias es-
tad sticas invalidas y a una estimacion ine ciente de los parametros (Ho man, 2007).

= No Modelan la variabilidad individual: asumen una unica relacion promedio para
todos los clientes, lo que impide capturar como cada cliente di ere en su consumo base
0 en su respuesta a factores como la temperatura o las caracter sticas socioeconomicas
(J. C. Pinheiro y Bates, 2000). Esta incapacidad de modelar efectos espec cos del
sujeto reduce la precision del pronostico individual.

» Subestiman la incertidumbre: al no considerar la estructura jerarquica, los errores
estandar de los parametros estimados tienden a ser subestimados, lo que incrementa
la probabilidad de errores Tipo | (falsos positivos) al interpretar la signi cancia de los
predictores (Geller, 2006).

Estas de ciencias resaltan la imperiosa necesidad de recurrir a enfoques metodologicos mas
avanzados que puedan manejar de manera expl cita la dependencia de las observaciones
dentro de cada cliente y la variabilidad inter-cliente de forma e ciente y rigurosa. Es precisa-
mente en este escenario donde los Modelos Lineales Mixtos (MLM) se posicionan como una
alternativa metodologica superior y el foco central de esta investigacion, al ofrecer un marco
robusto para modelar tanto los efectos promedio de la poblacion ( jos) como las desviaciones
individuales (aleatorios) de manera simultanea.
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2.3. Modelos Lineales Mixtos (MLM)

Los MLM fueron propuestos en el ano 1982 por Laird y Ware (1982a), profesores del de-
partamento de Bioestad stica de la Universidad de Harvard, son una forma de modelacion
similar a los modelos lineales pero que permiten datos longitudinales altamente desbalancea-
dos donde pueden existir efectos aleatorios, los cuales podr an usarse facilmente en este tipo
de datos. Ellos propusieron un enfoque uni cado para ajustar estos modelos, basado en una
combinacion de Bayes y estimacion de maxima verosimilitud de los parametros del modelo.
Es importante resaltar que los MLM son una extension del modelo lineal. Su diferencia radica
en que los MLM, ademas de considerar la variacion que se explica por los efectos jos de las
variables independientes de interes, tienen en cuenta la variacion que no se explica por las
variables independientes de interes, es decir, los efectos aleatorios.

2.3.1. Conceptos Basicos: efectos jos y efectos aleatorios

Los Modelos Lineales Mixtos (MLM) representan una clase poderosa de modelos estad sti-
cos disenados para analizar datos con estructuras de dependencia, como datos longitudinales
(medidas repetidas a lo largo del tiempo en las mismas unidades) o datos jerarquicos (unida-
des anidadas dentro de grupos mas grandes). La clave para comprender los MLM radica en
la distincion fundamental entre sus dos componentes principales: los efectos josy los efectos
aleatorios (J. C. Pinheiro y Bates, 2000; Snijders y Bosker, 2011). Esta separacion permite
modelar tanto las relaciones promedio en la poblacion como las variaciones sistematicas entre
las unidades o grupos.

Efectos Fijos

Los efectos jos en un MLM corresponden a los parametros que se asumen constantes a traves
de todas las unidades o grupos de observacion en el estudio. Estos efectos representan las
medias de la poblacion o el impacto promedio de una variable predictora sobre la variable de
respuesta. En esencia, los efectos jos son los parametros de interes primario que se estiman
para describir la relacion entre las variables explicativas y la variable dependiente a nivel de
toda la poblacion o de subgrupos de nidos expl citamente (Gelman y Hill, 2006; McCulloch,
Searle, y Neuhaus, 2008).

= Interpretacion: un efecto jo indica el cambio promedio en la variable de respuesta
por cada unidad de cambio en la variable predictora, asumiendo que otras variables se
mantienen constantes. Las inferencias derivadas de los efectos jos son generalizables
a la poblacion de la cual se extrajo la muestra.

= Variables tipicas: en el contexto del consumo de energ a, las variables que comunmen-
te se modelan como efectos jos incluyen:
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e Variables climaticas: temperatura, humedad, ya que su in uencia se espera que
sea consistente a traves de todos los clientes en una region o per odo espec co
(Wooldridge, 2016).

e Variables temporales: indicadores de mes, d a de la semana, estacion, o ten-
dencias a lo largo del tiempo (lineales, cuadraticas), que re ejan patrones c clicos
0 de crecimiento/decrecimiento promedio en el consumo.

e Caracteristicas socioeconémicas: estrato socioeconomico, tipo de vivienda,
0 si son clientes residenciales vs. comerciales, si estos factores se consideran ca-
tegoricos con efectos medios distintos.

e Interacciones: productos entre variables jas que muestran como el efecto de
una variable puede depender del nivel de otra.

Efectos Aleatorios

Los efectos aleatorios, por otro lado, son parametros que se asumen que var an de manera
aleatoria entre las diferentes unidades de muestreo (por ejemplo, entre clientes individuales).
Estos efectos capturan la variabilidad no explicada por los efectos jos y son cruciales para
modelar la estructura de dependencia dentro de los datos longitudinales o jerarquicos. Es
decir, mientras los efectos jos describen la relacion promedio, los efectos aleatorios des-
criben como las relaciones individuales se desv an de ese promedio (Laird y Ware, 1982b;
Raudenbush y Bryk, 2002).

» Interpretacién: los efectos aleatorios modelan la heterogeneidad entre las unidades
de analisis. Por ejemplo, en el caso de clientes de servicios publicos, un efecto aleatorio
en el intercepto permitir a que cada cliente tenga un consumo base promedio distinto
(su propio intercepto), mientras que un efecto aleatorio en una pendiente (egj., la sen-
sibilidad a la temperatura) permitir a que la reaccion de cada cliente a los cambios de
temperatura di era de la reaccion promedio de la poblacion.

» Variabilidad y correlacion: la principal funcion de los efectos aleatorios es dar cuen-
ta de la correlacion entre las observaciones repetidas dentro de la misma unidad (ej.,
las mediciones de consumo de un mismo cliente a lo largo del tiempo estan correlacio-
nadas). Al modelar expl citamente esta correlacion, los MLM evitan la violacion del
supuesto de independencia de los residuos en los modelos de regresion lineal simple,
lo que conduce a estimaciones de parametros mas precisas y errores estandar validos
(Fitzmaurice, Laird, y Ware, 2011).

» Distribucién: se asume comunmente que los efectos aleatorios siguen una distribucion
normal con media cero y una varianza espec ca. Es la estimacion de estas varianzas
de los efectos aleatorios lo que permite cuanti car la magnitud de la heterogeneidad
entre unidades (Singer y Willett, 2003).
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En resumen, los efectos jos representan las variables de interes cuyos niveles son constantes
y espec cos, mientras que los efectos aleatorios modelan la variabilidad que proviene de
diferentes unidades de agrupacion. Al combinar efectos jos y aleatorios en un modelo lineal
mixto, podemos abordar de manera mas completa la complejidad y la estructura jerarquica
presente en los datos, lo que mejora nuestra capacidad para hacer inferencias precisas y ade-
cuadas en contextos donde los datos no son completamente independientes o donde existen
multiples niveles de agrupacion.

Distincion y complementariedad entre efectos jos y aleatorios

La combinacion de efectos jos y aleatorios es lo que otorga a los MLM su exibilidad
y poder anal tico. La distincion entre ambos es crucial para una correcta especi cacion e
interpretacion del modelo (Snijders y Bosker, 2011):

= Efectos Fijos: abordan preguntas sobre las relaciones promedio o sistematicas dentro
de la poblacion. Sus parametros son de interes directo y se interpretan como coe cientes
de regresion estandar.

= Efectos Aleatorios: abordan la variabilidad y la dependencia entre las unidades de
analisis. Sus varianzas estimadas cuanti can cuanta heterogeneidad existe entre las
unidades en su intercepto o en su respuesta a los predictores.

Esta complementariedad es esencial cuando se tienen datos con una estructura jerarquica,
como es el caso de las mediciones repetidas de consumo de energ a de multiples clientes.
Ignorar los efectos aleatorios y tratar los datos agrupados como observaciones independientes
(como en una regresion lineal multiple estandar) llevar a a inferencias sesgadas y a errores
estandar incorrectos, subestimando la incertidumbre real de las estimaciones (Harville, 1977).
Al modelar expl citamente la variabilidad entre clientes (efectos aleatorios) y la correlacion
de las observaciones dentro de cada cliente, los MLM proporcionan estimaciones mas precisas
de los efectos jos y una comprension mas profunda de la dinamica del consumo energetico
a nivel individual.

2.3.2. Marco teorico de los MLM

En esta seccion se presentaran las ecuaciones caracter sticas de los modelos lineales mixtos.

En ellos se asume que existe una relacion entre el vector de observaciones Y; del sujeto o
grupo iy las covariables.

Modelo jerarquico:
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Yi =X +Zbi+ j

bi  N(0;D);
(2-10)
i N(O;Rj);
Modelo marginal:
Yijbi N(X; +Zb;; j);
bi  N(0;D); (2-11)

donde X; y Z; son matrices de disero conocidas con la informacion de las covariables, siendo
X de dimension n; p Yy Z; de dimension n; q. El elemento  representa el vector de
efectos jos general; b; el vector de efectos aleatorios exclusivo para el grupo i;y, j es un
vector de errores o residuales. Se asume que los errores asociados a diferentes sujetos son
independientes entre s, y que el vector de errores ; y los efectos aleatorios b; son indepen-
dientes el uno del otro.

Para la estimacion de los coe cientes de efectos jos Yy los componentes de varianza, se
utiliza la estimacion de maxima verosimilitud y maxima verosimilitud restringida como se
describe en Molenberghs, Verbeke, y cols. (2005).

La estimacion e inferencia estan basadas en la distribucion marginal para el vector respuesta
Y;. Sean fi(yi j bi) y Ti(b;) las funciones de densidad correspondientes al modelo marginal
como en (2-11), respectivamente. La funcion de densidad marginal de Y; es:

Z
fi(yi) = fi(yi j b))f(bi)d(bi); (2-12)

que es la funcion de densidad de una distribucion normal n;-dimensional con vector de me-
dia X; y con matriz de covarianza V;( ) = Z;DZ! + ;. V; depende de un vector de
parametros  desconocido en las matrices de covarianzas D y ¥J;. Los parametros en  son
usualmente Illamados componentes de varianza.

El enfoque clasico de estimacion e inferencia se base en maxima verosimilitud (ML). Asu-
miendo independencia entre sujetos, la verosimilitud toma la siguiente forma:
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V —_ - - _— -
Lme( )= ) ™Fvi( )i
i=1
exp %(Yi Xi YViHOYi Xi) o (19

La estimacionde °= ( % ") requiere maximizacion conjunta de 2-13 con respecto a todos
los elementos en . En general, no hay soluciones anal ticas disponibles, lo que requiere ru-
tinas de optimizacion numerica.

Condicionando sobre , el estimador de maxima verosimilitud (MLE) de esta dado por:

1
. X D 4
()= XWX XIWiY;; (2-14)
donde W; es igual a V; *. En la practica, no es conocido y puede ser reemplazado por su
estimador de maxima verosimilitud ~.

Los dos metodos utilizados frecuentemente para estimar a  son estimacion por maxima
verosimilitud (MLE) y estimacion por maxima verosimilitud restringida (REML).

Estimacion por Maxima Verosimilitud

En el contexto de los modelos lineales mixtos, el estimador de maxima verosimilitud de
es obtenido maximizando 2-13 con respecto a , luego es reemplazado por 2-14. Este
enfoque surge naturalmente cuando consideramos la estimacion de y  simultaneamente
maximizando la verosimilitud conjunta de la expresion 2-13 (Molenberghs y cols., 2005).

Estimacion por Maxima Verosimilitud Restringida (REML)

Los modelos lineales mixtos a menudo contienen muchos efectos jos, en algunos casos, puede
ser importante estimar los componentes de varianza, teniendo en cuenta expl citamente la
perdida de los grados de libertad involucrados en la estimacion de los efectos jos. Primero,
combinamos todos los N modelos de regresion espec cos de sujetos en un modelo:

Y=X +Zb+ : (2-15)

donde los vectores Y, by , vy la matriz X son obtenidos apilando los vectores Yi, bij y i,
y las matrices X; respectivamente, uno debajo del otro, y donde Z es la matriz diagonal de
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bquuesIJ_:,on bloques Z; en la diagonal principal y ceros en el resto. La dimension de Y es
igual a !\'21 n; y sera denotada por n.

La distribucion marginal para Y es normal con vector de media X Yy con matriz de cova-
rianza V( ) igual a la matriz diagonal de bloques con bloques V; en la diagonal principal y
ceros en el resto. El estimador REML para los componentes de varianza es ahora obtenido
maximizando la funcion de verosimilitud de un conjunto de contrastes de errores U = A'U
donde A es cualquier matriz de rango completo (n (n  p)) con columnas ortogonales a
las columnas de la matriz X. El vector U entonces sigue una distribucion normal vector de
media cero y matriz de covarianza A"V( )A, la cual no es dependiente de . Ademas, se
ha demostrado que la funcion de verosimilitud de los contrastes de error pueden ser escritos
as:

1=2

X
L()=@) @ P27 XX
i=1

1=2
XiV; 'X; V'V-' 12
ivi 1 JVil

i=1 i=1

C >
oo 12X vy x )
P50 XV X))

i=1

(2-16)

donde ~ esta dado por 2-13. Por tanto, el estimador REML " as obtenido no depende de
los contrastes de errores (por ejemplo, la eleccion de A).

Finalmente, tenga en cuenta que la funcion de verosimilitud en 2-16 es igual a:

K 1=2
L()=C  X{Wi( )X Lv(CC ) ); (2-17)
i=1
donde C es una constante que no depende de , donde W;( ) es igual a V; *( 1 y donde
Lme( ;) =Lme( ) eslafuncion de maxima verosimilitud dada en 2-13. Como j !\'21 XWi( )Xij
en 2-17 no depende de , se deduce que los estimadores REML para y para tambien
pueden ser encontrados maximizando la denominada funcion de verosimilitud REML.:

> 1=2
Lreme( ) = XIWi( )X Lme( ) (2-18)
i=1

con respecto a todos los parametros simultaneamente ( 'y ).
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Supuestos clave de los MLM

Para que las inferencias y predicciones de los MLM sean validas, deben cumplirse ciertos
supuestos. Aungue son menos restrictivos que los de los modelos lineales estandar, su veri -
cacion es esencial:

= Linealidad: la relacion entre la variable dependiente y las variables predictoras (tanto
para efectos jos como aleatorios) es lineal en los parametros.

= Normalidad de los efectos aleatorios: Se asume que los efectos aleatorios estan
distribuidos normalmente con media cero y una matriz de covarianza D (Gelman y
Hill, 2006).

= Normalidad de los residuos: los errores residuales ( j) se asumen distribuidos nor-
malmente con media cero y una matriz de covarianza R .

» Homocedasticidad de los Residuos: la varianza de los residuos debe ser constante
en todos los niveles de las variables predictoras.

» Independencia de los efectos aleatorios y los residuos: se asume que los efectos
aleatorios (b;) son independientes de los errores residuales ( ;) (J. C. Pinheiro y Bates,
2000).

Es crucial realizar diagnosticos del modelo (ej., analisis de residuos, gra cos Q-Q) para
veri car la validez de estos supuestos. Las violaciones pueden requerir transformaciones de
variables o la especi cacion de estructuras de covarianza mas complejas para los residuos.

2.4. Modelos Lineales Mixtos Generalizados (GLMMSs)

Los Modelos Lineales Mixtos Generalizados (GLMMs) son una extension de los Modelos
Lineales Generalizados (GLMs) que incorporan efectos aleatorios. Mientras que los GLMs
manejan datos no normales (como conteos 0 datos binarios, entre otros) al vincular la media
de la variable de respuesta a los predictores lineales, los GLMMs extienden esta capacidad
para acomodar la correlacion dentro de grupos de datos, una caracter stica distintiva
de los modelos mixtos.

2.4.1. Componentes clave de los GLMMs

Un GLMM se compone de tres partes principales:

1. La Variable Aleatoria: a diferencia de los modelos lineales mixtos tradicionales que
asumen una distribucion normal para la variable de respuesta, los GLMMs permiten
que la respuesta siga una distribucion de la familia exponencial, como la Poisson (para
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conteos), la Binomial (para datos binarios o proporciones) o la Gamma (para datos
positivos asimetricos).

2. El Componente de Efectos Fijos: es la parte del modelo que describe la relacion
entre la media de la variable de respuesta y los predictores que tienen un efecto cons-
tante en toda la poblacion. Se representa como una combinacion lineal de las variables
explicativas: X .

3. El Componente de Efectos Aleatorios: es la parte que modela la variabilidad entre
las unidades de agrupamiento (por ejemplo, individuos, escuelas, o, en tu caso, clientes).
Estos efectos aleatorios son asumidos como variables aleatorias con una distribucion
normal multivariante. Esto permite que el intercepto y/o las pendientes del modelo
var en por grupo.

2.4.2. Estructura del modelo

Un GLMM se puede expresar con tres ecuaciones clave:

1. La media condicional ;j; de la respuesta yj; para el grupo i y la observacion j. Esta
media esta relacionada con el componente lineal a traves de una funcion de enlace g( ):

9( i) =xj; +z{ib;i
2. La distribucion de los efectos aleatorios bj, que se asumen normales:
bi N(;G)
donde G es la matriz de varianza-covarianza de los efectos aleatorios.

3. La distribucion de la variable de respuesta yi;, que pertenece a la familia exponencial,
con una varianza que depende de la media: Var(y;;) = V( jj)-

2.4.3. Diferencias con otros modelos

» vs. Modelos Lineales Mixtos (MLM): los MLMs se limitan a la variable de res-
puesta con distribucion normal. Los GLMMs generalizan esto permitiendo otras dis-
tribuciones.

» vs. Modelos Lineales Generalizados (GLMs): los GLMs asumen que las observa-
ciones son independientes. Los GLMMs extienden esta estructura al incluir efectos
aleatorios para manejar las dependencias o correlaciones que surgen de la estructura
de los datos (por ejemplo, mediciones repetidas del mismo sujeto).
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El uso de los GLMMs es crucial cuando se tienen datos correlacionados y la variable de
respuesta no sigue una distribucion normal, lo que a menudo ocurre en estudios biologi-
cos, sociales y de negocio, como el analisis de conteo de eventos, datos de consumo o la
probabilidad de exito/fracaso.

2.5. Revision de estudios previos con Modelos Lineales
Mixtos en consumo y demanda energetica

Los Modelos Lineales Mixtos (MLM), tambien conocidos como modelos jerarquicos o multini-
vel, han ganado una relevancia signi cativa en el analisis de datos longitudinales y agrupados
debido a su capacidad unica para modelar simultaneamente los efectos promedio de la po-
blacion (efectos jos) y las variaciones o heterogeneidades individuales (efectos aleatorios)
(J. C. Pinheiro y Bates, 2000), (Snijders y Bosker, 2011). Esta caracter stica los hace parti-
cularmente adecuados para el estudio del consumo de energ a, donde los datos se recolectan
repetidamente de los mismos clientes a lo largo del tiempo, y donde cada cliente puede exhi-
bir un patron de consumo base o una sensibilidad a los factores externos que di ere del
promedio. Esta seccion revisa estudios clave que han aplicado MLM en contextos similares
al propuesto, enfocandose en el consumo y la demanda de energ a, as como en el analisis de
datos de clientes.

2.5.1. MLM en el pronostico del consumo energetico residencial a
nivel de hogar

La modelacion del consumo energetico a nivel residencial es un area fertil para la aplicacion de
MLM, dado que cada hogar o cliente individual representa una unidad de analisis que exhibe
patrones de consumo unicos y repetidos en el tiempo. Estos modelos permiten capturar como
factores comunes afectan el consumo promedio, a la vez que modelan como la in uencia de
estos factores, o el nivel de consumo base, puede variar de un hogar a otro.

» Captura de heterogeneidad individual: estudios como el de Aparicio, Garc a-Mar ,
y Jimenez-Barrera (2012) utilizaron MLM para modelar el consumo de electricidad en
hogares espanoles, encontrando que la inclusion de efectos aleatorios para el intercepto
y la pendiente (sensibilidad a la temperatura) por hogar mejoraba sustancialmente
el ajuste del modelo y la precision del pronostico en comparacion con modelos de
regresion lineal simple que promedian estos efectos. Similarmente, Wang, Cai, y Peng
(2014) exploraron el consumo de energ a residencial en areas urbanas, utilizando MLM
para tener en cuenta la variabilidad en los factores socioeconomicos y la tenencia de
electrodomesticos entre diferentes hogares, demostrando como los efectos aleatorios
pueden aislar la contribucion individual a la variabilidad del consumo.
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» Anadlisis de perfiles de carga con Smart-Meters: con la proliferacion de medido-
res inteligentes, la disponibilidad de datos de consumo de alta resolucion ha impulsado
el uso de MLM para entender per les de carga detallados. Fan, Zhao, y Li (2018) apli-
caron MLM a datos de medidores inteligentes para desglosar y comprender los per les
de carga individuales de los hogares y su respuesta a programas de gestion de la de-
manda. Su trabajo resalto como los MLM pueden identi car grupos de clientes con
respuestas similares a las intervenciones, incluso cuando sus consumos base di eren.
Otro estudio, Zheng, Wang, y Li (2017), empleo MLM para modelar el consumo horario
de electricidad en hogares, utilizando efectos aleatorios para capturar la variabilidad
diurna y estacional de cada hogar.

2.5.2. MLM en la demanda energetica y carga electrica a niveles
agregados o semiagregados

Aunque el enfoque de este trabajo es el cliente individual, los MLM tambien han demostrado
ser valiosos en el pronostico de la demanda energetica y la carga electrica en niveles de
agregacion ligeramente superiores (ej., edi cios, alimentadores, pequenas regiones), donde
subsiste una estructura jerarquica y una heterogeneidad considerable entre las unidades de
agrupacion.

» Edificios comerciales e industriales: Pullinger y Bell (2013) investigaron la deman-
da de electricidad en edi cios comerciales, utilizando MLM para modelar la variacion
en el consumo a lo largo del tiempo y entre diferentes edi cios. Sus hallazgos mostraron
que los efectos aleatorios eran cruciales para capturar la especi cidad de cada edi cio
en su respuesta a las condiciones climaticas y patrones operativos. En un contexto in-
dustrial, Kim, Lee, y Kim (2016) aplicaron MLM para modelar la demanda de energ a
en diversas instalaciones manufactureras, lo que les permitio identi car como factores
espec cos de la industria (efectos jos) y caracter sticas unicas de cada planta (efectos
aleatorios) contribu an al consumo total.

» Pronéstico de carga a corto plazo: para el pronostico de carga a corto plazo, Zhao,
Qian, y Zhang (2017) propusieron un enfoque basado en MLM, donde las curvas de car-
ga diarias se modelaron con efectos aleatorios para diferentes tipos de d as (laborables
vs. nes de semana) o para distintos alimentadores electricos. Este enfoque permitio
una mayor exibilidad en la prediccion al reconocer que los patrones de carga no son
identicos para todos los segmentos o d as, mejorando la precision sobre los modelos
tradicionales. Li, Zhang, y Ding (2019) tambien utilizaron MLM para pronosticar la
carga electrica diaria en subestaciones, modelando la correlacion espacial y temporal
mediante efectos aleatorios para cada subestacion, lo que destaco la importancia de la
ubicacion y las caracter sticas de la red.
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2.5.3. Ventajas y desaf os de los MLM en el pronostico de consumo

La revision de la literatura resalta varias ventajas clave de los MLM en el contexto del
pronostico de consumo de energ a con datos de clientes:

» Manejo de correlacién: permiten modelar expl citamente la correlacion entre obser-
vaciones repetidas dentro de la misma unidad (cliente), lo que produce estimaciones
de parametros mas e cientes y errores estandar validos, a diferencia de los modelos de
regresion lineal tradicionales que asumen independencia (Ho man, 2007; J. C. Pinheiro
y Bates, 2000).

= Modelado de heterogeneidad: los MLM distinguen entre la variabilidad a nivel
de poblacion y la variabilidad a nivel de unidad, proporcionando una comprension
mas rica de como los factores in uyen en el consumo promedio y como las unidades
individuales se desv an de este promedio (Gelman y Hill, 2006). Esto es crucial para
la personalizacion de estrategias de pronostico y gestion.

» Inferencia robusta: al modelar adecuadamente la estructura de los datos, los MLM
ofrecen inferencias mas robustas sobre la signi cancia de los predictores y los efectos
aleatorios (Snijders y Bosker, 2011).

» Manejo de datos desequilibrados: son robustos ante datos longitudinales desequi-
librados (ej., diferentes numeros de observaciones por cliente o patrones de missing
data no aleatorios) (Laird y Ware, 1982b).

Sin embargo, la aplicacion de MLM tambien presenta ciertos desaf o0s:

» Complejidad del modelo: la especi cacion adecuada de la estructura de efectos
aleatorios y de covarianza puede ser compleja y requiere una comprension profunda de
los datos y la teor a subyacente (Geller, 2006).

» Costo computacional: para grandes conjuntos de datos con un elevado numero de
unidades y observaciones repetidas, el ajuste de MLM puede ser computacionalmente
intensivo (Baayen, 2008).

= Interpretacion: la interpretacion de las varianzas de los componentes de efectos alea-
torios y la distincion clara entre efectos jos y aleatorios pueden ser menos intuitivas
que en los modelos de regresion lineal simple (McCulloch y cols., 2008).

En s ntesis, la literatura respalda de manera consistente el uso de Modelos Lineales
Mixtos como una herramienta metodologica superior para el analisis y pronostico del
consumo de energ a, especialmente cuando se dispone de datos longitudinales a nivel de
clientes. Estos modelos permiten una comprension mas matizada de la heterogeneidad
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en el consumo y una mayor precision predictiva al modelar expl citamente la estructura
jerarquica de los datos. La presente investigacion se fundamenta en estos avances,
buscando aplicar y validar la e cacia de los MLM en el contexto particular de los
clientes de servicios publicos en el departamento de Antioquia.



3. Analisis exploratorio de los datos

El planteamiento que se realiza en este trabajo se basa en la clausula 49 del Contrato de
Condiciones Uniformes para la prestacion del servicio publico domiciliario de energ a electri-
ca de la empresa con clientes de Antioquia en la cual se plantea: \al preparar las facturas, se
debe investigar las desviaciones signi cativas frente a consumos anteriores™. Se entiende por
desviacion signi cativa, el aumento o reduccion en el consumo de un per odo de facturacion,
respecto a su promedio historico, teniendo en cuenta la variacion permitida.

Para el calculo del promedio historico se tomaran los consumos registrados por los usuarios
de forma lineal sin utilizar proyecciones para el ajuste de d as de consumo. Si la facturacion
es mensual, el consumo promedio corresponde a los ultimos seis per odos. Si la facturacion
es bimestral, el consumo promedio corresponde a los ultimos tres per odos. Si la facturacion
es trimestral, el consumo promedio corresponde a los ultimos dos per odos.

Asimismo, la clausula 50 del Contrato de Condiciones Uniformes indica que, dentro del
debido proceso, esta contenido el deber de precisar la causa que origino la desviacion de
consumos, detectada en la revision previa a la facturacion, y que para el cumplimiento se
podra adoptar la siguiente decision: \hacer uso de la informacion historica de la instalacion,
registrada en las bases de datos de la empresa como cambio de medidor, normalizacion de
la medida por procesos administrativos, cambios de uso o habitos de consumo e inclusive el
analisis de las zonas donde exista estacionalidad". En este ultimo caso, la comparacion del
consumo en investigacion a la que se re ere este art culo, podra realizarse comparando con
el mismo periodo del ano inmediatamente anterior.

El objetivo de este cap tulo es explorar los datos de forma descriptiva para encontrar indicios
de que un modelo lineal mixto se podr a usar para abordar el problema de una forma diferente
a la usada por la empresa de servicios publicos.

3.1. Descripcion de los datos

En la Figura 3-1 podemos observar el proceso para identi car desviaciones signi cativas en
3 momentos: desde la toma de las lecturas en terreno, el calculo del consumo y, nalmente,
en la comparacion del consumo del mes actual frente al promedio de sus ultimos 6 meses. Si
bien la proporcion de desviaciones signi cativas que se generan son bajos, aproximadamente
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Figura 3-1.: Proceso de toma de lecturas e identi cacion de desviaciones signi cativas. Ela-
boracion ChatGPT

un 1.5%, se debe considerar que diariamente se estan obteniendo los consumos de cerca de
200,000 servicios suscritos. Por lo tanto, el entendimiento y el respectivo analisis del compor-
tamiento historico de consumo de cada servicio sera de vital importancia para la reduccion
de costos asociados al analisis de estas desviaciones por parte de la empresa.

La base de datos considerada consta de 1,040,578 registros y 9 variables para 74,421 servicios
suscritos (o clientes) unicos. A continuacion, se describen las variables analizadas de la base
de datos:

= SERVICIO_SUSC: codigo unico del producto de energ a que identi ca a cada cliente.

= TIPO_CONSUMO: es un codigo que se asigna sobre los diferentes tipos de energ a
electrica que se prestan. En nuestro caso sera energ a activa que corresponde al codigo
3.

» CATEGORIA: se re ere a la agrupacion que se hacen de los diferentes tipos de
clientes en funcion de la actividad economica que realice. Entre ellas se encuentran:
1-Residencial, 2-Comercial y 3-Industrial.

= SUBCATEGORIA: division que se realiza dentro de una categor a. En el caso, por
ejemplo, de la categor a residencial, esta division hara referencia al nivel socioeconomi-
co 0 estrato de cada cliente (Estrato-1, Estrato-2, Estrato-3, Estrato-4, Estrato-5 y
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Estrato-6). Las demas categor as tienen las siguientes subcategor as: 11-220 Voltios y
12-13200 Voltios. En la tabla 3-1, se presenta las subcategor as para cada una de las
categor as que existe en la prestacion del servicio de energ a electrica en el area metro-
politana de la ciudad de Medell n.

Categoria | Subcategoria
1-Residencial | Estrato 1
Estrato 2
Estrato 3
Estrato 4
Estrato 5
Estrato 6
2-Comercial | 11-220 Voltios
12-13200 Voltios
3-Industrial | 11-220 Voltios
12-13200 Voltios

Tabla 3-1.: Categor as y subcategor as del servicio de energ a electrica.

LOCALIDAD: municipio del departamento de Antioquia donde reside el cliente del
servicio de energ a electrica (Medell n, Bello y Antioquia).

PLAN_FACTURACION: corresponde a un conjunto de pol ticas y procedimientos
diserados para calcular y generar las facturas que se enviaran a los clientes por los
servicios que han utilizado.

DIAS_DE_CONSUMO: cantidad de d as que abarca el per odo de facturacion para
el cual se registra el consumo de energ a. En el contexto de la facturacion de servicios
publicos, es comun que las lecturas del contador y, por ende, la facturacion del consu-
mo, no siempre cubran exactamente un mes calendario (30 o 31 d as). Pueden variar
ligeramente debido a rutas de lectura, nes de semana, festivos, o ajustes de ciclo de
facturacion.

CONSUMO: es el valor numerico correspondiente a la medida del consumo de energ a
electrica de un cliente en determinado mes y ano. Es medido en kilowatios/hora (kwh).
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Municipios del Area Metropolitana
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Figura 3-2.: Municipios del Area Metropolitana del Valle de Aburra. Elaboracion propia

3.2. Analisis exploratorio de los datos

El analisis descriptivo de datos es una etapa fundamental en estad stica que tiene como
objetivo comprender y resumir las caracter sticas principales de un conjunto de datos. Este
proceso es crucial para obtener una vision general de la informacion contenida en los datos
antes de realizar analisis mas avanzados o tomar decisiones basadas en ellos. A continuacion,
se detallan algunas razones clave por las cuales el analisis descriptivo es importante:

1. Identificaciéon de patrones y tendencias: el analisis descriptivo nos permite iden-
ti car patrones y tendencias en los datos. Al explorar gra camente los datos y calcular
medidas de resumen como la media, mediana, desviacion estandar, etc., podemos de-
tectar si hay alguna estructura subyacente en los datos, como tendencias a lo largo del
tiempo o patrones en la distribucion de las variables.

2. Deteccion de valores atipicos o anomalias: 10s valores at picos son observaciones
que di eren signi cativamente del resto de los datos. El analisis descriptivo ayuda a
identi car y comprender la presencia de valores at picos, lo que puede tener implica-
ciones importantes para el analisis y la interpretacion de los resultados.
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3. Resumen de la distribucion de variables: el analisis descriptivo proporciona in-
formacion sobre la distribucion de las variables en los datos. Esto incluye informacion
sobre la dispersion, la simetr a y la forma de la distribucion, lo que nos permite com-
prender mejor las caracter sticas fundamentales de cada variable.

4. Comparacién de grupos o categorias: cuando se tienen variables categoricas, el
analisis descriptivo es esencial para comparar las caracter sticas de diferentes grupos o
categor as. Esto puede ayudar a identi car diferencias signi cativas y comprender las
relaciones entre las variables.

5. Soporte para la toma de decisiones: el analisis descriptivo proporciona informacion
relevante y facil de entender que puede ayudar en la toma de decisiones informadas.
Permite a los investigadores y tomadores de decisiones tener una comprension solida
de los datos antes de emprender analisis mas complejos o implementar intervenciones
basadas en esos datos.

En conclusion, el analisis descriptivo de datos es esencial para obtener una vision general
de la informacion contenida en los datos, detectar patrones y anomal as, y resumir las ca-
racter sticas fundamentales de las variables. Este analisis proporciona la base para realizar
analisis mas avanzados y respalda la toma de decisiones informadas en una variedad de
campos, desde la investigacion cient ca hasta la plani cacion empresarial.

3.3. Analisis exploratorio sobre el consumo de energ a
electrica

A continuacion se presenta el analisis exploratorio de los datos correspondientes a la variable
respuesta Consumo en funcion de las covariables d as, categor a, subcategor a y plan de
facturacion. Los datos constan de 74,421 servicios suscritos (o clientes) del departamento de
Antioquia con consumos de energ a electrica desde diciembre de 2023 hasta julio de 2025,
espec camente de las localidades de Medell n, Bello y Caldas distribuidos de la siguiente
manera: categor a residencial (96.6 %), categor a comercial (3.1%) y categor a industrial
(0.3%).
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En la tabla 3-2 se muestran estad sticas descriptivas para las 2 variables numericas, Consumo

y D as:

Métricas | CONSUMO(Kwh) | DIAS |

Mean
Std.Dev
Min
Q1
Median
Q3
Max
MAD
IQR
CVv
Skewness
Kurtosis

154.84
307.34
0.0
76.00
112.00
159.00
9900.00
59.30
83.00
1.98
13.45
250.89

30.43
1.12
29.00
30.00
30.00
32.00
32.00
1.48
2.00
0.04
0.33
-1.29

Tabla 3-2.: Estad sticos descriptivos para variables numericas.
Generado con summarytools 1.1.4 (R version 4.4.2)



En la gura 3-3 podemos ver la distribucion, en este caso asimetrica, de los consumos
de los clientes analizados. De la gura podemos ver que la cola derecha (valores altos de
consumo) es mas larga y delgada que la cola izquierda, lo cual indica una asimetr a positiva
0 sesgo a la derecha. Esto es comun en datos de consumo, donde la mayor a de los usuarios
tienen consumos bajos/medios (como sucede en la gran mayor a de clientes de la categor a
residencial), pero hay un pequero numero de usuarios con consumos muy elevados (como lo
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son los clientes de las categor as comerciales e industriales).
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Figura 3-3.: Histograma de Consumos diferenciado por categor a. Elaboracion propia.
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En la Figura 3-4 se observa como el consumo promedio tiende a permanecer relativamente
estable a lo largo de todo el per odo representado, con excepcion del periodo comprendido
entre febrero y abril de 2024.
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Figura 3-4.: Consumo Promedio por mes. Elaboracion propia.
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Tambien se analizo un boxplot longitudinal como el de la Figura 3-5 para la evolucion del
consumo de los 74,421 servicios suscritos analizados a traves del tiempo.

Distribucion Longitudinal del Consumo por Mes (Jun 2024 - Jul 2025)
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Figura 3-5.: Boxplot longitudinal para el consumo de energ a electrica. Elaboracion propia.

Se evidencia un comportamiento muy estable en los diferentes meses con excepcion de algunos
servicios suscritos que, en meses a principios de 2023, presentan consumos de energ a muy
altos.
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En la Figura 3-6 se puede identi car patrones de comportamiento semanales en el consumo.
Se observa claramente que los sabados, domingos (debido a la mayor permanencia en los
hogares) y los lunes son los das que presentan consistentemente el consumo promedio nmas
alto.

Figura 3-6.: Consumo Promedio por da de la semana. Elaboracon propia.
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En la Figura 3-7 se presenta el boxplot del Consumo diferenciando por categora. De esta
gura vemos @®mo la categora 1-Residencial presenta una mediana mas baja y menor va-
riabilidad que las demas categoras, lo que indica que los usuarios en esta categora tienden
a tener un consumo de energa nas reducido y consistente entre s. Por su lado, las otras 2
categoras (2-Comercial y 3-Industrial) muestran una mediana de consumo y una disperson
signi cativamente mayores en comparacon con la categora 1. Esto se debe a que tienen
demandas energeticas inherentemente nas altas por el tipo de actividades que desarrollan.

Figura 3-7.: Boxplot del Consumo por Categora. Elaboracon propia.
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En la Figura 3-8 se puede identi car que las subcategoras 11 y 12 (pertenecientes a las
categoras comercial e industrial) exhiben una mediana considerablemente superior al de las
subcategoras 1 a 6 (pertenecientes a la categora residencial). Asimismo, la variabilidad del
consumo es notablemente mayor en las subcategoras 11 y 12 en comparacon con las del 1
al 6. Esto indica que, dentro de los grupos de mayor consumo, hay una mayor disperson en
los patrones de uso de energa.

Figura 3-8.: Boxplot del Consumo por Subcategora. Elaboracon propia.






