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Resumen

En el área actuarial, la estimación de las pérdidas en seguros generales se ha basado princi-

palmente en la consideración de modelos estad́ısticos independientes para las variables pago

por reclamaciones y número de reclamaciones. Sin embargo, el supuesto de independencia

entre estas variables puede crear sesgo en la estimación de la pérdida total. En este trabajo

se utiliza un modelo de cópula mixta para el modelamiento conjunto del monto de los pa-

gos y el número de reclamaciones. Para la regresión marginal del pago por reclamaciones se

propone la utilización de modelos de la familia de los modelos aditivos generalizados de lo-

calización escala y forma, GAMLSS, por su nombre en inglés, es decir, Generalized Additive

Models of Location Scale and Shape. Los modelos lineales generalizados (GLM) clásicos son

casos particulares de esta familia, y eran hasta antes del desarrollo de este trabajo los únicos

utilizados en el tipo de modelos conjuntos estudiados en esta tesis. En particular, en esta

tesis se utilizaron los modelos Gamma, Weibull y Lognormal. El modelo Lognormal no tuvo

un buen ajuste de los datos en este problema y fue finalmente descartado. Para la regresión

marginal para el número de reclamaciones se utilizó un modelo de Poisson truncado en cero,

como ha sido usual en la literatura especializada actual. Adicionalmente, en el trabajo se

utilizaron tres de las cópulas más conocidas: Gaussiana, Frank y Clayton. Para el proceso de

estimación se combinaron procedimientos frecuentistas y Bayesianos. La estimación máxi-

mo verośımil de los parámetros de los modelos conjuntos propuestos fue hecha utilizando el

algoritmo de optimización BFGS, el cual es un algoritmo de tipo quasi-Newton. Los procedi-

mientos Bayesianos fueron implementados mediante un algoritmo Metrópolis-Hastings con

distribución propositiva independiente. La distribución propositiva se construyó con base en

los resultados de la estimación máximo verośımil y en una aproximación Laplaciana de la

distribución posterior de los modelos de cópula mixta propuestos.

Palabras clave: modelos de dependencia cópula, modelos generales de regresión, pérdida

total de un portafolio, métodos de optimización, BFGS, estimación Bayesiana.
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Abstract

In actuary, loss estimation in non-life insurance has been based mainly on the considering

statistical independent models for the statistical variables claim size and number of claims.

However, the assumption of independence between these variables can lead to bias in loss

estimation. In this work, we use a mixed copula for the joint modelling of the claim sizes

and the number of claims. For the marginal regression of the claim sizes we propose using

the family of the generalized additive models of location scale and shape (GAMLSS). The

classical generalized linear models (GLM) are included in this family. Before this work, only

members of the GLM were used in the kind of joint models studied in this thesis. Particu-

larly, in this thesis we used Gamma, Weibull and Lognormal models. Lognormal model did

not fit well the data in this problem and it was finally discarded. The marginal regression of

the number of claims was done using a zero truncated Poisson model as usual in the current

literature in this area. Additionally in this work, we have used three of the more known co-

pulas: Gaussian, Frank and Clayton. In the estimation process we combined frequentist and

Bayesian procedures. The maximum likelihood estimation of the parameters of the proposed

joint models was done using the BFGS algorithm, which is a quasi-Newton algorithm for op-

timization. The Bayesian procedures were implemented in a Metropolis-Hastings algorithm

with independent proposal distribution. The proposal distribution was based on the results

of the likelihood estimation and a Laplacian approximation of the posterior distribution of

the proposed mixed copula models.

Keywords: dependence modelling copula, general regression models, total loss in a portafo-

lio, optimization methods, BFGS, Bayesian estimation.
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4.3. Función Objetivo Cópula Mixta y optimx . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
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5.5. Estimación de la Pérdida Total a Posteriori . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

6. Evaluación de Modelos Basada en su Poder Predictivo 42
6.1. Densidad Predictiva . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

6.2. Ajuste del Modelo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

6.3. Cálculo de la Estad́ıstica de Ajuste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

6.4. Comparación de Modelos. Criterio DIC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

6.5. Cálculo del DIC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

7. Simulación y Análisis de Resultados 46
7.1. Simulación Portafolio de Seguros de Automóviles . . . . . . . . . . . . . . . 46
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1. Introducción

El modelamiento y la predicción de la pérdida total de un portafolio de seguros es uno

de los temas centrales en diferentes tópicos actuariales como son el cálculo de reservas,

tarifación y el manejo del riesgo. En el proceso de tarifación en seguros generales, la predicción

de la pérdida total se basa esencialmente en el modelamiento separado del pago promedio

por reclamaciones y el número de reclamaciones. En esta tesis se trata el problema del

modelamiento conjunto de esas variables, desde la perspectiva estad́ıstica.

Diferentes metodoloǵıas estad́ısticas para el modelamiento de estas dos variables se han in-

vestigado y desarrollado hasta la actualidad; la primera empieza con la teoŕıa de modelos

compuestos de Lundberg (1903), donde se asume independencia entre el pago promedio por

reclamaciones (llamado también coste medio ó severidad) y el número de reclamaciones.

Lundberg define desde entonces la pérdida como el producto de estas dos cantidades. Más

adelante, Renshaw (1994) presenta los modelos lineales generalizados como una herramienta

potencial para el modelamiento de la frecuencia y la severidad en la presencia de covariables.

Al tiempo Jørgensen & Paes De Souza (1994) presentan el modelo Poisson compuesto Twee-

die para el modelamiento del costo total por unidad de exposición al riesgo, donde el costo

individual por reclamaciones y el número de reclamaciones se distribuyen Gamma y Poisson

respectivamente. Posteriormente, Smyth & Jørgensen (2002) extienden el modelo anterior

dentro del marco de modelos doblemente generalizados, al modelar tanto la dispersión como

la media del costo por reclamaciones. Para una revisión y discusión de varias aplicaciones

de los modelos lineales generalizados en el área actuarial, puede consultarse por ejemplo

Haberman & Renshaw (1996).

Modelos más recientes como el de Gschlößl & Czado (2007) relajan un poco el supuesto de

independencia al modelar el pago promedio por reclamaciones condicionado en el número

de reclamaciones. En ese trabajo se muestra que el número de reclamaciones tiene un efecto

significativo en el pago por reclamaciones y que además incorporar efectos espaciales mejoran

las predicciones de la pérdida total.

Con el propósito de introducir un tipo de dependencia más general Kastenmeier (2008) y

Czado, Kastenmeier, Brechmann & Min (2012) construyen un modelo de regresión conjunto

para el número de reclamaciones y el pago por reclamaciones, teniendo en cuenta la posible

dependencia entre éstas; espećıficamente enlazan un modelo lineal generalizado Gamma para

el costo promedio por reclamaciones y un modelo Poisson truncado en cero para el número
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de reclamaciones mediante una cópula Gaussiana bivariada para datos mixtos (discretos y

continuos). Esa investigación fue inspirada en los trabajos de Song (2000), Song (2007) y

Song, Li & Yuan (2009). En el primer trabajo, el autor presentó una clase de modelos de

dispersión multivariados generados de una cópula Gaussiana multivariada como una exten-

sión multivariada de los modelos de dispersión de Jorgensen (1987). La construcción de estos

modelos se fundamentó en modelos de dispersión univariados (por ejemplo Poisson, Normal,

Gamma) enlazados mediante una cópula Gaussiana. Aqúı se destaca la potencial utilidad del

uso de cópulas para el análisis de datos no normales correlacionados en una forma análoga

a aquellos con distribución normal multivariada.

En los siguientes dos trabajos, los autores presentaron una metodoloǵıa para unificar el uso

de los modelos lineales generalizados dentro del análisis de regresión conjunta para datos

continuos, discretos y mixtos correlacionados utilizando cópulas Gaussianas. Los autores re-

saltan algunas ventajas de estos modelos, como son ser marginalmente cerrados, es decir que

las distribuciones marginales están dentro de la misma clase del modelo multivariado y tener

una representación marginal que permite estimar los coeficientes de regresión separadamente.

Para la estimación de los parámetros Kastenmeier (2008) y Czado et al. (2012) adaptaron el

algoritmo de maximización por partes introducido inicialmente por Song, Fan & Kalbfleisch

(2005). A pesar de que en la investigación de Czado et al. (2012) mostraron este algoritmo

como una herramienta ventajosa al omitir el cálculo de segundas derivadas y que por otro

lado, su estudio de simulación arrojó buenos resultados en gran parte de los diferentes esce-

narios de simulación propuestos alĺı, algunas desventajas también fueron encontradas en el

transcurso de su investigación.

En el trabajo de Krämer, Brechmann, Silvestrini & Czado (2013) se presenta la formulación

de la distribución general de la pérdida total a partir de la cópula mixta desarrollada en Czado

et al. (2012) y extienden el problema a la familia de cópulas Arquimedianas. En este estudio

los autores muestran teóricamente que la pérdida total es subestimada cuando se asume

independencia entre el pago promedio por reclamaciones y el número de reclamaciones.

Para las estimaciones de los parámetros aplicaron y compararon el método de inferencia

para marginales conocido como IFM (Inference for margins) y el algoritmo BFGS (Broyden-

Fletcher-Goldfarb-Shanno). Los autores encontraron el desempeño de ambas metodoloǵıas

muy similar.

Esta tesis se inspiró en los resultados recientes de Czado, Kastenmeier y asociados, todos

publicados entre 2007 y 2014. Luego de la revisión de la literatura más reciente en el área,

se encontró que hasta la fecha de inicio de esta tesis, los modelos de regresión en seguros

generales que consideran conjuntamente como variables observadas a las variables pago por

reclamaciones y número de reclamaciones, han considerado como distribuciones marginales

de las variables a la distribución Gamma para el pago por reclamaciones y a la distribución

Poisson truncada en cero para el número de reclamaciones. Para el modelamiento de la
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asociación entre las variables los autores usaron inicialmente la cópula Gaussiana pero en

la actualidad han usado otras clases de cópulas clásicas de la familia Arquimediana: Frank,

Gumbel, Clayton.

De acuerdo con lo descrito por los autores, los modelos ajustan a los datos adecuadamente

usando las marginales Gamma y Poisson truncada en cero y las cópulas Gaussiana y Clayton.

No obstante lo anterior, en los trabajos revisados no aparecen reportes de pruebas de bondad

de ajuste de los modelos estudiados. Por otro lado, llama la atención el hecho que en esos

trabajos, ver por ejemplo, Kastenmeier (2008), la estimación de la pérdida total del portafolio

resulta subestimada con el uso de éstas marginales. Adicionalmente, Krämer et al. (2013),

utilizaron la cópula Clayton y encontraron que el intervalo construido con base en la pérdida

total estimada más o menos la desviación estándar no incluyó la pérdida total verdadera.

En ese trabajo, las cópulas Gaussiana, Gumbel y Frank fueron descartadas según el test de

Vuong.

Puede haber distintas razones por las cuales la pérdida total resulte sub o sobreestimada.

La primera y seguro más importante es la gran variabilidad del monto de los pagos para

diferentes valores en el número de reclamaciones dentro de grupos de pólizas con las mismas

caracteŕısticas. Esto se evidencia claramente en los datos reales utilizados en este trabajo.

Una segunda razón puede ser el poder predictivo de los modelos. Si bien los modelos pueden

ser globalmente adecuados a los datos, de acuerdo con pruebas de bondad de ajuste globales,

la presencia de tanta variabilidad dentro de los grupos de pólizas implica que muchos valores

de pagos y número de reclamaciones no sean predichos bien individualmente.

Con estas consideraciones se planteó la siguiente pregunta de investigación:

¿Es posible conseguir modelos de regresión conjunta para modelar los montos de los pagos y

el número de reclamaciones que ajusten bien a los datos, pero que además permitan hacer

predicciones de la pérdida más conservadoras y precisas que las reportadas con los modelos

Gamma- Poisson truncada en cero con una cópula Gaussiana?

Varias posibilidades no disponibles en la literatura actual pueden intentarse para responder

la pregunta. En primer lugar, es posible utilizar distribuciones marginales diferentes para

las variables observadas. En este trabajo se probó con distribuciones de la familia GAMLSS,

que es una familia de distribuciones más general que la familia exponencial. Esta familia

fue propuesta por Rigby & Stasinopoulos (2005), y las distribuciones de la familia exponen-

cial que definen a los modelos lineales generalizados resultan siendo casos particulares. En

particular, se usaron los modelos Weibull, Lognormal y Gamma.

Aqúı fue necesario hacer las verificaciones de que tales modelos pod́ıan utilizarse debido a que

tienen supuestos distintos a los de la familia exponencial. Por ejemplo, no hay garant́ıa de la

concavidad de log verosimilitud, como bien han apuntado Rigby & Stasinopoulos (2005). El

problema abordado en esta tesis fue más complejo que el de los modelos GAMLSS debido al
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modelamiento conjunto de una variable continua y una discreta, haciendo uso de la cópula.

Para mejorar las inferencias acerca de los parámetros del modelo de regresión cópula mixta,

los cuales tienen impacto en la predicción de la pérdida total, se propuso un muestreador de

tipo Metrópolis-Hastings basado en una aproximación Laplaciana de la distribución posterior

del modelo. Para la construcción de éste fue necesaria la estimación máximo verośımil como

un paso inicial, la cual fue obtenida con el método de optimización BFGS.

Aqúı fue necesario escribir los procedimientos completos previos al procedimiento de optimi-

zación BFGS, el cual es común a todos los casos, y disponible en el paquete optimx de R. Los

procedimientos bayesianos también fueron completamente escritos para todos los casos. El

procedimiento de optimización marginal para el modelo Gamma se tomó del paquete glm, el

procedimiento marginal para los modelos Weibull y Lognormal se tomó del paquete gamlss

y el procedimiento marginal para el modelo Poisson truncado, se escribió totalmente, usan-

do para éste último caso como valores iniciales los provenientes del modelo Poisson clásico

implementado en glm. En todo caso, todos estos procedimientos se usaron para obtener los

valores iniciales requeridos para los procedimientos de optimización desarrollados en esta

tesis. Adicionalmente, se implementó un test de bondad de ajuste basado en medidas de

discrepancia y la densidad predictiva según lo propuesto en Gelman, Carlin, Stern & Rubin

(2014) y Box (1980), el cual permite observar la bondad de ajuste global del modelo. Para

la selección entre modelos se usaron los criterios AIC (Akaike information criterion), BIC

(Bayesian information criterion) y DIC (deviance information criterion).

Al iniciar esta tesis no se hab́ıa publicado ninguna implementación Bayesiana sobre el pro-

blema espećıfico, es decir, para el modelamiento conjunto del pago por reclamaciones y

el número de reclamaciones usando cópulas. Recientemente, terminando la tesis apareció

la publicación de Baumgartner, Gruber & Czado (2015) sobre la estimación bayesiana de

la pérdida total usando efectos aleatorios compartidos, inspirado en el trabajo de tesis de

Baumgartner (2013). En este trabajo de tesis se realizó una extensión de los trabajos an-

teriormente mencionados desde la perspectiva Bayesiana y compararon sus resultados con

los obtenidos con los modelos mixtos multivariados introduciendo efectos aleatorios com-

partidos. Para el modelo de regresión cópula mixta, Baumgartner (2013) propusieron un

algoritmo Metrópolis-Hastings clásico con diferentes distribuciones a priori para los paráme-

tros, es decir distribuciones Normales para los parámetros de las regresiones marginales, una

distribución Gamma para el parámetro de dispersión y una distribución Normal truncada

para el parámetro de dependencia de la cópula. En ese estudio de simulación encontraron

buenos resultados en cuanto a las inferencias estad́ısticas respecto a los parámetros y a la

predicción de la pérdida total. En la aplicación a datos reales, usaron la misma base de

datos que en el trabajo de Kastenmeier, Krämer y Czado, encontrando resultados similares

a los de Krämer et al. (2013). Aqúı, ellos aplicaron el test de Vuong para la selección entre

cópulas, donde no sólo no se decidió por alguna en particular sino que también la densidad

de la pérdida total y por tanto los intervalos de credibilidad, no tuvieron una cobertura de
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la pérdida total observada en ninguno de los modelos con las diferentes clases de cópulas.

De acuerdo a lo anterior, debe resaltarse entonces que los procedimientos bayesianos desarro-

llados en esta tesis, para la estimación conjunta usando cópulas con marginales en la familia

de modelos GAMLSS para los pagos de reclamaciones y con marginal el modelo Poisson

truncado en cero para el número de reclamaciones no sólo son completamente nuevos, sino

que además mostraron mejores resultados, en cuanto a bondad de ajuste de los datos, poder

predictivo y mayor precisión en la predicción de la pérdida total, con respecto a la literatura

existente.



2. Definiciones y Conceptos Básicos

2.1. Conceptos Asociados a Seguros

En esta sección se realiza la descripción de la terminoloǵıa usada en esta tesis y que sólo

concierne al análisis actuarial, para un mayor detalle se puede consultar por ejemplo el diccio-

nario de seguros de la fundación Mapfre, https://www.fundacionmapfre.org/wdiccionario/

general/diccionario-mapfre-seguros.shtml o el manual de tarifación básica de Werner & Mod-

lin (2010). Lo que sigue en esta sección fue tomado de esos documentos.

1. Siniestros y Reclamaciones.

Un siniestro es la manifestación concreta de un riesgo cubierto por una póliza de seguros, que

produce daños hasta determinada cuant́ıa. Una reclamación 1 es la solicitud que se le hace

a la aseguradora tras la ocurrencia de un siniestro que se considera amparado en el contrato

de seguros. En este sentido se puede decir que la aseguradora ha recibido por ejemplo 5000

reclamos ó reclamaciones.

2. Pérdida.

Una pérdida corresponde al monto que la aseguradora deben pagar por concepto de siniestros

bajo los términos de la póliza de seguros. Las perdidas en seguros se clasifican en: pérdidas

pagadas, casos de reserva, pérdida incurrida ó reportada, reserva IBNR (Incurred but not

reported), IBNER (Incurred but not enough reported)) y pérdida definitiva 2.

Las pérdidas pagadas son aquellos montos que han sido pagados a los reclamantes. Cuando

un siniestro es reportado y se espera que el pago sea realizado a futuro, la aseguradora

establece un caso de reserva, el cual es una estimación del monto de dinero requerido para

liquidar tal reclamación. Los casos de reserva excluyen cualquier pago ya realizado. El monto

del caso de reserva es monitoreado y ajustado en cuanto los pagos son realizados y cuando

se obtiene alguna información adicional acerca del daño.

Las pérdidas reportadas ó incurridas es la suma de las pérdidas pagadas y la reserva actual

(caso de reserva) para el siniestro en cuestión.

Pérdidas Reportadas = Pérdidas Pagadas + Caso de Reserva

1
reclamo: éste término es usado en algunos páıses de América Latina, es equivalente a reclamación.

2
En inglés, ultimate loss.
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La pérdida definitiva es el monto de dinero requerido para cerrar y liquidar a todos los sinies-

tros de un grupo definido de pólizas. La suma agregada de las pérdidas reportadas para todas

las reclamaciones conocidas no siempre es igual a la pérdida definitiva. Primero, en algún

punto del tiempo, podŕıan haber siniestros no reportados, el monto estimado para liquidar

estos siniestros no reportados es la reserva incurrida pero no reportada (IBNR). Segundo,

la precisión del caso de reserva en siniestros reportados depende de la información conocida

en el momento en que se realiza la reserva; consecuentemente, las pérdidas reportadas en

siniestros existentes podŕıa cambiar en el tiempo y por tanto correspondeŕıan a aquellos

casos de reserva incurrida pero no reportada suficientemente (IBNER). La reserva IBNER

es la diferencia entre la pérdida reportada agregada en el momento en que las pérdidas son

evaluadas y el monto agregado estimado para liquidar estos siniestros. Por tanto la pérdida

definitiva es la suma de las pérdidas reportadas, la reserva IBNR y la reserva IBNER.

Pérdida Definitiva Estimada= Pérdidas Reportadas + Reserva IBNR +Reserva IBNER

3. Expuestos.

Un expuesto es la unidad básica de riesgo que mide la exposición a una pérdida. Existen

varios tipos de exposición como son:

Exposición emitida: corresponde a la exposición total acordada en las pólizas expedidas.

Exposición devengada: representa la porción de la exposición emitida para la cual la

cobertura ya ha sido provista hasta cierto punto del tiempo. Es decir que es la razón

entre el número de d́ıas que ha corrido el riesgo dentro del año de estudio y los d́ıas de

vigencia de la póliza. Por ejemplo, una póliza expedida el 01/01/2015 con vigencia de

un año, en la fecha 31/05/2015 ha alcanzado una exposición de 151/365=0.414.

Exposición no devengada: representa la porción de la exposición emitida para la cual

la cobertura aún no ha sido provista desde cierto punto del tiempo.

4. Frecuencia.

La frecuencia es la tasa en la cual los siniestros ocurren, es medido como la razón entre el

número de siniestros y el número de expuestos. Por ejemplo si el número de siniestros es

100.000 y el número de expuestos ganados es de 2.000.000, entonces la frecuencia es el 5%

(100.000 / 2.000.000). Normalmente, el numerador es el número de siniestros reportados y el

denominador es el número de expuestos ganados. Como otras variaciones podŕıan ser usadas

dependiendo de los requerimientos de la compañ́ıa, es importante documentar que tipo de

siniestros y exposiciones están siendo usadas.

Frecuencia= Número de Siniestros / Número de Expuestos
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5. Severidad.

La severidad es el costo ó pago promedio por reclamación, es definido como la razón entre

las pérdidas totales y el número de siniestros. Si la pérdida total son 300.000.000 de pesos y el

número de siniestros es 100.000, entonces la severidad es de 3.000 pesos (300.000.000/100.000).

Los cálculos de la severidad pueden variar; por ejemplo, la severidad pagada es calculada

usando pérdidas pagadas de siniestros cerrados dividido el número de siniestros cerrados

mientras que la severidad reportada es calculada usando pérdidas reportadas y siniestros

reportados.

Severidad= Pérdida Total / Número de Siniestros

6. Prima

La prima es una aportación económica que ha de satisfacer el contratante o asegurado a la

entidad aseguradora en concepto de contraprestación por la cobertura del riesgo que ésta le

ofrece.

Los elementos componentes de la prima son los siguientes:

Prima Pura ó Prima de Riesgo: es una medida de la pérdida promedio por exposición,

es decir es el costo esperado de todas las reclamaciones que los asegurados generan

durante el periodo de cobertura. Bajo condiciones de regularidad, la prima pura es

calculada como el producto entre la frecuencia y severidad ó la razón entre las pérdidas

totales y el número de expuestos.

Prima Pura= Frecuencia ⇥ Severidad= Pérdida Total/ Número de Expuestos

Prima Bruta o Comercial: es la prima pura más recargos por gastos de administración,

adquisición, compensación y redistribución de riesgos.

Prima Total: es la suma de la prima pura y la prima comercial más otros gastos

accesorios ó fiscales repercutibles en el asegurado.

En el proceso de tarifación es importante tanto el análisis de la distribución de la frecuencia

como la distribución de las pérdidas. A continuación se describen diferentes metodoloǵıas

estad́ısticas para el modelamiento de las pérdidas y del número de reclamaciones.
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2.2. Modelamiento del Pago por Reclamaciones y del

Número de Reclamaciones

2.2.1. Modelos de Probabilidad para las Pérdidas

En esta sección se entiende por pérdida, el pago realizado por reclamaciones. Por lo gene-

ral, las distribuciones de pérdidas se caracterizan por ser positivas, asimétricas a derecha,

leptocúrticas y multimodales. Las funciones de densidad usualmente propuestas para mo-

delar pérdidas han sido generalmente presentadas en dos grupos: aquellas que ajustan a

pérdidas pequeñas y aquellas que ajustan a grandes pérdidas, Embrechts, Klüppelberg &

Mikosch (1997). En la literatura se han propuesto diferentes familias paramétricas de dis-

tribuciones de probabilidad para modelar las pérdidas tales como la familia exponencial, la

Beta transformada y la Gamma transformada. Son casos particulares de esta familias, las

distribuciones lognormal, Burr, logloǵıstica, Pareto generalizada, Weibull, Gamma, Weibull

inversa y Gamma inversa (ver por ejemplo Cummins, Dionne, McDonald & Pritchett (1990),

Klugman, Panjer & Willmot (2004), Frangos & Karlis (2004), Furman & Landsman (2010),

Guillen, Prieto & Sarabia (2011), entre otros). Otras extensiones como mixturas de distri-

buciones Erlang y estimadores kernel de la densidad Gamma han sido propuestas por Lee &

Lin (2010) y Jeon & Kim (2013) para el modelamiento de pérdidas con formas multimodales.

2.2.2. Modelos de Regresión para Pagos por Reclamación y para el

Número de Reclamaciones

El cálculo de la prima pura de seguros generales, en particular el seguro de automóvil, se

apoya en los modelos estad́ısticos que permiten incorporar toda la información disponible

acerca del riesgo, es decir caracteŕısticas observables del asegurado; es alĺı donde los modelos

de regresión ganan importancia en las decisiones actuariales. Los pagos por reclamaciones son

comúnmente modelados dentro del marco de modelos lineales generalizados. En la literatura

sobre el tema se ha trabajado básicamente con los modelos Gamma, Lognormal y Tweedie,

mientras que para el número de reclamaciones los modelos más usados son el Poisson y

Binomial negativa. Diferentes aplicaciones de éstos modelos en actuaŕıa y finanzas pueden

ser encontrados en Jørgensen & Paes De Souza (1994); Haberman & Renshaw (1996); Smyth

& Jørgensen (2002) y Charpentier (2014).

2.3. Modelos GAMLSS

Como una extensión de los MLG (Modelos Lineales Generalizados), los modelos GAMLSS,

Generalized Additive Models for Location, Scale and Shape, fueron introducidos por Rigby

& Stasinopoulos (2001) y Rigby & Stasinopoulos (2005). En estos modelos más generales,



10 2 Definiciones y Conceptos Básicos

la distribución de la variable respuesta no tiene que pertenecer exclusivamente a la fami-

lia exponencial e incluye distribuciones continuas y discretas altamente sesgadas y con alta

curtosis, permitiendo no sólo al parámetro de localización sino también a los parámetros de

forma y escala ser modelados como funciones, ya sean lineales, no lineales ó suavizadas de

las variables explicativas. En el caso continuo se encuentran gran parte de las distribucio-

nes pertenecientes a la familia Beta transformada y Gamma transformada. De este modo,

extender algunos modelos de probabilidad propuestos para el modelamiento de las pérdidas

dentro del marco de regresión es posible. En el caso discreto los modelos GAMLSS incluyen

las distribuciones Poisson, Binomial, Binomial negativa tipo I y II , Poisson inflado en cero,

Poisson Gaussiana inversa, Delaporte y Sichel. Algunas de estas últimas podŕıan ser inves-

tigadas espećıficamente para el modelamiento del número de reclamaciones. Este es sólo un

resumen de las numerosas distribuciones continuas y discretas que están implementadas en

el paquete gamlss en R. Las instrucciones para el uso del paquete pueden ser encontradas en

Stasinopoulos, Rigby & Akantziliotou (2006) mientras que en Stasinopoulos & Rigby (2007)

se pueden encontrar aplicaciones de estos modelos desde el punto de vista práctico.

La aplicación de los modelos GAMLSS en el área de actuaŕıa ha sido muy reciente y por tanto

en la literatura actuarial pocos art́ıculos publicados sobre el tema pueden ser encontrados.

En el momento se encuentran disponibles las publicaciones de Heller, Stasinopoulos & Rigby

(2006) y Klein, Denuit, Lang & Kneib (2014). Adicionalmente puede consultarse Spedicato,

Clemente & Schewe (2014) y Tzougas, Vrontos & Fragos (2015).

En un modelo GAMLSS se asume que se tienen n observaciones independientes de y

i

, con

i = 1, . . . , n, con función de densidad (probabilidad) f(y
i

| 
i

) condicionada sobre

 

i

= ( 1i, 2i, 3i, 4i) = (µ
i

, �

i

, ⌫

i

, ⌧

i

), un vector de cuatro parámetros de la distribución, ca-

da uno de los cuales puede ser una función de variables explicativas. Los dos primeros paráme-

tros de la distribución poblacional µ
i

y �
i

son usualmente caracterizados como parámetros

de localización y escala, mientras que los dos restantes son caracterizados por ser parámetros

de forma, por ejemplo parámetros de sesgo y curtosis. No obstante, este modelo puede ser

aplicado más generalmente a los parámetros de cualquier distribución y por tanto puede ser

generalizado a más de cuatro parámetros de la distribución, si es el caso.

Rigby & Stasinopoulos (2005) hacen la formulación original del modelo GAMLSS como sigue.

Sea y

T = (y1, y2, . . . , yn), el vector de la variable respuesta de longitud n y sea g

k

(.) para

k = 1, 2, 3, 4, funciones de enlace monótonas conocidas que relacionan a los parámetros con

las variables explicativas mediante las relaciones

g

k

( 
k

) = ⌘
k

= Xk�
k

+
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X

j=1

Z

jk

�
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es decir,
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g1(µ) = ⌘1 = X1�1 +
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X
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�
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2.4. Cópulas

El modelamiento multivariado usando cópulas ha llegado a ser muy atractivo en el sentido de

que no sólo define una estructura de correlación entre dos ó más variables aleatorias sino que

también el supuesto de normalidad multivariada no es necesario. En finanzas existe un gran

número de aplicaciones en el manejo del riesgo. Entre ellas están la valoración de derivados

de crédito, estimación del valor en riesgo en portafolios y el cálculo del capital económico

tanto en empresas aseguradoras como en Instituciones financieras de banca e inversiones.

Debido a que la teoŕıa de cópulas ha sido introducida en los últimos años en el área de

actuaŕıa por Frees & Valdez (1998), Embrechts, Lindskog & McNeil (2001), Frees & Wang

(2006), Shi & Frees (2011), entre otros autores, como un potencial campo de acción, di-

versas investigaciones en torno al modelamiento de dependencias entre pérdidas ha venido

ganando importancia. Entre las primeras aplicaciones está el modelamiento de distribucio-

nes de pérdida bivariado por Klugman & Parsa (1999) y el modelamiento de dependencias

de triángulos de pérdidas (triángulos de pagos) en el cálculo de reservas multivariadas por

De Jong (2009). Dentro de ese enfoque es de interés investigar la estructura de correlación

entre pérdidas en diferentes ĺıneas de negocios para evaluar la rentabilidad de los riesgos

que asume la compañ́ıa de seguros. Czado et al. (2012), Krämer et al. (2013), Kastenmeier
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(2008) estiman la pérdida total de un portafolio de automóviles usando modelos de regresión

lineal generalizados basados en una cópula. En esos trabajos se muestra teóricamente que

tanto el grado de asociación entre el número de reclamaciones y los pagos promedio por

reclamación como los parámetros inclúıdos en el modelo de regresión cópula mixta afectan

el valor de la pérdida total. Una extensión de esos trabajos es propuesta en esta tesis, la

cual se detallará en los siguientes caṕıtulos. Por otro lado, en esta tesis nos centraremos

únicamente en cópulas bivariadas dado que la investigación se desarrolló sólo con cópulas de

dos dimensiones.

A continuación se describirán las propiedades básicas y definición de cópulas bivariadas,

medidas de dependencia y clases de cópulas de acuerdo con la introducción presentada por

Nelsen (2006).

2.4.1. Conceptos Preliminares

La notación, definiciones y las demostraciones de los resultados presentados en esta sección

pueden consultarse en el caṕıtulo 2 de Nelsen (2006).

Se denotará por R la recta real extendida [�1,1] y R

2
el plano real extendido R⇥R, I2

el cuadrado unitario I ⇥ I con I = [0, 1].

Definición 1. Sean S1 y S2 subconjuntos no vaćıos de R, y sea F una función real tal que el

dominio de F , denotado DomF está dado por DomF = S1 ⇥ S2 . Sea B = [x1, x2]⇥ [y1, y2]

un rectángulo cuyos puntos están todos en DomF . Entonces el F-volumen de B está dado

por

V

F

(B) = F (x2, y2)� F (x2, y1)� F (x1, y2) + F (x1, y1)

Se dice que F es una función bivariada creciente si V
F

(B) � 0 para todo rectángulo B cuyos

vértices están en el DomF .

Lema 1. Sean S1 y S2 subconjuntos no vaćıos de R, y sea F una función bivariada creciente

con dominio S1 ⇥ S2. Sean x1, x2 2 S1 con x1  x2 y sean y1, y2 2 S2 con y1  y2. Entonces

la función t 7! F (t, y2)�F (t, y1) es no decreciente en S1 y la función t 7! F (t, x2)�F (t, x1)

es no decreciente en S2.

Suponga que S1 tiene un mı́nimo a1 y S2 tiene un mı́nimo a2. Se dice que una función F

definida en S1 ⇥ S2 a R es pegada al piso 3 si F (x, a2) = 0 = F (a1, y) para todo (x, y) en

S1 ⇥ S2.

3
grounded function en inglés
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Lema 2. Sean S1 y S2 subconjuntos no vaćıos de R y sea F una función bivariada creciente

con dominio S1 ⇥ S2. Entonces F es no decreciente en cada uno de sus argumentos.

Suponga que S1 tiene máximo b1 y S2 tiene máximo b2. Entonces la función F definida en

S1 ⇥ S2 a R tiene marginales y éstas están dadas por

DomW = S1, W (x) = F (x, b2), 8x 2 S1

DomG = S1, G(y) = F (b1, y), 8y 2 S2

Lema 3. Sean S1 y S2 subconjuntos no vaćıos de R y sea F una función bivariada creciente,

con marginales y cuyo dominio es S1⇥S2. Sean (x1, y1) y (x2, y2) puntos en S1⇥S2 entonces

|F (x2, y2)� F (x1, y1)|  |W (x2)�W (x1)|+ |G(y2)�G(y1)|

Definición 2. Una cópula bivariada se define como una función C(u, v) : [0, 1]2 ! [0, 1] la

cual cumple que:

1. C(u, v) es una función creciente bivariada y pegada al piso.

2. 8u, v 2 [0, 1] : C(u, 0) = 0 = C(0, v), C(u, 1) = u y C(1, v) = v

3. 8u1, u2, v1, v2 2 [0, 1] tal que u1  u2 y v1  v2 se mantiene que :

C(u2, v2)� C(u2, v1)� C(u1, v2) + C(u1, v1) � 0

Definición 3. Una función de distribución conjunta es una función F con dominio en R

2

tal que:

1. F es una función bivariada creciente.

2. F (x,�1) = F (�1, y) = 0

De acuerdo a lo anterior, F es una función pegada al piso con dominio en R

2
y por tanto F

tiene marginales W y G dadas por W (x) = F (x,1) y G(y) = F (1, y).
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Teorema de Sklar. Sea F una función de distribución conjunta con marginales W y G .

Entonces existe una cópula C tal que 8x, y 2 R

F (x, y) = C(W (x), G(y))

SiW yG son continuas, entonces C es única; de otro modo, C queda determinada únicamente

en RanW ⇥ RanG. Lo contrario también se mantiene, si C es una cópula y W y G son

funciones de distribución, entonces la función F es una función de distribución conjunta con

marginales W y G.

La prueba original del teorema se encuentra en Sklar (1959). Como consecuencia de este

teorema se obtienen diferentes métodos para la construcción de cópulas, en el caṕıtulo 3 de

Nelsen (2006) se describen algunos de ellos.

Teorema 1. Sea C una cópula, para algún v 2 [0, 1] la derivada parcial
@

@u

C(u, v) existe

para casi todo u, tal que para u y v, 0  @

@u

C(u, v)  1.

Similarmente, para algún u 2 [0, 1] la derivada parcial
@

@v

C(u, v) existe para casi todo v, tal

que para u y v, 0  @

@v

C(u, v)  1. Además, las funciones u 7! @

@v

C(u, v) y v 7! @

@u

C(u, v)

son definidas y no decrecientes para casi todo [0, 1].

Teorema 2. Sea C una cópula, si
@

@v

C(u, v) y
@

2

@u@v

C(u, v) son continuas en I

2 y
@

@u

C(u, v)

existe para todo u 2 (0, 1) cuando v = 0, entonces
@

@u

C(u, v) y
@

2

@u@v

C(u, v) existen en (0, 1)2

y
@

2

@u@v

C(u, v) =
@

2

@v@u

C(u, v).

Teorema 3. Sean X y Y variables aleatorias continuas con cópula C

XY

. Si a y b son

estrictamente crecientes en el RanX y RanY respectivamente, entonces C

a(X)a(Y ) = C

XY

.

Por tanto C

XY

es invariante ante transformaciones estrictamente crecientes de X y Y .

De acuerdo con los lemas y teoremas anteriores, las propiedades básicas de una cópula son

las siguientes:

Continuidad en todo su dominio (lemas 1, 2 y 3)

Diferenciabilidad (teoremas 1 y 2)

Invarianza (teorema 3)
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2.4.2. Medidas de Dependencia

Dado que una cópula C es invariante ante transformaciones estrictamente crecientes de X

y Y es conveniente usar medidas de dependencia que sean invariantes en escala y por tanto

puedan ser expresadas en términos de cópulas.

Las medidas de dependencia más usadas en cópulas son el tau de Kendall (denotado por

⌧) y rho de Spearman (denotado por ⇢
s

) por la propiedad de invarianza. Estas medidas

de dependencia resultan ser apropiadas cuando las observaciones están en escala ordinal ó

cuando las variables no pertenecen a la distribución normal, para mayor detalle consultar el

caṕıtulo 5 de Nelsen (2006).

1. ⌧ de Kendall.

Sean (X1, Y1) y (X2, Y2) vectores aleatorios idénticamente distribuidos, cada uno con distri-

bución conjunta F

XY

. Entonces se dice que (X1, Y1) y (X2, Y2) son concordantes si

(X1�X2)(Y1�Y2) > 0 y discordantes si (X1�X2)(Y1�Y2) > 0. El tau de Kendall es definido

entonces como la probabilidad de concordancia menos la probabilidad de discordancia.

⌧ = P [(X1 �X2)(Y1 � Y2) � 0]� P [(X1 �X2)(Y1 � Y2)  0]

La versión popular del tau de Kendall en términos de una cópula es como sigue:

⌧ = 4

Z 1

0

Z 1

0

C(u, v)@C(u, v)� 1

= 4E(C(U, V ))� 1

con u = F

X

(x) y u = F

Y

(x)

2. ⇢

s

de Spearman.

Sean (X1, Y1), (X2, Y2), (X3, Y3) tres vectores aleatorios independientes, cada uno con fun-

ción de distribución F

XY

, entonces ⇢
s

de Spearman es proporcional a la probabilidad de

concordancia menos la de discordancia.

⇢

s

= P [(X1 �X2)(Y1 � Y3) > 0]� P [(X1 �X2)(Y1 � Y3) < 0]

La pareja (X3, Y2) podŕıa ser usada de la misma forma. Se puede notar que mientras la

función de distribución conjunta de (X1, Y1) es F

XY

, la función de distribución conjunta

entre (X2, Y3) es FX

(x)F
Y

(y) puesto que X2,Y3 son independientes.



16 2 Definiciones y Conceptos Básicos

La versión más popular del ⇢
s

de Spearman en términos de la cópula es como sigue:

⇢

s

= 12

Z 1

0

Z 1

0

uv@C(u, v)� 3

= 12

Z 1

0

Z 1

0

C(u, v)@u@v � 3

= 12E(C(U, V ))� 3

con u = F

X

(x) y u = F

Y

(x).

Song (2000, 2007) y Song et al. (2009) presentaron el coeficiente de van der Waerden para

una cópula Gaussiana, el cual se define como:

� = corr[��1{(F
X

(x)}��1{(F
Y

(y)}] = ⌫(F
X

, F

Y

)

donde F
X

(x) y F

Y

(y) son funciones de distribución acumuladas, Xy Y son variables aleato-

rias que pueden ser continuas, discretas ó mixtas. De este modo observan que este coeficiente

no es más que la correlación de Pearson entre dos score normales.

En Song et al. (2009), se refieren a ⌫ como un scoring normal y afirma que es similar a

la medida de dependencia rho de Spearman determinada por la correlación de Pearson de

variables trasformadas que siguen una distribución uniforme(0,1).

2.4.3. Clases de Cópulas

En esta sección se describen las cópulas más populares de las familias eĺıpticas y Arquimedia-

nas. Sin embargo ejemplos de otras cópulas bivariadas junto con sus propiedades estocásticas

pueden ser encontradas en Joe (1997).

Cópulas Eĺıpticas

Las cópulas Gaussiana y t- student pertenecen a la familia de cópulas eĺıpticas. Sin embargo

la cópula Gaussiana es una de las más usadas en la práctica y la de mayor investigación en

lo que concierne a modelos de dispersión generados a partir de ésta.
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1. Cópula Gaussiana

Una cópula Gaussiana bivariada está definida como sigue:

C

⇢

(u, v) = �2

�

��1(u),��1(v); ⇢
�

=

Z �(u)

�1

Z �(v)

�1

1

2⇡(1� ⇢

2)1/2

✓

q

2 � 2⇢qt+ t

2

�2(1� ⇢

2)

◆

@q@t

donde �2(., ., ; ⇢) es la función de distribución normal bivariada con med́ıa (0, 0)0 y matriz

de correlación

✓

1 ⇢

⇢ 1

◆

, ⇢ 2 (�1, 1), �(.) es la función de distribución acumulada de una

distribución normal estándar univariada y ��1(.) es su función inversa.

La función de densidad de la cópula Gaussiana está dada por :

c

⇢

(u, v | ⇢) = @

2

@u@v

C

⇢

(u, v)

=
1

p

1� ⇢

2
exp

✓

�⇢
2(x2

1 + x

2
2)� 2⇢x1x2

2(1� ⇢

2)

◆

donde x1 = ��1(u) y x2 = ��1(v).

La función de distribución acumulada condicional de la variable v en u de la cópula C

⇢

(u, v)

es la función h

⇢

(u, v) y está dada como sigue:

h

⇢

(u, v) =
@

@u

C

⇢

(u, v) (2-1)

= �

 

��1(v)� ⇢��1(u)
p

(1� ⇢

2)

!

(2-2)

�(.) es la función de distribución acumulada de una distribución normal estándar univariada.

Para transformar ⇢ a ⌧ y viceversa, se pueden usar las fórmulas:

⌧ = 2
⇡

arcsin(⇢) y ⇢ = sin(⇡ ⇢

2)

Para detalle, ver por ejemplo la página 14 de Kastenmeier (2008) y el apéndice C.1 de Aas,

Czado, Frigessi & Bakken (2009).
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2. Cópula t de Student

La cópula t de Student está definida como sigue:

C

⇢

(u, v) = t

⌫,⇢

(t
v

�1(u), t
v

�1(v))

donde t

⌫,⇢

es la distribución t de Student bivariada estandarizada con ⌫ > 0 grados de

libertad, t
v

�1(.) es la función cuant́ıl de la distribución t de Student univariada estandarizada

con ⌫ > 0 grados de libertad y parámetro ⇢ 2 (�1, 1).

La función h

⇢

(u, v) está dada como sigue:

h

⇢

(u, v) = t

⌫+1

8

>

>

<

>

>

:

t

⌫

�1(v)� ⇢t

⌫

�1(u)
r

⌫ + (t
⌫

�1(u))2(1� ⇢

2)

⌫ + 1

9

>

>

=

>

>

;

t

⌫+1 es la función de distribución acumulada de una t de Student univariada estandarizada

con ⌫ + 1 grados de libertad, detalles de la función de la densidad de la cópula y la función

h

⇢

(u, v) puede ser encontrado en el apéndice C.2 de Aas et al. (2009).

Cópulas Arquimedianas

Una cópula C
⇢

(u, v) es llamada Arquimediana, si la forma expĺıcita de la cópula es de la forma

C

⇢

(u, v) = '

[�1]
⇢

('
⇢

(u) + '

⇢

(v))

donde '
⇢

: (0, 1) ! [0,1] es una función continua, estrictamente decreciente y convexa tal

que '
⇢

(1) = 0; '
⇢

es llamada la función generadora. La pseudoinversa '[�1]
⇢

: [0,1] ! (0, 1)

está dada por:

'

[�1]
⇢

=

(

'

[�1]
⇢

(t), 0  t  '

⇢

(0)

0, '

⇢

(0)  t  1

Si '
⇢

(0) = 1 entonces '[�1]
⇢

= '

�1
⇢

(en este caso '
⇢

es llamado generador estricto), es decir

que la pesudoinversa es igual a la inversa de la función '
⇢

.
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Una condición para que C
⇢

(u, v) sea una cópula es que '
⇢

sea convexo y viceversa, la prueba

de este teorema se encuentra en el caṕıtulo 4 de Nelsen(2006).

Propiedades

Sea C

⇢

(u, v) una cópula Arquimediana con generador '
⇢

entonces:

1. C

⇢

(u, v) es simétrica , es decir C
⇢

(u, v) = C

⇢

(v, u)

2. C

⇢

(u, v) es asociativa, es decir C
⇢

(C(u, v), w) = C

⇢

(u, C(v, w)) para todo u, v, w 2 [0, 1]

3. Si c > 0 es alguna constante, entonces c'
⇢

es también un generador de C

⇢

(u, v).

Tau de Kendall para cópulas Arquimedianas

Genest & MacKay (1986) mostraron que:

⌧ = 4

Z 1

0

'

⇢

(t)

'

0
⇢

(t)
@t+ 1

'

0
⇢

(t) denota la derivada de '
⇢

(t) en t.

Las cópulas arquimedianas más conocidas son las cópulas de Clayton, Gumbel y Frank. En

las tabla 2-1, se encuentran la definición de cada una de ellas junto con su respectiva función

generadora, el rango del parámetro de correlación ⇢ y la medida de dependencia ⌧ , mientras

que en las tablas 2-2 y 2-3 se definen la cópula densidad y la función h

⇢

(u, v) de cada cópula.

Para detalle, ver por ejemplo el apéndice C de Aas et al. (2009) y Schepsmeier & Stöber

(2014). Ésta última función resulta importante para la definición de una cópula mixta, la

cual se describe en el siguiente caṕıtulo.

En la tabla 2-1, D1 denota la función Debye:

D1(x) =
1

x

Z

x

0

t

e

t � 1
dt
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Clase de cópula C

⇢

(u, v) Rango de ⇢ Tau de Kendall Generador '
⇢

(t)

Clayton máx([u�⇢ + v

�⇢]1/⇢, 0) (0,1) ⇢

⇢+2 2 (0,1) 1
✓

(t✓ � 1)

Gumbel exp
��[(� ln(u))⇢ + (� ln(v))⇢]1/⇢

�

[1,1] ⇢�1
⇢

2 (0,1) (� ln(t))⇢

Frank 1
⇢

ln

✓

(1 + (e�⇢u � 1)(e�⇢v � 1))

e

�⇢ � 1

◆

(0,1) 1� 1
⇢

(D1(⇢)� 1) 2 R\{0} � ln

✓

e

�⇢t � 1

e

�⇢ � 1

◆

Tabla 2-1.: Caracteŕısticas de las cópulas Arquimedianas

Clase de cópula c

⇢

(u, v)

Clayton (1 + ⇢)(uv)�1�⇢(u�⇢ + v

�⇢ � 1)
1
⇢�2

Gumbel C

⇢

(u, v)(uv)�1{(� ln(u))⇢ + (� ln(v))⇢}�2+ 2
⇢

⇥(ln(u) ln(v))⇢�1{1 + (⇢� 1)((� ln(u))⇢ + (� ln(v))⇢)
1
⇢}

Frank ⇢(1� e

⇢)e�⇢(u+v)[(1� e

�⇢)� (1� e

�⇢u)(1� e

�⇢v)]�2

Tabla 2-2.: Función de densidad en la familia de cópulas Arquimedianas

Clase de cópula h

⇢

(u, v)

Clayton u

�⇢�1(u�⇢ + v

�⇢ � 1)�1� 1
⇢

Gumbel C

⇢

(u, v)u�1(� ln(u))⇢�1 ((� ln(u))⇢ + (� ln(v))⇢)
1
⇢�1

Frank
e

⇢(e⇢v � 1)

e

⇢u+⇢ + e

⇢v+⇢ � e

⇢u+⇢v � e

⇢

Tabla 2-3.: Función de distribución condicional en la familia de cópulas Arquimedanas



3. Modelo de Regresión Cópula Mixta

En este caṕıtulo se presenta una forma de modelar conjuntamente una variable aleatoria de

tipo discreto y una variable aleatoria de tipo continuo. La estructura de dependencia entre

las dos variables es introducida mediante la utilización de una cópula bivariada usualmente

denominada cópula mixta.

3.1. Cópula Mixta

Sea X una variable aleatoria continua y Y una variable aleatoria discreta con funciones de

distribución F

X

(x) y F

Y

(y) respectivamente, y sea C

⇢

(F
X

(x), F
Y

(y)) una cópula bivariada

con parámetro de dependencia ⇢. Luego, la función de distribución conjunta definida por la

cópula es la siguiente:

F

X,Y

(x, y) = C

⇢

(F
X

(x), F
Y

(y))

donde la función de densidad conjunta está definida por :

f

X,Y

(x, y) =
@

@x

P (X  x, Y = y)

De acuerdo a lo anterior y a la ecuación 6.9 de Song (2007), la función de densidad conjunta

de una variable aleatoria continua X y una variable aleatoria discreta Y en términos de la

cópula es como sigue:

f

X,Y

(x, y) = f

X

(x)
⇥

h

⇢

(F
X

(x), F
Y

(y))� h

⇢

(F
X

(x), F
Y

(y � 1))
⇤

(3-1)

donde P (Y = y | X = x) = h

⇢

(F
X

(x), F
Y

(y))� h

⇢

(F
X

(x), F
Y

(y � 1)) y h

⇢

(., .) es la función

de distribución condicional de la variable v = F

Y

(y) en u = F

X

(x) de la cópula C

⇢

(u, v),

como se definió en la sección de cópulas del caṕıtulo 2.
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Prueba. A partir de la definición de la densidad conjunta se sigue que

@

@x

P (X  x, Y = y) =
@

@x

P (X  x, Y  y)� @

@x

P (X  x, Y  y � 1)

=
@

@x

F

XY

(F
X

(x), F
Y

(y))� @

@x

F

XY

(F
X

(x), F
Y

(y � 1))

=
@

@x

C

⇢

(F
X

(x), F
Y

(y))� @

@x

C

⇢

(F
X

(x), F
Y

(y � 1) | ⇢)
= f

X

(x) (h
⇢

(F
X

(x), F
Y

(y))� h

⇢

(F
X

(x), F
Y

(y � 1)))

En el problema de la modelación conjunta de los pagos por reclamación y el número de

reclamaciones se tiene lo siguiente:

Y

i1, i = 1, 2, . . . , n: una muestra de los pagos por reclamación

Y

i1 ⇠ G

Yi1(yi1 | µi

, �)

ln(µ
i

) = ↵0 + ↵1xi1 + . . .+ ↵

p

x

ip

Y

i2, i = 1, 2, . . . , n: una muestra del número de reclamaciones.

Y

i2 ⇠ G

Yi2(yi2 | �i).

ln(�
i

) = �0 + �1zi1 + . . .+ �

q

z

iq

x

i

y z

i

no son necesariamente iguales y representan factores de riesgo asociados al

asegurado, como son: edad, género, ciudad, tipo de veh́ıculo, marca, ĺınea, entre otros.

(Y
i1, Yi2) ⇠ F (y

i1, yi2)

F (y
i1, yi2) = C

⇢

(G
Yi1(yi1 | µi

, �), G
Yi2(yi2 | �i))

3.2. Especificación de las Regresiones Marginales

1. Especificación de modelos GAMLSS para el pago total de las reclamaciones

A continuación se especifican algunas distribuciones pertenecientes a los modelos GAMLSS

para modelar el pago total de las reclamaciones. En este trabajo se considera el caso particular

en el cual se modela mediante una regresión únicamente la media (parámetro de localización);
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los demás parámetros fueron tomados como constantes para todas las observaciones. En el

apéndice de Stasinopoulos et al. (2006) se encuentran las parametrizaciones usuales de los

modelos GAMLSS. En este trabajo se tomaron esas parametrizaciones para las distribuciones

implementadas.

En lo que sigue supondremos que Y
i1 2 R+, i = 1, 2, . . . , n es una variable aleatoria continua

que representa el pago (costo) total por reclamaciones de la póliza i, es decir, si la póliza

i presentó N

i

reclamaciones en el periodo considerado y P

is

, s = 1, 2, . . . , N
i

es el pago

efectuado para cada siniestro ocurrido, entonces,

Y

i1 =
P

Ni

s=1 Pis

.

Sean y

i1 una realización concreta de Y

i1, xi

2 Rp un vector de covariables asociado a y

i1 y

↵ 2 Rp el correspondiente vector de parámetros del respectivo modelo de regresión. Como

función de enlace se utilizará la función logaritmo, es decir,

ln(µ
i

) = x

t

i

↵

Para Y

i1 se consideraron las siguientes distribuciones:

a. Distribución Gamma

Y

i1 ⇠Gamma(µ
i

, �)

Siguiendo la notación de los modelos GAMLSS, la función de densidad, el parámetro de

localización y el parámetro de escala están dados por

g

Yi1(yi1 | µi

, �) =
1

�

✓

1

�

◆

✓

1

µ

i

�

◆1/�

y

1/��1
i1 exp

⇢

� y

i1

µ

i

�

�

, para y

i1 > 0, µ
i

> 0 y � > 0

con E[Y
i1] = µ

i

, V ar(Y
i

) = µ

2
i

�.

b. Distribución Weibull

Y

i1 ⇠Weibull(µ
i

, �),

en donde

g

Yi1(yi1 | µi

, �) =
�

&

✓

y

i1

&

◆

��1

exp

⇢

�
✓

y

i1

&

◆

�

�

, para y

i1 > 0, µ
i

> 0 y � > 0
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con & = µ/�( 1
�

+ 1), E[Y
i1] = µ

i

y V ar(Y
i1) = µ

i

2
�

�( 2
�

+ 1)[�( 1
�

+ 1)]�2 � 1
 

.

c. Distribución Lognormal

Y

i1 ⇠LN(µ
i

, �)

en cuyo caso se tiene que

g

Yi1(yi1 | µi

, �) =
1p
2⇡�2

1

Y

i1
exp

⇢

�1

2

⇥

ln(y
i1)� µ

i

⇤2
�

, para y

i1 > 0, µ
i

> 0 y � > 0

con E[Y
i1] = exp(µ

i

)(exp(�2))1/2 y V ar(Y
i1) = exp(2µ

i

) exp(�2)(exp(�2)� 1)@y
i1.

2. Especificación del modelo para el número de reclamaciones

En este trabajo sólo se consideraron pólizas que presentaron al menos una reclamación y

tienen un pago por reclamación reportado. Estas pólizas aseguradas son las que representan

casos de pérdida en la compañ́ıa; por lo que un número de reclamaciones igual a cero queda

exclúıdo y un modelo Poisson truncado en cero es seleccionado para este caso, tal como los

autores mencionados en el caṕıtulo 1 han tratado el problema recientemente.

En compañ́ıas de seguros, generalmente se trabaja con la base de datos de reclamaciones. Sin

embargo, si se desea incluir en el modelo todas las pólizas aseguradas, es decir, incluyendo

aquéllas que no presentaron reclamaciones, se debe considerar distribuciones que traten el

problema de la inflación de ceros, puesto que los portafolios de seguros exhiben generalmente

un alto número de ceros. Por otro lado, la distribución para el pago por reclamación también

debeŕıa tratar el problema del exceso de ceros. Una distribución propuesta para este caso

son la distribución Poisson cero inflado, sin embargo otras distribuciones también podŕıan

ser investigadas.

Sea Y

i2 2 N
>0, i = 1, 2, . . . , n, una variable aleatoria discreta que representa la ocurrencia de

al menos una reclamación, tal que Y

i2 se distribuye Poisson(�
i

) condicionado en Y

i2 > 0 ó

Poisson Truncado en cero (ZTP). Luego la función de masa de probabilidad está dada por:

g

Yi2(yi2 | yi2 > 0,�
i

) =
P (Y

i2 = y

i2)

P (Y
i2 > 0)

=
�

yi2
i

e

��i

y

i2!(1� e

��i)
, con y

i2 > 0 y �
i

> 0

No es dif́ıcil ver que los parámetros de localización y escala están dados por

E[Y
i2] =

�

i

1� e

�i
, V ar(Y

i2) =
�

i

(1� e

�i)2
(1� e

�i(�
i

+ 1))
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Sean y

i2 una realización concreta de Y

i2, zi

2 Rq un vector de covariables asociado a y

i2,

e

i

2 [0, 1] es la exposición al riesgo, � 2 Rq es el vector de parámetros del respectivo modelo.

Luego, el modelo de regresión Poisson truncado en cero es especificado por :

ln(�
i

) = ln(e
i

) + z

t

i

�

3.3. Especificación del Modelo de Regresión Conjunto

Una vez especificadas las regresiones marginales de las variables respuesta Y
i1 y Yi2, se enlazan

con una cópula paramétrica, como se muestra a continuación:

Sean G

Yi1(yi1 | µ
i

, �) y G

Yi2(yi2,�i) funciones de distribución acumuladas de las variables

aleatorias Y
i1 y Y

i2, i = 1, 2, . . . , n respectivamente. Luego, de acuerdo a la ecuación 3-1, la

función de densidad conjunta en términos de la cópula está dada por:

P (Y
i1  y

i1, Yi2 = y

i2) = f(y
i1, yi2 | µi

, �,�

i

)

= g

Yi1(yi1 | µi

, �)[h
⇢

(G
Yi1(yi1 | µi

, �), G
Yi2(yi2 | �i))

� h

⇢

(G
Yi1(yi1 | µi

, �), G
Yi2(yi2 � 1 | �

i

))] , para y

i1 > 0, y
i2 = 1, 2, . . .

Como se especificó en los modelos de regresión marginales, usando las funciones de enlace

logaritmo, se tiene que:

ln(�
i

) = ln(e
i

) + z

t

i

� y ln(µ
i

) = x

t

i

↵

donde la función h

⇢

(., .) está definida en la ecuación 2-2 para la cópula Gaussiana y en tabla

2-3 para cada una de las cópulas Arquimedianas. Además se tiene que u = G

Yi1(yi1 | µi

, �),

v = G

Yi2(yi2 | �i) ó v = G

Yi2(yi2 � 1 | �
i

), según el caso.

1. Función de Verosimilitud

Sean ✓ = (↵t

,�

t

, �, ⇢)t el vector completo de parámetros del modelo de cópula mixta, X =

(x1,x2, . . . ,xn

) y Z = (z1, z2, . . . , zn

) matrices de diseño, donde x

i

y z

i

son vectores de

covariables asociados a y

i1 y y

i2 respectivamente, y sea y = (y1,y2, . . . ,yn

) con y

i

la pareja

de observaciones (y
i1, yi2). Entonces, la función de verosimilitud está dada por:
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L(✓ | y,X,Z) =
n

Y

i=1

f(y
i1, yi2 | µi

, �,�

i

, ⇢)

=
n

Y

i=1

g

Yi1(yi1 | µi

, �)
⇥

h

⇢

(G
Yi1(yi1 | µi

, �), G
Yi2(yi2 | �i))

� h

⇢

(G
Yi1(yi1 | µi

, �), G
Yi2(yi2 � 1 | �

i

))
⇤

3.4. Función de Densidad de la Pérdida en Términos de

la Cópula Mixta

1. El monto de la pérdida de una póliza.

Para una póliza i (i = 1, 2, . . . , n) para la cual se tiene un pago total Y
i1 ocasionado por

Y

i2 reclamaciones ocurridas, el monto de la pérdida de la póliza esta dado por Y
i1. En este

trabajo se modeló el monto de la pérdida de la póliza a través de un modelo de regresión

conjunto mediante una cópula mixta. De acuerdo al Teorema 6 en Krämer et al. (2013), la

función de densidad del monto de la pérdida Y

i1 de la póliza i está dado por:

f

Yi1(yi1 | µi

, �,�

i

, ⇢) =
1
X

yi2=1

g

Yi1(yi1 | µi

, �)[h
⇢

(G
Yi1(yi1 | µi

, �), G
Yi2 (yi2 | �i))

� h

⇢

(G
Yi1(yi1 | µi

, �), G
Yi2 (yi2 � 1 | �

i

))] , para y

i1 > 0.

Además la esperanza de Y

i1 está dada por

E[Y
i1] =

R1
0 y

i1fYi1(yi1 | µi

, �,�

i

, ⇢)dy
i1

La pérdida total predicha del portafolio conformado por n pólizas es entonces definido como

la suma de la pérdida predicha de todas las pólizas como sigue:

T =
P

n

i=1 E[Y
i1], T > 0.
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Como se mencionó en la introducción, en los primeros modelos de regresión con cópula mixtas

se usó para el proceso de estimación máximo verośımil de los parámetros un algoritmo de

optimización llamado maximización por partes (MBP). Este es un algoritmo de punto fijo

en el cual se pretende obtener la solución cuando la función de verosimilitud tiene una

forma funcional complicada y por tanto las derivadas de primer, y principalmente las de

segundo orden son dif́ıciles de tratar anaĺıticamente, lo eventualmente que implica que los

procedimientos Newton-Raphson ó Fisher-Scoring puedan no ser aplicados directamente. En

el método MBP se divide la función de verosimilitud en dos partes de tal manera que: la

primera parte tenga una ecuación score sencilla de resolver y la segunda parte sea usada para

actualizar la solución de la primera parte, iterando sucesivamente hasta obtener la solución.

Ver por ejemplo, Kastenmeier (2008) y Czado et al. (2012). Este algoritmo fue adaptado de

una versión inicialmente introducida por Song et al. (2005).

A pesar de que en la investigación de Czado et al. (2012) mostraron este algoritmo como

una herramienta ventajosa al omitir el cálculo de segundas derivadas y que por otro lado,

su estudio de simulación arrojó buenos resultados en gran parte de los diferentes escenarios

de simulación propuestos alĺı, especialmente en los escenarios con valores bajos y medios del

parámetro de asociación de la cópula, algunas desventajas también fueron encontradas en el

transcurso de su investigación. En ese trabajo se usó una cópula bivariada con datos mixtos

ó cópula mixta. Una parte de la función de verosimilitud quedó expresada en términos de

la función de densidad de la variable aleatoria continua y la segunda parte en términos de

funciones asociadas a la cópula. El problema se originó en que la primera parte no cumplió con

algunas condiciones de regularidad como la dominancia de la información (para detalles ver

la condición B en la página 1148 de Song (2005)) y entonces en el paso de actualización de la

segunda parte de la verosimilitud (llamado paso Fisher Scoring) se presentaron problemas de

convergencia. Para solucionar esto, ellos modificaron la descomposición de la verosimilitud

siguiendo otros procedimientos que se encuentran en Song (2005, p.1156). Finalmente los

autores comentan que se debeŕıa hacer un chequeo teórico del comportamiento del algoritmo,

el cual no fue discutido en sus trabajos.

En el trabajo de Krämer et al. (2013) en el que se presenta la formulación de la distribución

general de la pérdida total a partir de la cópula mixta desarrollada en Czado et al. (2012) y

se extiende el modelamiento a la familia de cópulas Arquimedianas los autores aplicaron y

compararon el método de inferencia para marginales IFM y el algoritmo BFGS. Los autores
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encontraron que el desempeño de ambas metodoloǵıas fue muy similar. En el método IFM se

hacen las estimaciones de los parámetros de regresión de los modelos marginales y a partir

de esas estimaciones se realiza la estimación del parámetro de cópula.

4.1. Algoritmos de Optimización en R Core Team

Como se argumenta en Nash & Varadhan (2011), la mayoŕıa de los usuarios de R incluyendo

aquellos que tienen un fuerte conocimiento en estad́ıstica, no están del todo informados y/o

familiarizados sobre todas las metodoloǵıas de optimización que se han desarrollado en los

últimos años y cuáles de ellas están implementadas en R. Por otro lado se discute sobre la

manera en que se especifica la función matemática a minimizar (maximizar), debido a que en

la superficie de estas funciones podŕıamos encontrar problemas como regiones cercanamente

planas o con valles y quizás con múltiples valores óptimos y que en la mayoŕıa de los casos

son tan complicadas que es dif́ıcil proveer la forma anaĺıtica del gradiente y mucho menos

calcular segundas derivadas.

En estos casos reparametrizar, escoger valores iniciales adecuados, especificar las restriccio-

nes necesarias, entre otras, seŕıa una de las soluciones para hacer que la función objetivo sea

numéricamente más estable. Sin embargo, todo esto no es siempre suficiente para garantizar

una solución, por lo que surgen otras preguntas sobre por ejemplo, cuál método de optimi-

zación escoger para controlar este tipo de problemas, cuál método arroja un mejor resultado

cuando no se tiene el gradiente, cómo interpretar los resultados de cada método de optimi-

zación “converge ó solo finaliza” y cómo chequear que se obtienen buenos resultados, cómo

controlar los posibles mensajes de error (problemas del método elegido ó de la especificación

de la función).

Los métodos de optimización existentes se centran en la minimización general de funciones

no lineales de p parámetros, donde al menos uno de dichos p parámetros podŕıan ser aco-

tados. Para maximizar se debe minimizar el negativo de la función objetivo. En términos

matemáticos, el problema de optimización se especifica como hallar

x

⇤ = argmin(f(x))

sujeto a L  x  U (restricciones ó cotas), donde x 2 Rp y f : Rp ! R.

4.1.1. Función optim:

Algunas de las herramientas de optimización más usadas en R pueden ser encontradas en la

función optim del paquete stats:
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Nelder-Mead: es el método por default y no requiere derivadas (segunda edición de

Nash,1970)

CG (conjugate gradients): requiere el gradiente anaĺıtico y no permite acotar los valores

de los parámetros.

BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno): es un método quasi Newton de Nash (1970)

basado en la versión de Fletcher (1970), no requiere derivadas anaĺıticas, propone valo-

res óptimos en los números reales y no permite cotas ó restricciones en los parámetros

desde la función optim.

L-BFGS-B : Byrd, Lu, Nocedal & Zhu (1995), no requiere derivadas anaĺıticas y permite

incorporar restricciones en los parámetros para los valores de búsqueda del algoritmo.

Estas herramientas fueron desarrolladas hace más de cuarenta años, pero siguen siendo

consideradas como las de mejor práctica (Nash (2014)). Existen muchos más métodos de

optimización en R fuera del paquete optim, un listado de ellos puede ser encontrados en

Theussl & Borchers (2014).

4.1.2. Función optimx:

Nash & Varadhan (2011) desarrollaron el paquete optimx (Nash, Varadhan, Grothendieck,

Nash & Yes (2012)), el cual envuelve alrededor de doce métodos de optimización de R, in-

cluyendo aquellos que están en optim y ofrece la posibilidad de comparar el ajuste que se

obtiene con los diferentes algoritmos de optimización al incorporar los tests de condiciones

de optimalidad de la matriz Hessiana y el gradiente Kuhn-Karush-Tucker (KKT), los cuales

corresponden al argumento lógico de entrada kkt=TRUE y a los argumentos lógicos de sa-

lida KKT1 para la prueba de gradiente cero y KKT2 para la prueba de la matriz Hessiana

definida positiva de la función optimx.

En el caso del método BFGS y L-BFGS que no requieren gradientes anaĺıticos, es posible

obtener una aproximación de la matriz Hessiana, el gradiente y los valores propios, usando la

instrucción attr(ans,”details”), la cual retorna una lista con los valores de cada uno después

de finalizar el procedimiento de optimización. Estos valores son calculados internamente ha-

ciendo un llamado de la función numDeriv de R.

Los argumentos de la función optimx son: la función a minimizar que corresponde al negativo

del logaritmo de la función de verosimilitud, los valores de las constantes si existen en la

función objetivo, los valores iniciales para los parámetros y argumentos adicionales como son

el método de optimización de preferencia y demás funciones adicionales a las de optimización.

En la siguiente sección se introduce el algoritmo BFGS.
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4.2. Algoritmo BFGS

El algoritmo Broyden Fletcher Goldfarb Shanno (BFGS) es un método de tipo quasi-Newton

diseñado para resolver problemas de optimización no lineales sin restricciones. El nombre del

algoritmo se deriva de los nombres de los autores que contribuyeron a su construcción. Este es

un algoritmo moderno de optimización ampliamente usado por su potencia en la búsqueda de

soluciones y por no requerir el cálculo de la matrix Hessiana. El gradiente si es utilizado, pero

por lo general en las implementaciones permiten hacer uso de aproximaciones numéricas.

Para una moderna revisión de los procedimientos de optimización actualmente utilizados

véase Nocedal & Wright (2006) y Griva, Nash & Sofer (2009).

BFGS es un algoritmo de tipo quasi-Newton en el sentido que no se usa la matriz Hessiana.

En su lugar se construye una matriz definida positiva de forma iterativa en cada paso.

Puede demostrarse que esta matriz converge a la Hessiana en la solución del problema, bajo

determinadas condiciones, que no siempre se cumplen. En todo caso el hecho que la matriz

construida en el algoritmo no siempre converge a la Hessiana no afecta la búsqueda de la

solución. En el algoritmo BFGS siempre se busca un mı́nimo global de la función objetivo.

Si lo que se desea es un máximo, como en el caso de la estimación máximo verośımil, basta

cambiar el signo de la función objetivo.

La racionalidad del algoritmo es como sigue. En el paso t se selecciona una dirección de

búsqueda dada por la solución del análogo del ecuación de Newton

B

t

p

t

= �rf(x
t

),

en donde f es la función objetivo y B

t

es una aproximación de la matriz Hessiana, la cual

es actualizada iterativamente. rf(x
t

) es el gradiente de f evaluado en x

t

.

Una ĺınea de búsqueda en la dirección p

t

es usada para encontrar el siguiente punto x

t+1.

La matriz B

t

es actualizada mediante la utilización de dos matrices:

B

t+1 = B

t

+ U

t

+ V

t

,

en donde U

t

y V

t

son simétricas de rango uno, pero tienen diferentes bases. La condición de

quasi-Newton impuesta sobre esta actualización está dada por

B

t+1(xt+1 � x

t

) = rf(x
t+1)�rf(x

t

).

El algoritmo completo es el siguiente (tomado de Wikipedia, https://en.wikipedia.org/wiki/

Broyden-Fletcher-Shanno algorithm):

A partir de un valor inicial x0 y una matriz Hessiana aproximada B0 se repiten los siguientes

pasos hasta que x

t

converge a la solución.

1. Obtener una solución p

t

resolviendo B

t

p

t

= �rf(x
t

).
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2. Efectuar una búsqueda lineal para encontrar un aceptable tamaño de salto ↵
k

en la

dirección encontrada en el primer paso, entonces actualizar x
k+1 = x

t

+ ↵

k

p

t

.

3. Sea s

t

= ↵

t

p

t

.

4. y

t

= rf(x
t+1)�rf(x

t

).

5. B

t+1 = B

t

+ ytyT
t

yT
t st

� BtstsTt Bt

sTt Btst
.

Para la implementación del algoritmo se utilizan algunos restricciones en el algoritmo cono-

cidas como condiciones de Wolfe. Para los detalles matemáticos y estudios de convergencia

puede consultarse en Nocedal & Wright (2006).

La implementación técnica del algoritmo BFGS puede llegar a ser engorrosa en cada caso. Por

eso se han desarrollado implementaciones genéricas en distintas plataformas informáticas.

En esta tesis se trabajó con la implementación de R, debida a Nash et al. (2012).

4.3. Función Objetivo Cópula Mixta y optimx

Las funciones objetivo en este trabajo corresponden al logaritmo de la función de verosimi-

litud del modelo de regresión cópula mixta descrito en el caṕıtulo anterior, es decir,

`(✓ | y,X,Z) =
n

X

i=1

ln (g
Yi1(yi1 | µi

, �)

+
n

X

i=1

ln
⇥

h

⇢

(G
Yi1(yi1 | µi

, �), G
Yi2(yi2 | �i))

� h

⇢

(G
Yi1(yi1 | µi

, �), G
Yi2(yi2 � 1 | �

i

))
⇤

(4-1)

Para obtener la estimación máximo verośımil (EMV) de ✓ = (↵t

,�

t

, �, ⇢)t se requiere maxi-

mizar la función definida en la ecuación 4-1.

En esta tesis fue necesario implementar las rutinas en R para el modelo de regresión cópula

mixta con las diferentes marginales propuestas y diferentes clases de cópulas. Luego de

construidas tales rutinas se aplicó el método de optimización BFGS del paquete optimx de

R. El código completo puede consultarse en el anexo B2.

Para el método de optimización BFGS, como se muestra en el algoritmo arriba, es necesario

disponer de valores iniciales para los parámetros (ver la figura 4-1), los cuales deben ser

números reales. En el proceso de optimización BFGS no se permite establecer restricciones

para los parámetros.
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Por tanto, algunas reparametrizaciones son necesarias tanto para estabilizar numéricamente

el algoritmo de optimización como para evitar restricciones en los parámetros y por tanto

evitar indeterminaciones numéricas en la función objetivo a maximizar.

Algoritmo
BFGS
optimx

Valores iniciales
↵ y �

paquete glm de R

MLG Gamma

paquete gamlss de R

GAMLSS Weibull

Valor inicial ⇢:
arbitrario (> 0 ó < 0) ó método IFM

Valores iniciales
�

EMV MLG ZTP
con BFGS optimx de R

EMV MLG Poisson
con paquete glm de R

Figura 4-1.: Diagrama de la estimación máximo verośımil.

4.3.1. Reparametrización de los Parámetros

En el modelo de regresión cópula mixta, se tiene que el parámetro de correlación ⇢ de

cada clase de cópula tiene una restricción asociada. Por ejemplo en la cópula Gaussiana,

⇢ 2 (�1, 1), La restricción para ⇢ en la familia Arquimediana se encuentra en la tabla 2-1,

y el parámetro de dispersión tiene la restricción � > 0.

Por tanto, se realizaron las respectivas transformaciones para el parámetro ⇢ de las cópulas

consideradas en esta tesis como se muestra a continuación. Para el parámetro de dispersión

�, una transformación exponencial garantiza que los valores propuestos por el procedimiento

BFGS estén en definidos en R+ en la respectiva función de densidad y en la función de

distribución acumulada.

a. Reparametrización para ⇢ en una cópula Gaussiana

La transformación Z de Fisher, es una transformación de (�1, 1) a R :

Z(⇢) = ⇢

⇤ =
1

2
ln

✓

1 + ⇢

1� ⇢

◆

, donde � 2 R
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Función Inversa para ⇢⇤ a (Z�1 de Fisher ), es una transformación de R a (�1, 1) .

Z

�1(⇢⇤) = ⇢ =
exp2⇢⇤ � 1

exp2⇢⇤ +1
, donde ⇢ 2 (�1, 1)

La función Z

�1(.) es usada para trasformar los valores ⇢⇤ propuestos por el algoritmo BFGS

en el proceso de optimización.

b. Reparametrización para ⇢ en las cópulas Clayton

Se requiere una transformación de R a (0,1):

⇢ = exp(⇢⇤)

La función exponencial es usada para trasformar los valores ⇢⇤ propuestos por el algoritmo

BFGS en el proceso de optimización.

La cópula Clayton permite únicamente una dependencia positiva y en los datos analizados

en esta tesis un valor de ⇢ > 0 y ⌧ > 0 tiene sentido. Sin embargo una dependencia negativa

puede ser introducida mediante una rotación de la cópula como se muestra en Brechmann

& Schepsmeier (2013).

c. Reparametrización para ⇢ en las cópulas Frank

Se requiere una transformación de R a R\{0}:
si ⇢⇤ < �1.e� 04 ó ⇢⇤ > 1.e� 04 entonces ⇢ = 1.e� 04 ⇤ signo(⇢⇤)

d. Reparametrización para �

Se requiere una transformación de R a (0,1):

� = exp(�⇤)

La función exponencial es usada para transformar los valores �⇤ propuestos por el algoritmo

BFGS en el proceso de optimización.

El algoritmo BFGS, es bastante rápido, pero debido a la complejidad del modelo y la can-

tidad de datos usados en esta tesis resulta demorado cuando se quieren estimar más de 50
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parámetros. Por defecto deshabilita el argumento lógico de entrada kkt del test KKT, pero

si se requiere, se debe activar como kkt=TRUE.

Para efectos de comparación entre las cópulas, se considerará la medida de dependencia ⌧

de Kendall, una vez se obtengan las estimaciones de ⇢.

4.3.2. Distribución Asintótica de los Parámetros de la Regresión

Cópula Mixta

Sean ✓̂ = (↵̂t

, �̂

t

, �̂, ⇢̂)t 2 Rp+q+2 el EMV de ✓, y sean

I(✓) = �H = �E

✓

@

2
`(✓ | y,X,Z)

@✓@✓

t

◆

y

Î(✓) = �Ĥ = �@
2
`(✓ | y,X,Z)

@✓@✓

t

?

?

?

?

?

✓=✓̂

la matriz de información de Fisher y la matriz de información de Fisher observada respecti-

vamente, donde H es la matriz Hessiana. Bajo condiciones de regularidad se tiene que

p
n(✓ � ✓̂) �! N

p+q+2(0, I�1(✓)). (4-2)

La función optimx genera la matriz Hessiana observada, cuyo cálculo resulta por lo general

más costoso en tiempo. Al invertir esa matriz, se obtiene la matriz de covarianzas estima-

da. La aproximación normal en este problema funciona bastante bien debido a los grandes

tamaños de muestra disponibles.

4.3.3. Intervalos de Confianza

Sea ✓ = (↵t

,�

t

, �, ⇢)t = (✓1, ✓2, . . . , ✓j)t, para j = 1, 2, . . . , p+ q+2, entonces una aproxima-

ción del intervalo de confianza del (1� ↵)⇥ 100% para ✓
j

es como sigue:

IC(1�↵)⇥100% =

✓

✓̂

j

� z

↵/2

q

Î�1
jj

(✓), ✓̂
j

� z

↵/2

q

Î�1
jj

(✓)

◆

donde I�1
jj

(✓) es la j-ésima componente de la diagonal de la matriz Hessiana observada, la

cual corresponde al error estándar de ✓̂
j

.



5. Estimación Bayesiana

Al iniciar este trabajo no se hab́ıa publicado ninguna implementación bayesiana sobre el

problema espećıfico tratado, es decir, para el modelamiento conjunto de los pagos por re-

clamaciones y el número de reclamaciones. En esta tesis se desarrolló un procedimiento de

estimación bayesiana basado en un algoritmo de tipo Metrópolis-Hastings con distribución

propositiva independiente.

La construcción del muestreador de tipo Metrópolis-Hastings desarrollado para esta tesis se

basó en una aproximación de tipo laplaciano de la distribución posterior de los parámetros

del modelo. Este tipo de aproximaciones han sido utilizados previamente en la literatura,

por ejemplo para esta tesis se siguió la metodoloǵıa originalmente propuesta por Hsu (1995).

5.1. Aproximación de Laplace para Funciones de Densidad

El muestreador propuesto en esta sección se basa en una aproximación de Laplace de la

función verosimilitud, cuando ésta es el kernel de una función de densidad. En esta sección

⇡(⇠) representa una función de verosimilitud y ¯

⇠ una moda de ⇡(⇠). Concretamente supon-

gamos que ⇡(⇠) es una función no nula y no negativa tal que
R

⇡(⇠)d⇠ < 1 y que además

tiene segundas derivadas continuas. Entonces la expansión de Taylor de segundo orden para

log ⇡(⇠) está dada por

log ⇡(⇠) = log ⇡(¯⇠) +



@ log ⇡(¯⇠)

@⇠

�0

(⇠ � ¯

⇠)

� 1

2!
(⇠ � ¯

⇠)0


�@
2 log ⇡(¯⇠)

@⇠@⇠

0

�

(⇠ � ¯

⇠) +R(⇠)

⇡ log ⇡(¯⇠)� 1

2
(⇠ � ¯

⇠)0


�@
2 log ⇡(¯⇠)

@⇠@⇠

0

�

(⇠ � ¯

⇠)

En donde R(⇠) es el resto o residuo de la aproximación. Exponenciando en ambos lados se

obtiene que
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⇡(⇠) ⇡ ⇡(⇠̄) exp{�1

2
(⇠ � ⇠̄)0



�@
2 log ⇡⇤

⇠̄)

@⇠@⇠

0

�

(⇠ � ⇠̄)}

= ⇡(⇠̄) exp{�1

2
(⇠ � ⇠̄)0V �1(⇠ � ⇠̄)},

en donde

V =



� @

2 log ⇡(⇠̄)

@⇠@⇠

0

��1

.

Consecuentemente ⇡(⇠) puede ser aproximada localmente, en una vecindad de ¯

⇠ por un

múltiplo de una densidad normal con parámetros ¯

⇠ y V . Esta es la base del muestreador

independiente propuesto.

Para cuando ese no es el caso, se han propuesto aproximaciones con distribuciones t multiva-

riadas (para colas pesadas), distribuciones normales ó t multivariadas asimétricas y mezclas

de ese tipo de distribuciones. En esta tesis, la aproximación normal de Laplace entregó bue-

nos resultados y se usa en lo que sigue. Las tasas de aceptación en el algoritmo fueron de

alrededor del 80%, lo que indica que la distribución propositiva es una buena aproximación

de la distribución objetivo. En el caso, cuando la distribución propositiva coincide con la

distribución objetivo la tasa de aceptación es del 100 por ciento.

5.2. Aproximación Laplaciana de la Densidad a Posteriori

En esta sección suponemos que ⇠ es un vector de valores reales. Cuando no sea el caso, se

pueden hacer transformaciones monótonas de los parámetros, de tal manera que el vector

de parámetros sea siempre de valores reales.

Para este trabajo se propone que la distribución a priori sea normal N (µ0,⌃0). Al combinar

la aproximación de Laplace para la verosimilitud con esta distribución a priori, es fácil ver

que la posterior aproximada resultante está dada por una distribución normal N (µ,⌃), en

donde,

⌃ = [V �1 +⌃

�1
0 ]�1

y

µ = ⌃[V �1
¯

⇠ +⌃

�1
0 µ0]
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5.3. Algoritmo Metrópolis Hastings para el Modelo de

Regresión Cópula Mixta con Propositiva

Independiente

El muestreador independiente MCMC es un caso especial del algoritmo Metrópolis-Hastings,

en el cual los valores generados por la distribución propositiva para la cadena de Markov son

independientes entre śı, es decir no dependen del estado previo de ✓. Aunque la distribución

propositiva es independiente, el algoritmo define realmente una cadena de Markov debido al

criterio de aceptación que se utiliza en el algoritmo Metrópolis-Hastings. Para detalles puede

consultarse por ejemplo Tierney (1994).

En esta tesis se propone como distribución propositiva a la aproximación Laplaciana de

la distribución posteriori, desarrollada en la sección anterior. Esta distribución es fácil de

obtener haciendo uso de la estimación máximo verośımil y la inversa de la matriz Hessiana

obtenidas del algoritmo BFGS implementado en el paquete optimx de R.

Esta estrategia se ha propuesto debido a que muchos paquetes, inclúıdos glm y gamlss en-

tregan estimaciones máximo verośımil de los parámetros. Por otro lado el usuario puede

decidir entre incorporar información a priori ó no, simplemente definiendo adecuadamente

los parámetros de la distribución a priori.

Este muestreador es más eficiente que uno clásico con distribuciones propositivas basadas en

caminatas aleatorias. Esto se debe a que por un lado, las muestras propositivas se pueden

obtener en un solo paso a partir de normales multivariadas y por el otro, porque la autoco-

rrelación tiende a ser muy baja en las cadenas en la medida que las tasas de aceptación son

altas. En este tipo de algoritmos, si la distribución propositiva es muy similar a la distri-

bución objetivo, las tasas de aceptación son altas. Adicionalmente, el algoritmo no requiere

parámetros de tunning.

A continuación se describe el algoritmo para el caso de la distribución Gamma para el monto

de las reclamaciones. El muestreador requiere de la siguiente información para el modelo de

regresión cópula mixta:

↵̂ 2 Rp, el vector de p EMV’s de la regresión marginal ya sea Gamma ó Weibull en la

cópula .

�̂ 2 Rq, el vector de q EMV’s de la regresión marginal ZTP en la cópula.

⇢̂

⇤ 2 R, el EMV parámetro de correlación sin restricciones en la cópula, es decir el

propuesto como valor óptimo en el algoritmo BFGS; donde ⇢̂ = Z

�1(⇢̂⇤) 2 (�1, 1) ó

⇢̂ = exp(⇢̂⇤) 2 (0,1) dependiendo de la clase de cópula.
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�̂

⇤ 2 R, donde exp(�̂⇤) = � > 0, el EMV del parámetro de dispersión del modelo

marginal Gamma en la Cópula.

✓̂ = (↵̂, ˆ�, �̂⇤
, ⇢̂

⇤) 2 Rp+q+2, es el vector de EMV de ✓ sin restricciones en los valores

de los parámetros.

Ĥ una aproximación de la matriz Hessiana obtenida en el procedimiento numDeriv, el

cual es calculado a partir de derivadas numéricas.

Ĥ =

2

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

4

h(↵̂1↵̂1) h(↵̂1↵̂2) . . . h(↵̂1↵̂p

) h(↵̂1�̂1) h(↵̂1�̂2) . . . h(↵̂1�̂q) h(↵̂1�̂) h(↵̂1⇢̂)

h(↵̂2↵̂1) h(↵̂2↵̂2) . . . h(↵̂2↵̂p

) h(↵̂2�̂1) h(↵̂2�̂2) . . . h(↵̂2�̂q) h(↵̂2�̂) h(↵̂2⇢̂)
...

...
. . .

...
...

...
. . .
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...

...
... . . . h(↵̂

p

↵̂

p

) h(↵̂
p

�̂1) h(↵̂
p

�̂2) . . . h(↵̂
p

�̂

q

) h(↵̂
p

�̂) h(↵̂
p

⇢̂)
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) h(�̂2�̂1) h(�̂2�̂2) . . . h(�̂2�̂q) h(�̂2�̂) h(�̂2⇢̂)
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... . . .
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q

↵̂1) h(�̂
q
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q
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q

�̂1) h(�̂
q
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q
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) h(�̂�̂1) h(�̂�̂2) . . . h(�̂�̂
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) h(�̂�̂) h(�̂⇢̂)
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p

) h(⇢̂�̂1) h(⇢̂�̂2) . . . h(⇢̂�̂
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7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

5

5.3.1. Distribución a Priori

1. Información Previa:

⇡0(✓) = N
p+q+2(✓0,⌃0)

a. A Priori No Informativa:

✓0 = 0

p+q+2; ⌃0 = 106I(p+q+2)(p+q+2)

b. A Priori Informativa:

✓0 = (↵̂0, �̂0, �̂
⇤
0, ⇢̂

⇤
0) 2 Rp+q+2, son los EMV de los parámetros de la regresión cópula mixta

con la información previa (puede ser información de pólizas de años anteriores o simplemente

información extra que pueda ser considerada como información a priori). Por otro lado se

puede definir ⌃0 = k · [Ĥ0]�1
, k > 1 que corresponde a la matriz de covarianzas estima-

da a partir de la información previa multiplicada por una constante mayor que uno, para

introducir un poco de incertidumbre en la a priori.
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2. Información Actual

⇡1(✓) = N
p+q+2(✓

⇤
,⌃

⇤)

en donde ✓⇤ = (↵̂⇤, ˆ�⇤, �̂
⇤
⇤, ⇢̂

⇤
⇤) 2 Rp+q+2 son los EMV de los parámetros de la regresión cópula

mixta con la información actual (conjunto de pólizas del periodo analizado) y ⌃

⇤ = [Ĥ⇤]�1

es la matriz de covarianzas obtenida en la estimación máximo verośımil.

5.3.2. Distribución Propositiva

La distribución propositiva es una distribución normal multivariada que reúne la información

previa y la actual. Como se mostró antes, esta distribución corresponde al producto de

la distribución a priori con la aproximación Laplaciana de la verosimilitud. Es decir, la

propositiva es dada por

q(✓) = ⇡0(✓) ⇤ ⇡1(✓)
= N

p+q+2(✓0,⌃0) ⇤Np+q+2(✓
⇤
,⌃

⇤)

= N
p+q+2(✓̄, ⌃̄)

en donde

✓̄ = ⌃̄

⇥

(⌃0)
�1
✓0 + (⌃⇤)�1

✓

⇤⇤

⌃̄ =
⇥

(⌃0)
�1 + (⌃⇤)�1

⇤�1

5.3.3. Distribución a Posteriori

Sea y = (y1,y2, . . . ,yn

) con y

i

la pareja de observaciones (y
i1, yi2) y sea L(✓ | y

i

) la

verosimilitud de cada observación y

i

. luego, la función de verosimilitud está dada por

L(✓ | y) =
n

Y

i=1

L(✓ | y
i

),

La densidad de la distribución posterior está dada por

⇡(✓ | y) = L(✓ | y)⇡0(✓)
m(y)

en donde m(y) =
R

L(✓ | y)⇡0(✓)d✓. Esta constante no es requerida en el algoritmo y se

omite en los cálculos debido a que se cancela en la fracción en donde aparece.
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5.3.4. Esquema del Algoritmo Propuesto

1. Paso 1. Como valor inicial de la cadena se puede tomar la estimación máximo verośımil

de ✓. Es práctico, pero no requerido realmente.

2. Paso k+1. Supóngase que ya se han generado las primeras k muestras. Sea ✓k el valor

de la cadena en el paso k. Genere un vector candidato ✓⇤ a partir de la distribución

propositiva q.

3. Calcule ↵ = mı́n
n

1, (⇡(✓
⇤|y)/q(✓⇤)

⇡(✓k|y)/q(✓k)

o

4. Si ↵ � 1, acepte ✓⇤, es decir ✓k+1 = ✓

⇤. Si ↵ < 1 acepte ✓⇤ con probabilidad ↵. Esto

significa: genere un número aleatorio u ⇠ U(0, 1). Si ↵ > u acepte ✓⇤. En caso contrario

✓

k+1 = ✓k.

En realidad los valores candidatos pueden ser generados todos desde el comienzo. Dentro del

algoritmo se van tomando uno por uno.

5.4. Intervalo de Credibilidad

Sea ✓ = (✓1, . . . ✓j, . . . , ✓J)t. Un intervalo de credibilidad de (1 � ↵) ⇥ 100% para ✓
j

es un

intervalo I = [l, u] tal que :

1� ↵  P (I | y) = R

I

⇡(✓
j

| y)@✓
j

Esta definición es interpretada como la probabilidad de que ✓
k

esté en I dado un conjunto

de observaciones y es al menos 1�↵. Los detalles pueden ser encontrados en Carlin & Louis

(2008). En la práctica, lo usual es calcular intervalos de 95% de credibilidad basados en

los cuantiles 2.5 y 97.5 de la muestra obtenida con el muestreador Bayesiano. Cuando la a

priori es no informativa, los intervalos de confianza y los de credibilidad coinciden. En caso

contrario, el intervalo de credibilidad es más pequeño y consecuentemente la estimación por

intervalo de los parámetros resulta más precisa.

5.5. Estimación de la Pérdida Total a Posteriori

La predicción de la pérdida para cada póliza puede ser obtenida con la función de densidad

de la pérdida de la sección 3.4. Sin embargo, es considerablemente dispendioso calcular la

pérdida para cada póliza dado el vector de parámetros ✓(k) estimados en cada iteración k.

Por tanto las predicciones de la pérdida se realizaron como sigue.

Para cada póliza i, i = 1, . . . , n, se realiza una simulación de los pagos total por reclamacio-

nes y del número de reclamaciones mediante simulación de Monte Carlo generando muestras
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aleatorias y

(k)
i1 y y

(k)
i2 correlacionadas a través de la cópula, con parámetro de asociación

⇢

(k); donde ↵(k), �(k), �(k) y ⇢(k) corresponden a la muestra de la distribución a posterio-

ri de los parámetros del modelo obtenidos en cada iteración k = 1, . . . , K del algoritmo

Metrópolis-Hastings con distribución propositiva independiente. El procedimiento para ge-

nerar las muestras y

(k)
i1 y y

(k)
i2 puede realizarse con la función simulate regression data del

paquete CopulaRegression en R, el cual considera diferentes clases de cópulas y marginales

Gamma y ZTP, los detalles del algoritmo de simulación de una cópula Gaussiana mixta pue-

de ser consultado en la página 10, algoritmo 2 de Czado et al. (2012). Para otras marginales,

por ejemplo con la marginal Weibull, se debe implementar la simulación de las variables

respuesta correlacionadas siguiendo el mismo esquema del algoritmo 2 como sigue:

Para i = 1, 2, . . . , n y k = 1, 2, . . . , K

Paso1. Genere una muestra y

(k)
i1 de G

Yi1(yi1 | µ(k)
i

, �

(k))

Paso2. Para r = 0, 1, . . . , r⇤, calcular

p

r

=f

Yi2|Yi1(yi2 = r | y(k)
i1 , µ

(k)
i

, �

(k)
,�

(k)
i

, ⇢

(k))

=h

⇢

(G
Yi1(y

(k)
i1 | µ(k)

i

, �

(k)), G
Yi2(yi2 | �(k)i

))� h

⇢

(G
Yi1(y

(k)
i1 | µ(k)

i

, �

(k)), G
Yi2(yi2 � 1 | �(k)

i

))

donde p

r

⇤ � ✏ y p

r

⇤+1 < ✏, ✏ 2 (0, 1)

Paso3. Genere una muestra y

(k)
i2 de {0, 1, . . . , r⇤} con probabilidad

P (Y
i2 = r) = p

r

, para r 2 {0, 1, . . . , r⇤}

La pérdida total T̂ (k) =
P

n

i=1 y
(k)
i1 en cada iteración k es una muestra aleatoria de la distribu-

ción a posteriori de la pérdida total, con lo cual se pueden construir intervalos de credibilidad

y calcular la estimación de la pérdida total como sigue:

T̂ =
1

K

K

X

k=1

T̂

(k)



6. Evaluación de Modelos Basada en su
Poder Predictivo

En la literatura existen pruebas de bondad de ajuste para determinar el ajuste de distri-

buciones basadas en cópulas aplicadas a conjuntos de datos multivariados. Estas pruebas

no aplican a problemas de regresión basados en cópulas, como los estudiados en esta tesis,

debido a que cada observación proviene de una distribución de la misma familia pero con

parámetros diferentes. En este caṕıtulo se presenta un test Bayesiano para evaluar la bondad

de ajuste de un modelo basado en el poder predictivo del mismo.

Concretamente, asumiremos que las observaciones están divididas en dos grupos. El primer

grupo es denotado por $, y cada observación particular es un vector denotado por $
i

,

i = 1, 2, . . . , n1. Este grupo de observaciones es usado para obtener las estimaciones del

vector de parámetros, el cual denotaremos por ✓. La distribución posterior de ✓ dado $

será denotada por ⇡(✓|$) ó simplemente ⇡(✓) cuando no haya lugar a confusión. Por otro

lado, ! será el segundo grupo de observaciones en el cual cada observación particular es un

vector denotado por !
i

, i = 1, 2, . . . , n2. Este grupo no es usado en el proceso de estimación,

pero será usado para evaluar la bondad de ajuste del modelo en evaluación.

Los datos completos son denotados por y, es decir, y = ($,!). En particular, la i-ésima

observación de la i-ésima variable aleatoria Y

i

, i = 1, 2, . . . , n1 +n2 en la muestra es y
i

. Sea

X la matriz de variables explicativas de los datos completos y. X
i

denota la i-ésima fila de

X asociada con la observación y

i

.

6.1. Densidad Predictiva

El término densidad predictiva fue introducido por Gutman (1967) y formalizado por Rubin

(1984). Dados los valores observados $, la densidad predictiva de un vector no observado

W

i

es definida como:

f(W
i

|$) =
f(W

i

,$)

f($)
=

Z

f(W
i

|✓,$,X)⇡(✓|$)d✓ =

Z

f(W
i

|✓,X)⇡(✓|$)d✓. (6-1)

La última ecuación es obtenida bajo el supuesto de que condicionando en ✓, W
i

y $ son

independientes. Aún más, si W es una matriz de datos no observados, esto es, cada fila es
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un vector no observado W

i

, la densidad predictiva de W dado $ está dada por

f(W |$) =

Z

f(W |✓,X)⇡(✓|$)d✓. (6-2)

Bajo el supuesto de independencia condicional dado ✓ se tiene que

f(W |✓,X) =
n2
Y

i=1

f(W
i

|✓,X), (6-3)

donde n2 es el número de vectores W
i

. La densidad predictiva asociada con los datos parti-

culares ! está dada por

f(!|$) =

Z

f(!|✓,X)⇡(✓|$)d✓. (6-4)

En estad́ıstica Bayesiana, varios autores tales como Box (1980) y Gelfand, Dey & Chang

(1992) propusieron tests para evaluar la adecuación de un modelo basado en las densidades

predictivas dadas por 6-2 y 6-4.

6.2. Ajuste del Modelo

Para evaluar el ajuste de un modelo a un conjunto de datos Box (1980) propuso evaluar la

distribución predictiva f(!|$) usando la distribución predictiva de referencia f(W |✓,X).

En particular Box propuso calcular la probabilidad p(g(!)|$) de alguna función de chequeo

g(W ;!). Siguiendo la idea de Box (1980), Gelfand et al. (1992) y Carlin & Louis (2008)

propusieron varias funciones de chequeo. En este sentido, se seleccionó una función de che-

queo basado en el estad́ıstico de discrepancia R(W ) = �2 log f(W |$). La idea de usar

medidas de discrepancias fue inicialmente introducida por Gelman, Meng & Stern (1996) y

posteriormente en Gelman et al. (2014).

La idea principal propuesta por los diferentes autores es obtener una muestra de la densidad

predictiva de referencia f(W |✓,X) y detectar si los datos ! son plausibles para la densidad

de referencia, al usar la densidad predictiva de referencia f(!|$). Siguiendo la nomenclatura

de Box (1980) y Gelfand et al. (1992), y usando el estad́ıstico de discrepancia R propuesto

por Gelman et al. (1996), se construyó el test de bondad de ajuste como sigue.

El estad́ıstico de chequeo es definido como

g(W ;!) = I

B!(W ), (6-5)

donde B

!

= {! : R(W )  R(!)}.
La decisión estad́ıstica está basada en el valor de t! definido como
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t! = E[g(W ;!)|$]

=

Z Z

g(W ;!)f(W |✓, X)⇡(✓|$)d✓dW

= P (B!).

Valores de t! cercanos a 0.5 confirman que el modelo ajusta bien los datos.

6.3. Cálculo de la Estad́ıstica de Ajuste

Sea S = {✓(k), k = 1, . . . , K} una muestra aleatoria de ⇡(✓|$).

1. Para cada valor de ✓(k) 2 S, obtener una muestra W

(k) de f(W |✓(k),X).Por lo ante-

rior, la pareja (✓(k),W (k)) es una muestra conjunta de f(W |✓,X)⇡(✓|$).

2. Calcular t! = 1
K

P

K

k=1 g(W
(k)
,!).

6.4. Comparación de Modelos. Criterio DIC

El criterio de información de la deviance (DIC) es una estad́ıstica propuesta por Spiegelhalter,

Best, Carlin & Van Der Linde (2002) la cual se basa en la distribución posterior del modelo.

Dado que la log-verosimilitud del modelo dada por L(✓) = log f($ | ✓) es una medida de

ajuste del modelo a los datos, la deviance definida como D(✓) = �2 log(f($ | ✓)), es una
medida de discrepancia entre el modelo y los datos. Las medidas de discrepancia entre el

modelo y los datos se usan para seleccionar modelos candidatos.

En la selección de modelos se comparan aquellos que son factibles para el problema, en el

sentido que ajustan bien los datos. No obstante lo anterior, dado que al aumentar el número

de parámetros en general el modelo debe mejorar el ajuste, se busca una negociación entre

la discrepancia y el número de parámetros, penalizando la deviance con una función del

número de parámetros.

En general las medidas de discrepancia se diferencian en la forma como la deviance es

penalizada. Un modelo es preferido cuando tiene la menor medida de discrepancia entre los

modelos candidatos. Las medidas de discrepancia (Disc) se definen de manera genérica como

Disc = D(✓) + p,

en donde p es la penalización basado en el número de parámetros. Para el criterio de infor-

mación Bayesiano (BIC) p = K ⇥ log n, en donde K es el número de parámetros y n es el
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número de observaciones. En el criterio de información de Akaike (AIC) p = 2 ⇥K. En el

DIC p = p

D

, llamado número efectivo de parámetros el cual se define a continuación.

El DIC refleja el ajuste de los datos en un modelo por la esperanza posterior del deviance

D(✓) = E✓|$[D(✓)] y la complejidad de un modelo por el número efectivo de parámetros p
D

definido como

p

D

= E✓|$[D(✓)]�D(E✓|$[✓])

El DIC es entonces definido como

DIC = D(✓) + p

D

6.5. Cálculo del DIC

El cálculo del DIC dado una muestra MCMC (Markov Chain Monte Carlo) de la distribución

posterior de los parámetros es como sigue:

Sea S = {✓(k), k = 1, . . . , K} una muestra aleatoria de ⇡(✓|$), tal que

D(✓) = 1
K

P

K

k=1 D(✓(k)) y ¯

✓ = 1
K

P

K

k=1 ✓
(k)

Luego, el DIC= 2D(✓) � D(¯✓). Modelos con los menores valores del DIC indican modelos

plausibles para el ajuste de los datos. En particular el modelo con menor DIC es un mejor

modelo, si se usa este criterio para seleccionar uno entre varios posibles modelos.



7. Simulación y Análisis de Resultados

7.1. Simulación Portafolio de Seguros de Automóviles

Se simularon 20.000 pólizas del seguro de automóviles con las mismas caracteŕısticas del

portafolio estudiado en Czado et al. (2012). Para esto se generaron muestras aleatorias de

las categoŕıas de agregación de cada covariable, las probabilidades asignadas a cada categoŕıa

y la descripción de las variables se pueden encontrar en el apéndice A de Kastenmeier (2008)

y en el Apéndice C.1 y en la tabla 7-1 de esta tesis.

La matriz de diseño X en el modelo de regresión para los pagos por reclamaciones (Gam-

ma, Weibull, Log normal) queda conformada por 32 variables dicotómicas (no se incluye la

variable género), el intercepto y los parámetros adicionales según la distribución utilizada.

En el caso de los modelos Gamma y Weibull son un total de 34 parámetros a estimar inclu-

yendo el de dispersión. La matriz de diseño Z para el modelo de regresión Poisson truncado

en cero, queda conformada por 33 variables dicotómicas y el intercepto, con un total de 34

parámetros a estimar.

En total son 69 parámetros (en general) que se deben estimar en la cópula mixta: los paráme-

tros de regresión de las marginales, los parámetros adicionales de las distribuciones y el

parámetro de la cópula (parámetro de asociación).

Nombre de la Variable Descripción
rcl clase regional

premrate prima
deductible deducible

age edad del conductor
drivdist distancia recorrida por año

(en 1000 km)
constyear año del veh́ıculo

gender género

Tabla 7-1.: Descripción de las variables del Portafolio simulado.
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7.2. Simulación de los Pagos por Reclamaciones y el

Número de Reclamaciones

Por facilidad en esta sección se describe la simulación usando el modelo Gamma. Los demás

casos son análogos. La generación de variables aleatorias para el número de reclamaciones y

el pago por reclamaciones se obtuvieron a través de una simulación de variables aleatorias

Poisson truncado en cero y Gamma correlacionadas. El procedimiento general para simular

cópulas bivariadas está basado en el esquema de muestreo condicional de cópulas bivariadas,

el cual corresponde al algoritmo 1,2 de Mai & Scherer (2012). En esta tesis se usó el algoritmo

2 de Czado et al. (2012), el cual se describió en el caṕıtulo anterior.

Para esta aplicación las variables respuesta pago por reclamaciones1 y número de reclamacio-

nes fueron obtenidas con el procedimiento programado en la función simulate regression data

del paquete CopulaRegression en R el cual genera muestras aleatorias de dos variables alea-

torias, una discreta con distribución Poisson truncado en cero y otra continua Gamma corre-

lacionados a través de una cópula mixta dados los parámetros de las regresiones marginales,

la exposición, el parámetro de dispersión � del modelo Gamma, las matrices de diseño de ca-

da regresión y un ⌧ de Kendall que corresponde a la transformación arcoseno del parámetro

de asociación ⇢ mediante la relación ⌧ = 2
⇡

sin

�1(⇢).

Los parámetros usados en esta simulación fueron tomados de los resultados de Czado et al.

(2012), donde analizaron un portafolio de seguros de veh́ıculos de Alemania, en este caso

tomamos los parámetros estimados en el modelamiento conjunto mediante un modelo de

regresión cópula mixta. Estos parámetros se muestran en las Tablas 6 y 7 del art́ıculo en

mención y en la tablas 7-4 y 7-5 de esta tesis. Para el parámetro de correlación de la cópula

se tomó arbitrariamente un valor de ⇢ = 0,25, que corresponde a un ⌧ = 0,1608612.

Las medidas de resumen para el número de reclamaciones y pagos de la base de datos obte-

nida en la simulación (Tabla 7-2) son coherentes con los resultados en la Tabla 4 en Czado

et al. (2012), los cuales corresponden al conjunto de datos original antes de ser agregados

por covariables.

Pólizas Individuales
Pago por reclamaciones Mı́n. P.25 Mediana Promedio P.75 Máx

12.34 2732.00 5087 6307 8576 44410
Número de reclamaciones 1 2 3 4 5

0.91585 0.07795 0.00570 0.00045 0.00005

Tabla 7-2.: Medidas de resumen del pago por reclamación y el número de reclamaciones
simulados.

1
en la moneda Deutsche Mark(DM)
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7.3. Recuperación Máximo Verośımil de los Parámetros

Todos los códigos R utilizados para obtener los resultados referenciados en esta sección

pueden consultarse en el Apéndice C.2.

Para la estimación de los parámetros se usó como principal herramienta el algoritmo BFGS

implementado en el paquete optimx y descrito en el caṕıtulo 4. Se obtuvieron los siguientes

valores iniciales:

1.Valores iniciales de los parámetros del modelo marginal Gamma.

Son los EMV para ↵ y � obtenidos en la regresión marginal Gamma, calculados con el

paquete glm de R. Se usa el enlace logaritmo natural, por lo que se tiene que ln(µ
i

) = x

t

i

↵.

Para las demás distribuciones, los valores iniciales se obtuvieron de la regresión marginal

correspondiente haciendo uso del paquete gamlss de R, mencionado arriba.

2. Valores iniciales de los parámetros del modelo marginal Poisson truncado en

cero.

Los valores iniciales son los EMV obtenidos en la regresión independiente Poisson truncada

en cero (ZTP) con ln(�
i

) = z

t

i

�. Las estimaciones fueron obtenidas al maximizar el logaritmo

de la función de verosimilitud de una distribución Poisson Truncada en cero (ZTP) con el

método de optimización BFGS del paquete optimx. Los valores iniciales para el modelo

ZTP, son los EMV obtenidos en el MLG Poisson clásico, usando el paquete glm de R.

3. Valores Iniciales Cópula Mixta Gaussiana.

Los valores iniciales son los obtenidos en el paso 1 y 2, para el parámetro de asociación se

escoge un valor arbitrario inicial ⇢0=0.1. Los resultados de las estimaciones de los modelos de

regresión independientes y el modelo de regresión cópula mixta, se encuentran en las tablas

7-4 y 7-5 .

Según los resultados del test KKT del algoritmo BFGS, el gradiente es pequeño y la matriz

Hessiana es definida positiva, este procedimiento también fue usado en el trabajo de Krämer

et al. (2013) en lugar del algoritmo de maximización por partes de Czado et al. (2012). La

aproximación de la matriz Hessiana es obtenida mediante derivadas numéricas en la función

optimx, la cual es usada para calcular los errores estándar de los parámetros.

Los parámetros estimados para el modelo marginal Gamma y ZTP del modelo de regresión

cópula mixta recuperaron bien los valores originales, lo que muestra que el algoritmo BFGS

del procedimiento optimx tiene un buen desempeño, dados los controles suministrados en los

parámetros para estabilizarlo numéricamente. La diferencia entre el valor de los parámetros

simulados y los recuperados en el modelo conjunto está en la columna diferencia en las

tablas 7-4 y 7-5 respectivamente. Por otro lado; también obtuvo una buena recuperación

del parámetro de asociación (tabla 7-3).
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⇢ simul. EMV Error Est. Valor t Valor p
⇢ 0.25 0.2631744 0.01314403 20.02235 7.419903e-88

Tabla 7-3.: EMV del parámetro de la cópula mixta: Portafolio simulado.

Modelo Independiente Gamma Regresión Cópula Mixta
↵ simul. EMV Error Est. Pr(>|t|) EMV Error Est. Pr(>|t|) Diferencia

Intercepto 8.1357000 8.0241302 0.0501872 0.0000000 8.0272120 0.0500739 0.0000000 0.1084880
rcld.0 0.0144000 0.0490304 0.0264025 0.0633062 0.0476892 0.0263992 0.0708606 -0.0332892
rcld.1 -0.0132000 0.0212101 0.0239645 0.3761217 0.0215397 0.0239694 0.3688580 -0.0347397
rcld.2 0.0491000 0.0614690 0.0211757 0.0036984 0.0610867 0.0211743 0.0039191 -0.0119867
rcld.3 0.1520000 0.1638643 0.0201253 0.0000000 0.1636805 0.0201300 0.0000000 -0.0116805
rcld.4 0.1251000 0.1369549 0.0214195 0.0000000 0.1359906 0.0214184 0.0000000 -0.0108906
rcld.6 0.1118000 0.1160472 0.0216016 0.0000001 0.1163408 0.0216093 0.0000001 -0.0045408
rcld.7 0.1646000 0.1268103 0.0303430 0.0000293 0.1256591 0.0303390 0.0000346 0.0389409

premrate.0 0.1268000 0.1764063 0.0201509 0.0000000 0.1768087 0.0201381 0.0000000 -0.0500087
premrate.1 0.0804000 0.1157099 0.0206880 0.0000000 0.1156543 0.0206697 0.0000000 -0.0352543
premrate.2 0.1656000 0.1831357 0.0236288 0.0000000 0.1825352 0.0236246 0.0000000 -0.0169352
premrate.3 0.2505000 0.2507222 0.0246813 0.0000000 0.2497556 0.0246649 0.0000000 0.0007444
premrate.5 0.2903000 0.3074768 0.0300199 0.0000000 0.3065675 0.0300131 0.0000000 -0.0162675
premrate.6 0.3961000 0.4511509 0.0439773 0.0000000 0.4493420 0.0439460 0.0000000 -0.0532420
deductd.1 0.2169000 0.2646965 0.0366932 0.0000000 0.2650732 0.0366889 0.0000000 -0.0481732
deductd.2 0.2946000 0.3138779 0.0319776 0.0000000 0.3135656 0.0319765 0.0000000 -0.0189656
deductd.3 0.3560000 0.3683990 0.0336004 0.0000000 0.3676105 0.0335998 0.0000000 -0.0116105
deductd.4 0.3498000 0.3492515 0.0523427 0.0000000 0.3489231 0.0523550 0.0000000 0.0008769

Drivdistd.1 0.0292000 0.0341779 0.0155730 0.0281854 0.0335704 0.0155632 0.0310143 -0.0043704
Drivdistd.2 0.0297000 0.0626731 0.0184236 0.0006695 0.0622321 0.0184150 0.0007278 -0.0325321
Drivdistd.3 0.0577000 0.0540614 0.0154211 0.0004554 0.0536287 0.0154161 0.0005049 0.0040713
Drivdistd.4 0.0509000 0.0544476 0.0173326 0.0016817 0.0550590 0.0173290 0.0014889 -0.0041590
age.25.30. -0.0518000 0.0047864 0.0333943 0.8860290 0.0031374 0.0334007 0.9251641 -0.0549374
age.30.35. -0.0744000 -0.0154840 0.0316937 0.6251600 -0.0179291 0.0316924 0.5715891 -0.0564709
age.35.40. -0.0349000 -0.0048161 0.0310841 0.8768717 -0.0066555 0.0310819 0.8304495 -0.0282445
age.40.50. -0.0135000 0.0419297 0.0298807 0.1605456 0.0409514 0.0298857 0.1706194 -0.0544514

age.50 -0.0916000 -0.0318170 0.0291459 0.2749884 -0.0337593 0.0291489 0.2468090 -0.0578407
Constyeard.1 0.0768000 0.0582305 0.0226627 0.0101862 0.0581027 0.0226609 0.0103542 0.0186973
Constyeard.2 0.1078000 0.0952240 0.0207069 0.0000043 0.0933611 0.0206905 0.0000065 0.0144389
Constyeard.3 0.1151000 0.1307673 0.0202700 0.0000000 0.1305618 0.0202645 0.0000000 -0.0154618
Constyeard.4 0.1272000 0.1270907 0.0190514 0.0000000 0.1270871 0.0190395 0.0000000 0.0001129
Constyeard.5 0.1814000 0.1603986 0.0192530 0.0000000 0.1605283 0.0192461 0.0000000 0.0208717
Constyeard.6 0.2140000 0.2147901 0.0235665 0.0000000 0.2146509 0.0235638 0.0000000 -0.0006509

� 0.5904 0.5849236 0.5849357 0.009189 0 0.0054643

Tabla 7-4.: EMV de ↵ en el modelo Gamma independiente y en el modelo de regresión
cópula mixta: Portafolio simulado.
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Modelo Independiente ZTP Regresión Cópula Mixta
� simul. EMV Error Est. Pr(>|t|) EMV Error Est. Pr(>|t|) Diferencia

Intercepto -2.2503000 -2.4723211 0.2661608 0.0000000 -2.4025942 0.2626155 0.0000000 0.1522942
rcld.0 0.2193000 0.2262948 0.1253175 0.0709691 0.1923859 0.1246830 0.1228467 0.0269141
rcld.1 0.3970000 0.3798731 0.1103879 0.0005802 0.3607849 0.1091878 0.0009539 0.0362151
rcld.2 0.4931000 0.5004128 0.0981490 0.0000003 0.4761519 0.0971403 0.0000010 0.0169481
rcld.3 0.4230000 0.4142657 0.0958906 0.0000157 0.3899432 0.0948194 0.0000393 0.0330568
rcld.4 0.3092000 0.1858170 0.1044617 0.0752870 0.1533723 0.1035650 0.1386418 0.1558277
rcld.6 0.3992000 0.4284377 0.1008354 0.0000216 0.4049412 0.0997720 0.0000495 -0.0057412
rcld.7 -0.1357000 -0.2968110 0.1726095 0.0855295 -0.3316530 0.1719144 0.0537232 0.1959530

premrate.0 -0.1149000 -0.1367032 0.0720586 0.0578276 -0.1322170 0.0717267 0.0652936 0.0173170
premrate.1 -0.6478000 -0.6065388 0.0805451 0.0000000 -0.6010703 0.0801402 0.0000000 -0.0467297
premrate.2 -0.6593000 -0.5886679 0.0978237 0.0000000 -0.5791040 0.0973047 0.0000000 -0.0801960
premrate.3 -0.5707000 -0.5789478 0.1022625 0.0000000 -0.5867497 0.1021828 0.0000000 0.0160497
premrate.5 -0.7400000 -0.7296417 0.1404875 0.0000002 -0.7351076 0.1403042 0.0000002 -0.0048924
premrate.6 -0.8177000 -0.8263887 0.2301060 0.0003298 -0.8538631 0.2310386 0.0002198 0.0361631
deductd.1 0.2503000 0.2539476 0.2225321 0.2538117 0.2608382 0.2196453 0.2350275 -0.0105382
deductd.2 0.9658000 0.9483154 0.1961948 0.0000014 0.9404239 0.1935697 0.0000012 0.0253761
deductd.3 0.3459000 0.4194843 0.2045559 0.0403085 0.4009703 0.2020450 0.0472071 -0.0550703
deductd.4 -1.1229000 -1.2363281 0.5354393 0.0209539 -1.2321126 0.5335203 0.0209315 0.1092126

Drivdistd.1 -0.0799000 -0.0792758 0.0645893 0.2196935 -0.0832156 0.0642799 0.1954791 0.0033156
Drivdistd.2 -0.3224000 -0.4436711 0.0886438 0.0000006 -0.4493591 0.0882271 0.0000004 0.1269591
Drivdistd.3 -0.0295000 0.0241116 0.0622944 0.6987171 0.0221600 0.0619235 0.7204512 -0.0516600
Drivdistd.4 -0.1551000 -0.2092534 0.0758720 0.0058213 -0.2005883 0.0751337 0.0075969 0.0454883
age.25.30. -0.0878000 0.1680134 0.1542630 0.2761071 0.1325981 0.1528697 0.3857371 -0.2203981
age.30.35. -0.1587000 0.0701002 0.1491712 0.6384091 0.0405596 0.1477598 0.7837060 -0.1992596
age.35.40. 0.0404000 0.2505543 0.1441194 0.0821349 0.2290754 0.1425781 0.1081433 -0.1886754
age.40.50. -0.0140000 0.2244043 0.1398057 0.1084842 0.2077701 0.1382501 0.1328918 -0.2217701

age.50 -0.0535000 0.2321425 0.1369225 0.0900094 0.2068113 0.1354276 0.1267525 -0.2603113
Constyeard.1 -0.1198000 -0.0987908 0.1021175 0.3333445 -0.1131037 0.1011867 0.2636777 -0.0066963
Constyeard.2 -0.0626000 0.0245990 0.0901770 0.7850204 -0.0018466 0.0896631 0.9835689 -0.0607534
Constyeard.3 -0.0193000 0.0022981 0.0886123 0.9793097 -0.0200949 0.0879293 0.8192327 0.0007949
Constyeard.4 0.0420000 0.0765816 0.0818404 0.3494166 0.0599468 0.0810785 0.4596923 -0.0179468
Constyeard.5 0.0367000 0.0067710 0.0836088 0.9354548 -0.0081139 0.0828325 0.9219682 0.0448139
Constyeard.6 0.1354000 0.2507476 0.0947900 0.0081684 0.2231419 0.0941011 0.0177351 -0.0877419

Gender M 0.2960000 0.2939739 0.0519272 0.0000000 0.2933539 0.0511190 0.0000000 0.0026461

Tabla 7-5.: EMV de � en el modelo Poisson truncado en cero independiente y en el modelo
de regresión cópula mixta: Portafolio simulado.

7.4. Recuperación Bayesiana de los Parámetros

La base de datos que contiene la información del portafolio simulado fue dividida en dos par-

tes aleatoriamente, una de ellas representará la información previa, la cual está conformada

por 11000 registros mientras que la otra parte representa la información actual y está con-

formada por 9000 registros. Para cada una de ellas se estimaron los parámetros del modelo

de regresión cópula mixta con el algoritmo BFGS.

Como se explicó en el Caṕıtulo 5, se propone una distribución propositiva N
p+q+2(¯✓, ¯⌃). Se

realizó un análisis con distribuciones a priori no informativa e informativa como se muestra

a continuación. El código en R utilizado para obtener los resultados referenciados en esta

sección pueden consultarse en el Apéndice C.3.



7.4 Recuperación Bayesiana de los Parámetros 51

7.4.1. Resultados Simulación: A Priori no Informativa

Los resultados están basados en 3400 iteraciones del muestreador independiente Metrópolis-

Hastings basado en una aproximación Laplaciana de la distribución posterior. De acuerdo al

test de tamaño efectivo ó test e↵ectiveSize del paquete coda en R (Plummer, Best, Cowles,

Vines, Sarkar, Bates, Almond & Plummer (2005)), 3400 es un tamaño de muestra suficiente

puesto que es mayor a los propuestos en el test para cada parámetro, los cuales están entre

1552 hasta 2188.

Luego de chequear algunos diagnósticos gráficos del paquete coda para explorar la conver-

gencia de los promedios con el gráfico de la función de distribución acumulada (fda) emṕırica

de la cadena (función cumuplot), el comportamiento convergente ó la tendencia de la cadena

hacia el valor real (función traceplot) y la dependencia entre los estados de los parámetros

en cada iteración mediante el gráfico de autocorrelación (función autocorr), se pudo ob-

servar una buena mezcla en las cadenas de cada parámetro, una fda emṕırica estable y la

autocorrelación alrededor de cero.

Se realizó también un test de convergencia de la cadena de cada parámetro para confirmar

lo observado gráficamente, mediante el test diagnóstico Heidelberger-Welch, indicando que

en cada caso la cadena converge a una distribución estacionaria con un nivel de significancia

de 0.05. Como las cadenas exhiben un buen comportamiento no se descartaron muestras.

La muestra obtenida en la cadena obtuvo una tasa de aceptación de 0.6804002, la cual es

relativamente alta; con otras muestras se obtuvieron tasas de aceptación entre el 0.64 y 0.7.

Se puede observar que la esperanza a posteriori y su respectivo error estándar (tabla 7-6)

para cada parámetro son muy aproximados al valor del EMV obtenido con la información de

todo el portafolio simulado y su respectivo error estándar. Esta es una prueba de la buena

aproximación de la distribución posterior obtenida con el muestreador propuesto en esta

tesis.

De los 69 parámetros considerados en la simulación (parámetros verdaderos) con el modelo de

regresión cópula mixta, sólo 3 no estaban inclúıdos en su respectivo intervalo de confianza

del 95% estimados, mientras que 2 no estuvieron inclúıdos en el respectivo intervalo de

credibilidad.

En la tabla 7-6 (columnas 5 a 8) se muestran los intervalos de confianza del 95% y los

intervalos de credibilidad del 95% y en la tabla A-1, la longitud de cada intervalo de los

parámetros obtenidos con el muestreador con una a priori no informativa. Aunque las lon-

gitudes son similares, se puede observar que las longitudes correspondientes a los intervalos

de credibilidad son ligeramente más estrechos.

Con una distribución a priori no informativa, la pérdida total predicha obtenida con el grupo

de pólizas simuladas que representa la información actual es de 69.360.015 con una desviación

estándar de 619480, su respectivo intervalo de credibilidad del 95% es (68,144,707, 70,588,211)

y la pérdida total del portafolio simulado es de 69.501.372. Se puede notar que la pérdida
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total estimada es muy cercana al verdadero valor y que está contenida en el intervalo de

credibilidad.

7.4.2. Resultados Simulación: A Priori Informativa

De igual manera que con una a priori no informativa, se generó una cadena con 3400 itera-

ciones, el test de tamaño efectivo para cada parámetro propuso un tamaño de muestra entre

1379 y 2000, por tanto 3400 es suficiente para obtener convergencia en la cadena, obteniendo

una tasa de aceptación alta de 0.7115951.

El test Heidelberger-Welch indicó que la muestra de la distribución propositiva proviene de

una distribución estacionaria y gráficamente también se observó un buen comportamiento

convergente de la cadena, este es un resultado coherente con un muestreador con distribución

propositiva independiente, por tanto no se requiere descartar ninguna muestra.

En las tablas 7-7 y 7-8, se muestran los valores de los parámetros simulados y la esperanza

a posteriori para cada parámetro. Se puede observar que al incorporar información se recu-

pera el valor de los parámetros cuando se realizó la estimación con toda la información del

portafolio desde la perspectiva frecuentista, lo cual es útil cuando se quiera mediar entre la

experiencia previa y la actual. Además se puede observar que la longitud del intervalo de

credibilidad con una a priori informativa (tabla A-1) es más estrecho que el intervalo de

confianza estimado con toda la información del portafolio y los intervalos de confianza de la

información actual y previa, mejorando la calidad de los intervalos de credibilidad como era

de esperarse.

Con una distribución a priori informativa la predicción para la pérdida total es de 69.361.558

± 618757, su respectivo intervalo de credibilidad del 95% es (68.120.332, 70.543.144) y la

pérdida total del portafolio (Información actual) es de 69.501.372, aqúı la pérdida total

predicha es muy cercana al verdadero valor y está contenida en el intervalo de credibilidad.
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Parámetros EMV Esperanza Desv. Est. Int. Credib.Inf Int. Credib.sup IC.inf IC.sup
Simulación Portafolio Completo A Posteriori A priori No Info. A priori No Info. EMV EMV

↵1 8.1357 8.0272 8.0272 0.0520 7.9295 8.1310 7.9290 8.1254
↵2 0.0144 0.0477 0.0474 0.0259 -0.0008 0.0990 -0.0040 0.0994
↵3 -0.0132 0.0215 0.0213 0.0243 -0.0265 0.0683 -0.0254 0.0685
↵4 0.0491 0.0611 0.0612 0.0210 0.0214 0.1025 0.0196 0.1023
↵5 0.1520 0.1637 0.1639 0.0199 0.1277 0.2029 0.1242 0.2031
↵6 0.1251 0.1360 0.1369 0.0215 0.0958 0.1785 0.0940 0.1779
↵7 0.1118 0.1163 0.1167 0.0215 0.0762 0.1577 0.0739 0.1587
↵8 0.1646 0.1257 0.1263 0.0293 0.0738 0.1847 0.0662 0.1851
↵9 0.1268 0.1768 0.1767 0.0197 0.1402 0.2158 0.1373 0.2163
↵10 0.0804 0.1157 0.1159 0.0209 0.0733 0.1538 0.0751 0.1562
↵11 0.1656 0.1825 0.1837 0.0229 0.1351 0.2254 0.1362 0.2288
↵12 0.2505 0.2498 0.2508 0.0242 0.2075 0.3048 0.2014 0.2981
↵13 0.2903 0.3066 0.3076 0.0302 0.2498 0.3669 0.2477 0.3653
↵14 0.3961 0.4493 0.4508 0.0439 0.3684 0.5340 0.3632 0.5355
↵15 0.2169 0.2651 0.2653 0.0368 0.1936 0.3357 0.1932 0.3369
↵16 0.2946 0.3136 0.3133 0.0318 0.2525 0.3789 0.2509 0.3762
↵17 0.3560 0.3676 0.3674 0.0335 0.3001 0.4334 0.3018 0.4335
↵18 0.3498 0.3489 0.3501 0.0527 0.2455 0.4528 0.2463 0.4515
↵19 0.0292 0.0336 0.0330 0.0157 0.0049 0.0658 0.0031 0.0641
↵20 0.0297 0.0622 0.0620 0.0188 0.0277 0.1015 0.0261 0.0983
↵21 0.0577 0.0536 0.0531 0.0159 0.0215 0.0819 0.0234 0.0838
↵22 0.0509 0.0551 0.0549 0.0172 0.0223 0.0893 0.0211 0.0890
↵23 -0.0518 0.0031 0.0043 0.0330 -0.0550 0.0701 -0.0623 0.0686
↵24 -0.0744 -0.0179 -0.0178 0.0315 -0.0800 0.0404 -0.0800 0.0442
↵25 -0.0349 -0.0067 -0.0073 0.0314 -0.0707 0.0531 -0.0676 0.0543
↵26 -0.0135 0.0410 0.0403 0.0304 -0.0228 0.0960 -0.0176 0.0995
↵27 -0.0916 -0.0338 -0.0337 0.0291 -0.0918 0.0235 -0.0909 0.0234
↵28 0.0768 0.0581 0.0591 0.0225 0.0163 0.1061 0.0136 0.1025
↵29 0.1078 0.0934 0.0944 0.0210 0.0518 0.1328 0.0528 0.1339
↵30 0.1151 0.1306 0.1309 0.0202 0.0934 0.1721 0.0908 0.1703
↵31 0.1272 0.1271 0.1273 0.0189 0.0909 0.1635 0.0897 0.1644
↵32 0.1814 0.1605 0.1602 0.0195 0.1220 0.1978 0.1228 0.1982
↵33 0.2140 0.2147 0.2143 0.0229 0.1709 0.2593 0.1684 0.2608
�1 -2.2503 -2.4026 -2.4391 0.2606 -2.8891 -1.9056 -2.9173 -1.8879
�2 0.2193 0.1924 0.1960 0.1252 -0.0478 0.4316 -0.0519 0.4368
�3 0.3970 0.3608 0.3622 0.1056 0.1523 0.5665 0.1468 0.5748
�4 0.4931 0.4762 0.4814 0.0969 0.3006 0.6705 0.2858 0.6665
�5 0.4230 0.3899 0.3944 0.0949 0.2076 0.5781 0.2041 0.5758
�6 0.3092 0.1534 0.1578 0.1012 -0.0409 0.3446 -0.0496 0.3564
�7 0.3992 0.4049 0.4090 0.0990 0.2305 0.6077 0.2094 0.6005
�8 -0.1357 -0.3317 -0.3383 0.1752 -0.6773 0.0034 -0.6686 0.0053
�9 -0.1149 -0.1322 -0.1312 0.0708 -0.2739 -0.0015 -0.2728 0.0084
�10 -0.6478 -0.6011 -0.5981 0.0790 -0.7355 -0.4336 -0.7581 -0.4439
�11 -0.6593 -0.5791 -0.5794 0.0974 -0.7558 -0.3800 -0.7698 -0.3884
�12 -0.5707 -0.5867 -0.5866 0.1003 -0.7807 -0.4013 -0.7870 -0.3865
�13 -0.7400 -0.7351 -0.7407 0.1352 -1.0219 -0.4858 -1.0100 -0.4601
�14 -0.8177 -0.8539 -0.8762 0.2369 -1.3439 -0.4289 -1.3067 -0.4010
�15 0.2503 0.2608 0.2771 0.2163 -0.1249 0.6945 -0.1697 0.6913
�16 0.9658 0.9404 0.9628 0.1923 0.6285 1.3761 0.5610 1.3198
�17 0.3459 0.4010 0.4226 0.2015 0.0436 0.8051 0.0049 0.7969
�18 -1.1229 -1.2321 -1.3261 0.5230 -2.3483 -0.3155 -2.2777 -0.1864
�19 -0.0799 -0.0832 -0.0847 0.0622 -0.1989 0.0459 -0.2092 0.0428
�20 -0.3224 -0.4494 -0.4503 0.0891 -0.6350 -0.2841 -0.6223 -0.2764
�21 -0.0295 0.0222 0.0207 0.0597 -0.0886 0.1402 -0.0992 0.1435
�22 -0.1551 -0.2006 -0.2017 0.0723 -0.3387 -0.0574 -0.3478 -0.0530
�23 -0.0878 0.1326 0.1363 0.1481 -0.1521 0.4155 -0.1670 0.4322
�24 -0.1587 0.0406 0.0432 0.1462 -0.2269 0.3238 -0.2490 0.3301
�25 0.0404 0.2291 0.2312 0.1421 -0.0377 0.5183 -0.0504 0.5085
�26 -0.0140 0.2078 0.2133 0.1423 -0.0644 0.4735 -0.0631 0.4787
�27 -0.0535 0.2068 0.2106 0.1371 -0.0412 0.4910 -0.0586 0.4722
�28 -0.1198 -0.1131 -0.1156 0.0998 -0.3228 0.0559 -0.3114 0.0852
�29 -0.0626 -0.0018 -0.0018 0.0902 -0.1731 0.1752 -0.1776 0.1739
�30 -0.0193 -0.0201 -0.0188 0.0886 -0.1891 0.1463 -0.1924 0.1522
�31 0.0420 0.0599 0.0628 0.0809 -0.0894 0.2245 -0.0989 0.2189
�32 0.0367 -0.0081 -0.0083 0.0832 -0.1821 0.1362 -0.1705 0.1542
�33 0.1354 0.2231 0.2235 0.0948 0.0357 0.4009 0.0387 0.4076
�34 0.2960 0.2934 0.2911 0.0499 0.1974 0.3878 0.1931 0.3935
� 0.5905 0.5849 0.5858 0.0092 0.5753 0.5962 0.5745 0.5956
⇢ 0.2500 0.2631 0.2622 0.0127 0.2413 0.2862 0.2390 0.2869

Tabla 7-6.: Intervalos de confianza e intervalos de credibilidad del 95% con una a priori no
informativa.
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Parámetros EMV IC.inf IC.sup EMV IC.inf IC.sup Int.Credib.inf Int.Credib.sup
Simulación Info.Previa Info.Previa Info.Previa Info.Actual Info.Actual Info.Actual A Priori Informativa A Priori Informativa

↵1 8.1357 8.0684 7.9229 8.2139 7.9960 7.8630 8.1289 7.9270 8.1225
↵2 0.0144 0.0738 -0.0019 0.1494 0.0245 -0.0465 0.0956 0.0004 0.1004
↵3 -0.0132 0.0144 -0.0559 0.0847 0.0231 -0.0402 0.0863 -0.0264 0.0671
↵4 0.0491 0.0568 -0.0050 0.1187 0.0611 0.0051 0.1171 0.0229 0.1042
↵5 0.1520 0.1718 0.1131 0.2304 0.1562 0.1029 0.2096 0.1247 0.2026
↵6 0.1251 0.1491 0.0870 0.2111 0.1232 0.0661 0.1803 0.0901 0.1735
↵7 0.1118 0.1113 0.0485 0.1740 0.1185 0.0611 0.1759 0.0724 0.1568
↵8 0.1646 0.1658 0.0788 0.2529 0.0882 0.0066 0.1698 0.0609 0.1827
↵9 0.1268 0.1843 0.1259 0.2427 0.1697 0.1161 0.2232 0.1351 0.2151
↵10 0.0804 0.0933 0.0332 0.1533 0.1334 0.0785 0.1883 0.0751 0.1572
↵11 0.1656 0.1532 0.0844 0.2220 0.2053 0.1427 0.2680 0.1423 0.2325
↵12 0.2505 0.2633 0.1919 0.3347 0.2390 0.1733 0.3047 0.1971 0.2953
↵13 0.2903 0.3457 0.2585 0.4329 0.2734 0.1936 0.3531 0.2468 0.3653
↵14 0.3961 0.4058 0.2799 0.5316 0.4823 0.3641 0.6005 0.3588 0.5316
↵15 0.2169 0.2657 0.1581 0.3732 0.2604 0.1636 0.3571 0.1890 0.3311
↵16 0.2946 0.3038 0.2098 0.3977 0.3186 0.2344 0.4028 0.2500 0.3728
↵17 0.3560 0.3573 0.2588 0.4558 0.3725 0.2839 0.4612 0.3030 0.4305
↵18 0.3498 0.3158 0.1621 0.4695 0.3727 0.2347 0.5107 0.2421 0.4409
↵19 0.0292 0.0555 0.0100 0.1009 0.0160 -0.0252 0.0572 0.0031 0.0661
↵20 0.0297 0.0869 0.0328 0.1410 0.0449 -0.0037 0.0934 0.0255 0.0961
↵21 0.0577 0.0762 0.0312 0.1212 0.0365 -0.0044 0.0773 0.0229 0.0826
↵22 0.0509 0.0576 0.0070 0.1083 0.0539 0.0080 0.0997 0.0261 0.0954
↵23 -0.0518 -0.0677 -0.1650 0.0297 0.0617 -0.0268 0.1502 -0.0616 0.0694
↵24 -0.0744 -0.0821 -0.1746 0.0104 0.0357 -0.0482 0.1195 -0.0790 0.0417
↵25 -0.0349 -0.0716 -0.1627 0.0196 0.0473 -0.0346 0.1292 -0.0681 0.0563
↵26 -0.0135 0.0019 -0.0857 0.0895 0.0737 -0.0051 0.1525 -0.0152 0.1007
↵27 -0.0916 -0.0975 -0.1828 -0.0122 0.0194 -0.0575 0.0963 -0.0872 0.0273
↵28 0.0768 0.0658 -0.0002 0.1318 0.0515 -0.0086 0.1117 0.0148 0.1010
↵29 0.1078 0.1002 0.0396 0.1608 0.0878 0.0331 0.1425 0.0543 0.1329
↵30 0.1151 0.1317 0.0722 0.1912 0.1310 0.0776 0.1844 0.0901 0.1682
↵31 0.1272 0.1236 0.0675 0.1796 0.1294 0.0793 0.1795 0.0938 0.1678
↵32 0.1814 0.1788 0.1222 0.2354 0.1460 0.0954 0.1966 0.1239 0.1971
↵33 0.2140 0.2176 0.1490 0.2861 0.2150 0.1524 0.2776 0.1664 0.2580
�1 -2.2503 -2.1723 -2.9090 -1.4356 -2.5961 -3.3191 -1.8732 -2.9311 -1.9457
�2 0.2193 0.0550 -0.3107 0.4206 0.2971 -0.0321 0.6262 -0.0583 0.4224
�3 0.3970 0.3968 0.0869 0.7067 0.3183 0.0220 0.6147 0.1634 0.5593
�4 0.4931 0.3822 0.0994 0.6650 0.5478 0.2897 0.8059 0.2948 0.6712
�5 0.4230 0.3137 0.0385 0.5889 0.4461 0.1936 0.6986 0.2037 0.5631
�6 0.3092 0.1252 -0.1725 0.4228 0.1777 -0.1001 0.4554 -0.0444 0.3426
�7 0.3992 0.3942 0.1078 0.6805 0.4119 0.1441 0.6798 0.2082 0.5937
�8 -0.1357 -0.5632 -1.1006 -0.0259 -0.1631 -0.5984 0.2722 -0.6580 -0.0028
�9 -0.1149 -0.1063 -0.3176 0.1049 -0.1495 -0.3380 0.0391 -0.2739 0.0108
�10 -0.6478 -0.6541 -0.8940 -0.4141 -0.5688 -0.7769 -0.3607 -0.7515 -0.4340
�11 -0.6593 -0.5902 -0.8797 -0.3008 -0.5646 -0.8185 -0.3106 -0.7738 -0.3931
�12 -0.5707 -0.5419 -0.8360 -0.2478 -0.6262 -0.9003 -0.3522 -0.7615 -0.3629
�13 -0.7400 -0.6854 -1.0904 -0.2805 -0.7841 -1.1592 -0.4089 -1.0173 -0.4839
�14 -0.8177 -0.8423 -1.5245 -0.1602 -0.8583 -1.4654 -0.2513 -1.3005 -0.4186
�15 0.2503 0.2601 -0.3372 0.8573 0.2428 -0.3789 0.8646 -0.1254 0.7187
�16 0.9658 0.7804 0.2516 1.3091 1.0844 0.5389 1.6299 0.5933 1.3174
�17 0.3459 0.2195 -0.3365 0.7756 0.5661 0.0000 1.1321 0.0264 0.7971
�18 -1.1229 -2.0385 -4.1573 0.0803 -0.7831 -2.0168 0.4507 -2.3127 -0.2002
�19 -0.0799 -0.1310 -0.3215 0.0595 -0.0471 -0.2152 0.1210 -0.2107 0.0344
�20 -0.3224 -0.5569 -0.8259 -0.2878 -0.3698 -0.5960 -0.1436 -0.6224 -0.2710
�21 -0.0295 0.0438 -0.1356 0.2233 -0.0014 -0.1666 0.1639 -0.0978 0.1385
�22 -0.1551 -0.2759 -0.5014 -0.0505 -0.1413 -0.3360 0.0534 -0.3530 -0.0659
�23 -0.0878 0.0978 -0.3502 0.5457 0.1508 -0.2529 0.5545 -0.1408 0.4542
�24 -0.1587 0.0838 -0.3471 0.5146 -0.0112 -0.4034 0.3810 -0.2167 0.3493
�25 0.0404 0.1480 -0.2741 0.5701 0.2830 -0.0903 0.6563 -0.0502 0.4924
�26 -0.0140 0.1131 -0.2967 0.5228 0.2673 -0.0945 0.6292 -0.0277 0.4985
�27 -0.0535 0.1963 -0.2030 0.5956 0.2128 -0.1429 0.5685 -0.0472 0.4757
�28 -0.1198 -0.1982 -0.5080 0.1116 -0.0442 -0.3029 0.2145 -0.3110 0.0886
�29 -0.0626 -0.0109 -0.2803 0.2585 0.0098 -0.2226 0.2422 -0.1649 0.1844
�30 -0.0193 -0.0147 -0.2767 0.2473 -0.0239 -0.2529 0.2051 -0.1959 0.1547
�31 0.0420 0.1100 -0.1312 0.3513 0.0239 -0.1875 0.2354 -0.0963 0.2106
�32 0.0367 0.1067 -0.1360 0.3495 -0.1001 -0.3194 0.1192 -0.1638 0.1596
�33 0.1354 0.1554 -0.1278 0.4386 0.2757 0.0323 0.5190 0.0306 0.4123
�34 0.2960 0.2955 0.1459 0.4451 0.2910 0.1559 0.4262 0.1941 0.3985
� 0.5905 0.5815 0.5661 0.5974 0.5865 0.5725 0.6009 0.5752 0.5952
⇢ 0.2500 0.2757 0.2396 0.3110 0.2535 0.2208 0.2855 0.2381 0.2852

Tabla 7-7.: Intervalos de confianza e intervalos de credibilidad del 95% con una a priori
informativa.
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EMV EAP Desv. Est.
↵1 8.0272 8.0258 0.0499
↵2 0.0477 0.0477 0.0264
↵3 0.0215 0.0220 0.0239
↵4 0.0611 0.0616 0.0211
↵5 0.1637 0.1640 0.0201
↵6 0.1360 0.1363 0.0212
↵7 0.1163 0.1163 0.0214
↵8 0.1257 0.1252 0.0316
↵9 0.1768 0.1769 0.0202
↵10 0.1157 0.1156 0.0207
↵11 0.1825 0.1825 0.0230
↵12 0.2498 0.2495 0.0251
↵13 0.3066 0.3069 0.0302
↵14 0.4493 0.4507 0.0439
↵15 0.2651 0.2649 0.0358
↵16 0.3136 0.3133 0.0313
↵17 0.3676 0.3669 0.0331
↵18 0.3489 0.3487 0.0512
↵19 0.0336 0.0337 0.0164
↵20 0.0622 0.0628 0.0183
↵21 0.0536 0.0542 0.0155
↵22 0.0551 0.0554 0.0175
↵23 0.0031 0.0038 0.0337
↵24 -0.0179 -0.0163 0.0313
↵25 -0.0067 -0.0056 0.0315
↵26 0.0410 0.0422 0.0306
↵27 -0.0338 -0.0326 0.0291
↵28 0.0581 0.0579 0.0221
↵29 0.0934 0.0933 0.0205
↵30 0.1306 0.1311 0.0206
↵31 0.1271 0.1274 0.0187
↵32 0.1605 0.1604 0.0191
↵33 0.2147 0.2147 0.0237
� 0.5849 0.5851 0.0089
⇢ 0.2632 0.2629 0.0133

EMV EAP Desv. Est.
�1 -2.4026 -2.4211 0.2523
�2 0.1924 0.1917 0.1213
�3 0.3608 0.3607 0.1049
�4 0.4762 0.4745 0.0964
�5 0.3899 0.3900 0.0928
�6 0.1534 0.1510 0.1004
�7 0.4049 0.4059 0.0978
�8 -0.3317 -0.3270 0.1709
�9 -0.1322 -0.1260 0.0735
�10 -0.6011 -0.5982 0.0811
�11 -0.5791 -0.5746 0.0983
�12 -0.5867 -0.5831 0.1030
�13 -0.7351 -0.7397 0.1379
�14 -0.8539 -0.8637 0.2303
�15 0.2608 0.2688 0.2133
�16 0.9404 0.9479 0.1894
�17 0.4010 0.4053 0.1997
�18 -1.2321 -1.2192 0.5558
�19 -0.0832 -0.0820 0.0637
�20 -0.4494 -0.4487 0.0904
�21 0.0222 0.0235 0.0612
�22 -0.2006 -0.2042 0.0749
�23 0.1326 0.1372 0.1536
�24 0.0406 0.0454 0.1442
�25 0.2291 0.2331 0.1399
�26 0.2078 0.2127 0.1351
�27 0.2068 0.2113 0.1339
�28 -0.1131 -0.1096 0.1042
�29 -0.0018 -0.0053 0.0906
�30 -0.0201 -0.0190 0.0903
�31 0.0599 0.0597 0.0801
�32 -0.0081 -0.0079 0.0841
�33 0.2231 0.2229 0.0988
�34 0.2934 0.2947 0.0522

Tabla 7-8.: Esperanza a posteriori (EAP) con una a priori informativa.
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8.1. Bases de Datos

El portafolio de seguros de automóviles analizado en este caṕıtulo fue tomado de la base

de datos brvehins1 del paquete CASdatasets de R (Dutang, Charpentier & Dutang (2015)).

Esta base de datos está basada en la información proporcionada por AUTOSEG (Sistema de

Estad́ıstica de Automóviles), la cual puede ser consultada en la página www2.susep.gov.br/

menuestatistica/Autoseg.

El portafolio está conformado por toda la producción para el año 2011, es decir, tanto pólizas

que presentaron reclamaciones como aquellas que no. Cada registro corresponde a una póliza

con caracteŕısticas de riesgo asociadas como son: el año del veh́ıculo, la marca y ĺınea, la edad

del conductor, el género del conductor y la ciudad de circulación. La información relacionada

con la reclamación también fue proporcionada: la exposición, la suma asegurada promedio,

el pago por reclamación 1, el número de reclamaciones y el tipo de cobertura: pérdida total

por daños, pérdida parcial por daños, pérdida total por hurto, pérdida por incendio y otras

garant́ıas .

En esta tesis se analizaron únicamente las pólizas que presentaron al menos una reclamación

por pérdida parcial por daños y cuyo tipo de veh́ıculo son automóviles populares. En Brasil,

los automóviles populares son: Celta 1.0 (Chevrolet), Corsa 1.0 (Chevrolet), Prisma 1.0

(Chevrolet), Uno 1.0 (Fiat), Palio 1.0 (Fiat), Gol 1. (Volkswagen), Fox 1.0 (Volkswagen),

Fiesta 1.0 (Ford), y Ka 1.0 (Ford). Estos veh́ıculos se caracterizan por tener una potencia

de 1000cc (cilindraje) y una estructura interna más simple, por lo que su precio se hace

más accesible a la mayoŕıa de los consumidores. En cuanto a la ciudad de circulación, se

considerarán únicamente los estados Sao Paulo, Santa Catarina, Paraná, Rio de Janeiro y

Rio Grande do Sul. Estos estados contienen al menos 70 millones de habitantes (alrededor

del 36% de la población brasileña) y además constituyen una de las regiones más ricas del

páıs, aproximadamente el 60% del producto interno bruto brasileño (Charpentier (2014),

página 226).

En la tabla 8-1 se encuentran los percentiles del número de reclamaciones y el pago por

reclamaciones observados en el portafolio conformado por 29618 pólizas que cumplen con

las caracteŕısticas anteriormente mencionadas. En la figura B-1 se puede observar que la

1
Reales brasileños (BRL)



8.2 Estimación Máximo Verośımil y Estimación Bayesiana con una a Priori no
Informativa 57

distribución emṕırica de los pagos por reclamaciones exhiben un alto sesgo positivo y un

comportamiento leptocúrtico.

Min 20% 40% 60% 80% Max
Número de reclamaciones 1 1 1 2 3 10
Pago por reclamaciones 200 1444.4 2651 4369 7765 24996

Tabla 8-1.: Estad́ısticas de resumen del número de reclamaciones y el pago por reclamacio-
nes

El portafolio de seguros de automóviles conformado por 29618 pólizas fue dividido en 2 partes

aleatoriamente. El primer grupo está conformado por 17000 pólizas; este grupo representa

la información actual, con la cual se realizó la estimación de los parámetros del respectivo

modelo de regresión cópula mixta. El segundo grupo está conformado por 12618 pólizas.

Este segundo grupo fue utilizado para representar la información previa en la estimación

Bayesiana. Adicionalmente, con esta información se analizó el poder predictivo del modelo.

Un análisis inicial de los modelos marginales Gamma, Weibull y Lognormal mostró que la

distribución Lognormal no ajustaba bien a los datos de pagos por reclamaciones. Por tanto

no se consideró como un modelo factible. En lo que sigue solamente se consideraron los

modelos Gamma y Weibull.

8.2. Estimación Máximo Verośımil y Estimación

Bayesiana con una a Priori no Informativa

Para los modelos de regresión cópula mixta con diferentes clases de cópulas: Gaussiana,

Clayton y Frank y marginales Gamma-ZTP y Weibull-ZTP, se obtuvieron los EMV y la

matriz de covarianzas estimada de los parámetros del modelo con el algoritmo BFGS. El

test KKT indicó para cada caso que la matriz Hessiana es definida positiva y el gradiente

es cercano a cero. Téngase en cuenta que el algoritmo BFGS está diseñado para encontrar

mı́nimos globales. Para obtener el máximo global de la log verosimilitud se le cambió el

signo antes de entrar al procedimiento de optimización. Las estimaciones anteriores fueron

necesarias para realizar la estimación Bayesiana mediante la aproximación de Laplace de la

distribución a posteriori de los parámetros.

Para la estimación Bayesiana de cada modelo se generó una muestra de tamaño 3400 de

la distribución a posteriori de los parámetros. Este tamaño fue suficiente según el test de

tamaño efectivo, el cual indicó tamaños de muestra menores a 3400 para cada parámetro del

respectivo modelo. La muestra obtenida en cada caso tuvo un comportamiento convergente

según los gráficos diagnósticos y el test Heidelberger-Welch, el cual no rechazó la hipótesis

nula de que los valores generados por la distribución a posteriori convergen a una distribución

estacionaria. Se obtuvo una tasa de aceptación de alrededor del 80% en cada caso.
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En las columnas 1 y 2 de las tablas A-8 a A-10 y 8-4 a 8-6, se encuentran las EMV y

las desviaciones estándar de los parámetros de los modelos cópula Gaussiana y marginales

Gamma-ZTP y Weibull-ZTP, los cuales obtuvieron los valores más bajos en los criterios

AIC, BIC y DIC como se muestra en la siguiente sección.

En las tablas A-2 a A-7, se puede observar que tanto en el modelo con una cópula Gaus-

siana y marginales Gamma-ZTP como en el modelo con una cópula Gaussiana y marginales

Weibull-ZTP, la longitud del intervalo de credibilidad del 95% con una a priori no informa-

tiva es ligeramente menor (tabla A-2 a A-7) que la longitud del intervalo de confianza del

95% e incluye las EMV de los parámetros. Por esta razón, se puede decir que existe una

mayor precisión con el algoritmo Bayesiano propuesto que con el enfoque frecuentista. El

valor de la EAP como era de esperarse con una a priori no informativa se aproxima a los

valores de las EMV (tablas A-8 a A-10 y 8-4 a 8-6).

8.3. Selección de Modelos y Bondad de Ajuste

En las tablas 8-2 y 8-3 se puede observar que los modelos con una cópula Gaussiana y mar-

ginales Weibull-ZTP y Gamma-ZTP obtuvieron el menor valor AIC, BIC y DIC comparado

con los modelos con cópulas Clayton y Frank.

Por otro lado, no se presentó mucha diferencia en los valores de los criterios de información

entre los modelos con cópula Gaussiana con marginales Gamma-ZTP y Weibull-ZTP. Esto

nos condujo a seleccionar a estos dos modelos como factibles. Luego se procedió a realizar el

test de bondad de ajuste presentado en el caṕıtulo 6. Para el modelo Gamma-ZTP se obtuvo

el valor t
!

= 0.475200 y para el modelo Weibull-ZTP se obtuvo el valor t
!

= 0.383300. Estos

valores indican que ambos modelos ajustan bien a los datos.

8.4. Predicción de la Pérdida Total del Portafolio

Con los dos modelos factibles se obtuvo una predicción de la pérdida total cercana a la pérdida

observada, la cual fue de 85.613.875 BRL (65856 millones COP). En el modelo con cópula

Gaussiana y marginales Weibull-ZTP se obtuvo una predicción un poco más conservadora,

en el sentido de que es mayor en un 0.46% (excede en 381.849 BRL equivalente a 293.8

millones COP) respecto a la pérdida observada.

En el modelo con cópula Gaussiana y marginales Gamma-ZTP la pérdida total fue subesti-

mada en un 0.76% (658.765 BRL equivalente a 506.7 millones COP) respecto a la observada.

De acuerdo a lo anterior, el modelo con marginales Weibull-ZTP es un poco mejor que el

modelo con marginales Gamma-ZTP.

Adicionalmente, los intervalos de credibilidad de ambos modelos contienen la pérdida total

observada, mostrando buenos resultados en ambos casos. Con las cópulas Clayton y Frank,
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se pudo observar que los respectivos valores de ⌧ fueron un poco mayores a los de la cópula

Gaussiana. Las predicciones de la pérdida total obtenidas usando las cópulas Arquimedia-

nas fueron mayores a la pérdida total observada, y sus diferencias están entre 7.087.341 y

11.550.720 BRL (entre 5451 y 8885 millones COP), además los intervalos de credibilidad no

recubrieron la pérdida total observada. Este resultado confirma que la cópula Gaussiana es

más adecuada para el problema estudiado con estos datos.

Clase de Predicción Desv. ICred.inf ICred.sup ⌧ AIC BIC DIC
Cópula Pérdida Total Est. del 95% del 95%

Gaussiana 84.955.110 724.823 83.606.801 86.431.083 0.462 360.391 359.843 360.398
Clayton 96.569.348 887.755 94.818.719 98.283.407 0.520 361.962 361.414 361.969
Frank 92.701.216 800.090 91.096.891 94.246.116 0.513 360.900 360.370 360.890

Tabla 8-2.: Predicción e intervalos de credibilidad del 95% con una a priori no informativa
para la pérdida total del portafolio: marginales Gamma y ZTP.

Clase de Predicción Desv. ICred.inf ICred.sup ⌧ AIC BIC DIC
Cópula Pérdida Total Est. del 95% del 95%

Gaussiana 85.995.724 739.155 84.565.748 87.510.101 0.466 360.793 360.249 360.797
Clayton 97.164.595 875.158 95.508.521 98.898.191 0.530 362.221 361.683 362.220
Frank 93.204.990 792.629 91.655.557 94.726.985 0.517 361.244 360.709 361.239

Tabla 8-3.: Predicción e intervalos de credibilidad del 95% con una a priori no informativa
de la pérdida total del portafolio: marginales Weibull y ZTP.

8.5. Incorporación de Información a Priori

Aqúı se obtuvieron las EMV y la matriz de covarianzas estimada de los parámetros del

modelo incorporando la información previa y usando los modelos con cópula Gaussiana y

con marginales Gamma-ZTP y Weibull-ZTP.

Se confirmó que al incorporar información previa se obtienen estimaciones EAP muy similares

a las EMV cuando se usa la información del portafolio completo en la estimación máximo

verośımil. Esto también se observó con los intervalos de confianza (tablas A-11 a A-13 y

8-7 a 8-9). La longitud de los intervalos de credibilidad con una a priori no informativa

es ligeramente menor a la longitud del intervalo de confianza obtenido con la información

actual, sin embargo la longitud el intervalo de credibilidad con una a priori informativa es

mucho menor que la longitud del intervalo de credibilidad con una a priori no informativa

(tablas A-2 a A-7).
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8.6. Predicción e Intervalos de Credibilidad del 95% de

la Pérdida Total del Portafolio con una a Priori

Informativa

Se pudo observar que al incorporar información previa, la predicción de la pérdida total fue

más baja comparada con el modelo sin información previa. Esto implicó un desmejoramiento

en la predicción con el modelo Gamma y un mejoramiento con el modelo Weibull. Los

intervalos de credibilidad para la pérdida total se vuelven más estrechos comparados con el

modelo con una a priori no informativa.

Supongamos que T
predic

representa la predicción de la pérdida total y que ICr95% representa

el respectivo intervalo de credibilidad del 95%. Para el modelo con una cópula Gaussiana y

marginales Gamma-ZTP se obtuvo que

T

predic

= 84.764.166 ± 644.961, ICr95%=[83.516.352, 86.027.283].

Para el modelo con una cópula Gaussiana y marginales Weibull-ZTP se obtuvo que

T

predic

= 85.768.354 ± 638.217, ICr95%=[84.532.114, 87.017.931]

8.7. Predicción de la Pérdida Total usando el Poder

Predictivo del Modelo

Se realizó la predicción de la pérdida total para el grupo de pólizas que no fueron consideradas

en el proceso de estimación. El valor observado de esta pérdida fue de 63.046.790. Para el

modelo con una cópula Gaussiana y marginales Gamma-ZTP sin información a priori se

obtuvo que

T

predic

= 62.954.275 ± 591.369, ICr95%=[61.805.714, 64.141.017].

Para el modelo con una cópula Gaussiana y marginales Weibull-ZTP se obtuvo que

T

predic

= 63.721.427 ± 588.070, ICr95%=[62.577.265, 64.876.039]

Estos resultados muestran que al usar estrictamente el poder predictivo de los modelos con

una a priori no informativa con la distribución Gamma se obtuvo una subestimación del

0.15%, mientras que con la distribución Weibull se obtuvo una sobreestimación del 1%.

De donde se concluye que ambos modelos permiten hacer buenas predicciones reales de la

pérdida total.
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EMV Desv. Est. IC.inf IC.sup EAP Desv. Est. ICred.inf ICred.sup
Inf.Actual Info.Actual Info.Actual Info.Actual

Intercepto 8.2921 0.0276 8.2380 8.3461 8.2922 0.0279 8.2377 8.3475
Maculino 0.0307 0.0114 0.0085 0.0530 0.0305 0.0114 0.0083 0.0524

Edad 26 35 0.1392 0.0211 0.0978 0.1805 0.1381 0.0215 0.0961 0.1798
Edad 36 45 0.2646 0.0209 0.2237 0.3055 0.2636 0.0211 0.2214 0.3027
Edad 46 55 0.1100 0.0212 0.0683 0.1516 0.1089 0.0216 0.0691 0.1539
Edad > 55 0.0938 0.0215 0.0517 0.1360 0.0928 0.0217 0.0532 0.1382

Año.Veh́ıculo 2008 2009 0.1824 0.0161 0.1508 0.2140 0.1828 0.0163 0.1513 0.2136
Año.Veh́ıculo 2010 2011 0.1263 0.0177 0.0917 0.1610 0.1266 0.0179 0.0909 0.1595

Año.Veh́ıculo < 2004 -0.1094 0.0152 -0.1391 -0.0796 -0.1094 0.0157 -0.1408 -0.0792
Fiesta 1.0 0.0331 0.0230 -0.0119 0.0781 0.0339 0.0230 -0.0083 0.0804

Chevrolet Celta 1.0 -0.0955 0.0202 -0.1351 -0.0559 -0.0955 0.0205 -0.1350 -0.0558
Chevrolet Corsa 1.0 -0.0868 0.0196 -0.1253 -0.0483 -0.0869 0.0193 -0.1253 -0.0490

Chevrolet Prisma -0.0772 0.0333 -0.1424 -0.0120 -0.0775 0.0337 -0.1430 -0.0129
Volkswagen Fox 1.0 -0.0382 0.0261 -0.0893 0.0129 -0.0379 0.0262 -0.0882 0.0122
Volkswagen Gol 1.0 0.0498 0.0190 0.0126 0.0871 0.0497 0.0194 0.0116 0.0857

Paraná 0.0542 0.0209 0.0132 0.0952 0.0551 0.0208 0.0140 0.0946
Rio Grande do Sul 0.0535 0.0229 0.0087 0.0984 0.0544 0.0221 0.0130 0.0988

Rio de Janeiro 0.0857 0.0219 0.0427 0.1287 0.0869 0.0223 0.0434 0.1295
Santa Catarina -0.0541 0.0227 -0.0987 -0.0096 -0.0534 0.0221 -0.0973 -0.0109

Sao Paulo 0.1646 0.0171 0.1312 0.1981 0.1656 0.0171 0.1341 0.2004
� 1.3124 0.0049 1.3029 1.3220 1.3114 0.0051 1.2980 1.3240

Tabla 8-4.: Intervalos de confianza e intervalos de credibilidad del 95% para ↵ y � con una
a priori no informativa: cópula Gaussiana y marginales Weibull y ZTP.

EMV Desv. Est. IC.inf IC.sup EAP Desv. Est. ICred.inf ICred.sup
Inf.Actual Info.Actual Info.Actual Info.Actual

Intercepto -0.1673 0.0378 -0.2414 -0.0932 -0.1680 0.0382 -0.2432 -0.0938
Masculino -0.0350 0.0138 -0.0620 -0.0079 -0.0352 0.0137 -0.0621 -0.0092

Edad 26 35 0.4266 0.0303 0.3673 0.4859 0.4254 0.0303 0.3678 0.4836
Edad 36 45 0.7060 0.0291 0.6491 0.7630 0.7049 0.0291 0.6476 0.7590
Edad 46 55 0.3892 0.0306 0.3293 0.4491 0.3877 0.0302 0.3317 0.4481
Edad > 55 0.3622 0.0311 0.3012 0.4231 0.3605 0.0313 0.2999 0.4211

Año.Veh́ıculo 2008 2009 0.3507 0.0191 0.3134 0.3881 0.3511 0.0190 0.3143 0.3882
Año.Veh́ıculo 2010 2011 0.3465 0.0208 0.3058 0.3873 0.3468 0.0207 0.3073 0.3867

Año.Veh́ıculo < 2004 -0.2099 0.0206 -0.2502 -0.1695 -0.2099 0.0212 -0.2482 -0.1673
Fiat Uno 1.0 -0.1447 0.0272 -0.1981 -0.0914 -0.1439 0.0273 -0.1951 -0.0897

Ford Fiesta 1.0 -0.0456 0.0287 -0.1018 0.0106 -0.0451 0.0287 -0.1016 0.0108
Ford Ka 1.0 0.0935 0.0320 0.0307 0.1563 0.0941 0.0315 0.0313 0.1545

Chevrolet Celta 1.0 0.0398 0.0242 -0.0077 0.0873 0.0396 0.0242 -0.0078 0.0849
Chevrolet Corsa 1.0 0.0356 0.0245 -0.0124 0.0836 0.0360 0.0243 -0.0154 0.0790

Chevrolet Prisma 0.0429 0.0365 -0.0285 0.1144 0.0421 0.0370 -0.0245 0.1170
Volkswagen Fox 1.0 -0.0446 0.0310 -0.1054 0.0161 -0.0442 0.0311 -0.1052 0.0141
Volkswagen Gol 1.0 0.0806 0.0232 0.0351 0.1261 0.0810 0.0231 0.0359 0.1252

Paraná -0.0053 0.0259 -0.0561 0.0455 -0.0040 0.0257 -0.0518 0.0464
Rio Grande do Sul -0.1718 0.0303 -0.2311 -0.1124 -0.1714 0.0308 -0.2331 -0.1132

Rio de Janeiro -0.0516 0.0280 -0.1065 0.0033 -0.0503 0.0281 -0.1064 0.0017
Santa Catarina -0.3191 0.0319 -0.3817 -0.2565 -0.3180 0.0321 -0.3802 -0.2556

Sao Paulo 0.2516 0.0205 0.2114 0.2918 0.2531 0.0205 0.2150 0.2947

Tabla 8-5.: Intervalos de confianza e intervalos de credibilidad del 95% para � con una a
priori no informativa: cópula Gaussiana y marginales Weibull y ZTP.

EMV Desv. Est. IC.inf IC.sup EAP Desv. Est. ICred.inf ICred.sup
Inf.Actual Info.Actual Info.Actual Info.Actual

⇢ 0.6690 0.0072 0.6549 0.6830 0.6688 0.0071 0.6612 0.6766

Tabla 8-6.: Intervalos de confianza e intervalos de credibilidad del 95% para ⇢ con una a
priori no informativa: cópula Gaussiana y marginales Weibull y ZTP.
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EMV EMV Desv. IC.inf IC.sup EAP Desv. ICred.inf ICred.sup
Inf.Previa Portaf.Comp Est. Portaf.Comp Portaf.Comp Est.

Intercepto 8.3363 8.3122 0.0208 8.2714 8.3531 8.3121 0.0201 8.2727 8.3518
Masculino 0.0406 0.0352 0.0086 0.0184 0.0520 0.0352 0.0085 0.0189 0.0520

Edad 26 35 0.1292 0.1357 0.0160 0.1044 0.1670 0.1358 0.0160 0.1057 0.1675
Edad 36 45 0.1959 0.2369 0.0159 0.2058 0.2680 0.2367 0.0158 0.2074 0.2679
Edad 46 55 0.0677 0.0921 0.0161 0.0606 0.1236 0.0923 0.0160 0.0615 0.1240
Edad > 55 0.0379 0.0704 0.0163 0.0385 0.1024 0.0706 0.0167 0.0382 0.1034

Año.Veh́ıculo 2008 2009 0.1337 0.1610 0.0122 0.1372 0.1849 0.1608 0.0121 0.1378 0.1846
Año.Veh́ıculo 2010 2011 0.0522 0.0952 0.0135 0.0688 0.1216 0.0948 0.0137 0.0662 0.1201

Año.Veh́ıculo < 2004 -0.1460 -0.1272 0.0115 -0.1497 -0.1047 -0.1274 0.0116 -0.1502 -0.1049
Fiat Uno 1.0 -0.1736 -0.1423 0.0164 -0.1744 -0.1102 -0.1429 0.0157 -0.1722 -0.1121

Ford Fiesta 1.0 0.0261 0.0300 0.0173 -0.0040 0.0639 0.0301 0.0172 -0.0048 0.0618
Ford Ka 1.0 0.0395 -0.0473 0.0210 -0.0885 -0.0061 -0.0484 0.0211 -0.0879 -0.0082

Chevrolet Corsa 1.0 -0.0928 -0.0891 0.0148 -0.1182 -0.0601 -0.0887 0.0144 -0.1151 -0.0591
Chevrolet Prisma -0.0328 -0.0599 0.0248 -0.1086 -0.0112 -0.0592 0.0242 -0.1035 -0.0110

Volkswagen Fox 1.0 -0.0448 -0.0422 0.0197 -0.0809 -0.0036 -0.0414 0.0194 -0.0792 -0.0043
Volkswagen Gol 1.0 0.0314 0.0413 0.0145 0.0129 0.0696 0.0414 0.0141 0.0122 0.0680

Paraná 0.0657 0.0581 0.0158 0.0272 0.0890 0.0580 0.0159 0.0270 0.0882
Rio Grande do Sul 0.0798 0.1070 0.0166 0.0745 0.1394 0.0640 0.0169 0.0320 0.0983

Rio de Janeiro 0.1354 0.0637 0.0173 0.0298 0.0977 0.1076 0.0164 0.0780 0.1416
Santa Catarina -0.0076 -0.0356 0.0171 -0.0691 -0.0020 -0.0354 0.0173 -0.0692 -0.0025

Sao Paulo 0.1797 0.1701 0.0129 0.1449 0.1953 0.1703 0.0126 0.1463 0.1943
� 1.3238 1.3162 0.0037 1.3090 1.3235 1.3165 0.0037 1.3066 1.3255

Tabla 8-7.: Intervalos de confianza e intervalos de credibilidad del 95% para ↵ y � con una
a priori informativa: cópula Gaussiana y marginales Weibull y ZTP

EMV EMV Desv. IC.inf IC.sup EAP Desv. ICred.inf ICred.sup
Inf.Previa Portaf.Comp Est. Portaf.Comp Portaf.Comp Est.

Intercepto -0.0499 -0.1163 0.0284 -0.1721 -0.0606 -0.1170 0.0282 -0.1705 -0.0604
Masculino -0.0375 -0.0354 0.0105 -0.0559 -0.0149 -0.0353 0.0102 -0.0552 -0.0162

Edad 26 35 0.3924 0.4121 0.0227 0.3676 0.4566 0.4125 0.0229 0.3668 0.4556
Edad 36 45 0.6491 0.6825 0.0218 0.6397 0.7253 0.6828 0.0222 0.6375 0.7247
Edad 46 55 0.2704 0.3383 0.0230 0.2932 0.3835 0.3394 0.0236 0.2934 0.3853

Edad 55 0.2475 0.3133 0.0235 0.2673 0.3593 0.3139 0.0238 0.2674 0.3589
Edad 2009 0.3257 0.3391 0.0144 0.3108 0.3673 0.3388 0.0143 0.3106 0.3665

Año.veh́ıculo 2010 2011 0.2713 0.3144 0.0159 0.2832 0.3456 0.3147 0.0162 0.2816 0.3446
Año.veh́ıculo 2004 -0.1891 -0.2030 0.0156 -0.2335 -0.1725 -0.2032 0.0159 -0.2337 -0.1720

Fiat Uno 1.0 -0.2293 -0.1801 0.0211 -0.2214 -0.1387 -0.1801 0.0213 -0.2186 -0.1366
Ford Fiesta 1.0 -0.0701 -0.0557 0.0218 -0.0985 -0.0130 -0.0553 0.0218 -0.0974 -0.0135

Ford Ka 1.0 0.1892 0.1342 0.0242 0.0867 0.1817 0.1341 0.0239 0.0854 0.1783
Chevrolet Celta 1.0 0.0477 0.0429 0.0183 0.0070 0.0789 0.0430 0.0180 0.0086 0.0788
Chevrolet Corsa 1.0 -0.0206 0.0120 0.0186 -0.0245 0.0485 0.0122 0.0187 -0.0223 0.0496

Chevrolet Prisma 0.0949 0.0650 0.0270 0.0120 0.1180 0.0652 0.0264 0.0140 0.1173
Volkswagen Fox 1.0 0.0611 0.0019 0.0231 -0.0433 0.0471 0.0030 0.0225 -0.0421 0.0455
Volkswagen Gol 1.0 -0.0112 0.0421 0.0179 0.0070 0.0772 0.0429 0.0183 0.0038 0.0757

Paraná -0.0497 -0.0250 0.0198 -0.0637 0.0137 -0.0248 0.0201 -0.0680 0.0112
Rio Grande do Sul -0.1734 -0.0223 0.0209 -0.0632 0.0187 -0.1732 0.0235 -0.2213 -0.1304

Rio de Janeiro 0.0128 -0.1731 0.0230 -0.2181 -0.1281 -0.0214 0.0211 -0.0624 0.0200
Santa Catarina -0.2890 -0.3053 0.0240 -0.3523 -0.2583 -0.3050 0.0244 -0.3509 -0.2569

Sao Paulo 0.2139 0.2354 0.0156 0.2049 0.2659 0.2356 0.0158 0.2054 0.2679

Tabla 8-8.: Intervalos de confianza e intervalos de credibilidad del 95% para � con una a
priori informativa: cópula Gaussiana y marginales Weibull y ZTP.

EMV EMV Desv. IC.inf IC.sup EAP Desv. ICred.inf ICred.sup
Inf.Previa Portaf.Comp Est. Portaf.Comp Portaf.Comp Est.

⇢ 0.6663 0.6676 0.0054 0.6569 0.6782 0.6678 0.0054 0.6620 0.6735

Tabla 8-9.: Intervalos de confianza e intervalos de credibilidad del 95% para ⇢ con una a
priori informativa: cópula Gaussiana y marginales Weibull y ZTP



9. Discusión y Conclusiones

En esta tesis se propuso el modelamiento conjunto de las variables pagos por reclamaciones

y el número de reclamaciones en pólizas de seguros de automóviles, mediante el uso de una

cópula mixta y con marginales en la familia GAMLSS para el monto de los pagos y Poisson

truncada en cero para el número de reclamaciones.

El modelo de regresión cópula mixta es una buena alternativa para aprovechar la posible

dependencia entre el pago por reclamaciones y el número de reclamaciones. Por otro lado,

Krämer et al. (2013) mostró teórica y emṕıricamente, que la incorporación expĺıcita de la

dependencia en términos de un cópula tiene un profundo impacto en la predicción de la

pérdida por póliza individual y de la pérdida total.

En esta tesis logramos explorar los modelos de regresión GAMLSS presentados en Stasino-

poulos & Rigby (2007) donde la variable respuesta no pertenece a la familia exponencial. Las

ventajas de trabajar con estos modelos son: en primer lugar, es posible modelar mediante

regresiones otros parámetros como son los de forma y escala. Esto en realidad no se hizo en

esta tesis y queda propuesto como trabajo futuro. Esta alternativa de modelamiento permi-

te ajustan mejor los datos cuando se presenta alto sesgo y curtosis. En segundo lugar estos

parámetros pueden ser caracterizados por covariables permitiendo explicar la heterogeneidad

presentada en el sesgo y la curtosis de la variable respuesta.

En este trabajo en particular se analizaron las distribuciones Gamma, Weibull y Lognormal

para el modelamiento del monto de los pagos por reclamaciones en el portafolio de seguros

de veh́ıculos de Brasil del año 2011. Tales datos exhibieron un alto sesgo positivo y un

comportamiento leptocúrtico.

El estudio del caso real mostró que los resultados con la distribución Gamma y la Weibull

para el monto de los pagos fueron similares. Sin embargo, la predicción de la pérdida total

usando la distribución Weibull para el modelo marginal de los montos de los pagos resultó

más conservadora usando una cópula Gaussiana. Las predicciones obtenidas estuvieron un

poco por encima del valor verdadero (la máxima diferencia encontrada en este caso fue

del 1%), lo que puede resultar más conveniente en la práctica actuarial. Este resultado es

diferente al obtenido con la distribución Gamma, en cuyo caso la predicción de la pérdida

está por debajo del valor verdadero. Este último resultado coincide con lo reportado en la

literatura moderna.

De otro lado, los resultados del algoritmo Bayesiano resultaron claves para: predecir con

bastante precisión la pérdida del portafolio; para la evaluación de la bondad de ajuste de los
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modelos y para la selección de modelos.

En cuanto a la predicción de la pérdida total, se mostró que dicha predicción depende

fuertemente de la cópula utilizada para modelar la dependencia existente entre el número

de reclamaciones y los pagos por reclamaciones para el portafolio de seguros de automóviles

estudiado. Como se mostró en el caṕıtulo anterior cuando se usan las cópulas Clayton y

Frank la predicción de la pérdida resultó sobre estimada en valores que oscilaron entre 5451

y 8885 millones COP. Por el contrario, en el caso de la cópula Gaussiana los valores de la

predicción de la pérdida total estuvieron por debajo del valor observado en un 0.76% que

equivale a 506.7 millones COP, cuando se considera la distribución Gamma para el modelo

marginal. Adicionalmente con la distribución Weibull se obtuvo una sobreestimación de la

predicción en la pérdida total en un 0.46% que equivale a 293.8 millones COP.

En lo que sigue solamente referimos a los resultados usando la cópula Gaussiana. Al introdu-

cir información previa en el modelo, los resultados mostraron que la predicción de la pérdida

total disminuyó tanto con la marginal Gamma como con la Weibull. Los intervalos de cre-

dibilidad para la predicción de la pérdida total fueron más precisos y siempre incluyeron al

valor observado. El valor predicho de la pérdida total usando la marginal Weibull estuvo por

encima del valor observado en un 0.18% que equivale a 121.1 millones COP. En el caso de

la marginal Gamma, la predicción estuvo por debajo del valor observado en un 0.99%.

Al usar estrictamente el poder predictivo de los modelos, es decir, prediciendo la pérdida total

para el grupo de pólizas del portafolio no utilizadas en el proceso de estimación y con una

a priori no informativa los resultados mostraron que el modelo con la distribución Gamma

hizo un subestimación del 0.15%, mientras que con la distribución Weibull se obtuvo una

sobreestimación del 1%.

Estos resultados llevan a concluir que ninguno de los modelos es mucho mejor que el otro.

Esto sugiere la exploración de nuevos modelos. Un ejemplo ya mencionado lo constituye el

modelar mediante regresiones todos los parámetros de la distribución, siguiendo el esquema

completo de los modelos GAMLSS. Adicionalmente, se sugiere que los usuarios de los modelos

presentados en este trabajo obtengan sus resultados usando tanto el modelo Gamma como

el Weibull para la marginal de los pagos por reclamaciones.

Pasando a asuntos más técnicos, en este trabajo se combinaron los procesos de optimización

(máximo verośımil) con los procedimientos Bayesianos, lo que aporta mayor robustez para

la obtención y análisis de los resultados. La aproximación Laplaciana de la verosimilitud

fue diseñada teniendo en cuenta que la mayor parte de los paquetes estad́ısticos de regre-

sión entregan las estimaciones máximo verośımil y eventualmente la matriz de varianzas y

covarianzas para las estimaciones. Cuando esto no ocurre aún es posible obtener la matriz

Hessiana calculada en la estimación reportada por el paquete haciendo uso de herramientas

computacionales tales como numDeriv.

En general, el uso de técnicas de optimización como el algoritmo BFGS implementado en
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el paquete optimx, donde el gradiente y la matriz de información de Fisher no es requerida

anaĺıticamente, provee buenos resultados siempre que se usen reparametrizaciones adecuadas

para estabilizarlo numéricamente. Las condiciones para verificar que se encuentra efectiva-

mente un mı́nimo se pueden comprobar con los test Kuhn-Karush-Tucker (KKT). En este

trabajo las estimaciones máximo verośımil obtenidas fueron muy satisfactorias; en la simula-

ciones se mostró que los procedimientos utilizados en esta tesis recuperan bien los parámetros.

Por otro lado, el algoritmo Bayesiano arrojó resultados similares para las estimaciones de

los parámetros. La distribución propositiva independiente del algoritmo tipo Metrópolis-

Hastings propuesto en esta tesis resultó ser una buena aproximación de la distribución con-

junta del número de reclamaciones y pago por reclamaciones, lo que implicó obtener tasas

de aceptación entre el 68% y el 87% y un excelente comportamiento de las cadenas según

los test de convergencia realizados; evitando aśı descartar muestras; éste no solo fue eficien-

te computacionalmente sino que también brindó mayor flexibilidad en la estimación de los

parámetros de la regresión Cópula Mixta, al permitir incorporar información a priori de los

parámetros a través de sus EMV’s obtenidos con información previa. Aqúı fue suficiente

realizar las estimaciones con la información actual, puesto que la información a priori fue

incorporada en la distribución propositiva y con esto se lograron obtener estimaciones muy

similares a las estimaciones máximo verośımil obtenidas cuando se usa el portafolio comple-

to (información previa más actual). En general, el uso de información previa hace que los

intervalos de credibilidad sean ligeramente más estrechos que los intervalos de confianza.

Desde el punto de vista numérico y computacional es necesario reportar que tanto el algorit-

mo de optimización BFGS y el algoritmo Bayesiano son sensibles para valores considerados

computacionalmente extremos por razones de redondeo y el manejo de d́ıgitos de las máqui-

nas. Por esta razón fue necesario en general utilizar controles que evitaran el desbordamiento

de los valores que resultaban de los cálculos computacionales. Este es un aspecto muy im-

portante a tener en cuenta en futuras implementaciones principalmente cuando se trabaja

con funciones de verosimilitud con un alto número de observaciones y de parámetros como

en esta tesis. Cabe recordar que se utilizaron tamaños de datos de alrededor de 29600 y

un número de parámetros de alrededor de 70. En el algoritmo de optimización este aspecto

tiende a convertirse en dramático principalmente para el cálculo de las primeras y segundas

derivadas.

En relación con la actualidad e importancia del tema tratado en este trabajo, es necesario

reportar que a lo largo del desarrollo de la tesis, aparecieron art́ıculos relacionados que en

algunos casos coincid́ıan parcialmente con lo desarrollado en el trabajo y que causó que fuera

necesario hacer modificaciones, ampliaciones y omisiones. Dos ejemplos pueden mencionarse.

En primer lugar, desde el comienzo del trabajo, se propuso utilizar el algoritmo BFGS

implementado en optim y luego en optimx (que es una versión mejorada de optim), en
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todos los procesos de optimización. Como se menciona en el caṕıtulo 4, el algoritmo inicial

de estimación para la cópula mixta fué problemático y un poco artificioso. A mediados del

año 2014, apareció un art́ıculo del grupo fuerte en el área liderado por Czado, en donde se

propone y de hecho se usa optim.

En segundo lugar, la primera aproximación Bayesiana para el problema tratado en esta tesis

recién apareció a comienzos de 2015, cuando ya se hab́ıa implementado nuestro algoritmo.

En todo caso aquel algoritmo publicado es un Metrópolis-Hastings clásico (Baumgartner

et al. (2015)), diferente al desarrollado para esta tesis.

Debe resaltarse de otro lado, que uno de los aportes de este trabajo es precisamente mostrar

como los problemas de optimización relacionados con las estimaciones máximo verośımil

pueden ser abordados de maneras relativamente simples, permitiendo concentrarse más en el

problema y en procedimientos alternativos y complementarios, como fue el uso de la técnica

Bayesiana.

La técnica propuesta aqúı para el desarrollo del muestreador de tipo Metrópoli-Hastings,

si bien no es totalmente nueva, tiene caracteŕısticas que la vuelve muy útil no solamente

en este sino en otro tipo de problemas generales. En el algoritmo propuesto, la estimación

máximo verośımil es solamente el paso inicial. Como se mencionó antes, con las herramientas

de optimización modernas implementadas en R, el proceso de programar y obtener tales

estimaciones es relativamente rápido. También, construir el algoritmo Bayesiano propuesto

es relativamente rápido. Una ventaja adicional es que la técnica para construir el algoritmo

Bayesiano es bastante genérica y puede aplicarse a diversos problemas.

La técnica Bayesiana permite ampliar de manera significativa la metodoloǵıa estad́ıstica en

este campo. Dos ideas centrales ilustran esta afirmación en esta tesis. Por un lado la predic-

ción de la pérdida total puede obtenerse como un subproducto del algoritmo simplemente

adicionando un par de ĺıneas. De otro lado, la utilización de información a priori mejora el

tamaño de los intervalos de credibilidad haciéndolos más estrechos con la misma capacidad

de recubrimiento de los parámetros que los intervalos de confianza.

Los aportes de este trabajo se resumen aśı:

1. Se propuso una forma más general de modelar conjuntamente las variables pago por

reclamaciones y número de reclamaciones, en relación con las existentes en la literatura.

Concretamente se introdujo el uso de la familia GAMLSS para el modelamiento del

monto de los pagos.

2. Se trabajó directamente con registros individuales de pólizas y no con grupos de póli-

zas. En consecuencia no se utilizaron montos de pago promedio como en los trabajos

recientes publicados.

3. Se introdujo formalmente el procedimiento de optimización BFGS, desde el punto de

vista matemático y se mostraron y utilizaron sus implementaciones en R disponibles
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en los paquetes optim y optimx. Se mostró como estos procedimientos pueden usarse

de manera efectiva para realizar la estimación máximo verośımil en modelos complejos

como los tratados en esta tesis.

4. Se propuso un algoritmo de estimación Bayesiana, basado en un muestreador de tipo

Metrópolis-Hastings, con distribución propositiva independiente, el cual resulta muy

eficiente en términos de tiempo, tasas de aceptación y baja correlación de las cadenas

de Markov obtenidas.

5. Se elaboró una forma de predecir la pérdida total del portafolio basada en la salida del

muestreador Bayesiano desarrollado.

6. Se demostró como el uso combinado de las técnicas frecuentista y Bayesiana conduce en

general a mejores y más completos resultados que cuando se usan de manera separada

y aislada.

7. Se desarrollaron los algoritmos completos requeridos para la implementación de cada

uno de los modelos estudiados.

La principales conclusiones de este trabajo son:

1. La utilización combinada de procedimientos frecuentistas y Bayesianos permitieron

hacer un desarrollo y análisis mas completo que lo reportado en la literatura en pro-

blemas de modelamiento conjunto de las variables pago por reclamaciones y número

de reclamaciones usando cópulas.

2. Se mostró como puede construirse un muestreador de tipo Metrópolis-Hastings muy

eficiente y efectivo basado en la estimación máximo verośımil.

3. La estimación Bayesiana permitió incluir información adicional para mejorar las esti-

maciones de los parámetros y predecir mejor la pérdida total.

4. Los resultados del algoritmo Bayesiano implementado permitió disponer de procedi-

mientos directos para evaluar la bondad de ajuste de modelos, comparar los modelos

candidatos y predecir de manera efectiva la pérdida total del portafolio.

5. Se encontró que la cópula Gaussiana es la que entrega mejores resultados en este tipo de

modelamiento, lo cual concuerda con lo reportado antes en la literatura. Para efectos de

comparación se usaron adicionalmente las cópulas de la familia Arquimediana: Frank

y Clayton.

6. Aunque estrictamente hablando, el modelo Gamma para modelar el monto de pagos se

muestra como el modelo a escoger, la diferencia en el DIC con el modelo Weibull es muy

poca. Por otro lado se encontró que el modelo Gamma en general lleva a subestimar la
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predicción de la pérdida total del portafolio. Esto ha sido una constante en lo reportado

en la literatura. Contrariamente el modelo Weibull para el monto de los pagos lleva a

sobreestimar la predicción de la pérdida del portafolio dentro de un ĺımite plausible.

Para los usuarios de estos modelos queda la recomendación de usar ambos modelos, de

tal manera que sus decisiones sean mejor fundamentadas.

Finalmente, para futuros trabajos queda por hacer al menos lo siguiente:

1. Utilizar otros modelos de probabilidad para el número de reclamaciones como la distri-

bución Poisson inflada de ceros, que permita utilizar la información de las covariables

de pólizas que no presentaron reclamaciones.

2. Utilizar todo el potencial de los modelos GAMLSS en el sentido de modelar no solamen-

te el parámetro de localización sino también los demás parámetros de la distribución

para el monto de los pagos e inclusive incluir partes no paramétricas (splines) en los

predictores de los parámetros de las distribuciones.



A. Tablas

IC Int.Cred IC IC Int. Cred
Portafolio A Priori Info. Info A Priori
Completo No Inform. Previa Actual Inform.

↵1 0.1963 0.2015 0.2910 0.2659 0.1955
↵2 0.1035 0.0999 0.1512 0.1421 0.1000
↵3 0.0940 0.0948 0.1406 0.1265 0.0934
↵4 0.0830 0.0812 0.1238 0.1120 0.0813
↵5 0.0789 0.0753 0.1173 0.1067 0.0779
↵6 0.0840 0.0827 0.1240 0.1142 0.0834
↵7 0.0847 0.0814 0.1255 0.1148 0.0844
↵8 0.1189 0.1108 0.1741 0.1632 0.1218
↵9 0.0789 0.0756 0.1168 0.1071 0.0799
↵10 0.0810 0.0805 0.1201 0.1097 0.0821
↵11 0.0926 0.0903 0.1376 0.1253 0.0902
↵12 0.0967 0.0972 0.1428 0.1315 0.0981
↵13 0.1176 0.1171 0.1744 0.1594 0.1184
↵14 0.1723 0.1656 0.2517 0.2364 0.1728
↵15 0.1438 0.1421 0.2151 0.1936 0.1421
↵16 0.1253 0.1264 0.1879 0.1685 0.1228
↵17 0.1317 0.1333 0.1970 0.1773 0.1275
↵18 0.2052 0.2073 0.3074 0.2760 0.1988
↵19 0.0610 0.0609 0.0909 0.0823 0.0630
↵20 0.0722 0.0738 0.1082 0.0970 0.0706
↵21 0.0604 0.0604 0.0900 0.0817 0.0597
↵22 0.0679 0.0669 0.1013 0.0917 0.0694
↵23 0.1309 0.1251 0.1947 0.1770 0.1310
↵24 0.1242 0.1204 0.1850 0.1677 0.1208
↵25 0.1218 0.1238 0.1823 0.1638 0.1244
↵26 0.1171 0.1188 0.1752 0.1576 0.1159
↵27 0.1143 0.1154 0.1706 0.1538 0.1145
↵28 0.0888 0.0898 0.1320 0.1203 0.0862
↵29 0.0811 0.0810 0.1212 0.1093 0.0786
↵30 0.0794 0.0787 0.1190 0.1068 0.0781
↵31 0.0746 0.0726 0.1121 0.1001 0.0741
↵32 0.0754 0.0758 0.1132 0.1012 0.0733
↵33 0.0924 0.0884 0.1371 0.1252 0.0916
� 0.0360 0.0355 0.0537 0.0486 0.0344
⇢ 0.0515 0.0482 0.0775 0.0692 0.0505

IC Int.Cred IC IC Int. Cred
Portafolio A Priori Info. Info A Priori
Completo No Inform. Previa Actual Inform.

�1 1.0294 0.9835 1.4734 1.4458 0.9854
�2 0.4887 0.4794 0.7313 0.6583 0.4807
�3 0.4280 0.4143 0.6198 0.5928 0.3959
�4 0.3808 0.3699 0.5656 0.5162 0.3764
�5 0.3717 0.3705 0.5504 0.5050 0.3595
�6 0.4060 0.3855 0.5953 0.5555 0.3869
�7 0.3911 0.3771 0.5727 0.5357 0.3855
�8 0.6739 0.6807 1.0747 0.8706 0.6552
�9 0.2812 0.2724 0.4225 0.3771 0.2847
�10 0.3141 0.3019 0.4799 0.4162 0.3175
�11 0.3814 0.3757 0.5789 0.5079 0.3807
�12 0.4005 0.3794 0.5883 0.5481 0.3986
�13 0.5500 0.5361 0.8099 0.7503 0.5335
�14 0.9057 0.9150 1.3643 1.2140 0.8819
�15 0.8610 0.8194 1.1945 1.2435 0.8441
�16 0.7588 0.7476 1.0576 1.0910 0.7241
�17 0.7920 0.7615 1.1121 1.1321 0.7707
�18 2.0914 2.0328 4.2375 2.4676 2.1125
�19 0.2520 0.2447 0.3811 0.3363 0.2451
�20 0.3458 0.3509 0.5381 0.4524 0.3514
�21 0.2427 0.2289 0.3589 0.3305 0.2363
�22 0.2945 0.2812 0.4510 0.3895 0.2870
�23 0.5992 0.5676 0.8959 0.8074 0.5949
�24 0.5792 0.5508 0.8617 0.7844 0.5659
�25 0.5589 0.5560 0.8442 0.7466 0.5426
�26 0.5419 0.5379 0.8196 0.7238 0.5262
�27 0.5309 0.5322 0.7985 0.7113 0.5228
�28 0.3966 0.3787 0.6196 0.5173 0.3996
�29 0.3515 0.3483 0.5387 0.4647 0.3493
�30 0.3447 0.3355 0.5240 0.4579 0.3506
�31 0.3178 0.3139 0.4826 0.4229 0.3069
�32 0.3247 0.3183 0.4854 0.4386 0.3234
�33 0.3689 0.3653 0.5664 0.4867 0.3817
�34 0.2004 0.1904 0.2992 0.2703 0.2044

Tabla A-1.: Longitud intervalos de confianza e intervalos de credibilidad con una a priori
informativa y no informativa: simulación.
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Portafolio Información Intervalo de Credibilidad Intervalo de Credibilidad
Completo Actual A Priori No Informativa A Priori Informativa

Intercepto 0.0841 0.1112 0.1103 0.0829
Masculino 0.0348 0.0460 0.0468 0.0341

Edad 26 35 0.0646 0.0852 0.0836 0.0629
Edad 36 45 0.0639 0.0841 0.0832 0.0632
Edad 46 55 0.0650 0.0858 0.0841 0.0642
Edad > 55 0.0659 0.0868 0.0862 0.0656

Año.Veh́ıculo 2008 0.0494 0.0654 0.0656 0.0494
Año.Veh́ıculo 2010 0.0546 0.0717 0.0725 0.0559

Año.Veh́ıculo <= 2004 0.0463 0.0613 0.0612 0.0467
Fiat Uno 1.0 0.0662 0.0869 0.0849 0.0672

Ford Fiesta 1.0 0.0701 0.0928 0.0898 0.0699
Ford Ka 1.0 0.0854 0.1110 0.1107 0.0895

Chevrolet Celta 1.0 0.0620 0.0819 0.0809 0.0626
Chevrolet Corsa 1.0 0.0600 0.0795 0.0811 0.0597

Chevrolet Prisma 0.1007 0.1346 0.1353 0.1009
Volkswagen Fox 1.0 0.0801 0.1056 0.1071 0.0786
Volkswagen Gol 1.0 0.0586 0.0770 0.0767 0.0593

Paraná 0.0638 0.0845 0.0847 0.0637
Rio Grande do Sul 0.0669 0.0925 0.0934 0.0677

Rio de Janeiro 0.0701 0.0886 0.0880 0.0655
Santa Catarina 0.0692 0.0917 0.0927 0.0670

Sao Paulo 0.0522 0.0690 0.0679 0.0504
� 0.0250 0.0330 0.0195 0.0153

Tabla A-2.: Longitud intervalos de confianza e intervalos de credibilidad para ↵ y � con una
a priori informativa y no informativa: cópula Gaussiana y marginales Gamma
y ZTP.

Portafolio Información Intervalo de Credibilidad Intervalo de Credibilidad
Completo Actual A Priori No Informativa A Priori Informativa

Intercepto 0.1125 0.1494 0.1481 0.1102
Masculino 0.0415 0.0547 0.0560 0.0406

Edad 26 35 0.0897 0.1195 0.1189 0.0911
Edad 36 45 0.0864 0.1149 0.1125 0.0860
Edad 46 55 0.0910 0.1207 0.1176 0.0893
Edad > 55 0.0926 0.1227 0.1202 0.0937

Año.Veh́ıculo 2008 0.0572 0.0756 0.0754 0.0560
Año.Veh́ıculo 2010 0.0632 0.0825 0.0828 0.0632

Año.Veh́ıculo <= 2004 0.0617 0.0816 0.0805 0.0620
Fiat Uno 1.0 0.0837 0.1081 0.1070 0.0851

Ford Fiesta 1.0 0.0864 0.1136 0.1130 0.0852
Ford Ka 1.0 0.0959 0.1267 0.1234 0.0929

Chevrolet Celta 1.0 0.0728 0.0962 0.0947 0.0752
Chevrolet Corsa 1.0 0.0739 0.0972 0.0968 0.0725

Chevrolet Prisma 0.1073 0.1448 0.1454 0.1033
Volkswagen Fox 1.0 0.0915 0.1232 0.1265 0.0868
Volkswagen Gol 1.0 0.0708 0.0919 0.0926 0.0694

Paraná 0.0786 0.1031 0.0995 0.0780
Rio Grande do Sul 0.0830 0.1202 0.1206 0.0880

Rio de Janeiro 0.0911 0.1114 0.1102 0.0809
Santa Catarina 0.0954 0.1272 0.1253 0.0923

Sao Paulo 0.0618 0.0814 0.0827 0.0616

Tabla A-3.: Longitud intervalos de confianza e intervalos de credibilidad para � con una a
priori informativa y no informativa: cópula Gaussiana y marginales Gamma y
ZTP.

Portafolio Información Intervalo de Credibilidad Intervalo de Credibilidad
Completo Actual A Priori No Informativa A Priori Informativa

⇢ 0.0211 0.0279 0.0153 0.0113

Tabla A-4.: Longitud intervalos de confianza e intervalos de credibilidad para ⇢ con una a
priori informativa y no informativa: cópula Gaussiana y marginales Gamma y
ZTP.
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Portafolio Información Intervalo de Credibilidad Intervalo de Credibilidad
Completo Actual A Priori No Informativa A Priori Informativa

Intercepto 0.0816 0.1081 0.1098 0.0791
Masculino 0.0336 0.0445 0.0441 0.0330

Edad 26 35 0.0627 0.0826 0.0837 0.0618
Edad 36 45 0.0621 0.0818 0.0813 0.0605
Edad 46 55 0.0630 0.0833 0.0848 0.0625
Edad > 55 0.0639 0.0843 0.0850 0.0652

Año.Veh́ıculo 2008 2009 2009 0.0477 0.0633 0.0622 0.0468
Año.Veh́ıculo 2010 2011 0.0528 0.0693 0.0686 0.0539
Año.Veh́ıculo <= 2004 0.0450 0.0596 0.0616 0.0453

Fiat Uno 1.0 0.0641 0.0842 0.0862 0.0601
Ford Fiesta 1.0 0.0679 0.0900 0.0887 0.0666

Ford Ka 1.0 0.0825 0.1075 0.1062 0.0797
Chevrolet Celta 1.0 0.0599 0.0792 0.0792 0.0581
Chevrolet Corsa 1.0 0.0581 0.0770 0.0763 0.0561

Chevrolet Prisma 0.0974 0.1304 0.1300 0.0925
Volkswagen Fox 1.0 0.0774 0.1022 0.1003 0.0749
Volkswagen Gol 1.0 0.0567 0.0746 0.0741 0.0558

Parana 0.0618 0.0820 0.0807 0.0612
Rio Grande do Sul 0.0650 0.0898 0.0859 0.0663

Rio de Janeiro 0.0679 0.0860 0.0861 0.0637
Santa Catarina 0.0672 0.0891 0.0864 0.0668

Sao Paulo 0.0504 0.0669 0.0664 0.0480
� 0.0145 0.0191 0.0260 0.0189

Tabla A-5.: Longitud intervalos de confianza e intervalos de credibilidad para ↵ y � con una
a priori informativa y no informativa: cópula Gaussiana y marginales Weibull
y ZTP.

Portafolio Información Intervalo de Credibilidad Intervalo de Credibilidad
Completo Actual A Priori No Informativa A Priori Informativa

Intercepto 0.1115 0.1481 0.1494 0.1100
Masculino 0.0410 0.0541 0.0529 0.0389

Edad 26 35 0.0891 0.1187 0.1159 0.0888
Edad 36 45 0.0856 0.1139 0.1114 0.0872
Edad 46 55 0.0903 0.1198 0.1164 0.0919
Edad > 55 0.0919 0.1219 0.1212 0.0915

Año.Vehiculo 2008 2009 0.0565 0.0747 0.0738 0.0559
Año.Vehiculo 2010 2011 0.0624 0.0815 0.0794 0.0630
Año.Vehiculo <= 2004 0.0610 0.0807 0.0809 0.0617

Fiat Uno 1.0 0.0827 0.1067 0.1054 0.0821
Ford Fiesta 1.0 0.0855 0.1123 0.1124 0.0839

Ford Ka 1.0 0.0950 0.1256 0.1232 0.0929
Chevrolet Celta 1.0 0.0719 0.0950 0.0928 0.0703
Chevrolet Corsa 1.0 0.0730 0.0960 0.0944 0.0719

Chevrolet Prisma 0.1060 0.1429 0.1415 0.1033
Volkswagen Fox 1.0 0.0904 0.1215 0.1193 0.0876
Volkswagen Gol 1.0 0.0701 0.0910 0.0893 0.0718

Paraná 0.0775 0.1016 0.0982 0.0792
Rio Grande do Sul 0.0819 0.1188 0.1199 0.0909

Rio de Janeiro 0.0900 0.1098 0.1081 0.0824
Santa Catarina 0.0940 0.1251 0.1245 0.0940

Sao Paulo 0.0610 0.0804 0.0797 0.0624

Tabla A-6.: Longitud intervalos de confianza e intervalos de credibilidad para � con una a
priori informativa y no informativa: cópula Gaussiana y marginales Weibull y
ZTP.

Portafolio Información Intervalo de Credibilidad Intervalo de Credibilidad
Completo Actual A Priori No Informativa A Priori Informativa

⇢ 0.0212 0.0281 0.0154 0.0115

Tabla A-7.: Longitud intervalos de confianza e Intervalos de credibilidad para ⇢ con una a
priori informativa y no informativa: cópula Gaussiana y marginales Weibull y
ZTP.
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EMV Desv. Est. IC.inf IC.sup EAP Desv. Est. ICred.inf ICred.sup
Inf.Actual Info.Actual Info.Actual Info.Actual

Intercepto 8.2863 0.0284 8.2308 8.3419 8.2863 0.0285 8.2316 8.3418
Masculino 0.0292 0.0117 0.0063 0.0522 0.0294 0.0120 0.0068 0.0536

Edad 26 35 0.1400 0.0217 0.0975 0.1826 0.1398 0.0213 0.0992 0.1828
Edad 36 45 0.2390 0.0214 0.1970 0.2811 0.2387 0.0213 0.1959 0.2792
Edad 46 55 0.1100 0.0219 0.0671 0.1528 0.1092 0.0218 0.0672 0.1513
Edad > 55 0.0941 0.0221 0.0507 0.1375 0.0940 0.0220 0.0510 0.1372

Año.Veh́ıculo 2008 2009 0.1842 0.0167 0.1514 0.2169 0.1844 0.0168 0.1513 0.2168
Año.Veh́ıculo 2010 2011 0.1242 0.0183 0.0883 0.1600 0.1238 0.0184 0.0894 0.1618
Año.Veh́ıculo <= 2004 -0.1122 0.0156 -0.1428 -0.0815 -0.1119 0.0157 -0.1424 -0.0812

Fiat Uno 1.0 -0.1256 0.0222 -0.1690 -0.0821 -0.1250 0.0222 -0.1641 -0.0792
Ford Fiesta 1.0 0.0321 0.0237 -0.0143 0.0785 0.0323 0.0235 -0.0102 0.0796

Ford Ka 1.0 -0.1032 0.0283 -0.1587 -0.0477 -0.1029 0.0283 -0.1635 -0.0528
Chevrolet Celta 1.0 -0.1029 0.0209 -0.1439 -0.0620 -0.1033 0.0210 -0.1432 -0.0622
Chevrolet Corsa 1.0 -0.0960 0.0203 -0.1358 -0.0563 -0.0961 0.0206 -0.1369 -0.0557

Chevrolet Prisma -0.0813 0.0343 -0.1486 -0.0140 -0.0807 0.0348 -0.1487 -0.0134
Volkswagen Fox 1.0 -0.0472 0.0269 -0.1000 0.0056 -0.0472 0.0276 -0.0973 0.0098
Volkswagen Gol 1.0 0.0518 0.0197 0.0132 0.0903 0.0515 0.0195 0.0158 0.0925

Paraná 0.0529 0.0216 0.0107 0.0952 0.0528 0.0214 0.0106 0.0953
Rio Grande do Sul 0.0602 0.0236 0.0139 0.1065 0.0604 0.0238 0.0153 0.1087

Rio de Janeiro 0.0876 0.0226 0.0434 0.1319 0.0880 0.0224 0.0403 0.1283
Santa Catarina -0.0657 0.0234 -0.1116 -0.0199 -0.0654 0.0236 -0.1140 -0.0214

Sao Paulo 0.1775 0.0176 0.1430 0.2120 0.1778 0.0175 0.1443 0.2122
� 0.6052 0.0084 0.5887 0.6217 0.6057 0.0084 0.5965 0.6160

Tabla A-8.: Intervalos de confianza e intervalos de credibilidad del 95% para ↵ y � con una
a priori no informativa: cópula Gaussiana y marginales Gamma y ZTP.

EMV Desv. Est. IC.inf IC.sup EAP Desv. Est. ICred.inf ICred.sup
Inf.Actual Info.Actual Info.Actual Info.Actual

Intercepto -0.1693 0.0381 -0.2440 -0.0946 -0.1702 0.0379 -0.2455 -0.0974
Maculino -0.0368 0.0140 -0.0641 -0.0094 -0.0365 0.0144 -0.0644 -0.0084

Edad 26 35 0.4299 0.0305 0.3702 0.4897 0.4300 0.0306 0.3717 0.4906
Edad 36 45 0.6960 0.0293 0.6385 0.7534 0.6961 0.0291 0.6393 0.7518
Edad 46 55 0.3916 0.0308 0.3313 0.4520 0.3917 0.0303 0.3288 0.4464
Edad > 55 0.3651 0.0313 0.3038 0.4265 0.3653 0.0306 0.3023 0.4224

Año.Veh́ıculo 2010 2011 0.3487 0.0211 0.3074 0.3900 0.3482 0.0212 0.3059 0.3887
Año.Veh́ıculo <= 2004 -0.2132 0.0208 -0.2540 -0.1724 -0.2132 0.0209 -0.2534 -0.1729

Fiat Uno 1.0 -0.1493 0.0276 -0.2033 -0.0952 -0.1489 0.0274 -0.2023 -0.0953
Ford Fiesta 1.0 -0.0469 0.0290 -0.1037 0.0099 -0.0462 0.0288 -0.1015 0.0115

Ford Ka 1.0 0.0995 0.0323 0.0361 0.1628 0.0989 0.0322 0.0406 0.1640
Chevrolet Celta 1.0 0.0367 0.0245 -0.0114 0.0848 0.0361 0.0244 -0.0116 0.0831
Chevrolet Corsa 1.0 0.0309 0.0248 -0.0177 0.0795 0.0304 0.0244 -0.0219 0.0748

Chevrolet Prisma 0.0398 0.0369 -0.0326 0.1122 0.0400 0.0374 -0.0320 0.1134
Volkswagen Fox 1.0 -0.0497 0.0314 -0.1112 0.0119 -0.0503 0.0322 -0.1148 0.0118
Volkswagen Gol 1.0 0.0828 0.0235 0.0368 0.1288 0.0826 0.0238 0.0368 0.1294

Paraná -0.0071 0.0263 -0.0586 0.0444 -0.0068 0.0259 -0.0579 0.0416
Rio Grande do Sul -0.1696 0.0307 -0.2298 -0.1095 -0.1690 0.0312 -0.2299 -0.1093

Rio de Janeiro -0.0530 0.0284 -0.1087 0.0026 -0.0531 0.0281 -0.1098 0.0004
Santa Catarina -0.3313 0.0324 -0.3949 -0.2677 -0.3312 0.0322 -0.3941 -0.2688

Sao Paulo 0.2611 0.0208 0.2204 0.3018 0.2615 0.0210 0.2181 0.3008

Tabla A-9.: Intervalos de confianza e intervalos de credibilidad del 95% para � con una a
priori no informativa: cópula Gaussiana y marginales Gamma y ZTP.

EMV Desv. Est. IC.inf IC.sup EAP Desv. Est. ICred.inf ICred.sup
Inf.Actual Info.Actual Info.Actual Info.Actual

⇢ 0.6640 0.0071 0.6501 0.6780 0.6637 0.0071 0.6561 0.6715

Tabla A-10.: Intervalos de confianza e intervalos de credibilidad del 95% para ⇢ con una a
priori no informativa: cópula Gaussiana y marginales Gamma y ZTP.
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EMV EMV Desv. IC.inf IC.sup EAP Desv. ICred.inf ICred.sup
Inf.Previa Portaf.Comp Est. Portaf.Comp Portaf.Comp Est.

Intercepto 8.3224 8.3032 0.0215 8.2612 8.3453 8.3029 0.0214 8.2619 8.3448
Masculino 0.0416 0.0347 0.0089 0.0173 0.0521 0.0350 0.0088 0.0172 0.0512

Edad 26 35 0.1345 0.1383 0.0165 0.1060 0.1706 0.1383 0.0164 0.1085 0.1714
Edad 36 45 0.1791 0.2146 0.0163 0.1827 0.2466 0.2147 0.0162 0.1812 0.2444
Edad 46 55 0.0726 0.0940 0.0166 0.0616 0.1265 0.0940 0.0166 0.0606 0.1249
Edad >55 0.0421 0.0721 0.0168 0.0392 0.1051 0.0724 0.0168 0.0392 0.1048

Año.Veh́ıculo 2008 2009 0.1401 0.1648 0.0126 0.1400 0.1895 0.1646 0.0126 0.1389 0.1883
Año.Veh́ıculo 2010 2011 0.0553 0.0948 0.0139 0.0675 0.1221 0.0944 0.0143 0.0687 0.1246
Año.Veh́ıculo <= 2004 -0.1475 -0.1290 0.0118 -0.1522 -0.1059 -0.1292 0.0119 -0.1548 -0.1081

Fiat Uno 1.0 -0.1824 -0.1497 0.0169 -0.1828 -0.1166 -0.1498 0.0171 -0.1842 -0.1170
Ford Fiesta 1.0 0.0324 0.0321 0.0179 -0.0030 0.0672 0.0321 0.0179 -0.0052 0.0647

Ford Ka 1.0 0.0461 -0.0402 0.0218 -0.0829 0.0025 -0.0418 0.0225 -0.0838 0.0056
Chevrolet Celta 1.0 -0.0818 -0.0944 0.0158 -0.1254 -0.0634 -0.0942 0.0161 -0.1230 -0.0604
Chevrolet Corsa 1.0 -0.1045 -0.0995 0.0153 -0.1296 -0.0695 -0.0997 0.0154 -0.1273 -0.0676

Chevrolet Prisma -0.0388 -0.0641 0.0257 -0.1144 -0.0137 -0.0648 0.0257 -0.1148 -0.0140
Volkswagen Gol 1.0 0.0327 0.0431 0.0150 0.0137 0.0724 0.0432 0.0151 0.0146 0.0739

Parana 0.0619 0.0556 0.0163 0.0237 0.0875 0.0562 0.0162 0.0245 0.0881
Rio Grande do Sul 0.0894 0.1075 0.0171 0.0741 0.1410 0.0721 0.0177 0.0414 0.1091

Rio de Janeiro 0.1346 0.0714 0.0179 0.0364 0.1064 0.1079 0.0169 0.0743 0.1398
Santa Catarina -0.0133 -0.0445 0.0177 -0.0791 -0.0099 -0.0437 0.0173 -0.0756 -0.0086

Sao Paulo 0.1907 0.1822 0.0133 0.1561 0.2083 0.1826 0.0133 0.1567 0.2072
� 0.5987 0.6029 0.0064 0.5903 0.6154 0.6029 0.0065 0.5952 0.6105

Tabla A-11.: Intervalos de confianza e intervalos de credibilidad del 95% para ↵ y � con
una a priori informativa: cópula Gaussiana y marginales Gamma y ZTP.

EMV EMV Desv. IC.inf IC.sup EAP Desv. ICred.inf ICred.sup
Inf.Previa Portaf.Comp Est. Portaf.Comp Portaf.Comp Est.

Intercepto -0.0554 -0.1195 0.0287 -0.1757 -0.0633 -0.1196 0.0286 -0.1736 -0.0634
Masculino -0.0376 -0.0365 0.0106 -0.0573 -0.0157 -0.0361 0.0104 -0.0552 -0.0146

Edad 26 35 0.3983 0.4167 0.0229 0.3719 0.4616 0.4169 0.0227 0.3693 0.4604
Edad 36 45 0.6438 0.6745 0.0220 0.6313 0.7177 0.6745 0.0218 0.6319 0.7178
Edad 46 55 0.2748 0.3418 0.0232 0.2963 0.3873 0.3424 0.0231 0.3007 0.3900
Edad > 55 0.2515 0.3168 0.0236 0.2705 0.3631 0.3171 0.0238 0.2715 0.3652

Año.Vehiculo 2008 2009 0.3318 0.3439 0.0146 0.3152 0.3725 0.3436 0.0145 0.3146 0.3706
Año.Vehiculo 2010 2011 0.2749 0.3170 0.0161 0.2854 0.3486 0.3166 0.0166 0.2839 0.3470
Año.Vehiculo <= 2004 -0.1923 -0.2061 0.0157 -0.2370 -0.1753 -0.2068 0.0160 -0.2387 -0.1767

Fiat Uno 1.0 -0.2356 -0.1857 0.0213 -0.2276 -0.1439 -0.1852 0.0220 -0.2296 -0.1445
Ford Fiesta 1.0 -0.0672 -0.0553 0.0220 -0.0985 -0.0122 -0.0550 0.0222 -0.0989 -0.0138

Ford Ka 1.0 0.1952 0.1396 0.0245 0.0916 0.1875 0.1393 0.0239 0.0913 0.1842
Chevrolet Celta 1.0 0.0444 0.0395 0.0186 0.0032 0.0759 0.0394 0.0187 0.0020 0.0772
Chevrolet Corsa 1.0 -0.0275 0.0060 0.0189 -0.0310 0.0430 0.0056 0.0185 -0.0338 0.0387

Chevrolet Prisma 0.0924 0.0624 0.0274 0.0088 0.1161 0.0613 0.0267 0.0104 0.1137
Volkswagen Fox 1.0 0.0598 -0.0015 0.0233 -0.0472 0.0443 -0.0005 0.0222 -0.0419 0.0449
Volkswagen Gol 1.0 -0.0102 0.0437 0.0181 0.0083 0.0791 0.0440 0.0178 0.0078 0.0773

Paraná -0.0539 -0.0279 0.0200 -0.0672 0.0114 -0.0272 0.0200 -0.0653 0.0128
Rio Grande do Sul -0.1698 -0.0247 0.0212 -0.0662 0.0168 -0.1705 0.0229 -0.2119 -0.1239

Rio de Janeiro 0.0097 -0.1707 0.0232 -0.2163 -0.1252 -0.0243 0.0208 -0.0655 0.0154
Santa Catarina -0.2960 -0.3156 0.0243 -0.3633 -0.2679 -0.3155 0.0239 -0.3603 -0.2680

Sao Paulo 0.2217 0.2439 0.0158 0.2130 0.2748 0.2445 0.0158 0.2122 0.2738

Tabla A-12.: Intervalos de confianza e intervalos de credibilidad del 95% para � con una
a priori informativa: cópula Gaussiana y marginales Gamma y ZTP.

EMV EMV Desv. IC.inf IC.sup EAP Desv. ICred.inf ICred.sup
Inf.Previa Portaf.Comp Est. Portaf.Comp Portaf.Comp Est.

⇢ 0.6618 0.6628 0.0054 0.6522 0.6733 0.6629 0.0052 0.6573 0.6686

Tabla A-13.: Intervalos de confianza e Intervalos de credibilidad del 95% para ⇢ con una a
priori informativa: cópula Gaussiana y marginales Gamma y ZTP.



B. Figuras

Figura B-1.: Diagrama de dispersión para el número de reclamaciones y pagos por recla-
maciones.



C. Programación en R

C.1. Simulación Base de Datos

#sample size

n<-20000

#Gender

Gender<-sample(c("M","F"),n,replace=TRUE,prob=c(0.661,0.339))

d.Gender<-dummy(Gender)[,-1]

# Age

age<-sample(c("[18, 25]","(25,30]","(30,35]","(35,40]","(40,50]",">50"),n,replace=TRUE,

prob=c(0.0387,0.0835,0.1257, 0.1478, 0.2407,0.3635))

dage<-dummy(age)[,-6]

# city-regional class rcl

rcl<-sample(c("d.7","d.0","d.1","d.5","d.6","d.4","d.2","d 3"),n,replace=TRUE,

prob=c(0.0445,0.0673,0.0960,0.1076,0.1508,0.1550,0.1628,0.2160))

drcl<-dummy(rcl)[,-6]

#Premium rate

premrate<-sample(c("d.6","d.5","d.","d.3","d.2","d.1","d.0"),n,replace=TRUE,

prob=c(0.0189,0.0522,0.0916,0.0992,0.1168,0.2791,0.3423 ))

d.premrate<-dummy(premrate)[,-1]

# Deductible

deduct<-sample(c("d.4","d.0","d.1","d.3","d.2"),n,replace=TRUE,

prob=c( 0.0152,0.0319,0.0847,0.1979,0.6712))

d.deduct<-dummy(deduct)[,-1]

# Driven distance

Drivdist<-sample(c("d.2","d.4","d.1","d.3","d.0"),n,replace=TRUE,

prob=c(0.1283, 0.1517,0.222,0.2339,0.264))

d.Drivdist<-dummy(Drivdist)[,-1]

# Construction year

Constyear<-sample(c("d.6","d.1","d.2","d.0","d.3","d.5","d.4"),n,replace=TRUE,

prob=c(0.0911,0.0996,0.1340,0.1353,0.1537,0.1908,0.1955))

d.Constyear<-dummy(Constyear)[,-1]

# Desigm matrix Poisson model

Z<-cbind(rep(1,n),drcl,d.premrate,d.deduct,d.Drivdist,dage,d.Constyear,d.Gender)

# # Desigm matrix Gamma model

X<-cbind(rep(1,n),drcl,d.premrate,d.deduct,d.Drivdist,dage,d.Constyear)

# Simulation parameter

#Gamma Margin

alphasimjoint<-c(8.1357,0.0144,-0.0132,0.0491,0.1520,0.1251,0.1118,0.1646,0.1268,
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0.0804,0.1656,0.2505,0.2903,0.3961,0.2169,0.2946,0.3560,0.3498,0.0292,0.0297,0.0577

,0.0509,-0.0518,-0.0744,-0.0349,-0.0135,-0.0916,0.0768,0.1078,0.1151,0.1272,0.1814,0.2140)

#ZTP Margin

betasimjoint<-c(-2.2503, 0.2193,0.3970,0.4931,0.4230,0.3092,0.3992,-0.1357,-0.1149,-0.6478,

-0.6593,-0.5707,-0.74,-0.8177,0.2503,0.9658,0.3459,-1.1229,-0.0799,-0.3224,-0.0295,-0.1551,

-0.0878,-0.1587,0.0404,-0.0140,-0.0535, -0.1198,-0.0626,-0.0193,0.0420,0.0367,0.1354,0.2960)

##### Copula parameter tau=0.128 ( rho=0.25)

sigma.sim<-0.5904

rho.sim<-0.25

tau.sim<-2/pi*asin(rho.sim)

# Exposure

Offset<-runif(n,min=0.4,max=1)

#Generating correlated random variables:

# number of claims and claim amounts.

# zt=TRUE (ZeroTruncated Poisson)

#family=1 (Gaussian Copula)

library(VineCopula)

library(CopulaRegression)

simulated.response<-simulate_regression_data(n, alphasimjoint,

betasimjoint,X, Z, sigma.sim, tau.sim, family=1, zt=TRUE, Offset)

Ygamjointcop<-simulated.response[,1]

Ypoisjointcop<-simulated.response[,2]

C.2. Algoritmo BFGS
library(optimx)

library(MASS)

library(stats)

library(numDeriv)

### auxiliary functions

#Parametrization for rho

# Gaussian copula

#------------------- Fisher transformation ----------------------#

# transform from [-1,1] a R

Fisher.t<-function(rho)

{

# control in extremes

rho_t = ifelse(rho > 0.99,0.99,rho)

rho_t = ifelse(rho < -0.99,-0.99,rho)

# transformation

z = 0.5*log((1+rho_t)/(1-rho_t))

z

}
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# Inverse Fisher transformation

# transform from R to [-1,1]

inv.Fisher.t<-function (z)

{

# controled exponential

z_t=ifelse(z < -2.646652,-2.646652,z)

z_t=ifelse(z > 2.646652, 2.646652,z)

# transformation

rho = (exp(2 * z_t) - 1)/(exp(2 * z_t) + 1)

rho

}

# Copula Clayton

# transform from R to (0,Inf)

rho.Clayton<-function (z)

{

# control in zero values

z_t=ifelse(z < 1.e-04,max(exp(z),1.e-04),z)

z_t

}

# Copula Frank

# transform from R to R\{0}

rho.Frank<-function (z)

{

# control in zero values

z_t=ifelse(abs(z)< 1e-04,1e-04*sign(out),z)

z_t

}

# ----------------- Exponential control for sigma --------------------#

expn<-function (sigma)

{

# control in extremes

sigma_0 = ifelse(sigma < -27,-27,sigma)

sigma_0 = ifelse(sigma > 27, 27,sigma)

# compute exponential value

exp(sigma_0)

}

# -------------Zero truncated Poisson Distribution ZTP ------------#

#CDF ZTP

pztp<-function(y,lambda)

{

# control for very low values of lambda

l = ifelse(lambda<1.0e-6,1.0e-6,lambda)

out = (ppois(y,l)-exp(-l))/(1-exp(-l))

}

#-------------- Log likelihood ZTP--------------------------#

log.likelihood.truncpois<-function(beta,Z,Y,Offset)

{

if(!is.matrix(Z)){



78 C Programación en R

Z = matrix(c(Z),length(Z),1)

}

l<-sum(-exp(log(Offset)+Z %*% beta) +Y*log(exp(log(Offset)+Z %*% beta))

-log(1-exp(-exp(log(Offset)+Z %*% beta)))-lfactorial(Y))

return(-l)

}

# --------------------- log likelihood Mixed Copula (Gaussian, Frank, Clayton Copulas)----------------------------#

# input

# the range of every parameters is R.

# params. initial values for the params

# params[1:p] : independent Gamma or Weibull regression parameters

# params[p+1:q] : independent Zero Truncated Poisson regression parameters

# params[p+q+1]: sigma (dispersion) parameter.

# it is necessary to take exp(sigma) in the likelihood

# params[p+q+2]: z parameter. it is necessary to take inv.Fisher.t(z),

# or rho.Clayton(z) or rho.Frank(z) depending on the copula class.

# to have the rho parameter in the likelihood

# exposure: Offset: exposition time for truncated Poisson observations

# R : Design matrix for Gamma regression

# S : Design matrix for ZTP regression

# mle : main mode of the log likelihood

# Hessian : Hessian matrix at mle

# inv.hessian= inverse Hessian matrix at mle

# Sigma : initial Covariance for the proposal

# mu.prior: prior mean

# Sigma.prior: prior Covariance

# warm: warming length

# size: sample size

## Log likelihood Copula - margins Gamma and ZTP

log.likelihood.copula.marg.Gamma<-function(params,Y.gamma,Y.pois,R,S,exposure)

{

p <- ncol(R)

q <- ncol(S)

if (length(params)!= p+q+2) {stop("params must have length p+q+2")}

lambda = as.vector(exp(S %*% params[p+1:q])*exposure)

mu = as.vector(exp(R%*%params[1:p]))

sigma_t = expn(params[p+q+1])

# rho in a Gaussian copula:

rho_t = inv.Fisher.t(params[p+q+2])

# rho in a Clayton copula:

#rho_t = rho.Clayton(params[p+q+2])

# rho in a Frank copula:

#rho_t = rho.Frank(params[p+q+2])

a = 1/sigma_t

s = mu*sigma_t

# control very low values of the Gamma parameters
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a = ifelse(a<1.0e-300,1.0e-300,a)

s = ifelse(s<1.0e-300,1.0e-300,s)

# control very high values of the Gamma parameters

a = ifelse(a>1.0e300,1.0e300,a)

s = ifelse(s>1.0e300,1.0e300,s)

# u-CDF margin Gamma

u = pgamma(Y.gamma,shape = a, scale=s,log=FALSE)

u = ifelse(u>0.9999,0.99,u)

u = ifelse(u< 10^-320,10^-320,u)

# v , vv-CDF margin ZTP

v = pztp(Y.pois,lambda)

v = ifelse(v>0.9999,0.99,v)

v = ifelse(v<10^-320,10^-320,v)

vv = pztp(Y.pois-1, lambda)

vv = ifelse(vv>0.9999,0.99,vv)

vv = ifelse(vv<10^-320,10^-320,vv)

g1 = dgamma(Y.gamma,shape = a, scale=s,log=FALSE)

# For a Gaussian Copula to use:

D.rho =pnorm((qnorm(v)-(rho_t*qnorm(u)))/sqrt(1-rho_t^2))

D.rho_1 =pnorm((qnorm(vv)-(rho_t*qnorm(u)))/sqrt(1-rho_t^2))

#For a Clayton copula to use:

# D.rho = u^(-rho_t-1)*(u^(-rho_t)+v^(-rho_t)-1)^(-1-(1/rho_t))

# D.rho_1=u^(-rho_t-1)*(u^(-rho_t)+vv^(-rho_t)-1)^(-1-(1/rho_t))

#For a Frank copula to use:

#D.rho = (exp(rho_t)*(exp(rho_t*v)-1))/(exp(rho_t*(u+1))

#+exp(rho_t*(v+1))-exp(rho_t)-exp(rho_t*(u+v)))

# D.rho_1= (exp(rho_t)*(exp(rho_t*vv)-1))/(exp(rho_t*(u+1))

#+exp(rho_t*(vv+1))-exp(rho_t)-exp(rho_t*(u+vv)))

f = g1*(D.rho - D.rho_1)

# Control zero values in f

f=ifelse(f<1.e-320,1.e-320,f)

f=ifelse(f>1.e308,1.e308,f)

l =-sum(log(f))

l

}

# GLM Poisson (initial values for margin ZTP)

beta<-as.vector(summary(glm(Ypoisjointcop~offset(Offset)+Zpois,family=poisson(link=log)))$coefficients[, 1])

# Independent ZTP

betaz<-optimx(beta,log.likelihood.truncpois,method="BFGS",

control=list(save.failures=TRUE,trace=0),Y=Ypoisjointcop, Z=Zpois,Offset=Offset)

betaztp<-coef(betaz)

results<-attr(betaz, "details")

hesspois<-results[[3]]

Inv.hesspois<-solve(hesspois)
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std.errorpois<-sqrt(diag(Inv.hesspois))

# Independent Gamma (initial values for margin Gamma)

alphag<-summary(glm(Ygamjointcop~Xgam,family=Gamma(link=log)))$coefficients[,1]

dispersion.gamma<-summary(alphag, dispersion = gamma.dispersion(alphag))

sigma.marg<-0.5849236

rho.init<-0.1

# Initial values Mixed Cópula

init.paramet<-c(alphag,betaztp,sigma.marg,rho.init)

par.cop<-optimx(init.paramet,log.likelihood.copula.marg.Gamma,method="BFGS",

control=list(save.failures=TRUE,trace=2,kkt=TRUE),Y.gamma=Ygamjointcop,

Y.pois=Ypoisjointcop,R=Xgam,S=Zpois,exposure=Offset)

p.copjoint<-coef(par.cop)

# Copula coefficients

results<-attr(par.cop,"details")

Hessian<-results[[3]]

Inv.hess<-solve(Hessian)

## Log likelihood Copula - margins Weibull and ZTP

log.likelihood.copula.marg.Weibull<-function(params,Y.wei,Y.pois,R,S,exposure)

{

p <- ncol(R)

q <- ncol(S)

if (length(params)!= p+q+2) {stop("params must have length p+q+2")}

sigma1= expn(params[p+q+1])

lambda = as.vector(exp(S %*% params[p+1:q])*exposure) # Poisson

mu1 = as.vector(exp(R%*%params[1:p])) #parameter mu

# control very low values

mu1 = ifelse(mu1<1.0e-300,1.0e-300,mu1)

sigma1= ifelse(mu1<0.005,0.005,sigma1)

# control very high values

mu1 = ifelse(mu1>1.0e300,1.0e300,mu1)

# rho in a Gaussian copula:

rho_t = inv.Fisher.t(params[p+q+2])

# rho in a Clayton copula:

#rho_t = rho.Clayton(params[p+q+2])

# rho in a Frank copula:

#rho_t = rho.Frank(params[p+q+2])

u = pWEI3(Y.wei, mu = mu1, sigma = sigma1)

u = ifelse(u>0.9999,0.99,u)

u = ifelse(u< 10^-320,10^-320,u)

v = pztp(Y.pois,lambda)



C.3 Algoritmo Muestreador Tipo Metrópolis-Hastings 81

v = ifelse(v>0.9999,0.99,v)

v = ifelse(v<10^-320,10^-320,v)

vv = pztp(Y.pois-1, lambda)

vv = ifelse(vv>0.9999,0.99,vv)

vv = ifelse(vv<10^-320,10^-320,vv)

g1 =dWEI3(Y.wei,mu=mu1,sigma=sigma1)

# For a Gaussian Copula to use:

D.rho =pnorm((qnorm(v)-(rho_t*qnorm(u)))/sqrt(1-rho_t^2))

D.rho_1 =pnorm((qnorm(vv)-(rho_t*qnorm(u)))/sqrt(1-rho_t^2))

#For a Clayton copula to use:

# D.rho = u^(-rho_t-1)*(u^(-rho_t)+v^(-rho_t)-1)^(-1-(1/rho_t))

# D.rho_1=u^(-rho_t-1)*(u^(-rho_t)+vv^(-rho_t)-1)^(-1-(1/rho_t))

#For a Frank copula to use:

#D.rho = (exp(rho_t)*(exp(rho_t*v)-1))/(exp(rho_t*(u+1))

#+exp(rho_t*(v+1))-exp(rho_t)-exp(rho_t*(u+v)))

# D.rho_1= (exp(rho_t)*(exp(rho_t*vv)-1))/(exp(rho_t*(u+1))

#+exp(rho_t*(vv+1))-exp(rho_t)-exp(rho_t*(u+vv)))

f = g1*(D.rho - D.rho_1)

f=ifelse(f<1.e-320,1.e-320,f)

f=ifelse(f>1.e308,1.e308,f)

l =-sum(log(f))

l

}

library(gamlss)

gamlss.wei<-gamlss(Yga~Xga[,-1],family=WEI3)

alpha.wei<-gamlss.wei$mu.coef

sigma<-gamlss.wei$sigma.coef

rho.init<-0.2

init.val<-c(alpha.wei,par.beta,sigma,rho.init)

likel_wei_cop(init.val,Yga,Ypo,Xga,Zpo,offsetcoll)

par.wei.cop<-optimx(init.val,log.likelihood.copula.marg.Weibull,method="BFGS",control=list

(save.failures=TRUE,trace=2),

Y.wei=Yga,Y.pois=Ypo,R=Xga,S=Zpo,exposure=offsetcoll)

C.3. Algoritmo Muestreador Tipo Metrópolis-Hastings

metrop.copula.gam.pois<-function(Y.gamma,Y.pois,R,S,exposure,p=33, q=34,mle,Inv.Hessiana,

mu.prior,Sigma.prior,tuning=1,warm = 100, size = 1000)

{

l.likelihood<-function(params)

{

if (length(params)!= p+q+2) {stop("params must have length p+q+2")}
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lambda = as.vector(exp(S %*% params[p+1:q]))*exposure # Poisson

mu = as.vector(exp(R%*%params[1:p])) #Gamma

sigma_t = expn(params[p+q+1])

rho_t = inv.Fisher.t(params[p+q+2])

# rho in a Gaussian copula:

rho_t = inv.Fisher.t(params[p+q+2])

# rho in a Clayton copula:

#rho_t = rho.Clayton(params[p+q+2])

# rho in a Frank copula:

#rho_t = rho.Frank(params[p+q+2])

a = 1/sigma_t

s = mu*sigma_t

a = ifelse(a<1.0e-300,1.0e-300,a)

s = ifelse(s<1.0e-300,1.0e-300,s)

a = ifelse(a>1.0e300,1.0e300,a)

s = ifelse(s>1.0e300,1.0e300,s)

# u-CDF Gamma margin

u = pgamma(Y.gamma,shape = a, scale=s,log=FALSE)

u = ifelse(u>0.9999,0.99,u)

u = ifelse(u< 10^-320,10^-320,u)

# v,vv -CDF ZTP margin

v = probztp(Y.pois,lambda)

v = ifelse(v>0.9999,0.99,v)

v = ifelse(v<10^-320,10^-320,v)

vv = probztp(Y.pois-1, lambda)

vv = ifelse(vv>0.9999,0.99,vv)

vv = ifelse(vv<10^-320,10^-320,vv)

g1 = dgamma(Y.gamma,shape = a, scale=s,log=FALSE)

# For a Gaussian Copula to use:

D.rho =pnorm((qnorm(v)-(rho_t*qnorm(u)))/sqrt(1-rho_t^2))

D.rho_1 =pnorm((qnorm(vv)-(rho_t*qnorm(u)))/sqrt(1-rho_t^2))

#For a Clayton copula to use:

# D.rho = u^(-rho_t-1)*(u^(-rho_t)+v^(-rho_t)-1)^(-1-(1/rho_t))

# D.rho_1=u^(-rho_t-1)*(u^(-rho_t)+vv^(-rho_t)-1)^(-1-(1/rho_t))

#For a Frank copula to use:

#D.rho = (exp(rho_t)*(exp(rho_t*v)-1))/(exp(rho_t*(u+1))

#+exp(rho_t*(v+1))-exp(rho_t)-exp(rho_t*(u+v)))

# D.rho_1= (exp(rho_t)*(exp(rho_t*vv)-1))/(exp(rho_t*(u+1))

#+exp(rho_t*(vv+1))-exp(rho_t)-exp(rho_t*(u+vv)))

f = g1*(D.rho - D.rho_1)

f=ifelse(f<1.e-320,1.e-320,f)

f=ifelse(f>1.e308,1.e308,f)
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l =sum(log(f))

l

}# end l.likelihood function

sampler.param<-function(mu.prior, mle, Sigma.prior, Inv.Hessian){

S1 = solve(Sigma.prior)

S2 = solve(Inv.Hessian)

Sigma = solve(S1 + S2 )

mu = as.vector(Sigma%*%( S1%*%mu.prior + S2%*%mle))

l = list(Sigma= Sigma, mean = mu)

l

}

if(dim(R)[1]!= dim(S)[1]) {stop("R and S must have the same same number of rows")}

alpha.0 = mle[1:p]

beta.0 = mle[(p+1):(p+q)]

sigma.0 = mle [p+q+1] # sigma.0 in R

z.0 = mle[p+q+2] # z.0 in R

par.mode=as.vector(c(alpha.0,beta.0,sigma.0,z.0))

# parameters of the sampler

l = sampler.param(mu.prior,par.mode,Sigma.prior, Inv.Hessian)

mu = l$mean

Sigma = l$Sigma

# total size

rows = warm + size

cols = p+q+2

# matrix of sample

smpl = matrix(NA, rows,cols)

# vector of log likelihood values

log.l = numeric(rows)

# vector of prior distribution values

prior.val = numeric(rows)

# vector of proposal distribution values

prop.val = numeric(rows)

# initial sample

smpl = mvrnorm(rows,mu=mu,Sigma=Sigma)

# compute densities

for (i in 1: rows){

# print(i)

log.l[i]= l.likelihood(smpl[i,])

}

prior.val = dmvnorm(smpl,mean = mu.prior,sigma=Sigma.prior,log=TRUE)

prop.val = dmvnorm(smpl,mean = mu, sigma=Sigma, log=TRUE)

# Metropolis-hasting sampler (independent proposal)

new.val =FALSE

for (i in 2: rows){

alpha.sigmam = log.l[i] + prior.val[i] -prop.val[i]

alpha.den = log.l[i-1]+ prior.val[i-1] - prop.val[i-1]
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dif.alpha = alpha.sigmam-alpha.den

alpha = exp(dif.alpha)

if (is.nan(new.val))

{new.val =FALSE} else if(alpha > 1)

{new.val =TRUE} else if (alpha >runif(1))

{new.val =TRUE}

if (!new.val){

log.l[i] = log.l[i-1]

prior.val[i] = prior.val[i-1]

prop.val[i] = prop.val[i-1]

smpl[i,] = smpl[i-1,]

}

new.val = FALSE

}# end for i

sampleburn=smpl[-(1:warm),]

return(sampleburn)

} # end metrop.copula.gam.pois function

# Simulation of correlated data (number of claims and claim amounts )

library(CopulaRegression)

loss.nbclaim<-function(R,S,chain.posterior,exposure)

{

p=dim(R)[2]

q=dim(S)[2]

i.p=dim(R)[1] # number of policies.

j.mh=dim(chain.posterior) [1] #chain iterations

loss=matrix(0,i.p,j.mh)

number.claim=matrix(0,i.p,j.mh)

sample=i.p

delta_j = expn(chain.posterior[,p+q+1])

rho_j = inv.Fisher.t(chain.posterior[,p+q+2])

tau_j = 2/pi*asin(rho_j)

alpha =chain.posterior[,1:p]

beta =chain.posterior[,(p+1):(p+q)]

for(j in 1:j.mh)

{

# lambdai = as.vector(exp(S%*%chain.posterior[j,p+1:q])*exposure)

#mui = as.vector(exp(R%*%chain.posterior[j,1:p]))

out= simulate_regression_data(sample,alpha[j,],

beta[j,],R,S,delta_j[j],tau_j[j],family=1,zt=TRUE,exposure)

loss[,j]=out[,1]

number.claim[,j]=out[,2]

} # end for j

Z= cbind(l,number.claim)

return(Z)

} #end function
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Krämer, N., Brechmann, E. C., Silvestrini, D. & Czado, C. (2013), ‘Total loss estima-

tion using copula-based regression models’, Insurance: Mathematics and Economics

53(3), 829–839.

Lee, S. C. & Lin, X. S. (2010), ‘Modeling and evaluating insurance losses via mixtures of

Erlang distributions’, North American Actuarial Journal 14(1), 107–130.
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