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Resumen 

 

El desarrollo de modelos matemáticos es considerado una de las bases para la 

estandarización, escalamiento, supervisión y control de procesos químicos, físicos y 

biológicos. En los procesos biológicos, como las fermentaciones, conocer el 

comportamiento del microorganismo permite predecir y controlar su eficiencia en la 

formación de productos. Sin embargo, encontrar modelos matemáticos que 

describan a la perfección un sistema biológico es una tarea difícil, debido a la 

sensibilidad de los microorganimos a perturbaciones. En la industria colombiana los 

residuos agroindustriales tipo vinazas generan un gran impacto ambiental a causa 

de su escaso tratamiento en su disposición final y su alto contenido de materia 

orgánica. A partir de lo anterior, la fermentación de vinazas con Gluconacetobacter 

diazotrophicus para producir un biofertilizante, se considera una estrategia para 

mitigar el impacto de este residuo industrial y obtener un producto con alto valor 

agregado.   

El propósito principal de esta tesis es la obtención de un modelo matemático que 

permita describir el comportamiento de las variables que participan en la 

fermentación de vinazas azucareras, utilizando G. diazotrophicus mediante el 

seguimiento de las principales variables que participan en el proceso y el 

planteamiento de posibles ecuaciones matemáticas. La reparametrización de los 

modelos se realizó planteando diferentes optimizaciones de mínimos cuadrados 

para los datos experimentales y realizando un análisis de estabilidad a mejor modelo 

obtenido. Los resultados obtenidos demuestran la importancia del seguimiento de 
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variables para realizar un modelado matemático, los factores que influyen en la 

optimización y obtención de un modelo matemático con un porcentaje de error 

entre los datos reales y modelados de 14.6% sin problema de estabilidad.    

 

Palabras clave: Biofertilizante, Gluconacetobacter diazotrophicus, mínimos 

cuadrados, optimización, ácido indolacético.   



9 

 

 

Abstract 

 

The development of mathematical models is considered one of the bases for the 

standardization, scaling, supervision and control of chemical, physical and biological 

processes. In biological processes, such as fermentations, knowing the behavior of 

the microorganism makes it possible to predict and control efficiency in the 

formation of products. However, finding mathematical models that perfectly 

describe a biological system is a difficult task, mainly due to the sensitivity of 

microorganisms to disturbances. In the Colombian industry, agroindustrial residues 

such as vinasses generate a great impact due to poor treatment strategies for their 

final disposal and their high content of organic matter. Based on the above, the 

fermentation of stillage with Gluconacetobacter diazotrophicus to produce a 

biofertilizer is considered a strategy to mitigate the impact of this industrial waste 

and to obtain a product with high added value. 

The main purpose of this thesis is to obtain a mathematical model that allows 

describing the behavior of the variables that participate in the fermentation of sugar 

vinasses, using G. diazotrophicus. This objective was reached by monitoring the main 

variables that participate in the process and the approach to obtain possible 

mathematical equations. The reparametrization of the models was carried out by 

proposing different least squares optimizations for the experimental data and 

performing a stability analysis to the best model obtained. The research showed the 

importance of tracking variables to perform mathematical modeling, the factors that 

influence optimization and obtaining a mathematical model with a percentage of 

error between the real and modeled data of 14.6% without a stability problem.  

Keywords: Biofertilizer, Gluconacetobacter diazotrophicus, least squares, 

optimization, indoleacetic acid.  
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Abreviaturas 

 

A continuación. se presentan los símbolos para identificar compuestos. parámetros. 

variables y constantes de esta tesis. 

%P/v:  porcentaje peso volumen  

%v/v:  porcentaje volumen-volumen  

𝐶𝑖 ∶ concentración de compuesto i 

𝐾1: Constante de relación 

𝐾11 :  constante de relación AIA primer 

crecimiento 

𝐾12 : constante de relación AIA segundo 

crecimiento 

𝐾2:  constante de relación EPS 

𝐾2: Constante de relación relación 

𝐾𝐼 : constante cinética de inhibición 

𝐾𝑝: constante cinética de producto 

𝐾𝑠: constante cinética de sustrato 

𝑌𝑋/𝑆: rendimiento biomasa-sustrato  

𝑑()

𝑑𝑡
: ecuación diferencial  

𝑚̇: Flujo másico 

𝑟𝑐𝑖 : Velocidad de consumo 

𝑟𝑓𝑖 : Velocidad de formación 

𝜇𝑒: Tasa de crecimiento de EPS 

𝜇𝑚: tasa máxima de crecimiento 

𝜇𝑝: tasa de crecimiento del AIA 

𝜇𝑝1: tasa de crecimiento del producto en 

el primer crecimiento 

𝜇𝑠  : tasa de crecimiento del sustrato 

𝜇𝑥: tasa de crecimiento de biomasa 

𝜇𝑥1: tasa de crecimiento de la biomasa 

en el primer crecimiento 

𝜇𝑥2: tasa de crecimiento de la biomasa 

en el segundo crecimiento 

[AIA]: Concentración de AIA 

[ART]: concentración de sustrato 

°Bx: grados brix  

°C: grados centígrados 

µg: Microgramos 
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ABS530 : absorbancia a 530 nm  

ABS540 : absorbancia a 540 nm  

ABS600 : absorbancia a 600 nm  

AIA: ácido índole acético 

AIAexp: datos experimentales de AIA 

AIAsim: datos simulados de AIA 

AIP: ácido indol-3-pirúvico 

ART: azúcares reductores totales 

ARTexp: datos experimentales de 

sustrato 

ARTsim: datos simulados de sustrato 

atm: atmosferas (unidad de presión) 

C: carbono 

CaCl2 ∙ 2H2O: cloruro de calcio 

dihidratado 

D: factor de dilución 

DNS: ácido dinitrosalicílico 

DO: Densidad óptica  

Ep: concentración de EPS (g/L) 

EPS: exopolisacárido 

EPSexp: datos experimentales de EPS 

EPSsim: datos simulados de EPS 

Exitflag: motivo por el que solucionador 

se detuvo 

f(y): datos simulados 

F:   Flujo volumétrico 

Fd: factor de dilución 

FeCl3 ∙ 6H2O: cloruro férrico 

hexahidratado 

FeCl3: Cloruro férrico 

g: gramos 

H: hidrógeno   

h: horas 

H2SO4: ácido sulfúrico 

i: número de compuesto 

IAAid: indol-3-acetilaldehído 

IAM: indol-3-acetamida 

IAN: indol-3-acetonitrilo 

IAOx: indol-3-acetaldoxima 

j: número de experimento 

K2HPO4: fosfato dipotásico 

KH2PO4: fosfato monopotásico 



21 

 

 

L: Litros 

m: total de datos experimentales 

MCD:  mínimos cuadrados determinista 

MgSO4 ∙ 7H2O : sulfato de magnesio 

heptahidratado 

min: minutos 

mL: mililitros 

N: nitrógeno 

n: total de compuestos 

N°: número de experimento 

Na2MoO4 ∙ 2H2O: Molibdato de Sodio 

dihidratado 

NaOH: hidróxido de sodio  

NH4Cl: Cloruro de amonio 

nm: nanómetros 

O: oxígeno 

P: concentración de producto 

P1: concentración de AIA (ppm) 

pH: potencial de hidrogeniones 

ppm: partes por millón 

PS: peso seco 

r: velocidad de reacción 

R2 : Coeficiente de Determinación 

Resnorm: norma cuadrada del residuo 

RK: Runge-Kutta 

rpm: revoluciones por minutos 

S: concentración de sustrato (g/L) 

T: temperatura 

t: tiempo 

Trp: Triptofano 

USB: Universal Serial Bus 

V: volumen de reacción 

X: concentración de biomasa (g/L) 

Xexp: datos experimentales de biomasa 

Xsim: datos simulados de biomasa 

y: datos experimentales 

𝐵: constante cinética 

𝛽: constante de crecimiento 

𝜇: Tasa de crecimiento específica 

𝜇𝑝2: tasa de crecimiento del producto en 

el segundo crecimiento 

𝑋∗, 𝑆∗, 𝑃∗, 𝐸𝑝∗: Valores de equilibrio 



22 

 

 

 

 

 

 

Capítulo 1 

Introducción 

 

La automatización de procesos industriales es el enfoque actual de diferentes 

empresas que desean mantener los requerimientos de producción, eficiencia y 

seguridad ya sea de forma parcial o completa. En la automatización de un proceso 

se debe hacer énfasis, inicialmente, en los subprocesos y máquinas, su 

funcionamiento, las variables que interaccionan, y la configuración del sistema de 

control que conlleva el proceso (García Moreno, 1999; Manesis & Nikolakopoulos, 

2018).  Todo lo anterior es posible si se tiene un modelo matemático que describa el 

fenómeno químico, físico o bilógico que está ocurriendo. Los modelos matemáticos 

son sistemas que poseen una estructura y términos que detallan el comportamiento 

de un fenómeno, los cuales, dependiendo de la información, complejidad y 

operadores matemáticos principalmente, permite la clasificación del tipo de modelo 

utilizado (Ortega 2017). Entre los procesos industriales que requieren automatizar 
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sus etapas debido a su gran impacto ambiental, se encuentran  los procesos 

biológicos; por ende, se han planteado investigaciones enfocadas en optimizar o 

crear modelos matemáticos que se relacionen con mayor similitud la interacción real 

de los microorganismos con el medio de reacción.  

Por otro lado, los bioprocesos se enfocan en la utilización de recursos renovables y 

microorganismos para generar productos de valor agregado que puedan competir 

con sus homólogos químicos (Boudrant and Legrand 2010). Además, el uso de 

residuos orgánicos industriales como fuente de materia prima para la biorreacción, 

ha llevado a la investigación de nuevas tecnologías que permitan aprovechar estos 

residuos para generar productos de alto valor agregado y disminuir el impacto 

ambiental por su disposición final (Vargas Corredor and Peréz Pérez 2018). En los 

últimos años se han desarrollado investigaciones en la formación de fertilizantes 

biológicos que permitan remplazar los fertilizantes químicos, los cuales debido a sus 

componentes ocasionan infertilidad en los suelos, suelos ácidos, contaminación de 

aguas subterráneas y exceso de crecimiento (Khan et al. 2017). 

Por consiguiente, el objetivo del siguiente trabajo es obtener un modelo matemático 

que describa la fermentación de vinazas azucareras, residuo orgánico de la 

agroindustria colombiana, utilizando G. diazotrophicus para producir un 

biofertilizante que tenga como componente principal una fitohormona. Este 

modelamiento servirá como base para futuros estudios que requieran un enfoque 

matemático sobre la fermentación de vinazas y el proceso de modelado en 

diferentes fermentaciones.  
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1.1. Planteamiento del problema 

Actualmente, diferentes empresas han optado por empezar a adaptar biotecnologías 

en sus procesos a través del uso de microorganismos, células y componentes 

celulares, principalmente, para generar nuevos productos o poder destruir 

desperdicios producidos durante alguna etapa del proceso. Sin embargo, un gran 

criterio para poder llevar procesos biotecnológicos a gran escala, es lograr controlar 

el componente biológico, es decir, poder predecir el comportamiento del proceso 

para optimizar la producción (García Alvarado 2007). Inicialmente, esta predicción se 

logra realizando un seguimiento de las condiciones del proceso y la variación de sus 

componentes, con el fin de lograr un modelo matemático.  

En Colombia, la agroindustria azucarera y sus derivados producen residuos como las 

vinazas azucareras, las cuales, son los efluentes líquidos más contaminantes de este 

sector por su alta carga orgánica, gran volumen, su difícil degradación, generación 

de malos olores y plagas (Khan et al. 2017). Por lo anterior, estos residuos, han sido 

foco de investigación para generar alternativas en su disposición final. Entre los 

tratamientos y usos de las vinazas se encuentran el compostaje, la degradación 

anaeróbica, tratamiento aeróbico, la producción de microorganismos y su 

combustión para producir energía, entre otras (Conil 2008; Moreno and Teixeira 

Coelho 2014). Unas de las alternativas biológicas que llama el interés, es la utilización 

como sustrato para producción de microorganismos o fermentaciones para producir 

un compuesto de interés. Como es el caso de la fermentación de las vinazas 

azucareras utilizando G. diazotrophicus para producir un biofertilizante con una 

fitohormona como componente principal (Pineda 2019; Rincón Santamaría et al. 

2019). Esta fermentación ha sido poco estudiada; por ende, si se desarrolla en 

conjunto a un modelo matemático que pueda permitir un seguimiento de los 

componentes principales, serviría como base para desarrollar un sistema de control 
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adecuado y modificaciones al proceso con el fin de aplicar escalabilidad industrial al 

proceso. 

 

1.2. Justificación 

 

La producción de un fertilizante biológico a partir de vinazas azucareras utilizando 

G. diazotrophicus, el cual tiene como producto principal una fitohormona (i.e., ácido 

índole-acético), es un tema investigativo desarrollado recientemente. El desarrollo 

de este proceso biológico es de gran interés debido a que permite el 

aprovechamiento de un residuo orgánico producido a gran escala por las destilerías 

de alcohol de los ingenios azucareros colombianos. Según la asociación colombiana 

de productores y proveedores de caña de azúcar (Procaña) las vinazas se producen 

en una proporción de 13 litros por litro de alcohol. Sin embargo, debido a las 

prácticas de recirculación de vinazas y la concentración mediante evaporación y 

compostaje, la generación de este efluente promedia los 3 litros de vinaza por litro 

de etanol obtenido (Cenicaña 2016) . En Colombia la producción de etanol registrada 

en el 2019 se aproxima a 490 millones de litros, lo que conlleva a una generación de 

1470 millones de litros de vinazas al año, aproximadamente (Knoema 2020). Además, 

es una opción para sustituir los fertilizantes de origen químico, supliendo fallas como 

el cambio de pH en el suelo, alteración de los ecosistemas microbianos, aumento de 

las plagas en cultivos e incluso el aumento de la cantidad de gases de efecto 

invernadero característicos de estos mismos (Khan et al. 2017). 

Debido a la gran importancia de estos procesos biológicos en los que se aprovecha 

un residuo industrial, se busca complementar toda esta investigación desarrollando 

un modelo matemático que permita describir el comportamiento de esta 
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fermentación, la cual no ha sido lo suficientemente estudiada. Lo anterior con el fin 

de supervisar los posteriores desarrollos experimentales y que sirva como base para 

el desarrollo de futuras investigaciones, en las que, a través del modelo obtenido, 

permita evaluar su posible escalamiento a nivel industrial y el planteamiento de un 

sistema de control acorde al fenómeno, entre otros aspectos relevantes.  

 

1.3. Hipótesis  

Teniendo como base las mejores condiciones del proceso de obtención de 

biofertilizante a través de G. diazotrophicus por fermentación de vinazas de industrias 

azucareras, se puede encontrar un modelo matemático que describa el proceso y 

permita aproximarse a un sistema real. 

 

1.4. Objetivos 

1.4.1. Objetivo general 

Realizar, evaluar, y simular un modelo matemático que describa la fermentación de 

vinazas azucareras a través de G. diazotrophicus para producir un biofertilizante. 

1.5.2. Objetivos Específicos 

✓ Identificar las variables que intervienen en el proceso de producción de 

biofertilizante a partir de todas las especificaciones del equipo a trabajar 

(requerimientos técnicos y funcionales del sistema, interfaz del usuario y las 

condiciones de operación del sistema). 
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✓ Establecer la metodología con la que se llevará a cabo el modelamiento del 

proceso y establecer las variables en la que se va a enfocar el modelo 

matemático. 

 

✓ Determinar el efecto de la variable en la que se enfocará el modelo, mediante 

experimentos que permitan establecer un comportamiento del bioproceso. 

 

✓ Comparar y seleccionar los diferentes posibles modelos que describan la 

fermentación de manera eficiente, mediante la reparametrización de los 

parámetros que los componen y posible adición de artificios matemáticos. 

 

✓ Analizar el modelo seleccionado, mediante la detección de estados 

estacionarios, estabilidad e implementación y respuesta ante bifurcaciones.  

 

 

1.6. Organización de la Tesis 

 

Este documento se divide en cinco capítulos, en el primer capítulo se da una 

introducción sobre el temario general, el planteamiento del problema con su 

justificación y los componentes principales como hipótesis y objetivos. El segundo y 

tercer capítulo son el marco teórico de la tesis, los cuales se enfocan en los principios 

de las reacciones biológicas y el modelamiento matemático; esto nos permite 

entender los fundamentos de la investigación. El capítulo 4 es el desarrollo 

experimental, en donde se hizo un reconocimiento y adecuación de la fermentación 

y del equipo de reacción, con el fin de realizar un seguimiento de variables que 

permita obtener datos reales que sirvan como base al capítulo 5. En este último 
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capítulo se lleva a cabo el modelamiento matemático, se establecieron los posibles 

modelos que describen el crecimiento microbiano y su tasa de crecimiento; se 

optimizaron las variables de estos modelos mediante la minimización de mínimos 

cuadrados, se seleccionó el modelo que mejor se aproximó al sistema evaluado y se 

le realizó su respectivo análisis. Finalmente, se evidencian las conclusiones y trabajos 

futuros que complementarían el tema de investigación actual.  
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Capítulo 2 

Reacciones Biológicas 

 

 

2.1. Procesos Biotecnológicos 

En la actualidad, la mayoría de las industrias utilizan recursos no renovables como 

materia prima y fuente de energía (combustible) para satisfacer las necesidades de 

la sociedad. Sin embargo, los recursos no renovables solo son producidos por la 

naturaleza teniendo una oferta limitada y una tasa de consumo alta, lo cual genera 

un problema de escasez acompañado del aumento de compuestos contaminantes 

en el aire, como lo es el dióxido de carbono, al quemar estos combustibles (Nathional 

Geographic 2012). De esta manera, los procesos biotecnológicos aparecen como una 

salida de escape ante este gran problema, caracterizándose por la utilización de 

recursos renovables que a su vez generen productos de valor agregado y que 

puedan garantizar la sostenibilidad y disminución del impacto ambiental. Sin 

embargo, en la mayoría de los casos, los productos obtenidos por procesos 

biológicos no son competitivos en relación con costos y calidad con los sintetizados 

por vía química. 
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Los sistemas biológicos se adaptan a las variaciones en las concentraciones de 

nutrientes intercambiando las formas de crecimiento metabólico con la 

disponibilidad de nutrientes en el medio (Morabito et al. 2019). De esta forma, en 

los procesos biotecnológicos se pueden obtener de manera simultánea distintos 

metabolitos en el mismo proceso, y estos metabolitos son más ecológicos que sus 

homólogos químicos (Moldes et al. 2013). Estos procesos se caracterizan por su alta 

selectividad debido a que operan en diferentes condiciones de temperatura y 

presión, generando menores costos energéticos, bajas emisiones y ausencia de 

productos indeseables. Sin embargo, presenta altos costos de producción (Le Borgne 

and Quintero 2003). Por ello, la aparición de nuevas herramientas tecnológicas 

ofrece oportunidades para desarrollar bioprocesos que involucren métodos 

ingenieriles en los procesos biotecnológicos para obtener productos o servicios a 

gran escala que permitan suplir las necesidades de la sociedad. 

 

Los sistemas biológicos pueden ser difíciles de controlar; sin embargo, dado  que 

estos obedecen  las leyes de la química y la física, son una gran herramienta de 

análisis ingenieril; por ejemplo, las primeras etapas de su desarrollo incluyen la 

manipulación genética como parte de su importancia a la estabilidad de las 

deformaciones construidas y el nivel de expresión de los productos deseados 

(Boudrant and Legrand 2010). Los procesos biotecnológicos utilizan biorreactores 

como elemento clave en los procesos de producción de biomasa, biosíntesis de 

metabolitos y biotransformaciones. De esta forma, los bioprocesos están altamente 

influenciados por varios parámetros del sistema que permitan garantizar la viabilidad 

económica y en donde se destaque el uso de menos energía y la fabricación de 

productos que no son por medio de métodos químicos. Su rendimiento depende 
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del control y monitoreo constante, para lograr producir de forma rápida y 

consistente el producto deseado (Sindhu et al. 2017). 

Es importante mencionar que, las particularidades de los bioprocesos desde el punto 

de vista científico, radican más que todo en la alta complejidad de la mezcla 

reaccionante respecto a los procesos químicos, el incremento en la masa de 

microorganismos paralelo a la realización de la transformación bioquímica, la 

capacidad de los microorganismos de sintetizar sus propios catalizadores, los 

comportamientos suaves y exigentes en regulación precisa de temperatura y pH para 

el óptimo funcionamiento de las enzimas y del crecimiento de los microorganismos, 

entre otros. Por lo anterior, se han formulado varios modelos matemáticos para 

tratar de minimizar la complejidad del comportamiento de los microorganismos y la 

falta de una relación matemática explícita que describa la interacción de las variables 

ambientales y las variables internas o propias del material celular (Ortega 2017). 

 

En la Figura 1, se aprecian las tres etapas principales en las que se desarrolla un 

bioproceso.  La primera etapa consiste en el ingreso de la materia prima al proceso 

y el sometimiento de esta a un tratamiento por medio de operaciones físicas y 

químicas (pre-tratamiento). Esta materia prima que es adecuada según las 

especificaciones necesarias, ingresa luego al biorreactor donde se llevará a cabo la 

segunda etapa (biorreacción). En la etapa de biorreacción, conocida como el corazón 

del bioproceso, ocurre la transformación de sustrato en biomasa, enzima o algún 

producto bioquímico generado por los microorganismos. Finalmente, se encuentra 

el tratamiento cuyo objetivo es purificar y concentrar el producto mediante 

operaciones físicas principalmente. Las presentaciones de este producto pueden ser 

en forma líquida, lodo, polvo o cristales (Smith and Smith 2013).  
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Es importante mencionar que los bioprocesos se pueden clasificar según las 

condiciones operativas características de la biorreacción. En la tabla 1 se observan 

los tres tipos de bioprocesos: fermentación por lotes (batch), fermentación por lote 

alimentado (semibatch) y fermentación continua. Sus conceptos, características 

principales, ventajas, desventajas y ejemplos de productos obtenidos mediante cada 

uno de ellos. 

 

 

 

Tratamiento de 

materia prima 
Biorreacción 

Tratamiento de 

producto 

●Selección 

●Reducción de 

tamaño 

●Tamizado 

●Hidrólisis 

●Esterilización 

 1  
2 

 3 

●Producción de 

biomasa, 

metabolitos y 

enzimas 

●Utilización de 

células o enzimas 

como 

biocatalizadores 

●Filtración 

●Centrifugación 

●Sedimentación 

●Floculación 

●Extracción 

●Ultrafiltración 

●Precipitación 

●Cristalización 

●Cromatografía 

●Evaporación 

●Secado 

●Empaque 

Figura 1. Bosquejo de etapas de un bioproceso, adaptado de (Smith and Smith 

2013). 
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Tabla 1. Diferentes tipos de bioprocesos y sus principales características.  

Tipo de 

bioproceso 

Fermentación por 

lote 

(Sindhu et al. 2017) 

Fermentación por lote 

alimentado (Sindhu et 

al. 2017) 

Fermentación continua 

(Sakuraba et al. 1981) 

Concepto 

Proceso que se lleva 

a cabo en un 

sistema 

parcialmente 

cerrado, donde los 

materiales se cargan 

al biorreactor 

descontaminado 

previamente, y 

luego se retiran al 

final del proceso. 

Proceso en el que los 

nutrientes o sustratos 

son alimentados al 

biorreactor durante el 

cultivo y los productos 

permanecen en él hasta 

finalizar del proceso 

Proceso en el que una o 

más corrientes de 

alimentación cargados con 

nutrientes son ingresados 

de forma continua en el 

biorreactor, los productos 

y los residuos se eliminan 

continuamente. 

Característica 

principal 

Las condiciones 

operativas cambian 

continuamente con 

el tiempo 

Normalmente se utiliza 

en bioprocesos 

industriales para alcanzar 

un cultivo de alta 

densidad celular. 

Se mantiene el estado 

estable con un flujo 

volumétrico igual para las 

corrientes de alimentación 

y efluentes. 

Ventaja 

El único material 

que se agrega y 

elimina durante la 

fermentación por 

lotes es el 

intercambio de 

gases y las 

soluciones de 

control del pH. 

La concentración del 

sustrato alimentado en el 

medio se puede 

mantener en los niveles 

deseados. 

Reducción en el tiempo de 

procesamiento y en el 

tamaño del equipo, mayor 

uniformidad. 
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Desventaja 

Alto tiempo de 

inactividad entre 

lotes, que incluye la 

carga y descarga del 

biorreactor, 

limpieza, 

esterilización y 

reinicio del proceso. 

Cantidad sustancial para 

configurar y desarrollar 

el proceso, y un análisis 

previo de los 

microorganismos que se 

llevará a cabo para 

comprender sus 

requisitos con respecto a 

fisiología y 

productividad. 

La falla en una etapa del 

proceso, forzará a un 

apagado completo, ya sea 

en la etapa del 

tratamiento de la materia 

prima o en el tratamiento 

del producto. En algunos 

casos se presentan 

contaminación e 

inestabilidad genética. 

Ejemplos 

Antraciclina, 

ciclamicina, ácido 

láctico y ácido 

propiónico, alcohol 

Células de levadura para 

producción de etanol, 

aminoácidos antibióticos, 

enzimas y biomasas de 

células microbianas 

Producción de hidrógeno 

fotosintético anaeróbico 

por Rhodospirillum rubrum 

  

 

2.2.  Biorreacciones 

 

Se puede considerar que la etapa más importante de un bioproceso es la 

biorreacción. En esta etapa se cultivan microorganismos, células o tejidos con el fin 

de generar productos que se pueden comercializar al final de cada proceso. Para el 

desarrollo de una biorreacción se deben tener en cuenta diferentes aspectos como 

el tipo de sustrato o medio de crecimiento, tipo de microorganismos, el 

mantenimiento de las condiciones de operación y el tipo de producto que se va a 

generar. 
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Para el crecimiento de un microorganismo se requiere un medio líquido o sólido 

conocido como sustrato, el cual es una mezcla que contiene una o varias fuentes de 

carbono, nitrógeno, azufre, fósforo, vitaminas y microelementos en menor 

proporción. A nivel de laboratorio normalmente se utilizan azúcares simples (e.g., 

glucosa, fructosa, lactosa) como fuente de carbono, debido a que pueden ser 

degradadas fácilmente por las enzimas microbianas. Sin embargo, el uso de 

diferentes compuestos orgánicos como sustrato, ha mostrado la gran versatilidad de 

los microorganismos para adaptarse a diferentes medios (Qian et al. 2015). Mediante 

la siguiente reacción autocatalítica se puede expresar el crecimiento general de un 

microorganismo en una biorreacción (Andr and Arias 2015):  

 

𝐶é𝑙𝑢𝑙𝑎𝑠 + 𝐹𝑢𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑑𝑒 𝐶 + 𝐹𝑢𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑑𝑒 𝑁 + 𝐹𝑢𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑑𝑒 𝑂2 + 𝑜𝑡𝑟𝑜𝑠

→ 𝑀á𝑠 𝑐é𝑙𝑢𝑙𝑎𝑠 + 𝑝𝑟𝑜𝑑𝑢𝑐𝑡𝑜𝑠       (𝐸𝑐. 1) 

 

Cada microorganismo que se utiliza en una biorreacción tiene unas condiciones 

específicas de crecimiento dentro de las cuales se destacan: la concentración de 

iones hidrógeno (pH), temperatura, presión y la concentración de oxígeno (aireación 

y agitación). Si estas especificaciones se mantienen, el crecimiento de 

microorganismos puede ocurrir de manera eficiente. Los microorganismos tienen 

dos modalidades básicas de metabolismo energético: respiración y fermentación. En 

la fermentación el sustrato da lugar a una mezcla de productos orgánicos finales, 

unos más oxidados que él y otros más reducidos, en la cual tanto los que ceden 

como los que reciben los electrones son compuestos orgánicos. En la respiración, los 

compuestos orgánicos o inorgánicos reducidos sirven como dadores de electrones 

y el oxígeno molecular como aceptor final; en algunos casos se suele remplazar el 
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oxígeno por compuestos inorgánicos oxidados y se le conoce como “respiración 

anaerobia” (C. M. R. Pérez 2015). 

Cuando se habla de crecimiento de un microorganismo se puede generar una curva 

típica sí el cultivo no es renovado, como se ilustra en la figura 2. Inicialmente, el 

microorganismo se encuentra en la fase latencia, en la que se adapta al medio 

sintetizando las enzimas necesarias para degradar el sustrato, además, se reparan 

daños celulares en caso que el microorganismo haya sido utilizado en procesos 

anteriores. Posteriormente, en la fase exponencial ocurre el crecimiento celular y 

aumenta la cantidad de microorganismos que consumen de igual forma los 

nutrientes y sustratos presentes en el medio de cultivo. Cuando el microorganismo 

llega a la tercera etapa, fase estacionaria, la tasa de crecimiento y la tasa de muerte 

celular se igualan, gracias a la escasez de nutrientes y acumulación de metabolitos 

tóxicos que promueven la inhibición en el crecimiento microbiano. Por último, en  la 

Figura 2. Curva de crecimiento celular, adaptado de (Qian et al. 2015).  
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fase de muerte, la velocidad de muerte celular supera la tasa de crecimiento 

ocasionada por un agotamiento de  todos los nutrientes y sustratos del medio (C. M. 

R. Pérez, 2015; Qian et al. 2015). 

Entre los productos de las biorreacciones se encuentran los propios 

microorganismos, los productos generados por microorganismos y productos 

generados por transformaciones realizadas por las células cultivadas. Los principales 

microorganismos utilizados para biorreacciones son los organismos procariotas y los 

organismos eucariotas unicelulares; entre estos organismos encontramos: bacterias, 

hongos, algas, protozoos, entre otros. En Tabla 2, se describen los tipos de productos 

generados en una biorreacción, área de aplicación y sus ejemplos de ellos (Kuila and 

Sharma 2018). Como se mencionó anteriormente, si no se cuenta con un control de 

las condiciones de los microorganismos en una biorreacción, no se espera obtener 

una alta eficiencia en la generación del producto. Por ello, en los avances 

tecnológicos relacionados a esta área, se ha desarrollado un equipo donde se 

efectúa la reacción biológica con un entorno óptimo para el cultivo llamado 

biorreactor o fermentador. En la actualidad, la gran variabilidad de biorreactores 

permite optimizar los procesos biológicos, con lo cual se maximiza el crecimiento 

del microorganismo y contribuye a la generación de mayor cantidad de producto. 

 

Tabla 2. Tipos de productos generados en una biorreacción. 

Categoría Áreas de aplicación Ejemplos de productos 

Metabolitos o 

productos generados 

por los 

microorganismos 

Alimentos, energía 

farmacéutica, reacciones 

químicas, cosméticos y 

agricultura 

Ácidos orgánicos, 

antibióticos, proteínas, 

solventes, colorantes, 

etanol, vitaminas 
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Microorganismos 

cultivados como 

productos 

Alimentos, medicina, 

agricultura 

Proteína unicelular, 

tejidos y órganos para 

trasplantes, 

bioinsecticidas, 

biofertilizantes 

Biotransformaciones 

efectuadas por los 

microorganismos o 

sus componentes 

Biorremediación, 

contaminación ambiental, 

síntesis química 

Tratamiento de agua, aire 

y suelo, transformaciones 

enzimáticas 

 

 

 

2.3. Biofertilizantes 

 

Las biorreacciones se utilizan en las industria alimentaria, agraria, química, 

producción de biocombustibles, desarrollo de tecnologías ambientales, médicas, de 

materiales y biosensores, entre otros. En el área agroindustrial y de tecnología 

ambiental, se busca el desarrollo de microorganismos que cumplan la función de 

plaguicidas, pesticidas, controladores biológicos, facilitación de adquisición de 

nutrientes, biofertilización, y síntesis de auxinas (Nielsen and Villadsen 2011). 

Producir estos microorganismos y sus productos a escala industrial (bioproceso) 

permitiría abrir paso a la sustitución masiva de los productos químicos que se utilizan 

normalmente para el mismo objetivo.    
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El deterioro de las propiedades biológicas, físicas y químicas propias de los suelos se 

debe en gran medida al uso inapropiado e indiscriminado de los fertilizantes 

químicos que los impactan de forma negativa. El uso continuo y a gran escala de 

fertilizantes químicos a largo plazo podría cambiar el pH del suelo, alterar los 

ecosistemas microbianos beneficiosos, aumentar las plagas e incluso contribuir a la 

liberación de gases de efecto invernadero (Khan et al. 2017). Por ello, el uso de 

biofertilizantes día a día toma más fuerza, debido a su intervención directa sobre los 

ciclos geoquímicos por medio de la fijación biológica de nitrógeno. El empleo de 

biofertilizantes se ha convertido, de esta forma, en una alternativa económicamente 

viable para agricultores y ganaderos de la zona norte de Colombia por la capacidad 

que tiene para generar un aumento en la productividad en cultivos de gramíneas de 

hasta 50% en condiciones de invernadero y del 30% en parcelas experimentales 

(Camelo-Rusinque et al. 2017). 

 

La producción de biofertilizantes se basa en fermentaciones en las que participan 

diferentes tipos de microorganismos y a su vez diferentes tipos de sustratos. La 

función de estos microorganismos va desde fijación de nitrógeno, control de pH, 

solubilización y adsorción de fosfatos, producción de hormonas y antimetabolitos; y 

solubilización de potasio, los cuales favorecen la adquisición de nutrientes, 

crecimientos raizales y foliar, y a la asimilación de compuestos para las plantas 

(Nepolean et al., 2012;Eckert et al., 2001). En la Figura 3, se puede apreciar algunos 

ejemplos de microorganismos que determinan las funciones en los biofertilizantes. 
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Como se mencionaba anteriormente, las fermentaciones para generar 

biofertilizantes se pueden desarrollar a partir de diferentes sustratos de origen 

orgánico. De esta forma, muchas de las investigaciones y desarrollo de nuevas 

tecnologías, se enfocan en el aprovechamiento de subproductos y de residuos 

orgánicos a gran escala para darles un procesamiento adecuado que permita la 

disminución en los índices de contaminación y proponer una aplicación a su 

disposición final como un producto de valor agregado. 

 

En la Tabla 3 se puede evidenciar algunas fermentaciones a partir de subproductos 

y residuos industriales que se han planteado con el fin de desarrollar fertilizantes 

biológicos, y las ventajas de estas fermentaciones.  

 

 

Figura 3.  Ejemplos de microorganismos según su función en los biofertilizantes, 

(Nepolean et al. 2012) 

Microorganismos 

Fijadores de Nitrógeno Solubilizadores 
Trasportadores 

y oxidantes 

Promotores de 

crecimiento 

Rhizonium spp. 

Azospirillum spp. 

Algas verdeazuladas 

 

Bacillus spp. 

Pseudomonas spp. 

Aspergillus spp. 

Aspergillus niger. 

 

Thiobacillus spp. 

Mycorrhiza 

 

Pseudomonas spp. 

Gluconacetobacter spp. 

 



41 

 

 

Tabla 3. Fermentaciones a partir de subproductos y residuos orgánicos. 

Tipo de fermentación Ventaja Autor 

Fermentación de 

tilosina en las heces 

Mantiene el índice de germinación 

de las semillas del fertilizante 

obtenido, lo que indica la baja 

toxicidad del compost para las 

plantas 

(Schaller et al. 

2015) 

Fermentación de 

desechos alimentarios 

Provee una ventaja competitiva 

significativa en los tiempos 

utilizados en la producción de 

fertilizantes orgánicos de 96 h 

(Patsalou et al. 

2020) 

Fermentación de ácido 

succínico 

Posee alto rendimiento teórico y un 

bajo impacto ambiental 

(Jiang et al. 

2015) 

Fermentación de 

residuos de comida 

industrias 

Permite mantener la viabilidad y 

estabilidad en almacenamiento y 

campo 

(Aparcana 

2008) 

Fermentación de 

vinazas azucareras 

Permite una alta fijación de 

nitrógeno y aumento de 

crecimiento debido a la producción 

de hormonas, además, ayuda al 

tratamiento de un residuo industrial 

(Pineda 2019) 

 

Entre los productos y subproductos de las fermentaciones anteriormente 

mencionadas se encuentran las hormonas vegetales (fitohormonas) como 

componente principal. En las fitohormonas se encuentran las auxinas, citocinas, 
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ácido abscísico, poliaminas, giberelinas y etileno, entre otras. Estas hormonas 

actualmente tienen un gran auge debido a que desarrollan un papel importante en 

la señalización, biosíntesis, transporte, crecimiento y degradación de metabolitos de 

las plantas (Schaller et al. 2015). A su vez, genera un gran interés la producción de 

exopolisacáridos microbianos, los cuales por sus propiedades emulgentes permite 

un mejor funcionamiento de la fermentación y la posibilidad de reemplazar a los 

polímeros químicos, sin embargo se requiere etapas de separación que logren 

obtener un exopolisacárido de alta pureza (Fuentes et al. 2013).   

 

 

2.4 Ácido indolacético 

 

El ácido indolacético (AIA), es una hormona vegetal que se clasifica como miembro 

principal de la familia de las auxinas. El AIA controla muchos procesos fisiológicos 

importantes dentro de los cuales se destaca el agrandamiento y división celular, la 

diferenciación de tejidos, la formación de raíces laterales y las respuestas a la luz y a 

la gravedad (Nutaratat, Monprasit, and Srisuk 2017; Shokri and Emtiazi 2010). 

Además, posee un papel crucial en la estimulación del crecimiento de las raíces y la 

adquisición de nutrientes del suelo. Para este caso, las bacterias “Pseudomonas 

mosselii”, “Enterobacter”, entre otras, son las encargadas de la producción de este 

ácido que día a día toma más fuerza en comparación con los fertilizantes químicos 

en cuanto a sus efectos positivos sobre el crecimiento de las plantas. Es muy 

importante mencionar que la interacción de las plantas y este tipo de bacterias 

beneficiosas (e.g., Azospirillum, Azotobacter, Agrobacterium, Beijerinckia, 

Burkholderia, Enterobacter, Erwinia, Klebsiella, Pseudomonas, Rhizobium y 
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Streptomyces), es a través de la fijación biológica de nitrógeno, producción de 

hormonas (auxinas, citoquininas, giberelinas) y solubilización de fosfato, que 

aumentan el crecimiento de las plantas. Así pues, el ácido indolacético, como una de 

las fitohormonas más importantes, se produce en tejido en crecimiento activo como 

el ápice de los brotes y las hojas jóvenes de una planta. Además, se ha demostrado 

que las bacterias del suelo, los hongos y algunas cianobacterias también producen 

AIA (Emami et al. 2019). 

El AIA se puede sintetizar a través de la vía dependiente o independiente de 

triptófano. Las vías indol-3-acetamida, triptamina, triptófano, oxidasa de cadena 

lateral e indol-3-acetonitrilo indol-3-piruvato se consideran como la principal 

biosíntesis del ácido indolacético a través de una vía dependiente de triptófano en 

bacterias. Aunque algunas células de la especie  Arthrobacter (A. sulfonivorans, A. 

sulfureus , A. globiformis, A. nicotianae, A. crystallopoietes ) producen este ácido en el 

medio de cultivo cuando el precursor L-triptófano se encuentra presente en el 

medio, algunas bacterias tienen la vía independiente del triptófano para producirlo 

(Ozdal et al. 2017a). 

 

De esta forma, según estudios realizados, se ha concluido que las condiciones de 

reacción son muy importantes para la producción exitosa de ácido indolacético y la 

optimización de parámetros, como temperatura, pH, composición del medio y 

tiempo de proceso. Para el caso de bacterias aisladas de la rizosfera se tiene que el 

80% de estas pueden producir AIA. Bajo este criterio, se evidencia a continuación, el 

efecto de algunos parámetros requeridos en la producción de AIA (Ozdal et al. 

2017a) . 
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Cabe mencionar que existen tres vías principales a través de las cuales se sintetiza 

AIA; las vías del ácido indol-3-pirúvico, indol-3-acetamida e indol-3-acetonitrilo. En 

la Tabla 4, se hace una breve descripción sobre estas vías principales (Duca et al. 

2014). 

 

Tabla 4. Descripción de vías principales para sintetizar AIA 

Tipo de vía Descripción 

Ácido Indol-3-

pirúvico (AIP) 

El L- triptófano es desaminado a AIP por una aminotransferasa. 

Posteriormente, una enzima descarboxilasa convierte AIP en 

indol-3-acetilaldehído para ser oxidado a AIA por el aldehído 

deshidrogenasa, mutasa o las enzimas oxidasas. 

 

Indol-3-

acetamida (IAM) 

El AIA se produce en una reacción de dos pasos a partir de un 

precursor de triptófano La primera enzima es triptófano 2-

monooxigenasa, que convierte el triptófano en el intermedio 

IAM La segunda reacción es catalizada por una hidrolasa / 

amidasa IAM-específica, que hidroliza IAM a AIA. 

N 

H 

CH2CHOOH 

NH2 

N 

H 

CH2       C    COOH 

O 

N 

H 

CH2      C       H 

N 

H 

CH2COOH 

Trp IPA IAAId AIA 

aminotransferasa decarboxilasa Aldehído oxidasa 

O 

triptófano oxidasa de cadena lateral 



45 

 

 

 

Indol-

acetaldoxima / 

indol-3-

acetonitrilo 

(IAOx/IAN) 

El primer paso de esta vía es la conversión de triptófano en indol-

3-acetaldoxima. En el segundo paso, el intermedio indol-3-

acetaldoxima se convierte en indol-3-acetonitrilo mediante una 

indoleacetaldoxima deshidratasa 

 

 

2.5. Producción de AIA por Gluconacetobacter diazotrophicus 

Gluconacetobacter diazotrophicus es un microorganismo endófito perteneciente al 

phylum Proteobacteria, sección Alfa, orden Rhodospirillales y familia 
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Acetobacteriaceae que se caracteriza por poseer mecanismos directos e indirectos 

de estimulación del crecimiento vegetal debido a su capacidad para fijar nitrógeno 

atmosférico, solubilizar nutrientes minerales como fósforo, hierro, manganeso, 

potasio y zinc, producir fitohormonas, principalmente ácido indolacético (AIA), y 

presentar actividad antagonista frente a otros organismos (Rios et al. 2016). Esta 

bacteria ha sido aislada con éxito en cultivos ricos en azúcar como caña, remolacha, 

sorgo dulce y en algunas gramíneas en sus partes principales como raíz, tallo y hojas 

(Prabudoss 2011). 

 

 (Patil et al. 2011), usaron treinta y cinco cepas aisladas de la familia A. diazotrophicus 

provenientes de diferentes variedades de caña de azúcar, con el fin de evaluar la 

producción máxima de AIA variando las proporciones de los medios y la 

concentración de L-triptófano, NH4Cl y nitrógeno libre como agentes principales. En 

(Pineda 2019), producen AIA a partir de fermentación de vinazas azucareras con 

ayuda de Gluconacetobacter diazotrophicus variando la concentración inicial y los 

parámetros de la fermentación como pH, temperatura y aireación. En la Tabla 5 se 

pueden apreciar los resultados obtenidos, en cada investigación realizada, el tipo de 

medio utilizado y su concentración. 

 

Tabla 5. Producción máxima de AIA mediante el uso de diferentes proporciones de 

medios. 

Fuente 
Agente 

utilizado 
Proporción 

Máxima 

producción 
Referencia 

Caña de 

azucar 
L-triptófano 0.5 g. L−1 15 µg . mL−1 

(Patil et al. 

2011) 
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Caña de 

azucar 
NH4CL 0.1 g. L−1 10 µg . mL−1 

Caña de 

azucar 

Nitrógeno libre 

de medio LGI 
- 2 µg . mL−1 

Vinazas 

azucareras 
- 20% 220 µg . mL−1 

(Pineda 

2019) 

Glucosa 
células 

inmovilizadas 
- 360 µg . mL−1 

(Ozdal et al. 

2017b) 

 

Los resultados mostrados evidencian el uso de vinazas como una de las mejores 

fuentes de sustrato. Además, se sabe que el principal efluente líquido de la 

producción de alcohol a partir de la fermentación y la destilación de una materia 

prima azucarada, es la vinaza la cual se evapora hasta alcanzar una concentración de 

sólidos del 30%. 

 

Este residuo se rocía directamente en los campos, debido a la sobresaturación de 

fósforo y otros elementos en el suelo, puede haber muchos problemas en el 

contenido del suelo (Moncada et al. 2013). En Colombia la vinaza se ha convertido 

en una amenaza de primer orden para los ríos y para la salud humana. Por tanto, el 

tratamiento de este residuo como materia prima para la elaboración de un 

biofertilizante con ayuda de este microorganismo genera un impacto positivo en el 

problema ambiental actual de Colombia.   
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2.6 Exoposilacárido microbiano  

 

Durante las fermentaciones, los microorganismos producen diversos biopolímeros 

tanto intracelulares como extracelulares. Entre los biopolímeros extracelulares se 

encuentran cuatro clases principales: polisacáridos, polianhídridos inorgánicos, 

poliésteres y poliamidas.  A los polisacáridos producidos por los microorganismos 

durante la fermentación se les conoce como exopolisacáridos (EPS). Entre las 

funciones de los EPS se encuentran la adherencia de las células a las superficies, la 

protección contra la absorción de bacterias depredadoras y fagocitos o contra el 

ataque de agentes antimicrobianos (Costa et al. 2018; Nwodo et al. 2012). 

Los EPS se puede clasificar como homopolisacáridos, cuando se caracterizan por 

enlazarse entre unidades monoméricas (α-D-glucano, β-D-glucano, fructano y 

poligaláctanos) y hereropoliscáridos si se enlazan repetidas unidades poliméricas de 

D-glucosa, D-galactosa y L-ramnosa, principalmente. Algunas veces los EPS se 

forman con compuestos que no son carbohidratos, como fosfato, acetilo y glicerol. 

En la Tabla 6 se pueden apreciar algunos de los procesos efectuados por los 

exopolísacáridos en un medio de fermentación y su funcionamiento principal 

(Nwodo et al. 2012).  

 

Tabla 6. Principales funciones de los EPS. 

Proceso Función Principal 

Adhesión  Participa en la adhesión a largo plazo 

de biopelículas. 

Agregación celular Inmoviliza temporalmente la población 

bacteriana, debido a que funciona 
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como puente entre las células, 

permitiendo el posterior desarrollo de 

altas densidades celulares. 

Retención de agua Cuando los exopoliscáridos son 

hidrofílicos tienen una alta retención de 

agua, lo que permite un ambiente 

hidratado alrededor de la biopelícula. 

Es eficaz en ambientes con escasez de 

agua.  

Cohesión Se forma una red de polímero con los 

EPS que permite mediar la estabilidad 

mecánica de las biopelículas, 

determinando la arquitectura de la 

célula.  

Fuente de nutrientes Los EPS funcionan como fuente de 

carbono, nitrógeno y fosforo. 

Barrera protectora Confieren resistencia a las defensas, 

generando tolerancia a varios agentes 

antimicrobianos. 

Unión de enzimas Se genera una retención, estabilización 

y acumulación, cuando interaccionan la 

enzima extracelular no glucolítica con 

exopolisicáridos. 

Extraer componentes celulares Algunas veces intervienen en la 

liberación de material celular como 

resultado del recambio metabólico.  
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Capítulo 3 

Modelamiento matemático 

 

3.1. Importancia de la automatización de procesos 

Las diferentes industrias tanto colombianas como internacionales se están 

adaptando a los requerimientos actuales de producción mediante la automatización 

parcial o total de sus procesos. Al automatizar una planta o un proceso industrial se 

hace énfasis en el control y adquisición de todo tipo de información posible del 

sistema que permitan mejorar el diagnóstico y la supervisión del proceso. La 

automatización industrial abarca un trabajo conjunto entre maquinaria, sistemas 

electrónicos, software e información de sistema que permiten el cumplimiento de 

metas como: aumento en la producción, aumento de calidad de producto y de vida 

de los empleados, facilitar la logística del proceso, disminuir el consumo de energía, 

aumento de la seguridad industrial y disminuir costos (Mehta and Reddy 2014). 

 

El National Bureau of Standards (NBS) ha definido un modelo de automatización 

integral de una empresa, independientemente de su naturaleza. El modelo 

propuesto se muestra en la Figura  4. Este modelo consta de cinco niveles de 

automatización en los que se identifican sus fases de producción, diseño y gestión. 

En el nivel 0 se encuentran los procesos, equipos y dispositivos con los que se 
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realizan las operaciones elementales de producción y control en la planta de 

fabricación; en el nivel 1 se encuentran los dispositivos lógicos de control, como lo 

son los autómatas programables, las tarjetas de control, los ordenadores industriales 

y cualquier equipo programable orientado al control y a la automatización de 

procesos. En el nivel 2 se asignan las tareas de supervisión y control, dentro de las 

cuales se puede nombrar, la adquisición y el tratamiento de datos generales de 

producción, la monitorización de procesos mediante procesos de Control de 

Supervisión y Adquisición de Datos (SCADA, por sus siglas en inglés), mantenimiento 

correctivo y preventivo, control de calidad, sincronización de las diferentes células 

de trabajo en que están dividida la planta y todo el proceso de producción. Este nivel 

emite ordenes de ejecución al nivel 1 y recibe las situaciones de estado de dicho 

nivel. En el nivel 3, conocido también como nivel de planificación, se cumplen 

funciones como: programación de la producción, gestión de compras, el análisis de 

costos de fabricación, control de inventarios, gestión de recursos de fabricación, 

Nivel 4: Gestión empresarial

Nivel 3: Planificación

Nivel 2: Supervición

Nivel 1: Controladores

Nivel 0: Máquinas/subprocesos

FUNCIONES 

Factoría 

Sección/área 

Célula 

Estación 

Proceso 

ÁMBITO DE APLICACIÓN 

AUTOMATIZACIÓN 

Figura  4. Modelo de automatización integral de cinco niveles propuestos 

por la NBS. Adaptado de (Medina and Guadayol 2010) 
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gestión de calidad y la gestión del mantenimiento. El nivel 4 es el que se encuentra 

en la cima de la pirámide; a este se le considera el nivel corporativo, y se realizan las 

tareas de gestión comercial, marketing, planificación estratégica, financiera y 

administrativa, recursos humanos, ingeniería de producto, ingeniería de proceso, 

gestión de tecnología, gestión de sistema de información, investigación y desarrollo. 

El nivel 4 se encarga de emitir al nivel 3 toda la información sobre las acciones que 

deben realizar, teniendo como base un análisis comercial y logístico (Medina and 

Guadayol 2010).  

 

 3.2. Configuración de sistemas de control de procesos 

 

Teniendo como base los 3 primeros niveles evidenciados en la anterior pirámide, un 

proceso industrial se puede clasificar en forma general según su lazo de control 

como en lazo abierto o lazo cerrado. El lazo abierto se aplica principalmente para el 

entendimiento del proceso e incluso algunos procesos simples se manejan de esta 

manera; en donde el sistema de control no recibe información de la evolución del 

proceso y cualquier alteración o suceso imprevisto no sería controlado y llevaría el 

proceso a un funcionamiento defectuoso; es decir, la salida del proceso no se mide 

ni se realimenta, entonces se vuelve independiente a las entradas de control. En la 

Figura 5 se puede observar la estructura de esta clasificación (M. Pérez et al. 2007; 

Sharma 2011).  
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En los procesos con lazo cerrado, se eliminan las deficiencias del control de lazo 

abierto. En este sistema se conoce como control retroalimentado, ya que la salida es 

comparada con el resultado deseado y la salida de control del proceso se modifica 

y ajusta para reducir la desviación, como se muestra en Figura 6. Los efectos de 

perturbaciones tienden a compensarse automáticamente. Esta configuración es 

superior, compleja y costosa. Se usa en aplicaciones muy exigentes y se aplica 

comúnmente en la automatización de procesos continuos (Sharma 2011).  

 

Sistema de control Actuadores 

Proceso 

Datos de 

control 

Entradas del proceso Producto 

Perturbaciones 

Figura 5. Estructura de un sistema de lazo abierto. Adaptado de  (Sharma 2011) 

Referencia 
Sistema de control Actuadores 

Proceso 

Sensores 

Error 

Datos de 

control 

Entradas del proceso Producto 

Perturbaciones 

+ 
- 

Figura 6. Estructura de un sistema lazo cerrado. Adaptado de (Sharma 2011) 
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3.3. Modelamiento del sistema de control  

 

El desarrollo de un modelo matemático del proceso estudiado debe aportar a la 

toma de decisiones en el diseño, estimación de estados, detección de fallas, 

formación del personal y así generar un sistema de control acorde a lo deseado. En 

la mayoría de procesos industriales ocurren fenómenos de origen principalmente 

químico, físico, biológico o una combinación de estos. De esta manera, el principal 

objetivo del modelamiento matemático es describir el fenómeno característico del 

proceso, la interacción de sus variables y su dinámica a través de las matemáticas. En 

estos tipos de modelos generados se aprecia la gran relación entre la matemática e 

ingeniería ya que se basan en datos experimentales del proceso real y el análisis 

teórico-numérico de estos mismos para encajar en un modelo (Seborg and Edgar 

2003). 

 

Para definir un sistema es necesario especificar sus límites, sus entradas, sus salidas 

y los procesos físico-químicos o biológicos que ocurren dentro del sistema. El 

modelado de los sistemas debe ser simple, pero al mismo tiempo adecuado para el 

modelado. En la Figura 7 se pueden apreciar las variables que interactúan en un 

proceso. Entre las variables de entrada se encuentran las manipulables y las 

perturbaciones. En un proceso, las variables manipulables son las que pueden ser 

ajustadas (manual o automáticamente) con el fin de mantener las condiciones 

adecuadas, tales como, flujos, presión, temperatura, aperturas, velocidades, etc. Las 

perturbaciones son variables que no pueden ser manipuladas y ocasionan que las 

variables de salida se desvíen del punto deseado. En las salidas se tienen variables 

medibles y no medibles; y en un proceso es primordial  que la variable de salida 
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medible permita identificar la calidad del producto de cada etapa (O’Donnell et al. 

1961). 

 

 

 

 Katalin and Ian (2001) proponen siete pasos para modelar un sistema (Figura 8). 

Inicialmente, se tiene que definir el problema que se quiere solucionar de un proceso, 

seguido de una investigación del sistema, comprender su funcionamiento y 

posteriormente se evalúan los datos del proceso real y con estos se construye el 

modelo matemático, se resuelve, verifica y valida la solución del modelo. 

  

 
Variables manipulables 

Perturbaciones 

Salidas medibles 

Salidas no 

medibles 

SISTEMA (físico químico 

o biológico) 

 

Figura 7. Esquema general de un sistema 
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Fijar el grado de 

detalle relevante y 

especificar entradas y 

salidas, el nivel de 

jerarquía, distribución 

espacial y las 

características en el 

tiempo 

Investigar los factores 

o mecanismos de 

control: reacciones 

químicas, difusión de 

masa, conducción de 

calor, convección, 

bioquímica, etc.  

Definición del 

problema 1 

Identificación de los 

factores que se controlan 2 

Evaluar los datos 

del problema 3 

Construir el 

modelo 4 

Resolver el modelo 5 

Verificar la solución 

del modelo 6 

Validar el 

modelo 7 

Considerar los datos 

medidos en el proceso y los 

valores de los parámetros 

estimados en el modelo  

Desarrollar un conjunto 

de ecuaciones 

(ecuaciones diferenciales 

y algebraicas) 

Establecido el modelo 

se debe implementar 

un procedimiento de 

solución donde los 

grados de libertad 

deben ser satisfechos  
Se debe asegurar que 

el modelo se 

implemente 

correctamente y de que 

esté produciendo el 

resultado deseado  

Una vez el modelo ha 

sido configurado, se 

debe tratar de validar, 

esto para comprobar la 

calidad de los 

resultados  

Figura 8. Etapas para modelar un sistema. Adaptado de (Katalin and Ian 2001) 
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3.4. Clasificación de modelos matemáticos 

 

Al considerar los modelos matemáticos como sistemas, se puede decir que poseen 

estructura (relación entre términos del proceso) y términos (constantes, parámetros 

y variables). Los modelos matemáticos se pueden clasificar de muchas formas, 

dependiendo de la información que se tenga del proceso, la complejidad del objeto 

de estudio, los operadores matemáticos usados, los parámetros, el objetivo del 

modelo y los métodos en los que se puede desarrollar o implementar el modelo 

(Ashikhmin et al. 2007; Ortega 2017).  

En general, los modelos matemáticos se pueden clasificar en función del objeto de 

estudio, es decir, el tipo de fenómenos que se desea estudiar, entre ellos se 

encuentran: 1) objetos simples: son aquellos fenómenos cuya estructura interna es 

despreciable para la investigación, por lo que no es necesario profundizar en los 

detalles. 2) Sistemas de objetos: es un conjunto de elementos conectados divididos 

por algún límite del exterior e interactuando con el exterior como un todo; el modelo 

con sistemas de objetos de estudio tiene un subtipo: sistemas de objetos 

estructurales, en donde se tiene en cuenta las propiedades, los comportamientos y 

la interconexiones entre las partes elementales del sistema y este tipo lo conforman 

sistemas de simulación que consisten en un número limitado de partes elementales, 

cada una con un conjunto finito de estados en los que se puede estar (Ashikhmin et 

al. 2007). 

 

De acuerdo al contenido de conocimiento que se tenga del proceso, los modelos se 

pueden clasificar en tres tipos: 1) Modelos fenomenológicos:  también son conocidos 

como modelos de caja blanca, tienen como base fundamentos teóricos los cuales 
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permiten explicar perfectamente el comportamiento del fenómeno mediante 

principios básicos y áreas de estudio como, química, física, biología, entre otras. 2) 

Modelos empíricos: se les conoce como modelos de caja negra, se generan a partir 

de datos experimentales para ajustar parámetros en una estructura matemática dada 

con ayuda de herramientas estadísticas y tratamiento de señales; el problema de 

estos modelos es que depende de los datos de un proceso específico, si se cambia 

alguna variable del proceso, se requiere la elaboración de otro modelo. 3) Modelos 

combinados (fenomenológicos y empíricos): pueden ser semifísicos (base 

fenomenológica) o semiempíricos (base empírica), también se les conoce como 

modelos de caja gris (Ortega 2017).  

 

Lo modelos matemáticos suelen contener diferentes operadores matemáticos que 

rigen el funcionamiento del proceso. Un modelo en relación a los operadores se 

puede clasificar en: 1) lineal si su operador utiliza dependencias lineales entre las 

salidas y las entradas del modelo, a su vez, cumplen con el principio de la 

superposición. 2) No-lineal si el operador utiliza dependencias no lineales entre 

salidas y entradas. No tienen la propiedad de superposición. 3) Algorítmico si el 

operador se expresa en forma algorítmica, como una secuencia de pasos para 

relacionar las entradas con la salida. 4) Simple si el operador es una dependencia 

concisa de las salidas de las entradas (formula directa). 5) Complejo si el operador 

requiere operaciones adicionales para determinar las dependencias entre las salidas 

y las entradas; por ejemplo, un conjunto de ecuaciones diferenciales (Cervantes 

Gómez 2015).  

 

Un modelo matemático también se puede clasificar según la naturaleza de los 

parámetros que hacen parte de ellos: 1) modelos basados en la definición de los 
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parámetros, 2) modelos basados en los tipos de parámetros, 3) modelos basados en 

relación con el tiempo y 4) modelos basados en la dimensionalidad. 

 

En los modelos basados en la definición de los parámetros se encuentran 2 subtipos, 

los deterministas y no deterministas. Los deterministas son aquellos donde se define 

cada parámetro con un valor número concreto es decir de manera inequívoca. Los 

no deterministas son cuyos parámetros no se pueden expresar de manera concreta 

y se pueden representar en i) estocásticos cuando el parámetro se expresa en forma 

de funciones de distribución de probabilidad, por lo que aporta un nivel de 

aleatoriedad en las salidas del modelo. ii) Aleatorios cuando los valores de los 

parámetros se establecen mediante valores aleatorios, definidos con distribuciones 

de probabilidad a partir de los resultados experimentales.  iii) De intervalos cuando 

los parámetros del modelo se definen por valores de intervalo en el que cada 

parámetro puede tomar un valor de los rangos definidos. iv) Difusos cuando los 

parámetros se definen por funciones de pertenencia a un conjunto difuso, un 

ejemplo de este modelo es la evaluación verbal, en el cual el valor de un parámetro 

es “muy probablemente mayor que 5” (Farias et al. 2009).  

Según los tipos de parámetros utilizados los modelos se pueden clasificar en: i) 

discretos son aquellos en que la variable no puede tomar cualquier valor, únicamente 

aquellos que pertenecen a un conjunto. ii) Continuos son aquellos en los que las 

variables pueden cambiar de manera continua. iii) Cualitativos se consideran cuando 

los parámetros se definen como variables no medibles, por ejemplo, se pueden 

expresar como nombres, colores, deportes u otras categorías. iv) Cuantitativos los 

parámetros se expresan como números contables. v) Mixtos son los modelos que 

tienen diferentes tipos de parámetros anteriormente mencionados. 
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En muchos casos los modelos suelen tener diferentes coordenadas espaciales y esto 

implica en gran medida un grado de complejidad mayor debido al número de 

ecuaciones que pueden describir el proceso. Por ende, se pueden clasificar en 

función de su dimensionalidad como: i) unidimensional, ii) bidimensional y iii) 

tridimensional. Los modelos suelen estar en términos del tiempo o no, aquellos que 

describe un objeto cuyo estado no cambia con el tiempo, se dice que el modelo es 

estático. Cuando se describe algún objeto cuyo estado cambia con el tiempo, es un 

modelo dinámico y es obligatorio utilizar el tiempo en un parámetro del modelo. Los 

modelos se desarrollan con el fin de cumplir un objetivo, dependiendo del objetivo 

se pueden clasificar en: i) modelos de optimización en donde se desea encontrar los 

parámetros óptimos del objeto de estudio dados los criterios de optimización. ii) 

Modelos descriptivos se utilizan para describir los cambios en el objeto de estudio. iii) 

Modelos de decisión son usados para predecir las soluciones más eficientes en 

diversas áreas de las actividades humanas.  

En la Figura  9 se puede apreciar de forma esquemática las diversas formas de 

clasificar los modelos matemáticos descritos anteriormente.  
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Modelos matemáticos 

Objeto de estudio 

Simples 

Sistemas de objetos 

Estructurales 

Simulaciones 

Conocimiento del tema 

Fenomenológicos 

Empíricos 

Semi-empíricos 

Semi-físicos 

Operador del modelo 

Lineal 

No-Lineal 

Algorítmico 

Simple 

Complejo 

Caja negra 

Caja blanca 

Caja gris 

Definición de parámetros 

Tipos de parámetros 

Determinístico 

No Determinístico 

Estocástico 

Aleatorio 

De intervalo 

Difusos 

Discretos 

Continuos 

Cualitativo 

Cuantitativo 

En relación con el tiempo 

Estático Dinámico 

Dimensión 

Unidimensional 

Bidimensional 

Tridimensional 

Objetivo de modelado 

Descriptivo 

Optimización 

Decisionales 

Métodos de 

implementación 

Analítico Algorítmico 

Algebraico 

Aproximado 

Numérico 

Simulado 

Figura  9. Clasificación General de Modelos matemáticos. 
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3.5. Modelos matemáticos de crecimiento microbiano 

 

Para modelar matemáticamente el crecimiento de microorganismos se recomienda 

enfocarse en dos características principales, las cuales regirán el comportamiento del 

proceso biológico. Primero se deben plantear las ecuaciones de balance general 

según el tipo de fermentación (en lote, lote alimentado o continua), las cuales serán 

la base del modelo matemático. La segunda parte es la identificación de la cinética, 

en donde se debe tener claro el comportamiento de las variables de la fermentación 

y la cantidad de sustratos. Por último, se plantea la optimización de los parámetros 

recopilados de las dos fases del modelo, dado el caso que el sistema no se comporte 

como algún modelo ya propuesto, se realiza una modificación sin alterar la 

dimensionalidad de la fermentación.  

 

3.5.1. Modelo general de crecimiento microbiano 

En la siguiente ecuación se plantea el sistema a modelar según la ley de conservación 

de masa, del proceso de fermentación en un biorreactor.  

 

𝑚̇𝑎𝑐𝑢𝑚𝑢𝑙𝑎𝑑𝑜 = 𝑚̇𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑑𝑎 − 𝑚̇𝑠𝑎𝑙𝑖𝑑𝑎 + 𝑚̇𝑓𝑜𝑟𝑚𝑎𝑐𝑖ó𝑛 − 𝑚̇𝑐𝑜𝑛𝑠𝑢𝑚𝑜        (𝐸𝑐. 2) 

 

Si se expresa el flujo másico en términos de la concentración del compuesto, 𝑚̇ =

𝐹𝐶 ; el flujo de formación y consumo dependen de la velocidad de reacción (𝑟), por 

ende, 𝑚̇ = 𝑉𝑟, en donde 𝐹 es flujo volumétrico, 𝐶, concentración del compuesto y 𝑉, 

volumen de reacción, quedando la ecuación (3). En la Figura  10 se puede observar 
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el diagrama de flujo de una biorreacción, siendo 1 entrada del proceso y 2 salida del 

mismo, teniendo como base el compuesto (i), el cual participa en la biorreacción. 

𝑑(𝑉𝐶𝑖)

𝑑𝑡
= 𝐹1𝐶1𝑖 − 𝐹2𝐶2𝑖 + 𝑉𝑟𝑓𝑖 − 𝑉𝑟𝑐𝑖    (𝐸𝑐. 3) 

 

Si la ecuación 3 se expresa para los principales compuestos de interés (biomasa, 

sustrato y producto), se deben entonces tomar consideraciones para especificar la 

ecuación en cada caso. En todos los casos, se asume que el volumen de reacción es 

constante, Se considera que no hay consumo ni muerte de la biomasa; es decir, se 

hace la fermentación hasta la etapa de estabilización. Con el sustrato se considera la 

concentración de ingreso como constante de entrada, hay salida de sustrato, y no 

existe formación, solo consumo, lo que hace que se forme la biomasa. En el caso del 

Figura  10. Diagrama de flujo de un balance másico de una 

biorreacción 

 

𝑉𝑟𝑓𝑖 

𝐹1𝐶1𝑖 

 

𝐹2𝐶2𝑖 

 

𝑑(𝑉𝐶𝑖)

𝑑𝑡
 

𝑉𝑟𝑐𝑖 
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producto, se supone que no ingresa al fermentador y no se consume, pero si sale y 

se forma. A continuación, se muestran las ecuaciones generales para cada caso. 

𝐵𝑖𝑜𝑚𝑎𝑠𝑎 (𝑋)        
𝑑(𝑋)

𝑑𝑡
=

𝐹1𝑋1 − 𝐹2𝑋2

𝑉
+ 𝑟𝑓𝑥   (𝐸𝑐. 4) 

𝑆𝑢𝑠𝑡𝑟𝑎𝑡𝑟𝑜 (𝑆)         
𝑑(𝑆)

𝑑𝑡
=

𝐹1𝑆𝑖𝑛𝑖𝑐𝑖𝑎𝑙 − 𝐹2𝑆2

𝑉
+ 𝑟𝑐𝑠   (𝐸𝑐. 5) 

𝑆𝑢𝑠𝑡𝑟𝑎𝑡𝑟𝑜 (𝑃)         
𝑑(𝑃)

𝑑𝑡
=

−𝐹2𝑃

𝑉
+ 𝑟𝑓𝑝   (𝐸𝑐. 6) 

Donde 𝑋, 𝑆 y 𝑃 es concentración de biomasa, concentración de sustrato y 

concentración de producto, respectivamente. En muchos procesos se incluyen 

balances de oxígeno cuando la biorreacción es aeróbica. 

Las ecuaciones anteriormente planteadas (4, 5 y 6) tienen diferentes variaciones, 

dependiendo del tipo de bioproceso trabajado, es decir, continuo, en lote y lote 

alimentado. Cabe resaltar que la estructura del proceso por lotes no permite 

proponer una ley de control de lazo cerrado. Sin embargo, es importante el 

seguimiento debido a que determinan parámetros de importancia y escalamiento a 

nivel industrial (García Alvarado 2007). En la Tabla 7, se muestra las consideraciones, 

y la variación de las ecuaciones.  

Tabla 7. Consideraciones y ecuaciones diferencial para cada tipo de fermentación 

Fermentación continua 

✓ El flujo volumétrico de entrada y 

salida es el mismo 

✓ 𝑿𝟐 − 𝑿𝟏 es la Biomasa que se está 

formando en el biorreactor (𝑿), 

✓ 𝑫 𝒆𝒔 𝒍𝒂 𝒅𝒊𝒍𝒖𝒄𝒊ó𝒏, 𝑭/𝑽 

✓ Mezclado perfecto, 𝑺𝟐 es la 

concentración dentro del 

biorreactor 

𝑑(𝑋)

𝑑𝑡
= −𝐷𝑋 + 𝑟𝑓𝑥    (𝐸𝑐.  7) 

𝑑(𝑆)

𝑑𝑡
= 𝐷(𝑆𝑖𝑛𝑖𝑐𝑖𝑎𝑙 − 𝑆) + 𝑟𝑐𝑠    (𝐸𝑐.  8) 

𝑑(𝑃)

𝑑𝑡
= −𝐷𝑃 + 𝑟𝑓𝑝   (𝐸𝑐.  9) 
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Fermentación por lote alimentado (semicontinua) 

✓ No hay salida del proceso 

✓ La variación del volumen 
𝒅𝑽

𝒅𝒕
 es una 

constante diferente a 0 

✓ El proceso termina cuando el 

medio alcanza un cierto volumen 

de reacción 

𝑑(𝑋)

𝑑𝑡
= −

𝐹

𝑉
𝑋 + 𝑟𝑓𝑥   (𝐸𝑐.  10) 

𝑑(𝑆)

𝑑𝑡
=

𝐹

𝑉
(𝑆𝑖𝑛𝑖𝑐𝑖𝑎𝑙 − 𝑆) + 𝑟𝑐𝑠   (𝐸𝑐.  11) 

𝑑(𝑃)

𝑑𝑡
= −

𝐹

𝑉
𝑃 + 𝑟𝑓𝑝   (𝐸𝑐.  12) 

𝑑𝑉

𝑑𝑡
= 𝑐𝑡𝑒  (𝐸𝑐.  13) 

 

Proceso en Lote 

✓ No hay entrada ni salida de 

compuestos 

✓ Volumen constante. 

𝑑(𝑋)

𝑑𝑡
= 𝑟𝑓𝑥   (𝐸𝑐.  14) 

𝑑(𝑆)

𝑑𝑡
= 𝑟𝑐𝑠    (𝐸𝑐.  15) 

𝑑(𝑃)

𝑑𝑡
= 𝑟𝑓𝑝   (𝐸𝑐.  16) 

 

 

3.5.2. Cinética de crecimiento 

Todas las ecuaciones planteadas anteriormente dependen de la velocidad de 

formación o de consumo de los compuestos (𝑟𝑓 , 𝑟𝑐). Esta velocidad se suele expresar 

en términos de la tasa de crecimiento específica (𝜇). En el caso de la biomasa, se 

encuentra la velocidad de formación y se expresa explícitamente como la ecuación 

17. En el caso del sustrato, se expresa mediante la velocidad de consumo. Sin 

embargo, por facilidad y entendimiento del proceso, se puede expresar en términos 

de la velocidad de formación de la biomasa, agregando un factor de relación, que 

en este caso es el rendimiento biomasa-sustrato (𝑌𝑋/𝑆) y el signo negativo que 

representa el consumo (Ec. 18). 
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𝑟𝑓𝑥 = 𝜇𝑋       (𝐸𝑐.  17) 

𝑟𝑐𝑠 = 𝜇𝑆 =  −
𝜇

𝑌𝑋/𝑆

𝑋    (𝐸𝑐.  18) 

 

La velocidad de formación del producto se expresa dependiendo del tipo de 

producto obtenido (García Alvarado 2007; Marcos et al. 2004). 1) Producto asociado 

al crecimiento de biomasa (Ec. 19), en donde la tasa específica de crecimiento se 

expresa igual que la biomasa y se agrega un factor de relación entre biomasa y 

producto ya que son dependientes. 2) Producto no asociado al crecimiento (Ec. 20), 

la secreción del producto se da en la fase estacionaria, la velocidad de crecimiento 

es nula por ende la velocidad específica se representa como constante. 3) Producto 

parcialmente asociado al crecimiento (Ec. 21), la producción en la fase de crecimiento 

y estacionaria, por ende, la velocidad específica se expresa en términos tanto del 

crecimiento de biomasa, como la constante de crecimiento en la fase estacionaria. 

 

𝑟𝑓𝑝 = 𝜇𝑃 = 𝐾1𝜇𝑋                    (𝐸𝑐.  19)  

𝑟𝑓𝑝 = 𝜇𝑃 = 𝛽𝑋                            (𝐸𝑐.  20)    

𝑟𝑓𝑝 = 𝜇𝑃 = (𝐾1𝜇 + 𝛽)𝑋           (𝐸𝑐.  21)    

 

La tasa de crecimiento 𝜇 determina la cinética del sistema biológico, los modelos 

cinéticos que permite determinar este comportamiento pueden estar en términos 

del sustrato, biomasa, producto o parámetros que participan en el proceso como el 

pH, temperatura, presión osmótica, entre otros. En la  

Tabla 8 se pueden apreciar algunos modelos que ejemplifican la cinética microbiana.  
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Tabla 8. Ejemplos de modelos cinéticos de crecimiento microbiano 

Nombre del 

modelo 
Ecuación Diferencial 

Monod (1F942) 𝜇 = 𝜇𝑚

𝑆

𝐾𝑠 + 𝑆
        𝐸𝑐.  22 

Contois (1959) 𝜇 = 𝜇𝑚

𝑆

𝐵𝑋 + 𝑆
        𝐸𝑐.  23  

Andrews (1968) 
𝜇 = 𝜇𝑚

𝑆

(𝑆 + 𝐾𝑠) (1 +
𝑆
𝐾𝐼

)
        𝐸𝑐.  24 

Aiba y col (1968) 𝜇 = 𝜇𝑚

𝑆

𝐾𝑠 + 𝑆

𝐾𝑝

𝐾𝑝 + 𝑃
        𝐸𝑐.  25 
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Capítulo 4 

Desarrollo experimental 

 

En este capítulo se explicará el desarrollo experimental de la tesis, en la que se lleva 

a cabo la fermentación de vinazas azucareras por Gluconacetobacter diazotrophicus 

para producir un biofertilizante con ácido indolacético y exopolísacárido como 

productos principales. Inicialmente se realizó un reconocimiento de la fermentación, 

en donde se verificó con estudios anteriores cuales son los factores y variables que 

se deben mantener en el proceso. Seguido del reconocimiento del equipo de 

fermentación (biorreactor). Posteriormente, se adecuó la fermentación mediante el 

tratamiento de la materia prima, la adaptación del microorganismo a las condiciones 

establecidas y el planteamiento de las técnicas que se utilizan para medir la eficiencia 

de la fermentación. Por último, se dio seguimiento a una fermentación a escala de 3 

L con el fin de obtener datos utilizados en el desarrollo del modelo matemático. En 

la Figura  11 se puede ver el diagrama con las etapas del desarrollo experimental. 
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Desarrollo experimental 

Reconocimiento de 

fermentación 

Variables de 

seguimiento 

Variables que participan 

en el proceso 
Técnicas de 

cuantificación 

Variables de 

suministro 

Variables de 

respuesta 

Reconocimiento del 

equipo 

Adecuación de la 

fermentación 

Adecuación de 

vinazas 

Adaptación del 

microorganismo 

Azúcares reductores 

totales (ART) 

DNS 

Ácido indolacético 

(AIA) 

Crecimiento  

biomasa 

Exopolisacárido 

(EPS) 

Salkowski Peso seco (PS) 

Densidad Óptica (DO) 

Seguimiento de fermentación 

5 días 5 días 5 días

5 días 10 días 15 días 

Cada 6 horas Cada 12 horas Cada 24 horas 

0  

Figura  11. Diagrama con las etapas del desarrollo experimental. 
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4.1. Reconocimiento de fermentación 

 

Pineda (2019)  desarrolló un trabajo investigativo de la producción de 

biofertilizante a partir de la fermentación de vinazas azucareras por 

Gluconacetobacter diazotrophicus. En este documento se hizo un diseño 

experimental de las variables que participan en el proceso, con el fin de optimizar 

la producción de AIA, por este motivo, se tomó ese estudio como base para el 

reconocimiento, funcionamiento y metodología para realizar la fermentación.  

 

4.1.1. Variables que participan en el proceso 

 

Hay diferentes tipos de factores que afectan cualquier fermentación, desde la 

preparación de suministros y materia prima, las condiciones iniciales y del 

proceso, hasta el tipo de reactor y su acondicionamiento; por consiguiente, es 

importante identificar las variables que permiten mantener las condiciones 

deseadas de la fermentación. 

Hay tres tipos de variables que se presentan en el proceso: 1) variables de 

seguimiento, son aquellas que se deben mantener en el transcurso de la 

fermentación 2) variables de suministro, son aquellas que suministramos 

inicialmente a la fermentación y 3) variables de respuesta, se conocen como 

estados, en el cual dependiendo de las condiciones preestablecidas dan un 

resultado en la fermentación. En las Tabla 9 , 10 y 11 se aprecian las variables 

mencionadas anteriormente para la fermentación a estudiar y el valor óptimo 

obtenido en (Pineda 2019). 
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Tabla 9. Variables de seguimiento de la fermentación 

Variables Definición Valor Unidades 

Potencial de 

hidrogeniones 

(pH) 

Medida de la acidez en la que se 

da la fermentación 
7.5 pH 

Temperatura (T) Temperatura de la fermentación 31 °C 

Agitación Velocidad de agitación 150 rpm 

Presión Presión durante la fermentación 
Presión 

atmosférica 
atm 

Aireación 
Cantidad de aire que ingresa a la 

fermentación 
2 Lmin-1 

 

 

Tabla 10. Variables de suministro de la fermentación 

Variables Definición Valor Unidades 

Concentración 

inicial de Vinazas 

Relación de alimento, con vinazas 

adecuadas 

10% del 

volumen 

total 

 

Concentración 

inicial de sales 

Concentración de sal necesaria en la 

fermentación 
Tabla 13  

pH inicial 
pH, acidez en la que debe estar el 

medio al inicio de la fermentación 
7.5 pH 
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Tabla 11. Variables de respuesta de la fermentación 

Variables Definición Unidades 

Concentración de 

sustrato 

[ART] 

Concentración de azúcares simples en la 

fermentación 
g.L-1 

Concentración de AIA 

[AIA] 

Concentración del fitoestimulante en la 

fermentación 
ppm 

Densidad óptica 

(DO) 

Valor de densidad óptica del cultivo a 600 

nm 
nm 

Peso seco 

PS 

Concentración de microorganismos en el 

cultivo 
g.L-1 

Exopolisacárido 
Concentración de exopolisacárido 

generado en la fermentación 
g.L-1 

 

El tiempo establecido para la fermentación es de aproximadamente 15 días, 

dependiendo del resultado de la variable de respuesta. 

4.2. Reconocimiento del equipo 

El tipo de equipo que se utiliza en una fermentación es uno de los factores 

importantes para que la fermentación finalice de la manera esperada, ya que este 

permitirá mantener las condiciones deseadas durante todo el tiempo de la 

reacción. A continuación, se describe el fermentador BIOCANVAS producido por 

la empresa CENTRION utilizado para el desarrollo de la fermentación en la etapa 

de adaptación y seguimiento de la fermentación.  



73 

 

 

El biofermentador consta de un software de multi-control, el cual controla y 

supervisa todas sus funciones excepto las de configuración y calibración en el 

controlador. El sistema contiene un control multicanal que con ayuda de un 

computador portátil verifica el gráfico para facilitar el análisis de datos. A su vez, 

contiene una configuración de detalle de alarma capaz de responder 

rápidamente a una situación particular. En la Figura  12 se aprecian las partes del 

biofermentador y en la Tabla 12 la explicación de cada una de sus partes.   

 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

10 

9 

8 

11 

12 

Figura  12. Biofermentador Biocanvas 5L.  
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Tabla 12. Descripción de las partes del biorreactor 

Número 
Parte del 

biorreactor 
Objetivo  

1 Motor de agitador 
Permite el movimiento del agitador desde una 

velocidad de 10 rpm-1500 rpm 

2 Agitador 
Agitador de doble disco, metálico conectado al 

motor 

3 
Tapa de 

biorreactor 

Permite el ingreso de sensores de pH, 

temperatura, DO, suministro de aire, ácidos y 

bases, salida al condensador. 

4 
Frasco del 

biorreactor 

Lugar donde se lleva a cabo la fermentación, 

capacidad de 5 L, con chaqueta de vidrio 

5 
Entrada de fluido 

de servicio 

Ingreso del fluido de servicio gracias a un baño 

termostático, presentado más adelante 

6 Base de aluminio Base utilizada para el reactor, para darle soporte. 

7 
Suministro de 

neutralizadores 

Frascos en los que se almacena las soluciones de 

ácido y base utilizado para mantener el pH de la 

fermentación 

8 Sistema de control Controlador del biorreactor 

9 Sistema SCADA 
Interfaz que se aprecia el control del sistema y su 

calibración 

10 
Bombas 

peristálticas 

4 bombas para suministrar ácido, base, o 

sustancias necesarias para la fermentación 

11 
Control de 

aireación 

Control de flujo de aire que se le suministra al 

fermentador. 

12 
Puerto de 

comunicación 

Conexión del controlador a ethernet, USB, y 

grabación de datos. 



75 

 

 

El control de temperatura se realizó mediante el ingreso de agua como fluido de 

servicio, se usó un baño termostático con circulación Wisecircu™, WISD®, el cual 

tiene una capacidad de 6 litros y una potencia de 800 W. En la Figura  13 se puede 

apreciar la fotografía del equipo utilizado.  

 

Figura  13. Baño termostático Wisd. 

 

4.3. Adecuación de la fermentación 

La etapa principal del desarrollo experimental es el seguimiento de la fermentación 

en sus condiciones óptimas; sin embargo, para poder obtenerlas, se debe realizar 

pretratamientos, adaptaciones y estandarización de las técnicas de cuantificación del 

proceso, con el fin de disminuir lo mayor posible las apariciones de errores humanos. 
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4.3.1. Adecuación de las vinazas 

Las vinazas azucareras, materia prima para la fermentación, se encuentran en una 

concentración del 200% puesto que se realizó una reducción de 50% del volumen. 

Estas provienen del ingenio azucarero Mayagüez ubicado en el departamento Valle 

del Cauca-Colombia. A este residuo se le aplicaron varios tratamientos antes de ser 

utilizado como medio de la fermentación. Primero, se centrifugó 3 veces 

consecutivas a 6000 rpm, con el fin de remover la mayor cantidad de sólidos 

suspendidos. Posteriormente, se adecuó el pH de las vinazas hasta un valor de 6, 

utilizando hidróxido de sodio (NaOH) al 10% p/v, ya que el pH inicial redondeaba 

entre un valor de 4-5. Se volvieron a realizar dos centrifugaciones a 6000 rpm 

eliminando los sólidos precipitados por el proceso de neutralización.  

Se estandarizaron las vinazas con lo propuesto en (Pineda 2019). Para esto, se 

adicionó agua destilada obteniendo una densidad de 1.03 g.mL-1 y una 

concentración de sólidos disueltos de 12°Bx; parámetros medidos con un densímetro 

y un refractómetro digital. Finalmente se almacenaron a 4°C.  

4.3.2 Técnicas de cuantificación  

Para determinar las variables de respuesta de la fermentación, inicialmente se realizó 

un pretratamiento a las muestras obtenidas de la fermentación. Se tomaron 6 mL de 

la fermentación y se adicionaron en tubos eppendorf 1 mL en cada uno. Una de estas 

muestras se almacenó a -80°C en un criocongelador como respaldo. Las muestras 

restantes se centrifugaron 10 minutos a 10.000 rpm. Se sacaron los sobrenadantes 

con micropipeta. Los dos primeros sobrenadantes se utilizaron para determinar la 

concentración de azúcares reductores totales (ART); los dos siguientes para la 

cuantificación de AIA y el último para determinar la concentración de 
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exopolisacárido (EPS). Para los botones sedimentados en cada eppendorf, se 

determinó para los dos primeros el peso seco (PS), los dos siguientes la densidad 

óptica (DO) y el último fue utilizado de respaldo. En la Figura  14 se visualiza el 

esquema de la preparación de las muestras descrito anteriormente.  

Figura 14. Esquema de preparación de muestras para la fermentación 

 

4.3.2.1 Técnica del ácido 3,5-dinitrosalicílico (DNS) 

Inicialmente se preparó la solución de ácido 3,5-dinitrosalicílico (DNS). Para 100 mL 

de solución, se diluyeron 1.64 g de hidróxido de sodio (NaOH) en 20 mL de agua 

destilada y 30 g de tartrato de sodio y potasio se diluyeron en 60 mL de agua 

destilada con agitación constante. Estas dos soluciones se mezclaron y calentaron en 

una placa calefactora, al alcanzar los 40°C se añadió progresivamente 1 g de DNS. Al 

homogenizar la solución se aforó en un balón volumétrico de 100 mL. Se almacenó 

la solución obtenida a 4°C en un frasco ámbar para protegerlo de la luz (Jain et al. 

2020). 

 
1 
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3 
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6 

Criocongelador PS DO Respaldo 

ART AIA EPS 
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Teniendo como base el medio de fermentación con vinazas se prepararon soluciones 

patrón a 0.25, 0.5, 1.0, 2.0, 3.0 y 4.0 g.L-1 con glucosa anhidra. Con estas muestras se 

realizó una curva de calibración para el método DNS. Se tomaron 0.5 mL de cada 

solución preparada y se adicionaron 0.5 mL de solución DNS. Se agitaron 

vigorosamente por 30 segundos y se calentaron a 90°C en un baño maría durante 5 

minutos. Seguido del calentamiento, se realizó un choque térmico con un baño de 

hielo durante 5 minutos para acabar la reacción. Se agregaron 5 mL de agua 

destilada en cada solución, se agitaron vigorosamente nuevamente y se incubaron 

en oscuridad durante 15 minutos. Finalmente, se midió la absorbancia de cada 

solución a una longitud de onda de 540 nm en un espectrofotómetro (Thermo 

Scientific-Genesys 20). El procedimiento se repitió, realizando una dilución 1/10 con 

agua destilada antes de hacer la medición de DNS. En las Figura  15 y 16 se pueden 

apreciar la curva de calibración DNS estándar y la curva de calibración diluida 

respectivamente. 

 

Figura  15. Curva de calibración DNS estándar 
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Figura 16. Curva de calibración DNS diluida 

 

Con los valores de absorbancia se procedió a realizar un ajuste lineal con la 

concentración de ART. Con el ajuste se obtiene una ecuación de relación; por ende, 

se puede conocer la concentración de ART de una muestra problema con la medida 

de su absorbancia, aplicando el procedimiento explicado anteriormente. Las 

ecuaciones 26 y 27 son el ajuste lineal obtenido, donde 𝐹𝑑 es el factor de dilución, y 

ABS540 son los valores de absorbancia de la muestra problema. 

 

𝐶𝑢𝑟𝑣𝑎 𝑑𝑒 𝑐𝑎𝑙𝑖𝑏𝑟𝑎𝑐𝑖ó𝑛 𝑑𝑖𝑙𝑢𝑖𝑑𝑎 → [𝐴𝑅𝑇] = 𝐹𝑑 ∗
𝐴𝐵𝑆540 − 0.077

0.0538
      (𝐸𝑐. 26) 

𝐶𝑢𝑟𝑣𝑎 𝑑𝑒 𝑐𝑎𝑙𝑖𝑏𝑟𝑎𝑐𝑖ó𝑛 𝑒𝑠𝑡𝑎𝑛𝑑𝑎𝑟 → [𝐴𝑅𝑇] =
𝐴𝐵𝑆540 − 1.0755

0.0498
      (𝐸𝑐. 27) 
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Debido a que la variación de la variable de respuesta (R2) obtenido de la linealización 

de la curva de calibración diluida es mayor (0.9923) que el obtenido de la curva de 

calibración estándar (0.9697), se decidió utilizar el método con dilución para la 

medición de las muestras problema.  

 

 4.3.2.2 Técnica modificada de Salkowski para medición de AIA 

Para la medición de concentración de AIA de las muestras, se basó en la adecuación 

planteada en (Pineda 2019) de la técnica convencional de Salkowski. Inicialmente se 

procedió a realizar una curva de calibración, se tomaron 4 mg de AIA (Alfa Aesar, 

98%) y se disolvieron en 50 mL del medio de cultivo con vinazas formulado. Después, 

se hicieron diluciones 1:2 consecutivas hasta obtener un rango de concentración 

desde 5 ppm hasta 80 ppm de AIA, teniendo como blanco el medio sin adición de 

AIA. El siguiente procedimiento se realizó tanto para las diluciones de la curva de 

calibración cómo para la muestra problema. Se tomaron 0.5 mL de la solución, se 

añadieron 0.5 mL de agua y 1 mL del reactivo de Salkowski. Se dejó incubar por 30 

minutos para completar la reacción. Luego, se añadió 1 mL de agua destilada, se 

agitó en un mixer vigorosamente y se registró la absorbancia a 530 nm con un 

espectrofotómetro (Thermo Scientific-Genesys 20). En la Figura  17 se aprecia el 

resultado de la curva de calibración; con el ajuste lineal de esta curva se obtuvo la 

ecuación (28) con un R2 de 0.9989, el cual servirá para determinar la concentración 

de AIA, cabe resaltar que para algunas muestras fue necesario realizar una dilución 

para poder utilizar la ecuación planteada. 
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[𝐴𝐼𝐴] =
𝐴𝐵𝑆530 + 0.0099

0.0036
                   (𝐸𝑐. 28) 

 

Figura  17. Curva de calibración método Salkowski 

 

La preparación del reactivo Salkowski se realizó en una cabina de extracción. 

Inicialmente se disolvieron 2.4 g de cloruro férrico (FeCl3) en 25 mL de agua destilada, 

se mezcló vigorosamente para no formar precipitados y se diluyeron 87.78 mL de 

ácido sulfúrico (H2SO4) con 100 mL de agua destilada, este proceso se realizó con un 

baño de hielo, ya que la reacción es exotérmica. Finalmente se adicionaron las dos 

soluciones en un balón volumétrico de 200 mL y se aforó con agua destilada. La 

solución fue almacenada en un frasco ámbar a 4°C. 
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Inicialmente se secó un tubo eppendorf en un horno a 60°C durante 48 horas, se 

pasó a un desecador y después de 10 minutos se registró el peso del tubo. Se tomó 

la alícuota y se hizo el tratamiento de la muestra cómo se mostró al inicio de la 

sección 4.3.2. Con el precipitado del tubo se hizo un lavado con 1 mL de agua 

destilado y se centrifugó nuevamente a 10000 rpm durante 10 minutos, repitiendo 

el proceso. Se separó el sobrenadante del segundo lavado y se descartó. El botón 

precipitado se sometió a secado en un horno a 60°C hasta peso constante. Se llevó 

al desecador durante 10 minutos y se registró el peso final. Se determinó el valor de 

concentración de peso seco con la siguiente ecuación (Pineda 2019). 

𝑃𝑆 (
𝑔

𝐿
) =

(𝑝𝑒𝑠𝑜 𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙 − 𝑝𝑒𝑠𝑜 𝑖𝑛𝑖𝑐𝑖𝑎𝑙)

1 𝑚𝐿
 
1000 𝑚𝐿

𝐿
        ( 𝐸𝑐. 29)  

 

4.3.2.4 Densidad óptica (DO)  

Se tomó el precipitado obtenido de la preparación de la muestra para medir DO, se 

lavó dos veces con agua destilada por medio de suspensión y centrifugación 

consecutiva. Se descartó el sobrenadante del segundo lavado y se disolvió el 

precipitado de biomasa en 1 mL de agua destilada. Se midió absorbancia a una 

longitud de onda de 600 nm en un espectrofotómetro (Thermo Scientific-Genesys 

20). Se registraron los datos obtenidos; cuando la absorbancia pasó de la unidad se 

realizaron diluciones. Como blanco fue utilizada agua destilada (Pineda 2019). 

 

4.3.2.5 Expolisacárido 

Se tomó el sobrenadante de la precipitación inicial de la muestra y se le adicionaron 

1 mL de etanol al 96%(v/v) a 4°C y se agitó vigorosamente durante 3 minutos. 

Después de 30 minutos de reposo se centrifugó a 10000 rpm durante 10 minutos, 
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para recuperar el precipitado del material extracelular, se realizó un lavado 

adicionando agua destilada y se centrifugó nuevamente a 10000 rpm durante 10 

minutos; se dejó secar en horno a 60°C hasta peso constante y se pesó la cantidad 

de EPS precipitado y secado (Mata Gómez 2006). 

4.3.3 Adaptación del microorganismo 

El microorganismo utilizado fue Gluconacetobacter diazotrophicus 49037D-5, el cuál 

fue comprado a la colección American Type Culture Collection (ATCC). En el estudio 

mostrado por (Pineda 2019), adaptaron el crecimiento del microorganismo de un 

medio de sacarosa a un medio de vinazas, manteniendo diferentes condiciones de 

fermentación. Por tal motivo, se realizó una adaptación a las condiciones óptimas 

mostradas en la Tabla 9 usando cómo semilla las fermentaciones anteriores.  

La adaptación se realizó a pequeña escala (400 mL) en el cual el 10% del volumen de 

fermentación es la semilla y el porcentaje restante es el medio de fermentación. El 

medio del cultivo se preparó con una concentración del 20% de vinazas diluidas en 

agua destilada y un suplemento de sales (Formulación LGI-P) (Cavalcante and 

Dobereiner 1988), como se muestra en la Tabla 13. El medio de cultivo junto a los 

materiales necesarios para la fermentación, se sometieron a un ciclo de autoclave de 

20 min a 121°C. Se mezcló el medio esterilizado con la semilla y se adecuó el pH a 

7.5 para iniciar la fermentación. La fermentación se mantuvo a una temperatura de 

31°C gracias a placa calefactora con control de temperatura, con agitación magnética 

a 200 rpm para suplir la falta de aireación y a un pH de 7.5 durante 15 días. Para el 

control del pH se usaron soluciones de NaOH 5 %p/v y H2SO4 5 %v/v. Fue necesario 

la adición de un antiespumante para evitar resistencias innecesarias en el proceso.  

Tabla 13. Formulación LGI-P 

Reactivo Concentración [gL-1] 
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KH2PO4 0.180 

K2HPO4 0.600 

Na2MoO4 ∙ 2H2O 0.002 

MgSO4 ∙ 7H2O 0.220 

CaCl2 ∙ 2H2O 0.200 

FeCl3 ∙ 6H2O 0.010 

 

Después de repetir el proceso tres veces, se aumentó la escala de la fermentación a 

3 L usando el biorreactor BIOCANVAS y manteniendo las condiciones de la Tabla 9. 

En todas las fermentaciones realizadas se midió la concentración de ART al inicio y 

la concentración de AIA al finalizar la fermentación, es decir, a los 15 días. En la Tabla 

14 se muestran las concentraciones obtenidas. 

Tabla 14. Concentraciones de ART y AIA de la etapa de adaptación. 

N° 

experimento 
Volumen de fermentación mL 

[ART] inicial 

g.L-1 

[AIA] final 

ppm 

1 

400 

13.815 ± 0.049 80.460 ± 1.188 

2 13.845 ± 0.247 88.920 ± 0.311 

3 14.375 ± 0.035 93.180 ± 1.202 

4 

3000 

13.855 ± 0.148 151.292 ± 1.492 

5 13.815 ± 0.921 184.400 ± 2.885 

6 13.745 ± 1.007 183.885 ± 0.191 

7 13.805 ± 0.245 184.895 ± 0.177 

 

Como se aprecia en la tabla anterior y adicionalmente en la Figura  18, el compuesto 

de interés (AIA) alcanzó una concentración de aproximadamente 184 ppm, y se 

mantuvo en ese valor las ultimas 2 fermentaciones; por ende, se considera como la 

concentración máxima adaptada por el microorganismo a las condiciones 

establecidas. 
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Figura  18. Seguimiento concentración de AIA en las fermentaciones de adaptación 

 

4.4. Seguimiento de la fermentación 

 

Unas de las etapas para poder desarrollar un modelo matemático es obtener datos 

experimentales mediante el seguimiento de una fermentación, Así pues, los datos 

del muestreo se tomaron de la siguiente manera: los primeros cinco días cada 6 

horas desde la adición de la semilla; los cinco días siguientes cada 12 horas y los 

últimos 5 días cada 24 horas (Figura  19). Durante la fermentación se perdieron 

alrededor de 210 mL por el muestreo y adicionalmente las perdidas por evaporación, 

por ende, se adicionó 100 mL de agua destilada y esterilizada cuando el volumen 

disminuyó el 10% del volumen de reacción para no modificar la concentración del 

medio.  
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Debido a que se notó un cambio en la variación del pH, se decidió realizar la 

medición de cuanto ácido o base se adicionaba para mantener el pH óptimo de 

fermentación. En los frascos de vidrio graduado se adicionó un volumen exacto de 

cada neutralizador y con ayuda del programa DataGet Graph Digitizer se determinó 

el valor exacto del volumen inyectado para mantener el pH en cada muestreo cómo 

se evidencia en la Figura  20. Para cada muestreo se utilizó equipo esterilizado para 

no contaminar la fermentación.  

 

  

Figura  20. Medida de neutralizador inyectado con ayuda del programa GetData Graph Digitizer 

Figura  19. Esquema de tiempos de muestreo de fermentación 

5 días 5 días 5 días

5 días 10 días 15 días 

Cada 6 horas Cada 12 horas Cada 24 horas 

0  
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4.4.1 Variación de temperatura 

En la Figura  21 se puede observar la variación de temperatura en el tiempo de 

reacción, esta variable se buscó controlar durante la fermentación; sin embargo, 

debido a que el condensador del biorreactor obtuvo fallas durante las 

fermentaciones, y que el sistema de control de temperatura no está acoplado al 

biorreactor, el promedio de temperatura durante la fermentación fue de 30.58°C y el 

estipulado es de 31°C, obteniendo un desfase de 0.42 grados en promedio.  

 

4.4.2 Variación de potencial de hidrógeno (pH) 

El control de pH se realizó mediante el consumo de NaOH y H2SO4 como se 

mencionó anteriormente. En la Figura 22 se aprecia la variación de pH y en la Figura  

23 el consumo de ácido y de la base. El error entre el promedio de pH de la 

fermentación y el estipulado fue del 0.93%, los cuales fueron 7.57 y 7.5 
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respectivamente. El comportamiento del pH no es el esperado al estar produciendo 

un ácido (AIA), no obstante, dado que en el proceso se puede generar diferentes 

compuestos, los cuales puede aportan basicidad al medio en un grado mayor que el 
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Figura 23. Adición de ácido y base respecto al tiempo 



89 

 

 

ácido formado, el consumo de ácido fue mayor que el de la base, para poder 

mantener la fermentación al pH establecido.  

4.4.3. Crecimiento de biomasa 

El seguimiento del crecimiento de biomasa se realizó con la técnica de peso seco y 

la densidad óptica mostrados en las Figura 24 y Figura 25, respectivamente.  Se 

aprecia que la etapa de latencia se encuentra en las primeras 50 horas, y se 

evidencian dos posibles etapas de crecimiento. Una de ellas entre 50 y 175 horas 

aproximadamente y la segunda entre 200 y 275 horas aproximadamente suponiendo 

un comportamiento diaúxico. Cuando hablamos de un sistema diaúxico, nos 

referimos al consumo de dos sustratos diferentes presentes en el medio, los cuales 

pueden ser utilizados como fuente de carbono por el microorganismo (Panikov 

2014). Sin embargo, solo se tiene conocimiento de un solo sustrato en la 

fermentación por los estudios previos realizados. 

4.4.4. Consumo de sustrato 

El consumo de sustrato se evaluó mediante la medición de azúcares reductores 

totales (ART) utilizando la técnica DNS, la cual se observa en la Figura. El consumo 

del sustrato terminó, es decir la [ART] se tiende a estabilizar en un tiempo 

aproximado de 200 h. Por ello, se puede considerar la presencia de otro sustrato no 

identificado en estudios anteriores que permitan el crecimiento de la biomasa en la 

segunda etapa como se mencionaba anteriormente. 

4.4.5. Productos de fermentación 

Se realizó el seguimiento de dos productos en la fermentación, como se puede 

evidenciar en la Figura  y 28 que muestran la formación de AIA y EPS, 

 



90 

 

 

respectivamente. Con la formación de AIA se ratificó el posible comportamiento 

diaúxico de la fermentación, respetándose las fases mencionadas en el crecimiento 

de biomasa, alcanzando una concentración máxima de 184.26 ppm de AIA, valor 

aproximado en el que la fermentación tiende a estabilizarse.  La formación de EPS se 

da en la primera fase de crecimiento alcanzando una concentración de 

aproximadamente 2 g.L-1 

 

 

 

Figura 24. Concentración de biomasa respecto al tiempo. 
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Figura 25. Densidad óptica a 610 nm en función de tiempo 

 

Figura 26. Concentración de ART respecto al tiempo 
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Figura 27. Concentración de AIA respecto al tiempo 

 

Figura 28. Concentración de EPS respecto al tiempo 
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En los seguimientos elaborados durante el desarrollo experimental se puede apreciar 

que las tendencias de las variables de fermentación sugieren dos posibles tipos de 

crecimiento del microorganismo: el primero, es un comportamiento mono sustrato, 

ya que no se logra identificar claramente una segunda adaptación del 

microrganismo; adicionalmente en (Pineda 2019), no se identificó la presencia de 

otro sustrato en la fermentación que permita un crecimiento diaúxico. El segundo, 

es un comportamiento como sistema diaúxico, en los que se estipularía una segunda 

etapa crecimiento de biomasa y formación de AIA en la fermentación. 
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Capítulo 5 

 

Modelamiento matemático  

 

Teniendo como base el desarrollo experimental y los datos obtenidos del 

seguimiento de las diferentes variables que participan en la fermentación, se 

desarrolló el modelamiento matemático del bioproceso en este capítulo.  

Considerando la Figura  se planteó inicialmente los modelos generales del 

fenómeno, según las condiciones de operación y la cantidad de sustratos tenidos en 

cuenta. Debido a que estos modelos tienen como base la tasa de crecimiento, se 

estipularon posibles modelos para describir la cinética planteada.  

Disponiendo de los modelos generales y los modelos de cinéticos, se plantearon 

diferentes optimizaciones con el fin de encontrar el valor de los parámetros que 

mejor aproxime los datos experimentales a los simulados de acuerdo con el criterio 

de mínimo error cuadrático.  Con el mejor modelo optimizado y los parámetros 

encontrados, se realizó un análisis de estabilidad del sistema.  
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Figura 29. Esquema de desarrollo del modelamiento matemático 
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5.1 Modelo General de crecimiento microbiano 

Para determinar el modelo general nos basamos en la Tabla 7, debido a que el 

sistema es un proceso por lotes, no hay flujo de entrada ni de salida; además, se 

utilizaron las variables de biomasa (X), ART (S), AIA (P1) y EPS (Ep), es decir, un 

microorganismo, un sustrato y dos productos. Las ecuaciones se adecuaron a un 

sistema con productos asociados al crecimiento de biomasa y en términos de tasas 

de crecimiento de cada sustancia, quedando de la siguiente manera: 

 

𝑑𝑋

𝑑𝑡
= 𝜇𝑥𝑋      (𝐸𝑐. 30) 

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= −𝜇𝑆𝑆 =

−𝜇𝑆𝑋

𝑌𝑥
𝑠

      (𝐸𝑐. 31) 

𝑑𝑃1

𝑑𝑡
= 𝐾1𝜇𝑝𝑋    (𝐸𝑐. 32) 

𝑑𝐸𝑝

𝑑𝑡
= 𝐾2𝜇𝑒𝑋    (𝐸𝑐. 33) 

En donde: 

𝜇𝑥: Tasa de crecimiento de biomasa 

𝜇𝑆: Tasa de consumo de sustrato (ART) 

𝜇𝑝: Tasa de producción de AIA 

𝜇𝑒: Tasa de producción de EPS 

𝑌𝑥

𝑠
: Rendimiento biomasa/sustrato 

𝐾1: Factor de relación biomasa-AIA  
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𝐾2: Factor de relación biomasa-EPS 

Los modelos generales varían dependiendo del comportamiento de la cinética de las 

variables, en este caso se evalúan dos posibles comportamientos: modelo sistema 

diaúxico y modelo monosustrato. 

5.1.1 Modelo sistema diaúxico  

Si se considera que los comportamientos del crecimiento de biomasa y la 

concentración de AIA son de una fermentación con doble consumo de sustrato 

(diaúxica), las ecuaciones (30) y (32) se modifican de la siguiente manera (Panikov 

2014): La tasa de crecimiento se representa según la etapa de crecimiento 

especificada en las curvas de formación de biomasa y AIA en la fermentación.   

 

𝑑𝑋

𝑑𝑡
= (𝜇𝑥1 + 𝜇𝑥2)𝑋      (𝐸𝑐. 34) 

𝑑𝑃1

𝑑𝑡
= (𝐾11𝜇𝑝1 + 𝐾12𝜇𝑝2)𝑋    (𝐸𝑐. 35) 

En donde:  

𝜇𝑥1: Tasa de crecimiento de biomasa en la primera etapa 

𝜇𝑥2: Tasa de crecimiento de biomasa en la segunda etapa 

𝜇𝑝1: Tasa de producción de AIA en la primera etapa 

𝜇𝑝2: Tasa de producción de AIA en la segunda etapa 

𝐾11 , 𝐾12: Factores de relaciones para cada etapa de crecimiento  
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Para generalizar el modelo se comparan los comportamientos en las etapas de 

crecimientos de las sustancias que participan en el proceso, con el fin de identificar 

posibles tendencias similares de las tasas de crecimiento. Las Figuras 30 y 31 

muestran la comparación del consumo de AIA con la formación de biomasa y la 

formación de EPS, respectivamente.  

 

 

  

Figura 30. Comparación comportamiento de tasas de crecimiento, PS y ART vs 

tiempo 

Figura 31. Comparación comportamiento de tasas de crecimiento, EPS y ART 

vs tiempo 
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Según las anteriores gráficas, al comparar el crecimiento de biomasa y el consumo 

de ART, se aprecia que la primera tasa de crecimiento de la biomasa tiene la misma 

tendencia, debido a que el sustrato se consume la tendencia es negativa. El rango 

de tiempo en el que se aprecia este comportamiento es aproximadamente [0-216 h]; 

por ende, se puede suponer que 𝝁𝒙𝟏 = 𝝁𝑺. Por otra parte, lo mismo ocurre al 

comparar la formación de EPS y el consumo de ART, lo que conlleva a suponer que 

𝝁𝒔 = 𝝁𝒆.  En la Figura 32 se compara el crecimiento de biomasa con la formación de 

AIA, en esta se puede demostrar que las dos tasas de crecimiento se aproximan en 

los rangos de tiempo 0-216 y 216-360, logrando suponer que  𝝁𝒑𝟏 = 𝝁𝒙𝟏 =  𝝁𝑺 y que 

𝝁𝒑𝟐 = 𝝁𝒙𝟐. Normalmente, la segunda tasa de crecimiento en un sistema diaúxico está 

en términos de un segundo sustrato; sin embargo, debido a que no se pudo 

cuantificar o identificar este como se mencionó anteriormente, se consideró 

expresarlo en términos del producto.  

Figura 32. Comparación comportamiento de tasas de crecimiento, AIA y PS 

vs tiempo 
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Según el análisis comparativo entre las tasas de crecimiento de las variables del 

proceso, las ecuaciones del modelo general del crecimiento microbiano si el sistema 

se considera diaúxico, se muestran en la Tabla 15.  

Tabla 15. Ecuaciones diferenciales de modelamiento general, sistema diaúxico 

Variables Ecuación diferencial 

Biomasa (Peso seco) 
𝑑𝑋

𝑑𝑡
= (𝜇𝑠 + 𝜇𝑝2)𝑋      (𝐸𝑐. 35) 

Sustrato (ART) 
𝑑𝑆

𝑑𝑡
= (𝜇𝑠 + 𝜇𝑝2)𝑋      (𝐸𝑐. 35 

Producto 1 (AIA) 

𝑑𝑃1

𝑑𝑡
= (𝐾11𝜇𝑠 + 𝐾12𝜇𝑝2)𝑋    (𝐸𝑐. 36) 

 

Producto 2 (EPS) 
𝑑𝐸𝑝

𝑑𝑡
= 𝐾2𝜇𝑠𝑋    (𝐸𝑐. 37) 

 

En el modelo general se identifican cuatro parámetros: rendimiento de biomasa-

sustrato (𝑌𝑥

𝑠
) y las constantes proporcionales (𝐾11 , 𝐾12 , 𝐾2). Adicionalmente se tienen 

en cuenta los parámetros de las cinéticas. 

 

5.1.2 Modelo sistema Monosustrato  

 

Si el sistema se considera solamente con el consumo de un sustrato, las ecuaciones 

del modelo general quedarían de la siguiente manera (Tabla 16), asumiendo que no 

hay una segunda tasa de crecimiento en el proceso y la tasa de crecimiento abarca 

todo el tiempo de fermentación.   
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Tabla 16.  Ecuaciones diferenciales de modelamiento general, sistema monosustrato 

Variables Ecuación diferencial 

Biomasa (Peso seco) 
𝑑𝑋

𝑑𝑡
= 𝜇𝑠𝑋      (𝐸𝑐. 38) 

Sustrato (ART) 
𝑑𝑆

𝑑𝑡
=

−𝜇𝑆𝑋

𝑌𝑥
𝑠

  (𝐸𝑐. 31)     

Producto 1 (AIA) 
𝑑𝑆

𝑑𝑡
=

−𝜇𝑆𝑋

𝑌𝑥
𝑠

  (𝐸𝑐. 31)     

Producto 2 (EPS) 
𝑑𝑆

𝑑𝑡
=

−𝜇𝑆𝑋

𝑌𝑥
𝑠

  (𝐸𝑐. 31)     

 

En este modelo general se identifican tres parámetros: rendimiento de biomasa-

sustrato (𝑌𝑥

𝑠
) y las constantes proporcionales (𝐾11,𝐾2). Adicionalmente se tienen en 

cuenta los parámetros de las cinéticas. 

 

5.2 Modelos de tasas de crecimiento 

Los modelos de la tasa de crecimiento están dados por la cinética del 

microorganismo, debido a que en la actualidad se tiene constancia de muchos 

estudios de modelos cinéticos que representan este comportamiento y suelen estar 

en términos del sustrato limitante, producto, biomasa y variables del proceso, se 

identificaron diferentes modelos que aproximan su variación a los datos 

experimentales. En la Tabla 17 se pueden identificar los modelos que pueden 

utilizarse para modelar la primera tasa de la fermentación 𝜇𝑠 , de las cuales trece están 

en términos del sustrato limitante 𝜇 (𝑆), once en términos del sustrato y del producto 

(AIA) 𝜇 (𝑃, 𝑆) y dos en términos del sustrato y la biomasa 𝜇 (𝑋, 𝑆), para un total de 



102 

 

 

veintiséis modelos cinéticos. Debido a que algunos modelos fueron propuestos por 

el mismo autor, se adicionó (I, II, III, IV) al nombre para diferenciarlos.  

 

Tabla 17.  Modelos cinéticos para modelar la primera tasa de crecimiento 

N° Nombre del 

modelo 
Ecuación Diferencial 

Número de 

parámetros 

1 Monod 𝜇𝑠 = 𝜇𝑚

𝑆

𝐾𝑠 + 𝑆
 (𝐸𝑐. 40)  2 (𝜇𝑚, 𝐾𝑠) 

2 
Hanson y 

Tsao 
𝜇𝑠  = 𝜇𝑚

𝑆

𝐾𝑠 − 𝑆
 (𝐸𝑐. 41) 2 (𝜇𝑚, 𝐾𝑠) 

3 Tessier (I) 𝜇𝑠 = 𝜇𝑚 [1 − 𝑒𝑥𝑝 (
−𝑆

𝐾𝐼

)] (𝐸𝑐. 42) 2 (𝜇𝑚, 𝐾𝐼) 

4 
Kihimoto y 

col. 
𝜇𝑠  = 𝜇𝑚

𝑆

𝐾𝑠 − 𝑆

1

1 + 𝑃2
  (𝐸𝑐. 43) 2(𝜇𝑚, 𝐾𝑠) 

5 Contois 𝜇𝑠  = 𝜇𝑚

𝑆

𝐵𝑋 + 𝑆
 (𝐸𝑐. 44) 2(𝜇𝑚, 𝐵) 

6 Moser 𝜇𝑠  = 𝜇𝑚

𝑆𝑛

𝐾𝑠 + 𝑆𝑛
 (𝐸𝑐. 45) 3 (𝜇𝑚, 𝐾𝑠 , 𝑛) 

7 Andrews 
𝜇𝑠 = 𝜇𝑚

𝑆

(𝑆 + 𝐾𝑠) (1 +
𝑆
𝐾𝐼

)
(𝐸𝑐. 46) 

3 (𝜇𝑚, 𝐾𝑠 , 𝐾𝐼) 

 

8 Webb 𝜇𝑠 = 𝜇𝑚

𝑆 (1 +
𝑆
𝐾𝐼

)

𝑆 + 𝐾𝑠 +
𝑆2

𝐾𝐼

(𝐸𝑐. 47) 3(𝜇𝑚, 𝐾𝑠, 𝐾𝐼) 

9 Yano y Coll 
𝜇𝑠  = 𝜇𝑚

𝑆

𝑆 + 𝐾𝑠 (
𝑆2

𝐾𝐼
) (1 +

𝑆
𝐾𝐼

)
(𝐸𝑐. 48) 

3 (𝜇𝑚, 𝐾𝑠 , 𝐾𝐼) 

10 Aiba y Col. (I) 𝜇𝑠 = 𝜇𝑚

𝑆

𝑆 + 𝐾𝑠
𝑒𝑥𝑝 (

−𝑆

𝐾𝐼
) (𝐸𝑐. 49) 3 (𝜇𝑚, 𝐾𝑠 , 𝐾𝐼) 

11 Tessier (II) 𝜇𝑠  = 𝜇𝑚 [𝑒𝑥𝑝 (
−𝑆

𝐾𝐼

) − 𝑒𝑥𝑝 (
−𝑆

𝐾𝑠

)] (𝐸𝑐. 50) 3 (𝜇𝑚, 𝐾𝑠 , 𝐾𝐼) 
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12 Edwards (I) 𝜇𝑠  = 𝜇𝑚

𝑆 (1 +
𝑆
𝐾𝐼

)

𝐾𝑠 + 𝑆 +
𝑆2

𝐾𝐼

 (𝐸𝑐. 51) 
3 (𝜇𝑚, 𝐾𝑠 , 𝐾𝐼) 

 

13 Ishizaki y col. 𝜇𝑠 = 𝜇𝑚

𝑆

𝐾𝑠 + 𝑆 + 𝑆𝑃𝐾𝑃
(𝐸𝑐. 52) 3(𝜇𝑚, 𝐾𝑠, 𝐾𝑝) 

14 Aiba y col (II) 𝜇𝑠  = 𝜇𝑚

𝑆

𝐾𝑠 + 𝑆

𝐾𝑝

𝐾𝑝 + 𝑃
(𝐸𝑐. 53) 3(𝜇𝑚, 𝐾𝑠, 𝐾𝑝) 

15 Beal 
𝜇𝑠 = 𝜇𝑚

𝑆

𝐾𝑠 + 𝑆 +
𝑆𝑃2

𝐾𝑃

(𝐸𝑐. 54) 3(𝜇𝑚, 𝐾𝑠, 𝐾𝑃) 

 

16 Luong (I) 𝜇𝑠 = 𝜇𝑚

𝑆

𝑆 + 𝐾𝑠

(1 − 𝐾𝑃)(𝐸𝑐. 55) 3(𝜇𝑚, 𝐾𝑠, 𝐾) 

17 Ghose y Tyagi 𝜇𝑠  = 𝜇𝑚

𝑆

𝑆 + 𝐾𝑠

(1 −
𝑃

𝑃𝑐

) (𝐸𝑐. 56) 3(𝜇𝑚, 𝐾𝑠, 𝐾𝐼) 

18 Aiba y col. (III) 𝜇𝑠  = 𝜇𝑚

𝑆

𝑆 + 𝐾𝑠
𝑒𝑥𝑝(1 − 𝐾𝑃)(𝐸𝑐. 57) 3(𝜇𝑚, 𝐾𝑠, 𝐾) 

19 Bazue y Wilke 𝜇𝑠 = 𝜇𝑚

𝑆

𝑆 + 𝐾𝑠
√(1 −

𝑃

𝑃𝑐
) (𝐸𝑐. 58) 3(𝜇𝑚, 𝐾𝑠, 𝑃𝑐 ) 

20 
Aborhey y 

Williamson 
𝜇𝑠 = 𝜇𝑚

𝑆

𝑆 + 𝐾𝑠

𝐾𝑝

𝑆 + 𝐾𝑝𝑃
(𝐸𝑐. 59) 3(𝜇𝑚, 𝐾𝑠, 𝐾𝑃) 

21 Edwards (II) 
𝜇𝑠 = 𝜇𝑚

𝑆

𝑆 + 𝐾𝑠 +
𝑆2

𝐾𝐼
(1 +

𝑆
𝐾𝐼

)
(𝐸𝑐. 60) 

3(𝜇𝑚, 𝐾𝑠, 𝐾𝐼) 

22 
Han y 

Levenspiel (I) 

𝜇𝑠 = 𝜇𝑚

𝑆

𝑆 + 𝐾𝑠 (1 −
𝑆
𝑆𝑐

)
(1 −

𝑆

𝑆𝑐
)

𝑛

(𝐸𝑐. 61) 

4 (𝜇𝑚, 

𝐾𝑠 , 𝑆𝑐 , 𝑛) 

 

23 Luong (II) 𝜇𝑠 = 𝜇𝑚

𝑆

𝑆 + 𝐾𝑠
(1 +

𝑆

𝑆𝑐
)

𝑛

(𝐸𝑐. 62) 
4 (𝜇𝑚, 

𝐾𝑠 , 𝑆𝑐 , 𝑛) 

24 Levenspiel 𝜇𝑠 = 𝜇𝑚

𝑆

𝑆 + 𝐾𝑠

(1 −
𝑃

𝑃𝑐

)
𝑛

(𝐸𝑐. 63) 4(𝜇𝑚, 𝐾𝑠, 𝑃𝑐 , 𝑛) 
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25 
Han y 

Levenspiel (II) 

𝜇𝑠  = 𝜇𝑚

𝑆

𝑆 + 𝐾𝑠 (1 −
𝑋
𝑋𝑐

)
𝑚 (1 −

𝑋

𝑋𝑐
) (𝐸𝑐. 64) 

4(𝜇𝑚, 

𝐾𝑠 , 𝑋𝐶 , 𝑚) 

 

26 
Han y 

Levenspiel (III) 

𝜇𝑠 = 𝜇𝑚

𝑆

𝑆 + 𝐾𝑠 (1 −
𝑃
𝑃𝑐

)
𝑚 (1 −

𝑃

𝑃𝑐

)
𝑛

(𝐸𝑐. 65) 5(𝜇𝑚, 

𝐾𝑠 , 𝑃𝑐 , 𝑛, 𝑚) 

  

Como se mencionaba anteriormente, en el sistema diaúxico la segunda cinética del 

proceso debe estar en términos del producto, entonces, se utilizaron los cuatro 

modelos mostrados en la Tabla 18. 

Tabla 18. Modelos cinéticos para modelar la segunda tasa de crecimiento 

N° Nombre del 

modelo 
Ecuación Diferencial 

Número de 

parámetros 

1 Tayeb y col.  𝜇𝑝2 = 𝜇𝑚

𝐾𝑝

𝐾𝑝 + 𝑃
(𝐸𝑐. 66) 2 (𝜇𝑚, 𝐾𝑝) 

2 Bibal y col. 𝜇𝑝2  = 𝜇𝑚 (1 −
𝑃

𝑃𝑐

) (𝐸𝑐. 67) 2 (𝜇𝑚, 𝑃𝑐) 

3 Taniguchi y col 𝜇𝑝2 = 𝜇𝑚𝑒𝑥𝑝 (−𝑎𝑃 + 𝑏)(𝐸𝑐. 68) 3(𝜇𝑚, 𝑎, 𝑏) 

4 Holzberg y col. 𝜇𝑝2 = 𝜇𝑚 − 𝐾(𝑃 − 𝐾𝐼) (𝐸𝑐. 69) 3(𝜇𝑚, K, 𝐾𝐼) 

 

Dependiendo de la combinación que se realice de las tasas de crecimiento, los 

parámetros a optimizar de cada modelo pueden ser desde 8 hasta 12.  

 

5.4. Optimización de parámetros 

La optimización de parámetros para ajustar el modelo general y los posibles modelos 

cinéticos a los datos experimentales obtenidos, se realizó con ayuda del software 
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Matlab® mediante el método de mínimos cuadrados. El objetivo del método de 

mínimos cuadrados determinista (MCD), es buscar los parámetros del sistema (β) 

que mejor aproximan los datos experimentales a los datos simulados (Novales 2010). 

El MCD es un método de aproximación pues no utiliza hipótesis probabilística sobre 

los datos. La ecuación 70 representa la sumatoria a optimizar, teniendo en cuenta 

los diferentes compuestos que participan en la fermentación. 

 

𝑆(β) = ∑ ∑(𝑦𝑖𝑗 − 𝑓(𝑦𝑖𝑗))
2

𝑚

𝑖=1

𝑛

𝑗=1

  (𝐸𝑐(70) 

𝑓(𝑦) = 𝐷𝑎𝑡𝑜𝑠 𝑠𝑖𝑚𝑢𝑙𝑎𝑑𝑜𝑠 

𝑦 = 𝐷𝑎𝑡𝑜𝑠 𝑒𝑥𝑝𝑒𝑟𝑖𝑚𝑒𝑛𝑡𝑎𝑙𝑒𝑠 

𝑖 = 𝑁ú𝑚𝑒𝑟𝑜 𝑑𝑒 𝑒𝑥𝑝𝑒𝑟𝑖𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜𝑠 

𝑗 = 𝑁ú𝑚𝑒𝑟𝑜 𝑑𝑒 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑢𝑒𝑠𝑡𝑜𝑠 

𝑚 = 𝑁ú𝑚𝑒𝑟𝑜 𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 𝑑𝑒 𝑒𝑥𝑝𝑒𝑟𝑖𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜𝑠 

𝑛 = 𝑁ú𝑚𝑒𝑟𝑜 𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 𝑑𝑒 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑢𝑒𝑠𝑡𝑜𝑠 

 

Se compararon comandos de optimización del software y de regresiones no lineales, 

como el algoritmo genético (ga), fmincon, fmisearch, particleswarm y lsqcurvefit. 

Debido a que el sistema evaluado son ecuaciones diferenciales ordinarias y es 

robusto, el comando de optimización que presentó un mejor funcionamiento por su 

rapidez y resultados más aproximados fue lsqcurvefit; sin embargo, es muy sensible 

a las estimaciones iniciales de parámetros, por ende, al desarrollar las posibles 

combinaciones, se evaluaron cuatro estimados iniciales para cada parámetro del 

modelo (0.1, 0.5, 1 y 2). Para el desarrollo de las ecuaciones diferenciales ordinarias 
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(ODE) se varió el tipo de Runge-Kutta (RK) utilizado (ODE23s, ODE15s, ODE23tb). El 

programa utilizado se muestra en el anexo 1.  

Para un mejor entendimiento de los resultados de las optimizaciones se calculó el 

porcentaje de error entre los datos reales y simulados según la siguiente ecuación 

%𝐸𝑟𝑟𝑜𝑟 =
∑

∑
𝑦𝑖𝑗 − 𝑓(𝑦𝑖𝑗)

𝑦𝑖𝑗
𝑥100% 𝑚

𝑖=1

𝑚
𝑛
𝑗=1

𝑛
 𝐸𝑐(71) 

𝑓(𝑦) = 𝐷𝑎𝑡𝑜𝑠 𝑠𝑖𝑚𝑢𝑙𝑎𝑑𝑜𝑠 

𝑦 = 𝐷𝑎𝑡𝑜𝑠 𝑒𝑥𝑝𝑒𝑟𝑖𝑚𝑒𝑛𝑡𝑎𝑙𝑒𝑠 

𝑖 = 𝑁ú𝑚𝑒𝑟𝑜 𝑑𝑒 𝑒𝑥𝑝𝑒𝑟𝑖𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜𝑠 

𝑗 = 𝑁ú𝑚𝑒𝑟𝑜 𝑑𝑒 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑢𝑒𝑠𝑡𝑜𝑠 

𝑛 = 𝑁ú𝑚𝑒𝑟𝑜 𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 𝑑𝑒 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑢𝑒𝑠𝑡𝑜𝑠 

𝑚 = 𝑁ú𝑚𝑒𝑟𝑜 𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 𝑑𝑒 𝑒𝑥𝑝𝑒𝑟𝑖𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜𝑠 

Se plantearon inicialmente siete optimizaciones variando el tiempo de reacción, el 

número de ecuaciones diferenciales, el tipo de modelo general utilizado, el modelo 

cinético y se resolvieron con el método anterior. Las optimizaciones se caracterizaron 

por la cantidad de variables usadas en la sumatoria, la optimización 1 y 2 son 

globales, es decir se tienen en cuenta todas las variables; la optimización desde la 3 

a la 7 se divide según la cinética de crecimiento y los tiempos en los que participan, 

por esta razón se consideran como optimizaciones por partes. 

5.4.1 Optimización 1 

En esta optimización se evaluaron todas las variables de la fermentación de las 

ecuaciones diferenciales del sistema diaúxico (Tabla 15). En esta etapa se evaluaron 

todas las posibles combinaciones entre las tasas de crecimiento, 4 para 𝜇𝑝2 y 26 para 
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𝜇𝑠 , siendo un total de 104 combinaciones (enumeraciones mostradas en la Tabla 17 

y la Tabla 18). Además, cada combinación se evaluó con cada RK planteado y las 4 

condiciones iniciales, arrojando un total de 1248 resultados de la optimización de la 

ecuación 70. En el desarrollo de la simulación se determinó que las combinaciones 

con seis modelos tenían problemas de convergencia por dimensionalidad, los cuales 

fueron: Moser, Bazue y Wilke, Levenspiel, Han y Levenspiel (I, II y III). En la tabla 19 

se aprecian las 20 mejores combinaciones con su estimación inicial, la norma 

cuadrada del residuo (Resnorm), motivo por el que el solucionador se detuvo 

(Exitflag Tabla 20), el RK utilizado y el porcentaje de error. Las combinaciones 

posibles se representan según la figura 33. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tabla 19. Resultados de optimización 1. 

Combinación Estimación 

inicial 

Resnorm Exitflag RK %Error 

2x11 1 1192.525 0 ODE23tb 28.734 

4x3 0.1 1397.009 2 ODE23tb 28.255 

2x3 2 1397.140 0 ODE23tb 28.337 

2x1 2 1399.153 3 ODE23tb 28.660 

2x8 2 1399.180 3 ODE23tb 28.577 

2x12 2 1399.180 3 ODE23tb 28.577 

Figura 33. Nomenclatura de combinaciones 

1 x  21 

Cinética de producto 

(𝜇𝑝2) 

1 : Tayeb y col. 

 

Según Tabla 18 

Cinética de sustrato 

(𝜇𝑠) 

21 : Edwards (2) 

 

Según Tabla 17 
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2x20 0.5 1401.035 3 ODE23tb 27.334 

4x7 2 1402.011 3 ODE23s 28.718 

2x13 2 1407.973 0 ODE23tb 28.462 

2x14 0.5 1410.239 2 ODE23tb 28.838 

2x7 2 1420.961 2 ODE15s 30.195 

2x10 1 1425.325 0 ODE23tb 27.851 

2x5 0.1 1435.654 2 ODE23tb 33.595 

4x21 0.1 1439.005 2 ODE23tb 30.919 

2x16 0.1 1494.842 3 ODE23s 36.076 

3x7 0.1 1527.649 0 ODE23s 31.525 

4x1 2 1595.908 3 ODE15s 40.431 

1x20 0.5 1614.418 0 ODE15s 32.377 

3x21 2 1632.399 3 ODE15s 24.513 

4x14 2 1649.219 3 ODE15s 41.995 

 

 

Tabla 20. Significado de Exitflag en relación con el solucionador (Matlab 2020). 

Valor Motivo 

1 Función convergida a una solución. 

2 El cambio en era menor que la 

tolerancia especificada. 

3 El cambio en el residuo fue menor que 

la tolerancia especificada. 

4 
La magnitud de la dirección de 

búsqueda era menor que la tolerancia 

especificada. 

0 
Número de iteraciones superada o 

número de evaluaciones de función 

superada 

-1 La función de salida finalizó el 

algoritmo. 

-2 El problema es inviable: los límites y 

son inconsistentes 
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Como se muestra anteriormente, los mejores resultados son las combinaciones de 

diferentes 𝜇𝑠 con la cinética de producto 2 (Bibal y col.) y 4 (Holzberg y col.); sin 

embargo, se realizó una verificación gráfica que permitió visualizar la tendencia de 

los modelos simulados respecto a los datos reales. En las figuras 34 y 35 se muestran 

los resultados de la simulación de las combinaciones 2x11 y 4x3, respectivamente. 

Se puede observar en los dos casos que los datos simulados (línea continua) para la 

biomasa se tiene una tendencia totalmente diferente a los datos reales (marcadores) 

y así con el resto de combinaciones que tuvieran la cinética de producto 2 y 4. Todas 

las figuras se incluyen en el anexo 1. No obstante, los productos y el sustrato 

mantuvieron la tendencia con los datos reales, con un porcentaje de error mínimo 

de 24.5%. Los resultados de mínimos cuadrados tienen un margen por encima de 

1000, debido a que se tienen en cuenta la sumatoria del error al cuadrado de todos 

los puntos, y al ser un sistema de ecuaciones diferenciales de cuatro variables, hace 

que el error acumulado en cualquier punto aumente. Por tal motivo, el cálculo del 

porcentaje de error permite dar un valor de mayor peso, en los análisis. 
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Figura 34. Comportamiento de datos reales con los datos simulados con la 

combinación 2x11.  A) Variación de biomasa y AIA. B) Variación de EPS y AIA.   
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Las figuras 36 y 37 nos muestran los comportamientos de las combinaciones 3x21 y 

1x20, respectivamente. Como se puede observar, estos comportamientos son más 

acertados para todos los datos; sin embargo, con margen de error superior a 27%. 
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Figura 36. Comportamiento de datos reales con los datos simulados con la 

combinación 3X21. A) Variación de biomasa y AIA. B) Variación de EPS y AIA. 
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Figura 37. Comportamiento de datos reales con los datos simulados con la 

combinación 1x20. A) Variación de biomasa y AIA. B) Variación de EPS y AIA. 
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5.4.2 Optimización 2 

En esta optimización se optimizaron todas las variables de la fermentación de las 

ecuaciones diferenciales del sistema monosustrato (Tabla 16). Se evaluaron todas las 

tasas de crecimiento del sustrato (𝜇𝑠 ,), 26 modelos enumerados en la Tabla 17. 

Adicionalmente, se evaluó con cada RK planteado y las 4 condiciones iniciales, 

arrojando un total de 312 resultados de la optimización de la ecuación 70. Los seis 

modelos mencionados en la optimización anterior, mostraron el mismo error con el 

solucionador. En la Tabla 21 se muestran los resultados obtenidos. 

Tabla 21. Resultados de optimización 2. 

Modelo 
Estimación 

inicial 
Resnorm Exitflag RK %Error 

1 0.5 1752.053 3 ode23s 29.566 

10 0.5 1702.364 3 ode23tb 25.406 

11 2 1893.050 2 ode23s 22.373 

12 2 1725.071 3 ode23tb 26.963 

13 1 1752.167 2 ode23tb 29.898 

14 0.5 1771.144 3 ode23tb 28.201 

15 2 1765.886 2 ode23s 33.562 

16 1 2163.819 2 ode23s 42.588 

17 1 2168.407 3 ode15s 42.502 

18 2 1752.157 2 ode23tb 29.935 

2 0.5 349534.1 3 ode23tb 74.669 

20 0.5 1737.948 2 ode23s 26.783 

21 2 1619.885 2 ode23s 22.634 

23 0.1 1766.310 3 ode23s 29.413 

3 1 1732.560 2 ode23tb 28.601 

4 0.5 349534.147 3 ode15s 74.669 

5 0.1 1755.619 3 ode15s 29.781 

7 1 1748.606 2 ode23s 27.59 

8 2 1725.072 3 ode23tb 26.963 

9 0.1 5888.130 2 ode23tb 63.425 
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Los resultados mostraron que muchas cinéticas alcanzaron un valor de residuo 

cuadrático parecido, siendo las mejores el modelo 21, 10, y el 8, con 1619, 1702 y 

1725, respectivamente. Sin embargo, los modelos que obtuvieron el menor 

porcentaje de error fueron el modelo 11 con 22.373%, el modelo 21 con 22.634% y 

el modelo 10 con 25.406%. Los comportamientos de estos modelos con los datos 

experimentales se muestran en la figura 38. 
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Como se observa en las anteriores figuras, en los cuatro casos el comportmiento del 

AIA y el EPS se aproximaron a los datos reales y llegaron a una posible estabilización; 

sin embargo, los errores de la biomasa fueron muy significativos, ya que desde 

aproximadamente las 50 h se alejan los datos simulados de los datos reales. En el 

sustrato los valores tienen mayor aproximación en los datos intermedios entre 150-

200 h aproximadante. No obstante, al inicio de la fermentación y en la etapa de 

estabilización se aprecia la lejanía de los datos comparados.  

En las siguientes optimizaciones se descartaron los seis modelos que presentaron 

problema en la cinética de sustrato por dimensionalidad (Moser, Bazue y Wilke, 

Levenspiel, Han y Levenspiel (I, II y III)) y las cinéticas de producto que no tienen la 

misma tendencia del sistema (Bibal y col. y Holzberg y col.). 
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Figura 38. Comportamiento de sistema monosustrato con: A) y B) cinética número 8; C) y D) 

cinética número 10; E) y F) cinética número 21; G) y H) cinética número 11.  
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5.4.3 Optimización 3 

 

En esta optimización se tiene en cuenta el modelo general de crecimiento para 

sistema diaúxico, se caracteriza por dividirse en tres partes: i) optimización cinética 

de sustrato, ii) optimización de productos y iii) optimización cinética de producto. En 

las dos primeras etapas se trabajó con los datos experimentales hasta el tiempo 216 

h lo cual corresponde a la primera etapa, es decir, solo en la que participa la 𝜇𝑠 . En 

la última etapa se realizó una optimización en todo el tiempo de reacción, dejando 

constantes los valores anteriormente optimizados y determinando los valores de la 

cinética del producto.  

 

3.1 Optimización cinética sustrato  

En esta optimización se trabajó la  𝜇𝑠 en términos del sustrato o sustrato y biomasa. 

Las ecuaciones generales se replantearon, debido a que solo participa 𝜇𝑠 . Se iguala 

𝜇𝑝2 a cero y solo se tuvieron en cuenta dos ecuaciones diferenciales (biomasa y 

sustrato), quedando las ecuaciones de la siguiente manera:    

 

𝑑𝑋

𝑑𝑡
= 𝝁𝒔(𝑺, 𝑿)𝑋  𝐸𝑐(38)     

𝑑𝑆

𝑑𝑡
=

−𝝁𝑺(𝑺, 𝑿)𝑋

𝒀𝒙
𝒔

 𝐸𝑐(31)      

 

En esta primera parte se evaluaron 12 modelos posibles de 𝜇𝑆 con las variaciones de 

condiciones iniciales y RK planteadas inicialmente, arrojando un total de 144 
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resultados, para el parámetro  𝑌𝑥

𝑠
 + los parámetros cinéticos. En la Tabla 22 se 

muestran los mejores resultados para cada modelo.   

 

Tabla 22. Mejores modelos cinéticos de sustratos para la fermentación. 

Cinética 
Estimación 

inicial 
Resnorm Exitflag RK % Error 

21 2 37.428 3 ode23tb 10.116 

11 2 41.437 3 ode23tb 10.492 

10 2 41.441 3 ode23tb 10.484 

7 1 46.946 2 ode23tb 10.950 

3 0.1 51.105 2 ode23tb 12.378 

8 0.5 51.448 2 ode23tb 12.299 

12 0.5 51.448 2 ode23tb 12.299 

5 2 51.490 3 ode23tb 12.209 

1 0.1 51.490 3 ode23tb 12.210 

23 0.5 51.492 3 ode23tb 12.231 

9 0.5 103.055 0 ode23s 22.954 

2 0.5 579.236 1 ode23tb 66.042 

 

 

Los cinco modelos que mejor se aproximaron fueron el 21, 11, 10 y 7 con 

aproximadamente 10% de error, en la figura 39 se verifica el comportamiento del 

mejor modelo (21: Edwards (II)). 
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3.2 Optimización de productos 

Teniendo como base la optimización anterior y dejando constante los parámetros 

optimizados de los doce modelos evaluados, se optimizaron los productos en el 

mismo tiempo de simulación 0-216 h. Las ecuaciones diferenciales de AIA y EPS se 

adicionaron al anterior sistema, para este caso solo se tuvieron 2 parámetros a 

optimizar (𝐾11 𝑦 𝐾2). Para este sistema se obtuvieron 144 resultados posibles.  

 

𝑑𝑃1

𝑑𝑡
= 𝑲𝟏𝟏𝜇𝑠𝑋 (𝐸𝑐. 39)   

𝑑𝐸𝑝

𝑑𝑡
= 𝑲𝟐𝜇𝑠𝑋   (𝐸𝑐. 33) 

Figura  39. Comportamiento de la cinética de sustrato número 21 
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Los resultados se muestran en la Tabla 23 en donde las mejores aproximaciones 

fueron los parámetros optimizados con los modelos número 7, 21, 10, 11 y 3 con un 

15% de error aproximadamente. Sin embargo, el residuo de mínimos cuadrados es 

alto, superior a 2176.  La figura 40 nos indica el comportamiento de los productos 

obtenidos con la combinación de la cinética número 21.  

Tabla 23. Resultados optimización 3.2 

Cinética 
Estimación 

inicial 
Resnorm Exitflag %Error k11 k2 

7 2 2917.950 2 15.118 67.146877 0.8707645 

21 0.1 3558.819 2 15.123 70.3831619 9.09E-01 

10 0.5 3721.995 3 15.311 72.2012542 0.9317693 

11 0.1 3734.625 3 15.319 72.1334170 0.9308407 

3 0.5 2176.076 3 15.336 61.6285552 0.8035461 
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Figura 40. Comportamiento de productos optimización 3.2 
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3.3 Optimización de cinética de producto 

 

La última etapa de la optimización 3 se realizó con todas las variables (X, S, P1 y Ep) 

y se optimizaron los parámetros de la cinética de producto 𝜇𝑝2 junto con el 

parámetro 𝑘1,1, dejando constantes los valores de los parámetros optimizados en los 

anteriores casos. El sistema de ecuaciones diferenciales usado, es el siguiente:  

 

𝑑𝑋

𝑑𝑡
= (𝜇𝑠 + 𝝁𝒑𝟐) (𝐸𝑐. 35) 

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= −

𝜇𝑆𝑋

𝑌𝑥
𝑠

 (𝐸𝑐. 31) 

𝑑𝐸𝑝

𝑑𝑡
= 𝐾2𝜇𝑆𝑋 (𝐸𝑐. 37) 

𝑑𝑃1

𝑑𝑡
= (𝑘1,1𝜇𝑠 + 𝒌𝟏,𝟐𝝁𝒑𝟐)𝑋    (𝐸𝑐. 36) 

 

En esta etapa se obtuvieron 288 resultados. En la combinación con los modelos 

cinéticos del producto número 1 y 3. En la Tabla 24 se aprecian las mejores 

combinaciones obtenidas, las cuales alcanzaron un porcentaje de error máximo del 

20%. 
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Tabla 24. Resultados finales optimización 3 

Combinación 
Estimación 

inicial 
Resnorm Exitflag %Error 

1x21 2 7078.278 2 19.641 

3x21 0.5 7076.061 2 19.641 

1x10 1 8905.548 2 20.425 

3x10 1 8916.754 3 20.425 

3x11 1 8900.127 3 20.438 

1x11 0.1 8922.086 1 20.438 

1x7 1 9904.399 1 20.975 

3x7 2 9903.604 2 20.975 

1x3 1 8843.101 1 21.167 

3x3 2 8839.141 3 21.167 

 

 

En la Figura 41 se puede apreciar el comportamiento de la combinación 1x21, la cual 

dio el mejor rendimiento, la variación de biomasa y sustrato tuvo una similitud en 

datos, aunque, después del tiempo igual a 200 h, se estabilizan en concentraciones 

diferentes. La tendencia del EPS mostró una gran desviación a los datos reales.  
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A) 

B) 

 

B) 

Figura 41. Comportamiento de la combinación 1x21, con la optimización 3. A) 

variación de EPS y AIA. B) Variación de PS y ART. 
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5.4.4 Optimización 4 

En esta optimización se tiene en cuenta el modelo general de crecimiento para un 

sistema diaúxico, y se divide en dos partes.  

4.1 Optimización cinética de sustrato 

A diferencia de la anterior optimización, en esta etapa se utilizaron 20 modelos 

cinéticos. Las ecuaciones generales utilizadas son las siguientes, en las cuales, se 

tuvieron en cuenta tres variables (biomasa, sustrato y AIA). Se calcularon los 

parámetros 𝑌𝑥/𝑠 𝑦 𝑘1,1  del modelo general, más los parámetros de la cinética. El 

tiempo de simulación fueron las 216 horas de la reacción. 

 

𝑑𝑋

𝑑𝑡
= 𝝁𝒔𝑋 (𝐸𝑐. 38) 

𝑑𝑆

𝑑𝑡
=

−𝝁𝑺𝑋

𝒀𝒙
𝒔

  (𝐸𝑐. 31)      

𝑑𝑃1

𝑑𝑡
= 𝑲𝟏𝟏𝝁𝒔𝑋 (𝐸𝑐. 39) 

 

En total se obtuvieron 240 resultados. En la Tabla 25, se muestran los mejores 

resultados para cada cinética. En esta optimización, los modelos que mejor se 

ajustaron según el porcentaje de error fueron el número 9 (19.6%), 21 (25.9%) y 11 

(28.2%). En la Figura 42, se muestra el comportamiento de biomasa, sustrato y AIA 

para el modelo 9 y en la Figura 43, se muestran los comportamientos para el modelo 

21. 
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Tabla 25. Resultado de la optimización 4.1 

Cinética 
Estimación 

inicial 
Resnorm Exitflag % Error RK 

1 2 1499.880 3 34.539 ode23tb 

2 2 147266.516 3 54.854 ode23s 

3 0.1 1488.200 3 33.986 ode23s 

4 0.1 147266.515 3 54.854 ode23s 

5 0.5 1499.502 3 33.948 ode23s 

7 1 1496.305 3 33.987 ode15s 

8 0.1 1447.354 3 31.505 ode23s 

9 0.1 2085.220 3 19.602 ode23tb 

10 2 1473.873 2 30.662 ode23s 

11 1 1706.962 2 28.213 ode23s 

12 0.1 1447.354 3 31.505 ode23s 

13 0.1 1507.189 3 34.724 ode15s 

14 2 1507.715 3 32.729 ode23tb 

15 0.5 1537.226 3 38.489 ode23tb 

16 1 1499.897 3 34.559 ode23tb 

17 0.5 1532.755 3 34.690 ode15s 

18 0.1 1499.866 3 34.559 ode23tb 

20 1 1500.511 3 32.387 ode23s 

21 0.1 1385.351 3 25.985 ode15s 

23 0.1 1499.765 3 36.065 ode23s 

  

Figura 42. Comportamiento de: A) ART, X y B) AIA con la cinética número 9 de la optimización 
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Como se puede apreciar, la mejor tendencia la obtuvo la cinética 21, a pesar de tener 

un porcentaje de error mayor, adicionalmente, el valor del residual de mínimos 

cuadrados es 699.869 superior respecto a la cinética 9. 

 

4.2 Optimización de cinética de producto 

Teniendo como base los resultados de la optimización anterior y dejando constantes 

los parámetros hallados, se calculó el valor del parámetro 𝐾2, de la ecuación 

diferencial para EPS y de los parámetros de la cinética del producto, junto con el 

parámetro k1,2 del sistema diaúxico, utilizando como base todos los datos 

experimentales en el tiempo de fermentación (0-360 h). 

𝑑𝑋

𝑑𝑡
= (𝜇𝑠 + 𝝁𝒑𝟐)𝑋  (𝐸𝑐. 35) 

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= −

𝜇𝑆𝑋

𝑌𝑥
𝑠

 (𝐸𝑐. 31) 

Figura 43. Comportamiento de: A) ART, X y B) AIA con la cinética número 21 de la optimización 
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𝑑𝐸𝑝

𝑑𝑡
= 𝑲𝟐𝜇𝑆𝑋 (𝐸𝑐. 37) 

𝑑𝑃1

𝑑𝑡
= (𝑘1,1𝜇𝑠 + 𝒌𝟏,𝟐𝝁𝒑𝟐)𝑋(𝐸𝑐. 36) 

 

En este sistema se obtuvieron un total de 480 resultados, con las respectivas 

variaciones de cinéticas de producto, cinéticas de sustrato, condiciones iniciales y 

tipo de RK utilizado. En la Tabla 26 se observan las mejores combinaciones. Siendo 

las combinaciónes 1x21, 1x20 y 1x3 las de mejor resultado de optimización.  En la 

Figura 44 se observa el comportamiento de estas combinaciones. El menor 

porcentaje de error fue la combinación 1x21 con un resultado aproximado de 30%. 

 

Tabla 26. Resultados de optimización 4.2 

Combinación 
Estimación 

inicial 
Resnorm Exitflag 

RK 
%Error 

1x21 2 1761.266 3 ode23tb 30.105 

1x20 2 1819.700 3 ode15s 36.109 

1x3 0.5 1830.812 2 ode15s 37.697 

1x7 0.1 1839.113 3 ode23tb 37.604 

1x5 0.1 1845.565 2 ode23s 38.197 

3x5 0.1 1847.114 2 ode23s 37.970 

1x10 1 1851.405 3 ode23tb 34.280 

1x18 0.1 1851.460 2 ode23s 38.689 

3x16 1 1851.704 2 ode23s 38.667 

3x18 0.1 1851.774 2 ode23s 38.606 
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Figura 44. Comportamiento de sistema con optimización 4 con: A) y B) Combinación 1x21; C) y D) 

Combinación 1x210; E) y F) Combinación 1x3. 
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Según los resultados anteriores, los datos simulados de biomasa y sustrato no 

tuvieron una buena aproximación a los datos reales. A pesar de ello, las variaciones 

de los productos tuvieron un mayor grado de proximidad.   

 

5.4.5 Optimización 5 

 

La optimización se dividió en 2 partes dependiendo del tiempo de reacción. En la 

primera parte se optimizó la cinética de sustrato y los parámetros que participaron 

en el tiempo 0-216 horas. En la segunda parte se optimizó la cinética del producto 

junto con los parámetros de la segunda etapa, el tiempo es el total, es decir, 0-260 

h. 

 

5.1. Optimización de cinética de sustrato 

 

Se utilizó el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales, en el cual participan todas 

las variables de los procesos, se utilizaron todos los modelos cinéticos de sustrato 

(20) y sus respectivas variaciones, obteniendo un total de 240 resultados. Los mejores 

resultados de cada cinética se muestran en la Tabla 27, arrojando que la cinética 

número 20 y 21 tienen el menor valor de resnorm y un porcentaje de error de 

aproximadamente el 30%. El comportamiento de estas cinéticas se puede observar 

en la Figura 45.  

 

𝑑𝑋

𝑑𝑡
= 𝝁𝒔𝑋 (𝐸𝑐. 38) 



130 

 

 

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= −

𝝁𝑺𝑋

𝒀𝒙
𝒔

 (𝐸𝑐. 31) 

𝑑𝐸𝑝

𝑑𝑡
= 𝑲𝟐𝝁𝑺𝑋 (𝐸𝑐. 33) 

𝑑𝑃1

𝑑𝑡
= 𝒌𝟏,𝟏𝝁𝒔𝑋 (𝐸𝑐. 39) 

 

Tabla 27. Resultados de optimización 5.1 

Cinética 
Estimación 

inicial 
Resnorm Exitflag RK %Error 

1 0.1 1501.891 2 ode23tb 31.649 

2 0.5 147293.387 3 ode23s 59.540 

3 0.5 1490.774 3 ode23tb 31.084 

4 0.5 147293.387 3 ode15s 59.539 

5 0.1 1501.775 3 ode23tb 31.605 

7 0.5 1502.319 2 ode23s 30.491 

8 0.1 1436.424 3 ode23tb 30.868 

9 0.1 2087.246 3 ode23tb 14.948 

10 2 1478.220 3 ode23s 28.717 

11 1 1475.829 3 ode23tb 29.368 

12 0.1 1436.424 3 ode23tb 30.868 

13 0.1 1501.890 3 ode23tb 31.696 

14 1 1508.689 3 ode23tb 30.429 

15 2 1541.358 3 ode23tb 34.398 

16 0.1 1509.211 3 ode15s 31.773 

17 2 1506.870 3 ode23tb 32.317 

18 2 1509.214 3 ode15s 31.761 

20 2 1370.768 3 ode23tb 25.545 

21 1 1386.945 3 ode15s 25.295 

23 0.1 1497.487 2 ode23tb 32.352 
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5.2 Optimización de cinética de producto 

Los parámetros calculados en la optimización 5.1 se dejaron constantes y se calculó 

el valor del parámetro 𝐾1,2, más los parámetros de la cinética del producto. Se utilizó 

el sistema de ecuaciones de crecimiento diaúxico, con todos los datos de la 

fermentación, obteniéndose en total 480 resultados.  

𝑑𝑋

𝑑𝑡
= (𝜇𝑠 + 𝝁𝒑𝟐)𝑋 (𝐸𝑐. 35) 
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Figura 45. Comportamiento de sistema con optimización 5.1 con: A) y B) Cinética número 20; C) y 

D) Cinética número 21. 
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𝑑𝑆

𝑑𝑡
= −

𝜇𝑆𝑋

𝑌𝑥
𝑠

 (𝐸𝑐. 31) 

𝑑𝐸𝑝

𝑑𝑡
= 𝐾2𝜇𝑆𝑋 (𝐸𝑐. 37) 

𝑑𝑃1

𝑑𝑡
= (𝑘1,1𝜇𝑠 + 𝒌𝟏,𝟐𝝁𝒑𝟐)𝑋(𝐸𝑐. 36) 

 

En la Tabla 28 se pueden apreciar las diez mejores combinaciones obtenidas de la 

optimización. Las combinaciones 1x21, 1x3 y 1x14 con un error del 30%, 37.6% y 37% 

respectivamente. En la Figura 46 se puede observar el comportamiento de las 

combinaciones 1x21 y 1x3. 

Tabla 28. Resultados de optimización 5.2 

Combinación 
Estimación 

inicial 
Resnorm Exitflag 

RK 
%Error 

1x21 0.1 1759.028 2 ode23tb 30.200 

1x3 0.5 1833.125 3 ode15s 37.680 

1x14 1 1835.518 3 ode15s 37.081 

1x11 0.1 1842.318 3 ode15s 35.244 

1x5 1 1852.045 2 ode23s 38.656 

1x18 0.5 1854.081 2 ode23s 38.912 

1x1 1 1855.326 2 ode23tb 38.763 

1x13 0.1 1856.155 2 ode23tb 38.833 

1x16 0.5 1858.973 2 ode23tb 38.933 

3x5 2 1861.749 2 ode23tb 38.550 
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5.4.6 Optimización 6 y 7 

Las optimizaciones 6 y 7 se realizaron suponiendo un sistema monosustrato y se 

utilizaron con todos los datos experimentales de la fermentación (0-360 h).   

La optimización 6 se dividió en dos partes, la parte inicial se optimizaron los 

parámetros de las ecuaciones diferenciales de biomasa y sustrato junto con las 

cinéticas que dependían solamente del sustrato y/o biomasa (12 modelos). En la 

segunda parte, se optimizaron todo el conjunto de ecuaciones, dejando constantes 
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Figura 46. Comportamiento de sistema con optimización 5.2 con: A) y B) Combinación 1x21;              

C) y D) Combinación 1x3. 
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los parámetros optimizados en la etapa anterior, obteniendo las constantes de 

proporción de las ecuaciones diferenciales de AIA y EPS. En esta optimización se 

obtuvieron 144 resultados.   

En la optimización 7 inicialmente se optimizaron las ecuaciones diferenciales de 

biomasa, sustrato y AIA junto con los 20 modelos de sustrato propuestos 

anteriormente. Con los resultados obtenidos se optimizó todo el conjunto de 

ecuaciones diferenciales para calcular el valor de K2. En esta optimización se 

obtuvieron 240 resultados. En las tablas 29 y 30 se pueden apreciar los mejores 

resultados de la optimización 6 y 7, respectivamente.  

Tabla 29. Resultados de optimización 6. 

Modelo 
Estimación 

inicial 
Resnorm Exitflag RK %Error 

1 0.1 4462.168 3 ode23s 16.345 

2 0.1 349534.146 1 ode23s 74.669 

3 0.1 4492.966 2 ode23s 16.267 

5 0.1 4503.553 3 ode23s 16.355 

7 0.1 4463.820 2 ode23s 16.269 

8 0.1 3139.400 3 ode23s 15.463 

9 0.1 55917.383 2 ode23s 39.831 

10 0.1 4539.137 2 ode23s 16.203 

11 0.1 4500.833 3 ode23s 16.254 

12 0.1 3139.400 3 ode23s 15.463 

21 0.1 3955.873 3 ode23s 15.838 

23 0.1 4105.723 2 ode23s 16.321 
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Tabla 30. Resultados de optimización 7. 

Modelo 
Estimación 

inicial 
Resnorm Exitflag RK %Error 

1 0.1 1754.472 3 ode23tb 29.641 

2 0.1 349639.029 3 ode23tb 88.585 

3 2 1734.000 3 ode23tb 28.506 

5 2 1754.370 3 ode23tb 29.618 

7 0.1 1745.112 2 ode23tb 26.934 

8 2 1729.336 3 ode23tb 26.807 

10 2 1702.398 3 ode23tb 25.536 

11 2 2012.106 3 ode23tb 22.588 

12 2 1729.336 3 ode23tb 26.807 

13 2 1752.159 3 ode23tb 29.951 

14 0.1 1783.190 2 ode23s 28.938 

15 0.1 1757.011 2 ode23s 29.925 

17 0.1 2164.384 2 ode23s 42.574 

18 2 1752.163 3 ode23tb 29.863 

20 2 1729.966 3 ode23tb 27.983 

21 2 1619.480 3 ode23tb 23.263 

23 0.1 1756.689 3 ode23s 28.421 
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En la optimización 6, las cinéticas número 21, 12 y 8, tuvieron un porcentaje de error 

inferior a 16%, sin embargo, como se aprecia en la Figura 47, la tendencia de los 

productos no es tan acertada.  En el caso de la optimización 7, las mejores 

aproximaciones se dieron con la cinética número 11 y 21 con un 22% y 23% de error, 

respectivamente.  A pesar de que los porcentajes de error de la optimización 6 son 

menores que en la optimización 7, los valores de la función optimizada (resnorm) 

fueron mayores. Verificando el comportamiento de la optimización 7 (Figura 48), la 

tendencia se puede considerar mejor en los productos, pero se desvía en mayor 

proporción en la biomasa y el sustrato. 
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Figura 48. Comportamiento de sistema con optimización 7 con: A) y B) cinética número 11; C) y D) 

cinética número 21. 

 

 

Figura 48. Comportamiento de sistema con optimización 7 con: A) y B) cinética número 11; C) y D) 

cinética número 21. 

Figura 47. Comportamiento de sistema con optimización 6 con: A) y B) cinética número 12; C) y D) 

cinética número 21; E) y F) cinética número 8 
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5.4.6 Comparación de optimizaciones 

En la Tabla 31 se organizaron los mejores resultados obtenidos en cada optimización. 

Las optimizaciones 3 y 7  fueron las que mejor se ajustaron al comportamieto de la 

fermentación. Como se muestra en la figura 49, los dos comportamientos son 

acertados, sin embargo la tendencia inicial (0-180 h) de la optimización 3 fue la más 

acertada. De esta manera, se propone que en este tiempo inicial el modelo que 

represente la fermentación sea la combinación 3x21 (Taniguchi y col. - Edwards (II)). 

Tabla 31. Comparación de optimizaciones realizadas 

Combinación Resnorm Optimización %Error 

3x21 1632.399 1 24.513 

21 1619.885 2 22.634 

3x21 7076.060 3 19.641 

1x21 1761.266 4 30.105 

1x21 1759.028 5 30.200 

12 3139.400 6 15.464 

21 1619.480 7 23.263 
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Para el rango de tiempo de 0 a 180 h de la fermentación, el modelo que representa 

el comportamiento del sistema es Taniguchi y col. - Edwards (II). Los valores de los 

parámetros se muestran en la Tabla 32. 

 

𝑑𝑋

𝑑𝑡
= (𝜇𝑚

𝑆

𝑆 + 𝐾𝑠 +
𝑆2

𝐾𝐼
(1 +

𝑆
𝐾𝐼

)
+ 𝜇𝑚2𝑒𝑥𝑝 (−𝑎𝑃 + 𝑏)) 𝑋     𝐸𝑐(72) 

       

𝑑𝑆

𝑑𝑡
=

− (𝜇𝑚
𝑆

𝑆 + 𝐾𝑠 +
𝑆2

𝐾𝐼
(1 +

𝑆
𝐾𝐼

)
) 𝑋

𝑌𝑥
𝑠

      𝐸𝑐(73) 

𝑑𝑃1

𝑑𝑡
= (𝐾11 (𝜇𝑚

𝑆

𝑆 + 𝐾𝑠 +
𝑆2

𝐾𝐼
(1 +

𝑆
𝐾𝐼

)
) + 𝐾12𝜇𝑚2𝑒𝑥𝑝 (−𝑎𝑃 + 𝑏)) 𝑋  𝐸𝑐(74) 
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Figura 49. Comparación de comportamiento de: A) y B) Combinación 3x21; C) y D) cinética número 

12; La división amarilla representa un tiempo igual a 180 h. 
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𝑑𝐸𝑝

𝑑𝑡
= 𝐾2 (𝜇𝑚

𝑆

𝑆 + 𝐾𝑠 +
𝑆2

𝐾𝐼
(1 +

𝑆
𝐾𝐼

)
) 𝑋         𝐸𝑐(75)  

 

 

Tabla 32. Valores de parámetro de modelo Taniguchi y col. - Edwards (II) 

Parámetro Valor de parámetro Unidades 

𝜇𝑚 259.95286 h-1 

𝐾𝑠 154934.8 g.L-1 

𝐾𝐼 0.0607108 g.L-1 

𝑌𝑥
𝑠
 0.2098053 g(biomasa).g-1(sustrato) 

𝐾11 70.383244 ppm.L.g-1 

𝐾12 3.9446458 ppm.L.g-1 

𝐾2 0.9088448 g(EPS).g-1(biomasa) 

𝜇𝑚2 0.4525946 h-1 

𝑎 1.0369535 ppm-1 

𝑏 0.4577678 - 

 

5.4.7 Optimizaciones tiempo restante 

Debido a que el anterior sistema solo corresponde a la fermentación hasta las 180 

h, se plantearon las optimizaciones de la Tabla 33 para encontrar el modelo que 

mejor representen los datos experimentales desde 180 h hasta finalizada la 

fermentación, teniendo como base el mismo principio de las optimizaciones 

anteriores.   
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Tabla 33. Planteamiento de optimizaciones.  

Optimización Descripción Modelos evaluados 
Cantidad 

resultados 

8 
Optimización global del 

sistema diaúxico. 

20 modelos de 

sustrato y 2 modelos 

de producto 

480 

9 
Optimización global de 

sistema monosustrato 

20 modelos de 

sustrato 
240 

10 

Optimización se dividió 

en dos etapas: 

 

1. Optimización de 

ecuaciones diferenciales 

(X y ART) 

2. Optimización global 

dejando constantes los 

parámetros optimizados 

en 1. 

12 modelos de 

sustrato 

 

144 

 

 

En la Tabla 34 se aprecian los mejores resultados de la segunda etapa. Se puede 

concluir que el modelo más aproximado en la segunda etapa es un modelo mono 

sustrato con la cinética 12 de la optimización 10. En la Figura 50 se puede ver el 

comportamiento de la optimización 8 y 9. En la figura 51 se muestra el ajuste de la 

mejor optimización.  
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Tabla 34. Resultados de optimizaciones 8, 9 y 10. 

Optimización Combinación 
Condición 

inicial 
Resnorm ODE %Error 

8 1x4 2 405.630 ode15s 14.962 

9 15 2 1199.206 ode15s 13.336 

10 12 0,1 829.826 ode23s 12.562 
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Figura 50. Comportamiento de: A) y B) Combinación 1x4; C) y D) cinética número 15; Junto con el 

modelo 3x21 
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Figura 51.  Comportamiento de modelo final. A) Biomasa y Sustrato; B) AIA y EPS 
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En la Tabla 35 se puede resumir el modelo que mejor se aproxima a la fermentación 

estudiada, el cual varía dependiendo del tiempo de reacción. Para las primeras 180 

h el comportamiento se basa según el modelo diaúxico Taniguchi y col. - Edwards 

(II) y entre 189 y 360 horas, según el modelo monosustrato Edwards (I). con este 

resultado el modelo alcanzo un error del 12.56% aproximadamente.  

 

Tabla 35. Modelo matemático de la fermentación estudiada 

Nombre Modelo 

Taniguchi y col. - Edwards (II) 

Tiempo 

0-180 h 

Modelo matemático 

𝑑𝑋

𝑑𝑡
= (𝜇𝑚

𝑆

𝑆 + 𝐾𝑠 +
𝑆2

𝐾𝐼
(1 +

𝑆
𝐾𝐼

)
+ 𝜇𝑚2𝑒𝑥𝑝 (−𝑎𝑃 + 𝑏)) 𝑋 

𝑑𝑆

𝑑𝑡
=

− (𝜇𝑚
𝑆

𝑆 + 𝐾𝑠 +
𝑆2

𝐾𝐼
(1 +

𝑆
𝐾𝐼

)
) 𝑋

𝑌𝑥
𝑠

 

𝑑𝑃1

𝑑𝑡
= (𝐾11 (𝜇𝑚

𝑆

𝑆 + 𝐾𝑠 +
𝑆2

𝐾𝐼
(1 +

𝑆
𝐾𝐼

)
) + 𝐾12𝜇𝑚2𝑒𝑥𝑝 (−𝑎𝑃 + 𝑏)) 𝑋 

 

𝑑𝐸𝑝

𝑑𝑡
= 𝐾2 (𝜇𝑚

𝑆

𝑆 + 𝐾𝑠 +
𝑆2

𝐾𝐼
(1 +

𝑆
𝐾𝐼

)
) 𝑋 
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Parámetros 

𝝁𝒎=259,95286 (h-1)           𝑲𝒔=154934,8 (g.L-1)       𝑲𝑰=0,0607108 (g.L-1) 

𝒀𝒙

𝒔
=0,2098053 (g(biomasa).g-1(sustrato))      𝑲𝟏𝟏=70,383244 (ppm.L.g-1) 

𝑲𝟏𝟐=3,9446458 (ppm.L.g-1)  𝑲𝟐=0,9088448 (g(EPS).g-1(biomasa))        

𝝁𝒎𝟐=0,4525946 (h-1)            𝒂=1,0369535 (ppm-1)       𝒃 =0,4577678 

Nombre Modelo 

Edwards (I) 

Tiempo 

180-360 h 

Modelo Matemático 

𝑑𝑋

𝑑𝑡
= 𝜇𝑚

𝑆 (1 +
𝑆
𝐾𝐼

)

𝐾𝑠 + 𝑆 +
𝑆2

𝐾𝐼

𝑋    𝐸𝑐. (76) 

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= −

𝜇𝑚

𝑆 (1 +
𝑆
𝐾𝐼

)

𝐾𝑠 + 𝑆 +
𝑆2

𝐾𝐼

𝑌𝑥
𝑠

𝑋    𝐸𝑐. (77) 

𝑑𝐸𝑝

𝑑𝑡
= 𝐾2𝜇𝑚

𝑆 (1 +
𝑆
𝐾𝐼

)

𝐾𝑠 + 𝑆 +
𝑆2

𝐾𝐼

𝑋    𝐸𝑐. (78) 

𝑑𝑃1

𝑑𝑡
= 𝑘1,1𝜇𝑚

𝑆 (1 +
𝑆
𝐾𝐼

)

𝐾𝑠 + 𝑆 +
𝑆2

𝐾𝐼

𝑋    𝐸𝑐. (79) 

Parámetros 

𝝁𝒎=0.1255 (h-1)     𝑲𝒔=98044.1267 (g.L-1)                𝑲𝑰=0.034527 (g.L-1)       

𝒀𝒙

𝒔
=0.13030773 (g(biomasa).g-1(sustrato)         𝑲𝟏𝟏=214.108242 (ppm.L.g-1)

          𝑲𝟐=0.70165566 (g(EPS).g-1(biomasa))                
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5.5. Análisis de estabilidad  

El análisis de estabilidad del modelo planteado se simplifica al modelo monosustrato 

con la cinética, Edwards (I), debido a que representa el comportamiento de la 

fermentación desde 180 h hasta finalizada, quedando el siguiente sistema. 

𝑑𝑋

𝑑𝑡
= 𝜇(𝑠)𝑋 (𝐸𝑐. 38) 

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= −

𝜇(𝑠)𝑋

𝑌𝑥
𝑠

 (𝐸𝑐. 31) 

𝑑𝐸𝑝

𝑑𝑡
= 𝐾2𝜇(𝑠)𝑋 (𝐸𝑐. 33) 

𝑑𝑃1

𝑑𝑡
= 𝑘1,1𝜇(𝑠)𝑋(𝐸𝑐. 39) 

El sistema es 4-dimensional, en el que participan las variables dependientes del 

tiempo: concentración de biomasa, sustrato, AIA y EPS. Los parámetros que 

acompañan las ecuaciones diferenciales como 𝑌𝑥/𝑠, 𝐾2 y 𝑘1,1 son constantes. En 

resumen, todo el análisis del sistema se reduce al comportamiento de la cinética 

(𝜇(𝑠)) y la concentración de biomasa (𝑋). El modelo cinético de Edwards (I) se 

representa como:   

𝜇(𝑠) = 𝜇𝑚

𝑆 (1 +
𝑆
𝐾𝐼

)

𝐾𝑠 + 𝑆 +
𝑆2

𝐾𝐼

 (𝐸𝑐. 51) 
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La cinética está en términos de las constantes 𝜇𝑚, 𝐾𝑠 y 𝐾𝐼 y del sustrato de la reacción 

(S). Por consiguiente, el sistema 4-dimensional se reduce a bidimensional ya que en 

las ecuaciones diferenciales solo dependen del sustrato y la biomasa. 

 

𝑑𝑋

𝑑𝑡
= 𝜇(𝑠)𝑋 

𝑑𝑆

𝑑𝑡
= −

𝜇(𝑠)𝑋

𝑌𝑥/𝑠
 

El equilibrio del sistema se da cuando 𝜇(𝑠) o 𝑋 sea igual a 0. Entonces: 

𝜇(𝑠)𝑋 = 0    → 𝑋 = 0  ó   𝜇(𝑠) = 0 

𝜇(𝑠) = 𝜇𝑚

𝑆 (1 +
𝑆
𝐾𝐼

)

𝐾𝑠 + 𝑆 +
𝑆2

𝐾𝐼

= 0 (𝐸𝑐. 80)   

 Considerando que 𝑆 ≥ 0 , 𝐾𝑠 ≠ 0 y 𝜇𝑚 ≠ 0.  El equilibrio viene dado por la siguiente 

ecuación: 

   𝑆 (1 +
𝑆

𝐾𝐼
) = 0 (𝐸𝑐. 81)   

Por lo tanto, las posibles soluciones serían:  

𝑆 = 0    ó    (1 +
𝑆

𝐾𝐼
) = 0    (𝐸𝑐. 82)    

Debido a que 𝑆 ≥ 0 y 𝐾𝐼 > 0; la única solución posible es  𝑆 = 0. 

La estabilidad del sistema analíticamente viene dada por  𝑋 = 0  ó  𝑆 = 0. Cuando se 

planteó el modelo general se asumió que la biomasa no se consume ni muere, la 

solución X=0 no es posible. Por lo tanto, se considera que un punto de equilibrio 
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cuando  𝑆∗ = 0 y 𝑋∗ puede ser cualquier número (𝑋∗, 0). Debido a esto 𝑃1
∗ y 𝐸𝑝∗ 

pueden tomar cualquier valor positivo.  

Se compara este análisis de estabilidad analítica con la estabilidad numérica, 

resolviendo el sistema de ecuaciones a un tiempo en infinito. El sistema se comporta 

como se muestra en la figura 52, en donde el sustrato tiende a 0 cuando el tiempo 

se hace infinito y los valores de equilibrio de biomasa, AIA y EPS se muestra en la 

Tabla 36. Cabe resaltar que en la solución se encontró con un error de 1.1751x10-7.  

 

 

Figura 52. Comportamiento del modelo cuando tiende a infinito.  

 

Tabla 36. Valores de equilibrio de variables (solución numérica) 

Biomasa [g.L-1] ART [g.L-1] AIA [ppm] EPS [g.L-1] 

3.4419 0.00012 273.3863 2.2639 
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Se realizó una perturbación al sistema cambiando la condición inicial de la 

concentración de biomasa y ART, arrojando unos nuevos valores de equilibrio. Sin 

embargo, el sustrato tiende a 0. Lo que conlleva a que el sistema sea estable pero 

no asintóticamente estable. En la figura 53 se puede apreciar el comportamiento de 

la perturbación. 
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Figura 53. Comportamiento del sistema ante una perturbación. 
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Conclusiones 

 

Gluconacetobacter diazotrophicus es un microorganismo que se adapta rápidamente 

a las diferentes escalas de fermentación para la producción de una fitohormona 

usando como materia prima vinazas azucareras. A su vez, en su proceso productivo 

se consideran como componentes principales del producto la hormona vegetal AIA, 

la cantidad de expolisacáridos y los propios microorganismos (biomasa), lo que 

sugiere una fácil adaptación de la fermentación a un sistema de escala piloto e 

industrial. 

 

Con el seguimiento de las variables del proceso, se pudo evidenciar un 

comportamiento más cercano de la fermentación, en donde se evidencian diferentes 

aspectos como: 1) la variación de la temperatura tuvo una gran fluctuación entre el 

parámetro estipulado y el real para los tiempos de medición, con variaciones de 

hasta 3 °C. Esto se debe al tipo de montaje realizado para el control de temperatura. 

2) La variación del pH permite suponer que durante la fermentación se generan 

productos de carácter básico debido a que este fue superior a 7 en casi toda la 

fermentación y el componente principal es un ácido producido en pequeñas 

proporciones. 3) Se establece, además, que la adición de los neutralizadores no 

permitió identificar un posible patrón que se pueda utilizar en el modelo 

matemático. 4) El comportamiento de las principales variables no es claro, es decir, 

no se puede identificar con certeza si es un sistema diaúxico o monosustrato; por 

consiguiente, a pesar de que la biomasa y el AIA tienden a formar dos curvas de 

crecimiento, la segunda fase de adaptación no es tan marcada. De todas formases 
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posible que exista la participación de un segundo sustrato considerando que la 

concentración de ART se estabiliza antes que la formación de biomasa.  

Para desarrollar un modelo matemático teniendo como base los datos 

experimentales de un proceso, es recomendable obtener la mayor cantidad de datos 

posibles, lo que permite que el ajuste sea lo más acertado al sistema real. A su vez, 

la variación de las formas de optimizar concede una gran variedad de resultados 

posibles que sirven para desarrollar un análisis a mayor profundidad. Cabe resaltar 

que en algunos casos a pesar del modelo tener el mejor resultado de la optimización, 

su comportamiento con los datos reales no se comparaba, por consiguiente, se 

deben comparar los resultados con su tendencia gráfica.  

 

Se decidió realizar un modelo que dependiera del tiempo de fermentación, en donde 

en las 180 primeras horas, se comporta como un sistema diaúxico usando las 

cinéticas Taniguchi y col. - Edwards (II) y después de 180 h hasta terminada la 

fermentación se comporta como un sistema monosustrato con la cinética - Edwards 

(I); obteniendo un error promedio del 12.56%. Este resultado nos permite destacar 

una buena aproximación matemática, teniendo en cuenta el poco o nulo estudio de 

esta fermentación con las condiciones especificadas. La estabilidad del sistema viene 

dada por la ecuación Edwards (I), concluyendo ser un sistema estable con puntos de 

equilibrio que varían dependiendo de las condiciones iniciales de la fermentación. 

Sin embargo, la concentración de sustrato siempre tiende a 0.  

Finalmente, el desarrollo de esta investigación permitió establecer un modelo 

matemático capaz de describir el comportamiento de las principales variables que 

participan en la fermentación de vinazas azucareras utilizando la bacteria 

Gluconacetobacter diazotrophicus a través del desarrollo de experimental, 
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seguimiento de variables, planteamiento de modelos matemáticos, optimización de 

parámetros y análisis de estabilidad de este. Lo anterior con el fin de tener una base 

para la automatización industrial de este proceso y la posible generación de grandes 

oportunidades para futuras investigaciones. 

 

Perspectivas Futuras 

 

Gracias al gran interés mundial en desarrollar procesos biotecnológicos, realizar un 

modelo matemático a nivel experimental permite establecer una base para que la 

fermentación de vinazas azucareras para producir un biofertilizante, utilizando el 

microorganismo Gluconacetobacter diazotrophicus pueda llegar a producciones 

industriales. Sin embargo, se considera hacer un poco más de énfasis en perfeccionar 

el proceso y el modelo a escala laboratorio. Se debe cuantificar o especificar cuáles 

son las principales sustancias que se consumen y se producen en la fermentación y 

optimizar el montaje de la fermentación, lo que permite una mejor adaptabilidad y 

control de condiciones. Igualmente, se debe considerar la optimización con modelos 

no estudiados en este trabajo y su posible adición de artificios matemáticos y 

plantear posibles sistemas de control acordes a la fermentación, permitiendo lograr 

una automatización parcial del proceso. 

 

La mayoría de procesos industriales trabajan para procesos semicontinuos o 

continuos, entonces, se debe considerar la variación de una fermentación por lotes 

a una que se adapte al requerimiento actual de la industria.  Además, se recomienda 

extender la fermentación   a un proceso global, teniendo en cuenta en el análisis el 
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pretratamiento de la materia prima y el tratamiento del producto, lo que conlleva a 

evaluar el funcionamiento técnico-económico, ambiental y su respectiva rentabilidad 

como proceso biotecnológico. 
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ANEXO 1 

A.1 Modelo computacional 

A continuación se anexa la simulación computacional de la optimización 1.  

 

clear all. close all. clc 

 
 

%% LECTURA DE DATOS EXPERIMENTALES 

  

datos=xlsread('FERMENTACIÓNCABA.xlsx'.'Fermentación 1'.'A2:J37');  

tx=datos(:.1);                               % Tiempo experimental <h> 

Xx=datos(:.9);                               % [Biomasa] <g/L> 

Sx=datos(:.10);                              % [ART] <g/L> 

Px=datos(:.7);                               % [AIA] <ppm> 

Pex=datos(:.8);                              % [Exopolisacárido] <g/L> 

vexp=[Xx Sx Px Pex];              %Vector de resultados 

  

  

%% Valores iniciales 

vo=vexp(1.:);                                % Concentraciones iniciales 

  

%% SOLUCIONADOR 

  

for i=21:1:21%% contador de cinética de sustrato 

   

    if i==6&&i==22  % Condicional. modelos que no sirven 

        i=i+1; 

    end 

    if i<=5              %%Condicional estimaciones y lb de parámetros 

    xi=ones(4.9); 

    lb=zeros(1.9); 

elseif i>5 && i<=21 

    xi=ones(4.10); 

    lb=zeros(1.10); 

elseif i>21 

  xi=ones(4.11); 

  lb=zeros(1.11); 

    end 

    

   Bi=[xi(1.:)*0.1; xi(2.:)*0.5; xi(3.:)*1; xi(4.:)*2 ]; 
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   m=size(Bi); 

    for j=1:1:m(1) 

        if i==20  % Condicional. modelos que no sirven 

         if j==1 

        j=j+1; 

         end 

        end 

      

        bi=Bi(j.:); 

   

  

options = optimoptions(@lsqcurvefit.'MaxFunctionEvaluations'.2000); 

[Bs.resnorm.res.exitflag.output]= lsqcurvefit(@(B.tx)foblsq(tx.vo.B.i)... 

    .bi.tx.vexp.lb.[].options); 

  

[xx.yy]=ode15s(@(t.v)bio(t.v.Bs.i).tx.vo); 

er=abs(vexp-yy)./vexp; 

A=mean(er); 

ER((i-1)*4+j.:)=mean(A)*100; 

B1((i-1)*4+j.:)=Bs; 

fval1((i-1)*4+j.:)=resnorm; 

exitflag1((i-1)*4+j.:)=exitflag; 

sol=[fval1 exitflag1 ER B1]; 

    end 

end 

  

% [B2.resnorm2.res.exitflag2.output] = lsqcurvefit(@(B.tx)foblsq(tx.vo.B.i).bx.tx.vexp.lb); 

% sol=[resnorm2 exitflag2 B2]; 

  

%% Solución ODE 

function  ycal=foblsq(tx.vo.B.i) 

[tcal.ycal]=ode15s(@(t.v)bio(t.v.B.i).tx.vo); 

end 

%% tasa de cambio Mp2 

%% Tayeb y col. (2) 

function  y=mp1(B.P.i) 

if i<=5 

    m_maxp=B(7); K_p=B(8); 

elseif i>5 && i<=21 

    m_maxp=B(8); K_p=B(9); 

elseif i>21 

  m_maxp=B(10); K_p=B(11); 

end 
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y=m_maxp*(K_p/(K_p+P));  

end 

%% Bibal y col. (2) 

function  y=mp2(B.P.i) 

if i<=5 

    m_maxp=B(7); Pc=B(8); 

elseif i>5 && i<=21 

    m_maxp=B(8); Pc=B(9); 

elseif i>21 

  m_maxp=B(10); Pc=B(11); 

end 

y=m_maxp*(1-P/Pc);  

end 

%% Taniguchi y col. (3) 

function  y=mp3(B.P.i) 

if i<=5 

    m_maxp=B(7); a=B(8); b=B(9); 

elseif i>5 && i<=21 

    m_maxp=B(8); a=B(9); b=B(10); 

elseif i>21 

  m_maxp=B(9); a=B(10); b=B(11); 

end 

  

y=m_maxp*exp(-a*P+b);  

end 

%% Holzberg y col. (3) 

function  y=mp4(B.P.i) 

if i<=5 

    m_maxp=B(7); K=B(8); Ki=B(9); 

elseif i>5 && i<=21 

   m_maxp=B(8); K=B(9); Ki=B(10); 

elseif i>21 

  m_maxp=B(9); K=B(10); Ki=B(11); 

end 

  

y=m_maxp-K*(P-Ki);  

end 

%% Tasa de cambio MS 

%%  Monod (2) 

function y=ms1(B.S) 

m_max=B(1); K_s=B(2); 

y=m_max*S/(K_s+S);  

end 
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%% Hanson y Tsa (2) 

function y=ms2(B.S) 

m_max=B(1); K_s=B(2); 

y=m_max*(S/(K_s-S));  

end 

%% Tessier II (2) 

function y=ms3(B.S) 

m_max=B(1); Ks=B(2);   

y=m_max*(1-exp(-S/Ks));  

end 

%% Kishimoto y col. (2) 

function y=ms4(B.S.P) 

m_max=B(1); K_s=B(2);   

y=m_max*(S/(K_s-S))*(1/(1+P^2));  

end 

%% Comtois (2) 

function y=ms5(B.S.X) 

m_max=B(1); b=B(2);  

y=m_max*S/(b*X+S);  

end 

%%  Moser (3) 

function y=ms6(B.S) 

m_max=B(1); K_s=B(2); n=B(3);  

y=m_max*(S^n)/(K_s+S^n);  

end 

%% Andrews (3) 

function y=ms7(B.S) 

m_max=B(1); K_s=B(2); Ki=B(3);  

y=m_max*(S/((K_s+S)*(1+S/Ki)));  

end 

%% Webb (3) 

function y=ms8(B.S) 

m_max=B(1); K_s=B(2); Ki=B(3);  

y=m_max*(S*(1+S/Ki))/(K_s+S+(S^2)/Ki);  

end 

%% Yano y coll (3) 

function y=ms9(B.S) 

m_max=B(1); K_s=B(2); Ki=B(3);  

y=m_max*S/(K_s*((S^2)/Ki)*(1+S/Ki)+S);  

end 

%% Aiba y col. (3) 

function y=ms10(B.S) 

m_max=B(1); K_s=B(2); Ki=B(3);  
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y=m_max*(S/(K_s+S))*exp(-S/Ki);  

end 

%% Teissier    (3) 

function y=ms11(B.S) 

m_max=B(1); K_s=B(2); Ki=B(3);  

y=m_max*(exp(-S/Ki)-exp(-S/K_s));  

end 

%% Edwards  (3) 

function y=ms12(B.S) 

m_max=B(1); K_s=B(2); Ki=B(3);  

y=m_max*(S*(1+S/Ki))/(S+K_s+((S^2)/Ki));  

end 

%% Ishizaki y col. (3) 

function y=ms13(B.S.P) 

m_max=B(1); K_s=B(2); Kp=B(3);  

y=m_max*S/(S+K_s+S*P*Kp);  

end 

%% Aiba y col. (3) 

function y=ms14(B.S.P) 

m_max=B(1); K_s=B(2); Kp=B(3);  

y=m_max*(S/(S+K_s))*(Kp/(P+Kp));  

end 

%% Beal (3) 

function y=ms15(B.S.P) 

m_max=B(1); K_s=B(2); Kp=B(3);  

y=m_max*S/(K_s+S+S*(P^2)/Kp);  

end 

%% Luong (3) 

function y=ms16(B.S.P) 

m_max=B(1); K_s=B(2); K=B(3); 

y=m_max*S/(K_s+S)*(1-K*P);  

end 

%% Ghose y Tyagi (3) 

function y=ms17(B.S.P) 

m_max=B(1); K_s=B(2); Pc=B(3); 

y=m_max*S/(K_s+S)*(1-P/Pc);  

end 

%% Aiba y col. (3) 

function y=ms18(B.S.P) 

m_max=B(1); K_s=B(2); K=B(3); 

y=m_max*S/(K_s+S)*exp(1-K*P);  

end 

%% Bazua y Wilke  (3) 
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function y=ms19(B.S.P) 

m_max=B(1); K_s=B(2); Pc=B(3); 

y=m_max*S/(K_s+S)*sqrt(1-P/Pc);  

end 

%% Aborhey y Williamson (3) 

function y=ms20(B.S.P) 

m_max=B(1); K_s=B(2); Kp=B(3); 

y=m_max*(S/(S+K_s))*(Kp/(S+Kp*P));  

end 

%% Edwards II  (3) 

function y=ms21(B.S) 

% m_max=1.562755279; K_s=1139.263633; Ki=0.825043969;  

m_max=B(1); K_s=B(2); Ki=B(3);  

y=m_max*S/(S+K_s+((S^2)/Ki)*(1+S/Ki));  

end 

%% Han y Levenspiel  (4) 

function y=ms22(B.S) 

m_max=B(1); K_s=B(2); Sc=B(3);n=B(4);  

y=m_max*(S/(S+K_s*(1-S/Sc)))*(1-S/Sc)^n;  

end 

%% Luong (4) 

function y=ms23(B.S) 

m_max=B(1); K_s=B(2); Sc=B(3);n=B(4);  

y=m_max*(S/(S+K_s))*(1+S/Sc)^n;  

end 

%% Levenspiel (4) 

function y=ms24(B.S.P) 

m_max=B(1); K_s=B(2); Pc=B(3);n=B(4);  

y=m_max*(S/(K_s+S))*(1-P/Pc)^n;  

end 

%% Han y Levenspiel (4) 

function y=ms25(B.S.X) 

m_max=B(1); K_s=B(2); Xc=B(3);m=B(4); 

y=m_max*S/(S+K_s*(1-X/Xc)^m)*(1-X/Xc);  

end 

%% Han y Levenspiel (5) 

function y=ms26(B.S.P) 

m_max=B(1); K_s=B(2); Pc=B(3);m=B(4); n=B(5); 

y=m_max*S/(S+K_s*(1-P/Pc)^m)*(1-P/Pc)^n;  

end 

  

%% 

%% Ecuaciones diferenciales 
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function dy= bio(t.v.B.i) 

X=v(1);S=v(2);P=v(3);Ep=v(4); 

if i<=5 

   yx1=B(3);k11=B(4);k12=B(5);k2=B(6); 

elseif i>5 && i<=21 

    yx1=B(4);k11=B(5);k12=B(6);k2=B(7); 

elseif i>21 

  yx1=B(5);k11=B(6);k12=B(7);k2=B(8); 

end 

if i==1 

f=ms1(B.S); 

elseif i==2 

  f=ms2(B.S); 

elseif i==3 

  f=ms3(B.S); 

elseif i==4 

  f=ms4(B.S.P); 

elseif i==5 

  f=ms5(B.S.X); 

elseif i==6 

  f=ms6(B.S); 

elseif i==7 

  f=ms7(B.S); 

 elseif i==8 

  f=ms8(B.S); 

  elseif i==9 

  f=ms9(B.S); 

  elseif i==10 

  f=ms10(B.S); 

  elseif i==11 

  f=ms11(B.S); 

  elseif i==12 

  f=ms12(B.S); 

  elseif i==13 

  f=ms13(B.S.P); 

  elseif i==14 

  f=ms14(B.S.P); 

  elseif i==15 

  f=ms15(B.S.P); 

  elseif i==16 

  f=ms16(B.S.P); 

  elseif i==17 

  f=ms17(B.S.P); 
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  elseif i==18 

  f=ms18(B.S.P); 

  elseif i==19 

  f=ms19(B.S.P); 

  elseif i==20 

  f=ms20(B.S.P); 

  elseif i==21 

  f=ms21(B.S); 

  elseif i==22 

  f=ms22(B.S); 

  elseif i==23 

  f=ms23(B.S); 

   elseif i==24 

  f=ms24(B.S.P); 

   elseif i==25 

  f=ms25(B.S.X); 

  elseif i==26 

  f=ms26(B.S.P); 

end 

dX=(f+mp3(B.P.i))*X; 

dS=-f*X/yx1; 

dP=(k11*f+k12*mp3(B.P.i))*X; 

dEp=k2*f*X; 

dy=[dX dS dP dEp]'; 

end 
 

 

 

  



169 
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 Gráficas solo sustrato y biomasa 
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A.2 Mejores gráficas optimización 2.1 
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