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Proélogo

El algebra de matrices es en la actualidad un elemento esencial de los
conocimientos matematicos necesarios para ingenieros y cientificos. Ade-
més, la comprension de los métodos fundamentales del algebra matricial
es apropiada para soci6logos, economistas, estudiantes de pedagogia y de
comercio.

A pesar de las diversas aplicaciones del dlgebra matricial, la mayoria
de textos de &lgebra lineal no introducen estos temas, por eso en mu-
chos casos no se encuentra un libro que se ajuste a los requerimientos y
necesidades de ciertas materias. Estas notas de clase estdn basadas en el
curso de algebra matricial de la carrera de Estadistica, las cuales han sido
redactadas usando diferentes textos, resaltando principalmente los libros
referenciados en la bibliografia como Apostol (1985), Asmar (1995), Bar-
bolla & Sanz (1998), Bru et al. (2001), Graybill (1983), Schott (1997)
y Searle (1982).

Este texto sirve de ayuda para aquellos estudiantes que toman diversas
asignaturas en las cuales deben tener o les serfan tutiles los conocimientos
del algebra de matrices. Aunque en estas circunstancias siempre es inade-
cuado comenzar un curso de teoria de matrices, estas notas le permitiran
al lector adquirir la practica necesaria en el manejo de matrices.

El objetivo principal de estas notas consiste en capacitar al lector para
que adquiera la habilidad de usar el algebra de matrices en diferentes 4m-
bitos, proporcionando conceptos como la diagonalizacién y factorizacion
matricial, formas cuadréticas e inversas generalizadas de una manera sen-
cilla; durante su desarrollo, se plantean ejemplos y ejercicios relacionados
con la teoria.

Este material esté escrito en forma secuencial, pues los contenidos pre-
vios son importantes para tener una mejor comprensiéon del desarrollo de

Xiii



xiv PROLOGO

cada seccion posterior, lo cual ayudara al lector a alcanzar su principal ob-
jetivo. Asimismo, proporciona un medio individual para estudiar el tema
expuesto y es muy practico como texto autodidactico. Ademas, permitira
que el lector avance a su propio ritmo. De esta manera, este material
puede ser usado por estudiantes con diferentes aptitudes, conocimientos
y velocidades de lectura.

Espero que este material carezca de errores, sin embargo, “no importa
el cuidado que se ponga, siempre se comete algin error” (Ley de Murphy).
Por lo tanto, los errores que posea deseo conocerlos para poderlos corregir,
en una proxima edicién. Esta es tal vez la tinica forma de avanzar en un
ambiente académico.

Agradezco la colaboracion del Departamento de Matematicas, que a
través de su oficina de publicaciones me permitié la divulgacion de este
material. También quiero dar las gracias tanto a los colegas que evalua-
ron este manuscrito, en especial al profesor Leonardo Solanilla Chavarro,
como a mis estudiantes del curso de Algebra Matricial de la carrera de
Estadistica, por sus sugerencias y comentarios, los cuales fueron muy
utiles en la redacciéon de este material. Adicionalmente, quiero agradecer
al equipo editorial de la Universidad Nacional de Colombia, sede Bogot4,
por la correccion de estilo.

José Alfredo Jiménez M.



Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo es una recopilacién de conceptos, procedimientos y resulta-
dos bésicos que, por lo general, forman parte del primer curso de algebra
lineal. Por consiguiente, una gran parte de estos resultados aparecen sin
prueba; ademas, en algunos casos se consideran temas que el lector debe
manejar y que por su importancia son retomados posteriormente.

El propésito fundamental de este material es servir como prerrequi-
sito para los siguientes capitulos y, como ya se menciond, no se pro-
fundizara en los temas considerados en este capitulo. Si el lector tiene
amplios conocimientos del contenido de este apartado, puede pasar de
inmediato al siguiente capitulo, aunque es recomendable que desarrolle
las Secciones 1.5 y 1.9.

1.1 Matrices

En esta seccion se introducen los conceptos y las reglas basicas del algebra
de matrices. Entre los diferentes elementos estudiados por el dlgebra line-
al, uno de los mas utilizados es el de matriz. Esto se debe a que la teoria
de matrices ofrece, entre otras, la posibilidad de trabajar cémodamente
con modelos de gran dimensién, tanto en nimero de variables, como de
ecuaciones o datos, ya que brinda una notaciéon simple y compacta para
designar amplios conjuntos de informacion.
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1.1.1 Conceptos basicos

En este apartado se presenta la definicion formal del término matriz. Las
matrices se denotan con letras maytusculas y con mintsculas, los elementos
que las constituyen.

Definicion 1.1 Una matriz A de tamanio mxn es un arreglo rectangular

de m-n niimeros reales (o complejos' ) dispuestos en m filas y n columnas,

escritos entre corchetes (o paréntesis), como sigue:

all a1 e alj co.o Qlp
A= a;l aig ... Qi ... Qip | >
ml Am2 .. Amj ... (mn

donde los subindices indican la “fila” y la “columna” de localizacion en la
matriz de cada nimero real (o complejo). A los nimeros a1, ai12, - . ., Gmn
se les llama elementos o entradas de la matriz.

Observacion

Cuando m = n, la matriz recibe el nombre de cuadrada; si es m # n,
se denomina rectangular. Al conjunto de todas las matrices de tamafno
m X n se le notard por M,,.

Definicién 1.2 Matrices iguales
Sean las matrices reales A = [a;;] y B = [bi;], se dice que son iguales

cuando teniendo el mismo tamano, se verifica que

Vi=1,2,...,m;
aij = bij y
i=1,2,...,n.

1 Si el lector no estad familiarizado con estos nameros, puede consultar el
Apéndice B.
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1.1.2 Operaciones con matrices

En esta seccion se consideran las operaciones con matrices; ademas, se
recuerda que solo se pueden sumar matrices que tienen el mismo tamano,
y para que el producto sea posible, es preciso que el nimero de columnas
de la primera matriz coincida con el namero de filas de la segunda.

Definicion 1.3 Dadas A = [a;;] y B = [b;j], matrices de tamaiio m x n,

la suma A+ B es una matriz C = [¢;;] de tamano m x n, donde
Cij :aij—t—bij Vi=1,2,....,m;j=1,2,...,n.

Teorema 1.1 Propiedades basicas de la suma

Para todas A, B y C matrices de tamano m X n, se verifica que
1 Conmutativa: A+ B = B + A.
2 Asociativa: (A + B) +C=A+ (B + C’).

3 Fuxistencia de elemento neutro o matriz nula: Ezxiste una matriz O
de tamano m X n en donde todos sus elementos son iguales a cero,

tal que VA de tamano m X n, se verifica que

A+0=0+4=A

4 Elemento opuesto: Para toda matriz A de tamano m X n, existe una
matriz que llamaremos matriz opuesta de A y denotaremos por —A,

que verifica

A+ (-A)=0.
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La tultima propiedad permite, dadas dos matrices A = [a;;] y B = [b;;] del
mismo tamafio m X n, introducir el concepto de matriz diferencia A — B,
la cual puede ser definida como sigue:

A—B=A+ (-B).

Demostracion.

Sean A = [a;j], B = [bij] y C = [ci;] .
1. aij + bz’j = bij + agj-

[\

. (aij + bij) +cij = a5 + (bij + Cij).

3. Es evidente que, para toda A de tamano m X n, se verifica que
Qjj ~|—0:O+aij = Qjj-

4. Al tomar —A = [—a;j], se verifica que

aij + (—aij) = (—aij) +ai; =0. m

Definicion 1.4 El producto de una matriz A = |a;;| de tamano m x n
por un escalar o € R es una matriz C = [¢;;] del mismo tamano que A,

de elementos
Cij = Qg Vi=1,2,...,m;j=12,...,n,

esto es, los elementos de C se obtienen multiplicando los elementos co-
rrespondientes de A por a.

El resultado de efectuar el producto de una matriz A por un escalar « se
simboliza por aA y se lee multiplicacion de A por a.

Teorema 1.2 Propiedades de la multiplicacién por un escalar

Para todas A y B de tamario m x n y o, B € R, se satisface que

a) a(A+ B) = aA + aB, b) (a+ B)A =ad+ BA,

c) a(ﬂA) = (aﬁ)A, d) 1A = A.
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Demostracion.
Sean A = [a;j] y B = [b;;], entonces

a) a(A + B) = aa; + bij] = afagj] + o [by] .
b) (a+B)A = (a+P)lay] = alaj] + Blai] -
¢) a(BA) = a(Blai]) = (af) lay].

d) 1A = 1[ay] = [a;]. =

Definicién 1.5 Matriz identidad

Una matriz A = [a;;] de tamanio n x n cuyos elementos son

1 sti=7
aij =
0 sii#j
se llama matriz identidad y se denota por I,.

Definicion 1.6 Sean A = [a;j] y B = [bji] matrices de tamano m x n
y n X p, respectivamente. Entonces el producto de las matrices A y B,
operacion que se denotard por A.B, es una matriz C' de tamano m X p,
cuyo elemento genérico ¢, (1 =1,2,...,m; k=1,2,....p) es
n
Cik = @ik + Gigbok + -+ Ginbpk = Y aijbji.
j=1

Teorema 1.3 Propiedades del producto de matrices

Sean A, B,C y D matrices reales tales que A € My, B,C € My, y

D € M,,. Entonces se satisface que
1. Asociativa: A.(B.D) = (A.B).D.
2. Distributiva:

a)A.(B+C)=AB+AC 1) (B+C).D=B.D+C.D.



6 1. Preliminares

3. El producto por una matriz nula O del tamano adecuado es una

matriz nula.

4. En general, esta operacion matricial no es conmutativa:

A.B # B.A.

5. Ezisten matrices 1, e I, tales que

InA =A y A, = A

Demostracion.
Queda como ejercicio para el lector. m

Definicién 1.7 Transpuesta

Si A = [a;j] es una matriz real de tamarnio m xn, se llama transpuesta
de A a la matriz B = [b;;] de tamano n x m cuyo elemento bj; = aj;. Se

denota por At.

Teorema 1.4 Propiedades de la transpuesta

Sean A y B matrices de tamano m x n, C una matriz de tamano

nxm y sea o € R. Entonces

1 (AY) = A 2. (A+B) = A+ B
3. (ad)’ = aAl, 4. (AC)" = ctAt,
Demostracion.

Queda como ejercicio para el lector. m
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1.1.3 Operaciones elementales sobre los renglones

Sea A una matriz real de tamano m X n, entonces las operaciones ele-
mentales en las filas de la matriz son:

Ry Multiplicar cada elemento de la i-ésima fila por un escalar a # 0.
Ro Sumar a la i-ésima fila un miltiplo de la k-ésima fila.

R3 Intercambiar (permutar) dos filas.

Y las operaciones elementales en las columnas de la matriz son:

C1 Multiplicar cada elemento de la j-ésima columna por un escalar

o # 0.
C5 Sumar a la j-ésima columna un multiplo de la [-ésima columna.

C3 Intercambiar (permutar) dos columnas.

Definicién 1.8 Matrices elementales
Una matriz By (a) de tamano m x m se llama matriz elemental si es

el resultado de aplicar una operacion elemental a la matriz identidad Iy, .

Realizar una operacion elemental en una fila (o columna) de una matriz
A es equivalente a premultiplicar (o multiplicar) a A, respectivamente,
por la matriz elemental adecuada. Esto se tiene de la definicién de mul-
tiplicaciéon de matrices, la cual nos aclaré el hecho de que premultiplicar
(o multiplicar) una matriz A por una matriz elemental daba el mismo
resultado que aplicar la operacion elemental a la fila correspondiente de
la matriz A.

Notacion
La notacion que se usara para los tres tipos de operaciones Ry, Ro y
R3 con matrices elementales es la siguiente:

e La matriz elemental tipo Ry es una matriz Ey, (a) = (4], cuyos
elementos son

1 sii=j#k,
Vijkil « SIZ:j:k,
B 0 sii#j.

Notese que es una matriz diagonal.
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e La matriz elemental tipo Ro es una matriz Ej; (a) = [vij] :

1 sii=yj,
Vijk?él « Sii:k,j:l,
0 en otro caso.

Esta matriz es triangular superior (inferior) dependiendo de la re-
lacion de orden que exista entre r y s. Ademas, si k = [ coincide
con la matriz elemental tipo R;.

e Matriz elemental tipo R3 es una matriz Ekl(l) = [vyy] :

1 sii=j,i#k,i#l,
P 1 sii=k,j=I,
Ya=1)1 sii=1j=k,

0 en otro caso.

Definicién 1.9 Matriz escalonada
Se dice que una matriz es escalonada si el nimero de ceros que precede
al primer elemento diferente de cero de una fila aumenta fila por fila hasta

tener posiblemente filas de solo ceros.

Definicién 1.10 Forma escalonada reducida
Una matriz se dice que es escalonada reducida si verifica las siguientes

condiciones:

1. Es una matriz escalonada.

ii. El primer elemento no nulo (por la izquierda) de cada fila no nula es
un 1 y este es el unico elemento diferente de cero que se encuentra

en la respectiva columna.

111. Las filas nulas, si existen, estdn en la parte inferior de la matriz.
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1.1.4 Traza de una matriz

En esta seccidn se estudiara una caracteristica de las matrices cuadradas,
la cual se expresa a través de un ntmero llamado traza.

Definicién 1.11 Traza de una matriz
Sea A = [ai;| una matriz real de tamano n x n, la suma de los ele-

mentos de la diagonal principal se llama traza de A y se denota como

tr(A), o sea
tr(A) == Z Qgj . (11)
Teorema 1.5 Propiedades

1. tr(I,) = n, siendo I, la matriz identidad de tamano n X n.

2. tr(O) = 0 siendo O la matriz nula de tamano n x n.

5. tr(ad) = atr(A4), con a € R.

6. St A y B son del mismo tamano, tr(A + B) = tr(A) + tr(B).

7. Si son posibles los productos A.B y B.A, entonces se verifica
tr(A.B) = tr(B.A).

8. tr(A.X) =0, para toda X € M, implica que A = O.

Demostracion.
Queda como ejercicio para el lector. m
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1.2 Inversa de una matriz
Es sabido que todo ntimero « # 0 tiene un inverso o~ ! tal que
act=ala=1. (1.2)

Este hecho permite resolver las ecuaciones del tipo ax = (§, ya que mul-
tiplicando por a~! se obtiene z = a1 3.

En este apartado se define un tipo de matriz que tiene una propiedad
analoga en la teoria de matrices, la matriz inversa.
Definicién 1.12 Inversa de una matriz

Sea A una matriz real de tamano n X n, si existe una matriz real B

de tamano n x n tal que
A.B=B.A=1,. (1.3)

Entonces B se denota por A™' y recibe el nombre de matriz inversa.

Notaciéon

Si A tiene inversa, entonces A se llama matriz no singular o invertible;
en cambio, si A no tiene inversa, entonces A se llama matriz singular o
no invertible.

1.2.1 Meétodo de Gauss-Jordan para calcular la inversa

Para encontrar la inversa de una matriz cuadrada A de tamano n X n, se
procede de la siguiente manera:

1. Se forma la matriz aumentada B = (A| In) de tamano n x 2n.

2. Se aplican operaciones elementales entre filas hasta llevar a B a una
matriz escalonada reducida C' = (Al | Ag).

3. Se decide si A es no singular.

a. Si Ay = I,,, entonces Ay = AL,

b. Si A1 # I, entonces A; tiene una fila de ceros. En este caso,
A es singular, es decir A~ no existe.
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Teorema 1.6 Propiedades de la inversa de una matriz
1. St una matriz A tiene inversa, esta es unica.

2. La inversa del producto de un escalar no nulo por una matriz es el
producto del inverso multiplicativo del escalar por la inversa de la

matriz. En simbolos,
(ad)™ = aA , con aceR a#0.

3. La inversa de la inversa es la matriz original. En simbolos,
(A=A

4. La inversa de una matriz transpuesta es la transpuesta de la inversa.

En simbolos,
(A) = (a7

5. Si A y B son dos matrices invertibles y del mismo tamano, el pro-

ducto A.B es invertible y, ademds,

a) (AB) ' =B LA,
b [(aB)] = (a7 (B)
0. Si A es una matriz invertible,
a) BA =0 = B =0.

b) B.A =C.A = B =C.

Demostracion.
Queda como ejercicio para el lector. m
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1.3 Determinantes

Los determinantes permiten determinar cuando una matriz cuadrada es
invertible. Un determinante de n-ésimo orden es una expresion asociada
con una matriz A = [a;;] de tamafio n X n, como se explica a continuacion
empezando con n = 2.

Definicion 1.13 Sea A = [a;;| una matriz de tamano 2 x 2. Entonces,

el determinante de A se define por

det A = a11.a22 — a12.4921 . (14)
Con frecuencia, se denotaré el det A por

ayp a2
a1 a2

I

Al 0

aqui se usan barras (mientras que una matriz tiene corchetes).

Definicion 1.14 Sea A = [a;;| una matriz de tamanio 3 x 3. Entonces,
el determinante de A se puede escribir en términos de los determinantes

de matrices 2 X 2, como sigue:

a2 Aa23 az; a3 a1 a2
det A = aq;. — ai2. “+ a13. (15)

az2 ass az1 ass az1 as2
o en la forma explicita siguiente:
|A| = a1 [aszass — azzass] — a1z [azass — aszasi] + ais [az1ass — azzaz].

También hay un método para memorizar esta formula, llamado Regla de
Sarrus, que consiste en agregar las dos primeras columnas a la derecha
de A, y se suman todos los productos de los elementos que van de la
izquierda superior a la derecha inferior y se restan todos los productos de
los elementos que van de la izquierda inferior a la derecha superior. Asi:

ar a2 a3 ar a2
N A A /!

|A| = |a2 as as3 agy as
/! A A N

az as2 ass asi as2

= @a11a22a33 + a12a23a31 + A13021032 — (31022013 — Q32023011 — A33021012.
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Nota 1.1 La Regla de Sarrus no se puede aplicar para calcular determi-
nantes de matrices de tamano 4 x 4, 5 x 5 o para matrices de mas alto

orden.

Hasta ahora, se ha evaluado los determinantes para matrices de ta-
mafo 2 X 2 y 3 x 3. El determinante de una matriz de tamano n x n se
obtiene usando un método en el cual se reduce el problema a la evalua-
ciéon de determinantes de matrices de orden n — 1; el proceso se repite
sucesivamente hasta llegar a las matrices de tamano 2 x 2. Notese que
este procedimiento fue empleado para calcular el determinante en la ex-
presion (1.5), eliminando de A la fila y la columna, que indican el primer
y segundo subindice del elemento a;; por el que van multiplicados, los
determinantes de las submatrices de tamano 2 x 2, los cuales reciben el
nombre de menores, y cuando se les asocia los signos +, —, + se denomi-
nan cofactores o adjuntos. Las definiciones de estos conceptos son:

Definicién 1.15 Menor y cofactor

Sea A = [ai;] una matriz real de tamano n x n.

1. Se le llama menor complementario (i,7), al determinante de la sub-
matriz de tamano (n—l) X (n—l), que resulta de suprimir la i-éstma

fila y la j-ésima columna de A y se denota por M;;(A).
2. El adjunto o cofactor (i,7) de A viene dado por

. . 1 sti+ 7 es par
Cl](A) = (*1)z+]Mij(A) donde (*1)1—’—] =

-1 sii+ 7 es impar.
Definicién 1.16 Matriz de cofactores

La matriz C = [Cy;(A)], donde el elemento C;;(A) es el cofactor (i, j)

de A, se denomina matriz de cofactores.
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Teorema 1.7 Férmula o expansion de Laplace
Sea A = [a;j] una matriz de tamarnio n x n. Entonces, el determinante

de A se puede desarrollar usando:

i) La expansion de Laplace por la i-ésima fila como

n

det A = i a;;Cyj (A) = Z (—1)i+jaijMi-(A).

j=1 j=1

i1) La expansion de Laplace por la j-ésima columna como

i=1 i=1

Demostracion.
Queda como ejercicio para el lector. m

Teorema 1.8 Propiedades de los determinantes

Dadas A, B y C matrices de tamanio n X n y a € R, se verifica que
i) det A = det A.

it) Si se multiplica solo una fila (o columna) de la matriz A por un

escalar a, entonces el determinante queda multiplicado por o

iit) El determinante de la matriz oA es

det (aA) =a" det A.

iv) Si todos los elementos de una fila (o columna) de A son cero, el

valor del determinante es cero.
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v) Si las matrices A, B y C difieren exclusivamente en los elementos
de la j-éstma columna, siendo los elementos de esta columna para la
matriz C' la suma de los respectivos elementos de la j-ésima columna

de las matrices A y B, entonces
det C' = det A + det B.

El mismo resultado se cumple cuando las tres matrices difieren de

manera andloga en una fila.

vi) Si dos filas (o columnas) cualesquiera de A se intercambian, el valor

del determinante se multiplica por —1.

vii) Si dos filas (o columnas) de A son proporcionales o iguales, el valor

del determinante es cero.

vigg) Si se suma un maltiplo escalar de una fila (o columna) de A a otra

fila (o columna) de A, entonces el determinante no cambia.
ir) a) det(A.B) = det A.det B.
b) Para cualquier k € N, k # 0 det (Ak) = (det A)k.
¢) Si A es invertible, entonces det(A™) = (det A)_l.

Demostracion.
Queda como ejercicio para el lector. m

Teorema 1.9 Sea A una matriz de tamano n X n, A es invertible si y
solo si det A # 0.

Demostracion.
Queda como ejercicio para el lector. m
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Definicién 1.17 Matriz adjunta
Sea A una matriz de tamano nxn. La matriz transpuesta de la matriz

de cofactores Cyj(A) es la adjunta de A y se representa por Adj(A) :

(C11(A) Con(A) ... Co(A)]
i) Cia(A) Coa(A) ... Cro(A) .
Cin(A) Con(A) ... Cun(A)]

Teorema 1.10 Sea A una matriz de tamano nxn, si det A # 0, entonces

A7 = Adj(A)/ det A.

Demostracion.
Queda como ejercicio para el lector. m

1.3.1 Algunas férmulas tutiles para inversas

e Para una matriz invertible de tamano 2 x 2, se obtiene

_ 1 a9 —ail2
A = — . 1.7
det A [—am aiy (.7

e Para una matriz invertible de tamano 3 x 3, se obtiene

Ci1(4) Ca(A) Cs(4)
Ci2(A) Ca(A) Cs2(A) (1.8)
Ci3(A4) Ca3(A) Cs3(A)

Y R —
|Al

1.4 Tipos especiales de matrices cuadradas

Los tipos de matrices que se analizan a continuacién tienen caracteristicas
particulares y, como se presentan frecuentemente en el desarrollo de la
teoria y en las aplicaciones, han recibido denominaciones especiales.
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Definicién 1.18 Matrices triangulares

Una matriz cuadrada real A = [a;;] cuyos elementos abajo de la diago-
nal principal son todos cero, es decir a;; = 0 para i > j, se llama matriz
triangular superior. De manera andloga, una matriz triangular inferior es
una matriz cuadrada real A cuyos elementos arriba de la diagonal prin-

cipal son cero, es decir a;; = 0 para i < j.

Teorema 1.11 Propiedades de las matrices triangulares
Sean A, B € My, matrices triangulares superiores (inferiores) y «a €

R, entonces:
i) Las matrices A+ B y oA son triangulares superiores (inferiores).
ii) La matriz A.B es también triangular superior (inferior).

ii1) Eldet(A) es igual al producto de los elementos de la diagonal prin-

cipal.
i) La transpuesta de A es triangular inferior (superior).

v) La matriz A es no singular si y solo si cada uno de los elementos

de la diagonal es distinto de cero.

vi) Si A es invertible, entonces A~! es triangular superior (inferior).
Demostracion.
Queda como ejercicio para el lector. m
Definicién 1.19 Matrices simétricas
Una matriz cuadrada real A = [a;;] se llama simétrica si la transposi-

cion la mantiene invariable, es decir [ai;] = [aj;] .
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Teorema 1.12 Propiedades de las matrices simétricas

Sean A y B matrices simétricas de tamano n x n y a € R, entonces:
i) A+ B y aA son simétricas.

ii) Cuando A.B = B.A, entonces A.B es simétrica. Sin embargo, esto

no es cierto si A y B no conmutan en el producto.
iii) Si A es invertible entonces su inversa A~ también es simétrica.
i) Dada una matriz cualquiera C' de tamano m X n,

a) Sim =n, la matriz %(C + Ct) es simétrica.
b) Si m # n o sim = n, las matrices (C.Ct) Y (C’t.C) son
simétricas.

Demostracion.
Queda como ejercicio para el lector. m

Un tipo especial de matrices simétricas son las matrices escalares.

Definicién 1.20 Matriz escalar
Una matriz real S de tamano n X n se llama matriz escalar si resulta

de la multiplicacion de I, por un escalar ¢ € R, es decir
S =c.l,.

Teorema 1.13 Propiedades de las matrices escalares
St A = al, y B = bl, son matrices de tamano n X n escalares,

a, b € R, entonces:

i) Las matrices A+ B y A.B son también matrices escalares.
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ii) El det(A) = a™.
iii) La transpuesta de A es una matriz escalar.

i) La matriz A es no singular si y solo si a # 0.

v) Si A es invertible, entonces A~1 es también una matriz escalar.

vi) Si C' es una matriz de tamano n x n, entonces C' conmuta con A,

es decir, CA = AC.

Demostracion.
Queda como ejercicio para el lector. m

Cuando todos los elementos s;; de S no son iguales al escalar ¢, se tiene
un nuevo tipo de matrices simétricas: las matrices diagonales.

Definicién 1.21 Matrices diagonales
Una matriz cuadrada real A = [a;j] cuyos elementos arriba y abajo de
la diagonal principal son todos cero, es decir que a;; = 0 para toda i # j,

se llama matriz diagonal.

Teorema 1.14 Propiedades de las matrices diagonales

Si D = [d;;] es una matriz diagonal de tamano n x n, entonces:

i) Su producto por otra matriz diagonal también corresponde a una

matriz diagonal.

ii) El det D es igual al producto de los elementos de la diagonal prin-

cipal.

iii) D es una matriz no singular si y solo si todos los elementos de la

diagonal son distintos de cero.
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iv) Si sus elementos de la diagonal principal dyy,daa, . .., dyy, son todos
distintos de cero, D™1 es también una matriz diagonal con elemen-

tos en la diagonal principal iguales a 1/dy1,1/dag, ..., 1/dppy.

Demostracion.

i) Sea C' = [¢;;]. Entonces, el elemento ij de DC' es

n
> dikery,
k=1

pero como D y C son matrices diagonales, entonces d;p = 0sii # k
y ¢ = 0sik #j.

Luego, el término d;,c; = 0 si ¢ # j. Por lo tanto, el tinico término
que posiblemente es distinto de cero en esta suma es cuando i =
J = k, es decir el término d;;c;; que corresponde al elemento jj de

D.C.

i1) Se procede por induccion.

Si se desarrolla el det D = |D| por la primera columna, se obtiene
|D| = dy1|D’|, donde D’ es una submatriz real de tamano (n—1) x
(n — 1) obtenida al borrar la primera fila y la primera columna de
D. Ahora, obsérvese que D’ también es diagonal. Se deja al lector
completar los detalles de la prueba.

1i1) Dado que una matriz real de tamano n x n es no singular si y solo
si su determinante es diferente de cero, si D es diagonal, de la parte
i1) se tiene que |D| = dy1 - do2 - ... dpy, y este es distinto de cero
si y solo si cada d;; # 0.

iv) Esta se sigue inmediatamente a partir de ) y de #i7). Si cada d;; # 0,
dy 0 ... 0 1dyy 0 ... 0
0 dy ... O 0 1/dy ... 0

0 0 ... dum 0 0 ... 1/dwm
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Definicién 1.22 Matrices antisimétricas
Una matriz cuadrada real A = [a;;] se llama antisimétrica si la trans-

posicion da como resultado la negativa de A, es decir A' = —A.

Teorema 1.15 Propiedades de las matrices antisimétricas

Sean A y B matrices cuadradas antisimétricas y o € R, entonces:
i) A+ B y aA son antisimétricas.

it) Cuando AB = BA, entonces AB es antisimétrica. Sin embargo,

esto no es cierto st A y B no conmutan en el producto.

iii) Si A es invertible, entonces su inversa A~ también es antisimétri-

ca.

iv) Dada una matriz cualquiera C' de tamarno n x n, entonces la matriz
%(C’ — C’t) es antisimétrica.
Demostracion.
Queda como ejercicio para el lector. m
Definicion 1.23 Matriz ortogonal
Sea A =[dy dy ... dp] una matriz real de tamarno n x n, donde d; es
un vector n X 1 formado con los elementos de la i-ésima columna de A.

Entonces, A es ortogonal si y solo si

1 s 1=y,

0 si i#j.

—

St o
a;d; = d; - dj =

Este producto en algunos casos se denota con el simbolo 0;;, el cual se lee

delta 17 y se denomina Delta de Kronecker.
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Teorema 1.16 Propiedades de las matrices ortogonales

Sean A y B matrices ortogonales de tamano n xn y «a € R, entonces:

i) A es ortogonal si y solo si AL = A1 o idénticamente si y solo si

ATA = I,,. (1.9)

ii) AB y BA son ortogonales pero, en general, A+ B y aA no lo son.
1i1) El valor absoluto del det A es 1.
iv) La transpuesta de una matriz ortogonal es ortogonal.

v) Dada una matriz antisimétrica C de tamano n x n, entonces la
. -1
matriz A = (In — C) (In + C) es ortogonal.
Demostracioén.

i) Por la unicidad de la inversa de una matriz y sus propiedades, se
tiene que

AA =T, = A1 AA =A== A= A7
A=A = AA = AA " = AA =T,
i1) Si Ay B son ortogonales, entonces A.B también lo es, ya que
(A.B)(A.B)' = A.B.B" . A' = AL, A' = AA' = I,
Anélogamente, se prueba para B.A.
iii) Si A es ortogonal, como A'. A = I,,, se tiene que
det (In) = det (At.A) = det (At) detA=1
y como det (At) = det A, se ve que (det A)2 =1, y por tanto,

det A = +£1.
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iv) Obsérvese que A'.A = I,, se puede escribir como A’ (At)t =1,.

v) Si C € My, es antisimétrica, se tiene que C* = —C, y por las
propiedades de la matriz transpuesta, resulta que

AlA = [(In —C) (I + C)_lr (I, - C) (I, +C) "

- [(In + C)_lr (I, = C)' (I, = C) (I, + C) "
(1= 0) (1 C) (1 - C) (1,4 €) = 1,
porque (In + C) (In — C) = (In — C) (In + C).

Asi pues, A es ortogonal en virtud de la ecuacion (1.9). m

Definicion 1.24 Una matriz ortogonal A tal que det A = 1 se llama
matriz ortogonal propia y si el det A = —1, se denomina matriz ortogonal

mpropia.

cosf senf
Ejemplo 1.1 ;FEs ortogonal la matriz A =

-senf cosf

Solucion.
Al multiplicar a A por la derecha por A?, se obtiene

cos 0 sen@} [COSQ sen@] _ [1 0]

-senf cosf| |senf cosb 0 1

AA = [
Esto muestra, por la ecuacion (1.9), que A es ortogonal.

Definicién 1.25 Matriz de reflexiéon

Una matriz ortogonal A tal que A? = I, se llama matriz de reflexion.

Definicién 1.26 Matriz de permutaciéon
La matriz elemental tipo R3 de tamano n X n se denomina matriz de
permutacion, ya que resulta de intercambiar (permutar) el orden de las

filas de la matriz I,.
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Teorema 1.17 Sea P una matriz de permutacion, entonces:

a) Para cualquier matriz A, se puede obtener PA a partir de A per-
mutando las filas de A exactamente como se permutaron las filas de

I, para obtener P.

b) P es no singular y ortogonal.

Demostracion.

a) Esto se sigue facilmente de las definiciones de la multiplicacion de
matrices y de matrices de permutacion.

b) Separe P en sus respectivas filas 7,75, . .., 7, que son tan solo las
filas €' de I,, en cierto orden. Entonces P! tiene como columnas

a ﬁt. La definicién de la multiplicacion de matrices implica que el
elemento (i,j) de PP? es simplemente f;f’jt, y esto es

t Js

Es decir, PP! = I,,. De manera aniloga, en términos de las colum-
nas de P, se demuestra que PP =1,. m

Definicion 1.27 Una matriz N de tamano nxn se dice que es nilpotente

de indice k, si N¥* = O para algin k € N, pero N*=1 £ 0.

Teorema 1.18 Si N es una matriz cuadrada nilpotente, entonces:

det N =0 Yy tr(N) =0.

Demostracion.
Queda como ejercicio para el lector. m
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1.5 DMatrices particionadas

Una caracteristica importante en el trabajo que se hace con matrices
reales es el de considerar la matriz A como una lista de vectores columna
en lugar de simplemente una serie rectangular de ntmeros. Este méto-
do ha sido tan util que ahora se desea considerar otras particiones de la
matriz A, tomando por regla la division de A tanto horizontal como ver-
ticalmente. En esta seccion se estudia la forma de particionar una matriz
en submatrices que nos permitan desarrollar de manera més sencilla las
mismas operaciones que definimos anteriormente para las matrices.

1.5.1 Definiciones y operaciones

Si A = [a;j] es la matriz que se obtiene después de que algunas filas
y/o columnas de A se han eliminado es llamada una submatriz de A.
Con frecuencia es conveniente particionar una matriz en submatrices y
considerarla como una matriz cuyos elementos son estas submatrices.

Definicion 1.28 Una matriz A de tamano m x n puede particionarse de

la siguiente manera

All A12 v Als
Aoy Ag ... A

A 21 22 2 ’ (1.10)
_Arl ATZ e Ars_

donde Aq1 es la submatriz real de tamano my X ny formada por los ele-
mentos de A que ocupan las my primeras filas y las n1 primeras columnas;
Ao es la submatriz real de tamano my X ny formada por los elementos de
A que ocupan las my primeras filas y las columnas ny +1,...,n1 +n2, y
asi suceswamente. En general, A;; es la submatriz real de tamano m; X n;

formada por los elementos de A que ocupan las filas

m1—|—...—|—mi_1+1,m1+...—i—mi_l+2,...,m1+...+mi_1+mi



26 1. Preliminares

y las columnas
n+...+nj_1+Lni+...+ni_1+2,...,n +...+nj_1+ny,

stendo m; y n; nimeros naturales tales que
T S
m = Zmz y n = an.
i=1 j=1
Se denotard el tamano de la particion de A por bloques de la siguiente

manera.
(m1+m2+...+m7~)><(n1+n2+...+ns).

Ejemplo 1.2 Sea la matriz

a1l a2 aiz a4 ais
a1 a2 a3 a4 a25

azyp azz2 az3z az4 azs

a41 Q42 Q43 Q44 CL45_

Obtenga una particion de A de tamanos

D) 2+2)x (2+2+1)  y (i) (1+2+1) x (2+3).

Solucion.
En el primer caso,

a1l a2 a1z a4 a3
a1 a22 a3 a24 azs
A= )
asi asp © as3 ass : ass
laq1 Qa2 Q43 Qa4 Qs
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la cual puede ser escrita de la forma

An Agg Ay
A= ,
Aoy Az A3
donde
a1 a2 a3 a4
A = ; App = : Az =
a21 a2 a3 Q24
as1 as2 a33 as4
Ay = : Ay = : Az =
a41 Q42 a43 Q44
En el segundo caso,
a1 a2 a3 a4 ais
ag1 a2 a23 a4 Q25
A ;
as1 as2 a33 az4 ass
@41 Q42 a43 44 Q45 |
la cual puede ser escrita de la forma
/ /
11 12
A / /
21 22 ("’
/ /
| 131 32 ]
donde
/ /
1 = [an a12}7 12 = [6113 aiq a15],
;o |a21 a22 ) |@23 a24 ags
21 = 2 =
azr asz|’ azz asy ass|’
/ /
31 — [CL41 a42]7 32 = [a43 Q44 a45].
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Definicién 1.29 Submatriz principal

Si A es una matriz cuadrada de tamano n X n, se le llama submatriz
principal a toda submatriz de A formada eligiendo los mismos indices para
las filas y las columnas. Si k es un subconjunto propio de {1,2,... ,n},
denotamos por Ay la submatriz principal de A resultante de seleccionar
las respectivas filas y columnas indicadas por k.

El hecho de tomar las mismas filas y columnas es equivalente a que los ele-
mentos de la diagonal principal de la submatriz han de ser elementos que
ya formaban parte de la diagonal principal de la matriz original. Luego
si A es simétrica, cualquier submatriz principal también es simétrica.

Nota 1.2 El ntmero total de submatrices principales de orden r que se

n
pueden obtener de una matriz A de orden n es igual a ( )
r

Ejemplo 1.3 Obtenga algunas submatrices principales de la matriz

-5 3 5 1 0

-4 8 10 0 -1

Solucioén.
Las siguientes matrices son submatrices principales de orden 2 de A:

—5 3 5 5
A({1,2}>=[_4 8]7 A<{173}>:{2 11];

el ntmero total de submatrices de orden 2 que se pueden obtener de A

es (g) = 10. Algunas submatrices principales de orden 3 de A son

-5 1

10 12 1
Aqasp =10 3 2/, Aasy=|1 3 2|;
37 5 07 5
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el ntmero total de submatrices de orden 3 que se pueden obtener de A

es (g) = 10. Noétese que la submatriz

-5 1 0
B=|-4 0 -1
2 2 1

no es principal, porque se ha obtenido con las filas 1,2 y 3 y con las
columnas 1, 4 y 5.

Definicién 1.30 Submatriz angular

La submatriz principal que es formada con las primeras k filas y k
columnas de la matriz A y que denotaremos por Ay, siendo k el orden
de la submatriz, se denomina submatriz angular.

Si A es la matriz cuadrada de tamano n x n:

ai; a2 ... Qinp

asr a2 ... Q2p
A= . . . . ;

an1 Qp2 ... Qpn

entonces las submatrices angulares de A vienen dadas por

a1 aro ail a2 ais
Ay = [an], Ap = [am am] , Ap = 221 Zzz Zzg oo App = A
31 @32 a33

Asi, en el Ejemplo 1.3, la submatriz A({; 2y) serfa una submatriz angular,
concretamente Ajy).

Definicion 1.31 Dos matrices A y B estdn particionadas idénticamente
si las submatrices resultantes contienen el mismo niumero de filas y de co-
lumnas y si, ademds, las partes correspondientes tienen el mismo tamano.
Por tanto, dos matrices particionadas idénticamente son iguales si y solo

st las submatrices correspondientes son iguales.
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Definicién 1.32 Suma de matrices particionadas
Sean A y B dos malrices particionadas idénticamente. Entonces la
suma de A y B tendrd igual particion. En este caso, cada bloque de A + B

es obtenido de los correspondientes bloques de A y de B, es decir,

A1 +B1y Ais+Bio ... Ais+ By

Aoy + By Agy+ Boy ... Ags+ Bo
A+ B = [Aj] + [Bj;] = ' . _ I

_Arl + Brl Ar2 + Br2 R Ars + Brs_

donde las submatrices A;j y B;; son de tamarnio m; X n;.

Definicién 1.33 Multiplicacién por un escalar
St A es una matriz real de tamano m X n particionada y o € R, en-
tonces la multiplicacion de un escalar por A es una matriz real de tamano

m xn obtenida de multiplicar cada blogue de A por el numero oc. En otras

palabras,
A11 A12 e Als OZAH OéAlz e OéAls
Aoy A9y ... Agg alor adyy ... g
OéA = — ,
_Arl ATQ e Ars_ _OéArl OZATQ e OZATS_
donde A;; son submatrices de tamano m; X nj para t = 1,2,...,r, j =

1,2,...,8, dondemi+mo+...+m,=myny+no+...+ns=n.

Definicion 1.34 Transpuesta
Sea A una matriz real de tamano m X n particionada de alguna ma-

nera. Entonces la transpuesta de A que se escribe At es una matriz real
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de tamano n x m obtenida de intercambiar los renglones por las columnas

en cada uno de los bloques A;;. En otras palabras,

Ay A L Agg Al AL LAY
Aoy Agy ... Ay At, AL, ... Al
si A= ° , entonces Al = 2 e 2 ,
| A1 Arg oo Arg ] _Atls AL Ais_
donde A;; son submatrices de tamano m; X nj para t = 1,2,...,r, j =
1,2,...,s, donde mi +mo+...+m=m yny+no+ ...+ ng=n.

Ejemplo 1.4 Obtenga la transpuesta de A para una particion de tamano

2+1) % (2+2):

A= 120 10 —-10 8
21 -5 13 5

Solucién.
Consideremos la particion (24 1) x (24 2) de A, es decir,

8 9 : 3 -5

A11 : A12 .
A—1| =2 10 : -10 8
Ay 0 Ag o
21 =5 13 5 |

a8 9] _[8 20 g _[3 -5 _[3 -10
=120 10| ~ |9 10|’ 27110 8| |-5 8 |’

Ay =21 5] = [i] Ay = [13 5] = [153},
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por consiguiente,

- . 1t 8 20 21
8 9 : 3 -5
, 9 10 -5
20 10 ¢ —10 8| _
, 3 -10 © 13
21 -5 © 13 5 ,
- - -5 8 i 5]

Teorema 1.19 Multiplicaciéon

Sean A y B matrices particionadas compatibles para el producto, di-

gamos entonces

A]_l A]_Q .. A].S Bl]_ B12 ... Blt
Agr Az ... Ag Bs1 By ... By
_Arl Ar2 R Ars_ _le BsQ e Bst_

Cii Ci2 ... Cpu
B Cop Co ... Oy |
_Crl Cr2 Crt

donde Czk = Z Aiijk-
j=1

Demostracion.

Consideremos (mj+ma+...+m;) X (n1+n2+...4+ns) una particion
de Ay (n1+mn2+...+ns) X (p1 +p2+ ...+ p) una particion de B.
Entonces,

Aij = [ahl] mi+ma+..+mi—1+1<h<mi+mo+..+mi_1+my
ni+ne+...+nj_1+1<I<ni+ne+..4+nj;_1+n;
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Bjx = [blq] nitnz+..+n; 1 +1<I<ni+ne+..+n;_1+n;
p1t+p2t...+pr—1+1<qg<pi+p2+..+pk—1+pk

ni+...4+nj_1+n;
AijBjr = > anibig
l=ni+..4n;_1+1 my+...4+m;_1+1<h<mi+...4+m;_1+m;
p1tp2+...+pr—1+1<q<pi+p2+..+pk—1+pk [’
y por tanto

S
Cir = Y AijBj

i=1

B,

=1
p1t+p2t...+prk—1+1<q<p1+p2+..+pr_1+Dpk

mi+ma+..+mi_1+1<h<m +m2+---+mi—1+mi}
es decir, Cj es el bloque (i, k) correspondiente a la particion

(mi+mo+...+my) X (p1+p2+...+Dpt)

de la matriz A.B. =

Ejemplo 1.5 Calcular A.B asumiendo una particion para A de tamano

(2+1) x (24 2) y otra para B de t