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Resumen y Abstract V

Resumen

En este trabajo se presentan una serie de modelos de elastodinamica usando graficos de unién
(Bond Graphs). Se comienza con una revisiéon de los modelos ya documentados en otros trabajos.
Con base en ellos, se explora la metodologfa con el fin de encontrar representaciones de otros
sistemas elastodindmicos no explorados como la membrana elastica y las mallas masa-resorte,
ampliamente usadas en computacién grafica. Los modelos obtenidos, en un principio son estudiados a
partir de los Graficos de Unidn escalares clasicos, sin embargo, dado que las aproximaciones de
sistemas de parimetros distribuidos requieren un numero considerable de grados de libertad con
estructuras repetitivas, también se estudian los modelos por Graficos de Unidén Vectoriales como
herramienta de modelado abreviada para sistemas de pardmetros concentrados con gran nimero de
grados de libertad.

Palabras clave: Graficos de Unién, Graficos de Unién Vectoriales, Elastodindmica, Viga de
Timoshenko, Cuerda Elastica, Membtrana, Malla masa-tesorte.

Abstract

This work presents a series of models using graphical representation methodology Bond Graphs. It
begins with a review of the models already documented in other studies. Based on them, the
methodology is explored in order to find representations of other elastodynamics systems unexplored,
as the elastic membrane and spring-mass meshes, widely used in computer graphics. The models
obtained are initially studied with the classical scalar Bond Graphs, however, since the approximations
of distributed parameter systems require a considerable number of degrees of freedom with repetitive
structures, this are represented by Vector Bond Graphs, which are suitable for situations like this.

Keywords: Bond Graphs, Vector Bond Graphs, Elastodynamics, MultiBond Graphs, Timoshenko
Beam, Elastic String, Elastic Membrane, mass-spring mesh.
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Introduccidn

La teoria de la elasticidad trata con el problema de describir el comportamiento de sélidos elasticos
sobre los cuales se aplican cargas que producen deformaciones (1). Dicha descripcién, en el caso de la
elastostatica, se hace bajo la suposicion de que las fuerzas se aplican de una manera tan lenta, que es
posible presumir que el proceso se realiza en equilibrio. Sin embargo, en casos donde se necesiten
considerar fuerzas aplicadas que varifen en el tiempo o donde los efectos inerciales sean importantes,
esta suposicion pierde validez. A partir de ahi, el problema se convierte en materia de estudio de la
clastodinamica, en la cual, los diferentes estados del sistema, a través del tiempo se reducen a un
conjunto de ecuaciones de movimiento, que en el caso general, son Ecuaciones Diferenciales Parciales
(EDP), que describen la elasticidad macroscépicamente, asumiendo al sélido en cuestién como un
medio continuo cuyas propiedades se encuentran distribuidas a través de toda su longitud, area o
volumen, segin sea el caso. Se habla pues, en este caso, de un modelo de pardmetros distribuidos, y en
caso contrario, es decir, cuando en un modelo se asume que las propiedades del cuerpo estudiado se
encuentran concentradas en un solo punto (e.g. masa puntual), se le conoce como modelo de
parametros concentrados, los cuales, en general, estin relacionados con la solucién de ecuaciones
diferenciales ordinarias (EDO) (2).

Ahora bien, existe otro concepto relacionado con fenémenos en los cuales el tiempo es un aspecto
a tener en cuenta. Los sistemas dinamicos son sistemas fisicos, bioldgicos, quimicos, sociales, etc. En
los cuales las variables de salida varfan con el transcurrir del tiempo. El estudio de estos sistemas se
encuentra muy extendido en 4reas de la Ingenierfa: Mecatronica, Electronica, Aeroespacial,
Automotriz entre otras; en las que, mayoritariamente su aplicacién se limita al desarrollo de modelos
de paraimetros concentrados, como en el caso de la dindmica de cuerpos, que en términos de sistemas
dinamicos se ha restringido a los sistemas multicuerpo (2) compuestos de cuerpos rigidos, en los cuales
existe un numero finito de grados de libertad, mientras que la dindmica de cuerpos deformables no ha
recibido mucha atencién, dada la dificultad que representa su modelado, en razén del infinito nimero
de grados de libertad. Situacién que trae como consecuencia, modelos matematicos en términos de
ecuaciones diferenciales parciales (EDP). Asi pues, a lo largo de este trabajo se hard una compilacién
de algunos modelos elastodindmicos desarrollados a través de la técnica grafica multidominio de
modelado de sistemas dindmicos: Gréficos de Unién (Bond Graphs).

Los Graficos de Unién, también llamados Grafos de Unién (2), son una metodologia grafica de
representacion de sistemas dinamicos desde los cuales es posible obtener ecuaciones de estado que se
resuelven para las variables de estado involucradas, con el fin de describir el comportamiento de un
sistema a través del tiempo. Son comparables con otras técnicas graficas como los diagramas de
bloques o los diagramas de flujo, ampliamente utilizados en la representacién de sistemas dindmicos,
cuya principal caracteristica es la manipulaciéon de sefales. En contraste, los graficos de unién tienen la
caracteristica de que su estructura se basa en la representacion de flujos de energfa entre puertos
(vértices), a través de uniones (aristas). Hsta ventaja sumada a su expresividad visual (3), hace que sean
una opcioén viable para el modelado grafico de sistemas dinamicos que requieren una consideracion
rigurosa de las leyes de conservacion, ademds permiten expresar de manera mas expedita, la
coexistencia e interaccién de entidades cuyo comportamiento se enmarca en diferentes dominios
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energéticos (mecanicos, eléctricos, térmicos, hidraulicos, quimicos, etc), debido al uso del concepto
universal de energia (4).

Gracias a estos atributos, se ha visto como los graficos de unién han incursionado de manera
exitosa en diversas disciplinas. Por ejemplo, en Ingenieria Mecatronica se ha realizado una gran
produccién investigativa, especialmente en el disefio de controladores en el campo fisico dadas las
propiedades de representacién multidominio que ofrecen los graficos de unién, esenciales en el estudio
y diseflo de este tipo de dispositivos, para cualquier tipo de sistema dinamico (5), (6). En el caso de la
Ingenierfa Mecanica se han llegado a encontrar aplicaciones en areas como: la Dinamica de Sistemas
Multicuerpo (7), Ingenierfa de Procesos y Manufactura (8), Mecanica de Fluidos (9), Transferencia de
Calor (ya sean Pseudo Bond Graphs (10) o True Bond Graphs (11)), entre otras. En menor medida pero
de igual importancia ha sido la incursién de la metodologia en otras especialidades como la Ingenieria
Quimica, donde se han logrado modelar reacciones quimicas, asi como procesos en plantas quimicas
(12). Inclusive en disciplinas no ingenieriles ha habido casos de aplicacién, por ejemplo, el
comportamiento de sistemas econémicos en el tiempo (13).

Las investigaciones en nuestro pafs (Colombia) usando Graficos de Unién como herramienta de
modelado de sistemas dindmicos se han llevado a cabo en diferentes campos, tales como la
biomecanica, especificamente en el modelado de la marcha humana (14) y un trabajo de revisiéon
realizado por el autor acerca de la aplicacion de los graficos de unién en investigaciones biomédicas
(15). Ademas, en el campo de los sistemas electromecanicos se destaca el modelado del
comportamiento vibracional axial de un taladro durante su operacién (16) y finalmente en el ambito de
la dindmica automotriz, Mufioz propone un modelo de vibraciones, para la prediccién de fallas en
motores de combustién interna a través graficos de unién (17).

Ahora, en cuanto al desarrollo de modelos de sistemas continuos, las propuestas de adaptaciéon de
los Graficos de Unién para su modelado empezaron con el trabajo de Karnopp (18), en el que plantea
un andlisis modal a través de la metodologia grafica, para la representaciéon aproximada de sistemas
vibracionales continuos mediante un modelo discretizado. Empezando con un modelo de parametros
concentrados de un sistema de pardmetros distribuidos en dinamica de fluidos hasta modelos en
parametros distribuidos generalizados (9). Ahora, con respecto a la elastodindmica, se han planteado
modelos continuos usando como punto de referencia el método de los elementos finitos (19) (20) (21)
(2). Especificamente, Bel Cacho, en (2) propone una generalizacién continua a la metodologia
tomando como punto de partida los funcionales energéticos que se desprenden de las formulaciones
Lagrangiana y Hamiltoniana de las ecuaciones que rigen el fenémeno, para posteriormente plantear
modelos usando Graficos de Unién Vectoriales para representar las discretizaciones de las ecuaciones
diferenciales parciales del modelo continuo.

Ademas de la presente introduccién, esta tesis consta de otros tres capitulos. El Capitulo 2
comienza con una breve descripcién de los conceptos fundamentales del modelado de sistemas
dinamicos a través de Graficos de Union. Posteriormente se describe detalladamente el proceso de
obtencién de las ecuaciones de estado a partir de un grafico de unién, con base en los dos sistema
mecanico mas basicos: el sistema masa resorte y el sistema masa-resorte-amortiguador. Luego, estos
modelos son usados como base para la obtencién del modelo general de sistemas masa-resorte-
amortiguador conectados en serie que a su vez constituyen un modelo discretizado del sistema
continuo: una barra que vibra axialmente. Siguiendo con los sistemas unidimensionales, el grafico de
unién del sistema masa-resorte encadenado se usa como base para la obtencién del grafico de otro
modelo fisico de gran importancia: la cuerda vibratoria. Para terminar con los modelos elasticos
unidimensionales, se expone el modelo de viga vibratoria mas completo: La viga de Timoshenko.

El Capitulo 2 continda con la exposicion de modelos de sistemas elastodinamicos continuos cuyos
parametros no se encuentran distribuidos sobre una linea como en el Capitulo 1 sino que ahora lo
hacen sobre un plano. Se hace una detallada exposiciéon de la obtenciéon del Grafico de Unién
correspondiente a la discretizacién de un cuerpo deformable elastico sometido a la accion de fuerzas
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en el plano, a través una malla de masas interconectas con resortes cuya rigidez se encuentra
relacionada con las propiedades mecanicas (Médulo de Elasticidad y Relacion de Poisson) del material

que compone el cuerpo deformable a modelar.






1. Graficos de union.

Los graficos de unién (Bond Graphs) fueron creados por el Profesor Harry Paynter en 1959 y la
metodologia fue presentada en 1962 (22). Estos son grafos dirigidos cuyos vértices son llamados
’puertos’ (ports) los cuales representan subsistemas, componentes o elementos basicos de un sistema.
Las aristas del grafo se conocen como “uniones’ (bonds) y representan el intercambio de energia entre
los puertos a través de variables conjugadas de potencia, denominadas genéricamente esfuerzo ¢y flujo
f (effort & flow), cuyo producto, en cualquier dominio energético representa potencia, por ejemplo:
fuerza y velocidad, en un sistema mecanico de traslacién, voltaje y corriente en el dominio eléctrico, y
otras combinaciones mostradas en la Tabla 1-1. Adicionalmente, se definen las variables energéticas
(23), designadas como momento y desplazamiento generalizados, que son respectivamente las
integrales temporales del esfuerzo y el flujo. Estas se listan en la parte derecha de la Tabla 1-1.

1.1 Elementos

Uniones.

Las uniones o «bonds» son los elementos a través de los cuales fluye la energfa de un puerto a otro
(Figura 1-1). Cada unién tiene asociadas las variables conjugadas esfuerzo y flujo. Ahora, con el fin de
establecer una direccién de referencia de flujo de energfa, las uniones son medias flechas que apuntan
en la direccién positiva del producto. Adicionalmente, una linea perpendicular a la unién es usada para
representar la direccion del esfuerzo, de manera que hacia el lado opuesto al que esta puesta la linea, ira
el flujo. Esta asignacién de direcciones conocida como causalidad, requiere tener en cuenta el proceso
que se lleva a cabo en cada puerto, por lo que en libros especializados (7), (4), se indica el
procedimiento sistematico de asignaciéon de causalidad en un grafico de unién, en el que se hayan
completado tanto las conexiones entre puertos como la asignacién de direcciones de flujos de energfa.

causalidad flujo de

ehnergia

A’,\_'ﬁh’,":!]

flujo

Figura 1-1: Nomenclatura comun de unién en un grafico de union.



Uso del método de los gréaficos de union para la solucion de problemas de

18 elastodindmica: Una propuesta Metodologica
Dom{n.lo Esfuerzo e Flujo f Momer.ltum Desplaza.rmento
energético generalizado generalizado
Mecinico Fuerza Velocidad Momentum lineal | Desplazamiento
traslacional FN] v[m/s] p [Ns] x[m]
Momento de fuerza| Velocidad angular |Momentum angular Angulo
Mecanico rotacional
M [Nm] w(rad/s] p [Nms] A[rad]
Voltaje Corriente Flujo Carga
Eléctrico
ufv] I [A] w [Vvs] q[As]
Presion absoluta Caudal Momen.u,lm de Volumen
Hidraulico presion
p[Pa] Q[m3/s] P, [N/m2s] V [m®]
Temperatura Flujo de entropia - Entropia
Térmico -
T[K] S[J/Ks] - S[JIK]
Potencial quimico Flujo molar - Masa molar
Quimico 5
[J/mol] N [mol/s] — N [mol]

Tabla 1-1: Variables de potencia y energéticas en cada dominio

Puertos.

Existen diferentes tipos de puertos dependiendo del manejo que se haga en ellos de la energia y de
las variables energéticas (disipacién, almacenamiento, transformacion, etc). Especificamente puede
darse una clasificacion:

*  Almacenamiento tipo |: También llamados, elementos inductivos o inerciales, son aquellos
en los que la energfa se almacena debido a la integracién (acumulacién) del esfuerzo €,
resultando en la variable de estado P (momentum generalizado). Una masa con velocidad,
un inductor eléctrico son ejemplos de la interpretacion fisica de este tipo de puertos.

*  Almacenamiento tipo C: Este tipo de puertos representa la integracion del flujo f con el fin
de acumular la variable estado ( (desplazamiento generalizado), por ejemplo, los resortes
almacenan energia gracias a la elongacién o compresion de este, un capacitor lo hace
debido a una diferencia de voltaje, un tanque por diferencia de alturas, etc.

* FElementos resistivos: Representados como R, son aquellos puertos donde la energia se
disipa, ya sea por efectos de fricciéon en el caso mecinico, o por resistencia al flujo de
corriente o fluido en los sistemas eléctricos e hidraulicos respectivamente.

®  Fuentes y sumideros: Son elementos que entregan o extraen energia del sistema, ya sea en
forma de esfuerzo (Se) o de flujo (Sf). Mediante ellos se modelan las condiciones de
frontera de los modelos, pues se consideran entidades externas al sistema.
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Juntas.

Las juntas son elementos de distribucion instantanea de energia en los que no se realiza ninguna
transformacion, almacenamiento o disipacién de la misma.

Juntas 0: Es un multipuerto (puerto con varias uniones asociadas) en el que todos los
esfuerzos de entrada y salida son iguales, mientras que la suma de los flujos debe ser igual a

cero. Este elemento es andlogo a un nodo en una red eléctrica, en el que se cumple la ley de
corrientes de Kirchhoff.

Juntas 1: Es la contra-patte de la junta 0 pues en éste la constante es el flujo y la suma de

esfuerzos es cero, equivalente a una malla eléctrica regida por la ley de voltajes de
Kirchhoff.

Transformacion reversible de energia.

Otros dos tipos de puertos conservativos son aquellos en los que el valor de potencia es igual en la
entrada y en la salida (4).

Transformadores (TF): Implican la amplificacion o reduccién de cada una de las variables
conjugadas de potencia, ya sea en uno o mas dominios energéticos. La ecuacién
constitutiva de los transformadores relaciona el esfuerzo de entrada con el de salida
mediante un médulo de transformacién, mientras que los flujos se relacionan mediante su
inversa. Algunos dispositivos que se modelan mediante este puerto incluyen reductores de
velocidad, sistemas biela manivela, transformadores eléctricos, cilindros hidraulicos o
neumaticos, etc.

Gyrators (GY): En este caso se relaciona el esfuerzo de entrada con el flujo de salida y el
esfuerzo de salida con el flujo de salida mediante el mismo médulo, por lo cual esta
abstraccion es usada generalmente para describir procesos de transduccién (transformacion
de una forma de energia en otra), como los que suceden en motores eléctricos, bombas
centrifugas, altavoces, etc (23).
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Ecuacion Ecuacion
Puerto constitutiva Puerto constitutiva
Fuente de flujo Junta O (esfuerzo constante) | & =€ == €
e, e,
_ |- 0 . | -
- — I I
‘ i . f=fptot
S, " m| sistema | o 1. o =+,
L - — — — .
Fuente de esfuerzo Junta 1 (flujo constante) fi=f=..=1
€, e,
_ | . 1 - | -
- j 1 j 2
e 1 . -
S, 4f-._\ Sistema | I € =€ +...+¢e,
L - — — — .
Almacenamiento I Transformador € = Mmxe,
e=p € TF € f ‘
= I S - D . -
T e T = I X f r ‘1 ~ 2 = mx 1
j. I1:1 p j ) o j 5
Almacenamiento C Gyrator g =rxf,
¢ Y gy |y =e
—— . C:C q= Cxe 3 - 3 1= %2
f=q I r e
Disipaciéon R
46’,-"- R:r e=Rxf
Tabla 1-2: Puertos y sus ecuaciones constitutivas
1.2 Modelado mediante graficos de union

Para un modelador experimentado de sistemas dinamicos. los Graficos de Unioén, ser una
abstraccién directa del sistema fisico estudiado, sin embargo una representacioén grafica (esquematica)
mas explicita e intuitiva es, en general, necesaria con el fin de que los puertos y flujos de energia entre
los componentes o subsistemas sean mas evidentes. Algunas de estas representaciones incluyen, redes
de circuitos eléctricos, hidraulicos o neumaticos, diagramas de cuerpo libre, diagramas de bloques,
diagramas de flujo, etc. Karnopp et. al. (7), describen detalladamente, algoritmos de derivacion de
graficos de unién para sistemas mecanicos (traslacionales y rotacionales), eléctricos, hidraulicos y
térmicos, mientras que Borutzky (23), resume estos procedimientos para sistemas mecanicos asi como
para los pertenecientes a otros dominios energéticos (eléctricos, hidraulicos y térmicos), debido a que,
para los primeros la variable de referencia es el flujo (velocidad) y para el resto es el esfuerzo (voltaje,
presion, temperatura). Acd se mencionan los pasos mas generales:

= Identificar velocidades (esfuerzos para sistemas no mecanicos) y asignarles una junta 1 (0).

® Identificar elementos R, C e I y conectarlos a las respectivas juntas.
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*  Asignar flujos de energia de referencia, asumiendo todos los elementos de almacenamiento
descargados, es decir, estos flujos se dirigen desde las fuentes hacia los elementos R, I, C y los
sumideros de energia.

=  FEliminar nodos de referencia.
= Simplificar el grafico.
= Asignar causalidad.

El dltimo paso es muy importante, ya que la asignacion correcta de la causalidad repercute en el
modelo matematico final, donde lo deseable es que todos los puertos se encuentren en causalidad
integral (7). De otra manera se deben reconsiderar las suposiciones hechas a partir del modelo fisico,
hasta que el grafico sea adecuado patra continuar con la deduccién de la representacion de estado del
sistema.

Finalmente la obtencién de una simulacién a partir de la representacién de estado se basa en la
solucion de las ecuaciones de estado que se obtengan del modelo grafico. Existen métodos de
obtencién, mediante algoritmos -adecuados para ser programados en un ordenador (7), (4)-, de tales
ecuaciones que suelen expresarse como sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer
orden, cuyas variables son las variables de estado que, en el caso de los graficos de unién, suelen ser las
variables energéticas (desplazamiento y momentum, generalizados).

»  Escribir ecuaciones constitutivas para las fuentes independientes, es decir, aquellas que solo
dependen del tiempo.

= Ahora se obtienen las relaciones para las fuentes controladas las cuales dependen de la sefial
moduladora de entrada.

=  BHxpresar las variables de salida de los elementos R en términos de las fuentes y los elementos de
almacenaje de energia mediante propagacion hacia atrés.

* Finalmente, se obtienen las relaciones entre las derivadas de las salidas de los puertos de
almacenaje (C e I) como funcién de las salidas de fuentes, elementos resistivos y de otros
elementos de almacenamiento.

Asi, al solucionar estos sistemas de ecuaciones, analitica o numéricamente, se obtiene el
comportamiento en el tiempo de cada una de las variables de estado involucradas en el modelo, las
cuales, a su vez expresan el comportamiento transitorio del sistema fisico con unas condiciones
iniciales dadas y con condiciones de frontera propiamente impuestas.






2. Modelos Elastodinamicos de Sistemas
unidimensionales mediante Graficos de Union.

2.1 Sistema de un grado de libertad

El sistema elastico mas basico consiste de una masa puntual unida a un resorte, el cual, por el otro
extremo se encuentra fijo (velocidad igual a cero), tal como se muestra en la Figura 2-1. Igualmente, se
puede ver el grafico de unién, también sencillo, donde el puerto C representa al resorte y el puerto I la
inercia del bloque.

%

m
k Cifk ~a—— 1| ——wi I'm

) ¢
4 %

Figura 2-1: Sistema masa-resorte no forzado: Representacion grafica. Grafico de union.
Ahora, cuando se hace necesario aplicar una carga externa al sistema (condiciéon de frontera), en
graficos de unidn, esto se traduce en fuentes de esfuerzo o de flujo. En el caso de sistemas mecanicos
una fuente esfuerzo es una fuerza externa (en este ejemplo, aplicada al bloque) y una de flujo consiste
en una condicién de velocidad. Lo antetior se representa en la Figura 2-2.

F(t) I'm
%
m
k S i 1w CUK
. 4 . .
Figura 2-2: Sistema masa-resorte forzado: Sistema masa-resorte forzado, Grafico de unién del

sistema

Finalmente, los efectos disipativos, en este caso, del tipo friccién fluida que se representa
mediante un amortiguador en la Figura 2-3, en un grafico de unién estan involucrados en el puerto R,
que ahora se incluye en el grafico del sistema que se esta analizando.
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Figura 2-3: Sistema masa-resorte-amortiguador forzado: Sistema masa-resorte-amortiguador
forzado. Grafico de union del sistema

Después de la representacion grafica, el siguiente paso en el andlisis es obtener ecuaciones de
estado, Para ello lo primero es, identificar los puertos que almacenan energia, en el sistema que se estd
considerando hay dos: el puerto I de la masa del bloque y el puerto C que representa el resorte, por lo
cual se obtendran dos ecuaciones de estado para dos variables de estado, siendo estas, segun el
enfoque de (4), el fluyjo en I (f,) v el esfuerzo en C (e,) o en términos del dominio mecanico,

velocidad y fuerza, entonces:

=1, 2.1)
Y2 =€ 22)
Las ecuaciones constitutivas de los puertos I y C respectivamente:
f,= Ile2 2.3)
. _ 1
€ = ¢ f, (2.4
O en términos de variables de estado:
o1
i=1% (2.5)
o1
Y2 = c fa (2.0)

Como el objetivo es construir un sistema de ecuaciones que se encuentre en términos de las
variables de estado, entonces se debe seguir el camino de la causalidad hasta que no haya variables
intermedias. De esta manera, como en el puerto 1, todos los flujos son iguales:

fi="f,=1f=1, 2.7
Entonces la ecuacién (2.6) queda:
o1
V=< @8

Al reemplazar lo definido en (2.1) y sabiendo que el valor de C es el inverso de la constante del
resorte C =1/k , se obtiene la primera ecuacién de estado:

Y2 =ky 2.9)
Ahora, la otra ecuacién constitutiva del puerto 1:

€ =€ +e3+8€, (2.10)
sirve para reemplazar e, en (2.5):

1
= (e —es-e) @1

Donde e; es el valor de entrada impuesto por la fuente de esfuerzo, es decir, la fuerza aplicada
F(t) . El esfuerzo e; se obtiene a partir de la ecuacién constitutiva del puerto R:

e; = Rf, (2.12)
Donde R se reemplaza por la constante de amoriguaciéon b. Finalmente e, se obtiene de la
definicion 1 y la ecuacion (2.11) se convierte en:

V1 :%(F(t)—bfa_yz) (2.13)
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Sin embargo, aun queda la variable intermedia f;, la cual se elimina retomando la condicién de
igualdad de flujos en el puerto 1 y la definicién (2.1), en el sentido de que f; = f, =y;. Y por dltimo,

se reemplaza el valor de | por la masa del bloque: | =M, en consecuencia la segunda ecuacién de
estado queda asf:

1
Y1 :E(F(t)_byl_yZ) (2.14)
En resumen las ecuaciones de estado para este sistema seran:
1
Y1 :E(F(t)_byl_yZ) (2.15)
Y2 =kyy (2.16)

O en forma matricial:

b 1 1
d{Vi|_|-—— —-=| Y|, |=

Asi, el paso siguiente consiste en resolver dicho sistema, a partir de condiciones iniciales para las
variables de estado en el tiempo t, que para una entrada de posicion tipo escalon unitario se veran

como:
y1(0)=0 (2.18)
y2(0)=0 (2.19)

Siendo la fuerza aplicada:
F(t) = kx X, (2.20)

En la cual Xy =1 es el desplazamiento inicial unitario del bloque con respecto a la posicién de
referencia. Finalmente, ya sea de manera analitica o numérica, se soluciona el sistema no sin antes
asignar los parametros:

m=2 k=05 b=1 2.21)

0.3 F

0.eF

Desplazamiento [m]

0.4 F

n 3 10 15 20
Tiempo [s]

Figura 2-4: Respuestas del sistema de un grado de libertad a una sefial de entrada del tipo Escalon
Unitario.
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E
£
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0.2 1 1 1 1
1] 3 i0 13 20
Tiermpo [s]
Figura 2-5: Respuestas del sistema de un grado de libertad a una sefial de entrada del tipo Impulso
Unitario.

La respuesta del sistema, tal como se puede observar en la Figura 2-4 (linea) es del tipo
subamortiguada y se estabiliza despues de, aproximadamente, veinte segundos. Los puntos representan
el resultado del problema usando la solucién exacta. Igualmente se puede realizar la simulacién usando
un impulso unitario como entrada:

y1(0)=0 (2.22)
¥2(0) = kxXg (2.23)
Con una fuerza externa nula, con lo cual se logra el resultado esperado mostrado en la Figura 2-5.

2.2 Sistema de varios grados de libertad.

Ahora supongase que un modelo requiere tener en cuenta varios cuerpos o que el sistema real es un
medio continuo que va ser descompuesto en segmentos, para los cuales se va a asumir que sus
propiedades son puntuales. En el caso especifico de sistemas mecanicos, lo anterior se refiere a tomar
un cuerpo con una geometria determinada y modelarlo como un grupo de particulas, cada una con una
masa determinada, interconectadas mediante enlaces flexibles que recreen globalmente la elasticidad
real del cuerpo. En este sentido, una extesién natural a los sistemas de un grado de libertad tratados
arriba, consistirfa en conectar varias particulas a lo largo del eje x. Igualmente, al aumentar en la
misma medida los resortes y amortiguadores y suponer una fuerza aplicada en cada bloque, se obtiene
un sistema fisico como el de la Figura 2-6. Del mismo modo, el grafico de unién resultante es una
extension sistematica del que se tenia arriba en la Figura 2-3, dado que, en este caso, las velocidades
de entrada para los puertos C y R provienen de la diferencia entre las velocidades de las inercias
adyacentes, la cual se realiza en el puerto 0.

>

b
= =

mi-l mi mi+!
g e

C) 2 ) i ) C) wr () ()
% % Z
Figura 2-6: Representacion grafica de un elemento representativo de un sistema de varios grados
de libertad.
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l— ) —» 1l —w (| —»i 1]

|

S'._.' F(t)

Figura 2-7: Representacion mediante Graficos de unién del elemento representativo de la Figura
2-6.

La obtencién de las ecuaciones de estado es un proceso analogo al realizado para el sistema de un
grado de libertad: se identifica la cantidad de puertos que almacenan energfa y de estd manera se sabe
cuantas ecuaciones hay que obtener. Sin embargo, el objetivo de este ejemplo es realizar un modelo
general, que funcione para un problema con cualquier nimero de grados de libertad y al observar el
diagrama fisico y el grafico de unién se hace evidente que la estructura masa-resorte-amortiguador se
repite, de manera que se puede generar una ecuacién de estado para cada puerto I y una por cada
puerto C, y la estructura va a ser igual en cualquier lugar de la cadena. Entonces al tomar una seccién
arbitraria i, las variables de estado seran:

Yii = h (2.24)
Yai =€ (2.25)
Las ecuaciones constitutivas de los puertos I y C son respectivamente:
: 1
fi = e (2.26)
1
. 1
€i = o fai (2.27)

Donde el indice i se refiere a la seccion actual de la cadena, que incluye el bloque junto con el
resorte y amortiguador a su izquierda. De este modo, al seguir un camino de manera similar al del
primer ejemplo, se obtienen dos ecuaciones de estado por cada seccion:

. 1
Yii = E(bi Y1 _(bi + bi+1)+ Yoi tBiaYiiva — Yain + F (t)) (2.28)
Yoi =KiYia —KiYui (2.29)

Con lo cual, por ejemplo, si se ensambla un sistema de cinco grados de libertad (cinco segmentos)
en el cual las posiciones de los bloques se midan desde su posicién inicial, una grafica de la respuesta a
una entrada impulso para el dltimo bloque se vera como la de la Figura 2-8, en el que se puede
observar como, a causa de la amortiguacion, todos los bloques vuelven a su posicion inicial. Ahora, si
en vez de una condicién inicial de impulso, al dltimo bloque se le aplica una entrada escalon unitario, el
comportamiento serd como el mostrado en la grafica de la Figura 2-9.
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Desplazarmierto [m]

] 10 20 30 40 50
Tiempe [seg]

Figura 2-8: Respuesta del sistema de cinco grados de libertad a una entrada tipo Impulso Unitario,
aplicada al dltimo bloque.

1.4

Desplazarmiento [m]

o 10 20 20 40 50
Tiempo [seg]

Figura 2-9: Respuesta del sistema de cinco grados de libertad a entradas aplicadas al ultimo bloque
del tipo: Impulso unitario. Escalon unitario.

Finalmente, con una asignacién adecuada de propiedades, una cantidad considerable de segmentos,
este modelo funcionarfa muy bien para la simulacién del problema de la barra vibratoria. No solo de
barras prismaticas, sino, también de aquellas con secciones transversales variables e incluso, de
diferentes materiales.

2.3 Cuerda

En el estudio de las vibraciones de sistemas continuos, el caso mas sencillo es el de la cuerda
elastica, que a traves de ciertas suposiciones conlleva a la obtencién de la conocida ecuacién de onda
unidimensional (2.30).

(o)}

2 2
w_ 10w
=27 2.30
0% c* ot (230

Donde ¢ es la velocidad de fase, la cual para el caso de las vibraciones libres de una cuerda se
relaciona con la tensién T y la densidad lineal p mediante (2.31).

2= 2.31)

Un modelo mediante graficos de unién se obtiene reutilizando el obtenido para el problema de
varios grados de libertad discutido arriba, partiendo del hecho de que se llega a la misma ecuacién
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(cuando no hay amortiguacién), solo que con parametros diferentes, ajustados al problema en
concreto. En ese sentido, para la cuerda vibratoria los pardmetros en los puertos | y C son los que se
muestran en la Figura 2-10.

I:pAx I:pAx

s s ] —wt | /= (] —w | e = = s

Qe

P - W |

C: AT CiaT
Figura 2-10: Grafico de unién de la cuerda vibratoria.

La solucion analitica de la ecuacién de onda es (24):

w(x,t) = Zsin anX(Cy, Sin @t + Dy, COS @, t) (2.32)
m=0
Donde C,, y D, son funciones que dependen de las condiciones iniciales de velocidad y

desplazamiento respectivamente.

Con el fin de conocer el desempefio de la solucién aproximada se va a usar la medida de error de la
metrica L,, la cual se define como:
e = max (W —w) (2.33)
2 11<k<1408
Siendo w; la solucién teorica y W la solucién aproximada (numérica) De esta manera, el grado de

convergencia P que se define mediante la ecuacion (2.34).

- Iog(ekek+l) (234)
log(hyhy..1)

Con e, como el error para un nimero de nodos K y h, el espaciamiento. En este caso la
comparacion se hizo con el problema de simular el primer modo de vibracién de la cuerda, el cual se
muestra la Figura 2-11 (linea gruesa). El Tabla 2-1, muestra los valores del orden de convergencia
obtenidos de las simulaciones, los cuales, son aproximadamente p =2, para el primer modo de

vibracién.
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0.05

1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Desplazamiento w

-0.05 [~

o1 |
Figura 2-11: Tres primeros modos de vibracién de una cuerda vibratoria.

N 11 | 22 | 44 | 88 | 176 | 352 | 704 |1048
p 198 [ 2.03 202|201 | 2 2 [1.99

Tabla 2-1: Orden de convergencia para el primer modo de vibracién de una cuerda

2.4 Viga de Timoshenko

Continuando con los sistemas unidimensionales, existe un problema que siempre ha recibido
especial atencién: los modelos de vigas. Existen cuatro teorias principales: La viga de Euler-Bernoulli,
La viga de Rayleigh, La viga cortante (shear) y la viga de Timoshenko. El primer modelo es el mads
sencillo, no se tienen en cuenta efectos cortantes ni de inercia rotacional mientras que el segundo si
tiene en cuenta estos ultimos. La tercera, como su nombre lo indica, tiene en cuenta las fuerzas
cortantes pero no los efectos rotacionales. Finalmente, el modelo de viga propuesto por Timoshenko,
aflade los efectos de la distorsiéon por corte y la inercia rotacional al modelo tradicional de Euler-
Bernuoulli (25).

El modelo matematico del modelo de viga de Timoshenko consiste de dos ecuaciones diferenciales
parciales de cuarto orden acopladas:

o 0 o)
0 oy ow Oy

En las que las variables w y y representan el desplazamiento lateral (deflexién) de la viga y el angulo
de rotacion debido al momento flector. La funcidén p(X,t) expresa la fuerza distribuida que actda sobre
la viga, p es la densidad del material; A e |, son el drea y el segundo momento de area de la seccién
transversal de la viga. E y G, corresponden al médulo de elasticidad y al médulo de rigidez (también
conocido como mdédulo de elasticidad transversal). Finalmente, el pardmetro K, conocido como factor
de correccion por esfuerzo cortante, segin Cowper (26), depende tnicamente del médulo de Poisson
y de la forma de la seccién transversal de la viga.

Ahora, es posible también expresar el sistema anterior usando las siguientes sustituciones (27):
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V= —kGA(g—w—l//] (2.37)
M= (2.38)
OX
De manera que al reemplazar en (2.35) y en (2.36) se obtiene:
oV o°
-2 ke p= pA—f’dx (2.39)
62
—de+—dx I—dx 2.40
o =P (2.40)

Con base en el sistema de ecuaciones constituido por, Karnopp y compaiia (7), sugieren un modelo
de parametros concentrados discretizado tal como se puede ver en la Figura 2-12 y cuyo grafico de

unién se muestra en la Figura 2-13.
F F F
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Figura 2-12: Representacién grafica de una viga de Timoshenko discretizada.
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Figura 2-13: Grafico de unién de la viga de Timoshenko.

Al igual que el modelo anterior, este esta construido a partir de segmentos que se repiten, con lo
cual también es conveniente programarlo para simulacién. Cada segmento estd compuesto por cuatro
puertos que almacenan energfa y que se refieren, cada uno, a una caracteristica especifica del modelo:
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Los puertos I son para desplazamiento transversal y angulo de inclinacién, mientras que los puertos C
estan relacionados con la fuerza cortante y con el momento flector en esa seccién de la viga, en
consecuencia hay cuatro variables de estado por cada elemento representativo del dominio:

Yii = h (2.41)
Yai = fa (2.42)
Y3i = €, (2.43)
Yai = €4 (2.44)
Y cuatro ecuaciones de estado relacionadas con los puertos que almacenan energfa:
fi; = Iiel,i (2.45)
fi = Iiez,i (2.46)
74
€3 = =l fai (2.47)
ity ?
€4 = = fai (2.48)
oy

Donde la primera ecuacién tiene que ver con el desplazamiento vertical, la segunda con el angulo,
la tercera con la fuerza cortante y la ultima con el momento flector. Ahora, con el fin de que las
ecuaciones de estado extraidas del grafico de unién sean iguales a las que se presentan normalmente
como modelo de viga de Timoshenko, los parametros de los puertos se definen asi:

1, = pAAX (2.49)

va = plAX (2.50)
AX

Cy =—— 2.51

v = 1GA (2.51)
AX

-2 2.52

g (2.52)

Adicionalmente, en el grafico de unién se ve que la parte superior se encuentra conectada con la
inferior con un trasformador, cuyo modulo es el inverso de la longitud del segmento de viga
representativo:

1
m=—
AX (2.53)
De esta manera, las ecuaciones de estado quedan como:
. 1
Yii = M( it Ysi— Y3,i71) (2.54)
Y2i = L (Vajon + ANV Vi) (2.55)
pPIAX
. kGA
Y3i = A—(Y1,i+1 Vi —AXYQ,i) (2.50)
X
. El
Yai = &(YZJ - y2,i—l) (2.57)

Cabe hacer notar que estas ecuaciones corresponden a una discretizacion espacial directa del
sistema compuesto por (2.37), (2.38), (2.39) y (2.40), en el que se use un esquema de aproximacién por
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diferencias finitas hacia adelante, de tal suerte que mediante el modelo por Graficos de Unidn, se ha
llegado a un sistema de ecuaciones de estado en el que las variables de estado corresponden a la taza de

cambio del desplazamiento (de/dt), del dngulo de rotacion (dy/dt), en el tiempo, al momentum

lineal y angular relacionados con la fuerza cortante y el momento flector, respectivamente.

Ahora, con el objetivo de solucionar cualquier problema de oscilaciones en vigas usando las
ecuaciones de estado obtenidas, es necesario establecer las condiciones iniciales y de frontera. En
cuanto a estas ultimas, si por ejemplo, se tiene una viga empotrada en el extremo derecho y libre en el
otro, en la que, la Unica fuerza externa sea su peso, el problema se condiciona, para el empotramiento,
restringiendo el desplazamiento y la rotacion:

1,20 (258)

Y21 =0 (2.59)
Mientras que en el extremo libre se establece que no hay fuerza cortante ni momento flector:

Yan =0 (2.60)

Yan =0 (2.61)

Donde n indica que la restriccién se aplica al dltimo segmento de la viga. Ahora, debido a que no
se estan teniendo en cuenta efectos disipativos, se espera que la respuesta, en cuanto a la deflexion del
extremo libre de esta viga sea oscilatorio, tal como se comprobara en la seccién 4.2.






3. Modelos bidimensionales de parametros
concentrados usando Graficos de union.

3.1 Una particula en el plano: Péndulo resorte

De manera analoga a como sucedia en el caso unidimensional, el ejemplo mas sencillo consiste en
una particula unida a un resorte, el cual se encuentra fijo (velocidad nula) por el otro extremo. Sin
embargo, en este caso, la particula tiene la libertad de moverse sobre el plano, es decir, su posicién se
define por dos coordenadas (dos grados de libertad). En la Figura 3-1 se ilustra el problema y en la
Figura 3-2 se muestra el grafico de unién obtenido, el cual esta basado en el que presenta Borutzky en

y

(23). En €l se puede ver que existe un puerto I para la coordenada X y otro para la coordenada 7, ya
que cada uno representa una variable de estado. Igualmente, si se tratara de una particula en el espacio,
existirfan tres puertos I, entonces, se hablarfa de tres grados de libertad. Asi mismo, en un sistema de
multiples particulas, por cada una, existirain dos o tres puertos, dependiendo del nimero de
dimensiones que contengan al sistema.

A
X
> y
< ,
. Y
o
I 4
< * >

Figura 3-1: Sistema péndulo resorte

SF (1)

R'_b IXI‘I
I ﬁ MTF =1 —— Im
Cl/k—=11—=10 SF (1)

! AN 1,01

SIMTE =11 A Im,

Figura 3-2: Grafico de unién del sistema de la Figura 3-1.

En este ejemplo ademas de los dos puertos 1, el puerto C aporta una tercera ecuacion de estado,
con lo cual se obtienen tres variables de estado, a saber:
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yi = fx 31
y, = f, (3.2)
Y3 =€c (33)

Igualmente las ecuaciones de estado comienzan con las relaciones constitutivas de tales puertos:

: 1
f, = I—eX (3.4)
. 1
f, = Tey (3.5)
. 1
€ = c fe (3.6)
Las cuales en términos de variables de estado se convierten en:
.1 I, (bl bl
Y1:E{FX—TX{TXY1+TVY2+Y3H 3.7)
o1 ly (bl bl,
Y2—E{Fy—I—(TXY1+I—y2+Y3 3.8)
. k
Y3 :T[Ixyl+|yy2] (39)

Donde | = /12 +I§ es la longitud actual del resorte, |, y I, son las componentes en equis y en ye

de dicha longitud, las cuales en este caso coinciden con y; y Y, debido a que el resorte en todo

momento se encuentra unido al origen del sistema de coordenadas.

|:| o

y [m]

-1.5 |

¥ [m]

Figura 3-3: Trayectoria de la particula de la Figura 3-1

Finalmente la resolucion del sistema de ecuaciones entrega como resultados: la velocidad en equis,
la velocidad en ye y la fuerza en el resorte, pero con el fin de conocer la trayectoria que recorre la
particula desde alguna posicion inicial, se afiaden dos ecuaciones adicionales:
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Ya=W1 (3.10)
Y5 = Y2 (3.11)

Con lo que se obtendran las coordenadas de la particula en cada instante y asi trazar una trayectoria
como la que se muestra en la Figura 3-3, la cual se obtuvo para una particula con m=1, k=50 y con
una posicién inicial (1,0), en la cual el resorte se encuentra en su longitud natural.

Ahora, la Figura 3-4, muestra el Grafico de Unién Vectorial en el que se ha unificado en un
multipuerto |, la inercia de la particula, mediante la relacién constitutiva de la ecuacion 3.12, mientras
que para el Transformador Modulado (MTF) su relacién es la ecuacién 3.13 y su relacién reciproca se
calcula usando la transpuesta de la matriz de médulos AT como se muestra en la ecuacién 3.14:

F,

R:b S -
2, | g

Poa o

m_ 0
C:l/k=—11 ~AMTF = 1 — I:m,.‘[o' ]

¥

Figura 3-4: Multibond Graph del Sistema piéndulo resorte de la Figura 3-1.

F mp 0 | Vi
Fé :{0 mi:||:vyi:| (3.12)

[v']y; {I/ y/ }By } (3.13)

{Eﬂ = ::? [Fk] (3.14)

3.2 Modelo discreto bidimensional de varios grados
de libertad.

Teniendo en cuenta que en el caso analizado en la seccién anterior, el movimiento de la particula se
describe con respecto a un sistema de referencia fijo, la ecuacion de estado del resorte estd inicamente
en términos de la posicién de la particula unida a un extremo, sin embargo, con el proposito de lograr
una descripciéon mas general del movimiento, en esta seccién se plantea el sistema ilustrado en la
Figura 3-5 en el que se puede observar la manera como un resorte se une en sus extremos a masas
que pueden moverse en el plano. Lo anterior conlleva a la obtencién de una ecuacién de estado para el
resorte, en términos de las posiciones de sus puntos extremos, es decir que la elongacién o contraccion
del resorte P (de constante Kp) depende de los desplazamientos de las dos masas unidas a sus extremos,
a saber, M;j y m;.

El Grafico de Unién del sistema se muestra en la Figura 3-6. En este es importante notar la
estructura que representa la conexion de las masas Mi y M;j a través del resorte P (rectangulo 1), pues
esta misma estructura se va a repetir en configuraciones mas generales de sistemas de N particulas
interconectadas en diferentes topologias con el fin de aproximar el comportamiento elastico de
cuerpos bidimensionales.

Asf pues, se desea obtener un conjunto de ecuaciones generales, tal como se logro con los dos
sistemas unidimensionales de varios grados de libertad. Sin embargo, en esta oportunidad las
ecuaciones no aplicaran a secciones especificas del sistema, es decir, a grupos de elementos que se



Uso del método de los gréaficos de union para la solucion de problemas de

38 elastodindmica: Una propuesta Metodologica

repiten, en vez de ello, las ecuaciones modelo estaran relacionadas con una particula genérica y con un
resorte generico. Dicha particula aportara dos ecuaciones de estado: una para el movimiento en equis y
otra para el mismo en ye. Entonces, para cualquier particula i las variables de estado son:

Yii = fx, (3.15)
Yai = fy, (3.16)

Y como siempre, las ecuaciones de estado comienzan con las ecuaciones consitituvas de los dos
puertos I:

(3.17)

vi (3.18)

Los esfuerzos de entrada en estos puertos son los de salida del puerto 1 adyacente, es decir, es la
suma de los otros esfuerzos que entran a dicho puerto 1. En el caso del péndulo simple, estos
esfuerzos entrantes eran el de la fuente de esfuerzo y el del transformador modulado, pero en ese caso
la particula estaba unida a un solo resorte. Si ahora se observa la Figura 3-6, los puertos 1 de la
particula 2, que tiene dos resortes unidos a ella, tienen un esfuerzo de entrada adicional proveniente del
transformador relacionado con el nuevo resorte. Asi, en general, para una particula con cualquier
cantidad de resortes unidos a ella, o de vecinos v , las relaciones se convierten en

. 1 v

fyi = | Fui _Ze”’ (3.19)
p=0

. 1 v

fyi= n Fyi _Zey,p (3.20)
p=0

Donde e, , v €, , son los esfuerzos que llegan a los puertos 1 en equis y ye respectivamente, por

parte del resorte P. Finalmente, despues de seguir la causalidad por cada uno de los resortes y al

reemplazar las vatiables, se llega a las dos ecuaciones de estado para la particula i :

o1 N
Yii =—| Fxi _me,ip Yo (3.21)
m =
p=0
1 \i
Yoi = m Fyi _Zmy,ip Yp (3.22)
p=0

En las cuales m,j, y my, son los médulos de los transformadores en equis y en ye, que tienen
que ver con el resorte P que estd conectado a la particula 1.Y Yp es la variable de estado relacionada

con el resorte P, la cual se define como:

Yp =€c.p (3.23)
Y cuya ecuacion de estado parte de la relacion del puerto C, con constante C, =k, (pues como se
va a ver mas adelante, cada resorte tiene su propia constante):

1

b= oy (3.24)
p
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Entonces, como se puede ver en la Figura 3-6 la causalidad lleva a que la ecuacién incluya las
variables de estado de las dos patticulas i y j que estin en los extremos del resorte y con ello obtener
la ecuacion de estado para un resorte cualquiera P:

Yp K | [I (Y1| y11)+| (y2| YZJ)] (3'25)

Donde I, es lalongitud actual del resorte, Calculada como:

:\/If+I§ :\/x = X; ) (y,—y-)2 (3.206)

Siendo (X;,y;) las coordenadas de la particula i y (Xj,y;) las coordenadas de la particula j .

Velocidades x ()

| /} Lt Particula i
Resortep ( ]/k S 1 -0 \4 SF (1)

111 \\/

MTF =11 —~ I'm,

MTF Sﬂ:F} (1)

an\\/
MTF—-%]——%fm

Vy i

Velocidadesy ()

Velocidadesx ()
Resorte ¢ | C:]/kq -1 =10
! v,

Particula j
~1.11

Velocidadesy () MTEF =11 — 4 Im

i
"""""""""""""""""""""""""""""" ' /\ S :F (1)

—l/.f
MTF — 1 ——+1m

Vy i

SCF(D)
ey
Figura 3-6: Grafico de union del sistema de péndulo doble de la Figura 3-5.

Ahora, utilizando los mismos principios que permitieron obtener el Grafico de Unién Vectorial del
péndulo elastico del capitulo anterior, se obtiene el correspondiente para este caso del péndulo doble,
que se muestra en la Figura 3-7. Las relaciones constitutivas de los puertos | son similares a la
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planteada en el caso anterior, sin embargo el Transformador Modulado ahora tendra la relacién

constitutiva:
T A T
Vb} s ! (3.27)
vl lyi ly; | I)/ v, )
’ X% - % /1 vxyJ

v
En la que se puede notar que su matriz de mddulos no es cuadrada, debido a que el puerto tiene

cuatro entradas y dos salidas escalares, a saber, las componentes de las velocidades en el sistema
coordenado global como entradas y las velocidades en el sistema local, para cada resorte, como salidas.

Particula i
G -|Fe
: m, 0
Resortep | C:l/k <1 < <1 = Im =, m}
r . ! - ! !
Yp \/ A / v,
7777777777777777777777777777777 MTF Particula ;
. \ v, m. 0
Resorte ¢ (.Zl/kq -1 - \—1 1 — I:m},: 0 m}
S ¥

“ef | F

¥

Figura 3-7: Grafico de Unién Vectorial del sistema de péndulo doble de la Figura 3-5.

3.3 Sistema de malla tipo masa-resorte.

Tomando como base los modelos en Graficos de Unién obtenidos para el sistema de péndulo
doble de la seccién anterior, se planteara ahora una estructura genérica que pueda ser repetida tantas
veces como se desee, dentro de una configuracién de varias masas puntuales interconectadas entre si, a
través de resortes con constantes dadas. A este tipo de arreglos reticulares se les conoce como
Modelos Masa-Resorte (Mass Spring Models MSM), los cuales han sido ampliamente utilizados en el
campo de la computacién grafica para la representacion realista de cuerpos deformables como telas
(28) o tejidos organicos en la simulacién de cirugias (29).

En discretizaciénes de este tipo las masas puntuales se interconectan con las particulas aledafias
mediante tantos resortes como puntos vecinos se usen. La Figura 3-8 muestra el detalle de una
particula con un nimero determinado de resortes adheridos a ella, y su correspondiente representacion
dentro de un Grafico de Unidn escalar, en el que se puede apreciar la manera en que cada uno de los
dos puertos I que representan la inercia sobre los ejes coordenados, se conecta a un puerto 1, el cual
distribuye el flujo por cada uno de los resortes conectados a la particula.
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Figura 3-8: Detalle de una particula conectada a varios resortes.

3.4 Cuerpos deformables a través de Sistemas Masa-
Resorte.

La discretizaciéon de la seccién anterior sera utilizada ahora para plantear otro modelo de la viga
vibratoria en cantilever que se discuti6 en la seccién 2.4. La diferencia, en este caso, se encuentra en la
manera de convertir el problema de parametros continuos a parametros concentrados ya que ahora no
se plantea unidimensionalmente (distribucién de propiedades sobre una linea) sino con grados de
libertad en los dos ejes coordenados del plano (propiedades distribuidas sobre un 4area). Ahora, la
inercia de la viga serd emulada a través de la distribucion uniforme de particulas, de masa puntual, que
al ser sumadas resultan en la masa total de la viga. En cuanto a las propiedades elasticas, el efecto
global del Médulo de Elasticidad (E) y el médulo de Poisson (v), se logra a través de la adecuada
asignacion de las constantes de los resortes que interconectan a las particulas entre si, de manera tal
que globalmente la rigidez del cuerpo representado en forma de parametros distribuidos sea lo mas
aproximada posible a la rigidez del cuerpo como un continuo.

Asi, el estudio de las relaciones entre las constantes elasticas del material real y las constantes de los
resortes que forman la reticula, ha venido llevandose a cabo desde el trabajo pionero de Terzopoulos
et. al. (30), quienes fueron los primeros en aplicar conceptos de la teoria de la elasticidad para obtener
las férmulas de las constantes de resorte que fueran fisicamente coherentes. Posteriormente Van
Gelder (31) obtuvo una férmula de constante de resorte para arreglos masa-resorte en los que los
resortes forman triangulos, de manera similar a una malla de FEM, solo que en este caso, en los nodos
se ubican las particulas de masa puntual, mientras que los resortes van a través de las aristas de los
triangulos. La férmula obtenida, establece que la constante de cualquier resorte dentro de la malla,
depende directamente del Moédulo Bidimensional de Elasticidad del material y del area de los
triangulos a los que pertence dicho resorte, y depende de manera inversa del cuadrado de la longitud
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inicial del resorte. Sin embargo, su aplicacion resulta limitada por el hecho de que solo presenta buenos
resultados cuando el Coeficiente de Poisson tiene un valor dev =0, lo que tiene una aplicabilidad
poco realista dado que para sélidos bien conocidos en ingenierfa como los metales, polimeros y
ceramicos, el rango de esta propiedad es 0.25 <v < 0.35 (32).

En respuesta a lo anterior y con el fin de expandir los casos de estudio, Baudet et. al. proponen un
modelo que utiliza como base un enmallado de elementos cuadrilateros, usando de nuevo el mismo
principio de ubicar las masas puntuales en los nodos, conectadas entre ellas, de tal manera que
interactien directamente a través de los resortes, con todas las otras masas que se encuentren en los
mismos elementos. Asi, en el caso de una masa que no haga parte de la frontera del cuerpo, se
encontrara ubicada en un nodo comun a cuatro (4) elementos, por lo que debera conectarse mediante
los resortes a 8 masas, tal como se muestra en la Figura 3-9.

Figura 3-9: Esquema malla-resorte bidimensional.

Entonces, usando métodos energéticos para analizar el comportamiento de los resortes, los autores
establecen relaciones entre las propiedades mecanicas del material a simular y las constantes de los
resortes, asi como la introduccién de fuerzas de correccién que permitan simular correctamente el
ensanchamiento o estrechamiento que se produce en la direccion perpendicular a la aplicacion de una
fuerza de tensién o compresion sobre un cuerpo, que en el modelo elastico continuo es medido por el

médulo de Poisson. Las respectivas férmulas son:
2 pn2
= M (3.28)

¢ 4lphy(L+v)
_E(M3@Er+2)-13) 529
" Alohy (L+v) '
F, = 0Fnl=3) th(ll‘g’v) (3.30)
0

= E(2(3v+2)-hg) (331)

Alohy (L+v)

loF, (1-3v)
8h,

Donde (3.28), (3.29) y (3.31) son las constantes de los resortes que se encuentran inicialmente en

posicion diagonal, horizontal y vertical, respectivamente, asi como (3.30) y (3.32) son las fuerzas de

correccién que deben aplicarse perpedicularmente a las aristas horizontal (de ancho |y) y vertical (de

Fu= (3.32)

alto hy), respectivamente.
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Ahora, Lloyd et. al. en vez de usar fuerzas de correccion, proponen el uso de resortes inicialmente
deformados al establecer que sus longitudes naturales sean diferentes a la distancia inicial entre los
nodos que conectan. De esta manera las constantes de resorte son:

5
Kny = ZEtE (3.33)
e

.
kg = ZE'[E (3.34)
e

Donde (3.33) es la férmula para calcular la constante de los resortes horizontales y verticales y
(3.34) es la constante para los resortes diagonales, siendo t el espesor del cuerpo a analizar y E, el
médulo de elasticidad del material. Ahora, las longitudes naturales de los respectivos resortes son:

12 =2lp? -p] (3.35)

0_6).0 o0
lg —7”pi _pj” (3.36)
En este sentido, el estado inicial del sistema debe ser configurado de tal manera que las fuerzas que
¢jercen los resortes sobre las masas sean consecuentes con las deformaciones iniciales que

experimentan. Asi pues, la condicién inicial cada una de las variables de estado correspondientes a los
puertos C, se calculan mediante:

1

I:hk—v = _gkh—v p? _p?H (337)
1
Fk = = Hpio _p?” (3.38)
3.5 Condiciones de Frontera.

Las restricciones de desplazamiento que se apliquen sobre las fronteras del dominio analizado se
pueden aplicar de dos maneras distintas. La primera consiste en usar fuentes de flujo en cada grado de
libertad que requiera ser condicionado. Si la condicién impuesta es un desplazamiento nulo sobre una
frontera, las fuentes generaran un flujo de valor cero sobre cada una de las uniones de conservacién de
flujo, de manera tal que las masas que pertenecen a dicha linea de frontera quedan condicionadas a
tener una velocidad igual a cero en cualquier instante. Sin embargo, la inclusién de dicha fuente
directamente a la unién 1 producira el efecto indeseado de condicionar al puerto I correspondiente a
una causalidad derivativa y por ende, generar un sistema de ecuaciones algebraicas diferenciales.

Asi, con el fin de evitar este inconveniente, se propone la modificacién ilustrada en la Figura 3-10,
consistente en restringir el movimiento de las particulas de frontera mediante resortes con rigidez muy
alta, que aproximen una conexion rigida con la referencia, usados en conjunto con disipadores que
amortiglien las oscilaciones de alta frecuencia que se puedan producir por la inclusioén de estos resortes
con rigidez tan alta. (23).

La otra opcién consiste en eliminar las masas de las fronteras y conectar los resortes que a ellas
llegan, directamente a la referencia. Sin embargo, este Gltimo procedimiento tiene la desventaja de que
se estarfa afectando la distribucién de la inercia distribuida real, al omitir que parte de esta se encuentra
fija.
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Figura 3-10: Detalle de una particula de frontera restringida.

3.6 Modelo General Multibond Graph MSS.

Los modelos explicados anteriormente se pueden generalizar y condensar en el grafico que se
muestra en la Figura 3-11. En donde el multipuerto C de la izquierda representa a todos los resortes
que se usen para reproducir la elasticidad del sélido modelado. El multipuerto 1 de la izquierda es
aquel donde se recopilan las velocidades v’ locales relacionadas con el cambio en la elongacién de los
respectivos resortes. El transformador modulado multipuerto contiene todas las relaciones entre las
coordenadas globales de las particulas y las velocidades locales relacionadas con los resortes, mediante
la matriz A, definida demanera analoga a como se mostré en la seccién 3.2. El puerto 1 de la derecha
representa el vector de velocidades absolutas de las particulas y es a donde concurren las uniones
provenientes de los multipuertos fuente de esfuerzo e Inercia, el primero de los cuales representa la
aplicacién de fuerzas externas sobre las particulas y el segundo las inercias de estas. Con respecto al
multipuerto 0, este representa las fuerzas de restriccion en las fronteras del cuerpo, que se generan
mediante sosportes con rigidez y disipacion, con tal de evitar la causalidad derivativa del modelo, tal
como se explicéd en la seccién anterior.
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Figura 3-11: Multibond Graph de un sistema general Masa-Resorte.






4. Implementacion y Comprobacion

4.1 Implementacion

Las ecuaciones de estado obtenidas desde los modelos en Graficos de Unién de los problemas
descritos, fueron solucionadas a través del Método Runge-Kutta-Fehlberg - RKF45 (33)
implementado en subrutinas mediante el lenguage de programacién FORTRAN90.

Se planteo la solucion del problema que involucra una viga empotrada en un extremo y que oscila
bajo la accién de su propio peso (Figura 4-1) usando los pardmetros que se listan en la Tabla 4-1.

P

‘\i\r"\f\r‘V\P‘YV\FVV"FV\FVVVVYV"

=

N

L t

< > » <
Figura 4-1: Viga empotrada, que soporta la accién de su propio peso.

La solucién se realizé mediante cuatro (4) métodos, de los cuales, dos (2) se plantearon a modo de
comprobacién de los resultados obtenidos de la solucién de las ecuaciones de estados obtenidas en
este trabajo. En resumen los metodos usados son:

*  Modelo de viga de Timoshenko discretizada espacialmente segin la secciéon 2.4. Se usaron

mil segmentos para obtener un grado de precisién aceptable.

*  Modelado 2D de la viga de la Figura 4-1 mediante discretizacién por Sistema Masa
Resorte (MMS) tal como se mostré en la secciéon 3.2. Para la simulacién se uso una
distribucién de 45 particulas a lo largo de la longitud, por 5 particulas de alto.

=  Método de los Elementos Finitos usando elemento BEAMS3. Se usé un enmallado
consistente de 10 elementos.

= Método de los Elementos Finitos usando elemento PLANES2. Se uso una malla

estructurada de 45x6.

Parametro. Valor Descripcion
L 1.0m Longitud de la viga
h 0.1 m Altura.

t 0.01 m Ancho.
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p 7830 kg/m3 Densidad.
E 206.8 GPa Moédulo de Elasticidad.
G 79.5384154 Gpa Moédulo de Rigidez.
| 8.333333x10" m* Segundo Momento de Area
k 0.8496732  [Factor de Correccién por Esfuerzo Cortante.
% 0.3 Mobdulo de Poisson.

Tabla 4-1: Parametros usados para la solucién del problema de oscilacion de una viga bajo la
accion de su propio peso.

4.2 Resultados y Analisis

La Figura 4-2 muestra el desplazamiento del extremo libre de la viga que se uso como problema
modelo para la comprobacion de las ecuaciones de estado obtenidas tanto para el modelo discretizado
de la viga de Timoshenko, asi como el modelo bidimensional de discretizacién por Sistema Masa-

Resorte (MSS).

Tempo [5]

0 0,001 0,002 0,003 0,004 0,005 0,005 0,007 0,008 0,009 0,01
000,0E-2 . 1 1 1 . ! L L L )

-200,0E-7 1

-400,0E-T 1

-GO0,0E-7 4

Desplazamiento Lateral [m]

-S00,0E-T 4

- 100,0E-6 1

-120,0E-8 -

Figura 4-2: Desplazamiento del extremo libre durante 0.01 [s] por la accién de su propio peso. Se
muestran varias lineas correspondientes a los resultados obtenidos mediante varios métodos de
solucién.

Como se puede observar, el nivel de aproximacion de todas las soluciones es muy alto en el nivel de
predecir tanto la forma de la oscilacién, asi como el valor de la deflexién maxima. Sin embargo, en el
caso de la discretizacion de las ecuaciones del modelo de Timoshenko, se necesita un nimero elevado
de segmentos (en este caso mil) para obtener un nivel de exactitud apreciable, hecho que tiene como
consecuencia el consabido consumo computacional tanto de memoria como de tiempo de
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procesamiento debido a la finura de la malla. Ahora, este grado de convergencia tan bajo tiene que ver
con la naturaleza de la discretizacion y por ende de las ecuaciones de estado que se obtienen, pues
como ya se habia discutido en la seccién 2.4, el esquema resulta ser de diferencias finitas hacia adelante
que resulta en un error de orden O(h).

Por otro lado, a pesar de que el costo computacional es también alto, en comparacioén con el FEM,
la exactitud del Modelo Masa Resorte es bastante aceptable.






5. Conclusiones y Recomendaciones

5.1 Conclusiones

La obtencién de representaciones por medio de Graficos de Unién escalares y vectoriales de
sistemas elastodinamicos fue el alcance de la presente tesis. Los Graficos de unién escalares se usaron
como punto de partida para hacer representaciones graficas de modelos discretizados de un tipo
especial de sistemas dindmicos de parametros distribuidos, a saber, los sistemas compuestos de
cuerpos elasticos en movimiento. Asi, el objetivo de dichas discretizaciones consiste en obtener
ecuaciones de estado como ecuaciones diferenciales ordinarias (ODE), solucionables mediante
métodos numéricos desarrollados para tal fin. Sin embargo, en la medida en que se requiere alcanzar
un nivel de aproximacién apropiado al sistema continuo real, se hace necesario aumentar el nimero de
grados de libertad del modelo y por tanto la extensiéon del Grafico de unién escalar que lo representa,
también aumentara considerablemente, siguiendo, sin embargo, un patrén identificable en cuanto a la
repeticién de estructuras determinadas.

En respuesta a ello, la solucién al problema de la representacion se concibe mediante los Graficos
de unién vectoriales que son una generalizacion de los Graficos de unién escalares, usados de manera
extendida en el modelado de sistemas de mecdnica multicuerpo, y que en el presente trabajo se usan
como una representacion simplificada y a la vez general de discretizaciones con un nimero finito de
grados de libertad. La subdivisiéon de los pardmetros distribuidos del sistema elastico real se planteo
mediante el esquema MMS (Mass-Spring System) consistente en redistribuir la inercia del sélido
mediante un nimero determinado de particulas de masa concentradas, que al ser sumadas dan como
resultado la masa total del sélido analizado y que se distribuyen de tal manera que la ocupacién del
espacio sea lo mas cercana a la real. Ahora, con respecto a la elasticidad, dicho esquema interconecta
las particulas de masa puntual mediante resortes con constantes elasticas determinadas por las

propiedades del so6lido simulado.

Los Graficos de Unién Vectoriales permiten una representacion abreviada de sistemas complejos,
manteniendo la claridad en la visualizaciéon de los intercambios de energfa entre los diferentes
susbsistemas y partes que los componen y sus alrededores. Esta coherencia ha permitido representar,
en el dominio mecanico, sistemas de cuerpos rigidos en movimiento, interconectados y sometidos a
todos los tipos de cargas y restricciones contempladas en el estudio de la Dinamica Multicuerpo y en
este trabajo se mostraron también sus cualidades como herramienta de representacién de modelos
discretos que aproximan el comportamiento de sistemas de parametros distribuidos en elastodinamica.

Las ecuaciones de estado obtenidas mediante la aplicaciéon de los métodos descritos en las
publicaciones relacionadas con Graficos de Unidn, coinciden con las ecuaciones halladas a través de
las ecuaciones de movimiento usadas habitualmente, lo cual sirve como comprobaciéon de que el
grafico de unién planteado corresponde a una abstraccion fiel al sistema dindmico original.
Adicionalmente en este trabajo se plantea una solucién al problema de las restricciones que generan
causalidades derivativas ya sea en uno o en los dos grados de libertad de la particula en cuestiéon. En
este sentido, se propone la utilizacién de restricciones con cierto grado de elasticidad y de
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amortiguamiento (como en efecto son en la realidad), con lo cual se obtiene un Grafico de unién con
causalidad integral en su totalidad y se evita asi el inconveniente que representa la solucién de
ecuaciones algebraicas-diferenciales que surgen con las causalidades derivativas.

5.2 Recomendaciones

Teniendo en cuenta que una de las caracteristicas mas sobresalientes de los Graficos de Union es la
representacion unificada de los flujos de energfa entre y a través de los diferentes dominios, esta puede
ser aprovechada, también para el modelado de sistemas continuos que requieran la inclusién de
diversos fenémenos de intercambio de energfa que generen efectos en los otros dominios, por
ejemplo, la contraccién o dilataciéon de los solidos producidos por los cambios de temperatura o las
fuerzas que genera un fluido al pasar alrededor de un cuerpo.

Adicionalmente el uso de modelos que tengan en cuenta la distribucién espacial de las propiedades
para el disefio de sistemas de control, representa una oportunidad para mejorar el desempefio de estos
ultimos, en la medida en que una representaciéon mas precisa del sistema dindmico permite una mejor
calibracion del sistema de control en cuanto a la ganancia que este genera con el fin de reducir el error
mediante una correccién mas cercana al tipo criticamente amortiguado. Lo anterior es especialmente
importante en campos de aplicacién que requieren gran precision y rapidez en la respuesta, como es el
caso de los manipuladores robéticos y asistentes de cirugia en los que la elasticidad y distribucién de la
inercia de sus piezas afectan de significativamente la efectividad y eficiencia con la que se alcanza la
sefial de referencia. Y del mismo modo en procesos que involucren termofluidos resulta importante el
desarrollo de modelos mas realistas en los que se tenga en cuenta la dinimica de los procesos térmicos
y el movimiento de los fluidos involucrados, asi como las variaciones espaciales de las variables y los
parametros involucrados.

El auge de los edificios altos como forma de urbanizacién y densificacién en las grandes ciudades
requiere un desarrollo a la par de sistemas de control activo de vibraciones que reduzcan las
oscilaciones de la estructura que se producen por el movimiento del suelo y la accién del viento. En
ese sentido, el modelado de sistemas estructurales sujetos a fuerzas dinamicas en los que la
implementacién de dicho control para la evaluacién de su efectividad, es de vital importancia. Asi, el
sistema estructural podrd ser modelado mediante Graficos de Unién, usando por ejemplo la
representacion de la viga de Timoshenko para cada viga, columna, vigueta y demas clementos
estructurales esbeltos sujetos a cargas transversales, teniendo en cuenta los diferentes tipos de uniones
y restricciones a través de las condiciones de contorno adecuadas. Y asi, con el modelo estructural y la
correcta aplicacién de las fuerzas dindmicas a través de fuentes de esfuerzo, se puede realizar una
evaluacién del comportamiento de la edificacién, tanto en el campo de las frecuencias como en el de
los desplazamientos (derivas) de las diferentes partes del edificio.

Ahora, conocido el comportamiento dindmico de la estructura analizada, a través del modelo en
Graficos de Unién, en caso de ser necesario, se puede proceder al disefio e implementacion, en las
simulaciones, del sistema de control activo que opete en uno o varios puntos de la estructura con el fin
de disminuir desplazamientos excesivos que afecten a los elementos no estructurales y la comodidad
de los ocupantes del edificio.
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