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Resumen

Este trabajo considera el modelo econémico propuesto por Londono (2009) “State-Dependent Utility”, el cual
examina el problema de consumo e inversiéon que maximiza las utilidades. En éste se propone un nuevo en-
foque a las utilidades en mercados completos y se obtienen las soluciones completas del problema de consumo
e inversién Optima en un contexto muy general que incluye varias formas funcionales para las utilidades y en
el cual se considera las restricciones generales de la riqueza permitida. Bajo consideraciones de este modelo,
se deriva el proceso exponencial Z(t, p), el cual en teoria debe exhibir un comportamiento martingala. Para
verificar la veracidad de esta afirmacién, se calibra tal serie y se emplean pruebas estadisticas de la hipétesis
de martingala, entre la cuales se encuentran las pruebas de Durlauf (1991) y Deo (2000) que usa el andlisis
espectral para construir estadisticos de prueba estudiando el espectro de la primera diferencia del proceso y la
prueba de Park-Wang (2005) que construye estadisticos bajo el supuesto de procesos markovianos de primer
orden en media. Estos trabajos, proporcionan estadisticos que son funcionales del movimiento browniano,
por lo tanto sus distribuciones nulas son halladas via simulaciéon. Bajo el comportamiento de martingala de
esta serie, se derivan resultados acerca de la estructura de la funcién de utilidad, la cual refleja el riesgo y la
satisfaccién en los diferentes niveles de consumo de los agentes del mercado. En esta aplicacion se emplearan
datos de la economia estadounidense durante el periodo 1950-2012.

Palabras clave: Funcién de utilidad; consumo; inversion; hipétesis de martingala.
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1. Introduccion

En la literatura econémica de los mercados financieros, existe una amplia gama de modelos que sugiere que si
los individuos actiian de forma racional, su comportamiento debe llevar a situaciones de equilibrio, las cuales
se deben reflejar en hechos particulares de las series econémicas. La verificaciéon empirica de estas afirmaciones
ha sido materia de estudio durante las tltimas décadas, y en general, se destacan dos tipos de metodologias
que tratan de conciliar los resultados obtenidos a partir de un modelo tedrico con la realidad. La primera de
ellas realiza un andlisis contrafactual, en el que se construye un escenario que muestra como deberia ser el
comportamiento de la economia bajo los supuestos planteados por el modelo tedrico, el cual se compara con
los datos observados en la realidad. Mehra y Prescott (1985) y Weil (1989), son algunos ejemplos de este
tipo de trabajos. La segunda aproximacion, a partir del modelo tedrico, deriva algunas consideraciones que
pueden contrastarse utilizando técnicas estadisticas sobre las series econémicas. Un ejemplo de esta tltima
metodologia se encuentra en el andlisis de la evolucién en el tiempo de los precios de las acciones y el consumo
agregado de la economia, que se sugiere deberian exhibir un comportamiento de martingala

Si bien los desarrollos desde el punto de vista tedérico han sido bastante relevantes, al contrastar estas hipotesis
con datos observados, ninguna de las metodologias han rendido resultados consistentes con la realidad. Por
un lado, las conclusiones derivadas de los trabajos de Mehra y Prescott (1985) y Weil (1989) para los Estados
Unidos generaron una serie de interrogantes conocidos en la literatura como los “enigmas” (puzzles) de la
prima de riesgo accionario y de la tasa libre de riesgo, respectivamente. Utilizando el modelo de valoracién
de activos planteado por Lucas (1978), Mehra y Prescott (1985) encontraron que para justificar las elevadas
primas de riesgo accionario (es decir, las diferencias existentes entre el retorno de las acciones y el retorno
de una tasa libre de riesgo) los inversionistas deberian ser mucho més aversos al riesgo de lo que sugieren
los modelos econémicos tradicionales. Por su parte, al intentar resolver el enigma planteado por Mehra y
Prescott (1985), Weil (1989) encuentra que la tasa de interés libre de riesgo exhibe niveles extremadamente
bajos con respecto a lo que predecirian los modelos econémicos.

Al igual que estos trabajos, la literatura reciente ha mostrado que los resultados teéricos obtenidos no
son consistentes con los datos observados en la realidad. De esta manera, es importante incorporar nuevas
consideraciones en la modelaciéon del comportamiento de los individuos que permitan ofrecer una mayor
comprensién de la evolucion de la economia y a partir de éstos, desarrollar nuevas y mas eficientes formas
de capturar la realidad.

En una reciente aplicacién, Londofio (2009) presenta un modelo de negociacién en tiempo continuo, en el
cual las preferencias de los individuos dependen del estado de la economia y deriva las relaciones 6ptimas
de consumo e inversién en condiciones de equilibrio (Londofio (2009), Teorema 2). Bajo consideraciones
del consumo Sptimo se deriva la serie de tiempo Z(¢t,p) = f(ct,7t, At), donde ¢; es una serie de consumo,
r¢ serie de tasa de interés libre de riesgo y A; parametro de preferencias. Esta serie es construida a partir
de la solucién explicita del consumo 6ptimo, de una funcién de utilidad homogénea y de datos reales de
variables como el consumo y tasa de interés. Dicha serie, en teoria, exhibe un comportamiento martingala,
por tanto, este trabajo busca, a partir de pruebas estadisticas, los valores de A; en la serie Z(¢,p) que la
describen como una martingala. Posteriormente se analizard e interpretard la estructura de la funcién de
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utilidad correspondiente a los valores de este parametro para estudiar el riesgo y la satisfaccién en diferentes
niveles de consumo en Estados Unidos en el periodo (1950-2012). De esta manera, se observard, si es posible
establecer que la modelacién del comportamiento de los individuos a partir de este tipo de estructura de
preferencias se ajusta mejor a la realidad de los mercados financieros.

La hipétesis de martingala en series de tiempo financieras ha sido objeto de gran atencién en la literatura
sobre finanzas empiricas. Mientras que la caminata aleatoria[2.2] requiere que sus incrementos sean indepen-
diente e idénticamente distribuidos, la martingala permite incrementos no correlacionados con una forma
general de heterocedasticidad. Por lo tanto, la martingala es una versién maés débil que la caminata aleato-
ria, y es mas adecuada para series de tiempo financieras que muestran un alto grado de heterocedasticidad
condicional. Si la serie de tiempo de un precio de un activo sigue una comportamiento martingala, entonces
su retorno es puramente no predecible, no deterministico y los inversionistas no pueden hacer rentabilidades
anormales en el tiempo, es decir, no existe oportunidades de arbitraje.

Para alcanzar los objetivos planteados, este documento se divide en cinco secciones incluyendo esta intro-
duccién. En la segunda, se presentan algunos conceptos preeliminares. La tercera seccién, presenta el modelo
de Londono (2009) y sus implicaciones sobre el comportamiento estocastico de las series de precios de las
acciones, mientras que la cuarta seccién se concentra en presentar varias técnicas estadisticas para probar
la hipétesis de que una serie de tiempo exhibe un comportamiento de martingala. Por su parte, la quinta
seccién presenta los resultados obtenidos de aplicar las pruebas estadisticas a las consideraciones derivadas
del modelo tedrico. La sexta seccién da algunas conclusiones y recomendaciones.



2. Preeliminares

El objetivo de este capitulo es llevar a cabo una breve introduccién a los conceptos y resultados necesarios
para el desarrollo del trabajo tedrico, dedicado al modelo econémico y las pruebas de la hipdtesis de martin-
gala. Se da una breve introduccién a la teoria de ciertos procesos estocasticos importantes empleados en la
modelacion financiera. Se dedica una especial atencién a las ideas, no a al desarrollo técnico, las cuales pueden
ser consultadas en textos como Doob(1953), Karatzas y Shreve(1991), Oksendal(1998), Billingsley(1995) y
Wei(2006).

2.1. Martingala

En el contexto de modelizacién financiera, una clase importante de procesos estocdsticos son los denomi-
nados procesos martingala, pues son la herramienta usada para modelar el ruido en los sistemas dindmicos
considerados para los precios de los activos, en la deduccién de precios de opciones y en la contrucciéon de
estrategias de cobertura. Probar la hipétesis de martingala en series de tiempo financieras ha sido objeto
de gran atencion en la literatura sobre finanzas empiricas. Mientras que la caminata aleatoria [2.2] requiere
que sus incrementos sean idéntica e independientemente distribuidos, la martingala permite incrementos no
correlacionados con una forma general de heterocedasticidad.! Por lo tanto, la martingala es una versién
relajada del paseo aleatorio, y es més adecuado para series de tiempo financieras que muestran un alto grado
de heterocedasticidad condicional. Si la serie de tiempo de un precio de los activos sigue una martingala,
entonces su retorno es puramente no predecible y los inversores no pueden hacer rentabilidades anormales
en el tiempo, es decir, no existe arbitraje.

En un marco informal, una martingala se trata de un proceso el cual evoluciona en forma “equilibrada”,
es decir sin tendencia. Dicho proceso serd importante en el desarrollo tedrico de este trabajo, pues en lo
que sigue también se estudiarda pruebas de hipdtesis para contrastar cuando una serie de tiempo es una
realizacién de dicho proceso. A partir de esta interpretacion, se presenta la definicién de martingala en un
contexto unidimensional y discreto.

Definicién 2.1 Sea X1, Xo, ..., una sucesion de variables aleatorias sobre un espacio de probabilidad (Q, F, P),
y sea Fi,Fa, ..., una sucesion de o-dlgebras en F. La sucesion {(X,,, Fn)}, es una martingala si las siguientes
condiciones se cumplen:

a. F, C .7:”_:,_1
b. X, es F,-medible

c. E(]X,|) < o0

1Se dice que existe heterocedasticidad en una serie de tiempo, cuando la varianza de los errores estocisticos no es constante
a través del tiempo, es decir, E[e?} = Uf, donde cada 0? depende de ¢, parat =1,...,n y n es el nimero de observaciones.
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d. E[Xpq1|Fn] = Xn

La sucesion X1, Xo, ..., se dice que es una martingala con respecto a las o-dlgebras Fy,Fa,.... La condicion
(a) se expresa diciendo que F,, forma una filtracion, mientras que la condicion (b) se expresa diciendo que
X, es adaptado a la filtracion F,.

Una sipermartingala relativa a (F,, P), es definida similarmente, excepto que (d) es reemplazada por

E[Xp1|Fa] < X, (2-1)

y una submartingala es definida con (d) reemplazada por

E[Xpi1|Fo] > X, (2-2)

La definicién anterior implica que, con la informacién disponible hasta un momento dado, a parte del valor
actual de las series, no existe ningin tipo de informacién adicional que pueda mejorar la habilidad de los
agentes para anticipar su evolucion futura. En economia, algunos de los trabajos mas relevantes en esta area
de pensamiento se remontan a la hipétesis de los mercados eficientes de Fama (1970), el cual en su trabajo
concluyé que los movimientos en los precios de las acciones son impredecibles siguiendo asi un camino
aleatorio, los “espiritus animales” de Keynes (1936), en el cual describe la influencia en el comportamiento
humano para medir la confianza de los consumidores, entre otros.

Es importante senalar que en las aplicaciones financieras, la filtracion F estd bédsicamente generada por los
precios de los activos observados. Por ello, un requisito natural es que la seleccién de una cartera de valores
en el instante ¢ dependa sélo de la informacién disponible hasta dicho momento. La formalizacién de esta
idea es exigir que la cartera esta adaptada a tal filtracion.

Presentamos ahora quizas, uno de los elementos mas importantes en la literatura econdémica y financiera,
el concepto de caminata aleatoria, la cual se fundamenta en la hipdtesis de los mercados eficientes. Este
elemento en sus comienzos fue empleado para probar la hipétesis de martingala, el cual examina cuando una
serie de tiempo sigue un proceso AR(1), con el coeficiente de la variable rezagada tendiendo a uno. Este
procedimiento es esencialmente explorar las propiedades de autocorrelacién de las primeras diferencias de la
serie. A continuacién se discute dicho concepto.

Definicién 2.2 Sea X1, X, ... una sucesion de variables aleatorias independientes tal que E[| Xi|] < oo, Vk
)

E[Xy] =0, Vk.
Definamos (Sp :=0) y
Sn I:Xl —|—X2++Xn,
]:n = O'(Xl,XQ,.. -7Xn);
Entonces para n > 1, tenemos que
E[Snu:n—l] = Sn—l + E[Xn] = Sn—la

donde el resultado se sigue por la linealidad de la esperanza condicional, la F,_1—medibilidad de S,_1 y de

la esperanza nula de X,,. (Spn,Fyn), es conocida como caminata aleatoria.
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Un concepto que a menudo es usado para probar la hipdtesis de martingala es la nocién de diferencia de
martingala.

Definicién 2.3 Una diferencia de martingala es una sucesion de variables aleatorias X1, Xo, ..., F,— adap-
tadas, definidas sobre (Q, F, P), que satisfacen las siguientes propiedades:

E[|Xn]] < oo,

E[X,|Fn_1] =0, Vn.

Evidentemente, si S,, es una martingala y X,, = S,, — S,,_1, entonces {X,}, es una diferencia de martingala.
Reciprocamente, podemos definir una martingala como una suma parcial de una sucesién de diferencia de
martingala. Un resultado fundamental es que una diferencia de martingala es no correlacionada con cualquier
funcién de sus valores pasados, como nos muestra el siguiente lema.

Lema 2.1 Si{X,,F,}, es una diferencia de martingala, entonces

Cov[Xn, S(Xn_1, Xn_2,-..,)] =0, (2-3)

donde ¢, es cualquier funcion Borel medible e integrable. Como consecuencia de este resultado decimos que
E[X,X,_x] =0,Vn y Vk #£0.

Las martingalas representan situaciones donde hay aleatoriedad pero no tendencia o deriva. En un contexto
econdmico, el concepto de eficiencia de los mercados implica que los valores futuros de algunas series deberian
ser impredecibles dado el pasado. Esta es la famosa hipdtesis de la diferencia de martingala y es una restric-
cién mas fuerte que la sola ausencia de correlacion. Como consecuencia se tiene que no existe una funcién
no trivial de los datos pasados, lineal o no lineal, la cual pueda ser usada para predecir los valores futuros.
Probar esta hipodtesis general es, sin embargo, practicamente imposible, ya que abarca demasiadas posibili-

dades. Un enfoque mas realista hacia la hipétesis de martingala ha sido a través de pruebas de la ausencia de
correlaciéon en virtud de diversos mecanismos de generacién de datos y el andlisis de autocorrelacién mediante
el andlisis espectral, ver Deo(2000). Uno de los objetivos de este trabajo, es explorar pruebas de la hipétesis

de martingala a partir de diferentes mecanismos estadisticos, tales como las pruebas de la caracterizacion
de la densidad espectral bajo la hipé6tesis de diferencia de martingala Durlauf(1990) y Deo(2000) y de la
construccién de estadisticos bajo el supuesto de procesos markovianos de primer orden en media 2 como los
describe Park-Whang(2005). Posteriormente bajo un modelo econémico tedrico aplicarlos en datos reales y
analizarlos en dicho contexto.

Se muestra la definiciéon de Puente Browniano (Brownian Bridge), la cual emplearemos en los capitulos
posteriores, donde se mostrard en los trabajos de Durlauf (1991) y Deo (2000), que las diferencias acumuladas
de la desidad espectral tedrica y el periodograma muestral de la serie bajo la hipotesis de la deferencia de
martingala, converge a un Puente Browniano. Definimos primero el concepto de movimiento browniano y
posteriomente la de puente browniano donde se discute algunas de sus propiedades.

2La serie de tiempo X; se denomina proceso markoviano de primer orden en media si E[X¢|F:—1] = E[X¢|X¢—_1], donde F; es
el o-campo generado por {Xs}, donde s <ty t>1.
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Definicién 2.4 Un Movimiento Browniano (estindar, unidimensional), es un proceso estocdstico adaptado
continuo {By, F¢;0 < t < oo}, definido sobre algin espacio de probabilidad (2, F, P), con las siguientes
propiedades:

a. Bp=0, cs
b. El incremento (By — Bs) y Fs, son independientes para 0 < s < t.

c. (Bt — Bs)~ N(0,t—s).

Si B es un movimiento Browniano y 0 =ty < ?; < ... < t, < 00, entonces los incremetos { By, — Btj—l}?:17
son independientes y la distribucién de By, — By, _, depende de t; y ;1 s6lo a través de la diferencia t; —t;_1;
esto es, con distribucién cero y varianza t; —t;_;. Decimos que el proceso B; tiene incrementos estacionarios
e independientes. Una de las propiedades interesantes es que B; es una martigala cuadrado integrable y que
la variacion cuadratica es finita. Una interpretacién intuitiva de la variable aleatoria B; se puede pensar
como el vector posicion de una particula respecto a un eje en cada instante ¢ > 0.

Proposicion 2.1 Las distribuciones conjuntas de un Movimiento Browniano son distribuciones normales
multivariantes, cualesquiera que sean (ti,to, ... t,) :

(BtlﬂBt27"'7Btn) ~ N(M, E) (2-4)
Observaciones

1. El Movimiento Browniano es un proceso gaussiano, donde la media y la autocovarianza vienen dadas
por:

a. E[Bt} =0.
b. Cov(Bs, By) = min(s,t), si s <t.

2. El Movimiento Browniano By, es proceso martingala, asi como el proceso transformado {B? — t}.

Como una primera prueba de la utilidad del movimiento browniano, se tiene que algunos procesos gaussianos
y no gaussianos de gran importancia préactica se deducen a partir de éste. Veamos algunos de ellos, partiendo
de un movimiento browniano estandar unidimensional B;.

Definicién 2.5 (Puente browniano). Sea el proceso {Xy, F1;0 < t < 1}, definido por

X; = B; —tB;. (2-5)
Claramente

XO:BO—O-Ble Yy X1:Bl—1-B1:O.
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Por esta razén (siempre empieza y termina en el origen) el proceso X; se llama puente browniano. Se
puede comprobar, que X; es el proceso gaussiano caracterizado por las siguientes funciones de media y de
covarianza:

E[X;)=0 y Cov[Xs, Xi] =min{s,t} —st, s,t€][0,1].
Como consecuencia, este proceso estocdstico tiene incrementos estacionarios pero no independientes.

Definicién 2.6 (Movimiento browniano con deriva). Sea el proceso estocdstico { Xy, Fy;0 < t < 0o}, definido
mediante:

Xy =pt+ 0By, t=0, (2-6)

para i € R y o > 0 constantes. Se sigue claramente que Xy es un proceso guassiano con funciones de media
y covarianza dadas por

EX)=ut y Cov[Xs,X]=0*min{s,t}.

La funcidn esperanza E[X;] = ut es la denominada deriva deterministica del proceso y esencialmente deter-

mina la tendencia de las caminos muestrales, mientras que o, llamado coeficiente de volatilidad o de difusion,
determina la mayor o menor variabilidad de las trayectorias.

2.2. Densidad Espectral

El anadlisis espectral es un método de estimacion de la funcién de densidad espectral de una serie de tiempo
dada. Esta técnica se refiere en esencia a buscar las periodicidades ocultas en los datos, mediante la estimacion
del espectro en toda la gama de frecuencias. Se estudiard en los capitulos posteriores, que a partir de la
hipétesis de que una serie de tiempo es una diferencia de martingala, la construccion de estadisticos de
prueba para contrastar pruebas de hipétesis y las caracteristicas de la densidad espectral.

Definicién 2.7 Sea X1, Xo,... un proceso estacionario con valores reales, con sucesion de autocovarianzas
Yk, absolutamente convergente. Entonces, la transformada de Fourier de vy, existe y estd dada por la ecuacion

R e
F) = o= 30 e = Y o cosuk (2-7)
k=00 k=00

f(w) se denomina densidad espectral de X, donde i es la unidad imaginaria y —m < w < 7.

La sucesién v, puede ser recuperada de f(w) através de la transformada inversa de Fourier

Vi = i f(w)e™*dw. (2-8)

La funcién f(w) tiene las siguientes importantes propiedades:
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2. f(w) = f(w+ 2m), es periddica con periodo 2.
3. f(w) = f(—w), es decir que es una funcién par.

4. Var(Xy) =~ = ["_ f(w)dw.

Esta tltima propiedad, muestra que el espectro f(w), puede ser interpretado como la descomposicién de
la varianza de un proceso. El término f(w)dw es la contribucién a la varianza atribuible a la componente
del proceso con frecuencias en el intervalo (w,w + dw). Un pico en el espectro indica una importante
contribucién a la varianza de las componentes de frecuencias en el intervalo correspondiente.

Las ecuaciones [2-7)y [2-§ implican que el espectro f(w) y la sucesién de autocovarianzas v, constituyen
un par de transformada de Fourier, con una siendo tinicamente determinada de la otra. Por lo tanto, el
enfoque del dominio del tiempo y el de dominio de frecuencia son teéricamente equivalentes. La razon
para considerar ambas aproximaciones es que hay algunas ocasiones en la cual un enfoque es preferible
al otro para presentacién e interpretacién, ver Wei(2006).

Definicion 2.8 Un proceso estocdstico ai,as,..., es llamado ruido blanco, si es una sucesion de variables
aleatorias no correlacionadas de una misma distribucion con E(a;) = pa y Var(a;) = o2.

De la definicién anterior, el proceso {a:} es un proceso estacionario con funcién de autocovarianzas

[ o sik=0
TV 0 sik#£0

El espectro tedrico de esta sucesion de variables aleatorias segun la ecuacion estd dado por

falw) = o2, (2-9)

para —m < w < 7, con la potencia resultante igual en todas las frecuencias. El nombre de ruido blanco
proviene de la analogia de la luz blanca, la cual contiene todas las frecuencias de los colores en su espectro.

Ahora tenemos los elementos para encadenar el periodograma, que es el concepto basado en el muestreo, con
la densidad espectral, que es el concepto de base poblacional.

Definicién 2.9 Sea X1, Xo,..., X, una muestra. Definimos la transformada de Fourier discreta (DTF)
como
d(wj) =n~1/? Z Xem2miwit (2-10)
t=1

para j = 0,1,...,n — 1, donde las frecuencias w;/, son llamadas frecuencias fundamentales.
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Algunas veces es util aprovechar la inversion de la DFT la cual muestra que la transformacion lineal es uno
a uno. Para la DTF tenemos que

n—1
Xy =n"12Y " d(w;)e* it (2-11)
=0

parat=1,2,....,n.
Ahora definimos el periodograma como el cuadrado del médulo de la DFT.

Definicién 2.10 Dados los datos X1, Xs, ..., X,, definimos el periodograma como

I(wj) = ld(wj)I, (2-12)
para 5 =0,1,2,....,n—1.

A continuacién se presenta la distribucién asintética del periodograma que serd una pieza fundamental en
los trabajos de Durlauf(1993) y Deo(2000).

Teorema 2.1 Si

oo o0

Xe= 3 g Y Wl<oe, Y [alh(h)] <o, (2-13)

j=—o00 j=—00 h=—o00

donde w; ~ iid(0,02), entonces para cualquier coleccion de m frecuencias diferentes Wj CON Wiy — Wj

21(wjin)
fw;)

siempre que f(w;) >0, para j =1,2,...,m.

—12 (2-14)

La distribucién resultante en puede ser usada para derivar intervalos de confianza para el espectro.
Ademas el periodograma tendrd una gran importancia en este trabajo, pues a partir de él se obtendran es-
tadisticos de prueba tales como los del tipo Anderson - Darling, Cramer - von Mises, Kolmogorov - Smirnov,
Kuiper, (Durlauf (1990), Corolario 2.1 y Deo (2000), Corolorio 3.2) entre otros.

2.3. Funcion de Utilidad

En el modelo que se presentara en el siguiente capitulo, las funciones de utilidad serdn muy representativas,
debido a que éstas brindaran informacién acerca de la estructura de las preferencias de los individuos, la
satisfaccién al consumir y del riesgo que asumen durante algin periodo. En nuestro contexto los agentes
también tienen utilidades del consumo cuando valoran los bienes y servicios de acuerdo a su contexto social
y econdémico, en vez de sélo mirar los valores cuantitativos. A continuacién se discute el concepto de utilidad
empleado en este trabajo y se muestran algunas funciones de utilidad que se recurren en el modelo teédrico.
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Definicién 2.11 Sea U : (0,00) = R una funcidn la cual es continua, estrictamente creciente, estrictamente
cdncava y continuamente diferenciable, tal que U'(07) := lim, oU’(z) = oco. Tal funcidn serd llamada una
funcion de utilidad.

Los ejemplos cldsicos de funciones de utilidad son U, (z) = 2%/a, para algin « € (0,1) y 0 < z < 00, y
U(z) = log(z). Para toda funcién de utilidad U(-), se denotard por I(-), la inversa de la derivada de U’(-);
las funciones I(-) y U’(-) son estrictamente decrecientes y envia a (0,00) en si mismo con I(07) = U'(0T) =
lim, o+ U'(z) = 00, I(00) = lim,; o I(z) = U’'(c0) = 0 y se extiende U por U(0) = U(0").

Definicién 2.12 (Utilidades dependientes de estado). Sea Uy : [0,T] x (0,00) = R, una funcién continua tal
que Uy (t,-) es una funcién de utilidad en el sentido de la definicién [2.11] para todo t € [0,T). Si I1(t, z) :=
(08U (t,x)/0xz)~ ", la inversa de la derivada de U, es una funcién continua y si una funcién de utilidad
Us : (0,00) — R es dada, donde Iz(x) := (6Uz(z)/dz)~1 es una funcion continua, entonces se define

T
x(t,y) = Ia2(y) +/t L(t,y)dt'. (2-15)

Se dice que Uy y Us definen una estructura de preferencias de estado.

Bajo las condiciones indicadas en la definicién anterior, se puede observar que x : [0,7] x (0,00) — (0, 00), es
una funcién continua con la propiedad de que, para cada ¢, x(¢, -) envia (0, 00) sobre si mismo, es estrictamente
decreciente con

x(t,07) = lylﬁ)l x(t,y) =00 y x(t,00) = yll)rrolo x(t,y) =0. (2-16)

Definicién 2.13 (Homogeneidad). Sean (U1, Us) una estructura de preferencias de estado como las definidas
anteriormente. Si para todo s,t € [0,T), existen constantes as; y ol tal que a(s,t)(z) = ag .z y afs, s)(z) =
alx, donde a(s,t) = x(s,x 1(t,")) y al(s,t) = Lix(s,x '(t,")), para s < t. En este caso decimos que
(Uy,Us) es una estructura de preferencias de estado homogénea.

Una forma de ver esta propiedad, es diciendo que la estructura para las preferencias de utilidad permanece
invariante a través del tiempo. A continuacién se describen algunos ejemplos importantes que se ajustan a
las condiciones anteriores.

Proposicién 2.2 Considere una funcion continua positiva h : [0,T] — (0,00), y asuma que Uy(t,x) =
x®h(t) y Us(x) = cx® con a € (0,1) y ¢ > 0. Esta es una estructura de preferencia que satisface la condicion
de homogeneidad, en el cual

/(=) ¢ (T p1/a—a) gy pl/(=a) (4
ot = & fsT ( ) ’ O[tI _ - ( ) ) (2_17)
cl/(1—a) + L hl/(l_a)(tl)dt/ cl/(1—a) + ft hl/(l—a)(t/)dt/
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Proposicién 2.3 Considere una funcidn continua positiva h como la anterior, y suponga que Uy(t,x) =
h(t)log(z) y Ua(x) = clog(x) con ¢ > 0. Se sigue que ésta es una estructura de preferencia que satisface la
condicion de homogeneidad, donde

T
h(t")dt
SR L - (218)
c+ [ h(t)dt c+ [ h(t')dt

Proposicién 2.4 Sean Ui (t,z) = h(t)u(z/h(t)) y Us(z) = cu(x/c), donde u(-) es una funcion de utilidad,
h(-) es una funcidn continua positiva y ¢ > 0. Entonces (Uy,Us) es una estructura de preferencia que satisface
la condicion de homogeneidad. Para este caso tenemos que

T
+ [ h(t)dt h(t
ot = CfST—()’ atf = % (2-19)
c+ [, h(t")dt’ c+ [, h(t')at’

En particular, para algin ¢ > 0, Uy (t,z) = u(z) y Uz(z) = cu(c™tx), definen una estructura de preferencia
que satisface la condicion de homogeneidad.

Sefialamos que los coeficientes ¢ y af, para todo s y t en la proposici(’) son independientes de la
funcién wu, y son idénticos a los coeficientes obtenidos para los coeficientes similares en la proposicién [2.3]
En el siguiente capitulo, en el modelo que se considerara en este trabajo, se muestra que para un agente que
consume e invierte de manera 6ptima como se explica en la teoria, los valores de estas variables dependen
de las funciones de utilidad sélo a través de los coeficientes as+ y o



3. El Modelo

3.1. Caracterizacion del mercado

En este modelo, se presenta un mercado financiero, denotado por M, en el cual se negocian continuamente
n activos riesgosos (acciones) y un activo libre de riesgo (el bono). Junto con las n acciones, este modelo
incluye un “activo sombra”, con el cual se descuentan los flujos de dinero sobre todos los estados futuros tal
como en Londono (2003). Los precios de las n acciones més la accién sombra conforman un proceso de Ito
n + 1-dimensional con pardmetro ¢, P(t,p) = (Po(t,p), Pi(t,p), ..., Py(t,p))’, el cual satisface la siguiente
ecuacién diferencial estocéstica

1<5<d
dPy(t,p) = Pilt,p) [—r(t.p)dt — 3 0,(t.p)dW; (1) (3-2)
1<j<d

con P;(0,p) = p;, donde P;(t,p) = m; o P(t, p) representa el proceso de precios de la i-ésima accién y m; es la
proyeccién sobre el i-ésimo componente del vector P para ¢ = 0,...,n. En las ecuaciones anteriores, W;(t)

es el j-ésimo elemento de un movimiento browniano d-dimensional {W;, 340 < ¢t < T} definido sobre el
espacio de probabilidad (€2, S, P), donde {S;0 < t < T}, es la filtracién aumentada por los conjuntos nulos
de la filtracién generada por Wy, SV = o(W,,s < t). Por su parte, b;, 0;; y 7 representan los procesos de
rendimientos, de coeficientes de volatilidad y de tasa de interés respectivamente, mientras que 6; representa
el precio de mercado del riesgo. Ademds, b;, 0; , 0;; y r se suponen P-consistentes, progresivamente medibles
y definidos en el espacio de funciones C'%-° (Rﬁ“ : R),! para cualquier 0 < § < ¢. La definicién de consistencia
se encuentra en Londofo (2007a).

De manera similar a la evolucién de los precios de las acciones, se supone que el precio del bono sigue una
ecuacion diferencial de la forma

dB(t,p) = B(t,p)r(t,p)dt, B(0,p)=1 0<t<T (3-3)

IDenota el espacio de Fréchet de funciones continuas m-veces diferenciables, cuyas derivadas de orden m son §-Hélder continuas
con seminormas || f||m,s:x (Kunita, 1990) donde K C D es un conjunto compacto y 0 < § < 1 (Londono, 2007a).
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cuya solucion estd dada por

Bt = | [ t r(s.p)is] (3-4)

De acuerdo con las ecuaciones anteriores, los retornos de las acciones dependeran, por un lado, de los cambios
en el precio y de otro lado, de los dividendos que paguen las companias. Asi, el proceso de retornos de las
acciones estard definido por

d}/i(tvp) = dPi(tvp) + Pi(tvp)(si(t?p)dt (3'5)

con Y;(0,p) = 0, para p € R:L_H, 0 <t < T, donde {4;(t,p)}, es un proceso progresivamente medible y
P-consistente del tipo C*¢, para algiin € > 0. §; es conocido como el proceso de dividendos de la i-ésima
accion.

Teniendo en cuenta los elementos anteriores, se introduce un mercado financiero, M, definido como sigue

Definicién 3.1 (Mercado Financiero). Un mercado financiero con tiempo inicial cero y tiempo final T, es
una estructura M compuesta por:

a. Un vector de procesos de retornos b= (by,...,b,).

b. Una matriz de procesos de coeficientes de volatilidad o = [045], donde i =1,...,nyj=1,...,d.
c. Un proceso de dividendos § = (01,...,0,)".

d. Un proceso de tasa de interés r.

e. El proceso de precios de mercado del riesgo 6 = (61,...,04)".

f- Unas condiciones iniciales de precios p = (p1,...,0n)’ -

Con el objetivo de completar la caracterizaciéon de este mercado, se define la densidad de estado de precios
(state price density) como

donde
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A partir de las definiciones y se tiene que los procesos H(t,p) y Py(t,p) estén relacionados por
Londono (2007a)

Py(t,p) =poH(t,p), peR}T; 0<t<T. (3-8)

3.2. Estructuras de riqueza, ingreso y portafolio

En el mercado M existe un agente representativo, conocido como el inversionista. A partir de una riqueza ini-
cial, zq, el agente invierte su riqueza en las n acciones, por lo que recibira los rendimientos de sus inversiones,
derivados de los cambios de precios y de los pagos de dividendos. Ademas, el inversionista puede consumir
parte de su riqueza en cualquier periodo de tiempo. De esta manera, el inversionista debe seleccionar planes
de portafolio (m, ) y consumo, de los que dependerd la evolucién de su riqueza en el tiempo. Presentamos
a continuacién, estos importantes conceptos.

Definicién 3.2 (Estructura de Riqueza). Suponga que 7 = {75(2,p);0 < s < T,z € R,p € R}, es una
familia medible de tiempos de parada. Una estructura riqueza es la tripleta (X, T,x0), donde xg € R y

X={X(tz,pizeRpeR s<t<1(2,p)} (3-9)

es una familia de semimartingalas continuas, es decir, la suma de un proceso de variacion finita y una
martingala local. Interpretamos X como la riqueza acumulada por un inversionista en el intervalo [s, Ts(x, p)].

En este contexto, xy representa el valor inicial de la riqueza del inversionista, mientras que (X, 7) serd una
estructura de evolucién de la riqueza (Londono (2007a)), la cual puede capturar el consumo del inversionista
mediante su decrecimiento.

Definicién 3.3 (Estructura de Ingreso). Sea (X, 7) una estructura de riqueza. Ademds, sea el proceso T
una semimartingala continua con tiempo de parada T y corrimientos y difusiones del tipo C*¢ (donde €
dependerd de T'), tal que T'(0,2,p) =0 y

L', x,p)+[t, X (¢, z,p), P(t',p)] = T(t, z,p) (3-10)

para todo x € R, p € Ri"'l. El proceso anterior es una estructura de evolucidn de ingreso para (X,7),
mientras que la tripleta (X,T,7), es una estructura de evolucion de riqueza e ingreso. Si I'(t',x,p) < 0,
para todo x,p yt < 7(x,p) se dice que I' es una estructura de consumo para la estructura de riqueza (X, 1)
(Londono (2007a)).
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Definicién 3.4 (Estructura de Portafolio). Sea (mo,7) = {(mo(t,z,p), 7(t,z,p));z € R,p € R1T1,0 < ¢ <
7(x,p)}, un proceso (X, P)-consistente, progresivamente medible del tipo C%¢, para algin € > 0, con tiempo
de parada T, tal que Ty + 7’1 = X, y que satisface

B~ Yt,p)X(t,r,p) =x+ fg B~ Y(u,p)dl (u,x,p)+
Jo B (u, p)’ (u, 2, p)or (u, p)dW,,+ (3-11)
fg B~ Y(u,p)n’ (u, z, p)(b(u, p) + 6(u, p) — r(u,p) 1,)du,

para todo x € R,0 < t < 7(x,p),p € Rﬁ“, donde 1, = (1,...,1)) € R"™. Entonces ((mg,m),T,7), es
una estructura de evolucion de portafolio con tiempo de parada T, financiado por el ingreso I'. Si xg € R,
((mo, ), T, 7, 20), es una estructura de portafolio con tiempo de parada T, financiado por el ingreso ' y riqueza
inicial xg. Ademds, se dice que una estructura de evolucion de riqueza (X, T) es financiado por la estructura
de ingreso T, si existe una estructura de evolucién de portafolio ((mg, ), T, T), con tiempo de parada T tal que
mo+ 71 = X. En este caso, (X,T',7), es una estructura cubierta de riqueza e ingreso. Finalmente, cuando
(X,T,7), una estructura cubierta de riqueza e ingreso, tal que T' = 0, entonces la estructura de riqueza e
ingreso (X, 7), s una estructura de evolucién de riqueza autofinanciada (Londono (2007a)).

Algunos ejemplos de todas las estructuras mencionadas anteriormente y aplicaciones en la valoracién de
activos contingentes se presentan en Londono (2007a).

3.3. Condicidon de no arbitraje

Un factor importante en la caracterizaciéon del mercado M es la definicién de las condiciones bajo las cuales
no se presentan oportunidades de arbitraje al interior del mercado. La definiciéon de estas condiciones se
describen a continuacién.

Definicién 3.5 (Estructura de portafolio “state tame”). Sea ((mg,7), T, 7) una estructura de portafolio con
tiempo de parada T, financiado por el ingreso T'. Se dice que ((mo,pi),[,T) es “state tame” si el proceso
H(,z,p)G(-,z,p), es inferior y uniformemente acotado para todo x € R,p € ]R’_f_“7 (la cota puede depender
de los valores de x y p), donde el proceso G estd definido por

t

G(t,z,p) = B(t,p) [, B~ (u,p)7' (u,x,p)o(u, p)dW (u)+

B(t, p) fot B7Y(u,p)n’ (u, z, p) (b(u,p) + 6(u, p) — r(u,p)1,)du, (3-12)

combinando las ecuaciones y[3-13 obtenemos

G(t,z,p) = X(t,z,p) — xB(t,p) — B(t,p)/0 B~ (u, p)dT (u, z,p), (3-13)
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lo que implica que G(t,x,p) es la diferencia de las ganancias percibidas por el inversionista en el periodo t
usando el portafolio (my, ), después de pagar intereses a la tasa r para el capital inicial x y de descontar
la cantidad de dinero que un banco hubiera pagado si el flujo de ingreso se hubiera ahorrado en una cuenta
bancaria, por esta razén, G(t,z,p), se denomina el proceso de exceso de ganancias (Londorio (2007a)).

Definicién 3.6 (Oportunidades de arbitraje). Sea ((mg,7),7), una estructura de portafolio ”state tame”
autofinanciada con tiempo de parada 7. Se dice que existen oportunidades de arbitraje para la Tiqueza inicial
x y la condicion inicial de precios p € RT‘l, st se satisfacen las dos siguientes condiciones

P[H(t,p)G(t,z,p) >0 =1 y P[H(t,p)G(t,x,p) >0] >0 (3-14)

Puesto en otras palabras, el mercado M exhibe oportunidades de arbitraje si es posible que con un capital
inicial en t = 0 y siguiendo una estrategia de portafolio (m, 7) particular, sea posible obtener en el momen-
to T ganancias positivas (Karatzas (1997)). A partir del siguiente teorema, Londofio (2003) establece las
condiciones necesarias para que no exista este tipo de oportunidades.

Teorema 3.1 (Londorio, 2007a.) Un mercado M estd libre de oportunidades de arbitraje si y solo si existe
una familia P-consistente de procesos 6 que satisfagan para todo p € Ri"’l,

b(t,p) + 6(t,p) —r(t,p)1, = o(t,p)0(t,p), c.s (3-15)

Observacién 3.1 (Londono (2007a)) Nétese que, de acuerdo con el teorema anterior, si el mercado M se
encuentra libre de oportunidades de arbitraje, entonces para cualquier combinacion de condiciones iniciales
x, p y estructura de evolucidn de riqueza e ingreso (X,T',T), entonces

Y(t,z,p) = H(t,p) t ,p) — [3 H(u,p)dD (u, z,p) (3-16)
=+ [) H(u,p)[o" (u, p)(u, z,p) — X (u,x, p)0(u, p)]dW (u),

Ademds, una estructura de portafolio ((mo,m),I',7T), es “state tame” si y sdlo si el proceso P(t,z,p) es
inferior y uniformemente acotado. De aqui, si Y(t,z,p) es inferior y uniformemente acotado, entonces es
una supermartingala para todo x y p. Uno interpretaria el proceso ¥ (t,x,p) como la diferencia entre la
riqueza descontada y los ingresos descontados hasta el periodo t. Notemos que si 1(t,z,p) = 0 entonces se
explica que el proceso de ingresos hasta el periodo t iguald el proceso de riqueza que se tiene en el momento
t.
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Observacién 3.2 Tal como lo seriala Karatzas (1997), si el proceso 0 satisface el Teorema y las condi-
ciones

T
/ 110(t, p)||2dt < o0, c.s (3-17)
0

E {exp {—/Ot 0 (u, p)dW (u) — ;/Ot |e(u,p)|2du}] _1, (3-18)

el proceso exponencial Z(t,p) definido en la ecuacz’o’n es una martingala.

3.4. Consumo e inversion optima bajo utilidades dependientes de
estado.

En esta seccién retomaremos los conceptos presentados en los preliminares referentes a las funciones de
utiidad. Como lo sefiala Londorio (2007b), la funcién U (¢, z) describe el nivel de felicidad del inversionista
de consumir z unidades de riqueza valoradas en el momento cero, periodo en el cual toma sus decisiones de
consumo, mientras que Us(z) representa el nivel de satisfaccién que obtiene el inversionista de mantener una
riqueza final (en el perfodo T') de  unidades valoradas en el momento cero. Esta aproximacién se encuentra
en linea con la literatura de utilidades dependientes de estado.

Para cada t, se define x~1(¢,-), como la inversa de X(t,-), la cual comparte las mismas propiedades que
X (t,-), presentadas en la Definicién A partir de X(t,-), se definen las funciones oy = X (t, X ~1(t,-)) y
al = 1,(0,X71(t,-)). Cuando oy y of satisfacen la condicién de homogeneidad vistas en la Definicién m
es decir, que para todo t existen constantes oy aq tales que ay(x) = ax y of () = apz, se dice que (Uy, Us)
conforman una estructura de preferencias de estado homogéneas (Londono (2009)).

Por ultimo, a partir de las definiciones presentadas a lo largo de esta seccidon, se tiene el siguiente teorema,
que caracteriza el comportamiento 6ptimo de los agentes bajo una estructura de preferencias homogéneas.

Teorema 3.2 (Londorio (2009)) Suponga que (Uy,Us) es una estructura de preferencias homogéneas para
el inversionista. Ademds, defina & como

€, = { (¢, P(t,p)) + ar H 1 (t,p)(z — (0,p)) si x> 1(0,p) (3-19)

(t, P(t,p)) + H (¢, p)(x — I1(0,p)) en otro caso

donde 11(t,p) estd definido como

T
H(tap) =-FK [/t Ht(uap)Qt(u7p)du] (3_20)
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en la cual Hy(t,p) y Qs(t,p), representan la densidad de precios de estado y el proceso de dotaciones recibidos
por el agente por pagos a su trabajo respectivamente, evaluados a partir del momento 0 < s < t. Ademds, si
se define el proceso ¢; como

0 en otro caso

(@) = { St p)(x — 1(0,p) si x> I(0,p) (321)

Entonces (€, ¢, Q) es una estructura cubierta acumulativa de consumo y dotaciones con un proceso de portafo-
lio (m,c) tal que es dptimo para el problema de consumo e inversidn, en el sentido que

vV

z@A UL (¢, H(t, p)es (a, p))dt + Ua(H (T, p)és(x, p)

T
zzA UL (t, H(t, p)éc(a, p))dt + Us(H (T, p)éy(x,p))

para todo p y x > I1(0,p), donde (5, ¢,Q), es cualquier otra estructura cubierta acumulativa de consumo con
(7,0) y

E

T ~
/0 Uy (t, H(t,p)é(w,p))dt + Uy (H(T,p)ft(%p))] < o0,
donde Uy (t,x) = —(Uy (t,2) AO) y Uy () = —(Uy (x) AO).

El teorema anterior ofrece una solucién explicita para el comportamiento 6ptimo del consumo de los agentes
en el mercado, utilizando formas funcionales especificas para U; y Us. Como se describe més adelante, a
partir de este resultado es posible establecer un procedimiento para contrastar si el modelo presentado en
esta seccion describe de manera apropiada los comportamientos de los individuos en la realidad.

En el resultado dichas conclusiones pueden interpretarse de la siguiente manera. Si un agente tiene una
estructura de preferencia de estado homogénea, y el agente actiia como si maximizara su utilidad esperada
de consumo descontada y la riqueza terminal descontada, él crea dos cuentas. En la primera (que llamamos
la cuenta reguladora) él cubre el riesgo de mantener la riqueza total por encima del minimo requerido por la
sociedad. El coloca todo el dinero derivado de su sueldo en ésta. En la otra cuenta (la cuenta de consumo) él
invierte de manera que su valor actual (en el futuro) es un porcentaje del valor inicial. El también consume
durante un perfodo de tiempo una parte de la riqueza de su cuenta de consumo, y este factor (de proporcién)

I

(e}
es —*t.
i



4. Pruebas de Martingala

Entre los trabajos mas representativos en el desarrollo de estadisticos para contrastar la hipétesis de martin-
gala, se encuentran las pruebas espectrales propuestas por Durlauf (1991), cuyos resultados fueron extendidos
en Deo (2000). Recientemente Park y Whang (2005) proponen estadisticos adicionales para contrastar la
hipdtesis de martingala bajo supuestos diferentes. En lineas generales, todos estos trabajos establecen crite-
rios para identificar si la evolucién de la diferencia de las series de interés exhibe algin tipo de dependencia
condicional (en la mayorfa de los casos lineal), lo que contradice la hipdtesis de martingala. A continuacién,
se describen las principales hipdtesis y estadisticos derivados en estos tres trabajos. Los cédigos preparados
para implementar en la préctica estas aplicaciones se realizaron en el programa R y se presentan en el Anexo

C.

4.1. Pruebas espectrales de Durlauf

La estructura de la prueba desarrollada por Durlauf (1991), analiza las propiedades de forma de la funcién
de distribuciéon espectral estimada de la serie de tiempo. Todas las implicaciones comprobables pueden ser
resumidas en afirmar que, bajo la hipétesis nula, la funcién de distribucién espectral tiene la forma de una
linea recta. Se desarrolla una teorfa asintética para medir las desviaciones de la diferencia entre la distribucién
espectral muestral estimada y la de su forma teérica.

Durlauf establece una serie de condiciones bésicas que se requieren con el fin de implementar estadisticos
que permitan identificar si una serie es una martingala. La hip6tesis de Durlauf se define a continuacion.

e Hipétesis nula Hjy: Sea x; = my — my_1, donde m; es una martingala. Las siguientes propiedades se
mantienen para x;:

a. Elxy|Fi_1] = p, donde Fy, es la o-algebra generada por x; para j < k.
b. E[z?] = 0%

2

c. limn_ 00 %E[xﬂ}},l] = ¢, casi seguramente.

d. Existe una variable aleatoria w con E[w?*] < oo, tal que P(|z;| > u) < cP(Jw| > u), para alguna
constante 0 < ¢ < oo, Vg, Yu > 0.

e. E[x?xj,rxj,s] = k(r, s) es finita y uniformemente acotada Vj,r > 1,s > 1.
. N .
f. limy oo % Zj:1+min(r,s) xj_Ta:j_sE[x§|.7:t_1] = k(r, s), casi seguramente.

g. E[z5] es uniformemente acotado Vj.
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e Hipdétesis alternativa Hi: La serie z; no es una martingala en diferencias.

De la hipdtesis nula, se comentan algunos aspectos. En primer lugar, la condicién (a) establece la hipétesis
de interés, no obstante, se permite que el valor esperado de la primera diferencia de la serie de interés sea
diferente de cero, de esta manera la serie m; puede expresarse de la forma

Mip1 = [+ My + €41 (4-1)

donde €41 = my41 — E(my41]Ft), es un proceso de “innovaciones”, el cual satisface E(e;|Fi—1) = 0, en la
literatura €; se conoce como una secuencia de diferencia de martingala. Como lo senalan Hannan y Heyde
(1972), la teorfa cldsica de inferencia requiere que el proceso €; sea independiente e idénticamente distribui-
do. Sin embargo, es posible relajar este supuesto imponiendo algunas condiciones adicionales, establecidas
en la hipdtesis nula. El proceso definido en [4-1] es conocido como caminata aleatoria y en general, permite
extender el andlisis de la hipétesis de martingala a procesos que exhiban un crecimiento inercial en el tiempo
(Campbellet (1997)).

En segundo lugar, como lo sefiala Durlauf, las condiciones (b) hasta (f) se establecen para restringir el grado
de heterogeneidad del proceso z;. Finalmente, la condicién (g) es incluida con el fin de caracterizar de manera
apropiada el periodograma de x; (Durlauf, 1991, pdg. 358).

Teniendo las condiciones anteriores, es posible caracterizar a la serie x; a partir de estadisticas que de-
scriban el comportamiento parcial de las series (e.g. autocorrelaciones) o que describan todo el proceso ;.
Bajo la hipdtesis nula Hy, Hannan y Heyde (1972) establecen las siguientes propiedades con respecto a las
autocorrelaciones muestrales de la serie.

Teorema 4.1 (Propiedades de los coeficientes de correlacidn muestral I). Sea
1 X
T=r > @ (4-2)
i=1

=Y (@ - ) (@ — @)
=t F 3 (r — ;)2 (+9)

para todo i > 1. Bajo la hipdtesis nula, p; satisface las siguientes condiciones:

a. ﬁz —P 0.

b. TV2p —p N(0,1), cuando T — oo, I es la matriz identidad de orden k y p es cualquier vector de
longitud k de autocorrelaciones.(“—P” denota convergencia en probabilidad.)

En el dominio de la frecuencia, todas las implicaciones a partir de la hipdtesis de martingala, se pueden
resumir por los requisitos impuestos a la forma de la densidad espectral. Se observa que bajo la hipétesis
nula, a partir de se obtiene que

o) = o 3 e =220 (1-4)

j=—c0
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Bajo la hipétesis nula, la densidad espectral es un rectangulo. Equivalentemente la funcién de distribucién
espectral tiene forma de linea recta, esto es

A
E0= [ fd="20

(A + 7). (4-5)

En la practica, para una muestra de n observaciones, un estimador consistente de (normalizado por un
estimador de la varianza de x4, 7o) estd dado por (Fong y Ouliaris (1995)):

k—1
I.(\) 1 . .
% = Gy ' g(k , wk(])pj COS()‘]) (4_6)
J=—rkr=

donde I, es el estimador de la densidad espectral truncada en k < n y wy(j) es una secuencia de ponderaciones
tal que wg(0) = 1. A partir de este estimador, Durlauf (1991) propuso una serie de estadisticos basados en
las desviaciones acumuladas de con respecto a la hipdtesis nula normalizada

Tt
IT(LU) 1
Ur(t) = — —|dw, te(0,1). 4-7
w0 = [ 0.1 (&7)
De esta forma, si z; es la primera diferencia de una martingala que satisfaga las condiciones establecidas
en la Definicién 28, entonces U, deberia converger a cero. Multiplicando la ecuacién anterior por v2T se
obtiene

? = . Sin:jwt (4.8)

Tl/zwn (] )pJ
J
la cual converge en distribucién a un puente browniano U (¢) sobre t € [0, 1] (Durlauf 1991). De este resultado,

aplicando el teorema del mapeo continuo se define los siguientes estadisticos espectrales:

a. Estadistico de Anderson - Darling (AD):

ADr = /O t(ﬁ Eti) dt (4-9)

b. Estadistico de Cramer - von Mises (CVM):
1
CV My = / Ul(t)dt (4-10)
0

c. Estadistico de Kolmogorov - Smirnov (KS):

KSr = sup |U(t)] (4-11)
te0,1]
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d. Estadistico de Kuiper (K):

Kr= sup |U(t)—=U(s)] (4-12)
(0<s,t<1)

Ya que Ur(t) converge en distribucién a un puente browniano, las distribuciones limite de estos cuatro es-
tadisticos dependeran de su contraparte asintética (Billingsley, 1995, Teorema 25.7, corolario 1). En la Figura
se presentan las densidades obtenidas para estos estadisticos a partir de simulaciones de secuencias de

variables puentes brownianos en el intervalo (0, 1).

Anderson Darling Cramer - von Mises

Density
Density

L L
)
3 4 5
[

/
(i/

|
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Kolmogorov-Smirnov Kuiper

15

T T T T T T T T T T T
05 10 15 20 05 10 15 20 25 30 35

Density
10

05

Density
00 02 04 06 08 10 12
L 1

00

Figura 4-1.: Las densidades de los estadisticos AD, CV M, KS y K se obtuvieron a partir de la simulacién
de 10000 secuencias de 1000 puentes brownianos en (0,1).

Los estadisticos propuestos por Durlauf son estadisticos comunmente utilizados, ya que al analizar la den-
sidad espectral de la serie, éstos evalian todo el rango de frecuencias, lo que brinda mayor informacién
sobre el comportamiento estocdstico de la serie y lo hace méas adecuado para identificar procesos que no
satisfagan la hipdtesis nula. Adicionalmente, Lupi (1996) comprueba la significancia, potencia y robustez de
los estadisticos KS'y CV M y encuentra que el segundo muestra un desempeno superior incluso en muestras
pequenas. Estos estadisticos espectrales han sido aplicados a diferentes series en economia, por ejemplo, la
produccién de Estados Unidos (Durlauf (1993)) y tasas de cambio (Fong y Ouliaris (1995)), entre otras.

4.2. Pruebas espectrales de Deo

A partir del trabajo de Durlauf, Deo (2000) analiza el caso en el que la varianza condicional de una serie no
es constante. Si bien en su aproximacién Durlauf afirma que sus resultados son robustos en procesos cuya
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varianza condicional no es constante, Deo afirma que existe un problema en la interpretacion del documento
de Hannan y Heyde (1972), acerca de las propiedades del coeficiente de correlacién presentado en el Teorema
En palabras del autor:

“Durlauf establece en su Teorema 2,1, citando el Teorema 2 de Hannan y Heyde (1972), que las autocor-
relaciones muestrales de X; son asintdticamente independientes e idénticamente distribuidas con varianza
asintdtica igual a uno para cualquier rezago. Esta aplicacion de Hannan y Heyde (1972) es incorrecta.” (Deo,
2000, pdg. 296)*.

Como se discute a continuacién, en caso que la varianza condicional de la serie de interés no es constante
(situacién comun en series de tiempo financieras), los coeficientes de autocorrelacién muestral no tienen
varianza igual a uno. En consecuencia, Deo propone la siguiente modificacién de la hipdtesis nula planteada
en Durlauf (1991).

e Hipdtesis nula Hy: Sea x; = p+ x4—1 + €; una serie de tiempo donde ¢; es una secuencia de diferencia
de martingala. Las siguientes propiedades de mantienen para ¢; :

a. Ele|F;—1] =0, donde Fj, es la o-dlgebra generada por z; para j < k.
b. Ele}] < oo.
c. My oo & SN | Ble2|Fio1] = 02, casi

. Nosoo & 2oiet Blef|Fi—1] = 07, casi seguramente.

d. Existe una variable aleatoria w con E[w?] < oo, tal que P(|e;| > u) < c¢P(|w| > u), para alguna
constante 0 < ¢ < oo, Vi, Yu > 0.

e. Ele?e;—r€;—s] = 7(r,s) es finita y uniformemente acotada Vj,r > 1,5 > 1.
, N .
f. Imy—oo & D=1 tmin(rs) €j—r€j_sE[3|Fj_1] = 7(r, s), casi seguramente.

g. Para cualquier entero ¢,2 < g < 8 y para ¢ enteros no negativos s;,
q
E H ef; =0
j=1

h. El[e}] es uniformemente acotado Vj.

e Hipétesis alternativa Hi: La serie ¢; no es una martingala en diferencias.

La hipdtesis nula presentada en Deo (2000) es similar a la hipGtesis propuesta en Durlauf (1991), excepto
porque en este caso se incluye un supuesto adicional (el supuesto (g)) el cual se suma al supuesto (h) para
obtener la convergencia asintética de la funcién espectral muestral hacia un espacio de variables aleatorias
(Deo, (2000)), ademds en el supuesto (b) sélo se requiere que el segundo momento sea finito. Bajo la hip6tesis
nula Hy de Deo, las propiedades de la funcién de autocorrelacién muestral se derivan del siguiente teorema.

ITraduccién libre del autor.
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Teorema 4.2 (Propiedades de los coeficientes de correlacion muestral II). Suponga que los supuestos (a) a
(g9) de la definicion anterior son ciertos. Asimismo, sea Py, para k = 1,2,..., el coeficiente de correlacion
muestral de la serie e, definido como en la ecuacion[f-3. Entonces, para cualquier entero positivo k obtenemos
que

NY25 54 N(0, W),

donde p = (p1,...,pr) y W = [w;;] es una matriz diagonal k X k tal que w;; = 7;; y wi; =0 para © # j.

Una de las grandes diferencias con el trabajo propuesto por Durlauf (1991), aunque los coeficientes de
autocorrelacién muestral contintian siendo independientes, su varianza ya no es la unidad, incluso ésta puede
llegar a ser arbitrariamente grande. Asi, los resultados obtenidos en Durlauf (1991) son un caso particular
de los resultados de Deo (2000), cuando los 7;; = 1.

De la hipétesis nula y el Teorema Deo propone la siguiente modificacion del estadistico planteado por
Durlauf:

\f = N sin jmt
Unwolt) = = Z N (j)d; = (+13)
donde
t 1/2
dj = lN j & (er — &)*(eryy — 6)2]

en el cual, para j fijo, la suma o2 [ﬁ i {(et €)% (et — €)2} es un estimador consistente de 7 1/2 por

tanto, para k fijo, la distribucién de los estimadores (a1, ..., d) converge asintGticamente a la dlstrlbumon
de un vector aleatorio normal con media cero y matriz de varianzas y covarianzas igual a la matriz identidad
(Deo (2000)). A partir de los resultados anteriores, al igual que Durlauf, Deo propone una serie de estadisticos
espectrales

a. Estadistico de Anderson - Darling (AD):

! UJQV w C(t)

b. Estadistico de Cramer - von Mises (CVM):
1
CVMy = / U .o (t)dt (4-15)
0
c. Estadistico de Kolmogorov - Smirnov (KS):

KSy = sup |[Unw.c(t)| (4-16)
te(0,1]
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d. Estadistico de Kuiper (K):

Ky= sup |Unwc(t)—Unwc(s) (4-17)
(0<s,t<1)

donde las distribuciones limite serdn las mismas que las obtenidas en Durlauf (1991), pues, al tener en cuenta
las relaciones existentes en la varianza condicional de las series a través del factor 7;;, las distribuciones limite
dependeran de la suma de variables aleatorias normales estandar.

4.3. Pruebas de martingala de Park y Whang

Recientemente, Park y Whang (2005) plantean el uso de dos estadisticos del tipo de Kolmogorov-Smirnov y
Cramer-von Mises para contrastar si una serie es una martingala. En este caso, la hipdtesis nula viene dada
por:

e Hipotesis nula Hy: Sea u, = X,, — X,,_1 es una sucesién de diferencia de martingala. Las siguientes
propiedades se mantienen para u,,:

a. E[Ut‘ft_l] = E[Ut|Xn_1] =0
b. £ SN Eud|Fia] 52 0% >0
C. SUp;>q Elu}|F;—1] < C, casi siempre para alguna constante C' < 0o

e Hipotesis alternativa Hy: La serie u,, no es una martingala en diferencias.

Notemos que en este caso la media de la secuencia de las primeras diferencias es cero, asi en este caso no se
permite un crecimiento inercial en el tiempo o una tendencia. Por otra parte, la condicién (b) permite que la
serie de martingala en diferencias presente diferentes grados de heterocedasticidad condicional. Finalmente,
el numeral (c) garantiza que el cuarto momento de las serie en estudio, sea acotado, con el fin de garantizar
la condicién de Lindeberg, necesaria para el estudio de convergencia de los estadisticos que definiremos
posteriormente (Park y Whang, 2005).

En este trabajo, se considera el caso en el cual
E[Xi|Fi] = E[X¢| Xi 1] (4-18)
para todo t > 1. Nétese que implica que (X;) es markoviano de primer orden, a partir de esta definicién,

(Billingsley (1995), teorema 16.10) se tiene que

Elug|X; 1] =0 a.s sii Eluglix, ,<z3] =0 para casi todo x € R (4-19)
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La ecuacién motiva a considerar la siguiente funcién como la base de los estadisticos de prueba para la
hipd6tesis de martingala:

N
Qnl) = <=l i (4:20)
t=1

donde 1y} es la funcién caracteristica o indicadora. Bajo la hipétesis nula Hy, el término anterior deberia
ser igual a cero. De la ecuacion Park y Whang formulan los siguiente estadisticos de prueba:

a. Estadistico de Kolmogorov - Smirnov (K S*):

KSy = sup |Qn ()] (4-21)
€

b. Estadistico de Cramer - von Mises (CV M*):

N
CVM* = % S Qu(Xi1)? (4-22)
t=1

El resultado final que obtienen los autores, es que bajo Hy, cuando N — oo

1

en el cual W, es un movimiento browniano definido en el espacio de funciones aleatorias continuas por derecha
con limite por izquierda en el intervalo [0,1] y —% simboliza convergencia en distribucién. Por tanto, las
distribuciones de los estadisticos y dependerdan del proceso W;. Las distribuciones de estos dos
estadisticos se obtienen a partir de simulaciones de Monte Carlo y sus densidades se presentan en la figura
4-2

Kolmogorov-Smirnov Cramer von Mises

08
15

08
1.0

Density
04
Density
05
1

0.2

00
00
1

Figura 4-2.: Densidades de probabilidad de los estadisticos KS% y CV My
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Regla de Decisién. Presentamos a continuacion la regla de decisién de la hipétesis nula en cada uno de
los trabajos presentados por Durlauf (1991), Deo (2000) y Park-Wang (2005).
Se acepta la hipéGtesis nula Hy a un nivel de significancia de v % si

CO < C’y7 (4—24)

donde Cj es el valor calculado a partir de los estadisticos propuestos en los trabajos anteriores, los cuales
son hallados haciendo uso de los algoritmos adjuntos en el Anexo Cy C, es el valor critico obtenido de las
distribuciones asintéticas simuladas a un nivel de significancia v %, los cédigos de estas simulaciones estdn
adjuntas en el Anexo B. En nuestra aplicacién tomaremos los valores de significancia a niveles de v =5% y
~v = 1%. Los valores criticos se pueden encontrar en las tltimas dos columnas de la tabla para cada uno
de los estadisticos de prueba.



5. Calibracion y Ajuste de los datos

En esta seccién, se utiliza algunos de los resultados derivados del modelo tedrico, a partir de la aplicacion
de pruebas estadisticas sobre los datos observados en la realidad. En este documento, emplearemos prue-
bas estadisticas para verificar si el modelo planteado en Londono (2009), describe de manera apropiada el
comportamiento de los agentes, referente al consumo éptimo que maximiza las utilidades de una economia
en particular, para esto, se utiliza informacién de algunas variables econémicas del mercado estadounidense.
Presentaremos, los principales aspectos metodolégicos los cuales son tomados de [4] y los principales resul-
tados de esta aplicacién.

Es importante resaltar que las relaciones obtenidas del modelo Londofio (2009) en funcién de series obser-
vadas se obtienen de [4], las cuales describimos a continuacién.

Anteriormente se mostré que, bajo el modelo tedrico, con los supuestos planteados en el modelo propuesto
por Londono (2009), el proceso

2t =0 |~ [ 0nav -5 [ lopiad. (1)

es una martingala. No obstante, esta serie no es observable directamente en la realidad, por tanto, para
poder contrastar esta suposicién, serd necesario crear una serie de tiempo a partir de los datos existentes, en
particular se usara datos del mercado estadounidense. Dicha serie, segtin el modelo propuesto por Londono
(2009), es una funcién Z(t,p) = f(ct, r+, At), donde ¢; es la solucién explicita del consumo éptimo, 7 serie de
tasa de interés libre de riesgo y \; parametro de preferencias que se obtiene a partir de una funcién de utilidad
homogénea. Esta serie denominada “Martingala exponencial”, la senalamos como la hipétesis central de este
trabajo. Con el fin de obtener los resultados que Londofio (2009) prueba en su trabajo, desarrollaremos la
siguiente metodologia.

a. De la ecuacién del teorema se despeja H (t,p), para obtener la siguiente expresién

_ %
H(t,p) = —¢; K, (5-2)

Qg

donde ¢; es una serie de consumo personal, k = x — I1(0,p) € RT, supondremos que es constante y las
funciones o y a; son derivadas de la funcién de utilidad que satisfacen las condiciones de homogenei-
dad (Londofio (2009)). En nuestro caso, haremos la suposicién acerca de perfodos indeterminados del
inversionista, es decir, que 1" = 0o, lo cual significa que se estd suponiendo que a la hora de tomar sus
decisiones de consumo e inversion, tienen en cuenta la utilidad que esperan tener en el futuro. El hecho
de que el horizonte sea infinito es equivalente a suponer que se preocupan por las generaciones futuras.
Bajo tal supuesto se puede mostrar, ver [20], que la funcién de utilidad Usz(x), vista en el capitulo 3
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se anula, asi que para caracterizar las preferencias del consumidor, sélo necesitaremos caracterizar la
funcién de utilidad Uy (¢, z).

En la ecuacién definido como el “state price density”, es importante senalar que se trata de un
proceso estocdstico, que se utiliza para valorar instrumentos financieros con pagos inciertos al futuro
cuando el mercado es completo. Por ejemplo en el caso de un bono que promete pagar $d en n dias,
entonces el valor de dicho bono en el dia de hoy serfa E[H(0,n) - d], asumiendo que la escala de tiempo
es dias.

En nuestra aplicacién consideraremos la siguiente funcién de utilidad

Ult,e;) = e Mn(e), M €[0,00) (5-3)

la cual tiene las siguientes propiedades; es estrictamente creciente, estrictamente concava y continua-
mente diferenciable en la segunda variable. Notemos que relacionando la ecuacién 2-15] de la definicién
y la funcién de utilidad anterior obtenemos que

e’} 67)\55
x(t, ) :/t ds. (5-4)

X

Se puede obtener (ver detalles en [20]), que la funcién de utilidad cumple las condiciones de
homogeneidad, ademads a partir de ésta, las funciones alfa de toman la forma de

a(t) = eMt, al(t) = A (5-5)
Si se reemplaza las ecuaciones [5-5] en [5-2] se tiene que el state price density estd dado por

e*/\tt

H{(t,p) = K1, (5-6)

Ct
donde la cantidad k1 = Ak se asume constante, pues no afecta la estructura temporal de la serie.

. Seguidamente, teniendo el proceso H (t,p), hacemos uso de para obtener el proceso de descuento
Z(t,p), definido como

e—Att

Z(t,p) = H(t,p)B(t,p) = elo meds ey (5-7)

Ct

en la cual r; es una serie de tasa de interés libre de riesgo. Asi, acorde con la observacion [3:2} el proceso
Z(t,p) debe ser una martingala, la cual examinaremos usando los pruebas implementadas en el Anexo

C.

. Finalmente contrastamos la hipdtesis de martingala para la serie Z(t,p), con las pruebas presentadas
en el capitulo 4.



30 5 Calibracién y Ajuste de los datos

5.1. Datos

Para verificar si existe evidencia que sugiera que la serie Z(t,p) es martingala, extraeremos informacién de
diferentes variables observadas en la realidad, por ejemplo, el consumo privado y la tasa de interés libre de
riesgo. En particular, se utilizé la informacién histérica de la economia estadounidense durante el periodo
1950 - 2012, en frecuencia mensual. El proceso de consumo c¢;, corresponde a los gastos de consumo personal
en bienes no durables y servicios provenientes del sistema de cuentas nacionales de ingreso y producto (NIPA
por sus siglas en inglés) !; por su parte, la serie de tasa libre de riesgo r;, corresponde a la tasa del mercado
secundario de los titulos del tesoro estadounidense con vencimiento a tres meses (1" — Bills), informacién
tomada de la Reserva Federal. El proceso de riqueza se aproximé mediante un portafolio invertido en el
indice S&P500, que corresponde al indice bursatil que se compone de las 500 empresas méas grandes de
Estados Unidos y se pondera de acuerdo a la capitalizacién del mercado de cada una de las empresas. Este
indice expresa mejor la situacion real del mercado accionario y de bonos por lo que es més sensible que el
Dow Jones Industrial Average y el Nasdaq 100. ? Las series usadas las presentamos en la figura y sus
valores se pueden encontrar en los enlaces del Anexo A.

Con las series mencionadas anteriormente, se derivaron las series H(t,p) v Z(t,p), para la economia esta-
dounidense. Posteriormente al relacionar las ecuaciones [3-4]y [5-6] con [5-2] y [5-7] obtenemos

H(t,p) = 'Z—je‘” (5-8)
Z(t,p) = ’Z—ie-mfo‘ rads, (5-9)

donde Z(0,p) = 1 y la integral fg rsds, es aproximada a partir de una suma acumulada de la tasa de los
titulos del tesoro estadounidense mencionados anteriormente.

Cabe destacar que en las ecuaciones anteriores, el pardmetro )\; desempefia un papel fundamental en la
definicién de estas series. Tipicamente, este pardametro describe las preferencias del individuo hacia futuro,
por lo que puede ser considerado como una ponderacién o descuento que hace el individuo del consumo
inicial con respecto a los consumos futuros. De esta manera, lo méas usual es proponer valores de A; cercanos
a cero, lo que implicaria que si bien para el consumidor su prioridad serd consumir hoy, a éste también le
importard el consumo futuro. Por su parte, el pardmetro x; es una constante que no afecta la evolucién
temporal del proceso Z(t,p), por lo que puede ser fijado de manera arbitraria.

Un factor adicional que es importante senalar en la seleccién del parametro de preferencias A;, es que éste
frecuentemente se supone constante a través del tiempo. Por ejemplo, si Ay = 0, el valor de la utilidad hoy
es igual al valor de la utilidad en periodos posteriores y entre més grande sea este valor més se valora el
presente respecto al futuro. Sin embargo, es posible que, dado que se evalia un periodo que cubre varias
generaciones de estadounidenses, este parametro cambie en el tiempo, lo que puede llevar a un rechazo de la
hipotesis de martingala, no porque este comportamiento no se presente, sino porque no se esta teniendo en
cuenta la variabilidad de este pardmetro. En consecuencia, en nuestra aplicaciéon se propone una alternativa

Thttp:/ /www.bea.gov/national /
2http:/ /research.stlouisfed.org/fred2/series/SP500
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Figura 5-1.: Series Observadas

para hallar valores de A\; y no sélo proponerlo con valor constante.

A continuacién se plantea el método para hallar los valores que puede llegar a tomar este pardmetro a través
del tiempo, tal que hagan el proceso Z(t,p), un proceso martingala bajo las consideraciones planteadas en
Londorio (2009) y finalmente se analiza el tipo de funcién de utilidad que se obtiene a partir de los valores
de \; encontrados.

5.2. Calibracioén

Bajo las consideraciones anteriores (que el pardmetro \; debe encontrarse cerca de cero y que ademds puede
cambiar en el tiempo), el valor de \; fue obtenido a partir de la siguiente observacién. Si una serie de tiempo
es una martingala, el valor esperado de su primera diferencia debe ser cero, el parametro \;, fue obtenido
de tal manera que durante los perfodos de tiempo evaluados, la evolucién de la serie de tiempo Z(¢,p), no
exhibiera ningun tipo de tendencia temporal. Puesto en otros términos, el parametro \; fue estimado de
tal manera que minimizara el cuadrado del coeficiente de correlacién entre la serie Z(t,p) y una tendencia
temporal ¢. En general, los valores estimados se encontraron alrededor de cero, como se vera a continuacion.

Con el fin de remover la tendencia temporal de la serie Z(p,t), a través de los valores compensadores de la
exponencial de )¢, procedemos de la siguiente manera. En efecto, sea

Z(t,p) = %e*t“fot rads — o=Mt Ly (¢) (5-10)

t

donde Y (t) = &telomeds,

Como se puede observar en la figura la linea continua representa el proceso Y (t) y se ve que ésta
tiene una tendencia decreciente; se ajusté un modelo a esta serie, denotado por f(t) con la linea punteada,
seleccionado después de compararlo con modelos (cuadratico, ctibico, exponencial y logaritmico), de acuerdo
a los criterios de informacién AIC' y BIC, mostrados en la tabla
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Figura 5-2.: Regresién polinomial de grado cinco a la serie Y (¢)

Poly(2) | Poly(3) | Poly(5) Exp Log
AIC | -555.17 | -1305.54 | -1689.65 | -460.93 | -1359.57
BIC | -537.64 | -1283.62 | -1658.97 | -447.78 | -1346.42

Tabla 5-1.: Criterios de informacion

Dado que se pretende que Z(¢,p), no tenga ningtn tipo de tendencia temporal, se consideré la exponencial
de —\;t (factor de descuento), como el reciproco de la funcién de regresién, esto es con el fin de estabilizar
la serie, removiéndole la tendencia decreciente. En efecto

1
—Aet _
e = )
f(t)
Asi al despejar A; se tiene que
1
A = H(J;(t)) (5-11)

En la gréfica (a), se muestra la grafica de \; contra el tiempo.

Como se puede observar, los valores de A; son muy cercanos a cero tal y como se toma con frecuencia,
ademds tienen dos fases. En el primer periodo tiene una concavidad hacia arriba y otro periodo en el cual su
concavidad es hacia abajo, lo cual representa que las preferencias del individuo hacia futuro no son estables
en tiempo, en un tiempo son crecientes y en otros decrecientes, pero finalmente tiene una tendencia a cero,
lo cual se verd reflejado en la funcién de utilidad como un alza en la satisfaccién al realizar el consumo en
diferentes niveles de ellos.

En la figura se exponen las graficas de la serie del pardmetro de preferencias A; en (a) y la serie Z(¢,p)
en (b), teniendo presente los datos propuestos de la economia estadounidense anteriormente definidos.

Posterior a la calibracién de la serie Z(t,p), se procedié a contrastar la hipétesis de martingala con las
diferentes pruebas implementadas en el Anexo C, esto es con el fin de comprobar que las series obtenidas
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’ Estadistico ‘ Co ‘ Csq | Ciog
AD (Durlauf) 1.408626 | 2.414 | 3.780
CvM (Durlauf) 0.288933 | 0.461 | 0.771
K S (Durlauf) 0.760161 | 1.342 | 1.605
K (Durlauf) 0.750796 | 1.891 | 2.311
AD (Deo) 1.372855 | 2.414 | 3.780
CwM (Deo) 0.149440 | 0.461 | 0.771
KS (Deo) 0.546689 | 1.342 | 1.605
K (Deo) 0.539954 | 1.861 | 2.311
KS (Park y Whang) 0.781265 | 2.388 | 2.911
CvM (Park y Whang) | 0.162036 | 2.165 | 3.328

Tabla 5-2.: Estadisticos de prueba calculados
Fuente: Célculos del autor

respaldan estas observaciones. Los resultados de las pruebas se muestran en la tabla[5-2] en la cual se acepta
o rechaza la hipdtesis nula segin la regla de desicién vista en [4-24

En el tabla en la segunda columna, se presentan los estadisticos calculados para la serie Z (¢, p) de acuer-
do con cada una de las pruebas presentadas en el capitulo 4 e implementadas en el Anexo C. Los valores
criticos con los cuales se comparan estos estadisticos obtenidos dependen de cada una de las pruebas y se
presentan en la misma tabla, en las dos ultimas columnas (C5¢ v C o), a diferentes niveles de significancia
5% y 1%. Para los estadisticos de Durlauf (1991) y Deo (2000), los valores criticos son tomados de los
cuantiles de las distribuciones asintéticas simuladas, cuyos cédigos estan implementados en el Anexo B. Por
su parte Park y Whang (2005) reportan los valores criticos de la distribucién en su documento.

Al realizar las pruebas para la serie Z(t,p), éstas indican que no se encuentra evidencia para rechazar la
hipdtesis de martingala con los valores de A; propuestos en cada uno de los niveles de significancia, pues
como se puede observar en la tabla todos los valores calculados con los programas en el Anexo C, para
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Figura 5-4.: Grafica de utilidad contra el consumo y tiempo

la diferencia de Z(t,p), son menores que los valores criticos simulados que se muestran en la misma tabla,
esto nos sugiere que segtn los trabajos de Dulauf (1990) y Deo(2000), las desviaciones de la densidad espec-
tral muestral con respecto a la tedrica de la primera diferencia de Z(¢,p), no es significativa, por lo cual es
posible concluir que la hipétesis nula Hy se acepta en cada uno de estos trabajos. Por otra parte, segiin los
resultados encontrados con el trabajo de Park-Wang tampoco hay evidencia para rechazar la hipétesis nula,
pues al igual que los resultados anteriores los valores encontrados en los estadisticos de prueba son menores
que los valores criticos simulados. Con este marco, después de observar los resultados, es posible decir que
los valores hallados para el pardmetro \;, con el método propuesto, si es consistente con el modelo tedrico.
La figura nos muestra las estructuras de las graficas de la funcién de utilidad contra el consumo y
el tiempo.



6. Conclusiones y recomendaciones

6.1. Conclusiones

En general, el modelo propuesto en el trabajo de Londofio (2009) “State-Dependent Utility”, es versatil
para extraer las caracteristicas de la funcion de utilidad y en consecuencia las preferencias de consumo de
los agentes, dado que éste proporciona formas funcionales simples para calcular dichas variables mediante
series observadas en la realidad, en particular, se hizo uso de variables de la economia estadounidense, la
cual fue posible describir usando técnicas estadisticas, empleando metodologias para probar la hipétesis de
martingala.

Dado que la funcién de utilidad hallada tiene caracteristicas particulares, se hacen las siguientes notaciones.
En primer lugar, al sustituir los valores obtenidos del pardmetro de preferencias \; en la funcién de utilidad
ésta se grafica contra el consumo (bienes no durables y servicios), como se observa en la figura a)7
la cual muestra los niveles de utilidad (satisfaccién) frente a cada uno de los niveles de consumo. De acuerdo
con la teorfa del consumidor para funciones de utilidad, al examinar la forma que adquiere esta funcién par-
ticular, se pueden tener las siguientes consideraciones. En un primer periodo hay un momento en el cual la
utilidad llega a un nivel de saturacién, esto es, que independiente del consumo, la utilidad no da muestras de
crecimiento. En una segunda etapa, los niveles de utilidad (satisfaccién) en los distintos niveles de consumo
mas altos, no muestran saturacion, por el contrario la utilidad crece con el consumo. Una manera de explicar
esto ultimo, es la demanda de una gran variedad de bienes y servicios con un alto atractivo por la rapida
innovacién tecnolégica y asequibilidad, en consecuencia hay un alza en los niveles de utilidad. Estos sucesos
se explican por el crecimiento del consumo en las ultimas décadas en los Estados Unidos, tal y como lo
reportan los estudios de “Federal Reserve Economic Data” !, los cuales se muestran en la serie de consumo
Alli se observa un alza significatico del consumo en las tltimas décadas.

Con este marco, dichas pruebas sugieren que en el periodo de tiempo estudiado, el comportamiento de
los agentes de dicha economia se puede describir segin la funcién de utilidad obtenida. Se hallé que la
funcién de utilidad que caracteriza los niveles de utilidad en los diferentes niveles de consumo de los esta-
dounidenses, tiene caracteristicas no habituales. Tradicionalmente se consideran las funciones de utilidad con
la propiedad de convexidad o concavidad. En este trabajo se encontré que bajo los supuestos planteados en
Londono (2009), la estructura de la funcién que caracteriza las preferencias de los agentes de la economia
estadounidense tienen un cambio estructural de céncava a convexa, lo cual puede ser interpretado que los
agentes del mercado no estan actuando de manera homogénea, hay momentos en el mercado en el cual los
individuos cambian de preferencia segun el estado de la economia. Es importante senalar que estos cambios
en la funcién de utilidad obedecen ademas a que los individuos no estan asumiendo un riesgo constante y
que las innovaciones en los bienes y servicios tienen rapidos cambios y en consecuencia surgen cambios en las

Lhttp:/ /research.stlouisfed.org/fred2/
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preferencias lo cual se ve reflejado en tal funcién. La clase de funciones de utilidad con este tipo de estructura
son las de clase SAHARA (Symmetric Asymptotic Hyperbolic Absolute Risk Aversion), ver [I].

6.2. Recomendaciones

Es importante senalar que estos resultados més que una conclusion definitiva, establece un comienzo para el
desarrollo de estudios posteriores. En primer lugar, este documento establece una amplia revision de la liter-
atura sobre pruebas estadisticas que permiten contrastar la hipétesis de martingala en una serie de tiempo
univariada, lo que la hace una buena referencia para desarrollar trabajos posteriores, por ejemplo, el de-
sempeno de estas pruebas ante diferentes especificaciones de los datos o violaciones a las hipétesis de interés,
desarrollo e implementacion de pruebas maés generales que consideren series multivariadas y prueba de la
hipdtesis en un marco més general via simulaciones de las series consideradas en el documento. Ademas, de
la verificacién de las hipétesis de Londonio (2009) sobre otras economias y sus implicaciones en la valoracién
de activos, entre otros.

En un marco maés general, con estas estructuras tedricas es viable estudiar la tendencia de riesgo que asumen
los agentes del mercado acerca del consumo e inversién éptimo para alcanzar los niveles de maxima utilidad.
Por ejemplo, a través del trabajo de Londofio (2008, 2009), se estudia ademds la inversién éptima y se obtiene
asimismo soluciones explicitas en formas funcionales para portafolios 6ptimos. Por otra parte, las pruebas
para la sensibilidad de estos resultados con la realidad es materia de estudio en economia, con particular
enfoque a la teoria del consumidor en microeconomia lo que la hace otra buena opcién en trabajos futuros.

El trabajo de Londono (2009), ademé&s de proporcionar en forma funcional el consumo éptimo que maximiza
la utilidad, también presenta la inversién 6ptima que maximiza la utilidad como una funcién. A diferencia de
la calibracién que se hace en este documento para que Z(¢,p) sea una martingala, la inversién éptima genera
una serie que deberfa exhibir un comportamiento de stipermartingala[2-1] tal motivacién es importante para
la investigacién de nuevas metodologias que permitan detectar este comportamiento en series temporales en
general.

En un contexto de series de tiempo, es importante analizar los resultados de las pruebas usadas en difer-
entes series particulares, tales como series con raices unitarias (caminatas aleatorias), series estacionarias y
no estacionarias, series heteroceddsticas, entre otras, para observar la potencia de las diferentes pruebas; y
en un marco econdmico, es recomendable explorar estos resultados con una perspectiva mas dirigida a la
microeconomia, pues podria llevar a conclusiones mas préacticas y reales, llevando a cabo un anélisis de la
sensibilidad de los resultados de la funcién de utilidad resultante con los datos reales, con el fin de hacer una
buena discriminacién del modelo considerado.

Finalmente realizar una investigacion mas exhaustiva acerca de la sensibilidad de los resultados de la hipdtesis
de martingala, en el sentido de estudiar la robustez de los diferentes estadisticos de prueba empleados, usando
metodologias via simulacién, con los cuales pueda sugerir que los resultados obtenidos si son robustos a
diferentes especificaciones y asi analizar el comportamiento de la serie Z(t,p) en diferentes periodos de
tiempo, tales como trimestrales o anuales.



A. Enlaces de datos usados

En este anexo, se muestran los enlaces en los cuales se pueden adquirir cada una de la series empleadas para
la aplicacién del modelo planteado por Londofio (2008), que corresponden a la economia norteamericana.

http://www.bea.gov/national/
http://www.federalreserve.gov/releases/z1/Current/data.htm
http://research.stlouisfed.org/fred2/series/SP500


http://www.bea.gov/national/
http://www.federalreserve.gov/releases/z1/Current/data.htm
http://research.stlouisfed.org/fred2/series/SP500

B. Simulaciones de distribuciones

Se presenta a continuacion el paquete empleado y las simulaciones de los estadisticos propuestos por Durlauf
(1991), Deo (2001) y Park y Whang (2005).

Simulacién del proceso de Wiener (rwiener) y del Puente Bowniano (rbridge) , requiere la libreria {e1071}

#Simulacién de los estadisticos propuestos por Durlauf (1991) y Deo (2000)#

#Estadistico de Anderson Darling#

dt<-rep(0.001,1000)

t<-seq(0.01,0.99,length.out=1000)

sum(((Ut~2)/ (t*(1-t)))*dt)

plot(density(replicate(10000,sum((((rbridge(end = 1, frequency = 1000))"2)/(t*(1-t)))*dt))),
main="Anderson Darling", xlab=" " );grid()

quantile(replicate(10000,sum((((rbridge(end = 1, frequency = 1000))~2)/(t*(1-t)))*dt)),
probs = seq(0, 1, 0.01))

#Estadistico de Cramer - von Mises

t<-seq(0,1,length.out=1001)

dt<-diff(t)

plot(density(replicate(10000,sum(((rbridge(end = 1, frequency = 1000))~2)*dt))),
main="Cramer - von Mises", xlab=" " );grid()
quantile((replicate(10000,sum(((rbridge(end = 1, frequency = 1000))"2)*dt))),
probs = seq(0, 1, 0.01))

#Estadistico de Kolmogorov-Smirnov

plot(density(replicate(10000,max (abs(rbridge(end = 1, frequency = 1000))))),
main="Kolmogorov-Smirnov" , xlab=" ");grid()
quantile((replicate (10000, max (abs(rbridge(end = 1, frequency = 1000))))),
probs = seq(0, 1, 0.01))

#Estadistico de Kuiper

plot(density(replicate(10000,max(abs(rbridge(end = 1, frequency = 1000)-
rbridge(end = 1, frequency = 1000))))), main="Kuiper", xlab=" ");grid()
quantile((replicate (10000, max(abs(rbridge(end = 1, frequency = 1000)-
rbridge(end = 1, frequency = 1000))))), probs = seq(0, 1, 0.01))

#Simulacién de los estadisticos propuestos por Park y Whang (2005)#

#Estadistico KS_{N}"{x}#
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plot(density(replicate (10000, max(abs( cumsum(diff (rwiener(end = 1,
frequency = 1000)) ))) )), main="Kolmogorov-Smirnov", xlab=" " );grid()

#Estadistico Estadistico CVM_{N}~{x}#
plot(density(replicate(1000, (1/1000)*sum((rwiener(end = 1.2, frequency
= 1000))"2) ) ), main="Cramer von Mises", xlab=" " );grid()




C. Cadigos de prueba

Se presenta en este anexo los cddigos utilizados para el calcular de los estadisticos de prueba Cy, para
verificar la hipdtesis de martingala utilizados en las secciones 4 y 5. Estos codigos fueron implementados en
R y tomados de [4]. Los valores se encuentran en la tabla

# #
# - PRIMERA PARTE: PRUEBAS ESPECTRALES --------- #
# #
# Funciones implementadas para calcular los estadisticos #
# espectrales de Durlauf (1991) y Deo (2000)------------ #
# #
# Funciones necesarias para implementar

# los estadisticos de AD, CVM, KS y K

# de Durlauf (1991) a partir de los codigos

# de gauss implementados por Fong y Oularis (1995)

# #
# --- Funcion calc.rho (F-0; calcrho) -———--—————————————- #
# --- Funcion que calcula la secuencia de los ---—------- #
# --- coeficientes de correlacion para cada t ---------- #
# --- Argumentos #
# --- xt: Serie de tiempo que se supone ---—----——------- #
# --- martingala en diferencias #
# #
calc.rho <- function(xt,k){

cors <- acf(xt,lag.max=k,plot=F)

rho <- cors$acf[2:(k + 1)]

return(rho)

}

# #
# --- Funcion kern.w #
# --- Funcion que calcula las ponderaciones w de ------ #
# --- acuerdo a cada kernel #
# --- Argumentos #
# --- n: Numero de observaciones de la serie ---------- #
# -—- bw: ancho de banda #
# --- kern.function: tipo de kernel -----------------—- #
# #

kern.w <- function(n,bw,kern.function=c("none","Bartlett",
"Parzen","Q-S","T-H")){

type <- match.arg(kern.function)
w <= cQ

# None

if (type=="none")

w <- matrix(1,nrow=bw)

# Bartlett (Triangular)

if (type=="Bartlett"){

for (1 in 1:bw)

wll] <= 1 - abs(1)/(bw+1)

}

# Parzen (Cibica suave)

if (type=="Parzen"){
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for (i in 1:bw){
if (i <= bw/2)
wlil <= 1.0 - 6*((i/(bw+1))"2) + 6x((abs(i)/(bw+1))"3)
else
wli] <- 2%(1 - (abs(i)/(bw+1)))"3
}
}
# Quadratic-spectral (Senoidal con colas)
if (type=="Q-S"){
jb <- seq(1,n-1,1)/(bw+1)
jband <- jb*1.2%pi
w <- ((sin(jband)/jband - cos(jband))/(jband~2))*3;
}
# Tukey-Hanning (Senoidal)
if (type=="T-H"){
aa <- 0.23
for (1 in 1:bw)
w[l] <- 1.0 - (2%aa) + 2*aa*cos((pi*1l)/(bw+1));
}
return(w)
} #Fin de la funcién kern.w

# #
# --- Funcion ut (F-0; ut) #
# --- Funcion que calcula el valor de la funcion ------ #
# --- ut para un ancho de banda y un t especifico

# --- teniendo en cuenta el kernel que se desee -------

# --- Argumentos #
# --- rho: serie de coeficientes de correlacion ------- #
# —--- estimados #
# --- bw: ancho de banda #
# --- n: Longitud de la serie #
# --- t: valor que se desea evaluar -----------—-------— #
# --- kern.function: tipo de kernel ------—--—-—--—-—-—- #
# #

ut <- function(rho,bw,n,t,kern.function=c("none","Bartlett",
"Parzen","Q-S","T-H")){

type <- match.arg(kern.function)

j <= 1:n;

xx <= sin(j*pi*t)/j;

ww <- kern.w(n,bw,kern.function=type)

temp <- xx[1:bw]*rho[1:bw]*ww[1:bw];
return(sum(temp) * (sqrt (2% (n+1)) /pi))

}

# #
# --- Funcion optim.bw (F-0; opt) #
# --- Funcion que calcula el ancho de banda ----------- #
# --- optimo para la serie xt dependiendo del tipo----- #
# --- de kernel que se desee ajustar -----------—------- #
# --- Argumentos #
# --- xt: Serie de tiempo que se supone --------—------- #
# --- martingala en diferencias #
# --- bw: ancho de banda #
# --- aband: (logico) se debe hacer el ajuste de ------ #
# -—- ancho de banda #
# --- kern.function: tipo de kernel ------------------- #
# #

optim.bw <- function(xt,bw,aband=F,kern.function=c("none",
"Bartlett","Parzen","Q-S","T-H")){

if (aband){

type <- match.arg(kern.function)
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n <- length(xt)
eb <- xt[-n]
ef <- xt[-1]
ae <- sum(ebxef)/sum(eb~2)
ee <- ef - ebxae
se <- mean(ee”2)
ad <- sum((se/((1-ae)"2))"2)
al <- 4*xsum((ae*se/(((1-ae)"3)*(1+ae)))"2)/ad;
a2 <- 4*sum((aexse/((1-ae)~4))"2)/ad;
if (type=="Q-S")
bw <- 1.3221%((a2*n)"0.2)-1;
if (type=="Parzen")
bw <- 2.6614%((a2*n)"0.2)-1;
if (type=="Bartlett")
bw <- 1.1447%((al*n)"0.333)-1;
if (type=="T-H")
bw <- 1.7462%((a2*n)"0.2)-1;
}
if (bw < 1)
bw <- 0
return(bw) ;
} #Fin de la funcién optim.bw

# #
# --- Funcion ut.seq (F-0; sequt) #
# --- Funcion que calcula la secuencia de la #
# --- variable ut a partir de la serie y un #
# --- ancho de banda especifico #
# --- Argumentos #
# --- xt: Serie de tiempo que se supone ---------------— #
# --- martingala en diferencias #
# --- bw: ancho de banda #
# --- aband: (logico) se debe hacer el ajuste de —------ #
# --- ancho de banda #
# --- kern.function: tipo de kernel -----------------—- #
# #
ut.seq <- function(xt,bw,aband=F,kern.function=c("none",
"Bartlett","Parzen","Q-S","T-H")){

type <- match.arg(kern.function)

n <- length(xt)-1

uts <- cQ)

bw <- optim.bw(xt,bw,aband=aband,kern.function=type)

k <-bw + 1

rho <- calc.rho(xt,k)

for (j in 1:n)

uts[j] <- ut(rho,bw,n,j/n,kern.function=type)

return(uts)

}

# #
# --- Funcion spectral.test (F-0; ad) ----------—---—--- #
# --- Funcion que calcula los cuatro estadisticos ----- #
# --- mencionados anteriormente #
# --- Argumentos #
# --- xt: Serie de tiempo que se supone martingala ---- #
# --- en diferencias #
# --- bw: ancho de banda #
# --- a: frecuencia superior sobre la que se —-—-——----—- #
# --- evaluar 0 < a <=1 #
# --- aband: (logico) se debe hacer el ajuste de ------ #
# --- ancho de banda #
# --- kern.function: tipo de kernel ---—-——-—-——-—————- #
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# #
spectral.test <- function(xt,bw,a=1,aband=F,kern.function
=c("none","Bartlett","Parzen","Q-S","T-H") ,print=T){

if (bw >= length(xt))

bw = length(xt) - 1

if (aband)

bw <- optim.bw(xt,bw,aband=T,kern.function=type)

type <- match.arg(kern.function)

# Calculo de la secuencia de ut

zz <- ut.seq(xt,bw,aband=aband,kern.function=type)
ad <- 0

cvm <- 0

n <- length(zz)

nl <- length(zz)/a

j <1
while (j < n1){ # Calculo de los estadisticos AD y CVM
t <- j/n

ad <- ad + (zz[j172)/(t*x(1-t))
cvm <- cvm + (zz[j]1°2)

j <= j+1

}
zz <- zz[-n]
if (a == 1)

nl <- length(zz)

# Calculo de estadisticos finales

ad <- ad/n

cvm <- cvm/n

ks <- max(abs(zz[1:n1]))

kt <- abs(max(zz[1:n1])-min(zz[1:n1]))

if (print){

cat (’\nDurlauf test for the martingale hypothesis\n’)

cat(’(Ho: series’, deparse(substitute(xt)),’is a sequence of martingale in differences) \n’)
cat(’kernel used: ’,type,’ (bandwidth=’,bw,’)\n’)

cat(? \n’)
cat(’ Test stat --- Asym Crit Values ---\n’)
cat (P —-——-——--——-———-—- 10% 5% 1% \n’)

cat (sprintf(’A-D: %3.10f %1.3f %1.3f %1.3f \n’,ad, 1.9336, 2.4933, 3.8800))
cat (sprintf (’CVM: %3.10f %1.3f %1.3f %1.3f \n’,cvm,0.3473, 0.4614, 0.7435))
cat(sprintf (’K-S: %3.10f %1.3f %1.3f %1.3f \n’,ks, 1.2279, 1.3614, 1.6298))
cat (sprintf (’K : %3.10f %1.3f %1.3f %1.3f \n’,kt, 1.6200, 1.7470, 2.0100))
cat(’ \n\n’)

}

return(list(ad=ad,cvm=cvm,ks=ks,kt=kt))

¥ #Fin de la funcién spectral.test

# Funciones necesarias para implementar----------------- #
# los estadisticos de AD, CVM, KS y K #
# de Deo (2001) a partir de los codigos------=---=----=--= #
# de gauss implementados por Fong y Oularis (1995)------ #
# #
# --- Funcion calc.at #
# --- Funcion que calcula la secuencia de la ---------- #
# --- coeficientes de correlacion (modificados) ------—- #
# --- para cada t #
# --- Argumentos #
# --- xt: Serie de tiempo que se supone --------------- #
# --- martingala en diferencias #
# #

calc.at <- function(xt,k){
n <- length(xt)

xbar <- mean(xt)

varx <- sum((xt-xbar)"2)
xt <- xt - xbar

rho <- c()
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at <- cQ)

for (i in 1:k){

x1 <= xt[-c(1:1)]

x2 <- xt[-c((n-i+1):n)]

rho[i] <- (x1%*%x2/varx)

at[i] <- (varx/n)*rho[i]*(sum((x1°2)*(x2°2))/(n-1))"~(-0.5)

¥

return(at)

}

# #
# --- Funcion utc #
# --- Funcion que calcula el valor de la funcion ------ #
# --- ut para un ancho de banda y un t especifico ----- #
# --- teniendo en cuenta el kernel que se desee —-—————- #
# --- de acuerdo con Deo (2001) #
# --- Argumentos #
# --- rho: serie de coeficientes de correlacion ------- #
# --- estimados #
# --- bw: ancho de banda #
# --- n: Longitud de la serie #
# --- t: valor que se desea evaluar -----------——-----—-— #
# --- kern.function: tipo de kernel ----------------—-—- #
# #

utc <- function(at,bw,n,t,kern.function=c("none","Bartlett",
"Parzen","Q-S","T-H")){

type <- match.arg(kern.function)

j <= 1l:in;

xx <= sin(j*pi*t)/j;

ww <- kern.w(n,bw,kern.function=type)

temp <- xx[1:bwl*at[1:bwl*ww[l:bw];

return(sum(temp) *(sqrt(2+(n+1))/pi))

}

# #
# --- Funcion ut.seq2 #
# --- Funcion que calcula la secuencia de la --—-------- #
# --- variable ut a partir de la serie y un ----------- #
# --- ancho de banda especifico #
# --- Argumentos #
# --- xt: Serie de tiempo que se supone -------——-----—-— #
# --- martingala en diferencias #
# -—- bw: ancho de banda #
# --- aband: (logico) se debe hacer el ajuste de ------ #
# --- ancho de banda #
# --- kern.function: tipo de kernel ------------------- #
# #

ut.seq2 <- function(xt,bw,aband=F,kern.function=c("none",
"Bartlett","Parzen","Q-S","T-H")){

type <- match.arg(kern.function)

n <- length(xt)-1

uts <- cQ)
bw <- optim.bw(xt,bw,aband=aband,kern.function=type)
k <-bw + 1

at <- calc.at(xt,k)

for (j in 1:n)

uts[j] <- utc(at,bw,n,j/n,kern.function=type)
return(uts)

}



# #
# --- Funcion spectral.test2 #
# --- Funcion que calcula los cuatro estadisticos ----- #
# --- mencionados anteriormente #
# --- Argumentos #
# --- xt: Serie de tiempo que se supone martingala ---- #
# --- en diferencias #
# --- bw: ancho de banda #
# --- a: frecuencia superior sobre la que se ---------- #
# --- evaluar 0 < a <=1 #
# --- aband: (logico) se debe hacer el ajuste de ------ #
# --- ancho de banda #
# --- kern.function: tipo de kernel -----------——----——- #
# #

spectral.test2 <- function(xt,bw,a=1,aband=F,kern.function=
c("none","Bartlett","Parzen","Q-S","T-H"),print=T){
if (bw >= length(xt))

bw = length(xt) - 1

if (aband)

bw <- optim.bw(xt,bw,aband=T,kern.function=type)
type <- match.arg(kern.function)

# Calculo de la secuencia de ut

zz <- ut.seq2(xt,bw,aband=aband,kern.function=type)
ad <- 0

cvm <- 0

n <- length(zz)

nl <- length(zz)/a

j<1
while (j < n1){ # Calculo de los estadisticos AD y CVM
t <= j/n

ad <- ad + (zz[j172)/(t*x(1-t))
cvm <- cvm + (zz[j]1°2)

j <= j+1

}

zz <- zz[-n]
if (a == 1)

nl <- length(zz)

# Calculo de estadisticos finales

ad <- ad/n

cvm <- cvm/n

ks <- max(abs(zz[1:n1]))

kt <- abs(max(zz[1:n1])-min(zz[1:n1]))

if (print){

cat(’\nDeo test for the martingale hypothesis\n’)

cat(’(Ho: series’, deparse(substitute(xt)),’is a sequence of martingale in differences) \n’)
cat (’kernel used: ’,type,’(bandwidth=’,bw,’)\n’)

cat(? \n’)
cat(’ Test stat --- Asym Crit Values ---\n’)
cat (P -=————=mm————m - 10% 5% 1% \n’)

cat (sprintf(’A-D: %3.10f %1.3f %1.3f %1.3f \n’,ad, 1.9336, 2.4933, 3.8800))
cat (sprintf (’CVM: %3.10f %1.3f %1.3f %1.3f \n’,cvm,0.3473, 0.4614, 0.7435))
cat (sprintf (’K-S: %3.10f %1.3f %1.3f %1.3f \n’,ks, 1.2279, 1.3614, 1.6298))
cat (sprintf (’K : %3.10f %1.3f %1.3f %1.3f \n’,kt, 1.6200, 1.7470, 2.0100))

cat(? \n\n’)

}

return(list(ad=ad,cvm=cvm,ks=ks,kt=kt))

¥ #Final de la funcién spectral.test2

# #
# --- Funcion blk #
# --- Funcion que calcula el estadistico Q de - #
# -—- Lung-Box-Pierce (modificados) --------—--——=-—--- #
# --- Argumentos #
# --- xt: Serie de tiempo que se supone --——-—-——-—----- #
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# --- martingala en diferencias #
# --- k: Numero de rezagos #
# #

blk <- function(xt,k){

n <- length(xt)

at <- calc.at(xt,k)

bl.stat <- n*sum(at~2)

pval <- pchisq(bl.stat,k,lower.tail=FALSE)
return(list(bl.stat=bl.stat,p.value=pval))

}

# #
# --- Funcion blk2 #
# --- Funcion que calcula el estadistico Q de --------- #
# --- Lung-Box-Pierce (no corregido) -----------—------- #
# --- Argumentos #
# --- xt: Serie de tiempo que se supone --------------- #
# --- martingala en diferencias #
# --- k: Numero de rezagos #
# #
blk2 <- function(xt,k){

n <- length(xt)

rho <- calc.rho(xt,k)

bl.stat <- n*sum(rho~2)

pval <- pchisq(bl.stat,k,lower.tail=FALSE)
return(list(bl.stat=bl.stat,p.value=pval))

}

# #
# - SEGUNDA PARTE: PRUEBAS DE PARK Y WANG --------- #
# #
# Funciones implementadas para calcular los estadisticos #
# espectrales de Park y Wang(2005) #
# En este caso se evalua la serie en niveles-——-----—---- #
# #

martingale.stats <- function(yt,print=TRUE){

n <- length(yt)

ut <- (yt[-1] - yt[-nl)/sd(yt[-1] - yt[-nl)

Qn <- (1/sqrt(n))*cumsum(ut[order(yt[-n])1)

Sn <- max(abs(Qn))

Tn <- (1/n)*sum(Qn~2)

if (print){

cat(’\nPark and Wang test of the martingale hypothesis\n’)

cat(’ (Ho: series’, deparse(substitute(yt)), ’is a martingale) \n’)

cat(? \n’)
cat(’ Test stat --- Asym Crit Values ---\n’)
cat (P -—————=mm————— - 10% 5% 1% \n’)

cat(sprintf(’Sn: %3.10f %1.3f %1.3f %1.3f \n’,Sn,2.119,2.388,2.911))
cat(sprintf(’Tn: %3.10f %1.3f %1.3f %1.3f \n’,Tn,1.650,2.165,3.328))
cat(’ \n\n’)

}

1list(Sn=Sn,Tn=Tn)

}
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